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Introduccion

Este trabajo de Tesis consiste en una monografia sobre la Teoria de Grupos y la Teoria
de Representaciones, y surge de la necesidad de estudiar estos temas en los niveles formativos
de fisica, ya sea en la Licenciatura o en la Maestria. A pesar de que lleguemos a usar estos
conceptos en las asignaturas de mecanica clasica y mecanica cuantica, el plan de estudios de la
Licenciatura en Fisica no cuenta con una asignatura que introduzca los grupos, especificamente, o
las estructuras algebraicas, en general. Por ello, es muy comun que las y los estudiantes de fisica
no comprendamos los objetos o herramientas matematicas que empleamos.

Existe ya una gran variedad de libros introductorios a la Teoria de Grupos y a la Teoria
de Representaciones de Grupos, también una gran variedad de textos que hablan sobre sus
aplicaciones a la fisica y algunos mas que abordan la fisica y la matematica a la par. Sin embargo,
su lectura suele ser complicada, pues suponen que la lectora cuenta con conocimientos sélidos en
estructuras algebraicas o que le seran familiares los ejemplos de fisica de particulas y cristalografia.

Es por ello que, en esta monografia, se presentan las definiciones y teoremas con un lenguaje
claro y simple, se intenta construir la teoria de manera ordenada e intuitiva y se insertan recursos
graficos para lograr una mejor comprension. No se discuten implicaciones ni aplicaciones fisicas
complejas, pues, desde mi punto de vista, éstos pueden generar confusion u ocultar la simplicidad
y naturalidad con la que surgen los conceptos.

A pesar de que me parece importante homologar la fisica con las matemaéticas, pienso que,
dado nuestro historial de aprendizaje, resulta mas efectivo construir una base matematica soélida,
alcanzando cierto nivel de abstracciéon y familiaridad con las operaciones y herramientas. Es hasta
conocer las bases de la teoria y las propiedades de un grupo, que se puede comprender por qué las
transformaciones de rotacién y de traslacion, generadas por los operadores de momento angular
y de momento lineal, son elementos de un grupo; o por qué la geometria de ciertos metales y
cristales puede ser descrita mediante grupos finitos. Incluso conceptos que son dificiles de entender
fisicamente, como el espin de una particula, pueden verse con mayor claridad a la luz de la teoria
de grupos.

La monografifa introduce algunos Grupos de Lie, que son los grupos més importantes en
fisica, pues pueden representar simetrias continuas de sistemas fisicos y sus operaciones son
diferenciables. Sin embargo, son los Grupos de Permutaciones y los Grupos Ciclicos los que
mejor ilustran las propiedades de cerradura y simetria de los grupos, por lo que se mencionaran
repetidamente en los ejemplos. Ademés, se toma en cuenta que los grupos surgieron inicialmente
del estudio de permutaciones y polinomios, por lo que la manera mas natural de abordarlos es
iniciando por estos grupos finitos.

Al revisar la bibliografia, pude notar que, en otros libros, hay una disociaciéon entre la Teoria de

Grupos y la Teoria de Representaciones. En la mayoria de los casos, esto se debe a que no emplean
la misma notaciéon en ambas teorias ni muestran el cédlculo explicito de las representaciones. Es
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por ello que, en esta tesis, se intenta que la notacién sea lo més clara y consistente posible a
lo largo de los dos capitulos. La notacion elegida esta desglosada en tablas en las siguientes paginas.

Asimismo, se pretende que esta sea una monografia autocontenida, es decir, que no sea
necesario recurrir a libros suplementarios para entender el contenido. Sin embargo, se presupone
que las y los lectores tienen conocimientos sélidos de matematicas basicas y algebra lineal; también
pueden ser necesarios conocimientos de teoria de matrices y combinatoria. En todo caso, se sugiere
estudiar previamente Algebra Lineal, de S. H. Friedberg, A. J. Insel, et al., o Introduccion al
Algebra Lineal de S. Lang.

Este documento puede también emplearse como curso introductorio a los grupos y represen-
taciones de grupos, y se propone a estudiantes de Licenciatura o Maestria en Fisica que deseen
introducirse en las areas de fisica matematica, particulas, cristalografia o estado solido.

El contenido del primer capitulo esté principalmente basado en An Introduction to the Theory
of Groups, de J. J. Rotman, y el del segundo, en Representation Theory of Finite Groups. An Intro-
ductory Approach, de B. Steinberg. Se incluyen las demostraciones de la mayoria de proposiciones y
teoremas, pues gran parte de ellas no estan incluidas o desarrolladas exhaustivamente en los textos.

Por 1ltimo, los recursos graficos fueron realizados en la herramienta digital de diseno Canva
(www.canva.com) y a cada uno se anade como referencia el texto o articulo en el que estan
basados.


www.canva.com
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Notacion

Matematicas basicas

= Definicion.
Para todo elemento.
3, A Existe, no existe elemento.
=N Existe un tinico elemento.
Conjuncioén, y.
\Y, Disyuncioén, o.
== Implicacion, entonces.
= Equivalencia, si y sdlo si.
Por lo tanto.
| Tal que.
xXny Interseccion de dos conjuntos.
Niey Xi Interseccion de n conjuntos.
XUuY Unién de dos conjuntos.
UL, Unién de n conjuntos.
reX x pertenece a X.
XcyYy X es un subconjunto de Y.
0 Conjunto vacio.
|X] Cardinalidad de un conjunto.
f:X — Y | Funcién con dominio en X e imagen en Y.
fixr—y y es la imagen de x bajo la funcién f.
f1S Funcién restringida a un subconjunto del dominio.
id Funcién identidad.
ST Sumatoria, productoria.
K Campo arbitrario.
N,Z,R,C Numeros Naturales, Enteros, Reales, Complejos.
E™ Espacio Euclideano de dimension n.
z* Complejo conjugado de un ntumero z.
AT Traspuesta de una transformacion A.
Af Adjunta de una transformacion A.




Teoria de Grupos

*

|G|

H=G

Operacion de un grupo arbitrario.
Orden de un grupo.

Identidad de un grupo.
Permutacion identidad.

H es un subgrupo de G.

H es un subgrupo propio de G.
H es un subgrupo normal de G.

Subgrupo trivial.

Grupo de permutaciones de X, grupo simétrico en n letras.

Grupo alternante o de permutaciones pares en n letras.
Grupo diedral de n elementos.

Grupo ciclico de n elementos.

Grupo ciclico generado por g.

Grupo de enteros moédulo n.

Clase de congruencia de a médulo n.

Grupo general lineal sobre V.

Grupo de matrices n x n sobre C™.

Grupo especial lineal sobre V.

Grupo de matrices n x n sobre C™, con determinante 1.
Grupo ortogonal real.

Grupo de isometrias.

Grupo Especial Ortogonal en n dimensiones.

Grupo Unitario, Grupo Especial Unitario en n dimensiones.

Grupo de traslaciones continuas en 1 dimension.
H es isomorfo a G.

Coset de H en G.

Indice de H en G.

Producto de subconjuntos S, T C G.

Grupo cociente o grupo de cosets de N en G.
Producto directo de H con K.

Clase de conjugacién de z € G.

Conjugada de x bajo g.

Centro del grupo G.

Centralizador de x € G.

Conjugada del subgrupo H < G.
Normalizador del subgrupo H < G.
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Teoria de Representaciones

©g Representacion ¢ evaluada en un elemento g del grupo.
V<WwW V es un subespacio de W.
Vew El espacio V es isomorfo al espacio W.

Il Norma de un vector.

I Producto interno.

X Caracter de la representacion (.

pdp Suma directa de representaciones.

Z,(C) Grupo de matrices de permutacion.
p~p Representaciones equivalentes.

Kg,Cq Algebra del grupo G.

Ca Espacio vectorial generado a partir de G.
% (Cq) Conjunto de funciones de clase sobre Cg.

Hom(V,W) | Conjunto de homomorfismos entre V' 'y W.

M (e, p) Conjunto de morfismos entre los espacios de representacion de G, correspondientes a ¢ y p.
¢ Clase de conjugacion del grupo.

Ly, %2, Representacion regular izquierda.

AbEn A es una particion de n.

X Representacion irreducible de SOs.

X2 Representacion irreducible de T;.

T,5U Tablas de Young.

A(o) Tipo de ciclo de la permutacién o.

Cr, Fr Estabilizador de columna, estabilizador de fila de T'.

[T) Tabloide de T

Er Politabloide asociado a T'.

TA Conjunto de A-tabloides.

M Espacio vectorial generado por los A-tabloides.

&N Espacio vectorial generado por los politabloides de una A-Tabla.
o Representacion de S,, sobre 4.

P Representacion de S, sobre &* (Representacion de Sprecht).
rx, Di Grados de las representaciones 1)*, ©*.

ha(u) Longitud de gancho del cuadro v en un A-diagrama.
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Capitulo 1

Teoria de Grupos

Una estructura algebraica es un conjunto no vacio, equipado con ciertas operaciones, que son
en general binarias; es decir, toman dos elementos y los combinan u operan para obtener un
tercer elemento. Lo que distingue a una estructura algebraica de otras, son las propiedades y el
comportamiento de sus elementos bajo transformaciones u operaciones.

Algunas de las estructuras algebraicas mas conocidas entre estudiantes de fisica, son los anillos,
espacios vectoriales y grupos. Esto se debe a que la estructura matemdtica de estos objetos se
ajusta a la estructura fisica de los sistemas que nos interesa estudiar.

No so6lo es conveniente trabajar con objetos mateméaticos, sino que es la tnica manera en
que podemos enunciar leyes generales y hacer predicciones exactas sobre los sistemas fisicos. La
construccion de toda la fisica reside en la abstraccion de objetos concretos e irregulares, a los
cuales no nos podemos aproximar sin un lenguaje matemético: un esquema mediante el cual
clasificarlos y relacionarlos entre si. Asi, reducimos el problema de conocer un fenémeno de la
naturaleza en toda su complejidad, al de identificar sus propiedades més importantes y trabajar
con ellas de manera sistematica.

Por un lado, tenemos el fenomeno fisico a estudiar, sus escalas temporales y espaciales y sus
efectos medibles; por el otro, estd la abstraccién que hacemos de sus propiedades, su comporta-
miento ante transformaciones y el interés por expresar o predecir su evoluciéon. El propésito de la
fisica matematica es integrar ambas partes y visualizarlas como un todo, pues es tan importante
comprender la situacion fisica, como la mateméatica subyacente.

Particularmente, los grupos son estructuras que usamos constantemente en fisica para estudiar
las simetrias de los objetos o propiedades que permanecen invariantes ante cierta transformacion;
puede tratarse de una forma o cantidad conservada. Este tipo de objetos tiene un papel protagénico
en diversas areas de la fisica: mecanica cuantica, fisica de particulas, cristalografia, fisica del
estado s6lido, teorias de campos y de cuerdas, etc.

La intencién de este capitulo es comprender los fundamentos de la Teoria de Grupos, abordando
los teoremas y conceptos mas importantes con suficiente rigurosidad y claridad.

El libro que se ha tomado como base es An Introduction to the Theory of Groups de Joseph
J. Rotman. De manera suplementaria, se emplearon The Theory of Groups de Marshall Hall [2],
Group Theory in Physics de Wu Ki Tung [3] v Group Theory and its Application to the Quantum
Mechanics of Atomic Spectra, de Eugene P. Wigner [5]. Los recursos gréaficos estan inspirados en
las imagenes de Visual Group Theory, de Nathan C. Carter.



Teoria de Grupos
1.1 Grupos y Subgrupos

1.1. Grupos y Subgrupos

Definiciéon 1.1.1. Llamamos semigrupo (S,*) a un conjunto no vacio S equipado con una
operacion asociativa (x), cominmente llamada producto. Asi,

V51, S2, S3 €S, (81 % S2) % S3 = 81 % (Sg % S3) = 51 * Sg * S3.

El semigrupo es una estructura algebraica bastante simple, pues satisface solo dos axiomas:
la cerradura y la asociatividad. Sus elementos pueden ser de cualquier tipo, mientras tengan una
operacion asociativa.

Algunos semigrupos son:
» Los nimeros naturales, junto con la operacion de suma: (N, +).

» Los numeros enteros, bajo la operacion de suma: (Z,+), y también bajo la operacion de
multiplicacion: (Z,-).

= El conjunto de matrices de tamano n x n, junto con las operaciones de suma y de multipli-

cacion: (Mo, +) y (Mo, ).

Un grupo es también un semigrupo, pues posee una operaciéon cerrada y asociativa; sin
embargo, los grupos deben satisfacer cuatro axiomas, por lo que pueden verse como una extension
de los semigrupos.

Definiciéon 1.1.2. Llamamos grupo (G,x*) a un conjunto no vacio G y una operacion (x), que
satisfacen las siguientes propiedades:
i. Cerradura: El producto de dos elementos cualesquiera de GG, también pertenece a G y es
anico.
Vg1, 92€G, g1xg2=g3 €G. (1.1)
ii. Asociatividad: Para cualesquiera g1, g2, g3 € G,
(91 % g2) * g3 = g1 * (g2 * g3) = g1 * g2 * gs. (12)
iii. Identidad: Existe un elemento 1 € G tal que
lxg=gxl=g, VgeQqG. (1.3)
iv. Inverso: Sea g € G arbitrario. Entonces, existe un elemento ¢g~! € G tal que
Usualmente, la operacion del grupo es una composicion, denotada por el simbolo (o).
Sin embargo, son muy comunes los grupos multiplicativos, cuya operaciéon es una multiplicacion

(), v los grupos aditivos, cuya operacion es una suma (+). Comtnmente, la notacion (G, *) se
reduce a GG, a menos que sea necesario especificar la operacion.




Teoria de Grupos
1.1 Grupos y Subgrupos

Durante todo el texto, denotaremos a los grupos por letras maytusculas: G, H, K,---, y a los
elementos de un grupo arbitrario, por letras mintsculas: g, h, k, - - -

Siempre que deseemos verificar si un conjunto es un grupo, debemos revisar que
satisfaga los cuatro axiomas de la Definicion 1.1.2.

De los semigrupos mencionados anteriormente, veamos que:

= Los naturales N no son un grupo, pues no cuentan con un elemento 0 tal que n + 0 = n, ni
con los elementos —n tales que n + (—n) = 0.

= Los enteros Z son un grupo aditivo, pues satisfacen los cuatro axiomas de grupo bajo la
operacién de suma; sin embargo, no son un grupo multiplicativo, pues el elemento ¢~ = %

q
correspondiente a cada ¢ € Z, no es un entero.

= Las matrices de tamano n X n, junto con la operacién de suma, forman un grupo aditivo: la
matriz identidad es la matriz nula O, «, y cada matriz tiene una inversa, cuyas entradas son
los inversos aditivos de la matriz original.

Sin embargo, el conjunto ., no es un grupo multiplicativo, pues no todas las matrices n xn
son invertibles, por lo que no podemos asegurar que exista A~! € .#, tal que A~1A = 1,
para cada A € A,,.

Por lo tanto,

Grupos: (Z,+), (M, +).
Semigrupos: (N7+)7 (Zv ')a (%na )

Es probable que, al hablar de grupos, pensemos inmediatamente en grupos infinitos, como
son los niimeros reales, las matrices no singulares y los operadores de evolucion que estudiamos en
mecanica cuantica. Sin embargo, los grupos finitos son, en su mayoria, los que mejor ilustran los
principios de la Teoria de Grupos.

Es muy conveniente examinar grupos finitos y discretos para comprender la trascendencia de
los cuatro axiomas de grupo, asi como los conceptos de orden, exponente, permutaciéon, etc., que
veremos mas adelante.

El area de la fisica donde maés se utilizan grupos finitos es la cristalografia, pues con éstos se
estudian las simetrias de cristales, y la fisico-quimica, para estudiar la estructura de las moléculas.
Por ejemplo, en la Figura (1.1), se muestra una estructura ctubica que caracteriza a ciertos cristales;
el material completo luce como la Figura (1.2).

Figura 1.1: Estructura ctbica de un cristal: cada esfera representa un atomo, y las lineas son los
enlaces entre ellos [4]. En la seccion (1.4), veremos que las simetrias de esta figura son elementos
del grupo simétrico Sj.




Teoria de Grupos
1.1 Grupos y Subgrupos
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Figura 1.2: Patrén de un cristal formado por varias estructuras cubicas [4].

Por otro lado, también es comun trabajar con grupos finitos en fisica de particulas; por
ejemplo, el grupo de 2 elementos, Cy = {—1,1}, puede representar la paridad de una particula, y
el grupo formado por matrices de Pauli pueden representar el espin [3].

Mas adelante revisaremos los principales grupos finitos: grupos de permutaciones y grupos
diedrales, formados por biyecciones o reordenamientos en un conjunto finito. En cuanto a grupos
infinitos, discutiremos los grupos de rotaciones y traslaciones continuas, también llamados grupos
de Lie.

Ahora, daremos un nombre especial a los grupos que poseen una operacion conmutativa:

Definicién 1.1.3. Un par de elementos g1, g2 en un grupo G conmutan si g1 * g2 = g2 * g1.
Decimos que el grupo es abeliano o conmutativo si todos sus pares de elementos comutan:

Vg, 92€G, gi*g2=g2*g1.

Entre los grupos abelianos méas comunes, estan los nameros enteros, reales y complejos (todos
ellos poseen la estructura de grupo aditivo y de campo); también R™ o el espacio euclideano mas
general E™, son grupos aditivos abelianos, como veremos en el Ejemplo (1.1.4).

En cuanto a grupos finitos abelianos, esta el grupo de 2 elementos: Cy = {—1,1}, que
revisaremos mas adelante.

Ejemplo 1.1.1 (Grupo de enteros moédulo n). En primer lugar, recordemos el concepto de
congruencia, de la Teoria de Enteros [16]:

Sean n,a,b € Z. Entonces, decimos que a es congruente con b mddulo n, si y sblo si n es un
divisor de a — b. Matemaéticamente,

a =bmodn <= n|a—b. (1.5)

Ademas, llamamos clase de congruencia de a, médulo n, al conjunto de enteros b tales que

a = bmodn, y la denotamos por [a],,.

Sabemos que
nla—b < b=a+kn, conkeZ

Entonces,
la], ={be€Z]|n|a—b}={a+kn|keZ}. (1.6)

Al conjunto de todas las clases de congruencia médulo n, lo denotamos por Z,,:

Z = {[a], |a€Z}. (1.7)




Teoria de Grupos
1.1 Grupos y Subgrupos

Probaremos que Z,, forma un Grupo bajo la operacién de suma de clases de congruencia, que
coincide con la suma de enteros.
Para simplificar la notacion, omitiremos el subindice n.

i. Sean [a], [b] € Zy, y sean a € [a], b € [b]. Entonces,
a+b=(a+kn)+ b+ kon)
=(a+b)+ (k1 + ko)n € [a+ b] C Z,.
Note que @ y b son cualesquiera elementos en [a], [b], por lo que

[a] + [b] C [a+D].

Igualmente, un elemento arbitrario m € [a + b] satisface:

m=(a+0b)+kn
=(a+0n)+ (b+kn) € [a] + [b];
= [a+b] C[a] + [}].
sla

Jr
+[b]=[a+0],

]

con lo que se satisface la cerradura de la suma.

ii. Ahora, si ¢ € [¢], entonces

(@+b)+¢=[(a+0b)+ (k1 + k2)n] + (¢ + kzn)
=(a+b+c)+ (k1 + ko + k3)n
=a+ (b+c)+kin+ (ko + k3)n
= (a+kin) + [(b+ kan) + (¢ + k3n)]
=a+(b+o)

Como los enteros a, 5, ¢ son arbitrarios, en general se cumple:

([a] + [6]) + [c] = [a] + ([b] + [c]) = [a+ b+ ] € Zy,.

Por lo tanto, la suma es asociativa en Z,.

iii. Consideremos la clase de congruencia del neutro aditivo, 0 € Z:

(0], = {0+kn | keZ} = {kn| ke Z}

Esto significa que [0] consta de todos los multiplos de n. Tomando cualquier 7 € [0],

ﬁ+d=kon+(a+k1n)
=a+ (ko + k1)n € [a]

= [0] + [a] C [a].




Teoria de Grupos
1.1 Grupos y Subgrupos

Igualmente,
a=0m+a+kin
= a € [0] + [d]
= [a] € [0] + [al;
. [a] = 0] + [a]
Como la suma de enteros es conmutativa, podemos asegurar que también [a] + [0] = [a]. Por
lo tanto,

3 [0] € Z, tal que [0]+ [a] = [a] + [0] = [a],

para toda [a] € Z,,.

iv. Consideremos [—a] = {—a + kin | k] € Z}, y —a € [—a] arbitraria. Entonces,

—a+a=(—a+kn)+ (a+kmn)
= (—a+a)+ (K} + ki)n

Al igual que en el inciso (iii), se sigue que [a] + [—a] = [0]. Por tanto, para cada [a] € Z,,

3 [—a] € Z,, tal que [—a]+ [a] = [a] + [—a] = [0].

Por lo tanto, el conjunto de clases de congruencia moédulo n, junto con la operacién de suma
de clases, forma un grupo, llamado grupo de enteros modulo n y denotado por (Z,, +).

El grupo de enteros moédulo n es importante porque, histéricamente, motivo la introducciéon
de los grupos cocientes [1], a revisar en la Seccion (2.2). Nos seguiremos refiriendo a él en otros
ejemplos del capitulo.

Volviendo a los axiomas de grupo, no podemos asegurar, a priori, que los elementos 1y g~ € G
sean 1inicos; esto se prueba en los siguientes teoremas:

Teorema 1.1.1 (Unicidad de la identidad). Sea G un grupo. Entonces, el elemento 1 € G tal
que 1 xg=gx*1 =g, para toda g € G, es tnico.
Al elemento 1 le llamamos identidad de G.
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Dem. Sea 1 € G un elemento tal que 1g = gl = g, y supongamos que existe 1’ € G, distinto de 1, tal
que

'g=gl'=g, Vgea.
Si g~! € G es un elemento tal que gg~' =g~ g =1,
— 1/!]!]71 —1

=99
—= 1'l=1

= 1 =1,

contradiciendo la suposicién de que 1/ # 1.

n3lleGtalquegl=1g=gVgeqG

Teorema 1.1.2 (Unicidad de los inversos). Para cada g € G, el elemento g~ € G tal que
g*g =g '%g=1, es tnico.

A g~! le llamamos inverso de g.

Dem. Sean g,g~! € G tales que gg~! = g~ g = 1, donde 1 es la identidad de G.
Supongamos que existe (g~1)’ € G, distinto de g~1, tal que g(¢~1) = (¢~ 1)'g = 1.

= (9799t =1g7"
= (g7H)'1=1g""
= () =971,
contradiciendo la suposicién de que (g71)" # g~!

Paracadage G, 31g teGtalquegg t =g lg=1.

]
En los grupos aditivos, el elemento identidad es el neutro aditivo 0, y los inversos son los
inversos aditivos —g.

En general, se omite el simbolo * para indicar un producto: g x h = gh.

matricial.

Ejemplo 1.1.2 (Matrices diagonales 2 x 2). El conjunto de matrices diagonales no singu-
lares, cuyas entradas pertenecen al campo K, forma un grupo bajo la operacién de producto

En particular, consideraremos las matrices diagonales de tamano 2x2, sobre el campo R; las
denotaremos por Zoyo.

i. Sean A, B € YDyxo:

b22

— AB = (anobn 0 ) € Dax2,

_ (a0 (b O
=) = (80

a22b22

.. El producto es cerrado en Z,yo.
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ii. Sea C' € Z5y5. Entonces,

a11bn 0 ci1 0
AB)C =
(4B) ( 0 CL22522> (0 C22>
_ (aubucu 0 >
0 a22b22C22

_ (e O biici 0
0 a9 0 baacan

= A(BC),

.. El producto es asociativo en Zsys.

1 0
1= <O 1) € Doyo.

_ 1 0 a1 0 _ (a1 0 _
]IA_(O 1> (0 a22>_(0 a22>_A
_(an 0 1 0 _ [an 0 B
Al = < 0 CL22> (0 1) o ( 0 CL22> =4

Por lo tanto, existe un elemento 1 € P54, tal que 1A = Al = A, para toda A € Poyo.

iii. Veamos que

Entonces,

. Doy tiene una identidad.

iv. Como P52 es un conjunto de matrices no singulares, podemos asegurar que son invertibles.

Explicitamente,
Lyt
= 1.
det(A)’ (1.8)
COII (Aadj)ij = (—1)1+J‘AU|, (19)

donde |A;;| es la matriz de cofactores, que se obtiene al omitir la i-ésima fila y la j-ésima
columna.

j *1)2|A11| (1)3|A12|> a22 —a21
Aadj — ( —
- ((_1)3|A21| (—1)* Aga| —a13  ai

di\T _ [ Q22 —Q12
(A" = <—a21 ar > ’

Ademas, det(A) = ajia9e — a12a9;.
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Como las matrices son diagonales, a12 = as; = 0. Entonces,

41— 1 azp 0
artaze \ 0 an

a2 O

— [ ai1a22 a
22

0 a11a22

1
— 0
= (a“ 1 ) € Daxa.
az2

1
-1 _ (a1 0 ai 0 7107
= () ()=
L0 a 0 10
1A _ [ a1 11 _ _
= D) )69

Por lo tanto, para cada A € Py, existe A™L € Py tal que AA™ = A"TA =1.

.. D549 €s un grupo, junto con la operacion de multiplicacion matricial.

Notemos que, en las matrices diagonales, las entradas de A~! son los escalares
inversos de las entradas de A. Sin embargo, esto no se cumple en el resto de matrices.

Recordemos que no todas las matrices pertenecen a un grupo multiplicativo. Para
hacerlo, es necesario que tengan inversa, y que dicha inversa posea la misma estructura.
Ademas, puede que el producto de 2 matrices con cierta estructura resulte en una matriz con
estructura distinta, por lo que no pueden ser elementos de un grupo.

Usualmente, en fisica nos interesan las matrices invertibles porque nos permiten hallar la solu-

cién a un sistema de ecuaciones.

Definicion 1.1.4. Sea G un grupo, g € G y n € N. Entonces, definimos las potencias de g
como:

go =1
g'=g
gn+1 =g *gn

g =) =T

Asi, g" = g*gx*---* g es el elemento de G que se obtiene al operar g consigo misma n veces.
En grupos aditivos,

g" —mng:=g+g+---+g.
g " — -ngi=—g-—g—--—g.
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Por la cerradura de la operacién, un grupo posee a todas sus potencias, tanto positivas como
negativas, ya que unas son los elementos inversos de las otras.

En el siguiente ejemplo, introduciremos uno de los grupos mas sencillos pero, a la vez, més
tatiles para comprender conceptos fundamentales y construir grupos mas grandes.

Ejemplo 1.1.3 (Grupo ciclico de 2 elementos). Consideremos un conjunto Cy = {a,b}, que
forma un grupo bajo cierta operacion.

Para ser un grupo, Cy debe contener al elemento identidad, por lo que elegimos a = 1:
Cy ={a,b} = {1,b}. (1.10)
Como debe satisfacerse la cerradura del producto, tenemos:

ab=1b="0 € Cy,
ba =bl =b € Cy,

d=dt=--=a"=1"=1€C,, VneN.
Imponemos la condicion de que b?,b%,--- | b* € Cs, ¥V k € N. Entonces, sélo existen 2 posibili-
dades:
W=1voboh=0 (1.11)
De la Ecuacién (1.11), podemos deducir que b? =b* = - =0 =1y bl = b3 = ... = p?F+! =

b. Eligiendo b = —1, tenemos:

b= (—1)" = —1, sin esimpar.
1, si n es par.

— (9 = {1, —1}
.. El producto es cerrado y conmutativo en Cs.

Como veremos en las definiciones (1.1.12), (1.1.13), esto significa que Cy tiene un exponente
n = 2, el cual coincide con su cardinalidad, también llamada orden en este contexto.

a>=0=1 A |Co| =2.

La propiedad de asociatividad, la existencia de la identidad y la existencia de los inversos en
C5, se satisfacen de manera trivial.

El elemento —1 € C5 puede entenderse como una inversion o reflexiéon. El grupo Cs es abeliano
porque la aplicacién de la identidad, seguida de la reflexién, es completamente equivalente a la
aplicacion de la reflexion, seguida de la identidad: (—1)(1) = (1)(—1).

()
| N

Figura 1.3: El grupo Cs consta de la identidad y de la reflexion (simetria de espejo).
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Ejemplo 1.1.4 (Espacio euclideano n-dimensional). Todo espacio vectorial V' es también
un grupo, pues la suma vectorial es cerrada y asociativa en V, ademéas de que V contiene al
elemento identidad (neutro aditivo) y a los inversos aditivos.

En particular, consideremos el espacio euclideano n-dimensional E™ sobre un campo K:

i. Sean &,y vectores en E", con la forma:

X = (1’1,.’1527"' 7:En)

7= (y1,y2," " s¥n),

donde z1,--- , T, ¥ Y1, ,Yn pertenecen al Campo K. Entonces,

f"_g: ($1,$2,"' 7‘Tn)+(y17y27"' vyn)
=(T1+y1, T2+ Y2, Tn + Yn)
= (’LUl,'lUQ,"' 7wn) c Eﬂ’

con w; :=x; +y; € K, para todai=1,2,--- n.

La suma vectorial es cerrada en E™.

Ademas,
T4+y=(r1+y1, 22+ Y2, ,Tn +Yn)
= (y1+$17y2+$2,'“ 7yn+mn)
= (y17y23"' 7yn)+(1‘17x27"' axn)
=y+ 7
.. La suma vectorial es conmutativa en E".
ii. Sea z = (21,29, - ,2n) oOtro vector en E™. Entonces,

(@+Y) +Z2=(v1 +y, 22+ Y2, Ty +Yn) + (21,22, , 2n)
=@ 4+yi+2z02+y2+ 22, Tp + Yn + 2n)
= (xlava"' 7$n)+(y1 +Z1,Z/2+Z2,'-' ayn+zn)
=Z+ (¥+2).

.. La suma vectorial es asociativa en E".
iii. Tomemos 0 = (0,0,---,0) € E™. Entonces,

f+6:(x1 +0,1’2+0,"' ,$n+0):($1,x2,"' 71’.?7,)'

Por lo tanto, existe 0 € E™ tal que 4 0 =0 + Z = #, para toda Z € E™.

.. E™ posee un elemento identidad.

11
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iv. Tomemos 7' = (—xy,—x2,- -+ ,—x,) € E™. Entonces,
T+7 =(r1 — 21,22 — Ty ey Ty — Tp,)
=(0,0,--- ,0)
=0.
Por lo tanto, para cada # € E™, existe Z = —& € E” tal que Z + (—&) = 0.

.. E™ cuenta con los elementos inversos.

.. E™ es un grupo aditivo abeliano.

Aunque sea mucho mas sencillo trabajar con grupos abelianos, la mayoria de los grupos que
estudiaremos no lo son. Por ejemplo, la multiplicacién matricial y la composicién de funciones
no son operaciones conmutativas, por lo que los grupos de matrices (grupo general lineal, grupo
especial lineal, etc.) y los grupos de permutaciones o simetrias (S,, y D;,) no son abelianos.

En cuanto a los grupos de Lie, s6lo algunos son abelianos, como el grupo de traslaciones en
una dimension, denotado por 71, y el grupo de rotaciones en dos dimensiones, denotado por SOs.
Esto se debe a que las operaciones de ambos grupos se dan como una suma de escalares, la cual
es conmutativa.

Ejemplo 1.1.5 (Grupo de traslaciones continuas). El conjunto de traslaciones continuas
en una dimensiéon, denotado por 77, es un grupo abeliano de Lie, junto con la operaciéon de
composicién de transformaciones [3].

Como todo grupo de Lie, 71 posee una estructura de variedad diferenciable, por lo que puede
ser parametrizado por una variable continua x € C.

Demostraremos que 7T satisface los axiomas de grupo, asumiendo que esté definido sobre C (la
demostracion es equivalente en cualquier otro espacio unidimensional E*).
Entonces, 77 consta de todas las funciones:

T, :C—C
yr—y+x, conzxé€C.

i. Siz1,x9 € C, entonces

T$1TI2 (y) = Tw1 (y =+ $2) =y +x2+21 = TZ2+$1'
ST Ty, €The

Ademas, 1 +x2 =22+ 21 = Ty, Ty, =T,,T,,, por lo que la composiciéon de traslaciones
es conmutativa.

ii. Si xg € C, entonces
Ty (T, Ty )(y) = Ty (y + 23+ 22) =y + a3+ 22 + 21 = T, Ty (y + 23) = (T, Ty ) T (y)-
Por lo tanto, la composicion de traslaciones es asociativa.
iii. Consideremos 0 € C. Entonces,
To(y) =y+0=0+y=uy.

Por lo tanto, T es la identidad de 7.

12
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iv. Consideremos x y su inverso aditivo —z € C. Entonces,
LT o(y)=y—z+z=y="To(y)
T.To(y)=y+z—z=y="To(y)
= T ,=T,"

Por lo tanto, existe un elemento inverso T_, para cada T, € T;.

.. T1 es un grupo abeliano.

Los grupos de traslaciones son ampliamente utilizados en mecanica clésica y mecanica cuantica,
para estudiar simetrias de un sistema ante traslaciones. El mas importante es 73, que consta de
las traslaciones continuas en tres dimensiones, y se puede parametrizar con 3 variables z,y, z € C.

Mas adelante, revisaremos otras propiedades del grupo de traslaciones continuas, asi como de
los principales grupos de Lie en fisica: SO(2),S0(3) y SU(2).

Definicion 1.1.5. Sea G un grupo finito, cuyos elementos se pueden enlistar como
91, 92,93, ,gn. Entonces, una tabla de productos de G es un arreglo cuadrado, con n filas
y n columnas, cuya entrada (ij)-ésima es el producto g; * g;:

G| @ g2 g

g1 g1*g1 g1*g2 - gi1*¢gn
g2 g2%*g1 g2%gz2 - g2%*gn
9n gn*g1 Gn*g2 - Gn *Gn

La tabla de productos es una herramienta muy ttil para visualizar los productos entre elementos
de G.

En inglés, a la tabla de productos se le llama multiplication table; sin embargo, este
nombre es impreciso, pues la operacion desplegada en la tabla puede ser una suma, composicion,
multiplicacion, etc.

Lema 1.1.3 (Lema de reordenamiento). También llamada ley de cancelacion:
Sean g1, g2, 93 € G. Entonces,

G193 = 9293 V g3g1 = G392 = g1 = Go. (1.12)

Equivalentemente, si g1 # g2, entonces g193 # g29s.

Aunque este lema parezca trivial, representa una de las propiedades méas importantes de los
grupos: el hecho de que cada elemento sea tinico y que la operaciéon sea cerrada, implica que
podemos operar a cada elemento del grupo con cierto h € G, y obtendremos el mismo grupo G.

Asi, si los elementos de G estéan ordenados o enlistados como G = {g1, 92,93, - }, el resultado
serd G = {hg1, hgs, hgs, -} = {9i, 95, gk, - - - }, para ciertos i, j, k- -

En otras palabras, el lema significa que, si todos los elementos de G son ordenados en una se-
cuencia y multiplicados por cierto h € G, entonces la secuencia resultante es un reordenamiento

13
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de la secuencia original, es decir, un reordenamiento del grupo.

El lema de reordenamiento se utiliza para demostrar otras propiedades importantes, asi como
reescribir al grupo de manera conveniente. También veremos que esta directamente relacionado
con los grupos de permutaciones, pues una permutacion es una funcion que reordena los elementos
de un conjunto.

Ejemplo 1.1.6. Consideremos las siguientes matrices 2 x 2 en R:

10 10
)G )

Estas seis matrices, junto con la operacién de multiplicacién matricial, forman un grupo,
al que denotaremos por ¢ [5].

Para demostrar que ¢4 es un grupo, se deben calcular todos los productos entre las matrices,
sus potencias y sus respectivos inversos. El resultado es que todos estos elementos pertenecen al

grupo (cada operaciéon devuelve alguna de las 6 matrices previas).

Desplegamos la tabla de productos de ¥:

HOQWeE =K
HOQWE ==
sl @Nwillcs i =i
Qe Hdep Jwmw
il el o Nelle)
2 He QW go
OrrweQod

Asi, si enlistamos los elementos de ¢ en la forma:
¢ ={1,A,B,C,D,E},
Entonces, al multiplicar por A, obtenemos el reordenamiento:

@ = {A,1,D,E,B,C}.

Corolario 1.1.4 (Inverso de un producto). Sea G un grupo y sean ¢i,¢s, - ,gn € G, con

n € N. Entonces,

(gr92--9n) " =gn" gy gt (1.13)

Dem. Lo haremos por induccién; veamos que, para n = 2,

(9192)(g9192) ' = 1;

14
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Pero

1=gig;"
=g1(g; !
= 919295 ‘g7 "
=(g192)(95 '97 "),

- -1 -1
S (g1g2) " =95 g
Ahora, supongamos que (g1g2 -+ gn) "+ = gEl .. .g2—191—1. Entonces,

(9192 gn)gn+1 [(9192 gn)gns1) ' =1

Pero
1=(g192--9n)(95 " -+ 9591 ")
= (9192 9n)1(gn " 95 01 1)
= (9192 9n) [gn+1(gn+1) "] (9" 95 a7 )
-1 - —1 -1
= (9192 9ngn+1)(9p 1197 " -~ 92 91 )
- -1 - —1 -1
2 (9192 gngnt) T = gn a0t s ter
Con lo que la ecuacién (1.13) queda demostrada. |

Definicion 1.1.6. Llamamos subgrupo a un subconjunto S de G que satisface las siguientes
propiedades:

VseS, stels. (1.14)
Vs,tes, steS. (1.15)

Indicamos que S es un subgrupo de G con la notacién S < G.

Si G es un grupo aditivo, las ecuaciones (1.14) y (1.15) toman la forma:

Vses, —seb.
Vstel s+tes.

Notemos que todo subgrupo S es también un grupo, pues satisface la definicion (1.1.2).

Para verificar que un subconjunto S C G sea un Subgrupo, usaremos tanto la Definicion (1.1.6)
como el siguiente teorema:

Teorema 1.1.5. Un subconjunto S C G es un subgrupo de G, si y solo si:

l1es. (1.16)
Vs,teS, st™tes. (1.17)
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Dem. (=)

Supongamos que S < G. Entonces, para cualesquiera s,t € S, tenemos que s~ 1, t~1, st € S.

= ssl=1€8 A st les.

(=)

Ahora, supongamos que 1 € Sy st~! € S para cualesquiera s,t € S. Probaremos que S satisface las
ecuaciones (1.14), (1.15):

Sis™! =1s"1 ¢ S, entonces
s¢S Vv 1¢S5,

contradiciendo la Ecuaciéon (1.17). Por lo tanto, s™1 € S.
Ademas, sit € S,

= s l=(ts)"tes
— ts € S,

Usando el hecho de que el producto es cerrado en S y usando el Corolario (1.13).

LS <G
]
Si G es un grupo aditivo, las ecuaciones (1.16) y (1.17) toman la forma:
0€s. (1.18)
Vs, teS, s—teb. (1.19)

Corolario 1.1.6. Si G es un grupo, entonces G y {1} son siempre subgrupos de G.

Definicion 1.1.7. Sea H un subgrupo de G. Si H # G y H # {1}, entonces decimos que H es
un subgrupo propio y lo denotamos como H < G.
Por otro lado, al subgrupo {1} lo llamamos subgrupo trivial.

Proposicion 1.1.7. La interseccion de cualquier familia de subgrupos S; de G, es también un
subgrupo de G:
Si<G = (8 <G, coni=1,23,- (1.20)

Con la interseccion de los subgrupos S;, nos referimos a los elementos que pertenecen simulta-
neamente a todos los S;.

Notemos que esta intersecciéon jamas serd vacia, pues, para ser subgrupos, deben poseer a la
identidad. Por lo tanto, la intersecciéon de cualesquiera subgrupos sera, como minimo, la identidad,
que efectivamente es un subgrupo de G.

Definicion 1.1.8. Sea V un espacio vectorial de dimension n. Entonces, llamamos grupo general
lineal al conjunto de transformaciones lineales invertibles de V' en si mismo, y lo denotamos
por GL,(V):

GL,(V)={T :V — V | T es lineal e invertible.} (1.21)
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Si V esta definido sobre el campo K, entonces podemos elegir una base 8 = {€1,éq, - ,é,} de
V, de modo que (z1, 22, - ,2,) sean las coordenadas de cada v € V respecto de 8. Asimismo,
cada transformacion T € GL, (V) puede representarse como una matriz no singular de tamarfio
n X n respecto de esta base.

El conjunto de matrices no singulares de tamafio n X n, con entradas en K, también forma
un grupo, al que denotaremos por ¥.Z,,(K). Tanto GL, (V) como ¥.Z,(K) son llamados grupo
general lineal y se les trata como iguales.

Usualmente, denotaremos a las matrices en 4.2, (K) por letras mayusculas cursivas:

VQ{,%,%,---

Veamos que 4.7 ,,(K) forma un grupo, bajo la operacion de multiplicacion matricial:
i. Sean A, B € 9.7,(K).

= det(A) # 0 # det(B)
= det(AB) = det(A)det(B) # 0,

usando propiedades del Determinante.

Ademés, AB también es de tamafio n X n y tiene entradas en K:

(AB)” = Z aikbk]‘ c K,
k=1
*. El producto es cerrado en 4.2, (K).

aikbkl> ¢
1

n
E airbricy;

ii. Sea C € 9.2, (K).

= [(AB)C

M=
M=

I
-
=~
I

NE

1=1 k=1
= ik Z%l%)
=1
— [A(BC)),

ij "

*. El producto es asociativo en 4.%,,(K).

iii. Consideremos la matriz identidad 1,,x,, € 4.%,,(K), cuyas entradas son (1),;; = d;;. Entonces,

(LA)ij = D Sinar; = ai; = (A)ij.
k=1

= ar;bir = aij = (A)ij.
k=1

Por lo tanto, ¥.%,,(K) consta de un elemento identidad 1,x, tal que 1A = A1 = A, para
toda A € 4.7, (K).
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iv. Como ¥4.7,,(K) consta de matrices no singulares, todas ellas son invertibles. Ademas,
det(A™1) = [det(A)] ' #£0, VAe4Z,(K).

Para cualquier matriz cuadrada, se puede obtener A=! con la Ecuacion (1.8). Esta matriz
también sera de tamano n x n, con entradas en K.

Por lo tanto, para cada A € 4.%,,(K), existe A~ € 4.7, (K) tal que AA™1 = A71A =1.
5. 9%, (K) es un grupo, bajo la operacion de multiplicacion matricial.

Cabe recalcar que las transformaciones deben ser invertibles y operarse de manera
asociativa para pertenecer a un grupo; es por ello que el grupo general lineal consta de transfor-
maciones invertibles o biyecciones de un espacio en si mismo.

Enseguida definiremos algunos de los subgrupos méas importantes del grupo general lineal, que
igualmente pueden verse como grupos de transformaciones lineales o como grupos de matrices.

Proposicion 1.1.8. El conjunto de matrices singulares de tamano n x n con entradas sobre K,
cuyo determinante es igual a 1, es un subgrupo de 4.%,,(K), al que llamamos grupo especial
lineal y denotamos por ..Z,,(K).

Nombramos de la misma manera al conjunto de transformaciones lineales en GL, (V) cuyas
matrices asociadas tienen determinante igual a 1, y lo denotamos por SL, (V). Entonces,

SLn(K) < GLn(K) = S Zn(K) < 9.2, (K). (1.22)

Dem. Probaremos que .¥.%,(K) es un subgrupo de 4.%,(K), aplicando el Teorema 1.1.5:

i. Sabemos que det(1) = 1, por lo que 1 € .¥.Z,(K).

ii. Sean X,Y € ¥.%»(K). Entonces, X y Y son invertibles, y sus inversas pertenecen a 4.% (K);
mas aun,

det(X 1) = [det(X)] "t =1
det(Y™1) = [det(Y)] L =1
— det(XY 1) =det(X)det(Y 1) =1-1=1.

Ademas, si §;; son las entradas de Y1,

n
— (XYil)ij = szkgk] ek
k=1

= XYl e 72,(K)
o S Ln(K) < ILn(K).

Definicion 1.1.9.

i. Sea T : V. — W una transformacion lineal sobre un espacio normado. Entonces, decimos
que T es una isometria si y solo si preserva la distancia, es decir:

IT(x) =TW)l=llz —yll, Vo,yeV. (1.23)
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ii.

Sea S : V — V una isometria, donde V es un espacio real con producto interno (:|-).
Entonces, decimos que S es una transformacion ortogonal si y so6lo si preserva el producto
interno, es decir:

(S(@)S(y)) = (zly), Va,yeV. (1.24)

Se puede probar que la inversa de una transformaciéon ortogonal coincide con su traspuesta,
es decir:
S~t=g"

Teorema 1.1.9.

i.

il.

El conjunto de todas las isometrias biyectivas de un espacio normado en si mismo es un
Grupo.

En particular, el conjunto de isometrias biyectivas T : R® — R" es llamado grupo de
isometrias real y denotado por M,,(R). Ademaés, M, (R) es un subgrupo del grupo general
lineal GL,(R).

El conjunto de todas las isometrias biyectivas S : R” — R”™ que fijan el origen es llamado
grupo ortogonal real y denotado por O,,(R); también este es un subgrupo de GL,,(R).

Dem.
i. Veamos que la transformacion identidad es una isometria. Si x,y € R™, entonces
1(z) = x;
= [lz —yll=[11(z) — L)l
=1 € M,(R).

Ademés, como My, (R) es un conjunto de transformaciones biyectivas, toda B € My (R) es inver-
tible. Entonces,

lz =yl = [1(=) — L)l
= B(B~!(2)) = B(B~' ()|l
=B~ (x) - B~ ()l
= B! e M,(R).

Por lo tanto, M, (R) cuenta con todos sus elementos inversos. Finalmente, tomando A € My (R),
obtenemos:

JAB™! (2)) = AB™ ()l = I1B~"(z) = B~ (v)||= [l - yl|
— AB7! € M, (R).
. Mn(R) < GLn(R).

ii. Ya probamos que 1 es una isometria. Ademas, veamos que 1(0) = 0, por lo que fija el origen.
= 1 € On(R).
Ahora, sean A, B € O, (R).
= |B(z —y)l=IB(z) - B)ll=llz — vl
= |B7'B(z —y)|= B (z )|
= Lz -y)l=llz—yl= B~ (@ -yl
Ademas, B(0) = 0, por lo que:
0=1(0) = B~'B(0) = B~(0).
= B~ lcO,(R).
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Ahora, consideremos la transformacion AB~! € G L, (R).
[AB™ (z =)l = 1A [B~ (z) - B~ ()] |

=lAB () -AB ) I
=B~ () - B~ ()l
= llz -yl

— AB™! es una isometria.

Ademas, A(B~1(0)) = A(0) = 0.
— AB~! € O, (R).

. On(R) < GLy(R).

Esto implica que On (R) es por si mismo un grupo, bajo la operacién de composicion.

Mas adelante veremos que la relacion entre el grupo de transformaciones lineales
invertibles de V a V o grupo general lineal GL,, (V) y el grupo de matrices no singulares n x n,
9.2,(C), es un isomorfismo; esto significa que son idénticos en estructura.

De la misma manera, el grupo ortogonal real O, (R) es isomorfo al grupo multiplicativo de
matrices ortogonales de tamafio n X n, al que denotaremos por &, (R).

El isomorfismo entre ambos grupos es precisamente la representacion matricial de cada trans-
formaciéon A € O, (R), respecto de la base candnica de R™, {é1,éa, - ,é,}.

El dltimo grupo de transformaciones lineales que definiremos en esta seccién es el grupo que
consta de todas las transformaciones unitarias sobre un espacio V. Las transformaciones unitarias
se pueden considerar analogas a las transformaciones ortogonales, pero definidas sobre espacios
complejos.

Definicion 1.1.10. Sea A : V — W una transformacion lineal entre espacios complejos con
producto interno definido. Entonces, decimos que A es una transformacion unitaria si y solo si
A es biyectiva y preserva el producto interno, es decir:

(A@)|AWY))w = (zly)y, Va,ye W (1.25)
Se puede probar que la inversa de una transformacion unitaria coincide con su adjunta, es decir:

A7t = AT = (AT)*.

Proposicion 1.1.10. Sea V un espacio de dimension n. Entonces, el conjunto de transformaciones
unitarias sobre V es un subgrupo del grupo general lineal GL,,(V); lo llamamos grupo unitario
y lo denotamos por U, (V):

UsV)={A:V — V| AT = A1} <GL,(V). (1.26)

Cada transformacién unitaria se puede representar mediante una matriz, seleccionando una
base de V. Por lo tanto, U, (V') es isomorfo a %,(C), el grupo de matrices unitarias n x n.

Es facil ver que el producto de transformaciones unitarias es cerrado y asociativo, ademéas de
que la identidad y las transformaciones inversas son también unitarias.
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Definicién 1.1.11. Sea G un grupo y g € GG. Entonces, llamamos subgrupo ciclico generado
por g al conjunto de potencias de g, y se denota por (g):

(9) ={1.9" 6% 0%} (1.27)

Asimismo, G es un grupo ciclico si existe g € G tal que G = (g).

En cuanto a los grupos ciclicos aditivos, son generados mediante la suma iterada, es decir,
la multiplicacion:

(9) =10,9,29,3g,--- }. (1.28)

Notemos que, para satisfacer las propiedades de grupo, se requiere que para cada g° exista g7,
tal que (¢°)~! = g=% = ¢’. Es decir, todos los inversos pertenecen a (g).

Los elementos inversos del grupo ciclico aditivo son {0, —g, —2¢g, —3g, - - }.

Inicialmente, podriamos pensar que los grupos ciclicos son infinitos, pues es posible operar un
elemento consigo mismo una infinidad de veces. Sin embargo, la mayoria de los grupos ciclicos
son finitos: veremos que, a partir de cierto exponente g, los elementos se repiten; es decir,
existe 7 < m tal que g™ = ¢/, por lo que g™+l = g/t g™ *+2 = g3+2 ete. {Pero esto implica que
gt =gt =1

En este caso, al natural n > 1 tal que g™ = 1, lo llamamos exponente del grupo, como veremos
en la Definiciéon (1.1.13). Siempre que un grupo sea ciclico y finito, tendra un exponente.

Definicion 1.1.12. Sea G un grupo. Entonces, llamamos orden de G a la cardinalidad de G,
es decir, al namero de elementos de G, y lo denotamos por |G|.
De igual manera, llamamos orden del elemento g a la cardinalidad de (g).

Definicion 1.1.13. Se dice que un grupo G tiene un exponente n si g" = 1 para toda g € G.
Si G es aditivo, el exponente es el natural n tal que ng = 0 para toda g € G.

De las Definiciones (1.1.11) y (1.1.13), se sigue que todo grupo ciclico y finito (g),
tiene un exponente. Ademéas, el orden de un grupo ciclico coincide con su exponente:
[{g)]=n <= ¢g"=1Vgeq.

Ejemplo 1.1.7 (Raices de la unidad). Otra manera de pensar en los grupos ciclicos, es
como las n raices complejas de la unidad, introducidas en la teorfa de nimeros complejos.

Si w = e™?™/™ es la n-ésima raiz de la unidad, entonces n es el minimo natural tal que w” = 1:
" = (eiQﬂ'/n)n
_ 61271'
= cos(27) + isen(2m)
=1.
Entonces, {1,w!, w?,--- ,w™ 1}, junto con la multiplicacién escalar, son un grupo ciclico de
orden n [5]:
2 n—17 __ 2w /n  _idw/n i2(n—1)w/n
() ={lLw,w W'} ={le /76 /a"'76 ( )/}-
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£27(32) = gins2

eizn(%) — eizn/3 ed"(%) — in/3

£27(12) = ginse

(i) = on(i3) = ¢

eizn(%) — eil1n/6

erzu(%) = gi4n/3 612"(%) — i5/3

E‘Z"(liz) = ei31/2

Figura 1.4: Raices de la unidad, con n = 12.

Definiciéon 1.1.14. Sea X un subconjunto de G; entonces, existe un minimo subgrupo H < G
que también contiene a X, es decir, el minimo subgrupo tal que X C H.
El subgrupo H es llamado subgrupo generado por X y se denota por (X). También se dice
que el conjunto X genera al grupo (X).

En particular, si X consta de un s6lo elemento g, entonces (X) es ciclico:

(X) = {9)-

Notemos que X puede ser un subconjunto cualquiera de G, mientras que el subgrupo (X) debe
contener a todas las potencias y productos entre elementos de X, asi como sus respectivos inversos
y el elemento identidad.

Si el subconjunto en cuestion X ya satisface la Definicion (1.1.6), entonces (X) = X (pues es
en si mismo un subgrupo).

Ejemplo 1.1.8 (Grupo ciclico de 3 elementos). Consideremos tres elementos C3 = {a, b, c},
que forman un grupo bajo cierta operacion.

Al igual que con Cs, exigimos que 1 € C3 y que, para toda g € C3, g~ ! € C3. Entonces,

CS = {17979_1}'

También requerimos que todas las potencias de g pertenezcan a Cs, por lo que existe n € N tal

que g™ = 1. En este caso, n = 3:
=) =1 (1.29)

Si la Ecuacion (1.29) no se cumpliera, entonces C3 tendria mas elementos o se contradiria la
unicidad de la identidad.

De acuerdo con el Ejemplo (1.1.7), C3 puede ser representado como:
Oy = {1,e/27/3 =i27/3), (1.30)

con la multiplicaciéon de ntimeros complejos como operaciéon del grupo.
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Efectivamente, C5 tiene un exponente n = 3:

13 =1.
(6i27r/3)3 — i67/3 _ gi2m _

(e—z27r/3)3 — 6—1677/3 — 6—2277 =1.

Ademas,

(6i27r/3)3k =T =1 VEkeZ
CS _ <ei27r/3>.

Graficamente, podemos ver al grupo C3 como las rotaciones de un triangulo equilatero:

Figura 1.5: Representacion de Cs [4].

Cada elemento de C5 es una transformacion de simetria sobre el triangulo. La identidad fija
los vértices, €27/3 aplica una rotacion de 27 /3 radianes, y e~27/3 aplica una rotacion de 4r/3
radianes, equivalente a —2m/3 radianes.

Maés adelante, estudiaremos el grupo més general D3, llamado grupo diedral del triangulo;
éste incluye también las reflexiones del equilatero respecto a sus bisectrices, por lo que se le llama
grupo de simetrias del tridngulo. Mas atn, C3 es un subgrupo normal de D3, concepto que se vera
en la siguiente seccion.

Una de las aplicaciones de C3 se da en la quimica: la molécula de acido bérico, B(OH )3, es
invariante (conserva su forma) ante rotaciones de 2m/3 radianes:
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Figura 1.6: Simetrias de la molécula de acido borico [4].

Notemos que la molécula no es invariante ante reflexiones (rotaciones de 7 radianes hacia
adentro del papel), por lo que solo tiene tres transformaciones de simetria.

1.2. clases laterales, Subgrupos Normales y Grupos Cocien-
tes

Los conceptos que revisaremos en esta secciébn nos permitirdn relacionar grupos entre si,
inducir particiones y trabajar con copias o subconjuntos del grupo, seleccionandolos de acuerdo
con las caracteristicas que nos interesen.

En particular, las clases laterales, también llamadas cosets, nos permiten partir un grupo en
subconjuntos disjuntos; en cuanto a los subgrupos normales, sus propiedades de invarianza resul-
tan tutiles para definir nuevos grupos, llamados grupos cocientes, con los que se contemplan las
caracteristicas del grupo a nivel general y no particular.

Definicién 1.2.1. Sea S < G y t € G. Entonces, llamamos clase lateral derecha St al
subconjunto de G dado por:

St={st|seS} (1.31)
Igualmente, llamamos clase lateral izquierda al subconjunto de G dado por:

tS ={ts|se S} (1.32)

Se dice que el elemento t € G es una representante de las clases laterales St, ¢.S.

Notemos que la representante de un clase lateral no es tinica: cualquier otro elemento v € St
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puede fungir como representante, haciendo un reordenamiento:

St = {1t, saot, sat, -+ }
= {1t(t" "), sot(t™ ), sst(t™ ), -}

= {1v, squ, s3v, -+ } = Sv.

En inglés, a las clases laterales se les llama cosets, y este es el término mas frecuente
en la bibliografia; sin embargo, en este texto usaremos el término en espanol.

Es necesario que S sea un subgrupo de G para poder definir las clases laterales {St | t € G}.
Sin embargo, las clases laterales no son subgrupos, sino subconjuntos de G: el tnico clase lateral
que es también un subgrupo es S1 = 5.

Esto se debe a que, al operar todos los elementos de S con cierto ¢t # 1, obtenemos ¢ en vez de

la identidad y al resto de elementos st en vez de s; por lo tanto, las clases laterales resultantes no

necesariamente poseen al elemento identidad ni a los inversos ¢t~ ts~1.

Para ilustrar esta Definicion, consideremos las clases laterales de un importante grupo aditivo:

Ejemplo 1.2.1 (Linea recta en R?). El conjunto de vectores en R?, junto con la operacion de
suma vectorial, forma un grupo aditivo abeliano, al que denotaremos por (R?, +).

Consideremos una recta ¢ € R? que atraviesa el origen [1]:

0= {r(zo,y0) | € R}, con (x0,y0) # 0. (1.33)

Es decir, £ es el conjunto de miltiplos escalares de un vector no nulo (xg,y) € R2.

Primero, veamos que ¢ es un subgrupo propio de (R?, +):

i. Tomemos 0 € R. Entonces,
O(SC(), yo) = (0, 0) =0eld,
por lo que ¢ cuenta con un elemento identidad.

ii. Sean vi,v3 € £. Entonces, existen r1,79 € R tales que

i1 =11(Z0,Yo)

U2 = 7’2($o,yo)-

Entonces, —t3 = —ra(w0,50) € £, pues —r2 € R, y 03 + (=03) = ra(x0, yo) — r2(0, yo) = 0.

Mas atn,

01 + (=v3) = r1(z0, Yo) — r2(T0, Yo)
= (r1 — 72)(20, ¥o)
= R(z0,%0),
con R:=ry —ry e R.

S0+ (—v3) €4
< (R 4).
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Que ¢ < (R%, +) se sigue del hecho de que £ # R? y £ # {0}.

Ahora que sabemos que ¢ es un subgrupo de (R?,+), podemos encontrar sus clases laterales

derechos ¢ + §, para cada § € (R?, +):

C+G={T+g|Tel} (1.34)

= Si g € ¢, entonces el clase lateral ¢ + g coincidira con /.

Habré tantas clases laterales £ + § # £, como vectores § € R? que no pertenezcan a la recta

L.

Como (R?,+) es un grupo infinito, la cantidad de clases laterales £ + § también ser infinita.

Cada clase lateral de £ en (R? +) es una recta paralela a ¢, pues desplaza a todos los
vectores de ¢ a una distancia ||r(zo, y0) — gl

2
= A
o
/ (%, Yo)
H@;// = .
v bl

Figura 1.7: clases laterales de una linea recta £ en el grupo aditivo de R2.

Entonces, el conjunto de clases laterales de ¢ barre todo el espacio R2, por lo que el grupo
(R2%, +) coincide con la uniéon de sus clases laterales:

R, +) =J+d),

i

Donde el indice corre sobre todos los elementos g; € R2.

Ademas, todos las clases laterales son distintos entre si, pues desplazan a ¢ a lugares
diferentes, y no tienen ningun vector en comin, pues son paralelas (no se intersectan en
ningtn punto).

El hecho de que G coincida con la unién de sus clases laterales y que éstos sean disjuntos, es
una propiedad general de los grupos, como se vera en el Teorema (1.2.2).

» Ninguno de las clases laterales de £ en (R?, +), a excepcion de £ + 0=1¢esun subgrupo de
(R%,+), puesto que no poseen al elemento identidad 0.

Notemos que, si G es un grupo abeliano, entonces sus clases laterales izquierdos y derechos

seran iguales: St = tS. Asi, en este ejemplo, tenemos que ¢+ § = § + ¢ para toda § € R2.
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Ahora, establezcamos bajo qué condiciones dos clases laterales son iguales:

Lema 1.2.1. Sean S < G, g,h € G. Entonces, la igualdad de clases laterales se establece como:

Sg=Sh V gS=hS < gh'eS. (1.35)

Dem. (=) Supongamos que Sg = Sh, con Sg, Sh clases laterales de S en G, y recordemos que:

Sg={sg| s €5}
Sh={sh|seS}
Con g, h € G. Por tanto,
Sg = Sh
—> SgC Sh AN ShC Sg.

Entonces, todo elemento sg € Sg también pertenece a Sh; esto a su vez implica que existe o € S tal
que sg = oh.

Tomando en cuenta que el producto es cerrado en S,
sgh ' =ochh l=c€ S
~gh™les.

(+<=) Ahora, supongamos que gh~! € S. Esto implica que g, h € S, pues el producto es cerrado en S.

Considerando s € S arbitrario:

sg,sh € S
—> sg € Sh A sh € Sg
= SgC Sh N ShC Sg,

donde hemos usado el Lema (1.1.3): los productos sg representan un reordenamiento de los elementos
s € S, por lo que cualquier sg pertenece a Sh, asi como cualquier sh pertenece a Sg.

. Sg = Sh.

Antes de enunciar las demés propiedades de las clases laterales, recordemos uno de los
conceptos fundamentales de la teoria de conjuntos:

Definiciéon 1.2.2. Sea X un conjunto cualquiera. Entonces, la coleccion P := {X;, X5, X35, }
es una particion de X si y solo si satisface las siguientes condiciones: [23]

i. Los elementos de P son subconjuntos de X:

X@CX, VX, eP.

ii. P no posee al conjunto vacio:

iii. P cubre a X, es decir,
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iv. Los elementos de P son disjuntos o mutuamente excluyentes:

Xiij :Q), VXi,Xj €eP.

Teorema 1.2.2. Sea S < (G. Entonces, dos clases laterales de S en G sélo pueden ser idénticos o
disjuntos. Es decir,
Sg=Sh VvV SgnSh=10. (1.36)

Por lo tanto, las clases laterales de un subgrupo S inducen una particiéon en el grupo G.

Dem. Sea S < G. Por ahora, nos limitaremos al caso en que S es finito: S = {1, 1,52, "+, Sm }-

Ahora, sean Sg y Sh clases laterales de S en G, y supongamos que existen s;g € Sg, s;h € Sh, tales
que s;g = s;h.

- si_lsig = si_lsjh

— gh7l= 8;15J~izh’1

= ghl= si_lsj €S,
por el Teorema (1.1.5).

Pero esto implica que también g, h € S, por lo que podemos reescribir a S como:

S ={g,s19,529, - ,smg} = Sy
S ={h,s1h,s2h, -+ ,smh} = Sh,

usando el Lema de Reordenamiento.
Entonces, S = Sg = Sh, por lo que las clases laterales Sg, Sh son idénticos.

La tnica forma de que Sg # Sh, es que no exista ningin par s;,s; € S tales que s;g = s;h; es decir,
que SgN Sh = 0.

*. las clases laterales de S en G inducen una particiéon en G.

Las siguientes imégenes nos permiten visualizar la particién de un grupo G en sus clases laterales

Hyg:
g H

H g,H 8H

Figura 1.8: Particion de G en sus clases laterales [4].

Notemos que cada clase lateral tiene la misma cardinalidad, es decir, la misma cantidad de
elementos, y ésta debe coincidir con el orden de S. Si S consta de m elementos, entonces habra m
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productos de tipo st en cada clase lateral St:

S:{17 S1, S2, S3, }
St = {t, S1t, Sgt, Sgt, }

Su = {u, s1u, squ, sgu, ---}

Ejemplo 1.2.2 (Clases de congruencia). Consideremos el grupo aditivo de enteros, (Z,+) y
el subconjunto S C Z que consta de todos los multiplos de cierto entero n:

S={kn|keZ}
Veamos que S es un subgrupo propio de (Z,+):
i. Tomando k =0, tenemos 0-n =0 € S.
ii. Sean a,b € S. Entonces, existen ki, ko € Z tales que a = kin y b = kon. Entonces,
—a=—-knesS, —b=-kmes.

— a—b=(k —k)n=Fknes,

con ]AC = ]{31 — kg.

28 < (Z,+).
Maés atin, S es un subgrupo ciclico de (Z,+), pues
S={-,-3n,—2n,-—n,0,n,2n,3n,---} = (n).
Entonces, podemos partir (Z,+) en clases laterales de (n), que son de la forma:
n)y+a={kn+alknen}t,

para cada a € Z. Pero (n) + a coincide con la clase de congruencia médulo n de a:

(n)+a=la], ={kn+alkeZ} (1.37)
y, como vimos en el Ejemplo (1.1.1),

Zn =A{[a], |a€Z}={(n)+alacZ}

Ahora, probemos que dichas clases laterales inducen una particion en Z:
» Sean a,b € Z y supongamos que existe x € [a],, N [b],,. Entonces, existen ki, ko € Z tales que

z=kin+a=kn+b.
= b= (k1 —k)n+a
= beld,
= b+tn, b+t2n, b+3n, --- € [d]
= [b],, C [a]

n

n
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De la misma manera,
a= (k2 —ki)n+belb],.
= atxn, axt2n, axt3n, - € [}
= lal, C [0],
— [al,, = [b],,-

n

Por lo tanto, la tnica manera de que [a], N [b], # 0 es que [a], = [b],,.

= Por el algoritmo de la division, todo entero z pertenece a alguna clase de congruencia modulo
n:
z=oan+r = zer],.
Donde a y r son enteros llamados cociente y residuo, respectivamente [16].

Asi, la union de todas las clases de congruencia moédulo n debe resultar en todo Z:

Por lo tanto, las clases laterales {(n) + a : a € Z} = Z,, inducen una particién en Z.

Proposicion 1.2.3. Sea S < G. Entonces, el namero de clases laterales derechas de S en G es
igual al namero de clases laterales izquierdas de S en G.

Esto se puede probar estableciendo una biyeccion entre las clases laterales derechas y las clases
laterales izquierdas, que asigne a cada sg € Sg el elemento gs € ¢S.

Definicion 1.2.3. Sea S < G. Entonces, llamamos indice de S en G al namero de clases laterales
derechas (o izquierdas) de S en G, es decir, el nimero de subconjuntos St con ¢ € G, y lo denotamos
por [G : S].

Es decir, el indice de un subgrupo indica en cuantos subconjuntos parte al grupo. Con este
concepto, podemos formular el Teorema de Lagrange, que es uno de los pilares de la teoria de
grupos:

Teorema 1.2.4 (Teorema de Lagrange). Si G es un grupo finito y S < G, entonces |S| es un
divisor de |G| y

G|

G:S)= —' . 1.38
G:81= 1 (1.39)
Dem. Sea G finito y S < G. Entonces, G puede ser partido en n clases laterales Sg1,Sg2, -, Sgn,

con gi,92, - ,gn € GyneN.

Tomando en cuenta que las clases laterales {Sg;} son una particién de G, tenemos:

n

n
G=|]JS9 = IG|=>_ 1|5l

i=1 i=1
Ahora, para cada i = 1,2,--- ,n, definimos la funcién:
f:S— Sg;

s —— 8G;
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= Veamos que [ es inyectiva:
Si existen s,t € S tales que f(s) = f(t),

— sg; = tg;, paracadai=1,2,--- n.
= sgi(9:) " =tgi(g)) "
< s=1t.

= Ahora, veamos que f es sobreyectiva:

Sea og; € Sg; arbitrario. Entonces, existe o € S tal que f(o) = 0g;, para cada i =1,2,--- ,n.

Por lo tanto, f es biyectiva. Esto implica que el dominio de f tiene la misma cantidad de elementos
que su imagen, es decir:

n

= |G| = _|S| =n|s|

=1

Pero hay n clases laterales de S en G, por lo que [G : S] = n.

a6l
G 8] S

El Teorema de Lagrange indica que podemos encontrar la cantidad de elementos de un grupo
G, si conocemos la cantidad de clases laterales de G en su subgrupo H y la cantidad de elementos
de H. Por ejemplo:

Si |G| =10y |H| =5, entonces existen sélo dos clases laterales de H en G

i. H1: el subconjunto de cinco elementos que coincide con H.
ii. Hg: el subconjunto formado por los cinco elementos hg ¢ H, es decir, los elementos de H
operados con cierta g ¢ H.

El teorema también habla de la simetria subyacente en los grupos finitos: si G tiene diez
elementos, es imposible hallar un subgrupo S cuyo orden sea primo relativo del diez. Es decir, los
tnicos subgrupos permitidos tienen cinco, dos o un elemento.

Corolario 1.2.5. Si p es un namero primo y |G| = p, entonces G es un grupo ciclico.

Dem. Consideremos g € G distinto de la identidad. Entonces, el grupo ciclico (g) es un subgrupo de
G y consta de mas de 1 elemento, pues 1,9 € (g):

(9 <G Kol >1

Por el Teorema de Lagrange, |(g)| divide a |G| = p, pero los unicos divisores de un namero primo son
+1y +p.
= gl =pr=IG|

Sabemos que, si un subconjunto tiene la misma cantidad de elementos que el conjunto al que pertenece,
entonces son iguales.

{9)=G.
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Como se indica en la demostracion, los tinicos divisores de un primo p son £1 y +p; entonces,
los tnicos subgrupos posibles de G son de orden 1 y p, que corresponden precisamente al subgrupo
trivial {1} y a G mismo.

Si existiera algin subgrupo propio S < G, siendo G ciclico, entonces todas las potencias e
inversos de g7 € S deberian pertenecer a GG, con lo que se genera el mismo grupo: S = G.

Corolario 1.2.6. Si G es un grupo finito y K < H < (G, entonces

(G:K|=[G:H|[H: K] (1.39)
Dem. Por el Teorema de Lagrange,

|G|
G:H|=—
=g

|G|
G:K|=-—
[ ] K]

|H|
H:K|=—
[ ] K]

= |G| =|H|[G: H| = |K|[G: K].

Por otro lado,
[H : K]
H
== \H|[G:H]:¥[G:K]
[H : K]

LG K]=[G:H|H:K].

Definicion 1.2.4. Sean S y T subconjuntos no vacios del grupo G. Entonces, el producto de

subconjuntos esta dado por:
ST ={st|se€S ANteT} (1.40)

En particular, si S < G y T = {t}, entonces ST coincide con el clase lateral derecho St.

Teorema 1.2.7. La familia de todos los subconjuntos no vacios de G, bajo la operaciéon de producto
de subconjuntos, forma un semigrupo.

Dem. Consideremos la coleccion de subconjuntos no vacios de G: . := {S; | S; C G, S; # 0}.
Sabemos que . # (), pues todo grupo tiene al menos un subconjunto trivial: G C G.

De acuerdo con la Definicion (1.2.4), vemos que la operacion ST es asociativa: si S,T,V C G,

= (ST)V ={(st)v | ste ST,veV}={stv|se S, te€T,vev}
S(TV)={s(tv) | s€ S,tv e TV} ={stv:se€ S,t€T,v € v}
= (ST)V = S(TV).

Por lo tanto, la familia . de subconjuntos no vacios de G, junto con la operaciéon de producto de
subconjuntos, es un semigrupo. ]
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Corolario 1.2.8.
i. Si S es un subgrupo de G, entonces S5 = S.

ii. Si S es un subconjunto finito y no vacio de G tal que SS = S, entonces S es un subgrupo de

G.

Definicién 1.2.5. Sea N < G. Si gNg~! = N para toda g € G, entonces decimos que N es un
subgrupo normal o subgrupo invariante, y lo denotamos por N < G.

Si G es un grupo aditivo, entonces N <1 G si y s6losi g+ N — g = N, para toda g € G.

Veamos que:
gNg~' ={gng~" | n e N},

Por lo que la Definicion (1.2.5) indica que N es un subgrupo normal si y sélo si

1

gng ' € N A ne gNg™!, para cualesquiera n € N, g € G. (1.41)

Equivalentemente,

NCgNg ! ANgNg'c N = ¢gNg'=N;
= N JG.

Si N < G, entonces las clases laterales derechas de IV en G son también clases laterales izquier-
das, pues:

gNg ' =N=N1=Ngg*
= (9N)g~' = (Ng)g™"
= gN = Ng.
NG = gN = Ng.

Un resultado inmediato es que todos los subgrupos de grupos abelianos son normales:
gNg~' =Ngg~' =N.

Asimismo, la interseccidon de cualquier familia de subgrupos normales de G es también un
subgrupo normal de G:

n
N13N27"' 7N7L<]G - leQG

i=1

Ejemplo 1.2.3. Recordemos que el grupo especial lineal ..%,,(K) es un subgrupo del grupo
general lineal 4.7, (K). Probaremos que, ademés, es un subgrupo normal:

Sean A € 9.72,(K), X € &2, (K). Entonces,
det(AX A7) = det(A)det(X)det(A™Y)
= det(A)1 [det(A)] ™"
=1
— AL, (KA € 2L, (K).
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Ademas,

X =AAT'XAA e A7 L, (K)] AY
= YZ.(K)C AL, (K)]AT!
L ILK) = AL (KA

S LK) 9GL(K). (1.42)

Definicion 1.2.6. Sea X C G. Entonces, llamamos subgrupo normal generado por X o

cierre normal de X al minimo subgrupo normal de G que contiene a X, y lo denotamos por
(X)<.

Teorema 1.2.9. Sea N < G. Entonces, las clases laterales de N en G, bajo la operacion de

producto de subconjuntos, forman un grupo llamado grupo cociente o grupo factor, al que

G
denotamos por %.

Mas aun, el grupo cociente es de orden [G : N

=[G :N]. (1.43)

Dem. Sea N < G. Entonces, g~ Ng = N, para toda g € G.

Denotemos al conjunto de clases laterales de N en G por % Como estas clases laterales son subcon-

juntos de G, obedecen la operacion asociativa de producto de subconjuntos:

(NgNh)Nk = Ng(NhNk), ¥ g,h,k € G.

También nos referiremos a esta operacién como producto de clases laterales. Asi,

NgNh = {(ng)(n'h) | n,n’ € N, g,h € G.}

Tomando en cuenta que N es un subgrupo normal y que NN = N,

NgNh = Ng(g~'Ng)h
— NNgh

G
= Ngh € —.
IMEN
Por lo tanto, el producto de clases laterales de N en G es cerrado.

Ahora, consideremos N1 € %:
N1INg= N1lg= Ng N NgN1= Ngl=Ng
— N1Ng= NgN1= Ng.
Por lo tanto, el conjunto % tiene un clase lateral identidad N1.

Por tltimo, consideremos Ng~1 € %:
Ng 'Ng=Nglg=N1

vy NgNg71 = Ngg~!=N1.
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Por lo tanto, para cada Ng € %, existe Ng~1 € % tal que Ng~'Ng = NgNg—! = N1. Es decir, cada
clase lateral tiene un inverso.

G
N forma un grupo, junto con la operaciéon de producto de clases laterales.

Por definicion del indice como nimero de clases laterales de NV en G, concluimos que )%‘ =[G:N]. 1

La tinica manera de asegurar que existen el clase lateral identidad y el clase lateral

inverso Sg~! para cada Sg, es que S sea normal: esto nos permite demostrar los axiomas de grupo.

Cuando consideremos las clases laterales de un subgrupo S < G, debemos tener cuidado de no
afirmar a priori que forman un grupo: esto se cumple s6lo si S < G.

Definicion 1.2.7. Un grupo G # 1 es simple si no tiene subgrupos normales, ademas del
subgrupo trivial {1} y si mismo.

Ejemplo 1.2.4 (Grupo de enteros médulo n). Como vimos en el Ejemplo (1.2.2), (n) < Z.
Ademas, veamos que (n) < Z:

Sea a € Z arbitraria. Entonces,

a+{n)y+(—a)={a+kn—alkeZ}
={kn|keZ}
= (n).

- (n) < Z. (1.44)

Entonces, las clases laterales de (n) en Z forman un grupo que, como ya vimos, coincide con
Loy,
Z

(n)

y a este grupo cociente se le llama grupo de enteros modulo n. Al igual que Z, % es aditivo
y abeliano.

={(n) tala€l} =17, (1.45)

Como mencionamos en la seccion (1.1), el grupo de de isometrias en R que fijan el origen o
grupo ortogonal real Op(R), es isomorfo al grupo de matrices ortogonales &, (R).

Si A € Oy, entonces las entradas a;; de la matriz asociada a A estan dadas por el producto
interno:

ai; = (€i|A(é5))

Donde {é;,és,---,é,} es la base canonica de R.

Por las propiedades del determinante y de las matrices ortogonales, tenemos:

det(AAT) = det(1) = 1.
> (detA)(detAT) = (detA)? = 1.
codetA = +1.

Con base en este resultado, formulamos la siguiente definicion:
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Definicion 1.2.8. Una isometria R que fija al origen, definida sobre un espacio vectorial V', es
llamada rotacién continua si det(R) = +1; en este caso, decimos que R preserva la orientacion.
En cambio, si det(R) = —1, entonces decimos que R revierte la orientacion.

Proposicion 1.2.10. El conjunto de rotaciones continuas R : R® — R", al que denotamos por
SO, (R), es un subgrupo normal de O,(R), llamado grupo de rotaciones o grupo especial
ortogonal.

Asi, se satisfacen las ecuaciones:

SO, (R) < On(R).
’ 0, (R) ‘ L,
S0, (R) '

Dem. Para simplificar la notacién, obviaremos el campo y escribiremos SOy, Oy, .

Primero, veamos que SO, es un subgrupo de Oy :
Sabemos que det(1) = 1, por lo que 1 € SO,,. Ademas, si A, B € SO, entonces
det(AB™Y) = det(A)det(B~1)=1-1=1
— AB ! e S0,.
.80, < Op.

Ahora, veamos que SO,, es un subgrupo normal. Para ello, tomamos R € SO,,, A € O,, arbitrarias.
= det(ARA™Y) = det(A)det(R)det(A™1)
= det(R)det(A)det(A)~!
=1.
= ARA™' € SO,.
.80y < On.

Entonces, las clases laterales de SO, en O, forman un grupo:

On
SOn

= {SO,A | A€ On}

= {SO,, SO,T}, con det(T) = —1.

Es decir, T' € O,, — SOp,.

Efectivamente, solo existen 2 clases laterales de SO, en Oy, pues cualesquiera transformaciones R €
SOy, T € O, — SO, satisfacen:
det(RT) = det(R)det(T) = 1(—1) = —1.
= RT € Oy, — SOy, = SO,T.
On
SO

=2.

o [On : SO, = ’

El tipo de relacion que plantea la Proposicion (1.2.10) también es satisfecha por el grupo
especial lineal SL, (V) y por el grupo especial unitario, que introduciremos a continuacion:
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Proposiciéon 1.2.11. El subconjunto de U, (V') cuyo determinante es igual a 1, es un subgrupo
normal de U, llamado grupo especial unitario y denotado por SU, (V):

SUL(V)={A:V — V]| AT = A71 A det(A) =1} < U, (V).
Ademas, ‘UR(V)’ =2.

SU(V)

Dem. Sabemos que el determinante de toda matriz unitaria tiene médulo igual a 1:

det(T) = ¢ = |det(T)| =1, VT € Uy.

Por tanto, SU,, es el subconjunto de Uy, cuyo determinante tiene fase ¢ = 0.
Si A, B € SU,,, entonces:
det(B™1) = [det(B)] ! = 1.
— det(AB™1) = det(A)det(B~1) = 1.
= AB™! e SU,,

y se cumple trivialmente que 1 € SU,,, por lo que SU,, < Uy,. Ahora, tomemos T € U, arbitraria:

det(TAT™Y) = det(T)det(A) [det(T)] " = det(A) = 1. (1.46)
— TAT '€ SU,, VAeSU,TEeU,. (1.47)
- SU, < Up. (1.48)

Para ver que el grupo cociente SUL;L es de orden 2, basta tomar cualquier transformaciéon W € U,, con
n

determinante e‘® # 1:

det(AW) = det(A)det(W) = 1€ # 1.
Un
SU,

— = {SU,1, SU,W}.

En fisica, comtinmente nos referimos a los grupos ortogonal y especial otogonal como
O(n) y SO(n), respectivamente, pues se obvia que estan definidos sobre el campo de los reales.
Igualmente, se suele denotar a los grupos unitario y especial unitario por U(n) y SU(n).

Ahora, nos fijaremos particularmente en el grupo de rotaciones continuas en dos
dimensiones SO3(R), cominmente llamado grupo especial ortogonal y denotado por SO(2)

(3]

La siguiente figura representa un sistema fisico que es invariante ante rotaciones en un plano,
alrededor de cierto punto fijo P, que, en este caso, coincide con el origen del sistema coordenado:

SP)
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La base del sistema de coordenadas inducido es {é1, é2}. Podemos representar una rotacion R
en un angulo ¢ de manera matricial, respecto de esta base:

Ry — (COS¢ —semb) ’ (1.49)

seng  cos¢p

Entonces, un vector = (x1, z2) se transforma bajo R, como:
Ry : &+ 2’/ = (2}, 25), donde:
/ i ,.J
T; = (R¢)]$]a
Usando notacion de suma de Einstein.

Ademas, como las rotaciones son transformaciones ortogonales, preservan la longitud de los
vectores:

l2'[1*= [ R (@)II* = [l]|?
= zja" = (Ry)ja? (Ry)jz; = (Ry)j(Ry)lwix' = zia’
= (Ry)i(Ry)] =1,
Siendo (Rg)} las entradas de Ry y (Ry)], las de RZ;.

~RyRY =1,V Ry € SO3(R). (1.50)

La Ecuacion (1.50) es satisfecha por todas las rotaciones: podemos generalizarla a un espacio
n-dimensional, tomando & € R™ y conociendo las n — 1 variables que parametrizan a la rotacion

R(gla e 7571—1) S SOn(R)

Una propiedad importante de las rotaciones en dos dimensiones es que son conmutativas; esto
se debe a que estan caracterizadas por 1 sélo parametro ¢, por lo que:

R¢1 R¢'2 = R¢1+¢>2 = R¢2R¢>1’

Lo cual se puede ver geométricamente:

Figura 1.9: Composicion de rotaciones en un plano.

Por lo tanto, SO2(R) es un grupo abeliano. En general, todas las rotaciones que se aplican
respecto a un mismo eje de rotacién son conmutativas.

Ademas, como el intervalo [0, 27) barre todo el espacio bidimensional, tenemos que Ry = Rgiax;
por lo tanto, se suele restringir 6 € [0, 27) para tener un conjunto de transformaciones univaluadas.

Resumimos las propiedades de SO5 en la siguiente proposicion:
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Proposicién 1.2.12. El conjunto de isometrias R : R?> — R? que fijan el origen y preservan
la orientaciéon forma un grupo, al que llamamos grupo de rotaciones en dos dimensiones y
denotamos por SO5(R).

s Los elementos de SO estan determinados por un parametro ¢ € [0, 27), y satisfacen:

R¢ = R¢+2k7‘r7 con k € Z. (1.51)

» Si Ry, , Rg, € SO2, entonces:

R¢>1 R¢2 = R¢1+¢>2 = R¢2 R¢>1' (1'52)

Por lo tanto, SO3 es un grupo abeliano.

s La identidad y los elementos inversos de SOs estan dados por:

—~

R[¢:O =Ry =1, 1.53)

R;'=R_, (1.54)
de modo que

RyRo = RoRs = Ry0 = Ry,
RyR;' = R;'Ry = Ry = Ro.

Como otros grupos de Lie de transformaciones, SO puede ser generado a partir de la identidad
del grupo, con ayuda de un operador llamado generador infinitesimal. En el siguiente capitulo,
hallaremos dicho generador y las repesentaciones irreducibles de SOs.

1.3. Homomorfismos e Isomorfismos

En este apartado revisamos los Teoremas de isomorfismos, que sientan la base de la Teoria de
Representaciones. La trascendencia de estos teoremas se debe a que nos permiten establecer relacio-
nes convenientes entre grupos, ademas de que pueden extenderse a otras estructuras algebraicas [1].

Definiciéon 1.3.1. Sean (G,x*) y (H,o) grupos o semigrupos. Una funcion f : G — H es un
homomorfismo si, para cualesquiera g1, g2 € G,

f(g1%g2) = f(g1) o f(g2)- (1.55)

Es decir, los homomorfismos son mapeos que preservan el producto.

Teorema 1.3.1. Sea f : (G,*) — (H, o) un homomorfismo entre grupos. Entonces,

i. f(1) =1/, siendo 1’ la identidad de H.
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i. Vae @, fla™')=[f(a) "

ili. Vae G, neZ, f(a")=][f(a)]".

Dem. i. Sea 1’ la identidad del grupo H.

— hoh '!=h"loh=1, VheH.

Como f es un homomorfismo,
f)=f(1x1)=f(1)o f(1)
— U= fW)o[fW] " =fM) e fMolf()] " =f1)o1
y U =[O o f() =] o f(1) o f(1) =10 f(1).

= f()ol' =1Vof1)=1
= I t=v
= f(1)=1"

ii. Ahora, sea g € G arbitrario.
=1 =f(1)=flgxg™ ") =Fflgoflg™")
yU=f)=flg" x9)=flg™") o flg)
= fl9)oflg™)=flg o flg)=1"

e =1f@l 7t

iii. Sabemos que f(al) = f(a) = [f(a)]14

Ahora, supongamos que f(a™"1) = [f(a)]" !, con n € N.

= f(a") = f(@"" ' xa)
= f(a"" 1) o f(a)
= [f(a)]""" o f(a)
= f(a)o f(a)o---0o f(a) (n veces)
= [f(a)]".

Por lo tanto, un homomorfismo también preserva la identidad y los inversos de un grupo.

Definiciéon 1.3.2. Un isomorfismo f : (G, *) — (H, o) es un homomorfismo biyectivo; es decir,
un homomorfismo que tiene funcién inversa f~!: (H,o) — (G, ).

Revisemos algunos ejemplos de homomorfismos:
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Ejemplo 1.3.1. Consideremos el grupo de enteros, (Z, +), y el grupo de enteros modulo n, (Z,,, +).
Definimos la funcién f como:
f:7Z—17,
ar— fal,

Si f es un homomorfismo, entonces la operacién que debe preservar es la suma, pues ambos
grupos son aditivos.

Sean a,b € Z.

= f(a+b)=[a+D]
= [a] + [b]
= f(a) + f(b),

usando las propiedades de Z,,, demostradas en el Ejemplo (1.1.1).

Notemos que f no es un inyectiva, pues a tiene la misma clase de congruencia que todos sus
miltiplos médulo n, es decir:

[a] ={a+Ekn|kecZ}
={a+(k+K)n|kk €Z}
={(a+kn)+kn|kk €Z}
=[a+ kn].

= f(a) = f(a+kn), VEkecZ

Por lo tanto, f no es un isomorfismo.

Ejemplo 1.3.2 (Determinante). Sea (K, -) el grupo multiplicativo del campo K.
La funciéon determinante esté definida como:
det: 4%,(K) — K
Ar— det(A)

Es un resultado general de la teoria de matrices, que el determinante es distributivo sobre el

producto:
det(AB) = det(A)det(B),

para cualesquiera A, B € 4.¢,(K).
Por lo tanto el determinante es un homomorfismo; también se satisfacen las propiedades del

Teorema (1.3.1):
det(1) =1, det(A™) = [det(A)] ",

donde 1 es la identidad de 4.%,,(K) y A~! es la matriz inversa de A.
Al igual que el homomorfismo del Ejemplo (1.3.1), el determinante no es un isomorfismo, pues

existen muchas matrices con el mismo valor det(M) € K.

Definicion 1.3.3. Decimos que 2 grupos GG, H son isomorfos si es posible establecer un isomor-
fismo entre ellos, f : G — H. En este caso, escribimos G = H.
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Cuando dos grupos son isomorfos, tienen la misma estructura y cantidad de elementos; sin
embargo, pueden diferir en su operacion y en el tipo de elementos que poseen (por ejemplo:
matrices bajo la multiplicacién, y funciones bajo la composicion).

En la practica, si dos grupos son isomorfos, entonces se tratan como iguales y se trabaja con el
que resulte mas conveniente. Se suele decir que uno es la copia isomorfa del otro.

Podemos hacer una analogia entre grupos isomorfos e idiomas o sistemas de mediciéon diferentes:
si el grupo G es el Sistema Nacional de Unidades y el grupo H es el Sistema Inglés, entonces el
isomorfismo f : G — H funciona como un convertidor entre ellos [2].

Enseguida revisaremos algunas propiedades de los homomorfismos, involucrando los conceptos
de las secciones previas.
Corolario 1.3.2.

i. Sif:G— Hyg:H — K son isomorfismos, entonces la composiciéon go f : G — K
también es un isomorfismo.

ii. Si f:G — H es un isomorfismo, entonces también lo es f~!: H — G.

Proposicién 1.3.3. Sea f : G — H un homomorfismo. Entonces, el nticleo de f es un subgrupo
de G y la imagen de f es un subgrupo de H; es decir,

Nicleo de f = N [f] < G. (1.56)
Imagen de f=Im|[f] < H. (1.57)

Dem. Por definicién, el nucleo de una funcién es un subconjunto de su dominio, y la imagen es un
subconjunto de su codominio. Asi, N C G, Im C H, con:

Ni={g€G| f(g) =1} (1.58)
Im:={h € H| h= f(g) para algin g € G.} (1.59)

i. Primero, probaremos que N < G:

Por ser un homomorfismo, f(1) =1/, con 1’ la identidad de H. Entonces, 1 € N.
Ahora, sean s,t € N.

= f(s)=ft)="1

= U=[f@®]"' =reh

— tlen;

= flst™H=f(s)oftH)=101"=1
= st e N.

Por el Teorema (1.1.5), 1 € N y st~! € N implican que N es un subgrupo de G.

ii. Ahora, probaremos que Im < H:

Sabemos que f(1) = 1/, por lo que 1’ € I'm.
Ahora, sean hi,ha € I'm. Entonces, existen g1, g2 € G tales que f(g1) = h1, f(g2) = ha.

= floz ) =[f(g2)] " =hy" € Im, puesgy' €G.
= f(919; ") = f(91) 0 f(95 ") =h1ohy ' € Im, pues g1g, ' € G.
De nuevo, aplicamos el Teorema (1.1.5) para ver que Im es un subgrupo de H.
NG AN Im<H.
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Corolario 1.3.4. El niicleo N de un homomorfismo f : G — H es un subgrupo normal de G.

Dem. Sabemos que f(a) =1’V a € N. Ahora, sea g € G arbitraria. Entonces,

flgag™") = f(@)f(a)f(g™")
=fVf(g™")
=f(o) [f(g) "
=1

Por lo tanto, gag—! € N. Como ¢ y a son arbitrarias, tenemos gNg—1! C N.

Por otro lado,

a=g(g " ag)g™! € gNg~t.
= N CgNg~ %L
NG

Ademaés de que el nucleo de un homomorfismo es un subgrupo normal, se puede probar que
todo subgrupo normal es ntcleo de un homomorfismo; especificamente, del mapeo natural, que
introducimos en la siguiente proposiciéon:

Proposicién 1.3.5. Si N < G, entonces la funcion v : G — %,
homomorfismo sobreyectivo con niicleo N.

La funciéon v es llamada mapeo natural.

dada por v(g) = Ng, es un

Dem. Recordemos que el producto de subconjuntos se extiende al producto de clases laterales, como:
NgNh = Ngh,
gNhN = ghN.

El mapeo v esta definido como la funciéon que asigna a cada elemento g € G un clase lateral Ng. Si
g,h € G, entonces

v(gh) = Ngh = NgNh = v(g)v(h).

Por lo tanto, v es un homomorfismo.

Ahora, sea Na € % arbitrario. Entonces, Na es un clase lateral de N en G, con representante a, por
lo que v(a) esta definida:

v(a) = Na,
- %Clm[y},
= g:Im[z/].

N

Por lo tanto, v es sobreyectiva.

Finalmente, el nicleo de v consta de todos los elementos g € G tales que v(g) = 1/, donde 1’ es la
identidad del grupo %; pero, como ya se menciond, el clase lateral identidad es N1 = N:

= Nucleo [v] = {g € G| v(9) = N}.

Por el Lema (1.2.1), Ng= N <= g € N. Por lo tanto, el ntcleo de v es todo N. ]
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La siguiente imagen ilustra la relacién entre un grupo G con subgrupo normal N, y el grupo
G

cocliente g

Subgrupo N> G

le nje nNye /

N1 € N1
oo © Mapeo *

° ° ° Natural

N 1 g1 112
gl !]. q. g. U * Ngl

G
° ° ) . pul
Ngz 92 g2 gony, viG— N * Ng2
® .0 °
g—Ng
G G/N
(grupo original) (grupo cociente)

Figura 1.10: Representacion grafica de un grupo G, sus clases laterales Ng y el grupo cociente
G/N.

El mapeo natural v es el homomorfismo que asocia cada elemento g € G a un elemento Ng € %
En general, v no es inyectiva, pues todos los elementos que pertenecen a cierto clase lateral Ng;
tienen la misma imagen bajo v.

Ahora, estudiaremos uno de los temas més importantes de la teoria de grupos, y probablemen-
te del algebra moderna: los Teoremas de isomorfismos, formulados por Emmy Noether en 1927.

Estos teoremas revelan la conexién entre grupos, subgrupos normales y grupos cocientes, y
nos permiten establecer homomorfismos e isomorfismos entre los grupos de nuestro interés. Su
trascendencia se debe, en parte, a que pueden extenderse a otras estructuras algebraicas, tales
como anillos, espacios vectoriales, algebras de Lie, ete. [1]

Teorema 1.3.6 (Primer Teorema de isomorfismos). Sea f : G — H un homomorfismo con
nicleo N. Entonces,

NG A %%Im[f]. (1.60)

Dem. Sea N el nucleo de f. Entonces,

N={acG|f(a)=17,
donde 1’ es la identidad de H.

Ahora, tomemos g € G arbitraria. Como f es un homomorfismo,

flgag™") = f(9)f(a)f(g™")
= fl9)f(g™h)
=f@ (@)™
=1'.
- gag71 € N.
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Lo mismo se puede decir de cualquier elemento b € N. Es decir,
{gbg™' | be N} =gNg™* C N.
Ademas, N C gNg™ 1, VgeG;
= gNg~'=N.
LN <G.

Ahora, definimos la funcion:
G
— — H
¢ N
Ng— ¢(Ng) = f(g)

Es decir, la imagen de Ng bajo ¢ coincide con la imagen de g bajo f.

Consideremos dos clases laterales cualesquiera Ng, Nh € %
#(NgNh) = ¢(Ngh)
= f(gh)
= f(g)f(h)
= ¢(Ng)p(Nh).

Por lo tanto, ¢ es un homomorfismo.

Ahora, supongamos que existen Ng, Nh € % tales que:
#(Ng) = ¢(Nh)
= flg) = f(h)
= fl@lfm] =1
= f(ghil) =1.

 ~

Entonces, gh~—! pertenecen al nucleo de f, implicando asi la igualdad de las clases laterales:

gh™ ' e N,
= Ng = Nh.

Por lo tanto, ¢ es inyectiva. En este caso, se puede establecer una biyeccién entre el dominio % de
¢, y su imagen Im [¢] < H:

G
YV Na € N’ 3'laeImlg] tal que ¢(Na) = a.
Si, ademés, se prueba que ¢ es sobreyectiva, entonces se tiene % >~ H.

El primer teorema de isomorfismos nos permite transformar un homomorfismo cualquiera f :

G — H en un isomorfismo ¢ : % — H, y asi trabajar con grupos isomorfos (idénticos en
estructura y orden).

Para ello, s6lo debemos encontrar el nucleo del homomorfismo, N <1 G y su imagen I'm =2 %

Luego, definimos la funcion:

¢:Ng— f(g)

Que establece una biyeccion entre % y H.
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Asi, si antes el nicleo N constaba de varios elementos, ahora su niicleo sera sélo N1 = 1/, la
identidad de %, satisfaciendo la propiedad:

¢ es inyectiva <= Nicleo [¢] = 1'. (1.61)

Las siguientes imégenes nos ayudan a comprender mejor el teorema:

eeee — . o 1,
eeee — . o
eeee — . o
eeee) —

o000 — —

G H

Figura 1.11: Explicacion grafica del primer Teorema de isomorfismos [6].

En la Figura (1.11), los puntos e representan elementos de G, separados en rectangulos, de
acuerdo con el valor que les asigna el homomorfismo f: G — H.

Cada rectangulo es mapeado al mismo elemento en H; en particular, el Nacleo N de f, es
mapeado a la identidad.

Como f(a) =1 para toda a € N, entonces cada rectangulo es un clase lateral de N en G:

flag) = f(a)f(g) = 1f(9)
= f(ag) = f(9) Yag € Ng.

Si tomamos como dominio las clases laterales de N en G (rectangulos), en vez de los elementos
de G (puntos), entonces f es inyectiva.

o000 ——— o

Por tanto, la funcion ¢ : Ng — f(g) es un isomorfismo entre % y la Imagen de f.
En el siguiente ejemplo, ilustramos los conceptos previos y el primer Teorema de isomorfismos:
Ejemplo 1.3.3. Sean (g) y (h) grupos ciclicos de orden n. Esto implica que
gt=hr"=1.
Ahora, definimos una funcion:

filg) — (W)

gk — hk.
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Veamos que f es un homomorfismo:

flg"g) = f(g")

_ ket
= hFni
= f(g")f(g)).
Ademas, f es biyectiva, pues:
» Si f(g*) = f(g’), entonces
h* =1

Si k = j, tenemos g* = ¢7. Igualmente, si k — j = n, entonces
g7 =1
— gkﬂﬂ =g
— gF =g
Entonces, f es inyectiva.

= Ahora, si consideramos 7 € (n) arbitraria, entonces 1 = h! para alguna [ < n.

Entonces, existe ¢g' € (g) tal que f(g') = h! =7, por lo que f es sobreyectiva.

Por lo tanto, f es un isomorfismo y
(g) = (h).

Este resultado indica que todos los grupos ciclicos cuyo orden es el mismo, son isomorfos.

Ahora, consideremos la funcién:

¢: (Z,+) — (9)
k»—>gk

También ¢ es un homomorfismo:
$(j + k) = g"**
=g'g"
= ¢(j)o(k).
El nucleo de ¢ consta de todos los enteros m € Z tales que ¢(m) = g™ = 1; pero
g"=1 <<= m=0,£n,£2n,4+3n, -,

es decir, si m es un multiplo de n.

= Nucleo [¢p] = {kn | k € Z} = (n).
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Ahora, aplicamos el 1¢” Teorema de isomorfismos y obtenemos:
(n) QZ (1.62)

Z
2 > mlg]. (1.63)
(n)
El resultado (1.62) ya se habfa obtenido en el Ejemplo (1.2.4). El segundo resultado indica que
la imagen de ¢ puede verse como el grupo de enteros médulo n, Z,.

Por tltimo, veamos que ¢ es sobreyectiva:

Si v es un elemento arbitrario de (g), entonces existe m € Z tal que g™ = .

Este ejemplo es relevante porque muestra que todo grupo ciclico de orden n puede verse como
el grupo de enteros médulo n.

Teorema 1.3.7 (Segundo Teorema de isomorfismos). Sean N, H subgrupos del grupo G. Si

N < G, entonces

H NH

Dem. Si N < G, entonces gNg~! = N V g € G y el grupo cociente % esta bien definido.

Seav:G — % el mapeo natural, con nicleo es N. Restringiendo el mapeo a H < (G, tenemos:

- G
vV i=v|H: H— HC —
N

h+— Nh

Donde H = {Nh : h € H}.

Como v es un homomorfismo, v’ también debe serlo. Tomando h1,he € H, y recordando que N1 es la
identidad de €

N
V' (hih2) = Nhiho
= NhihaN1
= Nhiha(hy ' Nha)
= NhiNha

=1/ (h1)v/ (h2),
pues toda h; € H pertenece también a G y hiNh;l = N.
Ahora, supongamos que x pertenece al ntcleo de v'.
= V/(z) = Nz =N1 < z € N.

Entonces, el nticleo de ¢/ es el subconjunto de H que también pertenece a N, es decir,

Nucleo [l/’] =NNH.
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Por el 1°" Teorema de isomorfismos,

NNH<aH A

il %Im[l/].
NNH

Veamos que v’ es sobreyectiva: para todo clase lateral Nh € H, existe h € H tal que v/(h) = Nh.
= Im [V’} =H.

En principio, no podemos asegurar que N < H, por lo que el grupo % no necesariamente esta

definido. Sin embargo, fijémonos en NH = {nh | n € N,h € H}:

NH es un subconjunto de G, por la cerradura del producto de subconjuntos. Asi,
(nh)N(nh)~! = nhNh~In~1
=n(hNh~1)n=!
=nNn~1!

= N.

Por tanto, N < NH y existe el grupo cociente N—]\f{, que consta de todos las clases laterales de N con
representante en N H:

NH
— = (N(h) :nh € NH} = {Nh: h € H}
NH -

— —~ =H.

H

H NH

o)

NNH N

SNNH<H A

También este teorema puede ser interpretado de manera grafica. La siguiente imagen muestra
el subgrupo NH < G:

HNN
[ X J [ X J
et —— | @
[ X J [ X J [ X } s
[ X J [ X J [ X ]
[ X J [ X J [ X J R
[ X ] [ X ] [ X J ®
[ X J [ X J [ X J 3
[ X J [ X ) [ X J ’ .
NH v NH
N

Figura 1.12: Explicacion grafica del segundo Teorema de isomorfismos [6].

Nuevamente, los puntos e son los elementos de NH, que esté partido en clases laterales de N
(rectangulos rosas) y de H (rectangulos verdes). La interseccion H NN es el cuadrado morado.

Como N es un subgrupo normal de G, coincide con el ntcleo del mapeo natural v : G — %
Si denotamos por v’ al mapeo v|H, entonces el ntcleo de v’ es HNN, como muestra la Figura (1.12).

Maés atn, las imagenes bajo v de las clases laterales de N en N H, son las mismas que de las
clases laterales de H N N en H, como muestra la siguiente imagen:
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R 1%@
— %@
R — %@
—— o] —E3
v NH, HNN
N H

. . NH H
Entonces, basta aplicar el 1°" Teorema de isomorfismos para probar que los grupos 5 v 7aw

son isomorfos.

Teorema 1.3.8 (Tercer Teorema de isomorfismos). Sean N, H subgrupos normales de G,
con N < H < . Entonces,

H_G GN_G
NN " H/N  H
Dem. Por hipétesis, N < G y H < G, asi que los grupos cocientes % y % estan bien definidos.

Ademas,
gNg '=N VgeG
= hNh '=N VhecH

— N < H.
Por lo que % también esta definido.
Ahora, consideremos la funcion:
G G
fi———=
N H
Ng+— Hg.

Si Na, Nb € %, entonces
f(NaNb) = f(Nab)
= Hab
= (Ha)(HDb)
= f(Na)f(Nb).

Por lo tanto, f es un homomorfismo.

Ahora, sea Nz un elemento del nucleo de f.
= f(Nz) = Hz = H1
— € H

= Nucleo[f]={Nz: z€ H} = %

Aplicando el 1¢" Teorema de isomorfismos, tenemos
H G G/N
A s

G
NN N o EmUey

Tomando un clase lateral arbitrario Hg € %, vemos que existe Ng € % tal que f(Ng) = Hg.
G
= — ClIm
o CImlf]

— Imlj]= 3
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Debemos aclarar que % es el grupo cociente que consta de las clases laterales de %

con representante en %:
G/N H G
S _ (2N ‘ Nge 2
i~ (5) | vo< 7}
Es decir, sus elementos son clases laterales que inducen una particiéon en el grupo cociente.

También notemos la semejanza entre las demostraciones del segundo y del tercer Teorema:
primero se define un homomorfismo apropiado entre los grupos de nuestro interés, luego se aplica
el 1¢" Teorema de isomorfismos y, finalmente, se prueba la sobreyectividad de dicho homomorfismo.

Otra vez ilustramos este teorema con el arreglo rectangular de puntos e, que representan a los
elementos de G. Podemos partir G en clases laterales de H (rectangulos rosas) y en clases laterales
de N (cuadrados verdes), siendo N < H:

oo (o0 (00
_—
(X ] [ X J L X J . 1
IRCORCT
_—
[ X ] [ X ] [ X J L
ee| (o0 (0]
o0 (00 (0o
oo oo s
[ X J [ X ] [ X J ,

G/H

Sabemos que H es el nicleo del mapeo v : G — % Ademas, cada clase lateral de N en G
tiene la misma imagen bajo v, por lo que podemos definir un homomorfismo f entre % y %, que

contenga la misma informaciéon que v:

H/N

G/H
Figura 1.13: Explicacion grafica del 3¢” Teorema de isomorfismos [6].

En la Figura (1.13), representamos al grupo %, cuyos elementos son las clases laterales Ng

(puntos verdes). las clases laterales Hg € % son representados mediante rectangulos rosas; en par-
ticular, el rectangulo superior (en color morado) es el grupo % que consta de las clases laterales Nh.

o1



Teoria de Grupos
1.3 Homomorfismos e Isomorfismos

Ahora, podemos reemplazar f por un homomorfismo ¢ entre las clases laterales de % en %
y la imagen de f, % Asi, notamos que cada clase lateral (rectangulo) es mapeado en 1 so6lo
elemento de %, y que % es el nucleo de ¢.

Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo entre % y %

Teorema 1.3.9 (Teorema de correspondencia). También llamado cuarto Teorema de
isomorfismos:

Sean N Gyv:G— % el mapeo natural. Entonces, la funcién

S
D — 1.
1% S»—)N (1.65)

Es una biyeccién de la familia de subgrupos S < G que contienen a N, a la familia de
subgrupos % < %

Mas atn, si T, S son subgrupos de G, tales que N C T'y N C S, entonces

i.TgS@%g% (1.66)
Y, en este caso, [S:T] = []SV : JZI\;] . (1.67)
H7T7<S %4% (1.68)
Y, en este caso, % = 151;]]\\; (1.69)

La biyeccién 7 mapea subgrupos en grupos cocientes; es una funciéon que actia
sobre conjuntos de elementos, y no sobre los elementos de G en si. Debemos tener cuidado en no
confundirla con el mapeo natural v : s — Ns.

Dem. Primero, notemos que N <Gy N C S < G implican que N < S, pues
gNg~ ' =N Vgea.

En particular, si s € S, entonces s € G, por lo que

sNs*'!=N Vses.

Por lo tanto, se puede definir un grupo cociente % para cada subgrupo S < G que contiene a N.

Ahora, sea . la familia de subgrupos de G, y . la familia de subgrupos de % Es decir,
S ={S|NCS<G}

,5’7={5<€}
N — N
= .S 7

S>—>%:{NS|SES}.

= {Ns|seS={Nt|teT}
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Entonces, para cada s € S, existen t € T'y n € N tales que s = nt. Pero
ntelT = seT.

1

Equivalentemente, n~1's = n~Int = t, por lo que

nlsesS = tes.

Como s,t son arbitrarias, podemos asegurar que S C T 'y T C S.
S=T

.. U es inyectiva.
Ahora, tomemos % € % arbitrario.

H
—={Nh|he HLG
- (NhlheH<G)
5 Z
N

= 3 Hec Y tal que 0(H) =

Podemos asegurar que H € ., pues % esté definido siempre que N < H.

AN

es sobreyectiva.

es una biyeccion entre . y .

AN

i. (=)

Sean T, S € .¥ y T < S. Entonces, T esta contenido en S y, ademés, satisface los axiomas de grupo.

T S
= N:{Nt|teT}c{Ns|seS}:N

Pues tanto N como T son subgrupos de S. Ademas,
T
leT = Nle —.
N
—1 T
Viti,to €T, tit, €T. = Nty, Nto, Nt1t2 S N

Pero
Nt Nt = Nt1t; ' N1
= Ntity 'ta Nty
= Nt1 Nty "

= Nt;(Ntp) ! e

=zl

T _ S
L=< =
N~N
(=)

< By Entonces,

T
Supongamos que 7 < %

T S

7C7
N N

<~ {Nt|teT}C{Ns|seS}

Entonces, para toda 7 € T existen o € S y n € N, tales que 7 = no.

Como N < S, esto significa que T' C S. Ademas, como <

T < s
N =N

T
Nle — = 1leT.
N
T -1 _ -1 _ 1T
VNtl,NtQEN, Ntl(th) = Nt1Nt, ~ = Ntit, EN,

— Vit €T, tit;' €T.
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Ahora, consideramos los conjuntos

X :={Ts | s€ S} (clases laterales de T en S)

5 T S T S
X = — | Ns| Nse — clases laterales de — en —
N N N N

Y definimos la funcion
¢: X — X

Ts+— Ts NVS N S
Siendo v e mapeo natura

Supongamos que existen T's1,Ts2 € X tales que ¢(T's1) = ¢(T's2). Entonces,
T T
—Ns1 = —Nso
N N
-1 _ -1 _ 1. T
<= Ns1(Ns2)”" = Ns1Ns, = Nsis, EN

<= slsgl eT
<= T's1 = Tso.

Por lo tanto, ¢ es inyectiva.
Ahora, tomemos %NU € X arbitrario. Entonces,
T T
JoeS talque —No=—v(o
que NV

T
= dTo € X tal que NV(U) = ¢(To).

= X CImlp] A Im[p]CX
— X =TImlg|

. ¢ es sobreyectiva.

Por lo tanto, ¢ es una biyeccién de X a X, asi que | X| = \X|, pero

- s T
(X|=[S:T] N |X|=]|=:—
N N
S T
ST == —
N N
iil. (=)
Supongamos que T' < S. Entonces, las clases laterales de T en S forman un grupo cociente, %

Sabemos que
TS < T<SAsTs1=TVseb.

Por el inciso (i), tenemos que % < % Tomando No € %, Nt e % arbitrarios, obtenemos
(No)NT(No)~! = NoN7No~!
= No(6 'No)r(c ! No)o?!
= NNoro N1
=NT7N1
= Nr.
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T T
= (NO')N(NO') o
Asimismo,
Nt = (No)(No) ' Nr(No)(No)~! € (Na)%(]\/cf)_
T T _
= N C (NO‘)N(NU) 1
T T _ S
S N:NU(N> (No)~ !, VNoe N
T S
L=<l .
N N
(=)

T S - Tac T S S/N
Ahora, supongamos que - < *-. Entonces, las clases laterales de §; en % forman un grupo, T;—N

Sabemos que

<

A

—

z\m

T
N
, vV

S
N
(Ns)~! =

=
m

=zl
2|

Por el inciso (i), T < S. Tomando 0 € S 'y N7 € % arbitrarios, tenemos:

N7 = (No)N7(No)~! = Noro~!
— oro lr7leN.

Pero N C T, porlo que o701 € T = oTo~ ' CT.

Ademas,
T =0(c ro)o"t € oTo!
— T CoTo !
— T =0T, Voes

TS
Por altimo, consideremos la funcién
S S/N
¢ — — /7
T T/N
T T
Ts+— —v(s) = —Ns.
N N
Al igual que en el inciso (i), ¢ es biyectiva, por lo que
S| _|S/N
T| |T/N
Vemos que, ademas, ¢ es un homomorfismo. Si T's1,T'sg € 7, entonces

¢(Ts1Ts2) = ¢(Ts182)
- (2) e
( ) NeiNss
() (3

= ¢(T's1)$(T's2).
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Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo.
S o S/N

T T/N’

Este Teorema, como su nombre lo indica, habla de una correspondencia entre dos grupos

. YOS . : T S.
T,S y sus respectivos grupos cocientes NN

T » .
Que T sea un subgrupo o subgrupo normal de S, asegura que 4 también serd un subgrupo o
subgrupo normal de %; esto se puede ver de geométricamente en las siguientes iméagenes:

LN ) L ] o e LN 3
e o e o e o L

. LI L o o
: . * o o e o ::i
L 4 LN 3 e o o
o o e o o o e o

< v biyectiva
e eeedles
o o L 4 L 4 LN L
LN * o L LN J - -
G G/N

Figura 1.14: Biyeccion entre los subgrupos S < G y los grupos cocientes S/N < G/N.

Si¢—eo 00

“i‘—@ N>T, N>S T>

tic-o 0o

[T:N] = 3,
[S o s1=2

[S:N] =3, N: N
[S:T] = 2.

Figura 1.15: Representacion grafica del Teorema de correspondencia.

Solo si T' <1 S podemos asegurar la existencia del grupo %—%; en este caso, el indice coincide

con el orden del grupo y se puede establecer un isomorfismo entre grupos cocientes.

Sin embargo, los resultados (i), (ii) significan lo mismo: si S es partido en n clases laterales de
T, entonces % también es partido en n clases laterales de %

Tanto los grupos S, % como sus particiones {T's}, {%N s} son equivalentes: lo tnico que los
distingue es su tipo de elementos.

Los siguientes teoremas son consecuencias de las definiciones previas y de los teoremas de
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isomorfismos; en particular, el Teorema de Zassenhaus es una aplicacion del 1¢" Teorema de iso-
morfismos:

Teorema 1.3.10 (Teorema de Zassenhaus). Sea G un grupo finito tal que, si n > 1, entonces
(xy)™ = z™y™, para cualesquiera z,y € G. Definiendo:

Gnl={z€G| 2" =1} (1.70)
G"={z" |z € G} (1.71)

Entonces G [n] y G™ son subgrupos normales de G y |G"| = [G : G [n]].

Dem. i. Primero, fijémonos en G [n].
Por definicién, G [n] C G. Ademas,
1"=1VneN = 1€G|n].
z,y€ Gn] = 2" =y" =1,
= 1=@u"E") " =1""
= )=

Pero (y")~t =y~ " = (y~ )"
= y e Gn]
= (zy )" =a"(y )" =1
= 2yt € Gn].
S.Gn] <G.
Ahora, sean g € G y z € G [n] arbitrarias.
= (929" )" =g " (g )"
=g"g"

= (99~
=1

1)n

= gzg ' € Gn].
= gG [n]971 C Gn].

De la misma manera,

z=g(g7 z9)g7 " € gGn]g™ Y

— gGng~' CGnl,
— gGlnlg~l =G n].
~.Gn] < G.
ii. Ahora, nos fijamos en G™.

Por ser G un grupo, 2" € G VY x € G, por lo que G™ C G.

Veamos que 1" =1 € G". Ademas,
a,be G" = FJz,y € G tales que a =z", b=y".
— ab71 — xn(yn)fl — xn(yfl)n — (zyfl)n c Gmn.
LGN <G
Ahora, sea g € G. Entonces, todas las potencias de g también pertenecen a G:

g"e€GVneN = (") '=¢g"e€GVNEN.
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Tomando a = z™ € G™, vemos que

gag™! =ga"g™!

= (g " ag

= [gf<n71)xg—<n+1>]" can.

771,71)77,

Pues g~ (£ ¢ G.

Entonces, gG"g~! C G™; més atin,

a=za"
=gg ta"gg™!
=g(g " tag "t g!

—y [gf(nﬁ»l)ng(nfl)] g e gGrg .

Entonces, G C gG™g~ 1.
= G"=4G"g 1 VgegG

LGN aG.
iii. Ahora, consideremos la funcion
f:G—G"
zr— 2"
Si x,y € G, entonces
flzy) = (zy)"
= f(=)f ()

Por lo tanto, f es un homomorfismo.

Denotando por N al nicleo de f, si x € N,
= f(z)=2"=1
= z€G[n]
= N C Gn];
Ademas, si y € G [n], entonces y" = 1.
= 1=f(1)=f@")=[fI"
= yEN
= G[n]CN
= G[n]=N.

Por el primer Teorema de isomorfismos,

Gl <G A %zmm.

Sea a € G™ arbitraria. Entonces,
Jz € G tal que a = 2".
= f(z)=z"=a
= G" C Im]|f];

Por lo tanto, f es sobreyectiva y G™ es toda su imagen.

G
Gln]
G
= =[G: G =|G"|,
| =[0Gl = 16"
por definicion del indice como naimero de clases laterales. ]
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Definicion 1.3.4. Un subgrupo H < G es llamado subgrupo normal maximo de G si no
existe un subgrupo normal N de G tal que H < N < G.

Es decir, H es un subgrupo normal méximo si no existe ningin otro subgrupo propio de G, que
contenga a H.

Proposiciéon 1.3.11. H es un subgrupo normal maximo de G, si y so6lo si % es un grupo simple.

Dem. (=) Supongamos que H < G es méaximo. Esto significa que no existe otro subgrupo N < G
tal que H < N.

Consideremos el mapeo v : G — Q, con nucleo H. Por el Teorema de correspondencia,

N G
-(N<G) < ﬂ(—<1—
H H
Entonces, % no tiene subgrupos normales, ademés de los triviales: la identidad % = {H1} y si

mismo. Por lo tanto, de acuerdo con la Definicién (2.2.6), % es simple.

(«<=) Ahora, supongamos que % es simple. Entonces, sus tnicos subgrupos normales son {H1} (la
identidad) y si mismo. Es decir, no existe &, no trivial, tal que % < %

H
Veamos que H es el nucleo del mapeo natural v : G — %
Por el Teorema de correspondencia,
N G
ﬁ(f<7> e (N <G)
H H

Recordemos que el mapeo v|S es una biyeccion del conjunto de subgrupos S < G que contienen a H, al
conjunto de subgrupos de % Entonces, los tnicos subgrupos de G que contienen a H son H y G mismo.

En otras palabras, no existe N < G tal que H < G < N. Por lo tanto, H es un subgrupo normal
maximo. ]

Teorema 1.3.12. Sea f: G — H un homomorfismo distinto del homomorfismo trivial, es decir,

f(g) # 1 para algin g.
Si G es un grupo simple, entonces f es inyectiva.

Dem. Recordemos que, si una funcién f : G — H es inyectiva, entonces f(g) # f(h) para
cualesquiera g, h € G, siempre que g # h.

Supongamos que G es un grupo simple; entonces, no posee ningin subgrupo normal ademas de {1} y
si mismo.

Ahora, si f : G — H es un homomorfismo, entonces el nucleo K de f debe ser un subgrupo normal
de G, por el primer Teorema de isomorfismos.

= Nucleo [f] =G V Nucleo[f] =1.

Si el nticleo de f es todo G, entonces f(g) =1V g € G, lo cual contradice la hipétesis de que f no es
el mapeo trivial f: g — 1.
Entonces, el nucleo de f debe ser igual a la identidad; es decir, 1 es el tinico elemento de G tal que

F1) =1.

Sabemos que una condicién necesaria y suficiente para que f sea inyectiva, es que su niicleo sea igual
a la identidad.
. G es simple = f es inyectiva.
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El Teorema (1.3.12) ilustra el hecho de que todo subgrupo normal es niicleo de algin
homomorfismo. Si G no tiene subgrupos normales no triviales y f es un homomorfismo en G,
entonces solo existen 2 posibilidades: que el ntcleo de f sea todo G (funcion trivial f : g+— 1), 0
que el nicleo de f sea solo 1 (funcién inyectiva).

Los grupos especial unitario SUs y especial ortogonal SO3 son probablemente los grupos mas
importantes en la fisica elemental.

En el siguiente ejemplo, revisaremos sus propiedades més generales y probaremos que son
homomorfos, es decir, que se pueden relacionar mediante una funciéon que preserva el producto.

Ejemplo 1.3.4. Llamamos grupo especial ortogonal en tres dimensiones o grupo de ro-
taciones en tres dimensiones al grupo de transformaciones ortogonales con determinante igual
a 1, y lo denotamos por SOs.

Trataremos de forma equivalente al grupo de matrices de rotaciéon 3 x 3. Entonces,

SO3(R) = {R:R®> — R® | |R(Z)||= ||z||, V & € R?, Adet(R) = 1}. (1.72)

Para determinar completamente a una rotacion R € SOs, debemos conocer el angulo de
rotacién ¢ € [0,27) y la direccién del eje de rotacion 7 = (ny, ng, n3), con n? +n3 +n3 =, pues
7. es un vector unitario.

Entonces, decimos que R estd parametrizada por tres pardmetros independientes: 1, no, ng,

pues se impone la constriccién n? = 1 — n3 — n3. Por lo tanto, SO3 es de dimensién 3.

La parametrizacién de R, como de cualquier transformaciéon en GL,,, no es tnica. Esta eleccién
particular de parametros da lugar a la matriz [10]:

n2(1 — cosyp) + cosyp nina(l — cost)) — ngsenyy  ning(l — cosyp) + naoseny)
R = | nani(1 — cosyp) + ngsenyp n3(1 — cosyp) + cosyp nans(l — cosy)) — nysenyp
nsgni(l — cosy) — nosenyy  nana(l — cosyp) + nyseny) n3(1 — cosyp) + cosyp
Se puede probar que esta matriz satisface R = R~!, una condicién de las matrices ortogonales.
Por otro lado, llamamos grupo especial unitario en dos dimensiones al grupo de trans-
formaciones unitarias con determinante igual a 1, asi como a sus matrices unitarias asociadas,
definidas sobre C2:

SUL(C) ={A:C? — C?* | AT = A1 A det(A) = 1}. (1.73)

Entonces, cualquier elemento A € SUs puede escribirse como [10]:

A= (_LZ* (jl) , con a,b € C tales que |a|? + |b]? = 1.

Esto asegura que:

y_(a b\ [a" b
Adl = (—b* a*) (b* a)

aa* + bb* ab + ab
—a*b* + a*b* aa* + bb*

:<(1) ?):11.
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Otra parametrizacion de SUs se da mediante un vector unitario 2 = (ng,ng,n3) : n¥ +n3+n3 =
1, y un angulo ¢ € [0, 27):

e cos% - ingsen% (—ing — nz)sen% (1.74)
(—ing + ng)sen% cos% + ingsen% ’ '

Notemos la similitud entre las parametrizaciones de SUs y de SOs: ambas requieren de tres
parametros independientes, por lo que decimos que son de dimensién 3, a pesar de que sus elementos
sean matrices 2 X 2 y 3 X 3, respectivamente.

La relacion entre SU; y SOs3 se puede ver mas claramente definiendo la funcion:

F:SUQ—)SO3
A}—)FA

Donde F'4 es una transformacion lineal que actiia sobre el espacio vectorial de matrices anti-
hermitianas de tamano 2 x 2, con traza igual a 0:

Sup ‘= {X S %QXQ((C) ‘ XV]L = _X_l A T’I”(X) = 0}7

Es decir, las entradas de X satisfacen z;; = -z y > Tii =0.

Podemos probar que cualquier elemento de sus puede escribirse en la forma:

1/ o
X:( ZZ: y- Zx),conac,y,zeR.
2 \y —1x 1z

El espacio de matrices 2 X 2 es de dimensién 4. Sin embargo, como las matrices anti-hermitianas
estan sujetas a la condicion Tr(X) = 0, se requiere solo de tres variables independientes para
determinarlas; por tanto, el espacio sus es de dimensién 3.

Podemos probar que las siguientes matrices son hermitianas:

(01 (0 —i (1 0
9==\1 0)> %=\ o) %27 \o —1)"

Estas matrices reciben el nombre de matrices de Pauli y son ampliamente utilizadas
en mecanica cuantica y en fisica de particulas, pues describen el espin de una particula y su
interaccion con el campo electromagnético.

A partir de las matrices de Pauli, podemos formar una base ortonormal de sus:
i 170 —i
10 -1
2\l 0 )
i 1/—-i 0

Asi, toda matriz X € suz se puede expresar como X = x5, +yS, + 2S5.. Es decir, el vector X
se escribe como es X = (z,v, z) respecto de la base 3 = {5, 5y, S.}.

Notemos que el determinante de X € sus es +(22 + y2 + 22), mientras que la norma de X

1
(de X en la base ) es /22 + y2 + 2%

— || X|*>= 4det(X).
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Tomando esto en cuenta, definimos a la funcion F(A) = F4 como:

Fys : sus — sug
X — AX AT

Verifiquemos que, efectivamente, AX AT € suy, para cualesquiera A € SUs, X € sus:

(AXADT = AXTAT = —AX AT,
Tr(AXAY) = Tr(A)Tr(X)Tr(A)~ =0.

Como F4 es una transformacion lineal entre espacios tridimensionales, su expresion matricial
es de tamano 3 x 3.
Escribiendo tanto a F4 como a los vectores X respecto de la base 3, tenemos:
F4(X) = AX At
= [Fa(X)|* = [AX AT
= 4det(AX AT)
= 4det(A)det(X)det(A)™"
2
= [ X1
Entonces, F4 es una transformacion ortogonal, pues preserva la norma. Ademés, imponiendo
la condicion de que det(F4) = 1 para toda A € SUs, tenemos:

{Fr: X +— AXAT| A€ SUs} C SOs.

De hecho, que el determinante de F4 sea igual a 1 es consecuencia de la continuidad de Fs y
de la topologia de SU,, que es una variedad diferenciable y conectada.

Ya que conocemos la accion explicita de F4, podemos probar que F' es un homomorfismo. Si
A, B € SUs, entonces
[F(AB)] (X) = Fap(X)

= (AB)X(AB)!
= A(BXBM)AT
== FA o FB (X)
= [F(A)F(B)] (X).

.. F(AB) = F(A)F(B).

Sin embargo, F' no es inyectiva, pues:

[F](X) =FA(X)=X
P(—1)] (X) = F_y(X) = (—D)X(-1)! = X,
= Nucleo [F] # 1.

Maés atn, podemos ver que
F(A)=F(—A)=F4, YA€ SU,,

Por lo que F4 es multivaluada: a cada rotacién en la imagen de F'4 le corresponden dos trans-
formaciones unitarias en SU,.
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Decimos, entonces, que SUs y SO3 son homomorfos, pero no isomorfos: poseen una estructura
similar, mas no idéntica.

Se puede probar que F' es sobreyectiva, es decir, que para toda R € SOs3, existe A € SU, tal
que Fy = R. Esto significa que toda rotaciéon se puede implementar como una transformaciéon de
similaridad AXA~!, con A unitaria.

En conclusion, SUs cubre dos veces (double-covers) SOs, pues F es sobreyectiva (cubre) y
asigna dos elementos de SUs a un elemento de SO3 (doble).

Esto tiene diversas implicaciones fisicas. En fisica de particulas, las rotaciones aplicadas a parti-
culas de espin 1/2 (fermiones) pueden ser descritas mediante dos matrices en SUs, correspondientes
a los signos +, — [10].

El espacio vectorial sus es el algebra de Lie de SUs. Introduciremos el concepto de
algebra de un grupo en la seccion (2.2); si se desea profundizar en las algebras de Lie, sugerimos
Lie Algebras in Particle Physics, de H. Georgi, Lie Groups, Lie Algebras and Representations; An
Elementary Introduction de B. Hall, y Lie Groups, Lie Algebras and their Representations de V.
S. Varadajan.

1.4. Grupos de Permutaciones

Historicamente, el concepto de grupo surgié con el estudio de las permutaciones. Al permutar
las raices de un polinomio, los matemaéticos Lagrange, Cauchy y Galois establecieron que las
permutaciones son mapeos biyectivos y que es posible definir una operacién cerrada y asociativa
entre ellos [7].

Esto motivo a Galois para inventar los grupos en 1830, con lo que asoci6é a cada polinomio
un grupo de permutaciones de sus raices. Es por esta razéon que, en muchos textos de Teoria de
Grupos, se inicia con el estudio de permutaciones y se llega de manera natural a la definicién de

grupo [1].

Los grupos de permutaciones son ampliamente utilizados en la fisica y la quimica. Por
ejemplo, para estudiar la estructura geométrica de las moléculas y sus transformaciones, los
reordenamientos de un conjunto de particulas, las simetrias de estados electronicos, estados de
espin y estados orbitales, etc.

En esta seccion revisaremos las principales definiciones y propiedades de las permutaciones,

centrandonos en permutaciones sobre conjuntos finitos. Al final de la secciéon, hablaremos de los
grupos diedrales, que describen las simetrias de una figura geométrica plana.

Definicion 1.4.1. Si X es un conjunto no vacio, entonces llamamos permutacion a una funcién
biyectiva a : X — X, y denotamos por Sx al conjunto de todas las permutaciones de X.

Usualmente, las permutaciones serdan denotadas por las letras griegas «, 3,0, 7, -
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Teorema 1.4.1. Sea X un conjunto no vacio. Entonces, el conjunto de permutaciones Sy, junto
con la operacion de composicion de funciones, forma un grupo, llamado grupo de permutaciones
de X.

Dem. Consideremos el conjunto Sx = {a | X — X | a es biyectiva}. Veamos que Sx satisface los
cuatro axiomas de grupo:

i. Sean a, 8 € Sx. Entonces, a(z),8(z) € X, para toda z € X.

= fBz):=ye X
= a(y) =a(f(x)) =z € X,
= aof: X — X.

Es un resultado de matematicas basicas que la composicién de funciones biyectivas es biyectiva.
Por lo tanto, a o 3 es biyectiva y la composicién es cerrada en Sx:

aofB € Sx.

ii. Consideremos otra funcion v € Sx. Entonces,

[(a0B)or](z) = (a0 B)(v(z))
a(B(y(z)))
a(Boy(x))

=[yo (Boy)](x);
S (aoB)oy=vq0(Boy).

Por lo tanto, la composicién es asociativa en Sx.

iii. Consideremos el mapeo identidad:
id: X — X

T

Esta funcion es trivialmente biyectiva, por lo que id € Sx. Ademas,

(ido a)(z) = id(a(x)) = a(z),
(aoid)(z) = a(id(z)) = a(z)
= idoa=aoid=a, Va€cSx.

Por lo tanto, Sx cuenta con un elemento identidad.

iv. Como Sx consta de funciones biyectivas, todas ellas son invertibles. Ademas, la inversa de una
funcion biyectiva también es biyectiva.

Por lo tanto, para cada o € Sy, existe a~! € Sx tal que

aocal=aloa=id

. Sx forma un grupo, bajo la composicion de funciones.

Los grupos de permutaciones no suelen ser abelianos, pues la composiciéon no es una
operaciéon conmutativa. Veremos que, en la mayoria de los casos, a o 8 # S o .
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Definicion 1.4.2. Si X consta de n elementos, entonces X se puede ver como el conjunto de los
primeros n ntmeros naturales:

X~{1,2,- ,n}

En este caso, llamamos grupo simétrico en n letras al conjunto de permutaciones de X, y
lo denotamos por S,,.

Como existen n! maneras de permutar un conjunto de n elementos, S,, es de orden n!.
Podemos ver a las permutaciones de X como un reordenamiento de sus elementos. Asi,

a:{1,2,--- ,n}—{i1, i, ,in} (1.75)
Es decir, la permutacion o asigna a cada j € X una posicion ¢; en la lista de elementos.

Podemos representar a « mediante 2 filas:

= (ol aty T aw)=(h & ) @70

donde los elementos de la primera fila corresponden al conjunto original (dominio) y, los de la
segunda, al conjunto permutado (imagen).

Ahora, jcomo representamos el producto o composicion de permutaciones?
Fijémonos particularmente en «, 5 € Sy,:

<1 2 - n—1 n>
o = . . . .
21 12 lp—1  Iln

1 2 - n—1 n
ﬂ B <]1 j2 e jn—l ]n) ’

donde av: p+— i, y B : u+— j,. Entonces,

(aoB)(n) = a(B(p) = aliy) = ij,
Esto significa que a o 8 lleva a los elementos de X del orden (1,2,---,n) al nuevo orden

(G415 %500 " 140 )-

Ejemplo 1.4.1 (Grupo simétrico en 3 letras). Denotamos por S3 al grupo de permutaciones
en tres elementos, a los que etiquetamos como {1, 2, 3}.

S3 es un grupo de orden 3! = 6, pues existen n! maneras de permutar un conjunto de n
elementos.

Explicitamente, los elementos de S3 son:

1
i-(;

N\

W =
WN DN NN
DN W
~

o
w
I
A N 7 N N
N =
NN =N W N
w w
— —
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La composiciéon de permutaciones en tres elementos es también una permutaciéon en tres
elementos. Para conocer la forma explicita de cada & o§;, se debe calcular su accion sobre {1,2, 3}.

Por ahora, sdlo calcularemos &5 o &5:

(§20&5)(1) = &a(85(1)) = &2(3) =1
(§20&5)(2) = &a(85(2)) = &2(2) =3
(§2085)(3) = &a(€5(3)) = &2(1) = 2

= 520552(1 § 3)254-

Otra manera de visualizar la accion de & o &5, es mediante la siguiente imagen:

1.2 3
Ez°€s=<3 2 1)
1773 2

donde la primera fila de la matriz corresponde al conjunto original X; la segunda fila, al

reordenamiento X’ efectuado por &5; y la tercera fila, al reordenamiento efectuado por & sobre
X',

También S3 cuenta con todos sus elementos inversos, es decir, las funciones que revierten la
permutacion. Por ejemplo, si
&:1— 2, 2— 1, 3+— 3,
entonces

Gl 1—2, 21, 3+—3.
= &=6&"

Podemos visualizarlo graficamente:
L L 1.2 3
§3 T0é3=83083 " = (2 1 3>=]1.

Se obtienen resultados andlogos para las demas permutaciones de S3.

LG=& Vg ESs.

En la siguiente Definicién, introducimos dos tipos de funciones muy importantes, que se utilizan
en la demostracion del Teorema de Cayley y en la teoria de representaciones.

Definicion 1.4.3. Sea G un grupo y g € G. Entonces, definimos la traslaciéon izquierda L,
como:

L,:G—G (1.77)
g+—ag (1.78)
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Y la traslacion derecha como:

Ry:G—G (1.79)
g+— ga (1.80)

De la misma manera, se pueden definir traslaciones Ly, R, para cada g € G.

Lema 1.4.2. Las funciones L, y R,, introducidas en la Definicion (1.4.3), son permutaciones
del grupo G:
La, Ry € Sa- (1.81)

Dem. Solo probaremos el Lema para L, pues la demostracion para R, es completamente equivalente.

Veamos que L, es una biyeccién:

i. Supongamos que L4 (g) = Lq(h), para ciertos g, h € G.
= ag = ah
= g = h7

por la Ley de cancelacién. Por lo tanto, L, es inyectiva.

ii. Sea xz € G arbitraria. Entonces,
z=aa 'z =Lys(a '), cona 'z €G.

Entonces, para cada z € G, existe a~ 12 € G tal que Lq(a~1x) = 2, por lo que L, es sobreyectiva.

. Lq es biyectivay Lg € Sg.
|

Este teorema muestra que podemos encontrar permutaciones sobre un grupo G facilmente: s6lo
basta operar sus elementos con algin g € G particular, y obtendremos un reordenamiento del

grupo.
Por lo tanto, las traslaciones L4, R, permiten establecer una conexién entre el Lema de reor-
denamiento (1.1.3) y los grupos de permutaciones.

Definicion 1.4.4. Sean z € X y o € Sx. Entonces, decimos que « fija a z si a(z) = z, y decimos
que mueve a z si a(z) # .

Definicion 1.4.5. Sean X = {x1,z2, - ,z,}, n € Ny r < n. Entonces, llamamos ciclo finito
de longitud r o r-ciclo a una funciéon a € Sx que fija n —r elementos de X y permuta los demas
r, de la forma:

a(zy) =29, alzy) =x3, -+, alxey_1) =2, alz,)=2.
En este caso, « es representada como:

oz:(xl To - xn) (1.82)

Los r < m elementos que a mueve no necesariamente son contiguos o subsecuentes. Asi, la
accion general de un r-ciclo es:

a(z;) =z, o(zj) =z, ,olxy) =k, -, alzy) =,
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Y se representa Ccomo:
Oé:(l‘i r; Tr .’Ep).

En otras palabras, un r-ciclo mueve en 1 posicién a cada elemento de una cadena de r < n
elementos.

En fisica trabajamos con sistemas de muchas particulas y con espacios de dimension infinita,
por lo que se hace necesario considerar permutaciones y ciclos sobre conjuntos infinitos:

Definicion 1.4.6. Sea X = {1, 22,3, -} un conjunto infinito, y sea « una permutacion sobre
X. Decimos que « es un ciclo infinito si
alx;) = zj,

Para cada par 4, j € (—00,00), con i # j.

Por ahora, nos enfocaremos en los ciclos finitos. Veamos algunas consecuencias de la Definicién
(1.4.5):

= Un 1-ciclo fija todos los elementos de X, pues debe satisfacer «(i1) = i;. Por lo tanto, todo
1-ciclo corresponde coincide la permutacién identidad, a la que denotaremos por (1).

= Un 2-ciclo sélo intercambia dos elementos, por lo que también es llamado trasposicidon.

Por ejemplo, en el caso de S3 (Ejemplo (1.4.1)), las permutaciones &4 y &5 son trasposiciones,
pues fijan una letra e intercambian las otras dos:

&= G
& = (;

= Los siguientes ciclos generan la misma permutacion:

NN W
N o
N———
|
—
N}
w
~

(.’El ro l’n) = (SCQ 3 -+ Ip $1)
= (23 x4 -+ Tn T )
=(zn @1 @ - Tp_)

Por ejemplo, si nos fijamos en & € S3, vemos que puede escribirse como un 3-ciclo:

1 2 3
52:(3 1 2)2(1 2 3)’

Pues &(1) = 2, £(2) = 3 y £(3) = 1. Sin embargo, este ciclo es equivalente a (2 3 1)y
(3 1 2), por lo que:
(1 2 3)=(2 3 1)=(3 1 2).

En general, podemos escribir un r-ciclo de r maneras distintas, empezando cada vez por un
x; distinto y preservando el orden de los elementos subsecuentes.
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En el Ejemplo (1.4.1), vimos cémo calcular el producto de permutaciones, representadas como
arreglos matriciales. Ahora, veamos que el producto de ciclos se calcula de la misma manera:

Ejemplo 1.4.2. Sean «, 5 € S¢ dadas por:
a=(2 3 1)(4 5)
52(5 6 2)(3 1).

Evaluemos « o 8 en cada uno de los ntumeros:

a(B(1)) = a3) =1, a(B(2)) = a(5) = 4,

a(6(3)) = a(1) =2, a(f(4)) = a(4) =5,

a(B(5)) = a(6) =6, a(p(6)) = a(2) =3
.-.aoﬁ:G I §>=(2 45 6 3).

La ultima igualdad se obtiene notando que « o 8 fija al 1 y permuta a los demés elementos en
el orden 2 — 4 +— 5+ 6 — 3 — 2. Por lo tanto, a o 8 es un 5-ciclo.

Ahora, calculemos 5 o a para mostrar que ao 3 # o a:

Bla(1)) = B(2) =5, Ble(2)) = B3) =1,
Bla(3)) = B(1) =3, Bla(4)) = B(5) =6,
Bla(5)) = B(4) =4, B(a(6)) = B(6) = 2.

1 2 3 4 5 6
..ﬂoa<263514>(15462),

Pues foa:1—5+—>4—6—2+— 1.

Definicion 1.4.7. Decimos que 2 permutaciones son disjuntas si cada elemento movido por una,
es fijado por la otra. Es decir, si a, 8 € Sx son disjuntas, entonces

afz) #r = fx) ==
Bly) #y = aly) =y.

Sin embargo, es posible que exista z € X tal que a(z) = 3(z) = z. Es decir, algunos elementos
pueden quedar fijos en ambas permutaciones.

Una familia de permutaciones a1, as,- - , oy es disjunta si cada par a;, or; es disjunto.

Teorema 1.4.3. Toda permutacion « € S, es un ciclo o un producto de ciclos disjuntos.

En el segundo caso, X puede partirse en subconjuntos disjuntos X1, Xs, -+, X, tales que «
sea un ciclo (; en cada X;.
Los ciclos (1, (s, -+ ,(x seran disjuntos, y la expresion de o como producto de estos ciclos sera
Unica:
O[:<1<2-~-<k. (183)
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Definicion 1.4.8. Si « es una permutacion, entonces su expresion como producto de ciclos, dada
por la Ecuacién (1.83), es llamada factorizacion en ciclos disjuntos.

Si, ademas, cada j € {1,2,--- ,n} aparece en un solo ciclo de la expresion, decimos que la
factorizacién de « en ciclos disjuntos es completa.

Dicha factorizacion contiene un 1-ciclo por cada j € {1,2,---,n} que « fija; sin embargo, es
comun omitir los 1-ciclos de la factorizacion, pues son iguales a la identidad.

La factorizacion de cada « en ciclos disjuntos es tnica, a excepcion del orden, pues
posible que algunos de sus ciclos conmuten.

Daremos una prueba informal para el Teorema (1.4.3):
Consideremos un conjunto finito X y cierta permutaciéon a € Sx. Visualicemos X como una
coleccién de puntos:

Figura 1.16: Representacion del conjunto X.

La accién de « es un reordenamiento de los puntitos, donde ningin par puede ocupar la misma
posicién, ya que « es biyectiva.

Podemos representar la accion de a mediante flechas, que llevan a cada elemento a su nueva
posicion.

Entonces, obtendremos uno o mas ciclos, pues los puntitos no se pueden cambiar de lugar
indefinidamente. Es decir, en algiin momento se regresara a la posicion inicial: « llevara a un punto
x; a donde estaba el primer punto xz1:

‘; ° o
PN
\ O%o*/ °

°
® o o %
Xi

Figura 1.17: Tlustracion del reordenamiento efectuado por « [8].

En la Figura (1.17), cada ciclo que compone a « fue trazado con un color diferente. Los
elementos fijados por « corresponden a 1-ciclos.

En la siguiente imagen, consideramos una situacion hipotética en que las flechas no se cierran
en un ciclo y diferentes ciclos permutan al mismo elemento:
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@

0% o o

( @

‘o @ o
®e °_9

\ ® 0 OO/

o \
N S

Pero, de ser asi, ja no seria biyectiva y a ¢ Sx! Por lo tanto, los ciclos que factorizan a a deben
ser disjuntos.

Aunque ya sabemos que toda permutacion o € S, se puede factorizar en ciclos disjuntos, atun
no sabemos como encontrar dicha factorizacion. Para ello, proponemos el siguiente método [8]:

1. Escogemos una letra j que atn no aparezca en ningin ciclo de la factorizacién, y hallamos
su imagen bajo o.

2. Calculamos la imagen de o(j) bajo o, y la imagen de ésta, y asi sucesivamente, hasta que
obtengamos un ciclo. Escribimos el ciclo obtenido.

3. Sitodos los elementos {1,2,--- ,n} son permutados por alguno de los ciclos que encontramos,
entonces el proceso ha finalizado. Si no, regresamos al paso namero 1.

Ejemplo 1.4.3. Consideremos o € Sg, dada por:
(123456789
“\4 7932158 6)

Deseamos escribir a o como un producto de ciclos disjuntos. Aplicamos el primer paso del
método al nimero 1:

c:1—-4—-3—9—6—1.
Asi, obtenemos el 5-ciclo (1 4 3 9 6).

Repetimos el procedimiento, fijAndonos en que el 2 no pertenece al ciclo anterior:
o 2T 52,

Y obtenemos el 3-ciclo (2 7 5).

Finalmente, vemos que o fija al namero 8, por lo que podemos escribir el 1-ciclo (8) u omitirlo,
ya que coincide con la identidad.

=(1 439 6)(2 7 5).

o= 4.(’\
57

%3

Figura 1.18: Visualizacion de los ciclos que factorizan a o.
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De manera intuitiva, sabemos que reordenar un conjunto es lo mismo que intercambiar
sus elementos por pares, cierto niamero de veces. Mateméaticamente, esto significa que toda
permutacion puede verse como la aplicacién iterada de trasposiciones o 2-ciclos.

Formalizamos esto en el siguiente Corolario:

Corolario 1.4.4. Toda permutaciéon a € S,, se puede expresar como un producto de trasposiciones
7, es decir, de 2-ciclos:
QX =T1T9 """ Tm — (il ig)(ig i4) tee (ik,1 ik)7

Maés atn, todo r-ciclo se puede expresar como r — 1 trasposiciones:

12 - =01 N r=1)---(1 31 2 (1.84)

Asi, la Ecuacion (1.84) indica que efectuar un r-ciclo es equivalente a intercambiar los elementos
por parejas.

Definiciéon 1.4.9. Dos permutaciones «, € S, tienen la misma estructura de ciclo si
su factorizacién completa en ciclos disjuntos tiene el mismo nimero de r-ciclos, para cada r =
1,2,--- ,n.

Es decir, si a y 3 tienen la misma estructura de ciclo, entonces se factorizan como:

a==E88 &
B=x1x2""" Xk

Y sus factorizaciones incluyen la misma cantidad de 1-ciclos, 2-ciclos, 3-ciclos, etc. Sin embargo,
esto no significa que sus ciclos sean iguales.

Ejemplo 1.4.4. Consideremos «, 8 € S11:

a=(8 9)(1 2 5 7)(4 10 6)(3 11).
B=(5 7 8 9)(1 10)(2 3 4)(6 11).

Notemos que « y 8 tienen la misma estructura de ciclo, pues ambas estan formadas por dos
2-ciclos, un 3-ciclo y un 4-ciclo.

Si consideramos dos permutaciones o, 8 € S, la permutaciéon a o 8 o a~! tendra la misma
estructura de ciclo que 3.

En la literatura se suele omitir el simbolo o, dando por hecho que la operaciéon del grupo es la
composicion. Asi,

aBfa! ~ B.

Ejemplo 1.4.5. Sean «, 8 € S7, dadas por:

a=(2 5 6)(1 4 3).
B=(1 3)(2 4 7).
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Para encontrar o', podemos enlistar las iméagenes de cada namero bajo « e identificar el
mapeo que las revierte; esto es:

al:1—=3254—1
2 6—5—2
= o '=(1 3 4(2 6 5).

Ahora, aplicamos afa~! a cada letra:

a(Bla™(1))) =4, a(Bla™(2) =2,
a(B@™'(3) =T, a(Bla™i(4) =1,
a(Bla™(5))) =3, a(Ba™(6))) =6,
@ (ﬂ(ofl(7))) =5.

Nos fijamos en que afa~! intercambia el niimero 1 por el 4, realiza un 3-ciclo sobre {3,7,5} y
fija {2,6}.
= aBa'=(1 4 (3 7 5),

que es la misma estructura de ciclo que 3.

Definicion 1.4.10. Decimos que una permutacién « € S,, es par si se puede factorizar en un
nimero par de trasposiciones; de lo contrario, decimos que es impar.

En general, la factorizacion en trasposiciones o 2-ciclos de una permutaciéon « no es unica.
Sin embargo, todas esas factorizaciones tendréan la misma paridad, es decir, el ntmero de
trasposiciones involucradas siempre sera par o impar.

Ejemplo 1.4.6. Consideremos de nuevo la permutacion £ € S3, escrita como un 3-ciclo. Veamos
que:

&=(1 2 3)=0 80 2
—@ 390 3

Por lo tanto, & es par, pues se expresa como 2 trasposiciones.

De la misma manera, consideremos &3 € S3:

a=(3 ;1 3)-0 2

Vemos que &3 es impar, pues involucra una sola trasposicion.

La siguiente funcién nos ayuda a identificar méas facilmente si una permutacién es par o impar:

Definicion 1.4.11. Sia € S, y a = 8182 - - Bx es su factorizacion completa en ciclos disjuntos,
entonces definimos la funcién signo de a como:

sgn(a) = (=1)"F, (1.85)

con n el nimero de elementos a permutar y k el nimero de ciclos en la factorizaciéon de a.
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Revisemos el caso de las trasposiciones: una trasposicion 7 mueve dos nameros (i,5) y fija
los demas n — 2 elementos. Entonces, la factorizacion completa en ciclos disjuntos de 7 involucra
un solo 2-ciclo: k =1,

= sgn(r) = (-1)""' = —1.

Por lo tanto, toda trasposiciéon tiene signo negativo. Esto da pie a las siguientes proposiciones:
Lema 1.4.5.
i. Si B € S, y T es una trasposiciéon, entonces
sgn(TB) = —sgn(p). (1.86)
ii. Sean «a, 8 € S,, arbitrarias. Entonces,

sqn(aB) = sgn(a)sgn(B). (L.87)

Teorema 1.4.6.

i. Una permutacion « € S,, es par <= sgn(a) = 1.

ii. Una permutacion « € S, es impar <= sgn(a) = —1.

Dem. Como ya vimos, sgn(t) = —1 para toda trasposiciéon 7.

Sea a = 1172 - - - T}, la factorizacion en trasposiciones de «; entonces,

sgn(T1)sgn(r2) - - - sgn(Tx)
=(=1(-1)---(-1)
= (_l)kv

sgn(a)

usando el Lema ?7?. Por lo tanto,

(—1)* =1, si k es par.

A
|
-
)
S
Il

—1, si k es impar.

Teorema 1.4.7. El conjunto de todas las permutaciones pares en .S, es un subgrupo de S,,, de
orden %' Lo llamamos grupo alternante y lo denotamos por A,.

Dem. De acuerdo con el Teorema (1.4.6), podemos definir a A, como:
Ap = {0 € Sn | sgn(o) =1}. (1.88)
Revisemos que A,, satisfaga las propiedades de subgrupo:
i. Sea (1) la identidad de S, . Entonces,
sgn[(1)] = (-1)° =1,
Pues la identidad no involucra ninguna trasposicion.

S(1) € Ap.
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ii. Sean a, 8 € A, . Entonces, ambas permutaciones involucran un namero par de trasposiciones:
QO =TIT2 " T2p.
ot /
B=T1Ty " Tag-

Y sus inversas a1, 371 también deben ser pares, pues solo revierten cada trasposicion:

B:1—sig = Bl —1
2 +—ig Qg —> 2
n+— in in —>n

= sgn(af™!) = sgn(a)sgn(87) =1-1=1.
a671 € Anp,

usando las propiedades de la funcién signo.

An S Sn-

Ahora, veamos que solo existen dos clases laterales de A, en Sy:

Anl = A, = {permutaciones pares}

Ant = {01 € Sy | sgn(o) = 1} = {permutaciones impares},
siendo 7 una trasposicion.

Aplicando el Teorema de Lagrange, obtenemos:

S|
Sn i An] =
[ n n} ‘An|
Sn n!
= |Ap|l= —— = —.
|An| [Sp:An] 2
Por lo tanto, existe el mismo ntimero de permutaciones pares e impares en Sy,. ]

Ejemplo 1.4.7 (Grupo alternante en cuatro letras). El grupo simétrico en cuatro letras, Sy, consta
de 4! = 24 permutaciones. Entonces, el grupo A4 < Sy consta de % = 12 permutaciones:

» La identidad (1).
= Cuatro trasposiciones: (1 2), (2 3), (34), (41).

» Cuatro ciclos de longitud 3: (123), (234), (341), (124), que pueden factorizarse como
trasposiciones dobles:

(123)=(12)(23)
(234)=(23)(34)
(341)=(34)(41)
(124)=(12)(24).

= Tres funciones que permutan a todas las letras, y pueden escribirse como productos de tras-
posiciones disjuntas: (12)(34), (23)(41), (24)(31).

El grupo A, representa las simetrias de un tetraedro regular, por lo que también es llamado
grupo tetraédrico [4]. Mas adelante estudiaremos el grupo de cuatro elementos o grupo de Klein,
que es el subgrupo mas importante de Ay.

75



Teoria de Grupos
1.4 Grupos de Permutaciones

Ademas de su relevancia histoérica, puede que los grupos de permutaciones sean los méas generales
y utiles de todos. Esto se debe al teorema formulado por Cayley en 1854, que propone que cualquier
grupo puede verse como un grupo de permutaciones.

Asi, presentamos el enunciado y la demostracion de uno de los resultados mas importantes de
la teoria de grupos:

Teorema 1.4.8 (Teorema de Cayley:). Sea G un grupo y Sg su grupo de permutaciones.
Entonces, G es isomorfo a un subgrupo de Sg.

En particular, si |G| = n, entonces existe un subgrupo D < S,, de orden n, tal que

G=D<S,. (1.89)

Como ya mencionamos, S, es de orden n!.
Por tanto, debe existir un subgrupo . < S,, de orden n, tal que G &£ .¢.

Dem. Recordemos que, para cada a € G, se puede definir la traslacién izquierda:
L,:G— G

gr—>ag

y, como ya vimos, L, € Sg, para toda a € G.

Ahora, definimos la funcién

L:G— Sq (1.90)
av+— Lq (1.91)

Veamos que L es un homomorfismo: si a, b, g € G, entonces

[L(ab)] (9) = Lab(9)
= abg

y, tomando en cuenta que la operaciéon de S es la composicion de funciones,
[L(a)L(b)] (9) = (La © Lp)(g)
= L, [Lb(g)}
- La(bg)
= abg.

. L(ab) = L(a)L(b).
. L es un homomorfismo.
Ahora, veamos que L es inyectiva: si existieran a,b € G tales que L(a) = L(b),
— Lo=1L
= La(g) = Ls(9)
<= ag=Vbg
<= a=0

Entonces, L es un mapeo biyectivo entre G y la imagen de L. Ademas, por el Teorema (1.3.3), la
imagen de L es un subgrupo de Sq:

G2 Im[L] < Sq. (1.92)
Si la imagen de L fuera todo S, entonces

G=S5¢g.

En este caso, todas las permutaciones de G serian traslaciones, que se obtienen multiplicando los
elementos de G por cada g particular. ]
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El Teorema de Cayley nos dice que podemos insertar a un grupo cualquiera G en su grupo
de permutaciones Sg. Més atn, al introducir las funciones L y R, nos permite representar a GG
como un grupo de permutaciones D < Sg, que tiene la misma cantidad de elementos y preserva
la estructura del producto.

Definicién 1.4.12. Los homomorfismos L : g — Ly, R : g — Ry, son llamados repre-
sentacién regular izquierda y representacion regular derecha del grupo G, respectivamente.

En el Capitulo 2, profundizaremos en L, R y otro tipo de representaciones que puede tener un
grupo.

Se demostré que L es un homomorfismo; sin embargo, de acuerdo con nuestra con-
vencion, R revierte el producto:

= [R(b)R(a)] (9)-

Sin embargo, otros textos usan la convencién de evaluar las funciones por el lado derecho; asi,

(9) [R(ab)] = (9)Ra
gab
= (ga) Ry

= (9)(Rq 0 Ry)
= (9) [R(a)R(D)],

con lo que R preserva el producto.

Como ya demostramos, las funciones biyectivas de un conjunto en si mismo, llamadas permuta-
ciones, forman un grupo. Entre estas funciones, tenemos las simetrias de objetos matematicos o
de sistemas fisicos, es decir, las transformaciones que dejan al objeto o a sus propiedades invariantes.

En particular, las simetrias de figuras geométricas planas son ampliamente utilizadas en
matematicas y fisica, por lo que reciben un nombre especial:

Definiciéon 1.4.13. Llamamos grupo diedral o diédrico al conjunto de simetrias de un
poligono regular, junto con la operacién de composicion de funciones.

Si el poligono en cuestion tiene n > 3 lados, entonces su grupo diedral es denotado por D,, y
es de orden 2n. En otros textos se le llama Ds,,, para explicitar su orden.

Decimos que un sistema u objeto tiene simetria si posee una propiedad que permanece
invariante ante ciertas transformaciones. Por ejemplo, puede tratarse de rasgos geométricos,
como la longitud de los lados de una figura o su orientacion en un sistema de coordenadas, que
permanecen invariantes ante traslaciones o rotaciones. También puede tratarse de la forma de
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una ecuacion diferencial, invariante ante ciertas operaciones. Fisicamente, podemos referirnos a la
energia total de un sistema, que se conserva bajo la evolucién temporal.

En todos los casos, hay una relacion de simetria entre el objeto original y el objeto transfor-
mado, y decimos que el objeto o la propiedad es invariante ante transformaciones.

En el caso de los Grupos Diedrales, sus elementos son transformaciones congruentes, es decir,
que preservan la distancia. Es por ello que la figura no se deforma: sigue teniendo n lados iguales.

Ejemplo 1.4.8 (Grupo diedral del triangulo). En el Ejemplo (1.1.8), estudiamos al Grupo
ciclico de 3 elementos C3, que puede verse como el grupo de rotaciones de un tridngulo equilétero.

También mencionamos que el grupo diedral D3 consta de todas las transformaciones de simetria
del triangulo equilatero, por lo que C3 es un subgrupo de Djs. Los otros tres elementos de Dg
corresponden a las reflexiones del tridngulo respecto a sus bisectrices:

1 R R?

Figura 1.19: Grupo diedral Ds.

Asi, D3 consta de seis transformaciones que conservan la forma del tridngulo, pues solo permu-
tan sus vértices. Mas adelante, veremos la forma explicita de estas transformaciones.

Veamos algunas propiedades de los grupos diedrales:

= Asi como los lados de la figura, el orden de D,, es finito. Por tanto,

" =1VgeD,. (1.93)

s Los elementos de D,, son funciones biyectivas entre los n vértices del poligono. Para repre-
sentarlas, podemos etiquetar los vértices como {1, 2, ,n} y realizar permutaciones entre
ellos [4].

Figura 1.20: Numeraciéon de vértices de un pentagono.
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En particular, si queremos representar las rotaciones de la figura, debemos tomar el primer
vértice y mapearlo en alguno de los n—1 restantes. A su vez, los demés vértices son mapeados
en sentido contrarreloj (positivo) o en sentido del reloj (negativo).

(1) (12345) (12345% (12345)° (12345)*

Figura 1.21: Rotaciones en Ds.

En cambio, si queremos representar las reflexiones de la figura, debemos trazar un eje que
atraviese la figura por la mitad, e intercambiar los vértices que se encuentren en posiciones
simétricas respecto al eje.

(M (13)45) (135)(24) (12035 (14)23)

Figura 1.22: Reflexiones en Dj.

Cada una de las permutaciones descritas representa una transformacion de simetria de la
figura.

= Todos los elementos de D,, son generados por la transformacién de rotacién y la trans-
formacion de reflexiéon o inversiéon. Estas pueden representarse en la notaciéon usual de
permutaciones:

1 2 3 -« n—1 n .

R = (2 3 4 n 1) :  Rotacion. (1.94)
1 2 3 - n—1 n .,

I= (1 non—1 ... 3 2) : Reflexién. (1.95)

En la primera fila, se enlistan los vértices en su orden original, y en la segunda, sus posiciones
tras haber sido permutados.

Usualmente, se elige al vértice #1 sobre el eje de reflexion, de modo que éste permanezca fijo
v el resto de vértices sean mapeados al lado opuesto del poligono.

= Por el inciso anterior, el grupo diedral puede escribirse como:

D, = (R, 1), (1.96)
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Por lo que cuenta con todas las potencias y productos de R con I. Ademas, satisface:

R"=1. (1.97)
I’ =1. (1.98)
IR=R'I (1.99)

Podemos probar estas ecuaciones de manera geométrica. Particularmente, nos fijamos en Dj:

A 1
(7
7
R°=(12345)° M

Figura 1.23: Tlustracion de la Ecuacion (1.97)
paran = 5.

I=(25)34) I’=(1)

Figura 1.24: Tlustracion de la Ecuacion (1.98) para n = 5.

La Ecuacion (1.99) debe entenderse como una composicion de funciones. Asi, IR = I o R, por
lo que primero aplicamos la rotaciéon y después la reflexién, mientras que en R~!I, primero
aplicamos la reflexion y luego la rotaciéon inversa.

=> IR=R'I

Figura 1.25: Ilustracion de la Ecuacion (1.99) para n = 5.

s De las ecuaciones (1.97), (1.99), se hace la generalizacion:

IR™ =R™™I, VmeN. (1.100)
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Estas relaciones determinan completamente al grupo. Asi, cualquier elemento £ € D,, puede
escribirse como:

€= (RU)(RELY) - (R 1),
Donde cada R; es una rotaciéon en un éngulo ¢; = Iri v cada I ; es una reflexién respecto a

n o
un eje ¢;.

Para ser una transformacion de simetria, el eje £; debe pasar por el centro del poligono:
Sin es impar, entonces ¢; atravesard un vértice del poligono o un lado por la mitad. Si es impar,
atravesard dos vértices o dos lados por la mitad.

Si consideramos que el plano es un sistema de coordenadas cartesianas XY, entonces los vértices
de un poligono de n lados estan ubicados en:

(2wk>
xp =rcos | — |,
n

<27rk>
Y =rsen | — |,
n

para cada k=1,2,--- ,n.

D,, consta de todas las transformaciones que van del poligono Fj, a si mismo:
& F,— F,
P
donde p, ];’ son puntos dentro o sobre los lados del poligono. En particular,
27l

£(xy) = 2 = rcos (n>

2ml
§(yk) = y1 = rsen () , conl=12--- n.
n
Asi, toda permutacion £ € D,, mapea vértices en vértices.

Sabemos que toda transformacion lineal tiene una representacion matricial asociada. Mas ade-
lante, veremos que también los elementos abstractos de un grupo pueden representarse como ma-
trices.

Considerando un poligono de n lados sobre el plano XY, podemos representar a los elementos
de D,, como matrices de 2 x 2 que actian sobre los puntos del poligono [5]:

= Rotacion en un angulo 6 = %:
cosZk  _gep2xk
n n
Ry, = (1.101)
sen2tk  cpg2rk
n n

Notemos que R,, = 1, pues devuelve a los vértices a su posicion original. De la misma manera,
(Rp)" =1, V Ri € D,. (1.102)

Esto se debe a que n rotaciones sucesivas en dngulos 6, = 27k /n, resultan en una rotacion
de 27k, es decir, de k revoluciones, por lo que volvemos a la posicién inicial.
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La rotacion inversa de cada Ry, debe satisfacer (Ry)(R; ') = 1. Entonces,

R' = (Re)" ' = Ro_y. (1.103)

Por lo tanto, D,, cuenta con n Rotaciones: la identidad 1 = Ry = R,, y {R1, Ra, -+ , Rn—1}.

El conjunto de rotaciones es un subgrupo ciclico de D,, y tiene orden n. Lo llamaremos
grupo de rotaciones discretas en un plano y lo denotaremos por %,.

Por ejemplo, retomando el Ejemplo (1.4.8), podemos colocar un tridngulo equilatero sobre
el plano XY, de modo que sus vértices tengan coordenadas:

27k 2k
Ty = TCOS (g), Yr = rsen (g) , con k=1,23.

O, en notacién vectorial,

27k
00873

Tp =7 € R?,
27k

SenT

donde r es el radio de la circunferencia circunscrita al triangulo.

El grupo de rotaciones %3 < Ds posee tres elementos, cuyas representaciones matriciales
son:

27 2 s ar 6 6
COS? —Sen? COS? —Sen? COS? —Sen?
R1 = ’ R2 = ’ R3 = ’
27 27 4r 4 6 6
56717 COS? Sen7 COS? S@n? COS?

y, efectivamente, R3 es igual a la matriz identidad.

Para aplicar rotaciones a la figura, realizamos la multiplicaciéon matricial Ryxy.

En particular, una rotaciéon de %” = 120° mueve al 2° vértice a la posicion x3:

2 2 4am 67

B cos % sen<g cos=g €os73
Rizs=r =r

2 27 4am 67

sen= cos% sen=g sen;

Probemos que %3 es un grupo ciclico:

Cos? (%’“) — Sen? (%”) —QCos%ﬂsen%’r
(Ry)? =
26082%8677,2% Cos? (2{) — Sen? (%’r)

4 4

cos%r —sen?’r

= — RQ.

4 4

sen%r cos?’r
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4 2 4 2 4 2 E%s 2w
COS?COS? — SGTL?SQH? 75671?605? — COS?SETL?
(R1)® =
L 27 A 27 4 27 4 27
Sen 3 CcoSs 3 + cos 3 sen 3 CcoSs 3 coS 3 sen 3 sen 3
6 _ 67
coS 3 sen 3
= = RS.
67 67
Sen 3 CcoSs 3

Por lo tanto, #Z3 = (R1) = {R1, R?, R}}. De acuerdo con el Ejemplo (1.1.8), %5 es isomorfo
a 03.

También se puede ver que:

COSHTTF —seleT”
3
(R2)° = =1,
senlzT’T cosl%7T

Con lo que se prueba la validez de la Ecuacion (1.102) para n = 3.

Reflexion respecto de un eje que pasa por el centro del poligono.

Es posible aplicar una reflexién respecto a cualquier eje ¢; con pendiente m;; pero comun-
mente colocamos la figura en un sistema de coordenadas cartesiano y elegimos como ejes de
reflexion los ejes X y Y.

Las matrices de reflexién correspondientes son:

Reflexion respecto al Eje X : I,

(é _01) (1.104)

Reflexioén respecto al Eje Y : I, = (_01 (1)) (1.105)

En el caso del tridngulo equilatero, se suele colocar el origen del plano XY en su centro
geométrico y, como ejes de reflexion, se toman:

Eje Y, con pendiente my = g
T 2 I
Eje ¢ dient —— 4= =
je £1, con pendiente my = o + 3 5
m A4r 11w
Eje ¢ dient =4 —=—=—.
je £z, con pendiente my = 2 + 3 3
Y
7!
b bz
X
2 3
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Por otro lado, si n es par, entonces debemos considerar los ejes de reflexion que atraviesan
sus vértices y los que atraviesan sus lados por la mitad.

Por ejemplo, los ejes de reflexion de un hexagono son seis rectas £; con pendientes m; = %,
respectivamente.

120° 60°

El resto de elementos de D,, se puede expresar como el producto de una rotacién y una
inversion, de acuerdo con la Ecuacion (1.96).

En particular, la reflexién respecto al eje Y, seguida de una rotacién en 6, = 27% se

n ?
expresa Ccomo:

-1 0 cosZE  gen2zk —cos2tk  _gen2zk
n n n n
Uk? = =
0 1 —sen2zk  cog2rk —sen2zk  cog2zk
n n n n

Al igual que las rotaciones Ry, s6lo hay n transformaciones Uy en D, pues Uy = U, = 1
para toda k =1,2,---  n.

En este caso, las inversas U, ! se obtienen aplicando la reflexion respecto al mismo eje, seguida
de la rotacién inversa:
-1 _ p-1
U, =R, I,
= UyU, ' = IR R ' T, = 1,1, = 1.

Denotemos por % al conjunto de transformaciones Uy, es decir, reflexiones respecto al eje
Y, seguidas de una rotacion Rjy. Entonces, % no es un subgrupo de D,,, pues no posee al
elemento identidad ni a los inversos.

Sin embargo, % es un clase lateral izquierdo de Z en D,,:

Lo mismo se cumple para el conjunto de reflexiones respecto a cualquier eje ¢;, seguidas de
una rotacion.

Notando que I, = I, Ry, tenemos que todas las reflexiones pertenecen al clase lateral % .

" Dy=RUU.
- |Dn| = |%| + |%| = 2n.
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Ejemplo 1.4.9 (Grupo de Klein). Llamamos grupo de Klein o 4-grupo al conjunto de cuatro

elementos:
V:={1,a,b,c}, (1.106)

sujetos a la condicién de que cada uno es su propio inverso:

a=at, b=0b"' c=c"! (1.107)
— > = ==1. (1.108)

De acuerdo con la Ecuacion (1.108), el grupo V tiene un exponente n = 2.
Podemos ver al grupo de Klein como el grupo de simetrias de un rectangulo no regular:

a = reflexiéon horizontal
b = reflexion vertical

c = rotacion de m = 180°.

1 2 Reflexion r
horizontal
3 4 a N €
S5 52
gt |b ab=ba| 2 ¢
2 ® £ g
3 ab=ba v €
Reflexion
LN horizontal L

Figura 1.26: Representacion grafica de los cuatro elementos del grupo de Klein [4].

La aplicacion sucesiva de dos reflexiones respecto al mismo eje, o de dos rotaciones de 7 radianes,
devuelve al rectangulo a su posicion original, por lo que se cumple la Ecuacion (1.107).

Ademas,
ab=ba=c, ac=ca=0b, bc=cb=a.

Lo cual se puede ver geométricamente:

[} L ] [ ] [ ) [} [ ]
~/ Q
K (7 2 LE! ® ®;
1 b ab
‘e o' o : o ‘s = o’
K] ., ® . . e
1 a ba

85



Teoria de Grupos
1.5 Producto Directo

Por tanto, también podemos escribir a V' como el grupo generado por a, b:

V={a,b|a>=0b*=1).

Recordemos que los grupos diedrales describen las simetrias de un poligono regular (un
poligono de n lados iguales), y constan de 2n elementos. Por lo tanto, el grupo de Klein no es un
grupo diedral, ya que describe las simetrias de un poligono irregular de cuatro lados (rectdngulo
no cuadrado) y consta sélo de cuatro elementos.

No obstante, V' es un grupo de permutaciones, ya que, efectivamente, permuta los vértices de
un rectangulo, dejando invariante su forma (consta de transformaciones congruentes).
Mas aiin,
ValSs NV <Ay

En el siguiente esquema, se desglosan los elementos de V' como subgrupo de Ay:

As

N

(234) (134) Ve (124) (123)

T

(12)34) (13)24) (14)(23)

|
M

A lo largo de esta seccién, mencionamos que un grupo de permutaciones puede ser representado
de diferentes maneras (como matrices o como ciclos); sin embargo, sera hasta el Capitulo 2 que
profundicemos en qué es una representacioén y como encontrarla.

También vale la pena mencionar que sélo hemos introducido rotaciones discretas; mas ain,
las rotaciones de un grupo diedral D,, siempre son multiplos de 27”, por lo que podemos decir que
estan cuantizadas.

Sin embargo, en fisica es comin trabajar con rotaciones continuas, es decir, que pueden tomar
valores en un intervalo no contable [61,602] C R. Este tipo de transformaciones pertenece a un
grupo de Lie, que tiene una estructura de variedad diferenciable y es estudiado en el marco de
la Teoria de Representaciones.

1.5. Producto Directo

En fisica, comtnmente trabajamos con sistemas compuestos de partes mas simples o faciles
de estudiar. Asi, un grupo G puede verse como la combinacién o unidn de grupos mas simples
H,,H>, Hs, ---

En esta seccion, veremos que es posible combinar 2 grupos o méas, mediante la operacién de
producto directo.
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Definicion 1.5.1. Sean H y K grupos. Entonces, su producto directo consta de todos los
pares ordenados (h, k), con h € H y k € K, y se denota por H x K.

Probablemente nos resulte mas familiar el producto cartesiano entre conjuntos, mediante el cual
se define el sistema de coordenadas cartesianas:

Ey X Eyx---x E, ={(z1,22,-++ ,zp,) | ; € E;, paracadai=1,2,--- ,n.}
Este tipo de producto se puede generalizar a cualquier estructura algebraica bajo el nombre de

producto directo, y la misma notaciéon (V' x W) se usa para denotar el producto de dos espacios
topoldgicos cualesquiera.

Teorema 1.5.1. El producto directo H x K forma un grupo, bajo la operacion:
(h,k)(h', k") = (h' kK'). (1.109)

Con h,h' € Hy k, k' € K.

Dem. Revisemos que H X K satisface los axiomas de grupo:

i. Sean (hi1,k1), (ha,k2) € H x K. Entonces,
(h1,k1)(h2,k2) = (h1ha, k1k2).
Como H y K son grupos, hihs € Hy kiks € K, por lo que (h1ho,kike) € H X K.

Por lo tanto, se cumple la cerradura del producto en H x K.

ii. Sea (h3,k3) otro elemento de H x K. Entonces,

[(h1, k1) (h2, k2)] (h3, k3) =

hiha, k1kz)(h3, k3)
hihahs, k1kaks)

h1, k1) (hahs, kaks)

= (h1,k1) [(h2, k2)(h3, k3)] .

o~ o~ o~ —~

Por lo tanto, la operaciéon de H x K es asociativa.

iii. Sea 1z la identidad de H y 1k la identidad de K; entonces,
(1H71K) € HXxK.

- (h,k)(lH,lK)Z(th,le)Z(h,k)
vy (lm,1x)(h,k) = (1gh,1xk) = (h, k).
Por lo tanto, H X K cuenta con un elemento identidad 1 = (1y,1k), tal que

(h, k)1 = 1(h, k) = (h, k) ¥ (h,k) € H x K.

iv. Sabemos que H y K cuentan con elementos inversos h~1, k1 para cada h € H, k € K. Entonces,
(h~1,k~1) € H x K satisface:

(hk)(h~ k™) = (hh ™" kk™Y) = (L, 1ic) = 1
y (W R (R k) = (A R kT R) = (L, 1) = 1.
Por lo tanto, para cada (h,k) € H x K, existe (h, k)~ = (h~1,k~1) € H x K tal que
(hyk)(h, k) ™" = (h, k)~ (A, k) = 1.
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. H x K es un grupo.

Las siguientes imégenes muestran cémo se construye un producto directo a partir de dos
grupos mas simples:

(v, b) (v,b) (v, 0

1A

w

w,b) w,a WO

En este caso, G tiene 2 elementos, H tiene 3 elementos y G x H tiene 2 - 3 = 6 elementos:
G=2Cy N H¥(C3 = G x H=(Cs.

Podemos probar que el orden del grupo G x H coincide con el producto de los érdenes de G y

H:
G x H| = |G||H].

En general, G x H # H x G. Por ejemplo, si G = Cy y H = Cy, entonces podemos representar
sus productos directos de manera grafica [4]:

CZ C4 X C2

Vemos que Cy x Cy # C4 x Cy. Sin embargo, se cumple que

CQXC4gC4><ngCs.

De la misma manera, podriamos obtener Cy, = Cy X Cy X --- x (. Es decir, la iteracion de
productos directos resultara cada vez en un nuevo grupo.
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Teorema 1.5.2. Consideremos los productos directos:

HXlK:{(h,lK)|h€H}
IHXK:{(lH,k)|k‘€K}

Entonces, H X 1 y 1y X K son subgrupos normales de H x K. Mas aun,

HX].KgH.
].HXKgK.

Dem. Por simplicidad, omitiremos los subindices de las identidades 1p, 1, siempre tomando en
cuenta a cual de los grupos corresponden.

i. Primero, veamos que H X 1 y 1 X K son subconjuntos de H x K:
Hx1={(h,1)|h€e H} C HX K.

1xK={(1,k) | ke K} CH X K.

Ademas,
1=(,1)e (Hx1)N(1xK).

Y, para cualesquiera (h1,1x), (h2,1x) € H X 1, tenemos
(h1,1)(ho, 1) ™1 = (h1, 1) (hy ', 171)
= (h1, 1)(h2_17 1)
= (h1hy',1) € H x 1,

pues hi h;l € H, por ser H un grupo. De manera analoga, se puede probar que
(1,k1)(L, ko)t €1 x K,

Para cualesquiera k1, k2 € K. Por lo tanto,

Hx1<HXK.
1x K<HXK.

Ahora, sea (1, k) € H x K arbitrario. Entonces,
(n, &) (h, 1)(n, )~ =

n, k) (R, (0~ k)

n, k) (hn =", 1871

= nhr]il,nlnfl)
nhn~1,1) € H x 1,

—~ o~ o~

Pues nhn~—1! para cualesquiera n,h € H.
= (n,r)(Hx1)(n,k) ' =Hx1, V(n,s) €HxK.
S HXx1< HXK.

De la misma manera, se prueba que 1 x K < H x K.

ii. Para ver que H X 1 es isomorfo a H, establecemos la funcién:

f:H—HXx1
h+— (h,1)
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Si h1,he € H, entonces
f(hih2) = (hih2,1)
= (h1,1)(h2,1)
= f(h1)f(h2);

Por lo tanto, f es un homomorfismo.

Ahora, supongamos que f(h1) = f(h2),
- (hl, 1) = (hz, 1)
<= h; = hg;

Por lo tanto, f es inyectiva.
Ademas, para todo (h,1) € H x 1 existe h € H tal que f(h) = (h, 1), por lo que f es sobreyectiva.

. f es un isomorfismo.
S H=>=Hx1.

Para demostrar que K = 1 x K, se establece un isomorfismo similar ¢ : K — 1 x K.

Corolario 1.5.3. El producto directo H x K es abeliano si y s6lo si H y K son abelianos.

Ejemplo 1.5.1. Tomemos dos copias del Grupo ciclico de 2 elementos:

Cza = {l,a}
Cy, = {1,b}

Y obtengamos su producto directo:
Cy, x Cy, = {(1,1),(a, 1), (1,0), (a, ) }.
Recordemos el grupo de Klein, introducido en el Ejemplo (1.4.9):
V ={1,a,b,ab}.

Veamos que es posible establecer un isomorfismo entre Co, x Cy, y V:

p(1,1) = 1.
¢(a,1) =a.
1Oy x Cy, — V, tal
L TN by = b
©(a,b) = abd.

= ¢:(g,h) — gh.

Como ambos grupos tienen la misma cantidad de elementos, ¢ es biyectiva, y si tomamos
(9a, ha) € Ca,, (g, hp) € Ca,, entonces:

©[(gar ha) (g, )] = # [(9agb, hahi)]
= gagohahy
= gohagohy
= ©(ga> Pa)p(gv, hp),

pues ambos grupos son abelianos.

V= Cga X Cgh.
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El siguiente Teorema indica bajo qué condiciones un grupo G puede expresarse como un pro-
ducto directo; esto es, partirse en grupos mas simples sin que pierda su estructura ni se omitan
elementos.

Teorema 1.5.4. Sea G un grupo con subgrupos normales H y K. Si HK =Gy HNK =1,
entonces

G2 Hx K.
HNK H Hnk Hx1
T 1 hi| haf hs @, 0[] eun | (1)
Ky [ hikq [ haok | sk, (k) | (ho k) | (harko) [ (hka)
~
ko | hika|haka | hsks — A, k)| (hoko) | (ko) | (ko)

K| kg [hiks|hyks| hsks 1 % K [aukf ik | (ko [ hak)

Ky | hika|hoka|hsk, A, k) | bk | (hakd | (haky)

G=HK G=HxK

Figura 1.27: Representacion grafica del Teorema 1.5.4 [4].

También podemos generalizar el Teorema al caso en que G es el producto directo de n subgrupos
Hii

Teorema 1.5.5. Sea G un grupo y Hi, Hs,--- , H, subgrupos de G; si

G:mmmm:ﬁm
=1

v #Ho | []#: ) ={1},
i#£]
Entonces
G=>=H; x Hyx---x H,.

Dem. Definamos una funcién:
w:G:HlHQ-HHn —>H1 ><H2 ><~~~><Hn

g= (h1h2"'hn) — (h17h21"' 7hn)-
Sia,b € G, entonces existen hY, hé’ € H;, para cada ¢t =1,2,--- ,n, tales que:

a=h¢hE---h: A b=hbhS .. KD,

Entonces, tomando en cuenta que la multiplicacién por hf induce un reordenamiento en los elementos
de H;,

p(ab) = p(h{hS - - h&hYRS - - hb)
P(h§Phg - hob)
(RS, hgP, - heb)

(h$hS, hghS, - hehb)

(RS, hg, - he) (RS, hS, - hb)
P(a)y(b).
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Por lo tanto, 1) es un homomorfismo.

Ahora, supongamos que ¥(a) = ¥(b):

=> (h{,h3, - hy) = (h3,h3, - h3)
= h¢=hY, K =hy, RS =hD.
= a=0>0.
Por lo tanto, 1 es inyectiva.
Ademas, si (h1,h2,- - ,hn) es un elemento arbitrario de Hy x Ha X --- X Hp, entonces h; € H; para

cadai=1,2,--- ,n,y
Iz e G tal que x =hth2... A"
= P(a) = (h1,h2, -, hn).
Por lo tanto, 1 es sobreyectiva.

.1 es un isomorfismo: G = Hy X Hg X -+ X Hp.

Teorema 1.5.6. Sea G un grupo y Hy, Hs,- -, H, subgrupos de G.
Si para cada g € G existen tnicos hy € Hy, hy € Ho, --- , h,, € H, tales que g = hihy - hy,
entonces

G=H| x Hy x---x H,.

Este teorema significa que, si cada elemento g € G puede ser expresado como un producto
hihg -+ hy,, con h; € H; < G, entonces G es idéntico en estructura al grupo Hy; X Hy X - -+ X H,.

Proposicion 1.5.7. Consideremos los grupos H, K. Si N <« H y M < K, entonces

NxM<HxK
HxK _H K
Y /= X —.
NxM N M

Dem. Primero, notemos que % es el grupo cociente que consta de todas las clases laterales de
tipo (N x M)(h, k). Es decir,

Hx K
={(N x M)(h,k h,k) € Hx K
e = AN X M) R) | () }
={(n,m)(h,k) | (n,m) e N xM A (h,k) € Hx K}.
A su vez,
H K
— ={Nh|heH} N —={Mk|keK
S =(NhlheH} A 1= {Mk|keK)
H K
= — x — ={(Nh,Mk) | he H N ke K}.
o X 3 = {(Nh, M) | }
Ahora, definimos la funcion:
H K
¢: HX K — — X —
N M

(h, k) — (Nh, Mk).

Veamos que ¢ es un homomorfismo:
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Si (h1, k1), (he,k2) € H X K. entonces,

@ [(h1, k1) (h2, k2)] = ¢p(h1ha, k1k2)
= (Nhth,Mklkg)
= (Nh1Nha, Mki Mk2)
= (Nh1, Mk1)(Nha, Mk2)
= ¢(h1, k1)p(h2, k3).
Y, por el 1¢" Teorema de isomorfismos,

. H X K ~
Nucleo[¢] < H X K A m >~ TIm[¢]. (1.110)

La identidad de % X % es (N1, M1). Entonces,
Nicleo [¢] = {(h, k) | ¢(h k) = (N1, M1)}.
Tomando n € N, m € M, tenemos (n,m) € N x M C H x K. Mas atn,

¢(n,m) = (Nn, Mm) = (N1, M1).
= Nucleo [¢] = N x M.

Ahora, veamos que ¢ es sobreyectiva:

Sea (Nh, Mk) € L x £ arbitrario.

H K
= Nhe — N Mke —.
N M

— heH AN keK.

Entonces, existe (h, k) € H x K tal que ¢(h,k) = (Nh, Mk).

Por lo tanto, la imagen de ¢ es todo % X % Sustituyendo en la Ecuacion (1.110):

HxK _H K

NxM<HxK A > — X —.
N x M N M

Concluimos esta seccién con un par de ejemplos:

Ejemplo 1.5.2. Sea U; el Circulo unitario en el plano complejo, dado por:

Uy:={zcC||z]=1}={? cC |0 c|0,2n)}.

U; es un grupo bajo la operacion de multiplicacién escalar. Asimismo, el conjunto de nimeros
reales positivos forma el grupo multiplicativo (R, -).

Ahora, consideremos el grupo multiplicativo de niimeros complejos, que consta de los
nimeros complejos distintos de cero, junto con la multiplicacién escalar:

(C,)={z+iy|z,y € R} = {re’ | r e RT,0 € [0,27)}.
Entonces, (C,-) es isomorfo al producto directo (R, ) x Uy:
R, ) x Uy = {(r,e"?) | r e R", e € U} 2 (C, ).

Lo cual significa que todo niimero complejo puede obtenerse a partir del circulo unitario, mul-
tiplicando por algin real positivo para determinar su radio o mddulo [9].
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El grupo de nimeros complejos con médulo igual a 1 se denota por U; porque coincide
con el grupo unitario en 1 dimensién:

(%) = ()" = ()" A |det(e)] = €] = 1.

Ejemplo 1.5.3. De manera similar al ejemplo anterior, podemos probar que el grupo unitario
U, es isomorfo al producto directo del grupo especial unitario SU,, con el circulo unitario U.

Para ello, recordemos que toda transformacion unitaria T' € SU,, satisface:
|det(T)| =1 = det(T) =€, con 6 € [0,27).

Ademas, notemos que todo elemento de U,, se puede expresar como el producto Au, con A €
SU, v ueUp:

(Au)t =u* AT =u A7 = (Au) ™t
det(Au) = det(A)det(u) = det(A)e? = e,
Por lo tanto, podemos establecer el isomorfismo:

p:U, — SU, x U,
T = Auvr— (A, u).

Un = SUn X Ul.

En la literatura, comtinmente se usa un simbolo de igualdad en vez del simbolo de
congruencia, bajo el argumento de que dos grupos que tienen la misma estructura son practicamente
iguales.

Siguiendo esta convencién, tendriamos:

V =Cs, x Cy,,
(C,) = (RJF, ) x Uy,
U, =SU, x U,

etc.

1.6. Clases de Conjugacion

Dedicamos la ultima seccion del capitulo a las conjugadas y clases de conjugacién, que nos
permiten estudiar al grupo a partir de sus caracteristicas generales. En muchas ocasiones, basta
analizar un solo elemento, para conocer todas las propiedades de la clase de conjugacion a la que
pertenece.
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Definicién 1.6.1. Sea GG un grupo y g € G. Entonces, llamamos conjugacién a una funciéon de
la forma:

v :G— G
x|—>gxg*1

1

Y decimos que gxg~" es una conjugada de z € G.

Equivalentemente, = y y son conjugadas si existe g € G tal que y = v4(z).

Proposicién 1.6.1. Toda conjugada 4, con g € G, es un isomorfismo.

Dem. Sean z,y € G; entonces

Yg(wy) = g(zy)g ™"
= (929~ ") (gyg™")
=Y(x)7g(¥)-

Por lo tanto, 4 es un homomorfismo.

Ahora, supongamos que 4(z) = 74 (y); entonces,

grg™t = gyg~!
= (9 '9)z(g '9) = (¢ "9u(g9)
— =Y.

Por lo tanto, v4 es inyectiva.

Finalmente, veamos que 4 es sobreyectiva, pues cualquier z € G puede escribirse como

z=glg 29)g7" = v14(97 " 29).

.. Yg es un isomorfismo.

Proposiciéon 1.6.2. Consideremos el grupo general lineal 4., (K). Entonces, las matrices A, B €
9.7, (K) son conjugadas si y solo si son matrices similares:

A=DBD ' N B=MAM™!,
Con D,M € 9.2, (K).

De la Proposicién anterior, vemos que la similaridad de matrices es una relacion de equivalencia,
pues

A=DBD' < D 'AD=DYDBD')D
= MAM™'=B, con M =D

Es decir, si A es similar a B, entonces B es similar a A.
Generalizamos este resultado en el siguiente lema:

1

Lema 1.6.3. Sea G un grupo y z,g € G. Entonces, la conjugacion y = gxg~", es una relaciéon

de equivalencia.
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Dem. Escribimos la conjugaciéon en G como:
Vg 1T —> gzrg~ !, congeG.

Para ser una relacién de equivalencia, esta funciéon debe ser reflexiva, simétrica y transitiva. Revisemos
que cumpla cada una de estas propiedades:

i. Reflexividad: ;y es conjugada de si misma?

1

Siy=~4(y) = gyg~ ', para alguna g € G, entonces

Y9 =gy
<= g =1 06 g conmuta con y.

A priori, el anico elemento que podemos asegurar que conmuta con toda y € G, es la identidad.
Sy=mly) =Dy~

Por lo tanto, la relacién de conjugacion es reflexiva.

ii. Simetria: Si y es conjugada de z, entonces jx también es conjugada de y?

y=gxg~!
-1, -1
g y==x9

<~ gilyg =z

== "y H

. x es conjugada de y.

Por lo tanto, la relaciéon de conjugacion es simétrica.

iii. Transitividad: Sea z conjugada de y y y, conjugada de x. Entonces, ;z es conjugada de z?

L. con h,g € G, entonces

2z = hyh™!
= h(gzg~")h "
= kak™ 1.

Siz=hyh lyy=grg

Conk:=hge€Gyk™' =g 1'h™1 por el Corolario (1.13).
Por lo tanto, z es conjugada de x y la relacion de conjugacion es transitiva.

*. La conjugacién 4 es una relacién de equivalencia.

Definiciéon 1.6.2. Sea G un grupo y x € G. Entonces, la clase de conjugacion de x en G,
denotada por %, es el conjunto de conjugadas de x en G-

2% = {gzg~' | g€ G} (1.111)

Explicitamente, 2¢ = {gizg; ', gozg5 ", gszg; ", -}, donde G = {g1,92,93,"* }.

Proposicion 1.6.4. El elemento identidad de un grupo forma una clase por si solo, pues
glgl=1vgeq.

Mas atin, {1} es la tnica clase de conjugacion que también es un subgrupo.

96



Teoria de Grupos
1.6 Clases de Conjugacion

Es facil ver que ninguna otra clase de conjugacién de G es un subgrupo, pues no poseen al
elemento identidad.

Si G es un grupo abeliano, entonces cada elemento € G forma una clase por si solo,
pues todas sus conjugadas satisfacen:

grg ' =agg ' =

— 2%=2, Vzed.

Proposicion 1.6.5. Las clases de conjugacién de un grupo finito G inducen una particion en G.
Es decir, cada elemento de G pertenece a una tnica clase de conjugacion.

Dem. Sea G un grupo finito, y sean (1,2, - ,(m las clases de conjugaciéon de G, que satisfacen:
G ={gzig™' | g€ G} (1.112)
G # G, Vi#j (1.113)

Supongamos que existe y € G tal que y € ¢; N (.

= y=gz;g ' = hatjh_l, para ciertos h, g € G.
= x; = (gilh)xj(hflg) € (53
= G C G,

pues todas las conjugadas de x; también pertenecerian a ;. Andlogamente,

z; = (R 'g)zi(g™ h) € G
= G CG
= G =,

pero esto contradice la hipotesis (1.113).
LGN Cj = 0.

Ademas, todo elemento y € G pertenece a alguna clase de conjugacién, pues y = lyl—!; especifica-
mente, y € yG.

U C-L =d.
i=1

. {¢1,¢2, -+ ,¢m} son una particiéon de G.

En general, la conjugaciéon preserva la estructura de ciclo de una permutacion: si a es un
r-ciclo, entonces v = Sa3~! también es un r-ciclo. Asi, todas las permutaciones o € S,, que tienen
la misma estructura de ciclo, pertenecen a la misma clase.

Ilustraremos esta propiedad con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.6.1 (Clases de conjugacion de S3). Como vimos en el Ejemplo (1.4.1),

Las conjugadas de las trasposiciones también son trasposiciones y las conjugadas de los 3-ciclos
también son 3-ciclos. Explicitamente:
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= (12),(2 3)y (31) son conjugadas:

G={(12),(23), B}
G={(123), B21)}.

Como se vio en la seccion 1,2, también las clases laterales inducen una particiéon en el grupo.
En el caso de S3, sus subgrupos no triviales son:

= {(1), (123), 32 1)},
Hy = {(1)a (1 2)a (2 S)a (3 1)}

Por lo tanto, podemos partir Ss en clases laterales de Hy y en clases laterales de Hs.

La siguiente imagen muestra las particiones de S3 en sus clases laterales y en sus clases de
conjugacion:

H; €
H.G1) o Ho@23)
(123) (321) (123);\(321) (123) (321) (
M- )\ et
N @3 Gn/ @3 en ~ @3
(12) Ja’ (12)
H,(12) H, ¢

Figura 1.28: Particiones de S3 en: (a) clases laterales de Hy, (b) clases laterales de Hj, (c) clases
de conjugacion [3].

Ejemplo 1.6.2. Retomemos el grupo de matrices del Ejemplo (1.1.6):
¥ ={1,A,B,C,D,E}.

De acuerdo con la Tabla (1.1.6), las matrices A, B, C son de orden 2 y las matrices D, E son
de orden 3. Explicitamente:

A2=B*2=(C%=1.
D?=F3=1.

Para hallar la clase de conjugacion de A, calculamos todas sus conjugadas:

98



Teoria de Grupos
1.6 Clases de Conjugacion
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Por lo tanto, la clase de conjugacion de A es {A, B,C}.
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Calculando el resto de conjugadas del grupo, podemos probar que las clases de conjugacién
de ¢ son [5]:

G ={1}.
¢ ={A,B,C}.
<3 = {DvE}

En general, todos los elementos de un grupo que pertenecen a la misma clase de conjugaciéon
tienen el mismo orden. Esto se puede probar facilmente, suponiendo que cierto x € G es de orden
n € N.

= 2" =1
= (grg )" =g """ = (g7 9" = 1.
En el caso de ¢, los elementos de (3 son de orden 2 y los de (3, de orden 3:
A*=B*=C"=1.
D?=FE*=1.

También se puede probar que, si G es un grupo de matrices, entonces todos los elementos de
una clase tienen la misma traza. En el caso de ¢, las clases de conjugacion satisfacen:

X(C1) =Tr(l) = 2.
X(¢2) = Tr(A) =Tr(B) =Tr(C) = 0.
Xx((3) =Tr(D)=Tr(E) = —1.

Ahora, veremos que existe una relaciéon entre subgrupos normales y clases de conjugacion:

Teorema 1.6.6. Sea G un grupo y g € G arbitrario. Entonces,
S<AG < gsg'esS, Vses.
En otras palabras, un subgrupo normal contiene a todas sus conjugadas.

Denotando por 74(S) al conjunto de conjugadas de S bajo g, podemos reformular el Teorema
anterior como:

S<AG < 7,(9)<S, Vgedq. (1.114)

Veamos que, si « es el Gnico elemento de su clase de conjugacion &, entonces x = grg~! para

toda g € G. Esto significa que £ conmuta con todos los elementos de G:
r=grg ' VgEG <= gr=1x9 Vgeq. (1.115)

Esto motiva la siguiente definicion:

Definiciéon 1.6.3. El centro de un grupo G, denotado por Z(G), es el conjunto de elementos
que conmutan con todos los demas elementos del grupo:

Z(G)={z€G|gz==z2g9, VgeG}.
={2€G|z=gzg ', VgeG}

Y decimos que un grupo G no tiene centro (centerless) si Z(G) = 1; es decir, si el tnico
elemento conmutativo del grupo es la identidad.
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Lema 1.6.7. Z(G) es un subgrupo normal abeliano de G.

Dem. Primero, veamos que Z(G) es un subgrupo de G:
Sabemos que 1 € Z(G), pues lg =gl =g, Vg € G.

Ahora, si a,b € Z(G), entonces ag = ga y bg = gb, para toda g € G.
= (bg) "t = (gb)""
— gl = p gt
= bl e z(Q).

= abilg = agb71 = galfl
= ab”! € Z(Q).
Por lo tanto, Z(G) < G.

Ahora, para cualesquiera z € Z(G) y g € G, tenemos
gzg t=zg97'=z¢€ Z(G)
= gZ(G)g~" C Z(G),

Y z=g(g 'z9)g7 " € gZ(G)g~!
= Z C gZ(G)g~!
—= Z=9Z((Mg" !, Vgea.

- Z(G) < G. (1.116)

Finalmente, notemos que Z(G) es abeliano, por su misma definiciéon como un conjunto de elementos
conmutativos de G.

Definicion 1.6.4. Si G es un grupo y = € G, entonces llamamos centralizador de x al conjunto
de elementos de G que conmutan con x, y lo denotamos por Cg(z):

Co(z):={geG|lgr=29}={g€CG|z=grg '} (1.117)

Es importante diferenciar entre el centro de un grupo y el centralizador de un elemento:
Z(@G) consta de todos los elementos conmutativos en G, mientras que Cg(z) consta de todos
aquellos que conmutan con cierta x en particular.

Lema 1.6.8. Cg(x) es un subgrupo de G.

Dem. Por su definicién, Cg(x) es un subconjunto de G. Ademés, 1 € Cg(x), pues 1z = 21 = x, para
toda x € G.

Ahora, sean g, h € Cg(z);

hx = xh

(he) ™t = ()L

z7lhTl =p7 17!
ze T h e = (b tz e

hlz = xhil;

freed
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Por lo tanto, h~! conmuta con x.
= h7! € Cq(2)
— ghTlz=gzh ! = zgh!

= ghle Ca(x);

" Ca(z) <G, Yzed. (1.118)
n

Con el siguiente teorema, establecemos una relaciéon entre la clase de conjugacion z€ y el
centralizador Cg(x):

Teorema 1.6.9. Sean G un grupo y = € G. Entonces, el niimero de conjugadas de z en G es igual
al indice de su centralizador; es decir,

129 =[G : Cg(x)] (1.119)

¥y, si G es finito, entonces este ntimero es un divisor de |G/|.

Dem. Denotemos por C al conjunto de clases laterales de C(z) en G, es decir:

C={9Cc(2) | g€G}.

Entonces, definimos la funcion:

f: z¢ — C
grg~' — gCq(x)

G

Es decir, f asigna a cada conjugada en z“ un clase lateral en C.

Veamos que f es inyectiva: si existen grg~', hah~! € 29 tales que f(gxg~') = f(haxh~1), entonces

9Cq(z) = hCq(z) < gh™' € Cg(x),

usando la condicién de igualdad de clases laterales.

= z=(gh Haz(gh™") 7,
= g leg =g Ygh Na(gh™)lg =g 'g(h zh)g g,
— g lzg=h"1zh.

Ahora, veamos que f es sobreyectiva:

Sea yCq(x) € C arbitrario. Entonces, existe yzy~! € € tal que flyzy™1) = yCq(x).

— Iml[f]cC.

Por propiedad de los mapeos biyectivos, tenemos que:

[Dom [f]| = [Im [f]|
2 =101 =[G : Ca(w)].

Y, por el Teorema de Lagrange,

ol
G Ca(@)]  ac] ~ 1@

por lo que |z%| es un divisor de |G|. |
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Definicién 1.6.5. Sea G un grupo y H < G. Entonces, llamamos conjugada de H al conjunto:

HI = gHgfl = {gh971 :he H} (1120)

Asi, hay una conjugada de H por cada elemento g € G que no pertenece a H.
Esta definicién nos permite generalizar la conjugaciéon v, de elementos, a la conjugacion de
subgrupos.

Lema 1.6.10. La conjugada HY es un subgrupo de G isomorfo a H.

Mas atn, si v, : G — G es la conjugacion bajo g, entonces v4|H es un isomorfismo entre H
y HY.

Dem. De acuerdo con la Definiciéon (1.6.5), H < G, por lo que 1 € H.

1 1

— glg " =1€gHg .

Ademas, st~ € H, para cualesquiera s,t € H.

= (gsg”")(gtg™" )" =gs(g" ')t g™

=g(st™1)g~ € HI.

S HIY <G

Ahora, consideremos la conjugacion vy, con g € G, restringida a H:

vg|H : H — HY
h —s ghg™?!

Si h1,he € H, entonces

Yg(h1h2) = g(hiha)g ™"
=ghi(9~ " 9)hag™
= (gh1g~")(gh2g™")
= 7g(h1)vg(h2).

1

Por lo tanto, v¢4|H es un homomorfismo.

Veamos que 74|H es biyectiva:

Sean h,h’ € H tales que v4(h) = v4(h'). Entonces,

ghg*1 = gh'g71 <~ h="H.

Ahora, tomando gxg~! € HY arbitraria, tenemos

re H

= vg(z) = gzg™*

= HY C Im|[yy4|H].

. Yg|H es un isomorfismo y H = HY.
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Corolario 1.6.11. H es un subgrupo normal de G, si y sélo si H tiene una sola conjugada gHg™!.

Este corolario indica que todas las conjugadas de un subgrupo normal H < G coinciden con
H mismo, y se sigue inmediatamente de la definicién de subgrupo normal.

Definicion 1.6.6. Sea G un grupo y H < G. Entonces, llamamos normalizador de H en G al
conjunto:

Ng(H):={geG|gHg ' =H}y={gecG|HY=H}. (1.121)

Notemos la similitud entre las definiciones (1.6.4) y (1.6.6): tanto el centralizador Cg(x)
como el normalizador Ng(H) son subconjuntos de G; pero el primero consta de los elementos
que conmutan con cierto x € G (centralizan al elemento), mientras que el segundo consta de los
elementos ante los cuales H se comporta como un subgrupo normal (normalizan al subgrupo).

Ahora revisaremos las propiedades de Ng(H), y veremos que también guardan similitud con
las de Cg(x).

Lema 1.6.12. Si G es un grupo y H < G, entonces

i. Ne(H) < G.
ii. H< Ng(H).

Dem. i. Veamos que 1 € Ng(H), pues 1H1™1 = H.

Ademés, si a,b € Ng(H),

— aHa ! =bHb ! = H.
> (abil)H(abil)il = a(bile)ail = aHa71 = H.
— ab™! € Ng(H).

. Ng(H) <G.

ii. Primero, veamos que H C Ng(H), pues hRHh™' = H,V h € H.

Ademas, H < G, por lo que posee a la identidad, a los inversos y a los productos entre sus elementos.

Por lo tanto, H < Ng(H).
Por tltimo, veamos que si x € Ng(H), entonces tHx~1 = H.

L H< NG(H)

Podemos visualizar el Lema anterior en la siguiente imagen:
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Figura 1.29: Particién de G en clases laterales de Ng(H) (circulos grandes) y en clases laterales
de H (circulos pequenos).
La definicién del normalizador de H puede reformularse como:

Ng(H)={g9€ G |gH = Hg}.

Como H < Ng(H) < G, el grupo G puede partirse en clases laterales de Ng(H) y Ng(H)
puede, a su vez, partirse en clases laterales de H. Tomando en cuenta que todos las clases laterales

tienen la misma cantidad de elementos, tenemos:

Para el grupo representado en la Figura (1.29).

Ahora, veremos que las clases laterales de Ng(H) en G también estan relacionados con las
conjugadas de H:

Teorema 1.6.13. Sea H < G y sea c¢ el numero de conjugadas de H en G. Entonces,
(1.122)

c¢c=1[G: Ng(H)]
Y, si G es finito, entonces ¢ es un divisor de |G].

Dem. Denotemos por H al conjunto de conjugadas de H en G, y por N al conjunto de clases laterales

de Ng(H) en G:

H={gHg ' |geG}
N = {gNg(H) | g € G}

Entonces, podemos definir la funcion:
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f:H-—N
gHg™ '+ gNg(H)

Veamos que f es inyectiva: si existen aHa ™!, bHb™! € H tales que f(aHa™') = f(bHb™!), entonces

aNg(H) = bNg(H)
= ab~! € Ng(H)
— ab 'H(ab™ ) ' =ab " Hba 1 = H
= (e ta)b " Hb(a"'a) = a " 'Ha

—> aHa ' = bHb L.

Ademas, f es sobreyectiva: si tomamos zNg(H) € N arbitrario, entonces « € G y existe tHz~! € H
tal que

f(xHz™Y) = zNg(H).
= Im[f]=N.

Por lo tanto, f es biyectiva y podemos igualar el nimero de elementos en su dominio al namero de
elementos en su imagen:

~|H| = N| = [G : Ng(H)] = c.

Finalmente, si G es finito, podemos aplicar el Teorema de Lagrange para ver que c es un divisor de

IGl:

|G| te]

—— =[G : Ng(H Ng(H)| = —.

NG ()] [ a(H)] < [Ng(H)| ;

]
Proposiciéon 1.6.14. i. Sean a,x € G arbitrarias. Entonces,
Calaza™) = aCq(x)a™". (1.123)
ii. Ademés, si H < (G, entonces

Ng(aHa™') = aNg(H)a™*. (1.124)

Dem. i. Primero, veamos que:

Celaza™) = {y € G | y(aza™") = (aza™")y}.
aCa(@)a = {aga™" | g € Ca(w)} = {aga™" | g = zg}.

Sea y € Cg(aza™') arbitraria.

= ylaza Lyt = aza?!
= a Yylaza Dy la=a"taza la =2
— (a7 lya)z(a"lya) "t ==

— a lya € Co(x).
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Ademas,
_ —1 —1 —1
y=ua(a "ya)a " € aCg(z)a
— Cglaza™t) C aCg(z)a™?,
Ahora, tomemos z € aCg(x)a™! arbitraria. Entonces, existe g € Cg(z) tal que z = aga™!, con
-1 _
gz~ =g.

— a lza= a_laga_la =g

1

< (az)a” "za(ax) !

~! = (az)g(az)”

> (axa Yz(az"ta™t) = a(zgz ™ )a?!

= agafl =z

— z € Cglaza™t).
= aCg(z)a™t C Cglaza™t).

o Colaza™) = aCg(x)a™ 1.

ii. Ahora, recordemos que:

Ng(aHa 1Y) ={g€ G| g(aHa Y)g™! = aHa1}.
aNg(H)a ™' = {aza ™' € G |z € Ng(H)} = {aza™ € G | ztHz™! = H}.

Consideremos g € Ng(aHa™1!) arbitraria.

— aHa ! = g(aHa 1)g™!
<= a laHa 'a=a"'g(aHa 1)g la
< H=(a"'ga)H(a tga)~!

— a"lga € Ng(H);
— a(a"'ga)a™t =g € aNg(H)a™!.

— Ng(aHa™ 1) C aNg(H)a™ 1.

Por otro lado, si y € aNg(H)a™!, entonces existe © € Ng(H) tal que y = aza~!. Entonces,

H=zHz!
< aHa ! =azHz 'a?!
=az(a ta)H(a ta)z" a?!
= (aza™ Y (aHa ) (aza=1)"1

— y=aza" ! € Ng(aHa™ 1)

= aNg(H)a71 C Ng(aHafl).
.aNg(H)a ! = Ng(aHa™1).

Para concluir la secciéon, retomaremos el grupo de rotaciones continuas en 3 dimensiones, SOs,
definido en la Ecuacion (1.72).
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Ejemplo 1.6.3 (Clases de SO3). Como vimos en el Ejemplo (1.3.4), podemos describir comple-
tamente una rotaciéon R € SO3 conociendo el Angulo de rotacion ¢ y la direccién del eje de
rotacion 7.
A su vez, n estd determinado por dos angulos: el azimutal ¢ (sobre el plano XY) y el polar
0 (subtendido desde el eje Z). Por lo tanto, requerimos de tres pardmetros para especificar cada
rotacion:
R(#,0,v) ~ Ra(vp) = Rotacion de ¢ radianes, alrededor del eje 7.

Y la accién de R (1)) sobre un vector cualquiera & € R? es:

Ri(¥) : & 2 = Ra()(2).

Denotemos por ¢y al conjunto de rotaciones en un dngulo %, alrededor de todos los ejes posibles:

Cop ={Rn(¥) : ¢ €10,27m), 6 € [0,7)}.

Entonces, ¢y es una clase de conjugacion de SOs, ya que todas las conjugadas de R;(v) son
también rotaciones en 1 radianes.
Explicitamente, si R (8) € SO3, entonces

R (B)Ri(¥) [Rin(8)) " = Rar (),

siendo 7’ el vector unitario que indica la direccién de la nueva rotacion.

Por lo tanto, todas las rotaciones en un mismo angulo, pero alrededor de diferentes ejes, perte-
necen a la misma clase.
Como las clases de conjugacion inducen una particién en SOj3, tenemos:

SO3 = ¢y, con ¢ € [0,27).
P

En la secciéon 1.4, estudiamos los grupos diedrales, que incluyen a las rotaciones de
un poligono de n lados. Estos grupos son finitos y discretos, ya que las rotaciones se realizan en
multiplos de %’T radianes.

Sin embargo, como ya habiamos comentado, el grupo SOj3 es un grupo de Lie, por lo que
es parametrizable de manera continua. Sus parametros (¢,0,v) pueden tomar una infinidad de
valores en un intervalo en R, y cada eleccion determina una rotacion diferente Ry (v)).
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Capitulo 2

Teoria de Representaciones

En el capitulo anterior, estudiamos diferentes tipos de grupos: finitos e infinitos, aditivos,
multiplicativos, abelianos, ciclicos, etc. Particularmente, mencionamos que las permutaciones
o € S, suelen representarse como ciclos o como matrices, de manera que podamos operarlas y
conocer el efecto que tienen sobre las n letras.

Esta es la idea clave de la teoria de representaciones: identificar a cada elemento del grupo
como una transformacion lineal, para asi hacerlo actuar sobre cierto objeto.

Por ejemplo, en el caso del grupo diedral D,,, se asigna a cada elemento U € D,, una matriz
de permutacion, la cual se hace actuar sobre un poligono de n lados. De manera similar, cada
elemento del grupo de rotaciones continuas SO(3) suele representarse como una matriz de tamano
3 x 3, que acttia sobre vectores en R3.

Este principio ha sido aplicado a otras estructuras algebraicas, como las 4lgebras asociativas
y las algebras de Lie; pero, en todos los casos, el proposito es el mismo: trasladar un problema
de algebra abstracta, a uno de algebra lineal. Los objetos abstractos son representados como
transformaciones lineales, las cuales obedecen las leyes del dlgebra y analisis que ya conocemos.

Al observar la accion de las transformaciones sobre un espacio vectorial V', obtendremos més
conocimiento sobre el grupo. Por ejemplo: podemos decir que ¢ es una permutaciéon en n letras,
pero no conocer la forma exacta de o. Asi, si escribimos o como una matriz de permutacion n x n
y la hacemos actuar sobre un vector & = >, 2;6; € E", obtendremos un nuevo vector en E",
cuyas entradas son una permutaciéon de las coordenadas x;.

Estructura Objeto
_
Algebraica conocido

Representacién

Transformacién

———
Grupo Lineal

Figura 2.1: Intuicién para la teoria de representaciones.

Sabemos que, habiendo elegido una base del espacio vectorial V', podemos representar cualquier
transformacioén lineal sobre V' de manera matricial. Es por ello que, en muchos textos, se dice que
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las representaciones son matrices, o se habla de matrices y transformaciones lineales de manera
indistinta.

El propoésito de este capitulo es conocer los postulados més importantes de la teoria de repre-
sentaciones, asi como aplicar sus técnicas a grupos concretos que tienen relevancia en la fisica.

Las representaciones de un grupo serédn definidas como transformaciones lineales, pero se
expresaran de manera matricial en la mayoria de los ejemplos, explicitando la base cuando sea
necesario. Asimismo, se abordaran los 2 tipos de representaciones més importantes: las matrices
v los caracteres, aunque estos tltimos también pueden verse como matrices de tamano 1 x 1.

La mayoria de definiciones y teoremas del capitulo estan basados en Representation
Theory of Finite Groups, de Benjamin Steinberg [12]. De manera suplementaria se usan Li-
near-Representations of Finite Groups de Jean-Pierre Serre [13], y Group Theory in Physics de
Wu Ki Tung [3]. Los ejemplos que involucran grupos de Lie son extraidos de An Introduction to
Tensors and Group Theory for Physicists de Nadir Jeevanjee [10].

2.1. Representaciones de Grupos

Para comenzar, recordemos la Definicion (1.1.8): si V' es un espacio vectorial, entonces el
conjunto de transformaciones lineales invertibles sobre V' es llamado grupo general lineal, y se
denota por GL(V).

Definicion 2.1.1. Una representaciéon de un grupo G es un homomorfismo ¢ : G — GL(V),
donde V es un espacio vectorial.
Si V es de dimensién n, entonces se dice que @ es una representacion de grado n; es decir,
Dim [V] = Grado [¢] . (2.1)

Por ahora, nos limitaremos al caso en que la dimension de V' es finita.

Veamos que una representacion ¢ asigna a cada elemento del grupo una transformacion lineal
sobre V:

p:g— g, € GL(V)
= gV —=V A HgogleGL(V) talqueapgloapg:id.

Y, ademaés, ¢ preserva la estructura de G:

p(gh) = pgh = g © - (2.2)
(1) = id = mapeo identidad.

(g™ = @41 =, .
De acuerdo con la Definicion (2.1.1), la representacion de G es el homomorfismo ¢;

sin embargo, también se les llama representaciones a las imagenes {¢, | g € G}.
Usualmente, denotaremos a las representaciones por letras griegas: ¢, p, ¥, - - -
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Sabemos que toda transformacién lineal puede escribirse como una matriz. Especificamente,
siT:V — W es una transformacion lineal, donde V es un espacio de dimension n y W es un
espacio de dimension m, entonces T tiene una matriz asociada J de tamafio m X n:

T:V—W = T~9 € Mmnxn.

Debido a esta relacion, es comtun que las representaciones de un grupo se definan directamente
como matrices. Asi, si ¢ es una representacion de grado n, entonces podemos asignarle una matriz
cuadrada % € 9.%,,(C), una vez que hayamos elegido una base de C".

v :G—9Z,(C)
g— U.

U, : C" — C"
Fr— Uy(T) = .

Las transformaciones {¢4} y sus matrices asociadas {%,} seran tratadas como iguales durante
el texto.

Notemos que no necesariamente ¢ es biyectiva, por lo que varios elementos del grupo pueden
ser asignados a la misma transformacion. Particularmente, existe una representaciéon que asocia a
todos los elementos del grupo con la identidad:

Definiciéon 2.1.2. La representacion trivial de un grupo G es el homomorfismo de grado 1
que asigna el nimero 1 € C a todos los elementos del grupo; es decir,

m: G — GL(C)
gr—1,
donde 1:C —C

c—1l-c=c.

En notacién matricial, 1 = 1, pues las matrices de tamano 1 x 1 son simplemente escalares.
Asi, podemos reformular la definicion de la representacion trivial como:

m:G—C
g—1
denotando al grupo multiplicativo de naumeros complejos por C en vez de (C, -), para simplificar

la notacion.

Sin > 1, entonces la representacion p : G — GL,(C) dada por py(v) = 1(v) = v,
Vg€ GywveV, noes larepresentacion trivial, sino la transformacion identidad sobre un espacio
n-dimensional.
Asi, p:g+— 1 € GL,(C) equivale a n copias de la representacion trivial.

Ejemplo 2.1.1. Otros ejemplos de representaciones de grado 1 son los siguientes:

= Sea ¢ una funcion sobre el grupo aditivo de enteros modulo 4 Z,4, dada por:

@224—)@

la], — 4"
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Sabemos que Z4 consta de cuatro elementos:
Zs = {[0]y, 1]y, [2]4, [3]4}

y las iméagenes de Z4 bajo ¢ son {1,4,—1,—i}.

Para probar que ¢ es una representacion de grado 1 de Z4, veamos que es un homomorfismo:

Ahora consideremos el grupo aditivo de enteros moédulo n Z,, y definamos la funcion:

p: Ly — C

[a} — ei27ra/n
n

Las imégenes de Z, bajo ¢ son las raices n-ésimas de la unidad en el plano complejo.

Probemos que ¢ es un homomorfismo:

¢([al,, [b],,) = ¢([a+1],)
— eiQw(a-‘,—b)/n

ezQﬂ'a/neﬂﬂ'b/n

= ¢(lal, )¢ ((b],,)-

Por lo tanto, ¢ es una representacion de grado 1 de Z,,.

También podemos comprobar la validez de las Ecuaciones (2.3), (2.4):

90([0]”) _ ez’27r/n-0 -1
pl[—al,) = €D/ = (ei2malm) =L = (p[a] )71,

Definicion 2.1.3. Sea ¢ una representacion de un grupo G. Si ¢ es inyectiva, entonces decimos
que la representacion es fiel; de lo contrario, decimos que es degenerada.

Notemos que la representacion trivial es degenerada, pero las representaciones del Ejemplo
(2.1.1) son fieles, pues ningin par de elementos del grupo tienen la misma imagen bajo ¢.

Teorema 2.1.1. Sea G un grupo y H < G no trivial. Entonces, cualquier representacion del
grupo cociente % es también una representacion de G, pero degenerada.

Ademas, si ¢ es una representacion degenerada de GG, entonces existe al menos un subgrupo
normal H < G tal que ¢ es una representacion fiel de %
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Dem. Si H < G, entonces el conjunto de clases laterales {Hg | g € G} forma un grupo, %

Supongamos que p es una representacion de %; entonces,
G
:— — GL(V
Py V)
Hg— pHg
Ahora, definimos:

p:G— GL(V)
gr—> Pg = PHg

Es decir, ¢q4(v) = prg(v), para todo v € V.

Veamos que ¢ es un homomorfismo: si a,b € G, entonces

v(ab) = pap
= PHab
= PHaHb
= PHaPHb
= p(a)p(b),

tomando en cuenta que Hab = HaHb y que p es un homomorfismo.

Por lo tanto, ¢ es una representacion de G; sin embargo, ¢ no es inyectiva, pues todos los elementos
que pertenecen a la misma clase lateral Hg C G, tienen la misma imagen bajo :

Pg = Phg = PHg, ¥V h € H.

Por lo tanto, ¢ es una representaciéon degenerada de G.

Ahora, supongamos que ¢ es una representacion degenerada de G. Entonces, el homomorfismo ¢ :
G — GL(V) no es inyectivo, es decir,

Ja,b e G, a#b, tales que p(a) = ¢(b).
Llamemos H al nucleo de ¢. Por el 1¢” Teorema de isomorfismos,

G
HaG A E%Im[go],

por lo que se puede establecer un homomorfismo inyectivo entre % y GL(V):
G
:— — GL(V
Py V)
Hg— pug = og-

Por lo tanto, p es una representacion fiel de % |

Ejemplo 2.1.2. Consideremos el grupo simétrico Ss3, cuyos elementos se pueden escribir en nota-
cion de ciclos:

Ss={(1), (12), (31), (123), (321)}.

S3 tiene un subgrupo normal H, que consta de los 3-ciclos y la identidad:

H={1,(123), (321)}<S;.

Como se ve en la Figura (1.28), el grupo cociente % consta solo de dos elementos, por lo que

es isomorfo a Cy: s
3 —
— ={H, H(12)}.
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Introducimos la representacion unidimensional estandar de Co = 32

H—1, H12)— -1

y definimos un homomorfismo p sobre S3, de modo que sus iméagenes coincidan con las de p:

1, sioc e H.

= o) = {—1, sioe H(12).

Por lo tanto, p es una representacion fiel de %, pero degenerada de Ss.

En la seccién 1.4, vimos que las permutaciones en n letras pueden escribirse como un arreglo de 2
filas o como ciclos. También introducimos las matrices { Ry, Uy : k = 1,2,--- ,n}, que corresponden
a los elementos del grupo diedral D,, < S,,.

Enseguida veremos que toda permutaciéon puede ser representada de manera matricial.

Definicion 2.1.4. Sea 1 la matriz identidad de tamano n X n sobre el campo C, y denotemos
por {é1,éz, -+ ,é,} las filas de 1. Entonces, una matriz de permutacion sobre C es una matriz
obtenida al permutar las filas {é1,és,--- ,é,}.

En otras palabras, P es una matriz de permutacién si y sélo si existe o € S, tal que
{€s1,€02, "+ ,€on} sean las filas de P.

Al conjunto de matrices de permutacion de tamafnio n X n con entradas sobre C, se le denota

por &, (C).

Proposicion 2.1.2. Toda permutacion o € S, puede representarse mediante una matriz de per-
mutacion P € £, (C), a la que también llamamos representacion estandar de o.

Si o esta dada por:

Entonces establecemos la relacion:

P:S, —9Z,(C)
o— P,.

Py:C" —> C”
€i — €5(i)s

donde {é; | i =1,--- ,n} son los vectores unitarios que forman la base estandar de C".
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Denotando por (p;;) las entradas de P,, tenemos:

o(i) #j = pij =0.

Como toda permutacion es biyectiva, existe una tnica j tal que o(i) = j. Por lo tanto, cada
fila de P tiene una sola entrada igual a 1 y todas las demas entradas iguales a 0.

Notemos que, efectivamente, P es un homomorfismo: si «, 8 € S,,, entonces P(a 0 ) = Paog.
Tomando & = )" | ;¢; € C", tenemos

=1

TiCa(B(i))

|

1

Pa (Z xz‘%(i))
=1
=PaoPs (Z Jiiéi) :

i=1

o
Il

— Paﬁ =Py o0 Pﬁ
2 P(aB) = P(a)P(B).

Ejemplo 2.1.3 (Matriz de permutacién). Consideremos o € S5 dada por:
1 2 3 45
1 4 2 5 3

Obtenemos las entradas de P,:

o(l)=1 = pu=1
o(2)=4 = pu=1
0(3)=2 = p3p2=1
oc(d)=5 = py5 =1
o(5) =3 = ps3 =1
1 0 0 0 O é1
00 0 1 0 é4
P,=[0 100 0of=]|eé
00 0 0 1 és
00 1 00 é3

Con este ejemplo, podemos ver que las filas de P, son una permutaciéon de las filas de 15x5.

Teorema 2.1.3. El conjunto de matrices de permutacion &2, (C) es un subgrupo de 4.%¢,,(C),
isomorfo al grupo simétrico S,,.
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Dem. i. Primero probaremos que &, (C) es subgrupo de 4.%,(C).

Veamos que 1 € £, (C), pues es la matriz que resulta de aplicar la permutacion identidad 1 € Sy, a
las filas {é;}.

Ahora, consideremos A, B € &, (C); entonces, existen «, 8 € Sy, tales que:

€a(1) €5(1)
A= |C@| A p=|®®
€a(n) €5(n)

Primero, veamos que BT también es una matriz de permutacion, pues:
t_ pT _ (T 5T .. eT
B'=B" = (%(1) €5(2) ea(m)
Siendo ég(i) el traspuesto del vector fila ég(;) (es decir, ég(i) es un vector columna).

Ahora, tomando en cuenta que:
& = (81 b2 - in) (2.5)

Y denotando por b, la entrada ik-ésima de B, calculamos el producto BBT:

(BBT)ij =Y birbji

k=1
= Sa(kdalk
k=1

_ )0, s a(i) #k V aj) # k.
1, sia@r)=a(j) =%k

Esto significa que todas las entradas fuera de la diagonal se anulan y las entradas diagonales (BBJf)“-
son iguales a 1. Lo mismo se puede probar para BfB.

— BB =B'B=1.
Bt =B71e 2,(0),

para toda B € £2,(C).
Igualmente, el producto es cerrado en 2, (C):

(AB)ij = > airby;
k=1

= Z‘;a(i)kékﬁj

k=1
_ )0, sia(i)#k V B@)# k.
L sied) =83) =k '

Como a, (3 son biyectivas, existe un tnico par 4, j tal que a(i) = B(j) = k, por lo que AB tiene un sélo
1 en cada fila. Esto significa que las filas de AB son una permutacién de las filas de 1; mas aun,

€(aoB)(1)
AB = | Heon)@

€(aop)(n)

. AB € 2,(C).
. Pn(C) < 9L (C). (2.6)
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ii. Ahora, probaremos que 2, (C) es isomorfo a Sy, . Para ello, definimos la funcién:

¢: Pn(C) — Sn
Ps — o.

Si Pa,Pg € Pn(C), entonces
#(PaPs) = $(Paop)
=aof

= ¢(Pa)¢(7)ﬂ)

Por lo tanto, ¢ es un homomorfismo.

Ahora, supongamos que existen Py, Pr € P, (C) tales que ¢(Ps) = ¢(Pr).

—— O =T
— éa(i):éf(i)» Vi=1,---,n.
<— Ps =P-.

Por lo tanto, ¢ es inyectiva.

Igualmente, si v es una permutacién arbitraria en Sy, entonces podemos aplicar v a las columnas de
1 y obtener P,. Asi,
Vv €Sn, 3Py € Zy(C) tal que ¢(P,) = 7.

Por lo que ¢ es sobreyectiva.
5P (C) 2 S,. (2.7)

Como consecuencia del Teorema (2.1.3) y del Teorema de Cayley (1.4.8), todo grupo G de orden
n puede insertarse dentro de &,,(C); es decir, si |G| = n, entonces G es isomorfo a un subgrupo
de £2,,(C). Esto implica que todo elemento de G puede ser representado como una matriz de
permutacion.

En ocasiones, 2 representaciones de un grupo son similares, en el sentido de que acttian sobre
espacios de la misma dimensién y una puede obtenerse a partir de la otra.
Formalizamos esta relaciéon de similitud con la siguiente:

Definicion 2.1.5. Sean ¢, p representaciones de un grupo G, sobre los espacios V' y W, res-
pectivamente. Decimos que ¢ y p son representaciones equivalentes si existe un isomorfismo
T:V — W tal que

pg=Top,0oT ', Vged (2.8)

y denotamos esta relacién de equivalencia por ¢ ~ p.

Notemos que, para que T sea un isomorfismo, V' y W deben tener la misma dimensién. También
notemos que la Ecuacion (2.8) es una transformacion de similaridad entre operadores li-
neales; en el caso de representaciones matriciales, T’ corresponde a la matriz de cambio de base [22].

ualmen representacion uivalen n tr mo iguales: isomorfism
Usualmente, dos representaciones e alentes son tratadas como ales: el isomorfismo T
funge como un traductor entre ellas, pues la informacion que proporcionan ambas es la misma.

Gréaficamente:
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Vzo/_\( sz W
V V1.K_/9\Wf
T
pgwy) =Tp, T~ (wy) = wy,

Figura 2.2: Representacion grafica de la Definicion (2.1.5).

Asi,

0:G—GL(V) = ¢4:V—V,
p:G—GL(W) = pg: W — W,
T:V—W = TL:W—VW.

== pg:TgogT*l:W—)V—)VV,
g =T 'p,T:V—W —V.

Donde se han omitido los simbolos (o) para simplificar la notacién.

Ejemplo 2.1.4. Revisaremos dos representaciones equivalentes del grupo de enteros modulo n.

Sea p : Z, — 9.Z5(C) dada por:

_ (cos®Ze  —gen2re
Pla] = 27ma 2ma

sen=—— cos
n

Y sea ¢ : Z, — 9.Z5(C) dada por:
€i2‘n’a/n 0
Pla] = 0 e—iZﬂ'a/n

Tanto @[, como pf,) representan una rotacién sobre el circulo unitario, en un dngulo 2?—1“; lo

que las distingue es que estan expresadas en diferentes bases de C? [12].

Para ver que ¢ y p son equivalentes, introducimos la matriz de cambio de base, cuyas
columnas son los vectores de la base {(¢,1), (—i,1)}:

(i =i L1
3(1 1>:>‘7 2¢(—1 z>
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1 /71 4 cos¥e  _gep2re i —i
-1 — n n
= 7 p[a]y 2 (—1 z) (senQZ‘l 0052”7“ 1 1
- i 1 2\ (4 [0052“7“ + isen%Ta] —1 [COS%T“ - isen%“]
T2 \—1 ¢ 0082”7“ + isen%T“ 0052”7“ — isenQWT“
1 1 i iei27ra/n _Z'e—iQﬂ'a/n
= Z -1 3 ei27‘ra/n e—i27ra/n
1 27;ei27ra/n 0
= Z 0 2ie—1ﬁ27ra/n
= ¥la]

P

Las representaciones equivalentes de un grupo forman una clase de equivalencia:
Co=1{p:G— GL(V) | p~ ¢}, (2.9)
Maés adelante veremos que podemos reducir el problema de encontrar todas las representaciones

de G, al de encontrar una representacion de cada clase.

Definicion 2.1.6. Sea ¢ : G — GL(V') una representacion. Entonces, decimos que un subespacio
W de V es G-invariante respecto de ¢ si, para cualesquiera g € Gy w € W, p4(w) € W.
Es decir, la accién de ¢4 sobre W permanece en W.

Si V' no tiene ningin subespacio G-invariante no trivial, entonces decimos que V' es un espacio
minimo o propio respecto de .

Ejemplo 2.1.5. Volvamos a considerar las representaciones matriciales del Ejemplo (2.1.4).
Denotemos por Cé; y Cé, a los subespacios de C2, generados por los ejes é; = (1,0), é; = (0,1):
Cé; ={cé;:ceC}, i=1,2.

Veamos que Cé; es un subespacio Z,-invariante respecto de ¢:

. 62'27ra/n 0 c
%0[‘1](61) = 0 67i2‘n’a/n 0

= ce?m/"e, € Céy.

Y, como ¢ € C, [a] € Z, son arbitrarias, tenemos que la accion de ¢ sobre Cé; permanece
en Cé;. De la misma manera, se puede probar que Cé; es un subespacio Z,-invariante respecto de .

Finalmente, notemos que C? = Cé; x Cé,, donde (x) denota al producto cartesiano usual.

En general, trataremos de encontrar subespacios invariantes cuyo producto cartesiano sea el es-
pacio vectorial completo de la representacion. Esto nos permitird separar o partir la representacion
en funciones méas simples, facilitando el estudio del grupo.
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Definicién 2.1.7. Sean ¢!, ¢? representaciones sobre los espacios Vi, Va, respectivamente. En-
tonces, su suma directa esti definida como:

Ol @ p?: G — GL(VL x Va)
gr— (o' ® %),

donde, si v € V] y vy € V5, entonces:

(9" @ ¢?)g(v1,v2) = (g (v1), 25(v2)). (2.10)

Es decir, la representacion de suma directa esta definida sobre el producto cartesiano de los
espacios vectoriales individuales.
En el caso de representaciones matriciales, tenemos:

o' G —9Z2,0C), ©V:G—YGL,(C);
— ' 0’ G — YL m(C).
Y cada (¢! @ ¢?), tiene forma de bloques diagonales:
1
1 2 ¥ 0
@ — (%o : 2.11
wol= (7 ) )

Como goé es de tamafionxn y <p3 es de tamatio m xm, (o' ®¢?), es de tamafio (n+m) x (n+m).

Ejemplo 2.1.6. Volviendo a la discusion del Ejemplo (2.1.5), definimos las representaciones uni-
dimensionales:

<p1:Zn—>(C @2:Zn—>c
[a] — ei27ra/n. [a} — €_i27m/n.

Podemos comprobar que ¢!, »? son representaciones validas de Z,, pues son homomorfismos.

De acuerdo con la Ecuacion (2.11),
ei27ra/n 0
(SDl ® 902)[!1] = ( 0 e—i?ﬂa/n) :
L,Dl ©® tp2 = p.

Con este ejemplo, vemos que una representacién sobre V' se puede partir en representaciones
de menor grado, las cuales acttian en los subespacios invariantes de V.

Definicién 2.1.8. Sea ¢ : G — GL(V') una representacion y W < V un subespacio G-invariante
respecto de . Entonces, la restriccion de ¢ a W es una subrepresentacion de G.
Es decir,

oW : G — GL(W);
(Pl1)y () = py(w) € W, Y €W,

Definicion 2.1.9. Decimos que una representacion ¢ : G — GL(V) es irreducible si V' no tiene
subespacios G-invariantes no triviales respecto de ¢. De lo contrario, decimos que ¢ es reducible.
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Uno de los principales problemas de la Teoria de representaciones es reducir una representaciéon
( en sus constituyentes 7. En ocasiones, serd necesario obtener todas las representaciones
irreducibles de un grupo y, en otras, componerlas para obtener una representacion mas general.

Notemos que toda representacién de grado 1 es irreducible, pues los espacios de dimensién 1
no poseen subespacios no triviales.

También, veamos que la representacion de grado 2 ¢ del Ejemplo (2.1.4) es reducible, pues
Cé,,Céy < C? son subespacios Z,-invariantes respecto de ¢. Por otro lado, las constituyentes
o', ©? son irreducibles, pues son de grado 1.

En la siguiente tabla, enlistamos los conceptos anteriores y establecemos una analogia entre
grupos, espacios vectoriales y representaciones:

Grupo Espacio vectorial ‘ Representacion
Subgrupo Subespacio Subrepresentacion
Grupo simple Subespacio 1-dimensional | Representacién irreducible
Producto directo Producto cartesiano Suma directa
Isomorfismo Isomorfismo Equivalencia

Tabla 2.1: Analogias entre diferentes objetos mateméticos.

Tomemos en cuenta que los grupos y los espacios vectoriales son esructuras algebraicas,
mientras que las representaciones son homomorfismos entre dichas estructuras.

Después de la representacion trivial, las representaciones de grado 2 son las més sencillas y
aparecen en varios problemas de la fisica. Por ello, proponemos un método para verificar si una
representacion de grado 2 es irreducible:

Proposicion 2.1.4. Sea ¢ : G — GL2(V) una representacion de grado 2. Entonces, ¢ es irredu-
cible si y sélo si las transformaciones {¢, | ¢ € G} no tienen ningln eigenvector coman.

Dem. (=) Primero, supongamos que ¢ es una representacion irreducible de grado 2. Entonces, V
es de dimensién 2 y no posee ningun subespacio G-invariante no trivial.

Ahora, supongamos que ¥ € V es un eigenvector comuin de todas las representaciones g4 y que el
espacio V esta definido sobre un campo K. Entonces, existe A € K tal que:

pg(¥) = A0, YVgedq.
Consideremos el espacio unidimensional generado por 7:

W:={kt | keK} <V
Tomando g € G, W € W arbitrarias, tenemos:

g(W) = g (kv) = kAT € W.

Entonces, W es un subespacio invariante de V respecto de ¢, lo cual contradice la hipoétesis.

Por lo tanto, las representaciones ¢4 no tienen ningtn eigenvector comin.

(«<=) Ahora, supongamos que existe ¥ € V que es eigenvector de todas las representaciones
{eg | g€ Gl
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Si ¢ es reducible, entonces V' tiene algin subespacio invariante respecto de ¢, al que denotaremos por

w.

Como V es de dimension 2, W debe ser unidimensional. Explicitamente, W es de la forma:

W = {k7 | k € K},

Para algin v € V.

= @g(kU) e W, VgeG, kveW.
= g(k?¥) = kpy(T) = AkT, con A € K.

Entonces, kv es un eigenvector comin a todas las representaciones g, lo cual contradice la hipotesis.

Por lo tanto, ¢ es irreducible. ]

La siguiente definicién presenta el caso ideal en que una representacion es irreducible o puede
descomponerse en representaciones irreducibles:

Definiciéon 2.1.10. Decimos que una representacion ¢ : G — GL(V) es completamente
reducible o descomponible si

V=V xVax e x Vp, (2.12)
donde {V; | j =1,2,--- ,m} son subespacios G-invariantes respecto de ¢ y las subrepresenta-
ciones ¢’ := ¢|V; son irreducibles.
En este caso, escribimos:
ol @Rt @™ (2.13)
Y, en notacién matricial,
[‘Pé] B 20 0
0 © e 0
o= | 0 Wl 0 21)
0 0 e [SDZ%] .

siendo B; una base del subespacio V; y B = U;nzl B; es una base de V.

Ejemplo 2.1.7 (Representaciones de SO,). Consideremos el grupo de rotaciones continuas
en 2 dimensiones, denotado por SO, y su representacién matricial sobre C?:

7 SOQ — ggg(@)
R¢, '—)%4,

Es decir, #Z asigna a cada transformacion lineal Ry € SO, una matriz %4 de tamano 2 x 2,
dada por [12]:
_ [cosp —send\
Py = (send) cosp ) ’

o [cosp —seng\ (x1\ _ [(Th\ o _ 2
P (T) = (sengi) cosp > (Ig) o (x'2> =z €C%
Notemos la similitud entre %, y la matriz p, del Ejemplo (2.1.4): la tnica diferencia entre

ambas es que ¢ toma valores en un intervalo continuo [0,27) y a toma valores discretos en Z.
En otras palabras, SOs es un grupo continuo y Z, es un grupo discreto, pero ambos constan de
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rotaciones sobre en un plano.

Ahora, sean Cé;,Céy los subespacios de C? generados por los vectores de la base canoénica
é1,€s. Veremos que Cé;, Cé; no son SOs-invariantes:

Si k,p € C, entonces
.\ _ [cosp —send\ (p\ _ (pcoso
Ho(pér) = (sengﬁ cos¢ ) (0) o (5671(;5) ’

La unica forma de que Z4(pé1) € Cé; es que ¢ sea un miultiplo entero de 7. Como existe
una infinidad de rotaciones Ry € SOz con ¢ # mm, siendo m un entero, el subespacio Cé; no es
SOs-invariante respecto de p.

De la misma manera, se prueba que %y (kéz) € Céy siy solo si ¢ es un miltiplo entero de &

27
es decir, si ¢ = £, £33 £57 ...

Por lo tanto, Cés no es un subespacio SOs-invariante respecto de Z.

Por otro lado, consideremos los vectores unitarios:

Sean Cé,Cé_ los subespacios de C? generados por é4,é_. Tomando cé; € Cé,, tenemos:
s \_ P (cosp —seng 1 0
wee == (e o) (o) + ()]
P (cosp —seng) (1
V2 \sen¢  cosp i

p (cosp —iseng
/2 \seng +icoso

\/5
e~
-5(%)

[0+ 0)

1 ibrs | ia N
= —Epe_“b(el +iéy) € Cé,.

Por lo tanto, Cé, es un subespacio SOq-invariante de C2. De la misma manera, se puede probar
que:

Ry(ké_) = ke'Pé_ € Cé_,
Por lo que Cé_ es un subespacio SO;-invariante de C2.

Como los espacios Cé+ son unidimensionales, no poseen subespacios invariantes no triviales;
por lo tanto, Z|Cé son representaciones irreducibles, que satisfacen:

R =R DR, con B+ = RF|Cé.
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Para ver que las matrices Z4 obedecen la Ecuacion (2.11), debemos realizar el cambio de base
{é1,é2} — {é4,é_}, dado por la matriz:

50 )

1 (¢ —i
,1__
— = ﬁ(l 1).

_ L/ 1 4@\ [cosp —seng 1 -1
’ 1_ b
= A= TR = 2 (—1 z) <sen¢ cos¢p ) (—i —i)
_ L1 4\ [cosp+isend —cos¢ +isend
—2\—1 i) \sengp —icosp —send — icosp
_ 1 (2cos¢ + 2isend 0
2 0 2cos¢ — 2iseng
(e 0
N0 e?)
ZF 0
. )
.. %¢ _— < O %;> P}

siendo %;f = e*'? las andlogas continuas de las representaciones o', p? del Ejemplo (2.1.6).

Tanto en mecéanica clasica como en mecanica cuéntica, es comun representar las simetrias de
un sistema mediante transformaciones unitarias, ya que éstas preservan la norma y el producto
interno de vectores.

Veremos que este tipo de transformaciones también tiene un papel relevante en la Teoria de
representaciones.

Definiciéon 2.1.11. Sea V un espacio vectorial con producto interno (:|-) definido. Entonces,
¢ : G — GL(V) es una representaciéon unitaria si ¢, es una transformacion unitaria, para
toda g € G.

Es decir, ¢ es unitaria si

(pg(V)|@g(w)) = (v|lw), Yv,weV, ged. (2.15)

En este caso, escribimos ¢ : G — U(V), donde U(V') denota al grupo de transformaciones
unitarias sobre V.

Ejemplo 2.1.8. En el Ejemplo (1.5.2), vimos que el circulo unitario sobre el plano complejo es
un grupo, bajo la operacion de multiplicaciéon escalar:

Uy={z€C||z|=1} <C.
Consideremos la funcién

@(Ra—’—) —>U1

2T

T—>e ,

donde (R, +) es el grupo aditivo de nimeros reales.
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Viendo a los elementos de U; como transformaciones lineales, podemos probar que ¢ es una
representacion unidimensional de (R, +):

2,y ER = p(z +y) =27
127 yi2my
= p(@)e(y).
Ademas, tomando en cuenta que el producto interno en C esta definido como:
(ulv) = uv™,

Y escribiendo u = r1e®1, v = r9e™2 vemos que ¢ es una representacién unitaria [12]:
) b)

(palu)lps(v)) = (2™ rie™ | e ryei2)

— <rlei(2ﬂ'z+01) ‘ ,,,2672(27r:c+92)>

Tlei(2ﬂ'w+91) |:,r,2ei(27rx+92):| *

— TlT2€1(27T$+01)e—2(27rm+92)
= ryeirye 102

= (ulv).
*. (o es unitaria.
Enseguida veremos algunas propiedades importantes de las representaciones unitarias:

Teorema 2.1.5. Si ¢ : G — U(V) es una representacién unitaria, entonces ¢ es irreducible o
completamente reducible.

Es decir, si una representaciéon es unitaria y reducible, entonces se puede expresar como suma
directa de representaciones irreducibles.

Dem. Supongamos que ¢ es reducible; entonces, existe un subespacio no trivial W < V que es G-
invariante respecto de ¢.

Sea W+ el complemento ortogonal de W. Entonces, V =W x W+ y
(wlwy =0, Yo eV, weWwt,

siendo (:|-) un producto interno definido en V.

Tomando en cuenta que ¢ es unitaria y W es G-invariante, tenemos
0 = (g (v)|w)
= ((pg-1 0909)(v) | pg—1(w))
= (v, pg-1(w))
= p,-1(w) € wt.

Como g es arbitraria, esto implica que W+ es G-invariante respecto de .

. ¢ es completamente reducible y o ~ o|W @ p|W.
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Teorema 2.1.6. Toda representacion de un grupo finito G es equivalente a una representacion
unitaria de G.

Dem. Sea ¢ : G — GL(V) una representacion de grado n y sea B una base de V. Entonces, podemos
inducir coordenadas en V respecto a la base B, mediante el isomorfismo:

T:V —C"
vi— (21,22, , Tn).

Definimos una representacion de G sobre C™:
p:G — GLn(C)
gr— pg = T(pgT_l.
=——41 p ~ Q.

Ahora, sea (-|-) el producto interno estandar y (-|-) un nuevo producto interno en C", dado por:

(wlw) == 3~ (pg(v)]pg(w)) , con v,w € C™. (2.16)
geG

Verifiquemos que p es una representacion unitaria respecto al producto interno (+|-):

(pg(v)lpg(w)) = > (pn (pg () lpn (pg(w)))

heG

= > {(pn © pg)()|(pn © pg)(w))

heG

> {png(V)lpng (w))

heG

= Z (pg(v)|pg(w))  (Lema de reordenamiento)
geG

= (v|w).

.. p es unitaria.

Como la representacion ¢ y el espacio V' son arbitrarios, concluimos que toda representaciéon de un
grupo finito es equivalente a una representacién unitaria. |

Podemos agrupar las representaciones de G en clases de equivalencia, formadas por
todas las representaciones equivalentes entre si. Entonces, por el teorema anterior, cada clase de
equivalencia posee al menos una representacién unitaria.

Que una representacion ¢ : G — GL(V') no sea irreducible ni descomponible, significa
que no es posible expresar a V' como un producto cartesiano de subespacios G-invariantes.
Es decir, puede que ¢ tenga subrepresentaciones ¢’ sobre subespacios V; < V, pero

PP DO D
VEVIxVyx.--

El Teorema (2.1.6) también es valido para ciertos grupos infinitos. En particular, se
pueden encontrar representaciones unitarias para los los siguientes grupos de Lie (continuos y, por
tanto, infinitos):

= Grupo ortogonal O,, y grupo especial ortogonal SO,,.

= Grupo unitario U, y grupo especial unitario SU,,.

Como consecuencia de los teoremas (2.1.5) y (2.1.6), tenemos el siguiente:
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Teorema 2.1.7 (Teorema de Maschke). Toda representacion de un grupo finito es completa-
mente reducible.

Antes de concluir esta secciéon, obtendremos las representaciones irreducibles del grupo de
rotaciones continuas en 2 dimensiones SO y del grupo de traslaciones continuas en una dimensién
T1 [3]. Pero, para ello, debemos introducir algunas de sus propiedades béasicas.

Una propiedad de algunos grupos de Lie es que el comportamiento local del grupo alrededor
de la identidad determina la mayoria de sus propiedades. Para estudiar este comportamiento infi-

nitesimal, es necesario introducir un operador auxiliar, independiente de los parametros del grupo,
llamado generador infinitesimal.

Representaciones irreducibles de SO,

Consideremos una rotaciéon infinitesimal Rgy € SO;. La estructura de variedad diferenciable
de SO, exige que toda Ry sea diferenciable respecto de ¢.

- Rd¢ =1 —idod, (2.17)
donde J el generador de SO-, un operador independiente del dngulo de rotacion.

Ahora, obtengamos una ecuacién diferencial para Ry, sujeta a la condiciéon de frontera Ry = 1:

Ryrap = Ry Rag

= Ry(1 —idpJ)
= Ry —idpRyJ.
Por otro lado,
dR,
Ryrap = Ry + TJ@-
d
= Ry —idpRyJ = Ry + di(;dqﬁ.
dR, .
3 d—qj’ = —iRy. (2.18)

La Ecuacion (2.18) es una derivada de R respecto a su argumento ¢. En algunos
textos, los elementos de SOy se denotan por R(¢), para explicitar esta dependencia.
La funcién que satisface la ecuacion diferencial (2.18) es de la forma ke~
y J independiente de ¢.
Enunciamos este resultado en la siguiente:

, con k una constante

Proposicion 2.1.8. Toda transformacion Ry, € SO; puede ser expresada como:
Ry = e (2.19)

Donde J es el generador de SOs.
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Verifiquemos que la Ecuacion (2.19) obedece la operacion del grupo:

Ry, Ry, = (e7"917)(e*%27)
— e~ i(d1+¢2)J

= R¢1 +¢2 -

Para obtener las expresiones matriciales de R4y y J, hacemos las aproximaciones:

2 4
Cos(d¢) =1 — (d;b') + (dj) — el
3 5
Sen(d¢) = d¢ — (d;b') + (d;b') — o de.
= Rgy = (dl(b _f‘b). (2.20)

Sustituyendo este resultado en (2.17):

1 —d¢\ (1 0 . Jin Jio

<d¢ 1)‘(0 1>_Zd¢(le J22>
1 —id¢Jin  —idéJis

—idpdy 1 —idddas )

Resolviendo este sistema de ecuaciones, obtenemos:

Ji1 = Ja2 =0,
Jiz = —i = —Ja.
0 —2
.J-(Z. 0). (2.21)

Ahora, veamos algunas propiedades del generador de rotaciones J:

i.Tr[J]=0.

0 i\" 0 —1
.. -I— . _ .
i. J' = (—i O) = <Z 0> =J.

En general, J*" =1y J" ! =J VneN.

Comprobemos que las ecuaciones (1.49), (2.19) para R, coinciden:
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o) _ ] _iJé+ (ipJ)* (i) n (ipJ)*

= ¢ 2 BT 41
¢3 4 ¢5
—]I—Z(bJ———i—ng' +——2J5' + -

¢2 ¢4 ¢6 3 5
:11(1—2,+4,—6,+ ) (¢—+5,—---)

= lcosp — iJseng
__(cosgp 0 . 0 —iseng
“\ 0 cosp) ! iseng 0 '

Ry = et = <cos¢ —sen¢> ‘

seng  cos¢o

Ahora que conocemos la expresién de R4 en términos del generador J, podemos obtener las
representaciones irreducibles de SOs.

Fijandonos en que SOy es un grupo abeliano (Ecuaciéon 1.52), sabemos que todas sus
representaciones irreducibles seran de grado 1 y, por ende, cualquier subespacio SOs-invariante

minimo sera unidimensional.
Asi, si V < C? un subespacio SO;-invariante minimo, entonces
Ry(v) eV, VoeV.

— (1 —i¢J)(v) = e (v) e V.

— J(v) xv A e (v) x v,
pues V es unidimensional.
Esto significa que todos los elementos de V' son eigenvectores de Ry y de J.
Tomando en cuenta que los eigenvalores de operadores hermitianos son niimeros reales, tenemos:

J(v) = av A Rg(v) =e v, con a € R.
Ademsés, Ry = Rytor ¥ Ro = Ri2- = 1, por lo que:
Ry(v) = Rypuon(v) <= ey = emileE2m)ay,
1v = Ro(v) = Ragn(v) = e 1F2may,
= e =,

Por lo tanto, a es un entero cualquiera. La representaciéon de Ry sobre V', correspondiente a
cada m € Z, sera denotada por x"

Xg (v) =e —mey A J(v) = mo.
En particular,
i. Si m = 0, entonces x™ es la representacion identidad: Rg =
ii. Sim = 1, entonces qub =7 con ¢ € [0,27).

En este caso, x! es un isomorfismo entre los elementos de SO, y los ntimeros sobre el circulo
unitario en C. Por el signo negativo en la exponencial, x! barre el circulo unitario una sola
vez en sentido del reloj (convencionalmente negativo).
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iii. Si m = —1, entonces X;l =¢'®, con ¢ € [0, 27).

En este caso, x~! cubre el circulo unitario en C una sola vez, en sentido contrarreloj (con-
vencionalmente positivo).

iv. Si m = +2, entonces x;* = e~H*2?),

Al igual que en los incisos (ii), (iii), esta representacion cubre el circulo unitario, pero ahora
lo hace 2 veces: x? en sentido negativo y x 2, en sentido positivo. Por lo tanto, x*2 no es un
isomorfismo.

Si seguimos evaluando {x7' | m € Z}, veremos que todas son homomorfismos entre SOz y el
circulo unitario; por lo tanto, sélo es necesario considerar las que cubren el circulo una vez.

Teorema 2.1.9. Las representaciones irreducibles y univaluadas de SO; se obtienen de la
Ecuacion (2.19), tomando J =m € Z:

Xy =e ' (2.22)

De estas, las tunicas representaciones confiables corresponden a m = +1.

La representacion matricial usual de Ry, dada por la Ecuacién (1.49), es de tamano 2 x 2, por
lo que debe ser reducible.

Veremos que, efectivamente, esta matriz es equivalente al producto directo de las representa-
ciones confiables X(ii)l; es decir, que Ry = e~ @ e'?. Para ello, debemos diagonalizar tanto J como
Ry.

i. Hallamos los eigenvalores de J:

C A =1

ii. Ahora, hallemos los eigenvectores de J correspondientes a A:

Ay = z1\ (-1 —u\ [(xz1\ (O
1 _)\Jr X9 o 1 -1 T9 o 0/°
<— —x1—1tx2=0 A tx1 —22=0
<— 11 = —1iT9.

1 . .
{k+ (z) ‘ ky € (C} son los eigenvectores correspondientes a Ay = 1.

—A_ —1 1\ 1 — T1\ 0
) —A_ X9 o ) 1 T2 o 0/
< x1—1x2=0 A x1+2x2=0

< T = 1T9.

. {k_ (_12> ‘ k_ € (C} son los eigenvectores correspondientes a A\_ = —1.
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iii. Las columnas de la matriz de cambio de base D estdn dadas por dos eigenvectores ortonor-
males de J. Elegimos como base ortonormal:

S 1 (1) . 1 ( 1 )
€T = — . y, T = —= . .
AN V2 \~i
1
— p=— (1 1),
Vo2 \i —i
D es una matriz unitaria, como usualmente lo son las transformaciones de similaridad:

P =507

1 1 (= -1 1 /1 —i
D l=_—. (" = ) = Df.
|D| ﬂ(—l 1) x/i(l Z)
. DD'=D'D=1: D es unitaria.

iv. Diagonalizamos J:

1

2
(1 0
“\o 1)

Por lo tanto, J = (é 01> es la representacion diagonal del generador de SOs.

v. Diagonalizamos R4:

_ 1 (1 —i\ [(cosp —senp\ 1 (1 1
1 _ -
DRy D = V2 <1 i ) <sen</) cos® > V2 (z —i)
_ L (1 —i\ (cosp —isend cosp+iseng
T2\l 4 seng +icos¢ send — icose
L1 =i\ fee e
T2\l i) \dem® —iet?
1 27 0
2 0 2¢%¢
- e~ Ué 0 L .

Representaciones irreducibles de T;

Al igual que otros grupos de transformaciones continuas, el comportamiento general de Ty
puede estudiarse a partir de las traslaciones alrededor de la identidad. Asi, para un desplazamiento
infinitesimal dx, tenemos:

Ty =1 —iPdx, (2.24)
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Donde P es el generador infinitesimal de traslaciones, un operador independiente del
desplazamiento.

Para hallar P, nos fijamos en:

dT,
Terd:r =T, + ——dx,
dx
Y Toide = TaxTe = (1 — iPdx)T,.
dT, .
= T, + de =T, —iPdxT,
dx
dT,
— = —iPT,.
dx ‘

Por lo tanto, tenemos una ecuacién diferencial para Ty, sujeta a la condiciéon de frontera Ty = 1.
La solucién de esta ecuacion es: _
T, =e P2, (2.25)
Verifiquemos que (2.25) satisface las propiedades del grupo:
Txlez — e—iPatle—ing — e—iP(m1+m2) — T11+x2-
To=e 70 =1.

Ta;_l — (e—iP:c)—l —_ e—’LP(—:E) — T—x~

Al igual que en el grupo SO, las representaciones irreducibles de 77 son de grado 1, pues
T1 es abeliano. Asi, si V < C es un subespacio 7i-invariante minimo, entonces

Plw)xv A Tp(v)=e %) xv, YveV.
Esto significa que todos los elementos de V' son eigenvectores de Py de T,,.
Ahora, notemos que:
T = (eiP7)* = T7,
Por lo que las traslaciones son transformaciones unitarias. Entonces,
1=T,(T,)" = (efiPz)(eiP‘\x) — o i(P=Phz
< P-P' =0
< P=P"
Entonces, el generador de traslaciones P es hermitiano, por lo que sus eigenvalores serén

nuameros reales.

Denotando por xP a la representacion irreducible de 77 correspondiente al eigenvalor p € R,
tenemos: .
Pw)=pv A xE(v) =e P0. (2.26)

Por lo tanto, {x? | p € R, x? = ¢~ P} son las representaciones irreducibles de 7;.

Mas adelante, veremos que las funciones Xg ¥ Xk, correspondientes a SO y T1, respectivamente,
estan normalizadas y son ortogonales.
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2.2. Lema de Schur

Uno de los problemas que buscaba resolver la Teoria de representaciones era el de relacionar
representaciones distintas de un grupo. En 1905, el matematico ruso Issai Schur formulé el lema
que lleva su nombre, con lo que introdujo un criterio para identificar si dos representaciones son o
no equivalentes.

En este capitulo revisaremos el Lema de Schur y las relaciones de ortogonalidad de Schur, que
son consecuencia del lema y proporcionan una base ortogonal de funciones que actian sobre el

grupo.
Comencemos con una definiciéon que sera relevante a lo largo del capitulo:

Definicién 2.2.1. Sean ¢ : G — GL(V) y p: G — GL(W) representaciones de G. Entonces,
decimos que una funcién lineal 7': V. — W es un morfismo de ¢ a p si:

Topg=pgoT, VgeaG. (2.27)
Denotaremos al conjunto de morfismos de ¢ a p por Mg (p, p).
En particular, Mg(y, ¢) consta de todas las transformaciones lineales T': V' — V que con-

mutan con ¢g4, para toda g € G. A este tipo de morfismos se les llama endomorfismos; es decir,
un endomorfismo es un morfismo de un espacio sobre si mismo.

A los endomorfismos que son invertibles se les llama automorfismos.

Podemos visualizar la accion de un morfismo con el siguiente diagrama:

Figura 2.3: Ilustracion de la ecuacion (T o p,4) () = (pg o T) (7). [12]

Proposicion 2.2.1 (Propiedades de los morfismos).

i. Sea Hom(V, W) el conjunto de homomorfismos entre V' y W, es decir, el conjunto de trans-
formaciones lineales T : V. — W. Entonces,

Me(p,p) € Hom(V,W). (2.28)

ii. Si un morfismo T' € M¢(p, p) es invertible, entonces T es un isomorfismo y ¢ es equivalente
a p:
T‘)DgT_l = pgTT_l = Pg>
= p~p.
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iii. SiT € Mg(p,p), entonces el nticleo de T es un subespacio G-invariante de V' respecto de ¢,
v la imagen de T es un subespacio G-invariante de W respecto de p.

Dem. Probaremos sélo el enunciado (iii). Tomando v € Nucleo[T| y g € G arbitrarias, tenemos:
0="T(v)
= pg(T(v))
=T(pg(v))
= pg4(v) € Nucleo [T].

Por lo tanto, el nucleo de T' es G-invariante respecto de .

Ahora, sea w € Im[T]. Entonces, existe v € V tal que w = T'(v).
= pg(w) = pg(T(v)) = T(pg(v)) € Im[T7].

Por lo tanto, la imagen de T' es G-invariante respecto de p. ]

Ahora que conocemos el concepto de morfismo y sus propiedades, podemos abordar el tema
central de la seccion:

Teorema 2.2.2 (Lema de Schur). Sean ¢ : G — GL(V) y p: G — GL(W) representaciones
irreducibles de G, y sea T' € M¢g(y, p). Entonces, T es invertible o T = 0 (el mapeo nulo).
Mas aiin,

a) Si @ ~ p, entonces Mq(p,p) = {0}.
b) Si ¢ ~ p, entonces Mg (p, p) es de dimension 1.

En particular, si ¢ = p, entonces T' es un miltiplo del mapeo identidad.

Dem. Primero, veamos que 0 € Mg (¢, p), pues, para toda g € Gy v € V,
(00pg)(v) =0=(pg 0 0)(v).

Ahora, supongamos que 7' # 0. De acuerdo con la Proposicién (2.2.1), el ntcleo de T es G-invariante
respecto de ; no obstante, como ¢ y p son irreducibles, los tinicos subespacios G-invariantes de V' son
{0} y V mismo.

= Nucleo[T] =V Vv Nicleo[T] = 0.

En el primer caso, T'= 0, y en el segundo, T es inyectiva.

De igual manera, la imagen de T es G-invariante respecto de p, por lo que:
Im[T]=0 VvV Im[T]=W.

En el primer caso, T = 0, y en el segundo, T es sobreyectiva. Por lo tanto, si T' # 0, entonces T es
invertible.

Ahora, probaremos la contrarreciproca del inciso (a).

Supongamos que Mg (¢, p) # {0}. Entonces, existe T' # 0 en Mg (¢, p) y, por la discusion anterior,
T es invertible.

= TpyT™' =pg <= ¢~ p;
S Ma(p,p) #{0} = o ~p.
S p = Mqg(p,p) ={0}.
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Para probar (b), primero consideremos el caso particular en que ¢ = p, y consideremos un morfismo
T # 0 en Mg(p, ). Como T es un mapeo invertible de V a V, T es un automorfismo.

También, veamos que id € Mg(p, @), pues:

idoypg =pg0idV g€ G.
Recordemos que toda transformacion lineal tiene al menos un eigenvalor complejo y supongamos que
A € C es un eigenvalor de 7". Entonces,

det(T — A1) =0,
por lo que T'— A1 no es invertible. Sin embargo,
(T = M)pg =Tpg — Apg = pgT — gAl = @4 (T' — AL).
= T — A1l € Mg(p,p).
Esto implica que T' — A1 sea invertible o igual a 0, por la discusién anterior.

ZT—=AM =0 < T=2L (2.29)

Por lo tanto, si ¢ es irreducible, entonces toda T' € Ma(p, ¢) es un multiplo de la identidad.

Ahora, consideremos el caso general en que ¢ ~ p. SiT € Mg(p,p)y S € Ma(p,p), entonces
S:W —V A Spg = p4S.
— ST:V —V A STpy = SpyT = ¢4ST
= ST € Mqg(p,¢).
Pero, por la Ecuacion (2.29), Mg(p,¢) consta de endomorfismos que son multiplos de la identidad.
Entonces, existe A € C tal que:
ST =1
<= T=X5"txSh
Por tanto, toda T € Mg(g, p) es un miltiplo de S~!, por lo que M(p, p) consta de 1 sola funcién
independiente; es decir, Ma(¢p, p) es de dimensién 1.
|

Ahora, revisaremos algunas consecuencias utiles del Lema de Schur:

Corolario 2.2.3. Si G es un grupo abeliano, entonces toda representacion irreducible de G es de
grado 1.

Dem. Sea ¢ : G — GL(V) una representacion irreducible de G. Entonces,

PhPg = Phg = Pgh = Pgpn, ¥V g, h €G.
= ¢n € Mg(p, ).

Tomando en cuenta que ¢ es un homomorfismo y que G es abeliano.

Ahora, por el Lema de Schur, ¢ es un maltiplo del mapeo identidad; si V' es un espacio vectorial sobre
C, entonces existe A\, € C tal que ¢p, = A\pid.

Denotando por C¥ al subespacio de V' generado por un vector ¥ € V' y tomando kv € C¥, tenemos:
Entonces, C¥ es un subespacio G-invariante respecto de ¢, pues h y k¥ son arbitrarios. No obstante,
¢ es irreducible, por lo que V' no tiene subespacios invariantes no triviales.

S Co=VW.

codim(V) =1,
Pues V' es generado por un sélo vector v.

Por lo tanto, todas las representaciones irreducibles de un grupo abeliano son de grado 1. Esto permite
que podamos representar a cada elemento g € G como un escalar Ay € C. ]
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Corolario 2.2.4. Sea G un grupo finito abeliano y ¢ : G — 4%, (C) una representacion
matricial. Entonces, existe una matriz invertible .7 tal que 7 ;.7 es diagonal para toda g € G,
siendo 7 independiente de G.

Dem. Por el Teorema (2.1.7), ¢ es irreducible o completamente reducible. En el primer caso, ¢ es de
grado 1, por el Corolario (2.2.3); en el segundo, tenemos:
= o~ DD DT, (2.30)

Donde cada ¢ es irreducible, de grado 1. Por tanto, si ¢ es de dimensién n, entonces m = n; es decir,
la descomposicion de ¢ dada por (2.30) tendra n términos.

Ademas, gog € C, para cualesquiera g € G, 5 =1,--- ,n.

Ahora, por la relaciéon de equivalencia (2.30), existe 7 € 4.4, (C) tal que
T g T =L @i @@y, VgeG.

Y, como las ¢7 son independientes, 7 ~1pgy 7 tiene la siguiente forma de bloques diagonales:

1
P 0 0
e, 7= |0 ¥ 0
0 0 - n

La matriz .7 del corolario anterior representa una transformacion de cambio de base.
Por lo tanto, cualquier representacién de un grupo finito abeliano puede diagonalizarse, habiendo
encontrado una base apropiada.

Para continuar nuestra discusién, debemos introducir un concepto que es fundamental en la
Teoria de representaciones. Particularmente, es a partir de él que se construyen las algebras de
Lie y las algebras de Banach, que tienen varias aplicaciones en fisica.

Definicion 2.2.2. Si G es un grupo, entonces llamamos algebra del grupo al conjunto de
funciones que van de G al campo K, y la denotamos por Kg:

Keg:={f|f:G— K} (2.31)

En general, trabajaremos con el campo de los nimeros complejos y denotaremos por Cg al
algebra del Grupo.

C¢ es un espacio vectorial de producto interno, con la suma y multiplicacién escalar dadas por:

(f1 + f2)(9) = fi(g) + f2(g), con f1, fo € Cq, g€ G.
(cf)(g) =c- f(g), con c€C,

y un producto interno definido como:

(filfa) = ﬁ S £i(9) Lfalo)]” - (2.32)

geG

Las siguientes proposiciones pueden parecer muy técnicas, pero seran necesarias para deducir
las relaciones de ortogonalidad de Schur:
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Proposicién 2.2.5. Sean ¢ : G — GL(V) y p : G — GL(W) representaciones de G y sea
T :V — W una transformacion lineal. Si definimos las funciones T', P como:

Z Pg—1Tog. (2.33)

geG

IGI

P : Hom(V,W) — Mc(p,p)
T+—T.
Entonces,
i. T € Mg(p,p).
ii. Si T € Mg(p,p), entonces T =T.

iii. La funcién P es lineal y sobreyectiva.

Dem. i. Sean h € G y T dada por la Ecuacion (2.33). Entonces,

Top = |G|Zpg*1 ey | ¥n
geG
IGI > py-1Tpgpn
geG
|G| D Pun-1g-1Tgn
9€G
Z Pr—1g-1TPgn
gheG
=phT,

usando el Lema de reordenamiento y las propiedades de los homomorfismos.
T e Mg(e,p).

ii. Supongamos que 7" es un morfismo entre ¢ y p. Entonces,

‘G'Zpg

geG

\G| 2 rampoT

geG

\GI 27

geG
=T.

~T=T.

iii. Sean T1,T» € Hom(V,W) y c1,c2 € C. Entonces,

P(ClTl + 62T2) |G‘ Z pg—l ClTl + C2T2)
|G\ Z (pg ca1Tipg +pq—162T2<Pg>

|G\ Zpg 1T1pg + ‘G| Zpg 1T2g
geG geG

= Clp(T1) -+ CQP(TQ).
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Por lo tanto, P es lineal.

Ademas, si tomamos S € Mg(yp, p) arbitrario, entonces S = S = P(S), por el inciso (ii). Por lo tanto,
Im[P] = Mg (¢, p) y P es sobreyectiva. [ ]

De acuerdo con el Lema de Schur, todo automorfismo T' € Mg(¢, ) es de la forma A1. Ahora,
usando la Proposicion anterior, obtendremos la constante A € C:

Corolario 2.2.6. Sean ¢ : G — GL(V) y p: G — GL(W) repesentaciones irreducibles de G y
T :V — W una transformacion lineal. Entonces,
a) Si ¢ ~ p, entonces T = 0.

b) Si ¢ = p, entonces T = df;((TV)) 1.

Dem. De acuerdo con la Proposicién (2.2.5), siempre es posible encontrar un morfismo Ta partir de
una transformacion lineal T', dado por la Ecuacion (2.33).
Entonces, (a) se cumple trivialmente, pues

T € Ma(p,p) N oep = T=0,

por el Lema de Schur.

Ahora, para probar (b), supongamos que ¢ = p; entonces T = A1, con A € C. Eligiendo una base de
V', podemos calcular la traza del morfismo:

Tr(T) = Tr(A1) = ATr(1) = Mdim(V),

Pues 1 tiene una representacion matricial de tamaifio dim (V) x dim (V).

Por otro lado,

~ 1
Tr(T)=Tr | — T
(1) | E Pg—11¥g
geG

Z T’”(@g—lT‘Pg)

1
Gl ;=%

= L ST [Tr(eg) TR Tr(py)]

Gl ;=%

= ‘—(1;' > Tr(T)

geaG
=Tr(T).

= Tr(T) = Adim(V)

= A= TT(T) .
dim(V)

A Tr(T)
o= dim (V)

Antes de abordar los siguientes teoremas, debemos hacer una observacion: si ¢, p son represen-
taciones matriciales sobre los espacios C", C™, respectivamente, entonces el espacio de homomor-
fismos de C™ a C™ es isomorfo al espacio de matrices m x n sobre C:

Hom(C",C™) = {T : C" — C™ | T(cZ + ) = cT(Z) + T(§)} = Momxn(C),
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pues los homomorfismos entre espacios vectoriales son transformaciones lineales.

Entonces, el conjunto de morfismos Mg (¢, p) puede verse como un subconjunto de .4, xn(C),
al que denotaremos por #,,x,(C).

Asi, la funcion P, definida en la Proposicion (2.2.5), puede reformularse como una funcion entre
espacios matriciales:

P: //mxn((:) — </Zm><n((c)

Ahora, consideremos las mn matrices {E11, F12, -, E1n, -+ , Em1,+ -+, Emn}, con entradas
dadas por:
1, sik=1lANi=}.
(Bri)ij = . - (2.34)
0, sik#1V i#j.

Es decir, Ey; es la matriz de tamano m x n cuya entrada ki-ésima es 1 y las demés son 0.

Entonces, cualquier matriz & € #,,x.(C) se puede escrbir en términos de esta base:
m n
o = ZZCLMEM, con ay; € C.
(2

Haciendo actuar a P sobre {Ej; |k =1,--- ,m; i = 1,--- ,n}, obtenemos las matrices Ejy; €

M xn(C):

~ 1
P(E]ﬂ) = Ekz = @ Z pg—lEkicpg,
geaG

Donde se asume que p,-1, ¢, estan expresadas en forma matricial. Mas atin, si ¢ es de grado
n, entonces su forma matricial es de tamafio n x n, y si p es de grado m, entonces su forma
matricial es m x m.

Las n? entradas de ¢, (asf como las m? entradas de p,) son ntimeros complejos:

(¢9)ij» (pg)t € C, ¥ g € G.

Asi, hay n? funciones ¢;; : G — C asociadas a ¢ y m? funciones py : G — C asociadas a
p. Veremos que, si las representaciones p, ¢ son irreducibles y unitarias, entonces estas funciones
forman una base ortogonal del algebra del grupo.

Teorema 2.2.7 (Relaciones de ortogonalidad de Schur). Sean ¢ : G — U, (C) y p: G —
U,,.(C) representaciones irreducibles, unitarias y no equivalentes de G. Entonces,

a) (ijlpr1) = 0.

1

1 gii=j Aj=L
b) <<Pij|90kl>:{g Sidv A

Es decir, tanto las entradas de representaciones distintas ¢ ~ p, como las de una sola represen-
tacién, son linealmente independientes.
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Dem. a) Consideremos el elemento Ej; de la base estandar de .#m,xn(C); podemos reformular su
definicién (2.34) como:

Epi :C" — C™;  (Eri)ij = Oki6ij-
Por hipotesis, ¢ « p. Entonces, de acuerdo con el Corolario (2.2.6), Ekz =0.

Ademas, como p es unitaria,

pg-1=pgt =pl = (p,-1)ik = (pg)k

= 0= (Eki)lj = ‘G| Z Py 1 Eripg

geG 1

|G| Z ZZ(ngl w(Eri)vu(®g)uj

geEG v

|G| Z Zz(pg_l )10k 0ip (Pg)

geG v

- > (pg-1)ik(#g)is

|G| Z (Pg) i1 (Pg)i

geG

> i (9) [or1(9))”

IGI preret

= (@ijlpri) »
Donde el producto interno (-|-) de C esta dado por la Ecuacion (2.32).

" Awijlprt) = 0. (2.35)

b) Si ¢ = p, entonces m = n y Ej; es una matriz de tamano n X n. Usando nuevamente el Corolario
(2.2.6), tenemos:

~ Tr(E i
(Eri)iy = {%1}
ij
Tr(Exi)
S Sl L2 S
n b
_JiTr(Br), sij=1
o, sij#L

Por otro lado,

Tr(Eri) = > (Exd)u = Y 0kibit = Oki-
=1 =1

Ademés, es un resultado general que (E;ﬂ-)lj = {@ijlpri), como vimos en la demostracion del inciso
(a).

(2.36)

1 L sii=k A j=1
- Aepis 158 =4
(paglert) = 2 okidis {o, siitk vV j#L

|
Normalizando las funciones ¢;;, obtenemos un conjunto ortonormal:

Corolario 2.2.8. Sea ¢ : G — U, (C) irreducible. Entonces, las n? funciones {\/ny;; | i,j =
1,--+,n} son un conjunto ortonormal de Cg.
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Dem. De acuerdo con la Ecuacion (2.36), las funciones {¢;;} son ortogonales. Ahora, probemos que
{V/nei;} son de norma unitaria:

(Vnpij|Vnprr) = é > Vnwilg) [Vieri(9)]”
geG
=n <<Pij lowi)

n
= —8ikbj5
n v

_J1, sii=k A j=1L
Tlo, sii£k Vo j#£L

Hemos probado que {¢;; | i,j = 1,--- ,n} son funciones ortogonales en Cg; sin embargo, esto
no significa que sean una base de C¢, pues, en general, la dimensién de C¢ es distinta de n?.

Con el siguiente Teorema, obtenemos una base ortonormal de Cg:

Teorema 2.2.9. Sea G un grupo finito y sean o', p?,- -, p® representaciones irreducibles y no
equivalentes de G. Si dj, es el grado de ¢*, entonces las funciones
{(Virpiy [ k=15 Ai,j=1,-,di} (2:37)

forman una base ortonormal de Cg.

De acuerdo con este Teorema, toda funcion f : G — C puede escribirse como:

s dp

= Z Z lezgofj, con i]} e C.

k=114,j=1

Notemos que el conjunto (2.37) consta de d? + --- + d? funciones (cada ¢* tiene d2 entradas
©;j). Por tanto, la demostracion del Teorema (2.2.9) reside en el hecho de que:

Dim(Cg) = di +d3 + - - - d2. (2.38)

2.3. Teoria de Caracteres

Desarrollada inicialmente por I. Schur y F. G. Frobenius, la Teoria de caracteres puede
considerarse el corazon de la Teoria de representaciones. Como veremos, nos permite representar
al grupo mediante funciones unidimensionales, ortonormales e irreducibles. Es decir, nos permite
insertar toda la informacién de una representacion ¢ : G — GL(V'), en una funciéon x, : G — C.

Definicion 2.3.1. Sea ¢ : G — GL(V) una representacion. Entonces, llamamos caracter de ¢
a la funcion:

Xp:G—C
9+ Xo(9) =Tr(py).
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Si ¢ es de grado n y (pg)i; son las entradas de la matriz asociada a ¢, entonces

n

Xeo(9) =D (@)

=1

Si ¢ es irreducible, entonces decimos que X, es un caracter irreducible.

Siempre que deseemos calcular la traza de una transformacion lineal, debemos conocer
su matriz asociada. Por lo tanto, para hallar el caracter de una representaciéon de grado n, es
necesario expresarla en forma matricial, respecto de una base de C™.

Revisamos algunas propiedades de los caracteres:

Proposicion 2.3.1.

i. Si¢: G — C es una representacién de grado 1, entonces X, = ¢, pues la traza de un escalar
es igual al escalar mismo.

ii. El grado de una representacion ¢ : G — GL(V) es igual al caracter x, evaluado en la
identidad:
Xo(1) =Tr(p1) =Tr(1) = Dim [V] = Grado [¢] .

Teorema 2.3.2.
i. Si ¢ es una representacion de G y g,h € G, entonces
Xe(9) = Xw(hgh_l)-
ii. Si ¢y p son representaciones equivalentes de G, entonces sus caracteres son iguales:
PP = Xe = Xp-

Los incisos (i), (ii) implican que los caracteres son funciones constantes en las clases de con-
jugacion del grupo: ¢, = {zgz~! | z € G}, y en las clases de equivalencia de una representacion:
§o ={p:G—GL(V) | p~ e}

Dem.
i. Sean g, h € G. Usando las propiedades de los homomorfismos y de la traza,
Xo(hgh™t) = Tr(engn-1)

= Tr(pnpgpn—1)

= Tr(pn)Tr(¢g)Tr(n) "
=Tr(pg)

= X (9)-

Por lo tanto, x, es constante en las clases de conjugacion de G.

ii. Sean ¢ : G — GL(V) y p: G — GL(W); entonces, existe una transformacion T : V. — W
tal que:

¢y =Tp,T™", VgeQG.
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Por lo tanto, x, es constante en su clase de equivalencia.

Los caracteres pertenecen a un tipo especial de funciones:

Definicion 2.3.2. Si f : G — C es una funcioén constante en las clases de conjugacion de G,
entonces decimos que f es una funcion de clase.
El conjunto de funciones de clase forma un espacio vectorial, al que denotamos por € (Cg). Asi,
fijando g € G,
flg) =g(hgh™),Vhe G = fe€(Cg).

Si ¢ es una clase de conjugacion de G, entonces nos referiremos por f({) al valor constante que
f toma en (.

Ahora, reformulamos las relaciones de ortogonalidad de Schur en términos de caracteres:

Teorema 2.3.3 (1*° Relaciones de ortogonalidad de los caracteres). Sean ¢ : G — U, (C)
y p: G — Up(C) irreducibles. Entonces,

1, sip~p.
Xolxp) =1, . (2.39)
e 0, sipnp.

Mas atin, si {p!, % -+, ¢*} son representaciones unitarias e irreducibles de G, entonces los
caracteres irreducibles {x,1, X2, , X+ } son un conjunto ortonormal de funciones de clase.

Dem.
(xeolXp) = il 3 %o (9) o (@)

‘G geqG

Il
[~z

—~
S
o
=
X
<
<
NS

Si ¢ » p, entonces (pii|p;;) = 0, por las relaciones de ortogonalidad de Schur.
s p = (Xelxpe) = 0.
Por otro lado, consideremos el caso particular ¢ = p:

(Xolxe) = D (wuiless)

i,j=1

N

SIS 3w

Sin embargo, el caracter de una representacion ¢ es igual al de cualquier representacién equivalente a
ella.

e~ p = (XelXp) = (XelXe) = 1.

El resultado anterior se puede generalizar a un conjunto de representantes irreducibles y unitarias
{pt, 92, -+, ¢}, calculando los productos internos entre todas ellas.
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Si G es finito, entonces solo es necesario suponer que ¢ y p son irreducibles. Esto se
debe al Teorema (2.1.6), que indica que toda representacion de un grupo finito es equivalente a
una representacion unitaria.

Para seguir con nuestra discucién, debemos introducir la siguiente notaciéon:
Si V es un espacio vectorial, ¢ es una representacion y m € N, entonces

mV =V xV x.--xV (m veces).
mp:=p@pd--- D¢ (m veces).

Definicién 2.3.3. Sean {¢!, p?,- -+, p*} representaciones irreducibles, unitarias y no equivalentes
de G. Si la representacion p satisface:

p~ mlgol @ m2<p2 @ - Dmsp®, con my,mg, - ,mgs €N, (2.40)

Entonces llamamos multiplicidad de ¢/ en p al natural m;. Ademas, si m; > 0, entonces
decimos que ¢’ es una constituyente irreducible de p.

Proposicion 2.3.4. Sea p una representacion de G que satisface la Ecuacion (2.40). Si d; es el
grado de la constituyente ¢’, entonces:

Grado [p] = midy + mady + - - - + myds.
Esto se puede ver del hecho de que, si V7 es el espacio vectorial sobre el que actiia (7, entonces:

V=mV'x - xmgV?

=(WVix-ox V) x.oox (VS x - x V5 (con m; factores de cada V),

Es el espacio sobre el que actaa p.

Lema 2.3.5. Sean {¢', 02, -, p°} representaciones irreducibles de G. Sip~ ! ©p?> © - P p*,
entonces

Xp = Xt +X¢z+~-~+st.

Dem. Como {p!,¢?, -+, ¢} son irreducibles, pg es equivalente a una matriz en bloques diagonales:
ey 02 o0
R R B
0 0 -

donde cada (7 en la diagonal es una matriz de tamaifio dj x dj.

Como el caracter es constante en las clases de equivalencia, tenemos:

xp(9) = Tr(pg)
=Tr(pg + 95+ +¢5)
=Tr(py) + Tr(gy) + -+ Tr(e))
= X1 (9) + Xp2(9) + -+ Xps (9)-

S Xp = Xl T X2 T XS
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De acuerdo con el Lema anterior, el caracter de una representaciéon cualquiera p es una combi-
nacioén lineal de caracteres irreducibles. Veremos que esto nos permite hallar la descomposiciéon de
p en constituyentes irreducibles.

Teorema 2.3.6. Sean (q,(s2, - ,(s las clases de equivalencia de las representaciones irreducibles
de G, y sean o', 2, - -, ©° representantes de cada clase.
Sip~mip! Dmep? ®--- B mep®, con my, ma,---,ms € N, entonces
m; = (XplXps), Vi=1,",s. (2.41)

Mas atn, la descomposicién de p en constituyentes irreducibles es tnica y puede determinarse
a partir de su caracter (tomando en cuenta que representaciones equivalentes tienen caracteres
iguales).

Dem. Por ahora, sélo demostraremos la Ecuacion (2.41).
Usando el Lema (2.3.5) y la linealidad de la traza, tenemos:

Xp = M1X 1 +M2Xp2 + -+ MsXeps -

= (XplXpi) = (M1Xp1 +Maxp2 + -+ MsXeps [ Xepi)
=m1 (X1 [Xpi) 15 (Xpi X ) 0 s (Xeps X )
somy =(XplXpi), Vi=1 s

tomando en cuenta que ¢’ ~ 7 para toda i # j, y aplicando el Teorema (2.3.3).

Por lo tanto, la descomposicién de p en caracteres irreducibles es:
1 2
P~ (XplXp1) @ @ (XplXp2) @™ @ @ (XplXps) 7.
|

Este resultado es similar al caso mas general de vectores ¥ € E™: para expresarlos en términos
de la base estandar {é; | j = 1,--- ,n}, debemos calcular los productos internos (%/|é;), que fungen
como coeficientes de la combinacion lineal:

v=(0,61)é1+ -+ (U,é,) én.
Los coeficientes (]é;) pueden entenderse como las proyecciones del vector en cada una de

las componentes é;.

Asi, si vemos a los caracteres irreducibles {x,; | j = 1,---,s} como base de un espacio de
funciones, podemos expresar a cualquier otro caracter x, en términos de ellos:

Xp = (XplXet) Xt + -+ (XplXeps) Xos-

Recordemos que, si p ~ 0 = X, = X». Entonces, ambas representaciones tendran
los mismos coeficientes de multiplicidad:

m; = (XplXpi) = (Xo|Xpi) 5

y, por tanto, sus descomposiciones en representaciones irreducibles seran equivalentes.

A esto nos referimos cuando decimos que la descomposicion de p esta determinada hasta la
equivalencia: cada representacion tiene una sola descomposicién, pero ésta puede ser la misma
para representaciones equivalentes.
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Corolario 2.3.7. Una representacion p de un grupo finito es irreducible, si y solo si (x,|x,) = 1.

Dem. (=) Por el Teorema (2.1.6), toda representaciéon de un grupo finito es equivalente a una
representacion unitaria. Por tanto, si p es irreducible, entonces existe una representacioén unitaria U

tal que:
p~U = xp=XxU
- Xelxe) = 1,
por el Teorema (2.3.3).
(«<=) Supongamos que (xp|xp) = 1. Si p es reducible, entonces se puede escribir en términos de

representaciones irreducibles:
1
p~mip P Dmsp’.

( Z mie’| Z mje’)

®i=1 ®j=1

ST mumy (@)

Di=1dj=1

= Z Z mim;os;

i=j7 j=1

S
=3 m?
i=1

2 2
=mi—+---+mjg.

= 1=(Xplxp)

Pero mq,--- ,ms € N, por lo que la tnica forma de que m% + - +m§ = 1 es que m; = 1 para alguna

7, vy m; = 0 para toda i # j. )
- meprJ.

Por lo tanto, p es irreducible. ]

El Corolario anterior es ttil para verificar si una representaciéon es o no irreducible, como
veremos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.3.1 (Caracteres de S3). De acuerdo con el Ejemplo (1.6.1), S3 tiene 3 clases de
conjugacion.

Para calcular los caracteres de S3, s6lo necesitamos conocer una representante de cada clase,
escrita en forma matricial; entonces, nos fijaremos en:

Hea
(1 2) € (o
(1 2 3) € (3.

Consideremos la representacion bidimensional p : S3 — 4.%5(C) de estas permutaciones:

=5 9)
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Y calculemos sus caracteres correspondientes:

Xp(1) =25 x,(12)=0; x,(123)=-1.
Ahora, si n; es el nimero de elementos de la clase (;, entonces
1 2
Xelxe) = =7 D [Xo(9)]
|S3| <=
gESs
13
2
=157 g i)l M
|53| — [XP(C )]

[(2)2(1) + (0)*(3) + (-=1)*(2)]

= o=

Por el Corolario (2.3.7), esto significa que ¢ es irreducible.

Teorema 2.3.8. Sean !, p?, .-, ¢° representaciones irreducibles, no equivalentes, de un grupo
finito G. Entonces, sus respectivos caracteres x1, x2," - , Xs son una base ortonormal de €(Cg).

De acuerdo con este Teorema, cualquier funcién de clase se puede escribir como:
S
f= E fix;j, con f; € C.
j=1
Maés atin, se puede probar que los coeficientes de la combinacion lineal f; estan dados por

(flx;)- Asi, .
f= Z (fFIxs) x5 (2.42)

Para demostrar el Teorema (2.3.8), es necesario ver que la dimension del espacio de funciones
de clase, €(Cgq), es igual al namero de clases de equivalencia s.

Ejemplo 2.3.2 (Representaciones irreducibles de Z,). Las representaciones irreducibles de
7., son unidimensionales, por lo que coinciden con sus respectivos caracteres.
Definimos n funciones:
Xk : Ly — C

[m] — wp™,

donde k=1,--- ,n y w, son las raices n-ésimas de la unidad, dadas por w, = 7/
Entonces,

X1([m]) = w::b — €i27rm/n

XQ([m]) = wgm — e’i4‘n’m/n

Xn([m]) = wi™ = ei2mnm/n _ gidrm,
Pero ¢?™ = 1 para toda m € Z, por lo que x, coincide con la representacion trivial

Xo : [m] — 1.
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Notemos que estas representaciones no son equivalentes, pues no existe ningtin niimero ¢t € C
tal que txjt_l = Xk-
XG Xk VI F K

Ahora, introduciremos un recurso grafico que nos ayuda a visualizar todos los caracteres
irreducibles de un grupo:

Definicion 2.3.4. Sea G un grupo finito con clases de conjugacion (1,(s, - ,(s, v sean
X1,X2," " s Xs 10s caracteres irreducibles correspondientes a cada clase.
Entonces, llamamos tabla de caracteres de G al arreglo cuadrado de (s filas)x (s columnas),
cuya ij-ésima entrada es el i-ésimo caracter, evaluado en la j-ésima clase.

En notacion matricial, si X es la tabla de caracteres, entonces

Xij = xi(G)-

Ejemplo 2.3.3 (Tabla de caracteres de S3). Como vimos en el Ejemplo (1.6.1), S5 tiene 3
clases de conjugacion.

Ademés de la representacion bidimensional e irreducible ¢ : S5 — 4.%5(C), introducida en el
Ejemplo (2.3.1), S3 tiene otras 2 representaciones irreducibles:

= La representacion trivial:
m:o+—1,Voe€Ss.

Como 7 es de grado 1, coincide con su caracter: x.(c) =1,V o € Ss.
= La representacion de grado 1 dada por:

1, si o es par.
pro— . .
—1, sio esimpar.

Nuevamente, la representacion coincide con su caracter: x,(0) = p(0), V o € Ss.
Esta representacion también es llamada representaciéon alternante y, al evaluarla sobre

o, coincide con la funcién signo.

Como el caracter es una funcién de clase, basta evaluarlo en 1 elemento de cada clase de
conjugacion de Ss.
Los valores de x,, ya fueron calculados en el Ejemplo (2.3.1); para x» y X,, tenemos:
Xx(1) = Xxr(12) = xx(123) = 1.
(1) =1, x(12) = =1, x,(123) = 1.

Ahora, desplegamos esta informacion en una tabla de caracteres:

(1) | (12) | (123)
X=| 1| 1 1
Xp | 1] -1 1
Xe | 2| O -1

Tabla 2.2: Tabla de caracteres de Ss.
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Ejemplo 2.3.4 (Tabla de caracteres de Z,). Como Zs = {[0],[1],[2],[3]} es un grupo
abeliano, todas sus representaciones irreducibles son de grado 1 y coinciden con sus respectivos
caracteres. Ademas, cada elemento de Z, forma una clase por si solo.

Las representaciones irreducibles de Z4 son:

Reunimos esta informacion en la tabla:

(O] | [1] | [2] | [3]
xi| L |1 ]1]1
Yo | 1 |-1] 1|1
ys | 1| i ]-1]4
xal 1] 4|11 i

Tabla 2.3: Tabla de caracteres de Z,.

Si vemos a las columnas de la tabla de caracteres como vectores, podemos probar que son un
conjunto ortogonal respecto al producto interno estandar en C™.

Por ejemplo, la tabla (2.3) tiene columnas:

[ )
-~
|
—
|
<

Calculemos el producto interno de dos columnas diferentes:

1
1
-1
-1

(1 -1 —i i)"=1-1+i-1=0.

Lo mismo se obtendra para el resto de productos entre columnas diferentes. En cambio, el
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producto de una columna consigo misma resulta en:

(I =1 i =) =1+14+1+1=4.

Formalizaremos estos resultados en el siguiente teorema:

Teorema 2.3.9 (2*° Relaciones de ortogonalidad de los caracteres). Sean x1,X2, " ,Xs
caracteres irreducibles de G, y sean (, ¢’ clases de conjugacion de G tales que g € (, h € (.
Entonces,

d LG sic=c
> xil9) ba(h)]” = {('f' et (2.43)
i=1 ) .

En consecuencia, las columnas de la tabla de caracteres son ortogonales y la tabla de caracteres
es invertible.

Dem. Supongamos que G tiene s clases de conjugaciéon (1, ,{s y que X1, - , Xs SOn sus respectivos
caracteres irreducibles. Entonces, la tabla de caracteres de G tiene la forma:

G1 G2 (s
x1 | xa(G) | xa(G2) | o | xa(Cs)
X2 | x2(C1) | xa(C2) | -+ | x2(Cs)
Xs Xs((l) XS(<2) e Xs((s) ‘

Denotemos por v; al vector formado por las entradas de la columna j-ésima de la tabla, y calculemos
el producto interno:

x1(¢5)
Govi= | 29 ) xe) o xe@)”
XS(CJ)
= x1(¢5) D (Go)]™ + x2(¢5) Ixa(Ce)l™ + - + xs(&5) [xs (Cr)]™

=> xiG) G-
i=1

Tomando g € (j y h € (j, tenemos

o vk = Y xil9) ba(h)]* (2.44)
i=1

Por otro lado, definimos la funcién 6.+ € Cg como:

)1, siged.
54/(9)_{0, sigg (.

De acuerdo con el Teorema (2.3.8) y la Ecuacién (2.42), podemos expresar a d./ como:
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B

5= (Oerxa) xi
=1

= 8c(9) =D (6¢rIxa) xi(9)

i=1

Z Z 5C’ [Xz h)] Xl( )

i=1heG

= @ Z > ba)]* xilg)

i=1hec’
_ ¢l
xi(9) [xi( )
=161 2 Z
Tomando en cuenta que x;(h) vale lo mismo para toda h € ¢’.

Pero, por la definicién de §./ y la Ecuacién (2.44), tenemos:

I¢’] " K|ﬂ L J1, sige(.
o 20 b = {515 ’“‘{o, S

S x@mamr = @ =<
P2 o) b=

En algunos textos, las relaciones (2.43) son llamadas relaciones de completez. Este
tipo de ecuacion es planteada en mecanica cuantica, en la forma:

Z lai) (ail =1,

donde {|a;)} son vectores llamados kets y {(a;|} son sus respectivos vectores duales, llamados
bras [11].

Los kets constituyen una base del espacio vectorial de estados del sistema, asociados con una
observable A tal que A|a;) « |a;) y {a;] A < {a;|. Los objetos |a;) {a;| son operadores, formados
por un producto exterior entre kets y bras y llamados ket-bras.

Fijando g € ( y escribiendo la Ecuacion (2.43) como:

il N
6] & Z ~ o) 2 Z"“ vl =1,

podemos notar la similitud entre las relaciones de completez que satisfacen los caracteres irre-
ducibles de un grupo, y las que satisfacen los ket-bras |a;) (a;| en mecanica cuantica.

A continuacion, veremos como hallar las representaciones irreducibles del producto directo de
dos grupos:

Proposicion 2.3.10. Sean G; y G2 grupos abelianos de orden m y n, respectivamente.
Si{xt,x2, s Xm} VY {&1,&, -, &} son sus respectivas representaciones irreducibles, entonces
las funciones:

Pij - G1 X G2 — C
(91, 92) — xi(91)&;(92),
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coni=1,---,myj=1,---,n, son un conjunto completo de representaciones irreducibles de
G1 X GQ.

Dem. Recordemos que:

G1 xG2={(91,92) | g1 € G1 A g2 € G2}
|G1 X G2| = |G1HG2| =mn.

También tomemos en cuenta que las representaciones irreducibles de G; y G2 son unidimensionales,
pues son grupos abelianos.

Ahora, si (g1,92), (h1,h2) € G1 X G2, entonces
®ij [(91, 92)(h1, h2)] = @ij(g1h1, g2h2)
= xi(g1h1)€;(g2h2)
= xi(g1)xi(h1)&; (92)€;5 (h2)
= [xi(91)€;5(92)] [xi (h1)&; (h2)]
= ¢i;(91, 92)ij (h1, h2).
Por lo tanto, las funciones {y;;} son homomorfismos. Ademas, como {x;} y {&;} son de grado 1,
también {p;;} son de grado 1.
s Awij |i=1,---,m, j=1,---,n} son representaciones irreducibles de G1 x Ga2.

Notemos que hay mn funciones ¢;;. De acuerdo con el Ecuacion (2.38), la dimensién de Cg, con G
abeliano, coincide con el namero de representaciones irreducibles que posee:

g Dim(CGIXGz) :d%+d%++d$nn
=1+1+4+---+1

=mn.

Ademas, las mn funciones ¢;; son distintas entre si, pues, si @;; = @,
= ij(9:1) = wr1(9,1) A 9ij(1,h) = ppi(1,h)
< xi(9) = xx(9) A &(h) =&(h)
= xi=xe N &G =8
Pero {x1, "+ ,Xm} es un conjunto completo de representaciones irreducibles, por lo que x; # Xk
V i # k. Lo mismo se puede decir de {&1,---,&n}.

Por lo tanto, {¢;;} es un conjunto completo de representaciones irreducibles, en el sentido de que:

Dim(Cq, xa,) = Heij }H-

El siguiente ejemplo ilustra la proposiciéon anterior:

Ejemplo 2.3.5 (Caracteres del grupo de Klein). El grupo de klein o 4-grupo V = {1,a,b,c}
es abeliano e isomorfo al producto directo Zg x Zo (0 al producto Cy x Cy, como vimos en el
Ejemplo 1.5.1).

Asi, cada elemento de V' puede verse como un par ([p], [q]) € Z2 x Z2 [12]:

1= ([0], [0])
a = ((0], [1])
b= ([1],[0])
¢ = (1], [1)-
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Las representaciones irreducibles de V' pueden obtenerse a partir de las de Zo, de acuerdo con

la Proposiciéon (2.3.10). Estas representaciones son:

X1 [p] — 1,
Xz : [p] — (=1)P, V¥ [p] € Zs.

Por lo que la tabla de caracteres de Zs es:

0] | [1]
x| 1|1
x2 | 1 | -1

Denotando por &;; a las representaciones irreducibles de V', tenemos:

&i1(9) = xa(lphxa(lg)) =1, Vg e V.

12(1) = xa([0])x=2([0]) = 1
€12(a) = xa([0])x2([1]) = -1
€12(b) = x1([1))x2([0]) = 1
§i2(c) = xa([Dx2(1]) = -1
§21(1) = x2([0])x1([0]) =1
€21(a) = x2([0)xa([1]) = 1
§21(b) = x2([1)xa([0]) = -1
a1(c) = x2([hxa(1]) = —1.
€22(1) = x2([0])x=2([0]) = 1
§22(a) = x2([0])x2([1]) = —1
&a2(b) = x2([1])x2([0]) = -1
§22(c) = x2([1Dx=2([1]) = 1.

Reunimos esta informacion en la tabla de caracteres de V:

1| a|b]|c
1] 111
o | 1|11 | -1
Er | 1|1 |-1]-1
Coo | 1| -1 ]-11]1

Para finalizar la seccion, retomaremos nuestra discusion sobre los grupos de Lie SOy y Tq,
formulando las relaciones de ortogonalidad y completez para sus respectivas representaciones irre-

ducibles.

Relaciones de ortogonalidad de SO,

Primero, notemos que las representaciones irreducibles de SO estdn normalizadas:

e = e ()" =1 = [},
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Por lo tanto, podemos decir que satisfacen relaciones de ortonormalidad.
Para formular dichas relaciones, debemos tomar en cuenta que ¢ es una variable continua en
[0, 27), asi que la suma sobre los elementos del grupo serd reemplazada por una integral.

Teorema 2.3.11. Las representaciones irreducibles de SOs, dadas por la Ecuacion (2.22), satis-
facen las siguientes relaciones:

1 27
t lidad: — MixTde = 6™, 2.4
Ortonormalida 277/0 (x3)"'xg'do = 6, (2.45)

Completez: Z Xp(xa)t =60 —¢). (2.46)

La Ecuacion (2.46) implica que:

2m

27
/O S G0do = [ 60— ¢do =1

Esto significa que cualquier funciéon x™ puede ser escrita como una combinacién lineal de las
demés, ya que {x™ | m € Z} es una base del 4lgebra del grupo, esto es, del conjunto de funciones
f:850, — C.

Relaciones de ortogonalidad de T;

Al igual que en el grupo de rotaciones, las representaciones irreducibles de 77 estan normaliza-
das, por lo que podemos formular las siguientes relaciones:

Teorema 2.3.12. Las representaciones irreducibles del grupo de traslaciones en una dimensioén,
dadas por la Ecuacion (2.26), satisfacen:

oo

Ortonormalidad: / (X2 I\t dx = No(p — p). (2.47)
—o0

Completez: / XP(xE)dp = No(x — 2'), (2.48)

donde N es una constante de normalizacion.

Fijémonos en que la integracion se realiza en (—oo,00), pues tanto p como x son variables
continuas en C.

Las Ecuaciones (2.47), (2.48) implican que:

/ / (x2) '\ ddp = / / X2(x%) dpdz

= N/ (5(p—p')dp:N/ 5(x — 2')dx = N.

Sustituyendo x? = e~ obtenemos la transformada de Fourier entre las variables x y p:

N:/ / eimeﬂp'zdxdp:/ / =) dgdp. (2.49)
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Comparando con la formulacion usual de una transformada de Fourier, deducimos que N = 2.

En mecénica cuantica, la Ecuacion (2.49) se presenta como una relacion entre la funcion de
onda de posicion ¢ (x) y la funcién de onda de momento lineal ¢(p). Permite transformar entre el
espacio de coordenadas y el espacio de momentos, es decir, entre el espacio generado por los kets
|z) tales que X |z) = 2’ |z), con X la observable de posicién y 2/ € R, y el espacio generado por
los kets |p) tales que X |p) = p’ |p), con P la observable de momento lineal y p’ € R.

2.4. Representacion Regular

En esta secciéon, profundizaremos en las representaciones regulares, introducidas en la seccién
(1.4). Primero, veamos que es posible construir un espacio vectorial a partir de los elementos de
un grupo:

Si G es un grupo de orden n, entonces podemos contruir un espacio vectorial CG a partir de la
base:

{égwégzv"' 7é9n}7

donde cada vector unitario é, estd asociado a un elemento g € G. Esta asociacién entre
elementos del grupo y vectores unitarios es biyectiva, por lo que CG es un espacio de dimensiéon
n.

Asi, cualquier vector v € CG se puede escribir en la forma:

n
U= E v;éq,, con v; € C.
i=1

Ahora, reformulamos la Definiciéon (1.4.12) para ver que, efectivamente, los homomorfismos L
y R acttian sobre un espacio vectorial:

Definicion 2.4.1. Sea G un grupo de orden n. Entonces, definimos la Representaciéon regular
izquierda de G como el homomorfismo:
L:G— GL(CG)
g — Ly, donde:

Lg (Z ’Uhéh> = Z thg(éh)

heG heG

= E Uhégh

heG

= § Vg-1z€x,

zeG

con r = gh.

155



Teoria de Representaciones
2.4 Representaciéon Regular

Es decir, L, permuta a los elementos de la base canonica de CG, ya que {ég4 | gh € G} es un
reordenamiento de {é; | h € G}.

Analogamente, definimos la representacion regular derecha como:

R:G — GL(CG)

g — Ry, donde:

Rg : Z VRep —> Z Uhéhg.

heG heG

Usualmente, trabajaremos con la representacion L, y la llamaremos simplemente representaciéon
regular.

Como se vio en la demostracion del Teorema (1.4.8), L es efectivamente una representacion de
G. Ademas, como CG es de dimensiéon n, L es de grado n.

Recordemos que, de acuerdo con el Teorema de Cayley, todo grupo GG puede verse como un
subgrupo de un grupo de permutaciones. En particular, si |G| = n, entonces G es isomorfo a un
subgrupo de £, (C), el grupo de matrices de permutacién n X n.

Resulta que el subgrupo de £, (C) isomorfo a G es el conjunto de matrices asociadas a las
representaciones L,. Denotando dichas matrices por .}, tenemos:

{%,19e G < 2,(C) N {%]geG}G.

Si G = {g1,92, - ,gn}, entonces cada par de elementos g;,g; € G satisface una relacién de
tipo ¢i;9; = gx, que determina la estructura del grupo.

Si denotamos por .Z; a la representacion regular matricial correspondiente a g;, entonces
sus entradas estan dadas por:

0, sigr# gig;-

Cada renglon de .Z; tiene una sola entrada igual a 1 y todas las demas, iguales a 0. Asi, si
g1 = 1, entonces

(L) = {1’ oIk = 595 (2.50)

(Lo =1, sik=i.
(Li)ak = 1, si gr = giga.

(Li)nk =1, si gk = gign-

Podemos calcular la accién de & sobre CG, escribiendo a ¥ € C como un vector columna,
respecto de la base {é,,,€4,, - ,€q, }:

. T
v = (’Ul V2 s ’Un) .
n
= (L7); =) _(L)jrvr-
k=1
Asi, las entradas del vector % estaran determinadas por la regla de multiplicacién del grupo,
9i95 = Gk-
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Ejemplo 2.4.1 (Representacion regular de un grupo ciclico). Consideremos el grupo ciclico
de n elementos:

Cn - {90a917927 e ,gn_l}a
donde ¢ =1 = g".

Tomando en cuenta que g*g® = g**?, para cualesquiera g*, g* € C,,, veamos que la representa-

cion regular de C), es: [17]
n—1 n—1
Lgk : E ;65 — E 'Uiék+ia
i=0 i=0
siendo los vectores {ép,é1, - ,€,—1} la base canonica de CC,,.

Podemos expresar a la representacion regular como una matriz n X n, cuyas entradas no nulas
son solo (4,7 4 k) para cada i = 1,--- ,n. Es decir,

(ZLyr)ij = 0ji+k-
Si k = 0, entonces £y = 1.

Sik= ]., Lgl : él — éi+1.

0O 1 0 0

0O 0 1 0
:>$q1: R I

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 Vo (%}
0 0 0 (%} V2
fgl'[_f = PPN —
0 0 1 Un—2 Vp_1
1 0 0 Un—1 Vo
Sik= 2, Lg2 : éz — éi+2~
0 0 1 0
0 0 0 0
:>392: R Y
1 0 O 0
0o 1 0 0
y, en este caso,
0 0 1 ce 0 Vo V2
0 0 0 tee 0 (%} V3
Ly = o _
1 0 0 0 Un—2 Vo
0 1 0 0 Un—1 (%}

Podemos seguir aplicando este proceso para encontrar todas las demas matrices regulares

{gqq gi S Cn}
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En particular, las representaciones del grupo ciclico de 3 elementos, C3 = {1, g, g*} son:

100 010 00 1
=01 of, L=(00 1|, L.=[1 0 0
00 1 100 010

Estas matrices permutan de manera ciclica las entradas de un vector ¥ € CC3 = C3, y

representan las transformaciones de rotacion de un triangulo equilatero, como se vio en el Ejemplo
(1.1.8).

Ahora, veremos algunas propiedades que revelan la utilidad de la representacion regular:
Proposiciéon 2.4.1. La representaciéon regular es unitaria.

Dem. Sea L : G —» GL(CQG) la representacion regular de G, siendo CG el espacio vectorial en
correspondencia biyectiva con G, esto es:

CGZ{chég‘gEG, cgec}.
geG

Para simiplificar la notaciéon, denotaremos a cada vector unitario é4 de la base de CG, por g.

Entonces, el producto interno usual en CG esta definido como:

<Z ags | bgg>: S b

geG geG geG

Ahora, consideremos v, w € CG dadas por:

v:Zchh, w:Zkhh.

heG heG

= (Ly() | Lg<w>>=<Lg Zchh> \Lg Zm)>

heG heG
— (X cpran| X i)
ze€G z€G
= Z cgflz(kgflz)*:
zeG

Haciendo el cambio de variable y = g~ 1z, obtenemos:

Z cg-15(kg-15)" = Z cyky

zeG yeG
(S e | X b
yeG yeG
= (vfw).

" (Lg(v) | Lg(w)) = (v|w).

Por la Definiciéon (2.1.11), esto significa que Ly es unitaria, para toda g € G. [ ]

Proposicion 2.4.2. El caracter de la epresentacion regular L : G — CG es:

|G|, sig=1.

xelg) = 0, sig# 1.
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Dem. Supongamos que G es de orden n.

Por la Ecuacion (2.50), sabemos que .Z; = 1, por lo que su caracter es:
n n
xp()=Tr(1)=>_> 6;=n=IG|
i=1j=1

El resto de las matrices {-Z; | g € G} resultan de permutar las filas de 1. Si existiera g # 1 tal que

xr(g) # 0, entonces
(Zy)j; =1, para alguna j € {1,--- ,n}.

Entonces, de acuerdo con la Ecuacién (2.50), g - g; = g, siendo g; el elemento de G que corresponde
a la fila j-ésima. Pero, por la unicidad de la identidad, esto implica que g = 1.

. ()_ |G‘7 sig=1.
SR 0, sig# 1.

Notemos que las representaciones regulares de Cs, introducidas en el Ejemplo (2.4.1), satisfacen:

xo(1)=3=1Cs], xzl9) =0, xr(g°) =0,

Lo cual concuerda con la Proposicion (2.4.2).

Una de las propiedades méas importantes de la representacion regular es que contiene a todas
las representaciones irreducibles y no equivalentes del grupo; més atun, el nimero de veces que
cada representacion irreducible aparece en la descomposicién de L, es igual al grado de dicha
representacion.

Teorema 2.4.3. Sean G un grupo de orden n y {o!,¢? -+ ©°} un conjunto completo de repre-
sentaciones irreducibles y no equivalentes de G.
Si d; es el grado de la representacién ¢/, para cada j =1,--- s, entonces

L~dipr @do® @ - @ dgy®.

Es decir, cada ¢’ aparece d; veces en la descomposicién de la representacion regular de G.
Ademas,
di+d3+--+d=n.

Dem. De acuerdo con el Teorema (2.1.5), L es irreducible o completamente reducible.

Si L es irreducible, entonces no existe subespacio no trivial V' < CG que sea G-invariante respecto de
L. Sin embargo, consideremos el subespacio generado por ¥/ = ég; + €g, + -+ + é4,,:

Co= {cZéch € (C}
=1

y veamos que:
n
Ly, (ct) = cLyg, <Z é9i>
i=1
n
= CZ €g;9;

—> Lg,(c0) € C¥, V g; €G, c€C.
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Por lo tanto, C¥ es un subespacio G-invariante respecto de L, por lo que L debe ser completamente
reducible.

Sean {p!,p2,---,©°} las representaciones irreducibles de G, y sean {x1, X2, ,Xs} Sus respectivos
caracteres. Entonces,

L~mip' @mep? @ - @ msp®, conmi,ma, - ,ms €N,

Tomando en cuenta los Teoremas (2.3.6) y (2.4.2), hallamos las multiplicidades m;:

m; = (xL|xj)

=L S @@

Gl ;=2

- éxm) I (D)
= %TT(H)

= dj,
pues d; es el grado de la representacion 7, por lo que 1 es de tamafio j x j.
L~ dipt ®de? @ B dsg®.

Ahora, evaluemos x, en la identidad:

xr(1) = dix1(1) +dax2(1) + - dsxs(1)
= |[Gl=di +d3+---+di.

S
s 2
Sn = E d;.

Jj=1

De acuerdo con el teorema anterior, es posible obtener todas las representaciones irreducibles
y no equivalentes de un grupo finito, reduciendo la representaciéon regular en sus componentes.

Con una eleccién apropiada de base, las matrices .Z; pueden llevarse a una forma de bloques
diagonales: el primer bloque seré la representacién trivial. Los siguientes dy bloques corresponderan
a la representacion ¢?; los siguientes ds, a 3, y asi sucesivamente.

1 0 0 0 0
0 2 0 -~ 0 0

2 ...
|00
0 0 0 - ¢ 0
0 0 0 - 0 ¢

Asi, la forma diagonal de & tiene 1 + da + - - - + d bloques.

Ejemplo 2.4.2. Retomemos la representacion regular de Cs, introducida en el Ejemplo (2.4.1).
Como toda representacion regular, L : C3 — CC3 es reducible; esto significa que existen
subespacios de CC3 que son invariantes respecto de L.

i. Consideremos el subespacio generado por v1 = €1 + €4 + €g2:

Coq = {k(é1 + é4 + é,2) | k € C} < CCs.
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Tomando kv, € Cvy arbitrario, vemos que:

Ly(ki) = kLy(61 4 & + é42) = k(&g + g2 + &1) = kol
Ly (ki) = kLg2 (61 + €9 + 842) = k(ég2 + &1 + 64) = kui.

Por lo tanto, Cv; es Cs-invariante respecto de L. [17]

ii. Ahora, consideremos el subespacio generado por vy, = é; + wéy + w2ég2, siendo w una raiz
ctbica de la unidad:

Cug, = {p(é1 +wéy +w?é,2) | p € C} < CCs.

Tomando en cuenta que:
— 6127r/37
w2 — 61471'/3’
wS — 6167r/3 — 61271' =1,

: w*l — 672271'/3 — 672271'/3616#/3 _ 6z47r/3 _ w2

)

vemos que:
Ly(pu) = pLg(é1 + wéy + w?éy2)
= p(ég + wé,e + w?éy)

= pw H(é1 + wéy +w?é,2) € Cu,,.

L2 (pvs,) = pLy2 (61 + wéy + w?éye)
= p(ég2 + wé1 + w?éy)

= pw(é1 + wéy + w?é,z) € Cu,.

Por lo tanto, Cv;, es Cs-invariante respecto de L.

iii. Por tltimo, consideremos el subespacio generado por vz = é1 + w?é, + w4égz:
Cuge = {q(é1 + w?éy + w'éy2) | ¢ € C} < CCs.

Tomando en cuenta que:

OJ4 — ezSTr/3 — 6127r/36167r/3 =w,

OJ5 _ 611071'/3 — 61471'/36167r/3 _ UJ2,

vemos que:

Lg(pv3z) = pLg(é1 + w?éy + wéy2)
= p(ég +w?éy2 +w'éy)

= pw(ér +w?éy +w'é,2) € Cuge.
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L2 (pvge) = pLg2 (é1 + wQég + w4ég2)
= p(é,2 +w?ér +w'éy)

= pw?(é1 +w?éy +whéy2) € CuJa.

Por lo tanto, Cv_2 es Cs-invariante respecto de L.

Los subespacios Cvi, Cvg,, Cvg2 son unidimensionales, por lo que las subrepresentaciones que
resulten de restringir L a cada Cv; seran irreducibles.

Ademas, v1,v,,, v,2 son linealmente independientes, por lo que podemos ver que:
CC5 = Cuv1 x Cy, x Cuge.
Denotando por L’ a la representacion regular restringida a Cvj}, tenemos:
Le~L'e el

Entonces, existe una transformacion T : CC3 — CC3 tal que T‘ngT = Lé ® Ly L‘;Z, para
toda g € Cs.

Es un resultado del algebra lineal que la matriz de diagonalizacién de L, esta formada por
los eigenvectores de L, [22].

Como ya vimos, (1,1,1), (1,w,w?) y (1,w? w*) son los eigenvectores de L, y de L2, por lo que
la matriz de diagonalizacion es:

1 1 1
T=11 w w?
1 w? w
w—w w-—w w?-w
:9_1:# w—w w—1 1-—w?
3w? — 3w

w—w 1—-w? w-1

wsz wsz wsz

01 0 1 1 1
:>§7ng90< w—w w—-1 1-—w? 0 0 1 1 w w?
w—w 1—-w? w-1 1 0 0 1 w? w
3w? — 3w 0 0
= 0 3 — 3w? 0
0 0 3w—3
1 0 0 L, 0 0
T Ly T =0 w1 0|=[0 Ly 0
0 0 w? 0 0 L

De igual manera,
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w—w Wwr-w w?-w 0 0 1 1 1 1
yfngzﬂcx w—w w—-1 1-—w? 1 00 1 w w?
w—w 1—w? w-1 01 0 1 w? Wt
3w? — 3w 0 0
= 0 3w—3 0
0 0 3 — 3w?
1 0 0 LY, 0 0
T WpT =0 w? 0 =[O0 L% o
0 0 —-w?-1 0 0 L

Q

En algunos textos, las subrepresentaciones irreducibles de la Representaciéon Regular L son
llamadas ideales (ideals), y estan definidas sobre los subespacios de CG generados por vectores
llamados idempotentes (idempotents) [3]. Asi, las constituyentes L', L?, L3 de L en el ejemplo
anterior son los ideales de C3 y acttan sobre los subespacios generados por los idempotentes
V1, Uy Vo2«

2.5. Tablas de Young

Para concluir el capitulo, revisaremos una herramienta combinatorial, introducida por Alfred
Young en 1900, que nos permite representar al grupo simétrico S,, y al grupo general lineal GL,,.

Los diagramas y las tablas de Young son ampliamente usadas en las areas de fisica de particu-
las, quimica cuantica y estado soélido. Nos permiten conocer la dimensién de una representacion,
asi como encontrar todas las representaciones irreducibles de los subgrupos de GL,, que més se
emplean en fisica: SO, y SU,.

El proposito de esta seccion es conocer las definiciones y técnicas basicas para escribir tablas
de Young, y asi aplicarlas en el estudio de grupos concretos.

Definicién 2.5.1. Una particién de n € N es una tupla A = (A1, Ag, -+, \j), con A1, Ag, -+ ;N €
N, que satisface:

A Z A2 2N 2 A
)\1+)\2++)\l:n

Es decir, si A es una particiéon de n, entonces A es una tupla de nimeros naturales ordenados
de forma descendente, cuya suma es igual a n. En este caso, escribimos:

AEn.
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Por ejemplo, si n = 6, entonces (2,2,1,1) es una particiéon de n, pues:
2>2>1>1 AN 24241+1=6.

Por otro lado, si n = 4, entonces (3, 1) es una particiéon de n, pero (1,2,1) no es una particién
de n, pues no esta ordenada de forma descendente.

Ahora, consideremos el grupo simétrico S,,. Como vimos en la seccion (1.4), toda permutacion
o € S, puede escribirse como un producto de ciclos disjuntos:

o=p1B2 B, (2.51)

Donde cada ciclo §; tiene longitud A;. Esto motiva la siguiente:

Definicion 2.5.2. Sea ¢ una permutacion en S, cuya factorizacion en ciclos disjuntos esta dada
por la Ecuacion (2.51). Entonces, podemos asignar a ¢ una particion:

A(o) = (A1, A2, 5 A1),
donde las \; corresponden a las longitudes de los ciclos de o, escritos en orden descendente.

Entonces, a A(o) se le llama tipo de ciclo de o.

Es necesario que incluyamos los ciclos de longitud 1 en la factorizacion (2.51) para
que, efectivamente, A(o) - n. De lo contrario, no se cumpliria que A\; + A + -+ + A, = n.

Ejemplo 2.5.1. Consideremos el grupo S5, que consta de 5! = 120 permutaciones.
Encontraremos los tipos de ciclo de algunas permutaciones en particular, denotando por A; a
la tupla A(o;):

o1=(1 2)(5 3 4) = A1 =(3,2).

o2=(1 2 3)=(1 2 3)(4)() = A2=(3,1,1).
o5=(1 2 3 4 5) = Az=(5).

or=(1 2)(3 49)=(1 2)(3 4) () = Ar=(2,2,1).

Notemos que el tipo de ciclo es una particién que se obtiene de manera natural para cada
permutacion o € S,. Esto indica que la relacion ¢ — A es inyectiva, pero no siempre sera sobre-
yectiva, pues dos particiones con la misma estructura de ciclo seran asignadas a la misma particion.

En la seccion (1.4), vimos que dos permutaciones son conjugadas si y solo si tienen la misma
estructura de ciclo. Como consecuencia de esto, tenemos el siguiente:
Proposicién 2.5.1. Sean o, 7 € S,,. Entonces,
o=p1pt = Alo) = A(7). (2.52)

Esto implica que A es constante en las clases de conjugacion y que el namero de represen-
taciones irreducibles y no equivalentes de S,, es igual al nimero de particiones de n.

La Ecuacion (2.52) se sigue del hecho de que o y 7 tienen la misma estructura de ciclo, y A
sblo depende de las longitudes de los ciclos que aparecen en sus factorizaciones.
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Ademas, si (1,(2, - ,(s son las clases de equivalencia de S, entonces existe al menos una
representacion irreducible ¢’ en cada (;, por los Teoremas (2.1.6), (2.1.5). Por lo tanto, la relacion
entre representaciones irreducibles de S,, y particiones de n es biyectiva:

HA(o) | o€ Su} = [{e', -+, | ¢ esirreducible A ¢/ € (;}| = s.

Comunmente, las particiones de un natural n se representan mediante diagramas de n
cuadrados.

Definicion 2.5.3. Sea A = (A1, Ao, -+, \;) una particion de n. Entonces, llamamos diagrama
de Young de ) al diagrama de n cuadrados acomodados en [ filas, donde la fila i-ésima consta
de \; cuadrados.

El diagrama de Young de cada particion es tinico. Es decir, cualquier diagrama que conste de
n cuadrados en [ filas, acomodados de manera que el nimero de cuadrados en cada fila sea no
creciente (de arriba hacia abajo), es el diagrama de Young de una tnica particion de n.

Por lo tanto, es posible hallar un diagrama a partir de su particién asociada, o una particiéon a
partir de su respectivo diagrama.

Ejemplo 2.5.2.

i. Consideremos la particion A = (3,1) de n = 4. Su diagrama de Young tendra tres cuadrados
en la primera fila y un cuadro en la segunda:

[ ]

ii. Ahora, encontremos la particion correspondiente al siguiente diagrama de Young:

[ ]

Veamos que el nimero total de cuadrados es n = 7; la primera fila tiene Ay = 4 cuadrados,
la segunda tiene Ao = 2, y la tercera tiene A3 = 1. Por lo tanto,

A=(4,2,1)F7

Es la particion que corresponde a este diagrama.

Definicion 2.5.4. Si A F n, entonces llamamos particion conjugada de )\ a la particiéon cuyo
diagrama de Young es el traspuesto del diagrama de X, y la denotamos por A’

Es decir, el diagrama de AT se obtiene intercambiando las filas y las columnas de .

Ejemplo 2.5.3. Encontremos las conjugadas de las particiones del Ejemplo (2.5.2).
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i. Llamemos A;; al cuadrado en la fila i-ésima y la columna j-ésima del diagrama de A. Entonces,
Aj; serdn las entradas del diagrama de AT,

)= P )\12|)\13‘ 2T P
A21 A12

. s

Por lo tanto, AT = (2,1, 1) es la conjugada de A = (3,1). Notemos que, si A es una particion
de n, AT también.

ii. Ahora, encontremos la particién conjugada de A = (4,2,1):

5 = ParPaoPasPa] 7 PaiPaia
)\21 )\22 )\12 >\22
Pa1] s

g

Por lo tanto, AT = (3,2,1,1).

Con el propésito de comparar las diferentes particiones de un ntmero, inducimos un criterio
de orden:

Definiciéon 2.5.5 (Orden de dominacién). Dadas 2 particiones A, u F n, decimos que A
domina a p si, para toda ¢ € N, las primeras ¢ filas del Diagrama de Young de A poseen tantos o
mas cuadrados que las primeras i filas del Diagrama de Young de p.

De ser asi, escribimos A > p.

En otras palabras, si A = (A1, ,A;) y & = (1, - , ftm) son particiones de n, entonces A >
si
Mt >4+, VieN (2.53)

Si i > [, entonces tomamos \; = 0, y si 4 > m, entonces tomamos p; = 0.

Proposiciéon 2.5.2. El orden de dominacién de las particiones tiene las siguientes propiedades:
» Reflexividad: A\ > \.
» Antisimetria: A>p A p > = A =pu.

» Transitividad: A\>py A p>v = A >v.

Ejemplo 2.5.4.

i. Consideremos las siguientes particiones de n = 6:

s=e = | ||

166



Teoria de Representaciones
2.5 Tablas de Young

Parai=1: A1 =5 A 1 =3 = A1 > 1.
Parat=2: A + X2 =6 = 1 + po.
A .

ii. Ahora, consideremos las siguientes particiones de n = T7:

A=(3,3,1) = L op=(4,1,1,1) = | | ‘

Paraizl:/\1=4/\,u1:3:>/\1>,u1.
Parai=2: A1 4+Xo=5 A g1 +pu2s =6 = A + Ay < g1 + po.
Parai:S:)\1+)\2+)\3:6 /\,U/1+/1,2+/1,3:7 — )\1+)\2+>\3>M1+N2+M3.

Por lo tanto, no es posible establecer un orden en estas particiones, pues no se satisface la
Ecuacion (2.53) para toda i.

iii. Las siguientes particiones de n = 4 pueden ordenarse como:

(4) > (3,1) > (2,2) > (2,1,1) > (1,1,1,1).

N >

v

Como ya vimos, es posible obtener un diagrama de Young A(c) a partir de una permutacion
o € S,. Ahora, veremos que es posible representar a la permutaciéon ¢ mediante este tipo de
arreglo.

Definicion 2.5.6. Sea A una particion de n. Entonces, una tabla de Young de forma A
0 A-tabla es un arreglo obtenido al acomodar los numeros {1,2,---,n} en los cuadrados del
diagrama de Young de A.

Existen n! A-tablas: cada una corresponde a un ordenamiento diferente de {1,2,--- ,n}, es
decir, a una permutacion en S,,.

Ejemplo 2.5.5. Consideremos A = (3,2,1) 6.
Existen 6! = 720 tablas de Young de forma A, que pueden obtenerse al acomodar los nimeros
{1,2,--- ,6} en los cuadrados del siguiente diagrama:

|
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Algunas tablas de Young de forma A son:

3 , ete.

’Cﬁpb»—l

’@ka

’OTOJCT}

Introduciremos un tipo particular de A-tablas, que serdn necesarias para encontrar las
representaciones irreducibles de S,,:

Definicion 2.5.7. Una tabla de Young estandar es aquella cuyas entradas tienen un orden
ascendente en cada una de sus filas y columnas.

Por ejemplo, las unicas tablas de Young estandar para A = (2, 1) son:

1]2 13\_
3 2

En el caso A = (3,3,2,1) F 9, una tabla de Young estéandar es:

1

3 6
7|8

9

y una tabla no estandar es:

311

2

815

7

Como mencionamos al inicio de la seccién, las tablas de Young se usan para representar al
grupo simétrico S, y, por tanto, a cualquier grupo de orden n, ya que, por el Teorema de Cayley,
éste puede insertarse como subgrupo de S, (1.4.8).

Para poder hallar la forma explicita de tales representaciones, serdn necesarias las siguientes
proposiciones (por ahora omitiremos sus pruebas, pues resultan demasiado técnicas):

Proposicion 2.5.3. Sean A\ = (A, Ao, -, N) y = (1, pb2, - - , fbm) Particiones de n.
Si T es una A-tabla y S* es una p-tabla, tales que las entradas en la misma fila de S* estan
localizadas en diferentes columnas de T, entonces podemos hallar una A-tabla U* tal que:

i. Las columnas j-ésimas de T y de U* contienen los mismos elementos, para cada j =
1,2,--- 1.

Esto significa que cada columna de U* se puede obtener permutando los elementos en cada,
columna de 7.
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ii. Las entradas de las primeras i filas de S* pertenecen a las primeras i filas de U*, para cada
1=1,2,---,m.

Tlustremos esta Proposicién con un ejemplo:

Ejemplo 2.5.6. Sean A\, i 8 y T*, S* tablas de forma A, y, dadas por:

r |8 4|2|7\ Su:123|4\.
1 ’ 5
a dE

Notemos que ningtn par de elementos en la misma fila de S* pertenece a la misma columna
de T*.
Ahora, ;jcomo encontramos la tabla U*?

Debemos permutar los elementos de la misma columna de 7% de manera apropiada, para que
las primeras i filas de U tengan los mismos elementos que las primeras i filas de S*.

Para la primera fila (i = 1), intercambiamos 1 +— 8, 3 +— 5.
Para la segunda fila (i = 2), intercambiamos 6 «— 8.

| L[8[4]2]7] _,[1]s]a[2]7]

’CT:OO»—!

’OOU:!—‘

i2]7]

’OOCh»—A

La principal aplicacién de la proposicion anterior es el siguiente criterio de orden:

Lema 2.5.4 (Lema de dominacién). Sean \ y p particiones de n y sean T?, S* Tablas de
Young de formas A y p, respectivamente.

Si los ntimeros en la misma fila de S* estan localizados en columnas diferentes de T, entonces
A > .

Dem. Sean A = (A1, A2, ,\) y = (1,42, -+ , 4m). Por la Proposicién (2.5.3), podemos encon-
trar una A-tabla Uy, tal que las entradas de las primeras i filas de S, estén en las primeras 4 filas de Uy.

Como A1 + A2 + - -+ A\; es el numero de entradas en las primeras ¢ filas de Uy y p1 + po + -« - p; es el
numero de entradas en las primeras i filas de S),, tenemos:
AMA+A+ N >p1r+p2+--p, paracadai=1,2,--- ,m.
LA,

Por la Definicion (2.5.5). ]

169



Teoria de Representaciones
2.5 Tablas de Young

Si A F n, entonces S, actiia sobre el conjunto de A-tablas. Asi, denotamos por o7 a la tabla
que resulta de aplicar ¢ a las entradas de T

Por ejemplo:
r=|13][4] -39

3[2]4]
1

I

Es decir, si T;; es el valor del cuadro j-ésimo en la fila i-ésima, entonces o(T;;) sera el valor de
ol en esa posicion.

Ahora, consideremos X C {1,2,---,n}. Entonces, Sx es el subgrupo de S, que permuta a
los elementos de X y fija todos los que estan fuera de X. Por ejemplo, S(z 33 = {(1),(23)} es el
subgrupo de S,, que fija {1,4,5,--- ,n}.

Tomando esto en cuenta, formulamos la siguiente:

Definicion 2.5.8. Sea T una Tabla de Young. Entonces, llamamos estabilizador de columna
de T al subgrupo de S,, que consta de todas las permutaciones que preservan las columnas de T,
y lo denotamos por Cr.

Es decir, o € Or siy solo si o(i) pertenece a la misma columna que i, para cada i =1,2,--- ,n.

De manera analoga, definimos al estabilizador de fila de T' como el subgrupo de S,, que
consta de todas las permutaciones que preservan las filas de T, y lo denotamos por Fr.

3|7

Ejemplo 2.5.7. Sea T = . Entonces, los subgrupos de S7 que preservan las columnas

de T son:

Sprazy ={(1), (142), (124), (14), (42), (12)}.
Sgzser = {(1), (356), (365), (35), (36), (56)}

Sgry = (1).
= Or = S{1.4.2) X 5356}

|Cr| = 571,423 115¢3,5.63] = 36.

De la misma manera, se puede ver que los subgrupos de S7 que preservan las filas de T' son
3{1,3,7}, 5{4,5} y 5{2,6}, por lo que:

Fr = S{137) X Sqa5y X Sq2.6},
|Fr| = (31)(2)(2!) = 24.

Ahora veremos que es posible agrupar las A-tablas de acuerdo a un criterio de equivalencia, el
cual nos permitiré desarrollar el resto de la seccion.
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Definiciéon 2.5.9 (Equivalencia de A-tablas). Sean 77,7 Tablas de Young de forma A, cuyas
entradas en cada fila son iguales; es decir, T» puede obtenerse de T; reordenando los nimeros en

sus filas.
Entonces, decimos que 77 y T3 son equivalentes, y lo denotamos por T7 ~ T5.

Por ejemplo, las siguientes tablas de forma A = (3,2) son equivalentes:

3 3[1]2] 2 |

~

Definicion 2.5.10. Una clase de equivalencia de las A-tablas, dada por la Definicion (2.5.9),

es llamada A-tabloide o tabloide de Forma A.

Denotamos por [T] al tabloide de una tabla T', y por .7 al conjunto de todos los tabloides de
forma A:

[T]={S|S~T}.
T ={[T] | T es una A-tabla}.

Asi, si T es una tabla de forma A = (A1, \a, -+, A;), dada por:

- Ty [Tl -] |- "'Tul’

Toy | Tog| -+ |-+ |-+ Tox,

Ty | Tia | - |Ton,

Entonces escribimos el tabloide asociado a T como:

Ty Tyo Tiz --- T;
] = 11 112 11 s
Ty Top - Tox,
T -+ Ty,
Ademas, denotamos por [T, al tabloide de forma A que tiene los nimeros {1,2,--- ,A;} en la
primera fila, los nameros {A\; + 1,\; +2,--- ;A1 + A2} en la segunda, y, en general, los niimeros
M+ F o+, M+ F o +2, -, A+ Ao A

en la fila i-ésima.
En otras palabras, [T], es el tabloide correspondiente a la tabla que tiene el nimero j en el

cuadro j-ésimo.

Ejemplo 2.5.8.
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i. Consideremos la tabla de forma A = (3,2), dada por:

T = 3

Entonces, [T] (3,2) consta de todas las tablas que tienen los nimeros {1,2,3} en la primera
filay {4,5} en la segunda:

1] [2]1]3]

, .

[T](3,2) =

= [[T]3,2) | = 190,233 |S¢a,53] = (3)(2!) = 24,

pues existen tantas A-tablas equivalentes a T' como permutaciones de {1,2,3} y de {4,5}.

ii. Ahora, consideremos A = (4,2, 1). Entonces,

[T)gon =TT ~ 3]4]

’\101>—~

= | [T}(4,2,1) | = |S(1.2,343 195,63 = (41)(2!) = 48.

Como podemos ver en el ejemplo anterior, si aplicamos todas las permutaciones o € Fr a la
tabla T, siendo Fr el estabilizador de fila de T', obtenemos todos los elementos del tabloide [T7,.
Formalizamos este resultado en la siguiente:

Proposiciéon 2.5.5. Sean A = (A1, A2, -+ ,\;) b n y T una A-tabla. Entonces, el estabilizador
de fila Fr preserva al tabloide [T7].
Esto es:

TelT] N o€ Fr
= oT € [T].

Mas atn, el estabilizador de fila correspondiente a [T, es:

F[T])\ = 5{1’2"" A1} X S{)‘IJFL A1+2, o, Aptagy X X S{)\1+"'+)\L—1+17 A+ N 142, e, n}e

Como Fr < S,,, podemos considerar las clases laterales de Fr en S,,:
oFr ={o7 |1 € Fr}, para cada o € S,,.

A excepcion de la clase lateral identidad, las clases laterales de Fp en S, si permutan a las
columnas de la tabla Ty, por tanto, no dejan invariantes al tabloide [T7].
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Entonces, podemos obtener todos los tabloides de forma A aplicando o ¢ Fr a la A-tabla T

Es decir, hay tantos A-tabloides como clases laterales de Fr en S,,.

Ademas, notemos que existen ;! maneras de permutar los elementos de la primera fila
de T, Ao! maneras de permutar los elementos de la segunda, etc. Por lo tanto, la cantidad de
permutaciones en Fr es Ap!Ag!l--- N\l

Asi, tomando en cuenta el Teorema de Lagrange (1.2.4), tenemos:

_Sal n!
T T Ml

|72

Ejemplo 2.5.9. Volvamos a considerar el tabloide [T](s,z) del Ejemplo (2.5.8), que es invariante
ante:

Fr = 5{1’2’3} X 5{475} < 55.

Tomando T = 2|1 ‘

€ [T)3) y o =(12)(45) € Fr, vemos que:

ol = 2‘

~T = oT €T3, -

Otro tabloide de forma A = (3,2) es la clase de equivalencia de:

v-l4]2]5]
3
— w={u [2][5]4] [2[4]5] .

Podemos hallar el nimero de A-tabloides con:

|§(3,2)| _ |S5‘ _ 5!

R IR ETIC R

Las clases laterales de Frr en S5 son de la forma:
TFr = {70 | 7 permuta las filas de T y o las fija}.

Por ejemplo, una clase lateral de Frr en S5 es (1 2 4) Fp. Tomando (1 2 4)(1 2)(4 5) € (124) Fr,
vemos que:

(124)(12)45)T =(124) 3|1 2]_[3]2 4‘¢[T](372).
4

Finalmente, fijémonos en 2 tablas U ~ U’ € [U]:
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r—ag A28 [1]a]5]
1 3
U = (124)] 2 5]_|4[1]5]
23

= 17U ~ 17U’ € [rU].

Generalizamos este resultado para dos tablas equivalentes cualesquiera en la siguiente proposi-
cion:

Proposicion 2.5.6. Sean T y T5 tablas de Young equivalentes. Entonces, 017 ~ o715, para toda
o€S,.
Ademas, S, acttia en el conjunto de A-tabloides .7* como:

o [T] = [6T] = Clase de equivalencia de oT.
Recordemos que toda representacion de un grupo debe actuar sobre un espacio vectorial. Para

definir las representaciones de nuestro interés, sera necesario construir un espacio vectorial a partir
de los A-tabloides:

Proposicién 2.5.7. Sea T = {[T1], T3], , [T)n]} el conjunto de tabloides de forma ). Enton-
ces, el conjunto de combinaciones lineales de tipo:

cr [T+ e [To]+ -+ em [Tm], con ey, e, - em € C,

forma un espacio vectorial, al que denotamos por .#Z* 6 C.7*.
Asi, .#* es un espacio de dimensién m, con base 7> = {[T1],[T»], - , [Tim]}-

En algunos textos, .Z* es llamado médulo de permutaciones correspondiente a ), pues,
formalmente, se trata de un modulo sobre el anillo de los nimeros complejos.

Proposiciéon 2.5.8. Si A F n, entonces el homomorfismo ¢* : S,, — GL(.#?) dado por:
¢y [T — o [T] = [oT)

es una representaciéon de S, sobre el espacio de tabloides .Z*.

Es decir, ¢ asigna a cada o € S,, una transformacion lineal que permuta a los tabloides en
T
Podemos probar que, efectivamente, ¢* es una representacion de S,,, pues
A A
@UT([Ti]) = [UTT” =0 [TTl] = Y97 [TZ]
A A A
= ¢ (07) = ¢ (0)p"(7),

para cualesquiera o, 7 € S,,.
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Ejemplo 2.5.10. Consideraremos diferentes particiones de n = 5; cada una proporcionara una
representacion diferente de Ss sobre 7.
» Sean A = (5) y T una (5)-Tabla.

Entonces, existe un sélo (5)-tabloide [T], pues toda permutacion o € Sy preserva la tnica
fila de T. Asi, [T] consta de 5! tablas y .7®) consta de un solo tabloide.

De la misma manera, si A = (n), entonces existe un solo (n)-tabloide, que a su vez cuenta
con n! (n)-tablas:
[[T]] =nl, |7™]|=1.

Por lo tanto, .# (™) es un espacio de dimension 1y ¢(™) es la representacion trivial de S,,,
pues:

= o™ =id.

» Ahora, consideremos A = (4, 1). Entonces, dos (4, 1)-tablas son equivalentes si y solo si tienen
la misma entrada en su segunda fila; por ejemplo:

1 2|3|4\N 1 3|4|2\N 2 4|3|1\N...
5 5 5

Por tanto, la entrada de la segunda fila determina completamente al (4, 1)-tabloide.

Existen 4! tablas en cada tabloide [T] y cinco tabloides en .7 (+1):

Fan_) 1 2 3 4 1 235 1245 1345 2345

) ) ) )

) 4 3 2 1

De la misma manera, si A = (n — 1,1), entonces existen (n — 1)! A-tablas equivalentes y
T (=11 consta de n tabloides, obtenidos al colocar cada i = 1,2,---,n en la segunda fila
de [T7].

Entonces, podemos establecer una biyeccion entre .7(»~11) y el conjunto de naturales
{1,2,--- ,n}. Por tanto,

Dim.#" " =n = 4" "D ~C™

= w(”fl’l) : S, — GL,(C)

o —> S0‘(Tn—1,1)-

Denotando por [T;] al tabloide que tiene el namero ¢ en la segunda fila, vemos que la acciéon
de o sobre . (™~11) esta dada por:

pg ML) = o (T3] = {
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Recordemos que las matrices de permutacion actian sobre la base de C™ como:

é;, sio(i)=j.

Poer) = {e si o (i) = i.

Por lo tanto, ¢*~11) coincide con la representacion estandar de S,, dada por las matrices

de permutacion £, (C).

= Ahora, consideremos A = (3,2). Entonces, los (3, 2)-tabloides son:

3 4 5
[T]l,z = [T]Q,l =

1 2

2 4 5
(1], 3= [T]3 1=

1 3

2 3 5
[T]1,4 = [T]4,1 =

1 4

Cada (3, 2)-tabloide cuenta con (3!)(2!) = 12 tablas.

Ademas, la eleccion de dos elementos de {1,2,3,4,5} determina a cada tabloide y

[T;; = [T];;, por lo que existen 1(3) = 10 tabloides de forma (3,2).

En general, si A = (n — 2,2), entonces se puede establecer una biyeccion entre los (n — 2, 2)-
tabloides y los subconjuntos de dos elementos de {1,2,--- ,n}. Asi:

[[T); ;] = (n—2)12!

La accion de ¢("=22) esta dada por:
@S”fQ’Z)([T]M) = [T]k,z ,sio(i) =k A o(j) =1L

- es invariante ante i > si y solo si o(i),0(j) € {i,7}

Asi, [T]m

En conclusién, cada particion A + n brinda una representacion ¢* del grupo simétrico S,,,
asignando a cada o € S,, una transformacion lineal ¢ que actiia sobre los A-tabloides [T].

Proposicién 2.5.9. Las representaciones {p* : S, — GL(.#*) | A\ - n} son unitarias.
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Dem. Recordemos que una representacion sobre V es unitaria si y sélo si preserva el producto
interno de V.

Podemos definir un producto interno sobre .#* = C.7*, que coincida con el producto (2.32):

(sh = 51 X o

ocESy

con [T, [S] € T,

> @) [ s)]

oESy

Z 7o [T] (o [S])*

ocESy

=5 2 F0is)’

TESy

= ([T11[SD,

= (22 (TN ([S)) |s |

ISnI

haciendo el cambio de variable m = 70.

Por lo tanto, ¢ es una representaciéon unitaria, para toda \ - n. |

En general, las representaciones {¢* | A\ = n} no son irreducibles; sin embargo, es posible
hallar su descomposicién en constituyentes irreducibles. Para ello, generaremos un subespacio
S,,-invariante a partir de ciertos elementos de .#*.

Definicion 2.5.11. Sean A, p particiones de n, T una A-tabla y S una p-tabla. Entonces, definimos
la transformacion lineal Ap : A" — A" como:

Ar = Z sgn(o)ph.

oeCr
— Ap([S]) = > sgn(o)eh([S]) = > sgn(o) [0S].
oeCr oceCr

En particular, si A\ = p, entonces llamamos politabloide asociado a T a la imagen de [T
bajo Ar, y lo denotamos por E7:

Er:=Ar([T) = Y sgn(o)ep(IT) = Y sgn(o) [0T].

oeCr oceCr

Notemos que Er € .#*, para toda A-tabla T

Ejemplo 2.5.11. Sean A = (4,1) y 4 = (3,2), y sean T'y S tablas de forma A y p, respectivamente,
dadas por:

r—2[3[4]5] g_[2[3]4
1
2 3 45 2 3 4
— [T] = , [81=
1 5 1
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El estabilizador de columna Cr consta de dos permutaciones: Cr = Sgy 01 = {(1), (1 2)}.

— A(S) = S sgn(0)ePA(IS))

O'ES{LQ}

= @) [S]=(12)[5]

_ 234 134 _ 6y
5 1 5 2

Por otro lado,

Er= Y sgn(o)eS"M (1))
o€S(1,2y
=T -@2)[T]
_ 2345 1345 _ un
1 2

Como Ar y Er son transformaciones lineales sobre .#* y .#*, respectivamente, podemos
multiplicarlas por las transformaciones ¢* y ). Particularmente, el producto de ¢} con Er tiene
la siguiente propiedad:

Proposicién 2.5.10. Si A - n, T es una M-tabla y o € S,,, entonces ) (Er) = E 7.

Dem. Sean X; = {i1,i2, - ,%r} las entradas de la columna i-ésima de T'.

Si o(iu) = iv, entonces o coloca al nimero ¢, en el cuadro donde se ubicaba 7. Por tanto, o(X;) son
las entradas de la columna i-ésima de o7

Ahora, supongamos que 7 € Cr. Entonces,
T(Xi) = X;
= o100 Y(0X;) = o7(X;) =0 X;
= ool € Curp
— Cor = oCTafl, Voé€eSh.
Pues 7 € Cr y 0 € Sy son arbitrarias.

Ahora, veamos que:

ooAr = ¢) ( > Sgn(ﬂ)%*r>

weCrp

> sgn(m)eren
weCrp

> sgn(oT mo)ede
weCor

D sgn(o”tmo)e)  1pnes
weCyr

< > sgn(ﬂ)%) v

weCor

= Ao‘T‘Pé7
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Donde se tomé en cuenta que ¢ es un homomorfismo y que o~ '7o y 7 tienen la misma estructura
de ciclo.

Evaluando en un A-tabloide [T7:
¢o AT ([T]) = Aoy (IT])
— ¢y(Br) = Aor([oT)) = Eor
S ¢o(Br) = Eor.

Tlustremos la proposicién anterior con un ejemplo:

Ejemplo 2.5.12. Sea T una (4, 2)-tabla, dada por: 3 | 4 ‘ .

is]2],

Consideremos o = (2 4)(1 6) € Sg. Entonces, oT =

El estabilizador de columna de T consta de las permutaciones en {1,5} y en {2,6}. Por otro
lado, el estabilizador de columna de Cyr consta de las permutaciones en {6,5} y en {4,1}.

Calculemos el politabloide asociado a T

Er = > sgn(m)m [T]

mES[1,5} XS{2,6}
=W [T]=15)[T]-(26)[T]+ (15)(26)[T]

= ¢y(Br) = (24)(16)Er

_ 2346 2345 1236 _ 12335
4 5 4 6
Ahora, calculemos el politabloide asociado a oT"
Br= Y sgu(moT)

7\'68{5,6}><S{1'4}
= @) [0T] = (56)[0T] = [0T](14) + (56)(1 4) [oT]
:2346_2345_12636+1235

1 5 1 6 4 5 4 6

Notemos que este resultado coincide con ¢ (Er).

Wg\-(ET) = EO'T'
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Con la Definicion (2.5.11) y la Proposicion (2.5.10), podemos definir una subrepresentacion de

o

Definicién 2.5.12 (Representacién de Sprecht). Sea A\ - n y sea & el subespacio de .#*
generado por los politabloides E7, con T una A-tabla; es decir:

& = {ZCiETi | ci € C A T; es una )\—Tabla} .
Entonces, llamamos representacién de Sprecht asociada a A, a la representaciéon de 5,, dada
por:
Y i S, — GL(E)
o5, con Yp(Br) = Eqr.

Es decir, ¥ es la representacion ¢*, restringida a &*.

Teorema 2.5.11. El espacio vectorial & es un subespacio S,-invariante de .#Z?*, respecto de 1)*.
Por lo tanto, la representacién de Sprecht ¢* es una subrepresentacion de ¢*.

Dem. Consideremos o € Sy, y ¥ € &*. Entonces, existen c¢i, ca, - -- € C tales que:
U= Z CiET.
i
= () =Y i) (BEr,) =Y Eor, € 6.

7 7

— Im [wg] CEN Y oe Sy,

Por lo tanto, &* es Sp-invariante respecto de ¥ y, de acuerdo con la Definicion (2.1.8), ¢* es una
subrepresentacion de . ]

Veamos algunos ejemplos para familiarizarnos con las representaciones de Sprecht:

Ejemplo 2.5.13.

= Representacion trivial

Consideremos A = (n). Como vimos en el Ejemplo (2.5.10), existe un solo (n)-tabloide, pues
todas las (n)-tablas son equivalentes:

Er =Y sgn(o)[oT] = [T].
ceCr

— " (Ep) = E;r = Ep, Vo €5,.
L™ = ™ = 4.

Por lo tanto, 1)("™) es la representacion trivial y, evidentemente, es irreducible.
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= Representacion alternante

Consideremos A = (1™) := (1,1,--- ,1) F n. En este caso, cada (1™)-tabla forma un tabloide
por si sola.

Es posible obtener todos los (1™)-tabloides a partir de la tabla T , aplicando todas

las permutaciones o € S, a T'. Por ejemplo:

(i )T = (i j)—=]"]
i) [
7 [
n| |n]

Es decir, {oT | o € Sy} es el conjunto de todos los (1™)-tabloides.

Ademsés, veamos que todas las permutaciones o € S,, preservan la tnica columna de T', por
lo que Cr = S, y Er es la suma de todas las (1™)-tablas, multiplicadas por el signo de la
permutacion con la que se obtienen.

Si T' es otra (1™)-tabla, entonces:

Er = Z sgn(o)o [T] N Ep = Z sgn(o)o [T"].
oESy oESy

— Ep =+FE7.

Es decir, B+ = E7 si el numero de trasposiciones necesarias para obtener T a partir de T’
es par, y B = —FEqp/ si es impar.

= " (Br) = Eor = B, ! sgn(o) =1 (2.54)
—Er, sisgn(o)=-1.
™ o — sgn(o). (2.55)

Es decir, ©(") es la representacion de signo o representacion alternante, que también es de
grado 1 e irreducible.

Por ejemplo, sin=3y T = , entonces:
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Er = Z sgn(m)m [T

TES3
MT =T - A3)[T]=23)[T]+(123)[T]+ (13 2)[T]

Aplicando o = (1 2) a Er, obtenemos:

Y (Br) = Bor = Y sgn(m)m [0T]
TESs

=0T — (12)0T — (13)0T — (23)0T + (12 3)0T + (13 2)0T

De la misma manera, podemos ver que ¢$1’1’1)(ET) = Ep, con 7 = (12 3). Mas atn,

1/1(1’1’1)(ET) _ Er, si o es un 3-Ciclo o la identidad.
7 —FE7, sio esun 2-Ciclo.

= Representaciéon estandar

Sea A = (n—1,1). Como probamos en el Ejemplo (2.5.10), ¢ coincide con la representacion
estandar de S,,, expresada mediante matrices de permutacion.

Sin embargo, estas matrices suelen ser reducibles: encontrando una base apropiada, pueden
expresarse en forma de bloques diagonales, donde cada bloque es una constituyente irredu-
cible.

Consideremos la (n — 1,1)-Tabla T} = 1]2 | ' | " ‘ ,con i € {1,---,n}. Las tnicas per-

7

mutaciones que preservan las columnas de T; son (1) y (1 7); de la misma manera:

pi—|d]alb]
ol

cJw]| Cri ={(1), (G )}

Con j,a, -+ ,we{l,--- ,n}.

El (n — 1,1)-tabloide [T;] est& constituido por todas las (n — 1,1)-tablas T}, T2, - - -
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Denotando por Ef al politabloide correspondiente a Tij , tenemos:

El = Z sgn(m)m [T;]
‘n'ECTg
=M [T] -G J)[T]
= [Ti] - [13].
= B} =-E.

Ahora, consideremos o € S, y veamos que

[T;], siofijaaj.

o)) = {[Tk], si o(i) = k.

— o [T~ o1}
[Ti]_[Tj}:E'ij7 siofijaaiyaj.

_ [Ti]_[Tk}:Ef, siofijaaiyo(j)=k.
[T) - [T;] = E], sio(i)=1lyofijaaj.
[T)] — [Tx] = EF, sio(i)=1yo(j) =k

Por ejemplo, si n = 3, entonces los (2, 1)-tabloides son:

2 1
3 D] = 3
1 2

[Th] = VRIS

Calculemos el politabloide asociado a T3 € [T3):

E§: Z sgn(m)m [T3)

7TECT§

=) [T5] = (1 3) [T5]

1 2 3 2
3 1
= [T5] - [T1] .
Ahora, tomando o = (12 3) € Ss:

$PV(BY) = (12 3)([T3] - [T1))

o

|
I
I

e

lea

— B! e Ncleo [W’l)} .
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En general, zp((,Q’l)(Eg) = 0, siempre que o [T;] = o [T}].

Por otro lado, si 7 = (2 3), entonces

(B} = (2 3)([T5] — [T4))

1 3 2 3
2 1

= [Ib] — [Ih] = Ej.

Notemos que, en general, los politabloides {Er | T es una A-tabla} no son linealmente
independientes. Por ejemplo, en el caso de la representacion alternante, dada por A = (1),
tenemos Er, = +E7, para cualesquiera (1")-Tablas T;, T; (Ecuacion 2.54).

Por lo tanto, los politabloides {E7 | T es una A-tabla} no pueden ser una base de &*, a pesar
de generar al espacio; sin embargo, es posible probar que los politabloides correspondientes a
tablas estandar son linealmente independientes.

Teorema 2.5.12. Sea A  n. Entonces, el subconjunto de &* dado por:
{E7 | T es una A-tabla estandar} (2.56)

Es una base de &*.

Para probar este Teorema, es necesario verificar que la cantidad de politabloides estandar (2.56)
es igual a la dimensién de &* y que son linealmente independientes.
Es decir, si 7y es el nimero de A-tablas estandar, entonces

Dim [6] = ry. (2.57)

El namero r), suele ser de gran utilidad porque indica el grado de la representacion de Sprecht
. Mas adelante, formularemos un método para calcularlo, llamado férmula de longitud de gancho
(hook length formula).

Por otro lado, la dimension D, del espacio .#* coincide con el ntimero de A-tabloides
linealmente independientes, y proporciona el grado de ¢*.

Con la siguiente proposicion, podremos hallar Dy para cualquier A - n:

Proposicion 2.5.13. Sea A = (A1, Ag, -+, A;) F n. Entonces,

. AT n!

Dem. .#* es el espacio vectorial generado por los tabloides [T] € T, por tanto, la base de .#Z> es
el conjunto de A-tabloides linealmente independientes.

Ahora, sabemos que hay n! maneras de asignar los ntimeros {1,2,--- ,n} a los cuadrados del diagrama
de Young correspondiente a A\, por lo que existen n! A-tablas diferentes.
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Si consideramos un elemento o del estabilizador de fila de T', tenemos:

o([T:]) = (T3] -

La primera fila de T tiene \; entradas, por lo que existen A1! permutaciones que la preservan; asimismo,

existen \;! permutaciones que preservan la fila i-ésima.

Por lo tanto, el nimero de A-tabloides linealmente independientes ser& el numero total de A-tablas,

dividido entre el nimero de A-tablas equivalentes:

n!

S Dy=—""
VIS WIS

Ejemplo 2.5.14. Como vimos anteriormente, si A = (2, 1), las tnicas A-tablas estandar son:

127T2:13\.
3] 2

T =

= Cn, ={(1),(13)}, Cn, ={(1), (12)}.

= Ep, = Z sgn(o)o [T1] = 12
oeCry i
Br= 3 sgn(o)o(fa) =

O'GCT2

Evidentemente, E1, y E7, son linealmente independientes. Entonces,

T(2,1) = Dim [5)(2’1)} = Grado [w(m)} =2.

Por otro lado, .#®1) es de dimension 3, pues existen 3 (2,1)-tabloides linealmente indepen-

dientes:
ml="2, m=13
3 2

= Grado {4,0(2’1)} =3,

Lo cual coincide con la formula D3 1) = %

2 3
1

De acuerdo con la teoria de caracteres (seccion 2.3), el nimero de representaciones irreducibles
de S, coincide con su numero de clases de conjugacién. A su vez, este namero es igual a la
cantidad de particiones de n, como mencionamos en la Proposicion (2.5.1).

Veremos que las representaciones de Sprecht son un conjunto completo de representaciones
irreducibles de S,,; para ello, debemos probar que no poseen subespacios invariantes y que

existen tantas ¢* diferentes, como particiones A F n.

Antes de ello, sera necesario revisar las siguientes proposiciones:
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Lema 2.5.14. Sean A,y - n, T una A-tabla y S* una u-tabla, tales que Az ([S*]) # 0. Entonces:
A > .

Mas atn, si A = u, entonces:
14TA([SA]) :::tlaTA.

Lema 2.5.15. Sea T una A-tabla. Entonces, la imagen de la transformacion lineal A, restringida
a >, es CEp. Es decir,
AT([Tz]) x Epr, V [’TZ] € M.

Dem. De acuerdo con la Definicion (2.5.11), si g = A, entonces
A]*IA%A ——94?A
[S] > D sgn(o)e3([S).

ogeCg

Si Ar([S]) = 0, entonces A ([S]) € CEr.

Por otro lado, si Ap([S]) # 0, entonces Ap([S]) = £Ep € CEp, por el Lema (2.5.14).

Entonces, la imagen de Ar esta contenida en CEp; también podemos ver facilmente que CEp esta
contenido en la imagen de Ar.
,ﬂIHﬂAT}:ZCET.

Proposicién 2.5.16. Las transformaciones lineales Ap, definidas en (2.5.14), son hermitianas
para toda A-tabla T'.

Dem. Sabemos que una transformacion lineal es hermitiana si y so6lo si coincide con su adjunta.

Sea T una A-tabla. Recordando que ¢* es unitaria, para toda pu - n, y que una permutacion tiene la
misma estructura que su inversa, obtenemos:

Al = 37 sgn(o)et
ceCr

S sgn(o) ()t

oceCr
-1
S sanle e,
oc—leCr
= Ar.

Por lo tanto, Ar es hermitiana, para toda T'.

Lema 2.5.17. Sea A n. Si # es un subespacio S,-invariante de .#Z*, respecto de ¢*, entonces

EXNCYV v ¥ C(EMN

186



Teoria de Representaciones
2.5 Tablas de Young

Dem. Supongamos que ¥ < .#Z> es un subespacio Sy-invariante respecto de ¢*. Es decir,

r(v)EY VoeSp,veY.

Sean T una A-tabla y v € ¥ tales que Ar(v) # 0; entonces,

Ar(v) = Z sgn(o)pr(v) € ¥ NCEr,
oeCr

Pues la imagen de Ap esta contenida en CE7p, por el Lema (2.5.15), y cada término de la sumatoria
pertenece a 7.

Como CEp es un subespacio minimo de .#Z*, tenemos que ¥ N CEr # () (poseen al menos al
elemento neutro). Entonces, Ep € ¥, por la propiedad de cerradura de los espacios vectoriales.

Ahora, notemos que todas las A-tablas pueden obtenerse permutando las entradas de una A-tabla T
en particular:

&N — {Z a;E7, | a; € C A T; es una A—tabla}

7

= E: CUEGT‘COGEC
o€Sy

S e gdBr) | ea € C
oESn

Como cada @) (ET) = Eqr € ¥, esto implica que &> C 7.

Por otro lado, si Ar(v) = 0 para cualquier A-tabla T'y v € ¥, entonces
(lET) = (v|Ar([T])) = (Ar(v)|[T]) =0
= v 1l Ep
= 71L&
= ¥ C (&M,

usando propiedades de las transformaciones hermitianas.

Por lo tanto, todo subespacio Sp-invariante de .#* contiene a §* o esta contenido en (6*)L. u

Teorema 2.5.18. Las representaciones de Sprecht {¢* : S, — GL(&*) | A F n} son irreduci-
bles.

Dem. Supongamos que 1) es reducible, para alguna X\ - n. Entonces, existe un subespacio no trivial
¥ de & que es Syp-invariante respecto de ¢*. Es decir,

YNB)EYV, Yo &Sn,TEY.

Entonces, por el Lema (2.5.17),
EXNCV V¥ (Nt
= v =V yc@EMHtne
—= ¥ =6V ¥ ={0},

contradiciendo que ¥ sea un subespacio no trivial.

Por lo tanto, ¥ es una representacion irreducible de Sy, para toda A F n. ]
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Hemos probado que cada particion A F n brinda una representacion irreducible de S,,. Si las
Y™ correspondientes a diferentes particiones no son equivalentes, entonces forman un conjunto
completo, es decir:

A En}| = [{¢*: S, — GL(&*) | A F n}| = Nam. de representaciones irreducibles de S,,.

Para demostrar esta propiedad, serdn necesarios los siguientes lemas:

Lema 2.5.19. Sean \,uFny f € Mg, (o>, o"); es decir, f es un morfismo de .#Z* a .Z*, tal
que:
foo=¢hf, Vo€ Sy

Si & no esta contenido en el niicleo de f, entonces A > .
Si A\ =y, entonces f|&* es un matliplo escalar del mapeo identidad.

El Lema (2.5.19) brinda un criterio de dominacion: si existe Er € & tal que f(Er) # 0,
entonces A domina a p.
Si A = p, entonces fop* = p*f; es decir, f conmuta con ¢*. En este caso, f(Er) o< Ep.

Teorema 2.5.20. Las representaciones de Sprecht {¢* : S,, — GL(&?) | A F n} son un conjunto
completo de representaciones irreducibles y no equivalentes de S,,.

Dem. Ya probamos que las representaciones de Sprecht son irreducibles.

Para completar la demostracion, veamos que (€)1 es un subespacio Sy-invariante de .#*, respecto
de ¢*. De lo contrario, existirian v € (§*)+ y o € S, tales que ) (v) € &*, pero

= (v|Br) = (¢5(v) | ¢5(E7)) = (p5(v) | Eor),
= ¢5(v) L Egr
= @o(v) € (61"

)L

Entonces, tanto &> como (62)+ son subespacios Sy,-invariantes respecto de ¢*. Por lo tanto, podemos

expresar a L//A Como:
M= EN x (EMF

Ahora, supongamos que A\ y j son particiones de m tales que ¥ ~ H. Entonces, existe f €
M, (¥, ¢+) tal que:
foo =vbf, Vo€ Sn.

El morfismo f esta definido sobre &*, pero podemos extenderlo a .Z*> de la siguiente manera:
foor — e
vtwr— f(v+w) = f(v),

Para cualesquiera v € &, w € ().

Como ) = p2|&* y tanto &> como ()1 son Sy,-invariantes respecto de ¢*, tenemos:
fer(v+w) = foz(v) + fei (w)
FO) + f(w')
f@)
= fpX(v), donde v’ € &> y w' € (6*)*.
= fo5 = U3 =ubf, ¥ o€ Sn.
= f € Ms, (¢ 9H).
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Ademas, notemos que ()L C Nucleo[f]. Entonces, si §* ¢ Nrcleo [f], tenemos que A > pu, por el
Lema (2.5.19).

De la misma manera, ¥* ~ # implica que existe ¢ € Mg, (VH, ) tal que ¢yl = )¢, para toda
o € Sh.

Por ser &, (&)1 subespacios Sp-invariantes de .#*, podemos escribir .#* = &* x (§*)1 y extender
la definiciéon de ¢ como:
b: M — E
z+yr— ¢z +y) = ¢(2),

Conz € &Fyyc€ (8M)*.

= (&*)1 C Nucleo [¢]
= &* ¢ Nucleo [¢]
= u>A

SN~ = A= (2.59)

Por lo tanto, hay tantas representaciones de Sprecht no equivalentes, como particiones distintas de n.
Es decir, {¢* : S — GL(6*) | A n} es un conjunto completo de representaciones irreducibles y
no equivalentes de Sy, . [ |

Como .#* posee subespacios invariantes, la representacién ¢* se puede descomponer en cons-
tituyentes irreducibles. La representacion de Sprecht 1)* debe aparecer una sola vez en esta des-
composicién:

P =mix' @max’ @ @Y @ @myx’

Para hallar la descomposicion de ¢, se requiere de mas conocimientos en combinatoria y teoria
de moédulos. Especificamente, se debe realizar una descomposicion de .#> en médulos e introducir
los nimeros de Kostka [18].

Para quienes deseen profundizar, se recomiendan los articulos Decomposition of Certain
C[Sn]-modules into Specht Modules de Valentina Chapovalova y Young Tableaur de Harry
Rainbird.

Por ahora, enunciamos esta propiedad sin demostracion, pues queda fuera de los propositos de
esta monografia:

Proposicion 2.5.21. Si y - n, entonces la representacion de Sprecht ¢* : S, — GL(&*) es una
constituyente irreducible de ¢* : S, — GL(.#"), con multiplicidad m,, = 1.
Si otra representacion de Sprecht ¢* es una constituyente irreducible de ¢*, entonces A > p.

Ahora, recordemos que el orden de un grupo es igual a la suma de los cuadrados de los grados
de sus representaciones irreducibles (Teorema 2.4.3). Tomando en cuenta que |S,| = n!, tenemos
el siguiente:

Corolario 2.5.22. Sean n € Ny r, el grado de ¢*. Entonces,

> (ra)? =nl (2.60)

AFn

donde se suma sobre todas las particiones de n.
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Para finalizar el capitulo, revisaremos una herramienta que nos permite calcular el gra-
do de las representaciones de Sprecht; este principio es también el que se utiliza en fisica de
particulas para hallar el grado de las representaciones irreducibles de los grupos de Lie SO,, y SU,.

Definicién 2.5.13. Sea A n y sea u un cuadro del diagrama de Young asociado a .

Entonces, definimos el gancho de u como el conjunto de cuadrados ubicados directamente a
la derecha de u, junto con v mismo, mas el nimero de cuadrados ubicados directamente debajo de
.

El namero de cuadrados en el gancho es llamado longitud de gancho de w (hook length), y
se denota por hy(u).

Ejemplo 2.5.15. Sea A = (5,5,4,2,1). Entonces, podemos representar el gancho de un cuadrado
% cOmo:

A= — hy(u) = 6.

En el siguiente diagrama, escribimos las longitudes de gancho correspondientes a cada cuadrado:

o]~
—

’HCOCDOO@

Debemos prestar especial atenciéon al contar las longitudes de gancho de los cuadrados
en el extremo derecho: se incluye al propio u en la cuenta horizontal, pero no en la vertical.

Asi, en el ejemplo anterior, el quinto cuadrado de la primera fila tiene hy = (0 cuadrados a
la derecha) + (1 cuadrado debajo) = 1; pero el cuarto cuadrado de la segunda fila tiene hy = (1
cuadrado a la derecha + si mismo) + (1 cuadro debajo) = 3.

Teorema 2.5.23. Sea A F n y sean {u € A} los cuadrados del diagrama de Young asociado a .

Entonces,
n!

rx = Dim [6*] = o) (2.61)

La Ecuacion (2.61) es llamada féormula de longitud de gancho (hook’s length formula).

Para ilustrar este Teorema, volvamos a considerar la particion del Ejemplo (2.5.15):

A=(55,4,2,1)F 17
17!

= - 4 4 .
0.8-7-62-5-43.32.92.15 3403400

= T\

Por lo tanto, jexisten 3403400 representaciones irreducibles y linealmente independientes
Y™ del grupo simétrico S;7! El resultado no es tan sorprendente si tomamos en cuenta que
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|S17| & 3,557 x 104,

Por ultimo, enunciamos dos férmulas que nos permiten evaluar los caracteres de las represen-
taciones ¢ y ¢*. Al igual que la formula de longitud de gancho, éstas son ttiles en el estudio de
grupos de permutaciones y de grupos de Lie.

Proposicion 2.5.24. Sean A = (A, Ao, -+, A) v u = (w1, p2, -+, ) particiones de n, y sea
o € S, una permutacién cuya estructura de ciclo estd dada por pu; es decir, o es el producto de
un pq-ciclo, un pe-ciclo, etc.

[T + b+ ). (2.62)
i=1
Por otro lado, el caracter de ¥* : S, — GL(&?) evaluado en o, es igual al coeficiente de

xi\1+l71$)\2+l72 . AL

2 --xl en:

m

IT G- ap TG + a4+, (2.63)

1<i<5<l i=1

Las productorias (2.62), (2.63) son funciones generadoras, cuyas variables x; no signi-
fican nada en especial; s6lo fungen como variables auxiliares en la determinacion de los caracteres

de ¢ y ¥).

Para esclarecer el significado de la Proposicién (2.5.24), calculemos los caracteres de ¢* y de
1 sobre cierta permutacién o:

Ejemplo 2.5.16. Sea A = (3,2) - 5. Entonces,

5!

B2 10-

Dim |39 =

Es decir, existen diez tabloides diferentes de forma ‘

Ahora, consideremos o = (1 2 3) € S5. Para hallar el caracter de ©(3:2) sobre o, debemos tomar
en cuenta los 1-ciclos:

o= (123)(4)(5).
= :u1:3a ,u2:1a ILL3:1

)

3,2 . .
El caracter de 5" estard dado por el coeficiente de z3z3 en:

3
[T + a5 = (a3 + a3) (a1 + 22) (21 + 22)
i=1
= x? + Qx%xg + x?m% + w%x‘;’ + 2x1x3 + :vg

X@(?,.z) (1 2 3) =1.

191



Teoria de Representaciones
2.6 Tablas de Young para SU,

Podemos calcular los demas caracteres de ¢®?) en S5 con el mismo procedimiento.

Ahora, calculemos el caracter de la representacion de Sprecht (32 en (123).
Las longitudes de gancho de cada cuadrado u € A son:

431\.

Entonces, sustituyendo en la Ecuacion (2.61):

Dim [5@2)} — (4)(2!)(2) =5

Es decir, existen cinco representaciones de Sprecht linealmente independientes de Ss.

Ahora, debemos obtener el coeficiente de 2572 1227272 = 24232 en la Ecuacion (2.63):

3
T G@i—z) ]G +ab) = (@1 — w2) (2] + a3) (21 + 22) (21 + 22)
1<i<j<2 i=1

6 5 4.2 2.4 5 5 6
=T +T7T2 — (x5 + Xy — X1Ty — T1 Ty — To.

Xw(s,z)(l 2 3) =—1.

2.6. Tablas de Young para SU,

Los mismos principios que hemos usado para hallar las representaciones del grupo simétrico .S,
mediante tablas de Young, son utilizados en fisica de particulas para hallar las representaciones
de SO,, y SU,. Sin embargo, para poder deducir las férmulas que nos permiten hallar las tablas
correspondientes a estos grupos de Lie, requerimos de un mayor conocimiento en analisis tensorial
y del algoritmo de Glebsch-Gordan.

La explicacion rigurosa de esta teoria queda fuera del alcance de esta tesis, pero se puede
estudiar en Lie Algebras in Particle Physics de H. Georgi, e Introduction to Group Theory for
Physicists de M. von Steinkirch.

Por ahora, sb6lo describiremos el procedimiento general para representar al grupo especial
unitario SU, mediante diagramas de Young y calcular los grados de dichas representaciones.
Después, calcularemos explicitamente las representaciones irreducibles de algunos elementos de
SUs.

Sean 9, 1* representaciones de SU,,, que veremos como tensores de rango n. Entonces, éstas
pueden ser representadas mediante diagramas de Young de n cuadros, correspondientes a los
n indices del tensor. Mas atin, los diagramas de Young nos ayudan a descomponer un producto
tensorial ¢ ® 1" en en sus constituyentes irreducibles. [19]
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Recordemos que:

(w/\)ij = (w)\)ji = 9" es un tensor simétrico.

—(¢*)j; = 9™ es un tensor antisimétrico.

—~
<
>
~—
&
I

Para hallar la descomposicion de 1* @ *, se debe realizar una simetrizacion de indices en
cada fila del diagrama y una antisimetrizacion en cada columna.

En fisica, la representacion simétrica o fundamental de SU,, es llamada representacion de
espinor; su diagrama asociado consta de un solo cuadro y su dimension es igual a n:

¢A=@Q~wmz[].

Por su parte, la representaciéon antisimétrica o antifundamental es el tensor dual de ¥ y se
conoce como representacion de espinor dual:

$:¢k:[0a1507“' 30]%H

La notacion [kq, ko, - - - , k,] significa que ¢* corresponde al diagrama que posee k; columnas
de i cuadros. Asi, la representacién fundamental posee una columna de un solo cuadro, y la
antifundamental, una columna de dos cuadros.

La formula para hallar el grado de una representacion irreducible 1»* de SU,, es similar a la
formaula de longitud de gancho (2.61), pero con un numerador distinto:

n+1(n+2)(n+3)---
Hue)\ h/\(u) ’

Grado [1] = dy = ™ (2.64)

donde u € A son los cuadrados del A-diagrama y h*(u) es el gancho de w.

En la bibliografia, se suele llamar dimensidn de ¥* al nimero dy, refiriéndose de
manera indistinta a una representaciéon y al espacio vectorial sobre el que ésta actua.

El numerador en la Ecuacion (2.64) se obtiene colocando los siguientes nimeros en la primera
fila del diagrama: n en el primer cuadro, n + 1 en el segundo, n + 2 en el tercero, etc.

Después, se numera la segunda fila de la misma manera, pero comenzando la cuenta en n — 1:

n n+1ln+2n+3

n—1 n n+1

Entonces, el numerador de (2.64) es el producto de todos los ntimeros anotados en el A-diagrama.
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Por ejemplo:

n n+1 1
A= (2,2) ~ = d) = ﬁn2(n?—1).
n—1 n
n n+1ln+2n+3 1
A=(4)~ = dy\ = ﬂn(n—l—l)(n—i—Q)(n—&—i’)).
n n+1 1
A= (2,1,1) ~ = dy = gn(anl)(an).
n—1
n—2

Enseguida, enlistamos las dimensiones de algunas de las representaciones mas tutiles de SU,,:

Dim D =n.
Dim D:‘ = %n(n +1).

. 1
Dim H = §n(n - 1.

pim|_Js| Jol |
DimD:Ij

Dim

)
o)

Para estudiar sistemas o ensambles de objetos fisicos, se suele representar cada objeto de manera
individual y luego tomar su producto directo o tensorial.

En cuanto a las representaciones de SU,, en diagramas de Young, se deben seguir una serie de
reglas para calcular su producto y su respectiva dimension.

Detallaremos tales reglas a partir de un ejemplo sencillo: [20]

i. Sean ¢* = [1,0,---,0] ~ D y ot =11,1,0,--- ,0] ~ ‘ Entonces, para realizar el

producto, etiquetamos los cuadros de 1* de la siguiente manera:

¢A®¢”%D® a a‘.
b

Es decir, escribimos la misma letra en las filas, que representan indices simétricos, y letras
diferentes en las columnas, que representan indices antisimétricos.
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ii.

iii.

iv.

Nos fijamos en el primer cuadro, de derecha a izquierda, que tiene una a, y lo colocamos al

lado y debajo del primer diagrama D, creando todos los diagramas de Young posibles.

Los diagramas resultantes se sumaran, por lo que reemplazamos el simbolo ® por un simbolo

de suma directa ®:
P R@PH = DE‘@E ®.

Hacemos lo mismo con los siguientes cuadros, empezando con la a y concluyendo con la b.
Si hubiera mas letras, se deberia proceder en el orden a,b,c,---, tomando en cuenta que
primero se acomodan los cuadros simétricos y luego los antisimétricos.

Si obtenemos dos tablas iguales, s6lo las contamos una vez, tomando como iguales las tablas
que tienen la misma configuracion e indices.

— PP = ‘ |a|a‘@ a‘@ a‘ ®E

:‘ |a|b‘e§ a|a‘@ a|b‘@ = a]
b a al|b a

b

Ademés de las tablas repetidas, se deben eliminar aquellas cuyo nimero de b’s llegue a ser,
en cualquier momento, mayor que el niimero de a’s.

Mas precisamente, se deben contar las a’s, b’s, ¢’s, --- del diagrama, empezando por el
primer renglon, de derecha a izquierda, y continuando hacia abajo. Si en cualquier punto de
la cuenta (en cualquier cuadro) el nimero de b’s excede el nimero de a’s, el de ¢’s excede el
de b’s, etc., esa tabla debe anularse.

En este ejemplo, debemos omitir la primera y la tercera tabla, pues la cuenta inicia con una
b; por lo tanto, en el primer cuadro, el nimero de b’s excede el de a’s.

LYt = “|a‘@ Clel 2]
b al|b a

b

Finalmente, hallamos la dimension de cada componente, con la Ecuacion (2.64).

Numeramos las tablas de izquierda a derecha y denotamos por d; al grado de la tabla i-ésima.
Entonces:

g, ="t i).(g.t?)fn - _ S+ 2)(n? ~1).
dy = TL(TL3+ ;)(;_1 1)“ _ %nZ(Tﬁ _ 1)
_nn+1)n—-1)(n-2) 1 9
ds = 1191 =-n(n—2)(n"—1).
. Grado(¥* @ ") = dy © dy ® d3. (2.65)
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Comunmente, la Ecuacion (2.65) se escribe como:

dA(X)d#:dl@dg@dg,

donde dy y d,, son los grados de Y y Y, respectivamente.

Calculemos explicitamente ¢* ® 1*, para el caso n = 3:

En SUs, la representacion fundamental D es de grado 3. La antifundamental también es de
grado 3, pero comiinmente se escribe como 3.

Las columnas de tres cuadros son iguales a la identidad y aquellas con mas de tres cuadros no
estan permitidas, pues es imposible tener méas de tres indices antisimétricos en SUs:

[1,0,0]=D%3; [0,1,0]:H%3; [0,0,1] = ~1;

[0,0,0,1], [0,0,0,0,1], [0,0,0,0,0,1], --- no son representaciones validas.

Por esta razon, podemos representar a todos los tensores de SUs como [a,b], y siempre que
tengamos una columna de tres cuadros, la escribiremos como un 1.

Ahora, calculemos el grado de 9* con la formula (2.64) y los grados di, ds, d3, sustituyendo
n = 3 en el inciso (iv):

d, = Dim = 8.

w
[u—
=

dy =15, dy =6, ds=3.
PP R38=1566® 3.

Una forma de saber si nuestro resultado es correcto, es verificando que el producto escalar dy-d,,
coincida con la suma escalar los grados de las constituyentes irreducibles, dy + ds + - - - + d;,.-
Particularmente, en este ejemplo se cumple que 3-8 =15+ 6 + 3 = 24.

Sabemos que la representacion fundamental en SUs es [1,0] = D ~ 3,y en SU; es
[1] = D ~ 2. Entonces, el producto 3 ® 3 no significa lo mismo en SUs que en SUs,.

.EHSU3I
1,0/ 1,0 :D®D:DH@H.

1 1
:>d1:§n(n+1):6; dgzin(n—l):&
S3®3=6@3.
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e En SUs, D:‘ ~ 3, ~ 1 y las columnas con més de dos elementos no pueden existir.
Entonces:
[2]@[2]:‘ | ‘@‘“|“‘

:(x [Tele \)@
1]

[ |“|“‘@ |a‘@ |a‘@ ®
a a ala a
B o ]

L] Tefalg[ | [a]g,
2]

nn+1)(n+2)(n—1)
4.2

nn+1)(n+2)(n+3)
2

1.3, =3.

= d; = =b5; dy =

L3®3I=50301.
En ambos casos, se cumple que dy -d, = dy +da +---.

Para finalizar, calculamos las representaciones irreducibles del producto [1,1] ® [1,1] en SUs
[21]:
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a

o1

>
S
>
S
>

Numerando las constituyentes irreducibles, obtenemos sus respectivas dimensiones:

dy =27, dy =10, d3 =10, dy =8, ds =8.
S 8®8=2T01001008®8® 1,

donde escribimos 10 para el tercer término porque corresponde al tensor antisimétrico [0, 3].
Podemos notar que, efectivamente, 8- 8 =27+ 10+ 10+ 8 + 8 + 1 = 64.

Asi como calculamos las representaciones de elementos de SUs y SUs, se puede trabajar con
SU,, aplicando de manera sistematica las propiedades y reglas enunciadas en esta seccion.

El procedimiento puede parecer contraintuitivo y causar confusion, pero sera util para todas
aquellas y aquellos que deseen realizar un posgrado en el area de fisica de particulas.
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Epilogo

A pesar de haber dejado muchas cosas en el tintero, el contenido de esta monografia sienta las
bases para quienes quieran enfocarse en cierto grupo o aplicacién. En cuanto a los grupos importan-
tes en fisica, falté mencionar los grupos puntuales y espaciales de los cristales, los grupos de Lorentz
y de Poincaré, importantes en relatividad y gravitaciéon, entre otros. También se tuvieron que dejar
de lado algunos resultados matematicos relevantes, como los Teoremas de Frobenius y de Burnside.

Debo admitir que me llevd bastante tiempo entender los Teoremas de isomorfismos, los grupos
de permutaciones y las tablas de Young; fue precisamente por ello que se les dedicdé una mayor
cantidad de paginas.

A pesar de que las demostraciones de los Teoremas de isomorfismos pueden encontrarse en
varios textos, suelen ser enredadas o imprecisas; el concepto de grupo cociente puede ser muy
confuso, y ain maés, el de cosets de un grupo cociente. Por ello, me pareci6 necesario explicar
detalladamente la notacién y cada paso de las pruebas.

También puede que estos teoremas parezcan demasiado matematicos o irrelevantes para la
fisica, pero es necesario comprenderlos por su generalidad, su relevancia histérica y el nivel de
abstraccion que demandan, una cualidad que prepara a las estudiantes para una formacién mas
avanzada.

Los grupos de permutaciones son ampliamente abordados en un sinfin de libros y articulos; sin
embargo, una cuestién tan simple como la notacién de ciclos y el producto de permutaciones, puede
resultar bastante contraintuitiva. En general, la existencia de una estructura algebraica finita puede
ser dificil de comprender para estudiantes en fisica, pues inmediatamente pensamos en grupos de
transformaciones lineales, campos o espacios vectoriales.

Pienso que, una vez que se entiende a las permutaciones como funciones biyectivas y que se
mira la trascendencia del Lema de reordenamiento, es posible tener una comprensién completa
del concepto de simetria y de los grupos en general.

Finalmente, introduje las tablas de Young como herramientas para representar al grupo de
permutaciones en n letras, pues ese fue su proposito inicial y porque resulta mas intuitivo relacionar
una permutacién o € S, con una tabla de n cuadros.

Las formulas que se emplean para obtener las representaciones de grupos de Lie via tablas de
Young, se deducen a partir del contenido de la seccion (2.5); particularmente, son necesarias las
representaciones de Sprecht y la férmula de longitud de gancho.

Este texto no pudo abarcar mas, pero recomiendo a las lectoras y lectores que continiien con
el estudio de grupos de Lie y algebras de Lie, una vez que se conozcan la teoria de variedades

diferenciables y la herramienta de anélisis tensorial.

Deseo que la lectura de esta tesis haya sido ligera y fructifera, que motive a las y los estudiantes
de fisica a revisar sus bases matemaéticas e incentive la busqueda de nuevas aplicaciones. También
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quiero decirles a mis companeras y compaiferos que trabajar dentro del marco de la fisica mate-
maética puede asemejarse a la siembra de un arbol, cuyos frutos quiza solo veran las generaciones
futuras. Sin embargo, aunque la belleza de la teoria no garantice la paciencia, si proporciona una
lente distinta; y solo desde el lugar de lo distinto han surgido siempre los cambios.
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