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be worth knowing, and if nature were not worth knowing, life would not be worth living.”

Poncairé






Resumen

En esta tesis se presenta un modelo matematico multifase completamente continuo con res-
pecto al tiempo basado en un sistema de ecuaciones diferenciales parciales (PDEs) acopladas
no lineales del tipo reaccion-difusion, las cuales se resuelven numéricamente mediante técnicas
computacionales. Se pretende estudiar el comportamiento de un tumor en distintas etapas de
crecimiento tumoral bajo condiciones especificas enfocandose, en particular, en la evolucion de
poblaciones celulares con caracteristicas diferentes. Para tener un mejor entendimiendo global
de este modelo, el trabajo se divide en dos partes para describir individualmente las condiciones
de las etapas de crecimiento tumoral: En la primera parte se describen las propiedades de los
componentes considerados ademas de establecer las condiciones del microambiente tumoral que
dan lugar a un tumor avascular. En la segunda parte se estudian las condiciones que desencade-
nan los mecanismos que promueven iniciar el proceso de angiogénesis mediante el cual se crean
nuevas fuentes de recursos necesarios para su crecimiento tumoral dando pauta a la evolucién
de un tumor vascular. Posteriormente se estudiaran los efectos de los tratamientos quimiote-
rapéuticos sobre el crecimiento tumoral mediante la modelacién de la aplicacién y difusion de
drogas antitumorales que perturban la proliferacion de células tumorales. El modelo matemati-
co resultante se resolverd numéricamente mediante el uso de métodos numéricos programando
un algoritmo implementado en el lenguaje de programacion Wolfram Mathematica v.11.0.1.

Palabras clave: modelo matemaético, modelo multifase, tumor, quimioterapia.
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CAPITULO 1

Naturaleza del tumor

1.1. Introduccion

Hablar de un tumor no necesariamente es hablar de cancer, algunas veces estos términos
son usados indistintamente lo cual puede ser enganoso. La palabra tumor es un crecimiento
anormal de células, una masa de tejido que puede ser benigno o maligno y que formalmente
conocido con el nombre de neoplasia. Por otro lado, un cancer es un tipo de tumor particu-
larmente amenazante. Los tumores cancerosos son malignos, en general se caracterizan por la
pérdida en el control de crecimiento, desarrollo y multiplicacién celular y con capacidad para
producir metastasis, lo que significa que se pueden extender a los tejidos cercanos o los pueden
invadir. Al crecer este tipo de tumores, algunas de sus células pueden desprenderse y moverse a
lugares distantes del cuerpo por medio del sistema circulatorio o del sistema linfatico y formar
nuevos tumores lejos del tumor original. Un tumor que se ha diseminado a otras partes del
cuerpo desde el lugar en donde empezé primero se llama cancer metastasico. Muchos canceres
forman tumores sélidos, los cuales son masas de tejido. Los canceres de la sangre, como las
leucemias, en general no forman tumores sélidos. [47][52]

Al contrario de los tumores malignos, los tumores benignos no se extienden a los tejidos cerca-
nos y no los invaden. Sin embargo, a veces los tumores benignos pueden ser bastante grandes
y causar enfermedades graves debido a su tamano. Al extirparse, generalmente no vuelven a
crecer, mientras que los tumores malignos si vuelven a crecer algunas veces. Los genomas de las
células tumorales estan invariablemente alterados en multiples sitios, habiendo sufrido modifi-
caciones por lesiones debido a mutaciones puntuales, las cuales, proveen, a las células tumorales
de ventajas selectivas. El desarrollo tumoral es un proceso formalmente analogo a la evolucién
Darwiniana, en el cual los resultados fisicos adquiridos por estas mutaciones incluyen ventajas
proliferativas, invasivas y migratorias, pérdida de diferenciacion y de apoptosis. [3][30][31]

Si bien la mayoria de los cdnceres se pueden prevenir, esta enfermedad fue la segunda causa
de muerte en el mundo; en 2015, ocasioné 8,8 millones de defunciones. Casi una de cada seis
defunciones en el mundo se debe a esta enfermedad. Alrededor de un tercio de las muertes por
cancer se debe a los cinco principales factores de riesgo conductuales y dietéticos: indice de
masa corporal elevado, ingesta reducida de frutas y verduras, falta de actividad fisica, consumo
de tabaco y consumo de alcohol. El 75-80 % de los cénceres se deben a la accién de factores
externos que actian sobre el organismo causando alteraciones en las células. El tabaquismo es
el principal factor de riesgo y ocasiona aproximadamente el 22 % de las muertes por cancer.
Actualmente se conocen mas de 100 tipos de canceres que requieren distintos diagnodsticos y
tratamientos. [4]
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Proliferacion celular: diferencias entre células sanas y cancerosas

Suicidio celular o
\ — apoptosis

Dario celular
sin reparacién

Division de una
célula normal

@

Divisién de una célula
cancerosa

@@®®

Primera Segunda Tercera Cuarta mutacién y Crecimiento
mutacién mutacién mutacién siguientes sin control

Figura 1.1: Cuando las celulas normales tienen un danio
irreparable son eliminadas por apoptosis. Las celulas
cancerosas evitan la apoptosis y continuan multiplican-
dose de manera descontrolada. Imagen obtenida de In-
ternet

1.2. Evolucion tumoral

La investigacién en cdncer ha generado conocimiento que lo revela como una enfermedad
que involucra cambios dindmicos en el genoma. Hanahan y Weinberg [1] sostienen que la vasta
cantidad de genotipos de células cancerosas son una manifestacion de seis alteraciones en la
fisiologia de las células que colectivamente dictaminan un crecimiento maligno: la autosuficien-
cia de senales de crecimiento, insensibilidad a las senales inhibidoras de crecimiento, evasion
de la muerte celular programada, potencial replicativo ilimitado sostenido por la angiogénesis,
invasion de tejido y metastasis.

La proliferacion y division celular normal esta regido por un proceso ordenado y ciclico que
consta de cuatro fases. Las células que no proliferan se llaman quiescentes, un estado de la
fase celular llamado Gy en el cual la actividad mitotica es escasa o no hay division celular. Las
células quiescentes requieren de un estimulo o senal extracelular para salir de esa fase e iniciar
el ciclo de mitosis normal para proliferar. Las células endoteliales son un ejemplo de células que
permanecen en fase Gy. En cambio, las células tumorales no requieren senales extracelulares
para iniciar el ciclo celular y evaden senales antiproliferativas al igual que son incapaces de
generar las proteinas necesarias para detectar dano en el ADN, evadiendo la apoptosis. [5]

El crecimiento de las células tumorales esta limitado, esencialmente, por la disponibilidad de
nutrientes en el medio. Este tipo células danadas se replican, migran y mueren, compitiendo
por el oxigeno y los nutrientes que haya disponibles. Los tumores estdan sometidos a presiones
externas causadas por la respuesta inflamatoria. Estos efectos de presion, en un momento dado,
inhiben la proliferacién celular a medida que la densidad celular aumenta dejando sin espacio
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para nuevas células. La insuficiencia de nutrientes también es una forma de inhibir el crecimien-
to celular debido al aumento de radio del tumor. Cuando la cantidad de nutrientes y oxigeno se
ve reducida en el interior del tumor, las células danadas entran un estado quiescente debido a
que su entorno hipdxico (niveles bajos de oxigeno) no les permite mantener sus funciones esen-
ciales para continuar reproduciéndose y si los nutrientes son insuficientes entonces las células
inevitablemente mueren.

Para evitar morir, las células tumorales tienen que promover el proceso de angiogénesis. Inicial-
mente el tumor se alimenta del oxigeno que le llega por difusién en su entorno. Sin embargo, a
medida que el tumor crece la difusion es insuficiente para mantener el crecimiento puesto que
el ingreso de nutrientes al tumor es proporcional a su superficie, mientras que este los consume
a una tasa proporcional a su volumen. Durante el periodo de latencia en el cual entra el tumor,
puede liberar agentes quimicos que se difunden por el tejido circundante para activar la an-
giogénesis e inducir a los vasos sanguineos cercanos crecer hacia él. Las células hipdoxicas que se
encuentran normalmente en el nicleo del tumor son las encargadas de liberar factores quimicos
angiogénicos que activan la proliferaciéon de células endoteliales, las cuales a su vez se encargan
de crear lo nuevos vasos sanguineos a partir de los existentes que eventualmente penetraran ha-
cia el interior de la masa tumoral suministrandole todos los nutrientes y oxigeno necesario que
requiera. En esta etapa es cuando hablamos de un tumor vascularizado mientras que cuando el
tumor se nutre solo por difusiéon se dice de un tumor avascular. Las células tumorales también
pueden invadir y degradar el tejido circundante asi como también pueden degradar las paredes
de los vasos sanguineos y puesto que son menos adhesivas y con mayor movilidad se pueden
transportar a otras regiones corporales, un proceso al cual se le ha denominado, metdstasis.

Otro factor que distingue a las células tumorales es su inestabilidad genética que sumado a
las condiciones del entorno tumoral dan como resultado una alta prevalencia de mutaciones
celulares y genéticamente diferentes por lo que pueden responder de manera distinta a los
tratamientos de agentes quimicos proporcionado por terapias anticancer. [48]

Figura 1.2: Angiogénesis: Formacion de vasos sanguineos a partir de una red pre-
existente de vasos. Imagen obtenida de Nature Online
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1.3. Tumores como sistemas complejos

En un sistema complejo la interacciéon entre las partes o subsistemas da como resultado
una conducta global que no podria ser anticipada desde el comportamiento de las componentes
aisladas. El comportamiento global del sistema depende de la naturaleza de las interacciones asi
como también de las caracteristicas de las partes que lo componen y se ve modificado cuando
estas interacciones cambian. Tales sistemas son inherentemente no lineales, exhibiendo jerar-
quias o transiciones irreversibles entre estados alternativos. [48]

Los tumores son un ejemplo de sistema complejo compuesto por una sociedad de miembros
individuales: las células. Cada una de ellas se reproduce de una manera cooperativa y orga-
nizada siguiendo un conjunto de “reglas” y respondiendo a las interacciones locales con otras
células, sean normales o tumorales. Desde este punto de vista podemos estudiar la evolucién del
tumor desarrollando modelos matematicos computacionales que incorporen propiedades realis-
tas del sistema biologico tales como estocasticidad y no-linealidad. Estos modelos nos ayudaran
a identificar pardmetros criticos o temas que requieran mayor desarrollo tedrico y experimental.

Se pueden usar diferentes enfoques y escalas para analizar la complejidad del tumor, por ejem-
plo:

1. Enfoque macroscépico: donde se analiza el tumor como una tnica entidad cuya dinamica
se puede predecir en base a pocos parametros caracteristicos asi como su interaccién con
su entorno.

2. Enfoque microscopico: se identifican las propiedades individuales de las células asi como
su interaccion célula-célula a partir del cual se trata de predecir la evolucion del tumor.

Ambos enfoques presentan algunas limitaciones por lo que varios modelos sugieren emplear un
enfoque mesoscopico, el cual se encuentra entre ambas escalas antes mencionadas. Este tipo
de escala nos permitira mas adelante definir las porciones de volumen de las componentes a
considerar en esta tesis de manera que podemos establecer una relacion que involucre compo-
nentes mas grandes que una célula pero menores al tamano tipico de un tejido. La caracteristica
no-lineal de los sistemas complejos hace que el modelado computacional y los conceptos de la
teoria de sistemas dinamicos tengan el protagonismo principal de su estudio, requiriendo una
gran interaccién entre investigaciones teéricas y experimentales. [34]
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1.4. Modelo de Gompertz

En 1985 Gompertz encontré empiricamente que la distribuciéon P(7) de la edad humana 7,
para una comunidad dada, esta descrita por:

P(7) = p exp(—exp(a — br)) = pA”’

Mas de cien anos después, Wright y Winsor demostraron que la ley empirica de Gompertz
describia perfectamente el crecimiento en tamano de los organismos con edad 7. Esta expresién
es conocida como la ley de crecimiento de Gompertz. En 1934, Casey, ajustd, con el modelo
de Gompertz, datos de crecimiento tumoral el cual fue seguido por varios autores obteniendo
resultados exitosos. En la figura 1.3, se puede observar la curva del modelo de Gompertz para
el crecimiento de tumores en un espacio confinado. [49]

x 104

=
>
o]
N
7]
S
= .
= ]
= - = Bertalanffy
! .+ +» Gompertz
7 + == 1« L OQistic
> Mendelsohn
R4
: .’
L " L =P 1 " L L L y
0O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time

Figura 1.3: Modelo de Gompertz (linea punteada).

La ley de Gompertz para crecimiento tumoral ha sido extendido por Hahnfeldt et al. [53]. Esta
incluye una variable denominada “capacidad de carga” que depende del acceso a los nutrientes.
Lo anterior, de acuerdo al autor se puede expresar como:

d . K(t)
SN (8) = bN (D)l (W)

d
T H(t) = eN(t) - AN (1)K (t)

El término ¢N(t) explica la estimulacién de VEGF y el término negativo tiene en cuenta la
superficie del tumor frente al volumen del tumor para la inhibicién.
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1.5. Componentes del modelo tumoral

En esta tesis se deducird un marco general de modelo multifase que involucra algunas de las
componentes esenciales en el microambiente tumoral. Se sabe que hay distintos tipos y tamanos
de células con funciones especificas asi como también distintos factores de crecimiento que estan
presentes en el microambiente tumoral. En el capitulo 2 asumiremos algunas hipdtesis respecto
a las componentes a considerar de forma que se obtenga un modelo manejable.

=X Extracellular matrix (ECM)
| | Interstitial fiuid (IF)

€ Living tumor cell (LTC)
@ Necrotic tumor cell (NTC)
() Healthy cells (HC)

*  Nutrient, Cytokine, ...

Figura 1.4: Esquema de las componentes involucradas en microambiente tumoral.
Imagen obtenida de Internet

A continuacién se mencionan las principales componentes a considerar en el modelo:

1.5.1. Matriz Extracelular (ECM)

La matriz extracelular (ECM) es una red tridimensional que proporciona un soporte estructural
y de anclaje para las células y separa los tejidos, ademds, también actia de forma homogénea
para mediar la comunicacion entre las células y contribuye a las seniales de supervivencia y dife-
renciacion. Constituye un filtro biofisico de proteccion, nutricién e inervacién celular asi como el
lugar para la respuesta inmune, angiogénesis, fibrosis y regeneracion tisular. La ECM contiene
una membrana basal que separa las células de la matriz intersticial. En esta union, se pueden
encontrar componentes moleculares de la ECM que incluyen proteoglicanos, polisacaridos no
proteoglicanos y diversas proteinas fibrosas. Los polimeros y proteinas de carbohidratos estan
organizados de tal manera que crean una malla de entrelazamiento y es el marco basico para
la ECM. Se estima que la matriz compone un 20 % de la masa total corporal, el mayor 6rgano
del cuerpo.

Su degradacion es llevada a cabo por diversas enzimas que en condiciones anormales implica
pérdida de sus funciones asi como la capacidad de regeneracién, cicatrizacion y la respuesta
inmune ante agentes infecciosos y tumorales, entre otros. Se sabe que la ECM tiene componentes
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estructurales que las células neoplasicas pueden explotar para crear un entorno protumor. Los
tumores son tejidos que dependen del microambiente tumoral y este es determinante de la
morfologia y clasificacion tumoral asi como para su diagndstico y respuesta a los tratamientos
clinicos. Algunos estudios han informado sobre la necesidad del microambiente nativo para
imitar con precision la enfermedad metastasica.

1.5.2. Liquido Extracelular (LEC)

El fluido intersticial o liquido extracelular (LEC) es un microambiente bioquimico y fisico de
las células que propiamente no esta contenido dentro de las células y representa un apoyo fun-
damental para los tumores. El liquido intersticial es el medio indispensable que hace que sea
posible mantener la homeostasis entre las zonas intracelulares y extracelulares. Esta forma-
do por un vehiculo de agua que contiene principalmente acidos grasos, aminoacidos, oxigeno,
azucares, sustancias mensajeras como citocinas, hormonas, neurotransmisores, etc.

En promedio un humano tiene aproximadamente 11 1. de éste fluido en el cuerpo que provee a las
células de nutrientes y un medio de eliminacion de residuos. El liquido intersticial contiene una
gran cantidad de tejido conectivo y proteinas (como el coldgeno) involucrados en la coagulacion
de la sangre y la cicatrizacion de heridas. El LEC adquiere algunos de sus nutrientes a través
del aparato respiratorio que transporta oxigeno y elimina diéxido de carbono y, a través, del
aparato digestivo que proporciona nutrientes tales como acidos grasos o aminoacidos.

1.5.3. Células

La célula es la unidad mas pequena que puede vivir por si sola y que constituye todos los
organismos vivos y los tejidos del cuerpo. Una célula se compone de tres partes principales: la
membrana celular, el nticleo y el citoplasma. La membrana celular rodea la célula y controla
las sustancias que entran y salen de esta. El nicleo es la estructura dentro de la célula que
contiene el nucléolo y la mayoria del ADN de la célula. El citoplasma es el liquido dentro de
la célula que contiene otras particulas celulares diminutas con funciones especificas y es donde
sucede la mayor parte de las reacciones quimicas y se elabora la mayoria de las proteinas. El
cuerpo humano se compone de mas de 30 billones de células.

En este modelo se tomaran en cuenta dos poblaciones de células distintias que denominaremos:
células normales y células tumorales de las cuales se incluirdan algunas caracteristicas basicas
para estudiar la dinamica poblacional de cada una. Adicionalmente incluiremos una tercera
poblacién de células que llamaremos células endoteliales que seran protagonistas del proceso
de angiogénesis pero que no se incluiran en el volumen celular total.

Células sanas o normales:

Las células normales dejan de crecer (reproducirse) cuando hay suficientes células presentes.
Por ejemplo, si se producen células para reparar un corte en la piel, las células nuevas ya no se
producen cuando hay suficientes células presentes para reparar el dano. Las células normales se
reparan o mueren (apoptosis) cuando se danan o envejecen. Pueden secretan sustancias que las
unen en grupo y también a la matriz extracelular permaneciendo en el lugar del cuerpo para
el cual hacen sus funciones especificas. Las células promueven la angiogénesis solo como parte
del crecimiento y desarrollo normal y cuando se necesita tejido nuevo para reparar el tejido
danado.




Células danadas o tumorales:

La célula tumoral o maligna se caracteriza por: aceleraciéon del ciclo celular; alteraciones genémi-
cas; crecimiento invasivo; aumento de la movilidad celular; quimiotaxis; cambios en la superficie
celular; secrecién de factores liticos, etc. Morfolégicamente, la célula cancerosa se caracteriza
por un nucleo grande, que tiene un tamano y forma irregulares, los nucléolos son prominentes,
el citoplasma es escaso y de color intenso o, por el contrario, es palido. Tienen la habilidad de
estimular la angiogénesis cuando no es necesaria para que puedan seguir proliferando.

Células endoteliales (ECs):

Tipo principal de célula que se encuentra en el revestimiento interno de los vasos sanguineos,
los vasos linfaticos y el corazén. Casi todos los tejidos dependen de un suministro de sangre,
y el suministro de sangre depende de las células. Las células endoteliales retienen la capacidad
de division y movimiento celular a menos que haya un estimulo para proliferar y migrar en el
lugar requerido por lo que tienen una notable capacidad para ajustar su nimero y disposicién
para adaptarse a los requisitos locales. Cuando existe una demanda de crecimiento répido
de vasos sanguineos, la poblaciéon local de células endoteliales también puede aumentar por
el reclutamiento de la corriente sanguinea. Los nuevos vasos se originan como capilares, que
brotan de pequenos vasos existentes. [3][13][15][36][37][38]
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Tumor Avascular
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En la primera parte de este capitulo se desarrolla y analiza el modelo mateméatico para
estudiar el comportamiento de un tumor bajo condiciones de presiones internas y externas
ademds de una limitada cantidad de recursos para dar forma a un tumor avascular que depende
del oxigeno que llega a él por difusién. El desarrollo de este modelo se apoya principalmente
en el trabajo “Multiphase Models of Tumour Growth” de S. Astanin y L. Preziosi [20]
realizando algunas adaptaciones necesarias para los objetivos de esta tesis.
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2.1 Introduccion

2.1. Introduccion

En el marco general de este trabajo se tomaran en cuenta las porciones de volumen de
tres componentes escenciales: Matriz extracelular, liquido extracelular y células. Dentro de la
poblacion celular total se consideran dos sub-poblaciones celulares las cuales son: células sa-
nas y tumorales. Las porciones de volumen de cada componente se asumiran ser parte de una
“mezcla” o volumen general.

Asumiremos algunas hipotesis para obtener un contexto general de las componentes con el fin
de obtener un modelo manipulable atin incluso en el caso de mas componentes involucradas
dentro de la mezcla. Considérese las siguientes hipétesis bésicas: [20]

» La matriz extracelular (ECM) se comporta como una red intrinseca de, tal manera, que
sus componentes individuales se mueven juntas y asi la misma deformacién y velocidad
describe su dinamica. Por supuesto, se sabe que cada componente contribuye de mane-
ra distinta a las propiedades mecanicas y adhesivas de la matriz ademas de diferentes
mecanismos de produccién y degradacién.

» FEl liquido extracelular (LEC) ocupa todo el espacio intersticial o espacio intercelular por
lo que no hay ningin espacio vacio en la mezcla o volumen general.

= Asumiremos que la presién de gradiente y las fuerzas de interaccién involucradas en el
liquido son mas pequenas que otras fuerzas, por ejemplo, la fuerza de adhesién entre las
células y la matriz.

= Las células responden mecanicamente a la compresién de otras células vecinas indepen-
dientemente del tipo de célula.

= Se considera so6lo al oxigeno como la fuente principal de crecimiento celular y llega a las
células por difusién a través del LEC.

= La concentracién de oxigeno actia como una sustancia difusible disuelta en el liquido
extracelular.

Establecidas las hipdtesis anteriores procedemos a definir la relaciéon que hay entre las compo-

nentes de la mezcla mediante la mediciéon de sus porciones de volumen la cual es la medida

entre las porciones de sus volimenes. Una relacién o porcion de volumen es igual al volumen
WU,

V, de una componente “x” y el volumen Vj, de la porcién de otra componente “y”, de forma
que

Va
Vy

13



2.1 Introduccion

Para todas las componentes de la mezcla consideradas definimos su porcién de volumen como
sigue: Dado un punto en la mezcla consideramos una serie de esferas concéntricas con centro
en un punto como se muestra en la figura 2.1.

Blood-vessels

NORMAL TISSUE

TUMOR CORE

DESMOPLASTIC STROMA
Normal fibroblasts

s sficer-associated fibroblasts
Extracellular matrix

Figura 2.1: Muestras de las porciones de volumen en circulos rojos.

[39]

Si medimos la porcién de volumen de una componente dada dentro de la esfera y calculamos
el volumen de la esfera, entonces, podemos establecer la dependencia de esa relacién que se
comporta de acuerdo a la figura 2.2. De ahi podemos observar que hay tres regiones principales:
1) para muestras de volumen méas pequenas que una célula la porcién de volumen es oscilante
debido a inhomogeneidades microscépicas, 2) para porciones de volumen mayores a una célula
pero menores a la escala de un tejido la porcién de volumen es aproximadamente constante y
3) las porciones de volumen més grandes que un tejido tienden a oscilar posiblemente debido a
inhomogeneidades macroscopicas. [20]
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2.2 Balance de masas

—»

Volume of the constituent
Volume of the sample

N% 5 @

Volume of the sample

Figura 2.2: Dependencia de la porcion de volumen de la componente en fun-
ci6n del tamano del volumen muestra. [39]

2.2. Balance de masas

Como lo muestra la figura 2.2 las muestras de volumen entre escalas mas grande que una
célula y menores a un tejido nos permite definir una cantidad llamada porcion de volumen de
la componente.

Sea ¢ € [0,1] la porcién de volumen de la poblacién celular, m € [0, 1] la porcién de volumen
para la matriz extracelular y [ € [0, 1] la porcién de volumen del liquido extracelular. Se dice
que la mezcla esta saturada si consideramos que el liquido extracelular llena todo el espacio
intersticial, por lo tanto:

p+m+1l=1 (Ec. 1)

Con el fin de definir las ecuaciones de balance de masas para diferentes componentes conside-
ramos un volumen V fijo en el espacio con frontera 0. Particularmente nos enfocamos en la
componente celular de la mezcla. Si p es la densidad celular y ademas es constante, entonces,
la masa de la componente en V es
[0 av
%

lo cual puede cambiar debido a los siguientes supuestos:

1) Flujo causado por el movimiento de la componente celular a través de la frontera 0V

—/ POV -1 dX
av

donde v es la velocidad de la componente celular y n es la normal a la frontera OV'.

15



2.2 Balance de masas

2) Crecimiento y muerte celular.

14

donde I'y, representa la tasa de crecimiento/muerte celular.

de modo que si aplicamos el Teorema de Divergencia al supuesto 1) y realizando el élgebra
correspondiente obtenemos la siguiente ecuacion integral

[ [500+ 9 ov) - s v =0 (Ec. 2)

donde asumiendo que la funcién es continua y por la arbitrariedad del volumen de integracion
nos asegura que

O (68) + 9 - (p0vy) = oL, (Be. 3)

Por simplicidad asumimos que la densidad p en todas las componentes de la mezcla son igual-
mente constantes a la densidad del liquido extracelular y a la densidad del agua. Generalizando
el procedimiento anterior para las componentes m y [, obtenemos el siguiente sistema de balance
de masas

¢
I) E+V'(¢V¢) =Ty
om
ol

y si la mezcla es cerrada entonces el intercambio de masa ocurre solo entre las componentes

IFy+1,,+0=0 (Ec. 5)

Como ya se habia mencionado previamente debemos distinguir entre las sub-poblaciones celu-
lares (células normales y tumorales) asi como para las sub-componentes de la ECM (coldgeno,
elastina, proteoglicanos, etc.) esto debido al diverso comportamiento de las sub-componentes en
cuanto a propiedades quimicas y mecéanicas se refiere y que influyen en el comportamiento de la
mezcla general. Para tomar en cuenta estas consideraciones tenemos que dividir las ecuaciones
I) e II) dela Ec. 4 en i-ésimas y j-ésimas ecuaciones, respectivamente, obteniendo lo siguiente:

I) %ﬁ’#v(@v@):r@ i=1,,1
(Ec. 6)
025V mpv,) =Ty =1

ot

16



2.3 Balance de fuerzas

donde vy, es la velocidad y I'y, el intercambio de masa de la i-ésima poblacién celular. Notamos
que en el caso de la velocidad de la ECM v, es igual para todas sus sub-componentes y esto va
de la mano de las suposiciones que hicimos al inicio de este capitulo de que las sub-componentes
de la ECM se mueven juntas dentro de una red intrinseca de fibras y, por lo tanto, con la misma
velocidad. Por otro lado I';,; es la tasa de remodelacién de la matriz.

2.3. Balance de fuerzas

Con el fin de determinar las velocidades que aparecen en las ecuaciones de balance de masa,
de acuerdo a Teoria de mezclas [27] se pueden escribir las ecuaciones de balance de momento
para cada componente. Al tratar el crecimiento de sistemas bioldgicos, los términos de inercia
pueden ser despreciados lo cual simplifica las ecuaciones. Escribiendo en su forma integral la
variacién del momento lineal de la componente celular en un volumen fijo V tenemos que

/ ppvedV
%

que puede cambiar debido a

1) El flujo de momento causado por el movimiento celular a través de la frontera 9V (primer
término a la derecha de la igualdad en la Ec. 7);

2) Fuerzas de contacto con otras células a través de la frontera 9V, la cual estd codirigida
con n (segundo término a la derecha de la igualdad en la Ec. 7);

3) Fuerzas de contacto debido a la interaccién con las otras componentes dentro del dominio

a través de la interfaz que separa los componentes (tercer término a la derecha de la
igualdad en la Ec. 7);

4) Momento adquirido por los cambios de fase, por ejemplo, fluido absorbido por el creci-
miento celular o la produccién/degradacién de la ECM (cuarto término a la derecha de
la igualdad en la Ec. 7);

5) Fuerzas que actuan a través del volumen de una componente, por ejemplo, quimiotaxis
o haptotaxis, aunque, en realidad involucran la activacién de mecanismos sub-celulares

maés que la accién de fuerzas externas. (tltimo término a la derecha de la igualdad en la
Ec. 7).

de acuerdo a las hipdtesis anteriores, el cambio del momento lineal de la componente celular se
puede re-escribir como

4 povy dV = —/ PPVy(Ve - 1) dX +/ Tgn >
dt Jy v v (Ec. 7)

v \%4 v

si aplicamos nuevamente el Teorema de Divergencia y sustituyendo I'y de la Ec. 4, obtenemos
la siguiente ecuaciéon

17



2.4 Fuerzas de interaccion

0 ~ .
pd (%JFWVW) =V -T,+ péb + 1y (Ec. 8)

aqui ’T‘¢ es el estrés parcial (interacciones en el interior de la componente) y m, la interaccién
con otras componentes externas. En el caso de mezclas, la restriccion de saturaciéon (Ec. 1)
implica que las ecuaciones constitutivas para el estrés parcial y para las fuerzas de interaccién
son caracterizadas por la presencia de un multiplicador de Lagrange clasicamente identificado
con la presién intersticial del liquido extracelular y que de acuerdo a [20] podemos definirlas
como

Ty = —¢PL+ ¢T,, iy = PV + m, (Ec. 9)

y como ya se habia mencionado, los términos de inercia pueden ser despreciados en fenémenos
de crecimiento biologico por lo que podemos simplificar la Ec. 8 de la siguiente manera

—¢VP+V - (¢Ty) + my + ppb =0 (Ec. 10)

donde Ty y my son el exceso de estrés y el exceso de fuerza de interaccion, respectivamente.

Generalizando la Ec. 10 de balance de momento para las componentes m y [, obtenemos

I) —¢iVP+V-(q§Z-T¢i)+m¢1:O
II) —mVP+V.(mT,)+m,=0 (Ec. 11)
[II) —NP+m =0

donde los términos de las fuerzas que actiian a través del volumen de una componente son
despreciados porque aparte de la gravedad, estos términos no representan un rol importante para
los fenémenos que se describen en este trabajo. Ademads en la ecuacién I1I) como se suele hacer
cuando se trata de materiales porosos, el tensor de exceso de estrés para el liquido extracelular
es insignificante y puede ser también despreciado. [27] Observemos que también la ecuacién
para la poblacion celular se especializé para cualquier sub-poblacion celular, especificamente,
para i = n,t.

2.4. Fuerzas de interaccion
2.4.1. Interacciones: Liquido-ECM /células

Las fuerzas de interaccion de las componentes con el liquido extracelular pueden considerarse
proporcionales a la diferencia de velocidades entre el liquido y las otras componentes. Estas
fuerzas que aparecen en la Ec. 11 se puede generalizar de la siguiente forma de acuerdo a la
definicién presentada en [22]

m, = Z m,s (Ec. 12)
B=¢i,m

18



2.4 Fuerzas de interaccion

donde m,g representa la fuerza ejercida de la componente a sobre la componente f3, y, a
su vez, la componente [ sobre la componente o con una fuerza proporcionalmente igual y
opuesta. De la Teoria de mezclas se puede comprobar y demostrar que las fuerzas de interaccion
y la tranferencia de momento debido al intercambio de masa es cero [27]. Por otro lado la
contribucion de masa es despreciable con respecto a las fuerzas de interaccion pues se trata
interacciones internas entre las componentes. Usando la 3ra Ley de Newton tenemos

mgs = —1Mgy (EC 13)

lo cual es una aproximacién. Si fijamos a = [ y empleando la Ley de Darcy [40] podemos tomar
m;z proporcional a la velocidad relativa entre el liquido con las componentes 5 a través de
matrices invertibles positivas M,s de manera que

mw = Mw(Vg — Vl) = —IMBl(vl — VB) (EC 14)
la cual podemos re-escribir para las componentes ¢; y m de la siguiente forma

myy, = =M, (Vi —ve,) (Ec. 15)

m, = _Mlm<vl - Vm)

de donde despejando m; de IIT) de la Ec. 11 y sumando los términos de la Ec. 15, obtenemos

My, (vi — vg,) + My (v —vy,) = =IVP (Ec. 16)

y despejando v; obtenemos

v, = (—ZVP+ Z ]Mkvk> M (Ec. 17)

k=¢;,m

con M~! = My, + M,,. La Ec. 17 explicitamente nos da la velocidad del liquido en términos de
las otras componentes y del gradiente de presion. Ademas, sumando el sistema de ecuaciones
de la Ec. 4 y sustituyendo v; llegamos a la siguiente ecuacion:

V- (PM'VP)=V- [Z(Z]M(m]l\/l‘l + ¢ I)vy, + (IM,, M +m]I)vm] — Y Ty (Ec 18)

7 k=¢i,m,l

En el caso del segundo término hacia la derecha de la igualdad de la Ec. 18, la condicién de
mezcla cerrada que describe la Ec. 5 nos asegura que podemos despreciarlo y obtener simple-
mente una expresién que dependa de P (presion intersticial).

Por otro lado, de las ecuaciones de balance de momento (Ec. 11) para las células y la ECM se
pueden distinguir esencialmente dos contribuciones:

1) Interacciones con el liquido extracelular y el gradiente de presién.

2) Interacciones entre las células y las células con la matriz extracelular.
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2.4 Fuerzas de interaccion

entonces, considerando el principio de acccién-reaccién de la Ec. 12 y asumiendo que los térmi-
nos de gradiente presion son mucho mas pequenas que las interacciones mencionadas en el
punto 2), podemos simplificar las ecuaciones de momento como sigue

[> V- ((bleh) + Mme,m = 0

Ec. 19
1) V- (mT,,) — mypg, = 0 (. 19)

y sumando las expresiones anteriores podemos obtener la ecuacion de balance de momento para
el tejido fibrético o matriz:

V- (mT,, + ¢:Ty,) =0 (Ec. 20)

Ahora, recordando las hipétesis iniciales respecto a la componente celular, podemos asumir que
las células responden mecanicamente a la compresion de otras células independientemente de
su tipo, que matematicamente se puede escribir

Tdh‘ = T¢ 7= n,t (EC 21)

entonces, esto quiere decir que las células tumorales presionan a las células normales con una
fuerza proporcional a V - (¢, T) y a su vez la poblacién celular normal presiona a la poblacién
celular tumoral con fuerza proporcional a V - (¢, Ty). Las interacciones antes mencionadas
deben ser multiplicadas por la porciéon de volumen de la poblacién celular sobre la que actian
respecto al total de la componente celular, es decir, %, con ¢ = ¢, + ¢,. Por lo tanto, la fuerza
de interacciéon neta m;; toma la forma

_ g,
0

(6aT5) — % (&1T,) (Ee. 22)

myy,

y entonces, la ecuacién de momento I) de la Ec. 19 para la poblacién celular se especializa en

_ﬁv (¢ Ty) =my,, i=n,t (Ec. 23)

o
2.4.2. Interacciones: Células - Matriz Extracelular

Consideremos ahora las interacciones entre las células y la matriz las cuales dependen de la
porcion de volumen ocupado por ambas componentes asi como del espacio que ocupa el liquido
extracelular. Se sabe que hay una concentracién éptima de matriz que favorece la motilidad
de las células, la cual disminuye debido a la falta de sustrato o aumenta si estan presentes
numerosos enlaces adhesivos [22]. Anédlogamente a la Ec. 15, podemos asumir que la fuerza de
interaccién, my,,,, entre las poblaciones celulares y la ECM es proporcional a la diferencia de
sus velocidades v, — vy,, para i = n,t (células normales y tumorales), de manera que

Me;m = M¢>z‘m(vm - Vdn) (Ec. 24)

Para ser més precisos en cuanto al mecanismo de acoplamiento/desacoplamiento entre las célu-
las y la matriz, consideremos los experimentos realizados por Baumgartner, Canetta, y Sun los
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2.4 Fuerzas de interaccion

cuales son referidos en [21] y quienes han inferido que a cada sub-poblacién celular ¢; corres-
ponde un umbral minimo o, de fuerza de interaccién con la matriz extracelular para el cual
sucede el desacople.

Si lmy,m| < 0g,;m, nos dice entonces que la interaccion no es suficientemente fuerte por lo que
las células permanecen acopladas a la matriz; por el contrario, si |[mg,,| > 04, entonces las
células se desacoplan de la matriz. Suponiendo que, efectivamente, hay desprendimiento de las
células de la matriz, se puede asumir que la fuerza en exceso es proporcional a la diferencia
de sus velocidades v, — vy, como lo sugiere la teoria de viscoplasticidad [41]. Dicho de otra
manera, podemos expresar la ideas anteriormente mencionadas de la siguiente forma

0 si |m¢>zm| < Og;m
M¢im(vm - th‘) = M, m ' (EC. 25)

(|md)zm| - U¢zm) \m¢zm| 51 ‘m@m‘ > O¢;m
tomando en cuenta que my,,, = —%V (¢Ty) = My, (Vin — Vg, ), podemos re-escribir de otra

forma la ecuacién anterior para el caso (|my,m| — 0p,m) IEZ%W\ como sigue
i T¢;
Vi = Vg, = Kgm <—EZ TV (eTy)] V- (¢Ty) (Ec. 26)
+

donde Ky, ,, = ]M;lm es el coeficiente de motilidad de la i-ésima sub-poblacién celular (i = n, t).
El comportamiento de este resultado se observa en la figura 2.3.

Vi —Vm

Ki?n

—0Oim

+0im vm

Figura 2.3: Interaccién viscoplédstica entre células y la ECM. [20]

Para entender mejor el comportamiento de la ecuacién para el caso [mg,,| > 04, despejamos
my,,, v realizando el dlgebra necesaria obtenemos

Vg,
T V= e ’
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2.4 Fuerzas de interaccion

esto nos permite definir en my,,, una contribucién estatica en direccién del movimiento relativo
a partir de una contribucién de arrastre proporcional a la diferencia de velocidad. (primer
término)

Como ya se menciond anteriormente, la fuerza de interaccién (fuerza de friccién) oy, esta
fuertemente ligada a la concentracién de matriz. Incrementando la cantidad de matriz conduce
a incrementar los sitios de adhesién y por lo tanto un mayor limite de fuerza de friccion. Esto
puede ser optimizado mediante el término o4,,, como una funcién de la porcién de volumen de
la matriz extracelular o,, = 0¢,m(m), significando que el nimero de enlaces de adhesién son
dependientes de la densidad de la matriz.

Ahora bien, dado que los movimientos rigidos de la ECM son irrelevantes en el estudio de los
procesos de crecimiento, no es restrictivo suponer que

Vi, =0

de modo que podemos obtener la velocidad celular vy, en términos del estrés interno de las
células (tensor de compresién). Recordando que my,,, = My, (Vi —Vy,) v tomando la ecuacién
de momento para la poblacién celular (Ec. 23), tenemos

—% (i Ty) = Mp,m(Vin, — Vg,) 1=mn,t (Ec. 28)
pero Ky, = ]M;lm y como v,, = 0 obtenemos
k(e -
Vo, = —Iy;m EV . (¢ZT¢) 1= n,t (EC 29)

y si sustituimos la velocidad celular (Ec. 29) en la ecuacién de balance de masas para la
poblacion celular I) (Ec. 6), realizando los célculos necesarios nos da como resultado

i i :
por lo tanto
9%i _ v?. ——%]K (¢iTy) | +T i=mn,t (Ec. 31)
ot & oim\Pilo b3 =14 .

2.4.3. Tensor de estrés

Las ecuaciones de momento antes especificadas requieren ser acompanadas de leyes constitutivas
que describan la respuesta de las células y la matriz extracelular al estrés. A diferencia de la
materia inerte descrita por la mecénica de medios continuos, los materiales vivos continuamente
cambian. En efecto, la matriz frecuentemente estd siendo remodelada y las células bajo procesos
de proliferaciéon y muerte durante su evoluciéon. Una de las preguntas basicas del modelado
de tumores es entender si las células y la matriz en su conjunto se comportan como sélidos
(posiblemente viscoeldsticos), liquidos o cuerpos viscoeldsticos. En varios modelos multifase se
deduce que el tumor se comporta como un fluido viscoelastico pues esta deduccion elude varias
dificultades con el modelado por dos razones principales:
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2.5 Remodelacion de ECM

1) El estrés depende de la porcién de volumen y de la rapidez de deformacién.

2) Se puede usar una aproximacién Eureliana.

Por supuesto los tejidos y el ensamble de células no son liquidos, sin embargo, en este modelo
asumimos que el liquido extracelular estd contenido dentro de una estructura sélida (ECM)
asi que el material en su totalidad se comportaria como un sélido visco-elastico. La ecuacién
constitutiva mas facil para el ensamble de células [20] asumiendo que se comportan como fluidos
visco-elasticos es

Ty = —S ()1 (Ec. 32)

donde X(¢) : [0, 1] es una funcién no lineal que depende de la porcién de volumen total cuyo
valor positivo de esa funcién indica compresion. Si consideramos que la poblacién celular asi
como la matriz extracelular estdn sometidas por igual y de manera directa al estrés entonces
podemos definir esta funcién en términos de esas componentes, luego entonces

V=¢+ ¢ +m=1-1 (Ec. 33)

lo cual mide indirectamente la cantidad de espacio disponible localmente y da razén del estrés
ejercido sobre la materia celular. Una forma sencilla de caracterizar el estrés es que se desvanezca
por debajo de un valor umbral )y al que se denomina porcion de volumen libre de estrés el cual
puede ser incluido dentro de la funcién ¥(¢)) como sugiere [22], de forma que

w—wo>
1=

S() = B(1 - o) ( (Re. 34)

donde E es el valor de la derivada en ¥ = vy, una forma de Mdédulo de Young para moderar la
compresion, y, como usualmente 1 /= 1y entonces

(Ec. 35)

() = B(6 — o) (w = d"))

1 =1

2.5. Remodelacion de ECM

Como parte del estudio de otros efectos del desarrollo tumoral, en este modelo se tomara
en cuenta la remodelacién de la ECM. En efecto, una variedad de células estromales estan
involucradas en la renovacion de la matriz a través de la produccién de nuevos componentes de
la matriz. Esta red fibrosa estd hecha de muchas macromoléculas incluyendo fibronectina, la-
minina, colageno, entre otros que permiten mantener el estroma joven y activo. En condiciones
“estacionarias” el proceso de remodelacién es lento y cuando existe alguna situacion reparacion
de la matriz, por ejemplo, una herida, este proceso es aproximadamente dos veces mas rapido
de lo normal el cual puede variar dependiendo del tejido reparado. Se sabe que este proceso de
remodelacién es afectado fuertemente por el estrés. Ademads, el porcentaje de matriz contiene
cambios considerables entre el tejido normal y tumoral, por ejemplo, es bien sabido que en los
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2.5 Remodelacion de ECM

tumores de seno, el estroma es mas denso y fibroso por lo que una técnica de deteccion tempra-
na es palpando el seno para encontrar posibles regiones rigidas relacionadas a nédulos mamarios.

Las células normales necesitan estar correctamente ancladas a la ECM para sobrevivir y dupli-
carse. Por otro lado, la formacion e invasién de un tumor metastasico requiere que las células
tumorales se desacoplen de la matriz para invadir el tejido circundante e intravasar a través de
la sangre o el sistema linfatico y posteriormente extravasar en algtin otro sitio secundario, asi
que esto requiere una habilidad de las células para sobrevivir sin necesidad de estar acopladas
a la matriz [39].

Con el fin de poder modelar la re-estructuracién de la matriz extracelular se tiene que conside-
rar la produccién continua de Enzimas que Degradan la Matriz (MDES) producidas por células
normales y tumorales y que son dependientes del estrés. La cantidad de ECM presente en el
tejido es fundamental en el entorno circundante para determinar el estrés en las células.

Por lo tanto, de acuerdo a [23] el proceso de degradacién y remodelacién del tejido por células
normales y tumorales puede ser caracterizado por las siguientes ecuaciones

(Ec. 36)
2) % = X))o —vemy

y si, m = m,, + m, entonces las expresiones anteriores se pueden resumir en una sola ecuacion
como

0
S = I Z ()60 + 1 B()ér — vem (Ee. 37)

aqui p, v pe son la rapidez de producciéon de ECM por células normales y tumorales que
dependen del estrés. v > 0 es el coeficiente de degradacién y e la concentracién de MDEs,
respectivamente.

2.5.1. Enzimas que degradan la matriz (MDEs)

Las enzimas que degradan la matriz estan consideradas como macromoléculas que se difunden
por los tejidos a través del liquido extracelular, son producidas y activadas por las células
ademas de estar sujetas a decaimiento, entonces, la ecuaciéon que gobierna la dindmica de las
enzimas esta dada por

Oe 9 e
R v P ) — = Ec.
" kV<e +P(n,t, %) (Ec. 38)

donde P(n,t,X(¢)) = m,2(¢¥) ¢, + m2E(Y)¢dr. De aqui tenemos que

e La funcién P describe el término produccion de enzimas por células normales y tumorales
dependientes del estrés.
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2.6 Factores de crecimiento y muerte celular

e ° representa el decaimiento de las enzimas y 7 es el tiempo de vida promedio de las

enzimas.
e T, v T son la tasas de produccién de MDEs por células normales y tumorales.

e x es el coeficiente de difusion de las enzimas e.

2.6. Factores de crecimiento y muerte celular

2.6.1. Metabolismo tumoral: Producciéon de energia

Un tejido biolégico es esencialmente un sistema abierto. Este depende de la continua entrada
de nutrientes al tejido para propédsitos de construccion de tejido como de funciones vitales de
las células, entre otros. Mantener incluso las funciones minimas de las células requiere energia
proporcionada por los nutrientes. Dado que una de las caracteristicas de los tumores es la con-
tinua duplicacion celular, debemos considerar la energia requerida por las células como funcion
de los nutrientes disponibles. Existen diversas formas de suministrar energia a las células como
lo son las fuentes de aminoacidos o lipidos, sin embargo, en aras de la simplicidad asumiremos
en este modelo que la mayor parte de energia es suministrada a las células en forma de glucosa.

La ganancia neta de energia de la glucosa puede variar en condiciones locales especificas. Por
ejemplo, la oxidacién completa produciria hasta 2840 kJ por mol de glucosa pero requiere 6
moléculas de oxigeno por molécula de glucosa. Esto es aproximadamente equivalente a 30-32
moléculas de ATP por molécula de glucosa [50]. Cuando hay falta de oxigeno, solo la primera
parte de la via catabdlica es factible. La glucdlisis produce solo dos moléculas de ATP por
molécula de glucosa, pero no requiere oxigeno. El piruvato producido durante la glucdlisis se
transforma en acido lactico en este caso (Figura 2.4).

La oxidacién completa podria expresarse como

Glc+6 Oz — 6 CO; + NATP

donde N es el numero de moléculas de ATP producidas durante la oxidaciéon completa de la
glucosa. En el caso de la oxidacién parcial (anaerébica) de la glucosa se expresa como

Glc — 2 acido lactico + 2 ATP
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2.6 Factores de crecimiento y muerte celular

( Glucose ]
glycolysis
( 2 Pyruvate ]
aerobic conditions anaerobic conditions
[ 2 Acetyl-CoA + 2 CO2 ) [ 2 Lactic acid ]
AG = -—146 kJ/mole

citric acid cycle (2 ATP per molecule)

( 4 CO, 1 H,O )

AG = —2840 kJ/mole
(= 30-32 ATP per molecule)

Figura 2.4: Vias catabdlicas de la glucosa. La via anaerdbica consume menos energia y aci-
difica el microambiente, sin embargo, muchos tumores adoptan este tipo de metabolismo.
[21]

Si bien la via anaerébica es menos eficiente en energia (el rendimiento es de aproximadamente
el 5% en el caso de oxidacién completa), demostré una ventaja evolutiva para los tumores, ya
que tienden a desarrollarse y dependen en gran medida de la capacidad para metabolizar la
glucdlisis [6]. En este modelo suponemos que solo ocurre la oxidacién completa, y el tumor atin
no es capaz de alterar el catabolismo de la glucosa. Esto practicamente significa que la tasa de
produccién de ATP (molécula transportadora de energia) es proporcional a la tasa de consumo
de oxigeno:
d[ATP] d[Oq]

N g2
dt 0 dt

Esta observacién permite considerar en el modelo solo la concentracién de oxigeno porque
determina efectivamente la cantidad de energia disponible para las células.

2.6.2. Términos de proliferacion, muerte y consumo de oxigeno

Como ya se ha mencionado previamente, la excesiva proliferacion celular es una caracteristica
clave del crecimiento de tumores. La prolifereaciéon y muerte celular bajo cierta condiciones
no-uniformes de la distribuciéon de nutrientes representa un rol crucial en la formacion de una
estructura estacionaria tumoral. Por lo tanto, es esencial reflejar la interdependencia de los
procesos de crecimiento/muerte celular y de la cantidad de oxigeno o nutrientes disponibles.

Considerando las ideas presentadas en [21] tenemos que el término de crecimiento celular se
puede definir como sigue:
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2.6 Factores de crecimiento y muerte celular

Sea E, la tasa de produccién y E, la tasa de consumo de ATP, entonces

E, = e¢g(c) (Ec. 39)
E,=—¢f '

donde € es la tasa de reaccién integral de la oxidacién de glucosa, g(c) define la efectividad
del proceso de oxidacion como funcion de la concentracién de oxigeno ¢ y 6 es la tasa total de
consumo de ATP. Luego, entonces, el término de crecimiento celular se puede definir como

2 (egle) — ) (Ec. 40)

I =E,+E, =

E prom

aqui Epom es el costo promedio de consumo de ATP del ciclo celular completo. Esto nos permite
entonces definir el término de muerte celular como a continuacién se escribe

r—:—ga@-fg@) (Ee. 41)

donde 7, es el tiempo de vida medio de células muriendo. Finalmente obtenemos el término
neto de crecimiento/muerte dependiente de la concentracion de oxigeno para el volumen celular,

o:

P(c) =TT +T" = [y(g(c) — ) — (0 — g(c))l¢ (Ec. 42)
aqui 0 = g, es el costo de mantenimiento minimo de vida por célula v = El‘:mi’ es la tasa de
crecimiento celular y § = elé”—Q, es la rapidez de muerte celular.

Generalizando la ecuacién [43] para las dos poblaciones consideradas en este modelo tenemos
que

L(c);=T"+T" =[v(glc) — 0) — (0 — glc))]i, i=mn,t (Ec. 43)

Concerniente a la funcién g(c) para este modelo, en términos generales, establece un “switch”
que detiene la mitosis celular cuando los niveles de oxigeno locales son minimos. Suponiendo
que g(c) sea una funcién monétona y ¢ la concentracién de oxigeno, existe un ¢y > 0, tal que, la
proliferacion celular se detiene si ¢ < ¢y de forma que podemos definir la funcién g como sigue:

1 si c>cy
glc) = {0 si c< ¢

» racio ini X1 r i u r
donde ¢, es la concentracion minima de oxigeno por debajo de la cual el entorno local de las
células se convierte en “hipoxico” y entonces la mitosis celular se detiene.

2.6.3. Inhibicion de crecimiento

Anteriormente describimos los términos de crecimiento que proveen un enlace directo entre el
consumo de oxigeno y la proliferacion, sin embargo, si hay una fuente constante de oxigeno
estos términos no imponen ningun limite en el crecimiento celular y tenemos que recordar que
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2.6 Factores de crecimiento y muerte celular

no debemos exceder la condicién de restriccién (Ec. 1) impuesta al principio de este capitulo.
Por lo tanto, los términos de crecimiento que describen la Ec. 43 se puede usar en el modelo
solo si va acompanado de un limite para restrigir el crecimiento del volumen celular. Podemos
modificar entonces la Ec. 43 agregando una funciéon de inhibicion que dependa, por ejemplo,
del estrés ejercido por las células cuando sus porciones de volumen superan un cierto umbral.

En consecuencia podemos re-definir la Ec. 43 introduciendo una funcién, f(1)), que depende del
estrés, de tal forma que

Ly, (10, c) = [vi(f(y)g(c) — 0) — 6:;(0 — £(x0)g(c))] s, 1 =n,t (Ec. 44)

Existen varios posibles candidatos para definir la funcién (1)) en términos del estrés. En [21]
se propone usar la forma f(¢) = H(¢) — ¢;) para imponer tal limite de crecimiento y la razén
de ello es que es bien conocido que la tasa de proliferacion celular decrece o se detiene la mi-
tosis cuando las células entran en contacto mutuamente, es decir, cuando las células “sienten”
un exceso de estrés a su alrededor o que no hay un nivel sostenible de compresion (¢ > ),
esto es un proceso conocido como inhibicion de crecimiento y que es activado a través de la
mecano-transduccion. En otras palabras, existe un valor limite v,, aproximadamente igual al
valor libre de estrés 1y para células normales y significativamente mas grande para células tu-

morales (¢ > y,).

Podemos entonces definir la funcién H, (¢ — ;) como un tipo de funcion escalén de Heaviside
modificada con la propiedad de ser continua, constantemente igual a 1 para ¥ < 1, y, 0, para
Y > ; + o 6 equivalentemente ¢ — 1; > 0. En concreto

1 si s<0
H,(s) = {O si 5s>0

donde s = —1; con Y = ¢, + ¢; +m y 0 > 0 es un pardametro que controla la transicion del
mecanismo de encendido/apagado entre H,(s) =1y H,(s) = 0.

2.6.4. Adveccién y difusién de oxigeno

La difusién de nutrientes, factores de crecimiento y quimiotacticos, entre otros, es muy relevante
para el crecimiento de tumores los cuales estan disueltos en la componente liquida de la mezcla.
El proceso de difusién/adveccion se encarga de esparcirlos por la mezcla a través del liquido
extracelular y estos son absorbidos o incluso producidos por las células con distintos fines que
van desde el uso para el crecimiento como para la comunicacion.

En la seccion previa describimos de forma breve y general como se da el proceso de metabolismo
de un tumor ademds de asumir que prevalece la oxidacion completa de glucosa y que, por lo
tanto, la variable de interés para este modelo es la cantidad de oxigeno. Siguiendo a [20] y [21]

definimos entonces la ecuacién para la concentraciéon como sigue:

Sea c la concentracion de oxigeno, entonces

— = D.V?c — Bigig(c)f(¥) — Aec, i=mn,t (Ec. 45)
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2.6 Factores de crecimiento y muerte celular

donde f; = % v A. > 0 son las tasas de consumo y decaimiento del oxigeno, respectivamente.
En la ecuacion anterior no aparece un término fuente puesto que el fin de esta primera parte
de este capitulo se pretende modelar la etapa temprana del crecimiento de un tumor en su fase
avascular y analizar como depende especificamente del oxigeno.
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Tumor Vascular
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En la primera parte de este capitulo establecimos las ecuaciones que gobiernan la dindmica
de los componentes considerados en el modelo multifase, destacando ademas la importancia
del oxigeno para el crecimiento del tumor en una situacion de recursos limitados. Ademas, con
el fin de modelar la evolucién de un tumor avascular, asumimos que las células tumorales no
desarrollan la habilidad para adaptar su metabolismo por medio de la ruta anaerdbica. En esta
segunda parte de esta tesis se estableceran las condiciones que dan pauta al desarrollo de un
tumor vascularizado siendo necesaria la introducciéon de un conjunto adicional de ecuaciones
relacionadas al proceso de angiogénesis tumoral que promueve el crecimiento de nuevas fuentes
de nutrientes constantes. Por tltimo, y con el fin de destacar la importancia del modelado
de aplicaciones terapéuticas antitumorales tomaremos en cuenta el efecto del uso de drogas
citotéxicas sobre el crecimiento tumoral introduciendo los términos necesarios en el sistema
final de ecuaciones de este modelo. La parte II de esta tesis se apoya parcialmente en el trabajo
A Spatial Model of Tumor-Host linteraction: Application of Chemotherapy by Peter
Hinow and Philip Gerlee. [29]
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2.7. Introduccion

Cuando no se aplica ningtin tratamiento quimioterapéutico, el modelo reproduce la dinamica
tipica del crecimiento de un tumor temprano. Los tumores inicialmente avasculares alcanzan un
tamano limitado del orden de milimetros y bajo ciertas circunstancias puede iniciarse el proceso
de angiogénesis mediante la liberacién y activacién del factor de angiogénico tumoral (TAF)
secretado por células tumorales hipdxicas en el nicleo del tumor. El factor angiogénico esti-
mula a las células endoteliales a migrar hacia el tumor y establece un suministro de nutrientes
suficiente para el crecimiento y la posible invasién sostenida a otros tejidos sanos. Esto permite
crecer en volumen al tumor y da paso a vascularizarse de manera que puede llegar a crecer
descontroladamente sino existe nada que le impida hacerlo. Si por el contrario, se aplica algin
tipo de terapia anti-tumoral y asumiendo que no haya resistencia al tratamiento se puede lograr
reducir el tamano y proliferacion celular tumoral. La quimioterapia se refiere técnicamente al
uso de medicamentos que se dirigen selectivamente a la causa de una enfermedad, pero ahora es
casi sinénimo el uso de medicamentos para tratar el cancer. Los mecanismos de estos farmacos
son muy diversos pero generalmente se dirigen a la proliferacion celular, por ejemplo, danando
el ADN o alterando los husos mitéticos, que son esenciales para una division celular exitosa. Los
medicamentos quimioterapéuticos se pueden dividir en tres clases: Los medicamentos de clase I
afectan a las células en reposo y en proliferacion; los medicamentos de clase 11 son especificos en
alguna fase del ciclo celular; y finalmente los medicamentos de clase III solo matan las células
que proliferan. En este trabajo modelaremos el uso de algin farmaco que afecte directamente
el crecimiento celular madiante la muerte celular. [29]

Con el fin de simplificar el nimero de ecuaciones y parametros para esta parte del modelo
asumiremos algunas hipétesis de forma que podamos obtener un modelo adaptable al marco
general del sistema:

e Supondremos que el factor angiogénico se activara y producird como respuesta a un nivel
minimo de oxigeno ¢y en el entorno tumoral y sera proporcional al volumen celular tumoral
y dejard de producirse cuando la concentracion de oxigeno en el ambiente tumoral alcance
un nivel mdximo de concentracion Cpgz-

e Las células endoteliales inicialmente se encuentran en un estado de “quiescencia celular”
y empezaran a proliferar cuando el factor angiogénico se empiece a producir con una
concentracion proporcional a la concentracién del factor angiogénico.

e Las células responden a la compresion de otras células por lo que el crecimiento tumoral
estard limitado a un cierto umbral independientemente de la cantidad de oxigeno que
reciba para crecer.

e Asumiremos que la quimioterapia consiste en la infusiéon de drogas citotoxicas y que
idealmente sélo afecta a las células tumorales.

e Supondremos que el tratamiento quimioterapéutico se realiza a través de infusion san-
guinea por medio de los torrentes sanguineos por lo que se puede programar las infusiones
en un tiempo arbitrario.

33



2.8 Angiogénesis

2.8. Angiogénesis

Los tumores cancerosos tienen la capacidad de reclutar nuevos vasos sanguineos a través de
un proceso llamado angiogénesis. La angiogénesis es el crecimiento de nuevos capilares a partir
de vasos sanguineos pre-existentes. El proceso de crecimiento generalmente se desencadena por
células cuyas necesidades de oxigeno o nutrientes no son satisfechas por la vasculatura actual
y puede ocurrir tanto en condiciones fisiolégicas como patologicas. Al estimular el crecimiento
vascular, los tumores se conectan al sistema circulatorio, reciben nutrientes y abren una forma
de colonizar érganos distantes ademas la angiogénesis desempena un papel fundamental en el
desarrollo tumoral porque es un paso necesario para que un tumor sélido crezca mas alla de
cierto tamano y se vuelva maligno.

Las células tumorales proliferan de forma anormalmente rapida y consumen el oxigeno y los nu-
trientes liberados por los vasos sanguineos preexistentes. Como consecuencia, generan regiones
hipoxicas dentro del tumor. Las células tumorales hipéxicas pueden liberar factores angiogéni-
cos tumorales (TAF), como el factor de crecimiento endotelial vascular (VEGF) o el factor de
crecimiento de fibroblastos bésico (FCFEFDb), que desequilibran el equilibrio entre las sustancias
pro y anti-angiogénicas. Las células endoteliales pueden detectar este cambio a través de sus
receptores de superficie. Esto activa la respuesta angiogénica, un proceso complejo que incluye:
seleccion de células endoteliales; degradacion de la membrana basal; iniciacion de brotes; migra-
cion de células endoteliales hacia la region hipodxica; proliferacién del tallo capilar para alargar
el vaso. La angiogénesis alcanza su maximo con la formacién de una nueva red vascular. La red
recientemente desarrollada proporciona a las células cancerosas con oxigeno y nutrientes virtual-
mente “ilimitados”, asi como una forma de escapar del tumor primario y potencialmente hacer
metastasis. Este proceso no solo afecta el suministro de sangre para satisfacer las demandas
metabdlicas de la creciente masa de células, sino que también representa la via para administrar
medicamentos contra el cancer a todas las regiones de un tumor en cantidades efectivas. [29][42]

2.8.1. Factor de Crecimiento Vascular Endotelial

El Factor de Crecimiento Vascular Endotelial (VEGF') es una proteina que estimula la divi-
sién y migracién de las células endoteliales (ECs) para formar vasos sanguineos que rodeen y
eventualmente penetren la masa tumoral. El VEGF es secretado por las células hipoxicas que
necesitan de oxigeno para poder seguir creciendo. De acuerdo a [29] la ecuacién de reaccion-
difusion que describe la difusion de este agente quimico en el microambiente tumoral, el cual
denotaremos por v, es

% - va2v + avp(c)¢t - ngv (EC 46)

donde D, > 0 es el coeficiente de difusién del factor angiogénico, el cual, es producido a una
tasa «, proporcional al volumen celular tumoral y consumido por las células endoteliales (w)
a una tasa con coeficiente de accién de masa, 5, > 0. La funcién P(c) describe el mecanismo o
“switch” de produccién del factor angiogénico en funcién de los niveles de oxigeno. Esta funcién
la definimos de la siguiente manera:

P(C):{l si c < ¢y

0 si C > Craz
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2.9 Quimioterapia

aqui e es la maxima concentracion de oxigeno en el microambiente para el cual se deja de
producir el factor angiogénico.

2.8.2. Células Endoteliales

Como ya se ha mencionado anteriormente, las células endoteliales (ECs) son células que recu-
bren el interior de los vasos sanguineos y capilares. Este tipo de células normalmente perma-
nencen en un estado quiescente, es decir, mantienen sus funciones minimas de supervivencia y
no proliferan a menos que reciban un estimulo para multiplicarse. De acuerdo a [29] la ecuacién
que gobierna la dinamica de las células endoteliales es

0
a—l;} = D, VW — wy, Vv + agwv (Ec. 47)

aqui D, es el coeficiente de difusién de las células endoteliales. Las ECs responden via qui-
miotaxis a los gradientes del factor angiogénico v y requiere su presencia constante para la
proliferacion. «,, es la tasa de proliferacion de células endoteliales proporcional a la concentra-
cion del factor angiogénico y x,., es el coeficiente quimiotactico.

Finalmente considerando las concentraciones VEGF y ECs podemos modificar la ecuacion de
oxigeno para agregar el término fuente, de manera que re-escribiendo la Ec. 45, tenemos

g—j = D.Vic+ a.cw — Bigig(c)f () — Aec i =n,t (Ec. 48)

donde a, es la tasa de produccion de oxigeno proporcional a la concentracion de células endo-
teliales y de la cantidad del factor angiogénico.

2.9. Quimioterapia

Introducimos ahora en este modelo los efectos de la quimioterapia en el crecimiento del
tumor. La quimioterapia se refiere técnicamente al uso de medicamentos que se dirigen selecti-
vamente a la causa de una enfermedad, pero ahora es casi sinénimo del uso de medicamentos
para tratar el cancer. Como tratamiento clinico consiste en la aplicacién secuencial de drogas
citotéxicas que idealmente solo afectan a las células tumorales. En ese sentido, el efecto de
drogas citotéxicas puede ser de diversos tipos en los cuales se puede inhibir el crecimiento y
divisién celular o las fuentes de crecimiento del cual depende la mitosis celular también algunas
drogas pueden danar el ADN celular. La efectividad del tratamiento depende de varios factores
como: la velocidad a la que se metaboliza la droga, la tasa de decaimiento, la resistencia de las
células a la droga, etc.

En este trabajo se incluira el efecto de la droga sobre la proliferacion celular y que afecta
directamente el volumen de las células tumorales. Se incluye, entonces, una ecuacion de reaccion-
difusién similar a la ecuacién de oxigeno (Ec. 45). De acuerdo a [29] la ecuacién que gobierna
la difusion del farmaco y que es dada por n es

g—? = D, V*n+ a,(1,)(1 = n) — Bén — yun (Ec. 49)
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2.10 Sistema final de Ecuaciones Diferenciales Parciales

La tasa de produccién de la droga es a, mientras que la tasa de consumo por la células tu-
morales es (. El coeficiente de difusiéon D,, lo suponemos igual a la constante de difusién del
oxigeno. Finalmente el farmaco tiene una tasa de decaimiento =,. En lugar de buscar una fuente
constante de medicamento, incluimos una programaciéon de la droga al permitir que la tasa de
produccién «,,(7,,) > 0 sea una funcién dependiente del tiempo.

La funcién a,(7,) queda establedida de la siguiente forma conforme a [29]:
5
ay(7,) = 100 Z exp(—4(7, — (200 + 2k))?)
k=0

donde £ es un parametro adimensional de la cantidad de farmaco necesario para matar células
tumorales proliferando por unidad de volumen.

En la ecuacién concerniente a los términos de crecimiento/muerte celular (Ec. 44) tenemos que
agregar el término adicional que induce a la muerte celular debido a la infusion de la droga, esto
en la poblacién celular tumoral porque como recordaremos inicialmente asumimos que la droga
solo afecta la proliferacion de células tumorales. Por lo tanto, la Ec. 44 la podemos re-escribir
como

L(¢,¢) = [k ()g(c) — 0) — 6:(0 — £(p)g(c)) — dan]¢r (Ec. 50)

donde finalmente 9, es la tasa de muerte celular proporcional a la cantidad de droga n.

2.10. Sistema final de Ecuaciones Diferenciales Parciales

En esta seccion el sistema de ecuaciones que describen la dindmica de la evolucién tumoral
de acuerdo a sus fases de crecimiento para tener un mejor panorama general de los resultados
que de ahi deriven.

2.10.1. Tumor avascular

La primera parte de esta tesis describe las ecuaciones de la mecanica del comportamiento de
las componentes consideradas en una situacion que depende principalmente del estrés ejercido
por fuerzas internas y externas ademas de una “cantidad limitada” de oxigeno para crecer.

Consideremos entonces lo siguiente: Para la componente celular tenemos que tomar en
cuenta los términos que describen el estrés a la que estan sometidas asi como términos de
crecimiento/muerte celular, entonces, consideremos las ecuaciones 31, 32 y 44 de forma que
realizando el algebra necesaria obtenemos

%ﬁi:g’gK@Vz(@wmMf(w)g(c)—9)—6i<e—f<w>g<c>>}¢i i—nt  (Ec5l)
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Para la matriz extracelular tenemos que considerar la remodelacién de la misma por las enzimas,
por lo tanto, tenemos que considerar las ecuaciones 37 y 38:

0
8—7: = 1 5(V)bn + 11 5(0) Py — vem

de e
a9 kVZe + min(V)on + +m5(Y) b — -

y por tltimo, para completar el primer sistema de ecuaciones para la fase avascular, se debe
incluir la ecuacién que gobierna la adveccion y difusién de oxigeno y que estd dada por la
ecuacion 45

— = D.V?c— Bipig(c)f () — Aec i =n,t

Englobando los resultados anteriores tenemos el siguiente sistema de ecuaciones acopladas:

( respuesta a la compresion
8¢ o % ~ término de creiimiento—muerte
el E"]K%VQ(%EW)) + [w(E(W)g(c) = 0) — 6,(0 — £(¥)g(c))]dn
respuesta a la compresion
o "\ -~ término de crecji\mienta—muerte
Obe ¢ 2 TV (f f A
e EMV (@) +[n(f(¥)g(c) —0) — 6:(6 — £(4)g(c))]
Tumor avascular om produccién ECM degradacidn
- Py
Fr fnX(V) P + X (V) —  Vem
difusiéon enzimas produccién enzimas decaim~ iento
ae /\2\ la % ~ (&
— = kV-<e + 7 B(V) b + T X(V) Py — =
ot T
5 difusién oxigeno consumo de oxigeno decaimiento
C s N o % /'/\
| 5, = DV = (Budn + Bitg(f (W) — A
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2.10 Sistema final de Ecuaciones Diferenciales Parciales

2.10.2. Tumor vascular

Respecto a la fase vascular, el conjunto de ecuaciones que describe la dinamica de este compor-
tamiento son similares al sistema de ecuaciones de la fase avascular salvo por algunos términos
y ecuaciones adicionales que hay que considerar. Para ello consideremos adicionalmente las
ecuaciones 46, 47 y 48 para el sistema final de ecuaciones de la fase vascular del tumor.

El sistema de ecuaciones resultantes se escribe a continuacion:

respuesta a la compresion
- ~ término de crecimiento—muerte

06, _ 02 : g
Tl E]K%VQ(%E(W) + [ (E(¥)g(c) = 0) — 0n(0 — £(1)g(c))]dn
respuesta a la compresién
-~ N\ - término de creiz'\mientofmuerte
Oy _ o 2 T, )
T TR0 + Tl —0) — 00— (el
9 producciéon EC M degradacién
Fr fnX(V)fn + B ()¢ —  Tem
Tumor vascular < Be di fusién enzimas produccion enzimas decaiziento
5= kV%e + TX(V)pn + mE() Py — =
t T
difusion ow{geno Fuente consumo de ozigeno decaimiento
de - e -~ N S
a = DCV C + aCW — (Bngbn + thbt)g(c)f(w) - )\CC
difusion VEGF produccién consumo
ov /—’? —— =
pri D,V  +a,P(c)py — Bywv

difusion ECs
aw (e - N
e = D,V?w — wx,V*+ Guuwd
\

produccién
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2.10.3. Aplicacion de quimioterapia

Por dltimo tenemos el sistema de ecuaciones que describe la aplicacién de quimioterapia a un
tumor vascular:

( respuesta a la compresion
a¢ o0 -~ término de cregz’\miento—muerte
a_tn _ E"IK%VQ(%EW)) + [ (£ (¢)g(c) — 0) — 0, (0 — £()g(c))] ¢
respuesta a la compresion
5 % ~ término de creimientofmuerte

O _ by, v T(t 0) — 0,0 — £ X
T = SR VHEW) + Tl0)E) — 0) = 00— [(0)e(e)) — o.nlo)
9 producciéon ECM degradacién

m > h ~ =
Fe nX()n + X () oy —  Tem

difusién enzimas produccién enzimas decaimﬁ iento
Oe ~n - > e
Quimioterapia § 5y = Ve  + mpE(Y)on + mE(Y) g — ~

9 difusion oxigeno Fuente consumo de oxigeno decaimiento

C A - -\ ~ =~
a = DCVQC + QcCW — (Bngbn +Bt¢t)g(c)f(¢) - )‘CC

difusion VEGF produccién consumo
Ov /—/? —_—~—
5= D, Vv 4+ a,P(c)pr — Bywv
difusion ECs roduccion
ow = 2 & ) p/il/\
o = D,\V-w — wx,V°+ a,wo
5 difusién droga  fuente programada  consumo decaimiento
—— = A
L 8_7; - Dnv2n + an(Tn)<1 - n) - ﬂgbtn - TnT
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CAPITULO 3

Solucién numérica y parametros de simulacion

3.1. El método de lineas

Las ecuaciones diferenciales pueden describir casi todos los sistemas que experimentan cam-
bios. Ejemplos abundan en ciencias e ingenieria asi como en economia, ciencias sociales, biologia,
negocios, cuidado de la salud, etc. Muchos matematicos han estudiado la naturaleza de estas
ecuaciones durante cientos de anos y existen muchas técnicas de solucion bien desarrolladas.
A menudo, los sistemas descritos por ecuaciones diferenciales son tan complejos, o los siste-
mas que describen son tan grandes, que una soluciéon puramente analitica para las ecuaciones
no es tratable. Es en estos sistemas complejos donde las simulaciones por computadora y los
métodos numéricos son ttiles. Las técnicas para resolver ecuaciones diferenciales basadas en
aproximaciones numéricas se desarrollaron antes de que existieran las computadoras progra-
mables. Durante la Segunda Guerra Mundial, era comin encontrar habitaciones de personas
(generalmente mujeres) trabajando en calculadoras mecdnicas para resolver numéricamente sis-
temas de ecuaciones diferenciales para calculos militares.

Como motor de solucién para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales obtenido en este
trabajo se utiliz6 el lenguaje de programacién Wolfram Mathematica v.11.0.1 por su faci-
lidad simbdlica de implementar sistemas de ecuaciones matemaéticas en pocas lineas de cédigo.
En Wolfram Mathematica v.11.0.1 se hizo uso de la funcion NDSolve que incorpora el
programa para resolver numéricamente ecuaciones diferenciales algebraicas, ordinarias o par-
ciales. La funcion NDSolve usa por default el método de numérico de lineas para calcular
las soluciones mediante una técnica que permite discretizar las ecuaciones diferenciales en todas
las dimensionas excepto en una mientras se usa una solucion analitica en la direccién restante.
NDSolve debe tener condiciones iniciales y de frontera apropiadas para poder encontrar las
soluciones al sistema.

Cuando NDSolve calcula la solucion para una PDE, el resultado es una funcion de interpo-
lacién bidimensional. Esta funcién utiliza estimaciones de error espacial en la condicion inicial
para determinar cudl debe ser el espaciado de la cuadricula. El error en la variable temporal
es tratado por el integrador adaptable de ODE. Los métodos actualmente implementados para
la discretizacion espacial en Mathematica son “TensorProductGrid” y “FiniteElement”.
Ambos métodos tienen su propio conjunto de opciones que se pueden usar para controlar los
detalles del proceso de discretizacion. [43]
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3.1 El método de lineas Solucién numérica y parametros de simulacion

Como lo indica [44], el método de lineas tiene las siguientes propiedades que justifican su uso:

a) Eficiencia computacional: el cardcter semianalitico de la formulacién conduce a un algorit-
mo simple y compacto que produce resultados precisos con menos esfuerzo computacional
que otras técnicas.

b) Estabilidad numérica: separando por discretizacién al espacio y el tiempo, es facil esta-
blecer la estabilidad y la convergencia para una amplia gama de problemas.

¢) Reduccion del esfuerzo de programacion: mediante el uso de los solucionadores de ecua-
ciones diferenciales, bien documentados y confiables, el esfuerzo de programacion puede
reducirse sustancialmente.

d) Tiempo computacional reducido: dado que solo se necesita una pequena cantidad de lineas
de discretizacion en el célculo, no hay necesidad de resolver un gran sistema de ecuaciones;
por lo tanto, el tiempo de célculo es pequeno.

3.1.1. Aproximaciones de la derivada espacial

3.1.2. Diferencias finitas

La esencia del concepto de diferencias finitas se materializa en la definicion estandar del derivada

f(h+ ;) — flx;)

h—0 h

donde en lugar de pasar al limite cuando se acerca a cero, se usa el espaciado finito al siguiente
punto adyacente, para que pueda obtener una aproximacion

f/(xi)aprox. = }llli% f(xi+1)h_ f(xz)

La férmula de la diferencia también se puede derivar de la férmula de Taylor,

F(rivn) = f(@) + hf () " (2;) + O(h?)

fl@ic) = fx:) = hf'(2:)% " (@) + O(h?)

Si las férmulas de Taylor mostradas se expanden un orden maés alld y se suman, se puede obtener
una féormula centrada para la segunda derivada puesto que los Laplacianos estan espresados en
derivadas de segundo orden

f(@ivr) = 2f (zi) + fwi1)

f//(l'z‘) _ e

donde

. a
 N+1

h=Azx

corresponde al espaciado de discretizaciéon y N es el nimero de franjas en el que el espacio es
dividido por lineas (por eso el nombre de método de lineas) paralelas al eje y como se muestra
en la Fig. 3.1.
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Y A
Vi VN

-
h

Figura 3.1: Las soluciones a ecuaciones diferen-
ciales se realiza entre lineas por interpolacion.

[44]

3.1.3. Condiciones de frontera periddicas

A menudo, con PDEs, es posible determinar una buena forma numérica para aplicar las con-
diciones de contorno para una ecuacién y condicién de frontera particulares. Sin embargo, el
problema de encontrar un algoritmo general es mucho mas dificil y algo complicado por el efecto
que las condiciones de frontera pueden tener sobre la rigidez y la estabilidad general.

Para este trabajo se ha optado por usar condiciones de frontera peridédicas pues son particu-
larmente simples de tratar: la interpolacién periddica se usa para las diferencias finitas. Dado
que las aproximaciones pseudoespecificas son precisas con rejillas uniformes, las soluciones a
menudo se pueden encontrar de manera bastante eficiente. Como se estan resolviendo varias
funciones entonces todas y cada una de ellas debe tener asociada una condicién de frontera.
44

Figura 3.2: Ejemplo la solucién general de
la ecuacion Sin-Gordon bidimensional con
condiciones de frontera periddicas. [43]
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3.1 El método de lineas

3.1.4. Variables y parametros del sistema de ecuaciones

Para simplificar el andlisis y las simulaciones del modelo, no dimensionamos el modelo utilizan-
do algunas escalas caracteristicas sugeridas en [20],[21],[22],[23],[29] v [39]. Lo anterior debido
a que no se cuenta con una base de datos experimentales que incluyan todos los parametros
debidamente relacionados considerados en esta tesis, algunos valores se han estimado de ma-
nera aproximada de acuerdo a los resultados de otros modelos similares tratados en este trabajo.

Respecto a las condiciones iniciales:

Solucién numérica y parametros de simulacion

’ Parametro ‘ Valor ‘ Significado

On 0.45 | volumen de células sanas

o 0.005 | volumen de células tumorales

m 0.2 volumen de ECM

e 0.3 concentracion de enzimas

c 0.9 concentraciéon de oxigeno

v 0.001 | concentracion de VEGF

w 0.01 | concentraciéon de ECs

n 0 concentracion de droga
Tabla 3.1: Condiciones iniciales.

Las variables estimadas para todo modelo matematico son:

variable valor significado
Un 0.7 nivel umbral de estrés
Vn 0.746 tasa de proliferacion celular
On 0.1 tasa de muerte celular
L, 0.1 tasa de produccién de ECM
Ty, 6000000 tasa de produccién de enzimas
B 0.8 tasa de consumo de oxigeno
Tabla 3.2: Variables de células sanas.
variable valor significado
Wy 0.85 nivel umbral de estrés
Ve 0.97 tasa de proliferacion celular
Oy 0.03 tasa de muerte celular
0 0.08 tasa de muerte celular inducida por droga
it 0.05 tasa de produccion de ECM
I 3000000 tasa de produccién de enzimas
By 0.9 tasa de consumo de oxigeno

Tabla 3.3: Variables de células tumorales.

44




3.1 El método de lineas Solucién numérica y parametros de simulacion

variable valor significado

K, 0.3 coeficiente de motilidad celular normal
K, 0.1 coeficiente de motilidad celular tumoral
K 0.00000734 | coficiente de difusion de enzimas

D, 0.58 difusién de oxigeno

D, 0.02 difusion de VEGF

D, 0.000058 difusién de ECs

D, 0.58 difusion de droga

Tabla 3.4: Coeficientes de difusion.

variable valor significado

Qe 1 tasa de produccién de oxigeno

Ae 0.1 tasa de decaimiento de oxigeno
Qy 10 tasa de produccién de VEGF

o 10 tasa de consumo de VEGF

Q, 0.69 tasa de produccion de droga

6] 0.02 tasa de consumo de droga

An 0.1 tasa de decaimiento de droga

k 1 cantidad suministrada de droga
Qlyy 0.07 tasa de produccion de ECs

v 0.000016 coeficiente de degradacion de ECM
T 0.005 tiempo de vida medio de enzimas
Yo 0.75 volumen libre de estrés

o 0.2 parametro de transiciéon de H,
Xw 0.000002 coeficiente quimiotactico

0 0.15 costo de mantenimiento celular
o 0.2 concentracion minima de oxigeno
Crmaz 1 concentracion maxima de oxigeno

Tabla 3.5: Variables restantes del sistema.

45






CAPITULO 4

Resultados

En este capitulo mostramos los resultados de la simulaciones relizadas en Wolfram Mathe-
matica las cuales se implementaron de acuerdo al sistema de ecuaciones resultantes enfocandose
principalmente en las dos poblaciones celulares consideradas. Los resultados muestran la dinami-
ca temporal de las poblaciones celulares asi como la evolucion espacial de las mismas. Se incluye
ademas los resultados de la concentracién de oxigeno y de la matriz extracelular.

4.1. Tumor avascular

4.1.1. Simulaciones temporales y espaciales

1.0

0.8

Volumen
o
(-2}
Il

o
»

0.2 S

0.0
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Tiempo

(a)

1.0

0.8

Volumen
o
(2]
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o
»

0.2

0.0

0 20 40 60 80 100 120 140
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(b)

Figura 4.1: Porciones de volumen para células anormales (a) y células normales (b). Los princi-
pales pardmetros usados en (a) ¢, = 0.005, ¢, = 0.85, 7, = 0.97, &; = 0.03 y en (b) ¢; = 0.005,
Y = 0.85, v = 0.97, 6, = 0.03.
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4.1 Tumor avascular

Resultados

1.0

Volumen
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100 120 140

Figura 4.2: Concentracion de oxigeno: el parametro ¢y marca a través de la linea
punteada roja la concentraciéon minima de oxigeno donde se detiene la replicacion

celular.
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Figura 4.3: Reemplazo de células normales con células anormales. En color
verde (linea punteada) el volumen celular normal se ve reducido en presencia
del volumen celular tumoral en color rojo (linea continua) debido a la presién
ejercida de una poblacién sobre la otra. Posteriormente la falta de oxigeno

induce a un decaimiento en el volumen de ambas poblaciones de células.
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4.1 Tumor avascular

Resultados
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Figura 4.4: Evolucion de la poblacién celular normal en un espacio de dimensiéon L = 1 en un
invtervalo de tiempo de t = 0 a ¢t = 150.
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Figura 4.5: Evolucién de la poblacion celular anormal en un espacio de dimensién L = 1 en un
invtervalo de tiempo de t = 0 a ¢t = 150.
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4.2. Tumor vascular

4.2.1. Simulaciones espacio-temporales
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Figura 4.6: En (a) Volumen celular anormal antes y después de la angiogénesis. Los pardmetros
utilizados para la simulacién: ¢, = 0.005, ¢, = 0.85, v, = 0.97, §; = 0.03. En (b) volumen celular
normal antes y después de la angiogénesis. Los parametros utilizados para la simulacion: ¢,, =
0.45, ¢, = 0.7, v, = 0.746, 9,, = 0.1.
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Figura 4.7: Comparativa del reemplazo de células normales (linea punteada) por células
anormales (linea continua) en la transicién de la fase avascular a vascular.
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Figura 4.8: Concentracién de oxigeno antes y después de la angiogénesis. La linea continua
muestra el incremento en la cantidad de oxigeno a medida que las células endoteliales crean
nuevos vasos para generar la nueva fuente de recursos.
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Figura 4.9: Evolucion espacial de las células sanas antes y después de la angiogénesis.
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Figura 4.10: Evolucién espacial de las células tumorales antes y después de la angiogénesis.
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4.3. Aplicacién de quimioterapia

4.3.1. Simulaciones temporales y espaciales
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Figura 4.11: El volumen tumoral decrece al iniciar la aplicacion quimioterapéutica
para 7, = 90.
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Figura 4.12: Volumen celular normal aumentando después de la aplicacion de varias
infusiones de droga que afectan al tumor.
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Figura 4.13: Porcién de volumen de células sanas creciendo después de la aplicacion terapéutica.
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Figura 4.14: Después de la aplicacion terapéutica sobre la poblacién tumoral empieza a decrecer

su volumen.
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4.4. Generacién anormal de tejido (ECM)
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Figura 4.15: Evolucién temporal del tejido fibrético: La linea punteada (ECM normal) mues-
tra la porcion de volumen del la matriz generada por células normales mientras que la linea
a guiones (ECM tumoral) muestra el tejido generado por células danadas. Se puede notar
que el tejido normal inicialmente tiene un valor inicial constantemente igual a m,, = 0.2 que
posteriormente decae cuando el tejido invasivo generado por células tumorales empieza a
crecer. Desde un punto de vista mecdanico, el incremento en porcentaje de la ECM podria
conducir a la formacion de un tejido fibrético mas rigido.
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CAPITULO 5

Conclusiones

En esta tesis presentamos la formulacién de un modelo mesoscépico para describir la evolu-
ci6n de un tumor. Este modelado considera el crecimiento/muerte de dos poblaciones celulares
(sanas y tumorales) y la remodelacién del tejido fibrético (ECM) por medio de las enzimas
producidas por las células asi como la difusiéon y consumo de oxigeno. En este modelo incluimos
la dinamica de las células endoteliales las cuales son promovidas a crecer para construir nuevos
vasos (fuentes) en beneficio del crecimiento tumoral. Esto nos permitié manejar un modelo
general formado por ecuaciones diferenciales parciales acopladas para simular la dinamica de
dos etapas distintas: En primera lugar, la evolucién de las poblaciones celulares sometidas al
estrés debido a la compresion que ejerce una poblacion sobre otra y en un ambiente limitado en
oxigeno (fase avascular). En segundo lugar, el escenario en el cual se promueve el crecimiento de
células endoteliales para generar una fuente constante y continua de oxigeno cuando el ambien-
te celular entra en un estado hipdéxico, esto, a través, de la produccion del factor angiogénico
tumoral. Este iltimo escenario al cual denominamos fase vascular nos permitié introducir una
ecuacion adicional para modelar el uso de farmacos anti-tumorales para la reduccién de la masa
tumoral. Este modelo no sélo nos permite ver dos fases del crecimiento celular sino también
de la competencia por el espacio pues al estar confinada la region de crecimiento ambas po-
blaciones se someten a fuerzas internas y externas que inhiben o limitan su volumen. Por otra
parte, la inclusién de la matriz extracelular ademdas nos permitié incluir resultados sobre el
comportamiento de la masa fibrética la cual se ve afectada por ambas poblaciones de manera
distinta lo que nos lleva a considerar otros efectos en el microambiente tumoral.

De acuerdo a los resultados obtenidos y mostrados en el Capitulo 4 podemos concluir lo si-
guiente:

e En la primera fase de un tumor, los resultados muestran como la poblacién celular tu-
moral (Figura 4.1 (a)) empieza a crecer de manera lenta inicialmente para luego tener un
crecimiento rapido, el cual, se estabiliza al alcanzar un cierto volumen para posteriormen-
te decaer. La reduccion del volumen tumoral es debido a la muerte celular por la falta de
oxigeno al que consideramos como tnico nutriente principal de crecimiento celular pues
ademas supusimos que las células tumorales no eran capaces de re-adaptar su metabolis-
mo celular, por lo tanto, la dependencia explicita de la cantidad de oxigeno disponible es
importante, al menos en este modelo, para el continuo crecimiento celular. Por otro lado,
la poblacién celular sana (Figura 4.1 (b)) en contraste con la poblacién celular tumoral,
inicialmente, tiene una tendencia méas rapida de crecimiento para posteriormente reducir
su volumen ya que debido a la presién ejercida por la poblacion tumoral no permite el
libre crecimiento celular normal al encontrarse en un espacio confinado.

Si comparamos ambos volumenes celulares como lo muestra la figura 4.3 podemos ver
un punto de estabilidad de ambas poblaciones. Ese comportamiento coincide aproxima-
damente cuando los niveles de oxigeno decaen por debajo de un punto critico como lo
muestra la figura 4.2. En ese punto de estabilidad ambas poblaciones celulares dejan de
proliferar y, por lo tanto, el volumen no se expande més. Luego, nuevamente en la figura
4.3 vemos que ambos volimenes empieza a reducirse después del periodo de estabilidad
debido a la muerte celular por falta de oxigeno y como consecuencia la muerte celular
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se hace presente hasta tender a cero el volumen de ambas poblaciones. Los resultados
aqui presentados los podemos comparar con los obtenidos en [46] que modela también el
crecimiento celular en la fase avascular y los cuales son bastante similares a los obtenidos
por este sistema.

Adicionalmente en las figuras 4.4 y 4.5 vemos la evolucion espacio-temporal de las células
normales y tumorales que van de acuerdo los resultados temporales obtenidos en las
figuras 4.1 (a) y (b).

De los resultados obtenidos de la fase vascular podemos destacar dos situaciones de la
dindmica de las poblaciones celulares: En primer lugar vemos en la figura 4.6 (a) que
hay dos puntos donde el volumen celular tumoral se estabiliza. En el intervalo de tiempo
que va de t = 0 a t = 40 aproximadamente, vemos una situaciéon de estabilidad similar
a la fase temprana tumoral, esto debido a que en ese intervalo de tiempo la inadecuada
fuente de oxigeno no permite a las células tumorales seguir reproduciéndose por lo que su
crecimiento se “apaga” temporalmente. En ese intervalo de tiempo de quiescencia celular
inicia el proceso de angiogénesis el cual es promovido por el ambiente hipdxico al produ-
cir y difundirse el factor angiogénico VEGF. Esto, a su vez, se consume por las células
endoteliales que en un principio se encuentran en estado quiescente inicialmente y al ser
estimuladas se duplican y crecen. El volumen de células endoteliales para el modelo es
proporcional a la cantidad de oxigeno lo que garantiza una adecuada fuente de oxigeno
para el crecimiento tumoral. Para fines del modelado mecanico del crecimiento tumoral se
ha establecido un limite en la concentracion de oxigeno el cual “desactiva” la produccion
de VEGF al alcanzar una maxima concentracion de oxigeno. El incremento de la cantidad
de oxigeno en la fase vascular la podemos ver en la figura 4.8 donde hacemos una compa-
rativa de los niveles de concentracion de este nutriente antes y después de la angiogénesis.
En esa misma figura podemos apreciar el punto donde se sobrepasa el limite minimo de
oxigeno impuesto en el modelo para el oxigeno y esto se ve directamente reflejado en la
reactivacién del crecimiento de la masa tumoral que va aumentando en volumen a medida
que los niveles de oxigeno también aumentan y ese comportamiento lo podemos apreciar
en la figura 4.6 (a). Nuevamente, como en la fase avascular, las células normales (Fig. 4.6
(b)) se ven afectadas por el crecimiento del volumen tumoral. En la figura 4.7 podemos
apreciar mejor ese efecto de la dindmica del volumen de ambas poblaciones antes y des-
pués de la angiogénesis.

En segundo lugar, vemos en la figura 4.6 (a) que encontramos un segundo punto de
estabilidad donde el crecimiento nuevamente se detiene, pues esto es debido al espacio
limitado donde las células se pueden expandir y no por la falta de oxigeno. En ese punto
el umbral de estrés ejercido por la poblacion tumoral desactiva la reproduccion celular.
El limite impuesto en esta fase vascular del tumor es debido a la condicion de restriccion
(Ec. 1) para una mezcla saturada, la cual no debe ser rebasada a menos que inicialmente
se establecieran las condiciones para permitir que otras componentes no consideradas en
el modelo pudieran ocupar una porcion fija de espacio.
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Al igual que como en los resultados anteriores, para la fase vascular mostramos los re-
sultados espacio-temporales en las figuras 4.9 y 4.10. En la figura 4.9 correspondiente a
las células sanas vemos que innevitablemente su volumen se vera reducido similarmente
al caso de la figura 4.4 mientras que para la poblacion tumoral su volumen en la figura
4.10 aumenta y posteriormente se estabiliza contrario al caso de la figura 4.5 donde su
volumen tiende a reducirse.

De los resultados de la aplicacién de quimioterapia al tumor resaltamos el efecto del farma-
co sobre la reduccién del volumen celular tumoral. En las figuras 4.11 y 4.12 tenemos la
dinamica temporal como en la figura 4.7 excepto que en un dado tiempo, especificamen-
te a partir de t = 90, vemos los efectos de la aplicacion de una droga antitumoral en
ambas poblaciones celulares. En el caso de 4.11 correspondiente a la poblaciéon tumoral
vemos que el volumen empieza a reducirse a medida que la droga se difunde en el tumor
e induce a la apoptosis y esto puede tener un mayor impacto o no dependiendo de la
cantidad suministrada de droga. En el modelo, el pardmetro k£ controla la cantidad de
droga suministrada y el cual es un valor ajustable que, idealmente hablando, un valor més
grande (mayor cantidad de droga) nos permitira reducir ain mas el volumen celular. Por
supuesto estamos asumiendo que no hay resistencia al farmaco. Por otro lado y contrario
al efecto sobre la masa tumoral, en el caso del volumen sano vemos que este empieza
a crecer de manera proporcional a la reduccién del volumen tumoral para los mismos
valores de k. Este resultado es el mas esperado en este modelo pues nos muestra cémo la
aplicacién de la quimioterapia tiene un efecto favorable sobre la poblacion normal pues
en el modelado mecanico de tumores nos interesa detectar las variables y parametros que
permitan una adecuada simulacién de tratamientos terapéuticos que vayan de la mano
en la optimizacion de experimentos en vitro, por ejemplo. Esto ademas nos permite op-
timizar diferentes estrategias en el modelado para tener resultados mas aproximados a
situaciones reales que puedan ser aprovechadas por otras areas de la ciencia.

Nuevamente y como en los casos anteriores presentamos enseguida los resultados espacio-
temporales de la aplicacion de quimioterapia. Las figuras 4.13 y 4.14 nos decriben esta vez
como el volumen celular sano empieza a crecer después a medida que el volumen tumoral
decrece.

Finalmente y no menos importante es el comportamiento de la matriz extracelular. Si
bien el enfoque principal del modelo es sobre la competencia de las poblaciones celulares
también un subproducto de este modelo mecanico es la modificacion de la ECM. Como se
puede analizar en la figura 4.15 vemos principalmente dos escenarios relacionados al tejido
fibrpotico: En el caso de la EC'M,,,,ma 0 de matriz generada por células sanas, inicial-
mente tenemos una concentraciéon 6ptima de sustrato como lo menciona en [22] donde la
movilidad celular se ve favorecida para realizar sus funciones, sin embargo, esta cantidad
de tejido sano se ve afectado y reducido cuando las células tumorales empiezan a generar
tejido fibrotico en exceso y ademas la cantidad de enzimas que producen para degradar
la matriz también es pequena en comparacion a las células sanas. Esto de acuerdo a la
figura nos permite ver cémo la EC M;ymorar €mpieza a crecer mas alla del nivel 6ptimo de
sustrato (linea roja continua) lo cual incrementa la cantidad total de matriz extracelular.

Como lo muestran nuestros resultados podemos distinguir tres fases de la generacion
del tejido de la matriz. En la primera fase (fase de relajacién) encontramos la cantidad
optima de tejido en el cual no hay presion ejercida sobre las células o de las células
sobre la matriz y parte donde las células se pueden mover libremente. La segunda fase
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(fase de compresién) en donde inicia a crecer rdpidamente el tejido tumoral generando
presion sobre las células y el tejido sano y al mismo tiempo reduciendo la cantidad de
matriz sana y finalmente la tercera fase (fase de sobrecompresién) donde el tejido sano
es completamente reemplazado por el tejido tumoral siendo donde la cantidad total de
matriz la misma que la de la generada por las células tumorales.

Estos resultados como ya lo sugieren algunos trabajos [22][23] consultados en esta tesis
conducen también al estudio de la formacion de tejido fibrético rigido asi como de hi-
perplasia que esta estrechamente relacionado al crecimiento de tumores avasculares. Este
tipo de anomalias es debido a la pérdida de respuesta a las senales de compresién celular
y que en este modelo establecimos como distintos valores de estrés celular. Otros efectos
importantes en el estudio del de comportamiento de la matriz es que la sobreproduccion
de tejido fibrético tumoral puede dar lugar a la ruptura de la red del tejido permitiendo la
invasion de células tumorales a otros tejidos sanos dando lugar asi a la posible formacién
de nuevos tumores.
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