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INTRODUCCIÓN 

 
 

En este proyecto de tesis se estudiará la interacción y evolución de dos 
sistemas cuánticos en un mismo medio ambiente.  Este es un modelo de 
gran interés en Óptica Cuántica, Computación Cuántica y Teoría de 

Enredamiento.  Los sistemas cuánticos de interés son dos osciladores 
armónicos y el medio ambiente se modela como un número infinito de 
osciladores armónicos.  Se estudiará la evolución del sistema considerando 

un estado inicial apropiado para el caso y se propondrá expandir la idea 
mediante inducción para contemplar la interacción y evolución de un 

número infinito de sistemas cuánticos en un mismo medio ambiente. 
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Capítulo 1   
 
 

Conceptos de la Mecánica Cuántica 
  

§  1.1.  La Ecuación de Schrödinger   
  
 
El objetivo principal de la Mecánica Cuántica es el de resolver la ecuación de 

Schrödinger dada una función de potencial ),( tqV .  Nos enfocaremos en la 

solución de la ecuación de Schrödinger para el caso unidimensional por su 
simplicidad y porque es fácil de generalizar para el caso de 3D.  También, se 
supondrá que el potencial es independiente del tiempo ya que casi todos los 

sistemas tienen potenciales de esa forma.  Esto es, )(),( qVtqV  . 

  
La ecuación de Schrödinger es una ecuación diferencial parcial de segundo orden 
que depende del espacio-tiempo: 
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Se resolverá la ecuación de Schrödinger mediante la técnica estándar de 
separación de variables.  
 

Primero, suponemos que )()(),( tqtq                                                    [1.1.2] 
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Sustituyendo las expresiones [1.1.3]  en [1.1.1]   se obtiene la ecuación:  
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CAPÍTULO 1.  CONCEPTOS DE LA MECÁNICA CUÁNTICA 
1.1. LA ECUACIÓN DE SCHRÖDINGER 

 
Dividiendo ambos lados de la ecuación [1.1.4] por [1.1.2], reducimos la 
ecuación anterior a la expresión: 

  
                       [1.1.5] 
 

 
La única forma de que se cumpla la igualdad anterior es que ambas 

expresiones sean iguales a una constante, a la que por simplicidad 
llamaremos E. 

Es decir,                                 EqV
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Re-escribiremos las expresiones anteriores de la siguiente manera: 
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La solución de la ecuación [1.1.9] se obtiene mediante integración directa: 
 

 
          [1.1.10]

  
Una vez que se encuentra la solución para la ecuación de Schrödinger 
independiente del tiempo [1.1.6], se puede construir la solución de la 
ecuación [1.1.2] multiplicando )()( tq   . 

 

La solución de la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo [1.1.6]   
depende del potencial  )(qV . En general, existen soluciones a la ecuación 

de Schrödinger independiente del tiempo solamente para ciertos valores de 

la energía, los cuales se enlistan en el orden de energía creciente como 
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CAPÍTULO 1.  CONCEPTOS DE LA MECÁNICA CUÁNTICA 
1.1. LA ECUACIÓN DE SCHRÖDINGER 

 
A estas energías se les llama eigenvalores del potencial )(qV ; un potencial 

particular tiene un conjunto particular de eigenvalores.   
 

Para cada eigenvalor existe una eigenfunción correspondiente 
 

),...(),...,(),(),( 321 qqqq n  

 
la cual es una solución a la ecuación de Schrödinger independiente del 
tiempo [1.1.6]  para el potencial )(qV . 

 

Para cada eigenvalor y eigenfunción también existe una función de onda 
correspondiente 
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Si el sistema está descrito por la función de onda  ),( tqn , se dice que el 

sistema está en el estado cuántico n . 

 

Cada una de las funciones de onda ),( tqn  es una solución particular a la 

ecuación de Schrödinger para el potencial )(qV .  Ya que esta ecuación es 

lineal se espera que cualquier combinación  lineal de estas funciones 
también sea solución:  
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La expresión [1.1.12] es la solución más general a la ecuación de 
Schrödinger para un potencial )(qV . 
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 CAPÍTULO 1.  CONCEPTOS DE LA MECÁNICA CUÁNTICA 
1.2. EL OSCILADOR ARMÓNICO MECÁNICO-CUÁNTICO 

 

§  1.2.  El Oscilador Armónico Mecánico-Cuántico 
 

  

La energía potencial del oscilador armónico simple está dada por  
 

                                              22

2

1
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Sustituyendo el potencial [1.2.1]  en la ecuación [1.1.5] tenemos que:   
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Se re-escribirá la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo para 
el caso del oscilador armónico simple en términos de los operadores ,p q  y 

de sus respectivos conmutadores como se muestra a continuación: 
  
Re-escribiendo la ecuación [1.2.2] tenemos que 
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 es el operador del momentum.   

 

La idea básica es la de factorizar el Hamiltoniano, 
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Como p  y q  son operadores, y como los operadores no necesariamente 

conmutan, se proponen las siguientes expresiones: 
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1.2. EL OSCILADOR ARMÓNICO MECÁNICO-CUÁNTICO 

 
Ahora bien, 
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Este resultado contiene el término pqqp ,  al cual llamaremos 

conmutador de q  y  p  

 
En general, el conmutador de dos operadores A y B  se expresa como  
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Usando esta notación, tenemos que 
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Utilizando la relación 
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, se puede comprobar que   ipq , , 

permitiendo re-escribir la ecuación [1.2.8] como  
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De las expresiones  [1.2.5] tenemos que: 
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Este resultado contiene el término qppq  ,  al cual llamaremos conmutador 

de   p  y q .  En seguida se demostrará que   iqp ,  
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1.2.    EL OSCILADOR ARMÓNICO MECÁNICO-CUÁNTICO 

 
Por lo anterior, podemos concluir que 
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En términos de los operadores de creación   †â  y de aniquilación â , la 

ecuación de Schrödinger independiente del tiempo para el oscilador 
armónico toma la forma:  
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Como  EH ˆ ,  entonces 
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Similarmente, para â  tenemos: 
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Para determinar las eigenfunciones, las cuales son soluciones a la 
ecuación de Schrödinger, debemos encontrar primero la solución para la  
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Normalizando la función [1.2.15] se obtiene:   
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Ahora, para determinar la energía de este estado, sustituimos el resultado 
[1.2.16] en la primera ecuación de [1.2.12] y simplificando se obtiene:  

 
 

                                
222

1
00000

† 






 








 EEaa               [1.2.17]    

 
Para generar los estados n , simplemente se aplica el operador de creación 

sucesivamente: 
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donde   
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Se puede demostrar que:         0
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CAPÍTULO 1. CONCEPTOS DE LA MECÁNICA CUÁNTICA 

1.3.    ALGUNAS PROPIEDADES DE LA FUNCIÓN DE ONDA 

 

§  1.3.  Algunas Propiedades de La Función de Onda ),( tq . 
 
Densidad de Probabilidad 
  
La conexión básica entre las propiedades de la función de onda ),( tq  y el 

comportamiento de la partícula asociada queda expresada en términos de 
la densidad de probabilidad ),( tqP .  Esta cantidad especifica la 

probabilidad, por unidad de longitud del eje q  de encontrar a la partícula 

en la vecindad de la coordenada q  al tiempo t .  En 1926 Max Born postuló 

la relación entre la densidad de probabilidad y la función de onda  
 

                                                          ),(),(, * tqtqtqP                                       [1.3.1] 

 
El postulado dice: Si en el instante t se realiza una medición para localizar 
a la partícula asociada con la función de onda ),( tq entonces la 

probabilidad dqtqP ),( de encontrar a la partícula en una coordenada entre q  

y dqq  es igual a          dqtqtq ),(),(*                                                [1.3.2] 

 
Si la partícula existe, la probabilidad total de encontrar a la partícula en 
algún lugar sobre todo el eje q es necesariamente igual a uno.  Esta 

probabilidad total se puede obtener matemáticamente integrando la 
función de densidad de probabilidad sobre toda q  y  se expresa como 

 

                                              








  1dqPdq                                 [1.3.3] 

 
Valores Esperados  

 
Las funciones de onda son útiles ya que contienen bastante información 

acerca del comportamiento de la partícula asociada.  Considérese a una 

partícula y a su función de onda asociada  tq, .  En una medición de la 

posición de la partícula en el sistema descrito por la función de onda, 

existirá una probabilidad finita de encontrarla en cualquier coordenada q 
en el intervalo de q a q + dq siempre que la función de onda no sea cero en 

este intervalo.  En general la función de onda no es cero sobre una región  
extensa del eje q, por lo tanto, generalmente no somos capaces de 

establecer que la coordenada q de la partícula tiene cierto valor definido.  
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CAPÍTULO 1.  CONCEPTOS DE LA MECÁNICA CUÁNTICA 

1.3.    ALGUNAS PROPIEDADES DE LA FUNCIÓN DE ONDA 

 
Sin embargo, es posible especificar algún tipo de posición promedio para la 
partícula de la manera siguiente:   Se hace una medición de la posición de 

la partícula en el instante t.  La probabilidad de encontrarla entre q y q + 
dq, de acuerdo con el postulado de Born es: 

 
 

     dqtqtqdqtqP ,,,    

  
 
Estas mediciones se realizan cierto número de veces sobre sistemas 

idénticos descritos por la misma función de onda  tq,  y siempre para el 

mismo valor de t, registrando los valores de q en los cuales se encontró la 

partícula.  Un ejemplo sería un conjunto de mediciones de las coordenadas 
q de las partículas en los estados de menor energía de osciladores 
armónicos simples idénticos.  Se puede utilizar el promedio de los valores 

observados para caracterizar la posición de una partícula asociada con la 

función de onda  tq,  para el tiempo t.  Este valor promedio se le 

denominará el valor esperado de la coordenada q de la partícula al 
instante t   y está dado por:  

 

                                           










 dqtqqtqdqtqqPq ,,,                 [1.3.4] 

 
El valor esperado de cualquier cantidad dinámica que está en función de 

 tpqf ,,  esta dado por:   

 

                              dqtqt
q

iqftqtpqf op ,,,,),,( 











 





  ,             [1.3.5] 

 

donde el operador    











 t

q
iqfop ,,   se obtiene a partir de la función  

 

 tpqf ,,  al sustituir  p  por 
q

i



  . 
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CAPÍTULO 1.  CONCEPTOS DE LA MECÁNICA CUÁNTICA 

1.4.    NOTACIÓN DE DIRAC 

 

§  1.4.  Notación de Dirac 
 
En la mecánica cuántica el estado de un sistema se representa mediante 

un vector de estado en un espacio vectorial complejo (Espacio de Hilbert) .  

Dirac le dio el nombre de ket a este vector de estado y se denota por   

(análogo a la función de onda  tq, ).  El vector ket, o simplemente el ket 

contiene toda la información acerca del estado del sistema tal y como lo 

como la contiene la función de onda  tq, . 

 
Un observable como el momento o energía pueden ser representados por 
un operador A en el espacio vectorial en cuestión.  Un operador “actúa” 

sobre un ket desde la izquierda del ket  y dicha operación resulta en otro 
ket: 

                                            AA          tqA ,                       [1.4.1] 

 

Existen kets particulares, conocidos como eigenkets del operador A, 
denotados por 

                                              ,...,, ´́ ´´́´                                       [1.4.2] 

 
que cumplen con la propiedad 
 

                                   ,..., ´́´́´́´´´   AA                              [1.4.3] 

 

donde ,..., ´́´      son los eigenvalores.  Nótese que aplicando el operador A 

sobre un eigenket produce justamente el mismo ket multiplicado por un 

número complejo.  
  

Al conjunto de los números  ,...,, ´́ ´´́´   se le llama el conjunto de 

eigenvalores del operador A.  Al estado físico descrito por un eigenket se le 

denomina eigenestado.  
 

Un ket arbitrario   puede ser escrito como   ,´

´

´ 


 c    ,,..., ´́´ N  

donde ´
c  es un coeficiente complejo, que es análogo a la función de onda:         

 







1

/

33

/

22

/

11332211 ,)()()(),(),(),(),( 321

n

nn

tiEtiEtiE
tqceqceqceqctqctqctqctq

 
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CAPÍTULO 1.  CONCEPTOS DE LA MECÁNICA CUÁNTICA 

1.4.    NOTACIÓN DE DIRAC 

 
Bras, Productos Internos y Productos Externos 
 

El espacio vectorial con el que hemos estado trabajando es un “espacio 
ket”.  En seguida introducimos la noción de un espacio bra, un espacio 

vectorial dual al espacio ket.  Postulamos que para cada ket   existe un 

bra, denotado por  , en un espacio dual al espacio ket, llamado espacio 

bra.  El espacio bra es generado por eigenbras ´  que corresponden a los 

eigenkets ´ .  Existe una correspondencia dual (C.D.) uno-a-uno entre el 

espacio ket y el espacio bra:           ..DC  

 

El bra dual a c  se representa como c         tqctqc DC
,,

..    

 

En general                 
   cccc DC ..                            [1.4.4] 

 

Un operador X actúa siempre sobre un bra desde la derecha    XX    

 y el producto resultante es otro bra.  El ket X  y el bra X  no son 

generalmente duales uno del otro.   

 

Definimos el símbolo †X   como    †. XX CD   .                           [1.4.5] 

 

El operador †X  se conoce como el operador adjunto Hermitiano, o 

simplemente el adjunto, de X.  Un operador es Hermitiano si †XX  . 
 
Ahora definimos el producto interno de un bra y un ket.  El producto se 

escribe como un bra a la izquierda y un ket a la derecha, por ejemplo, 
 

                                                      .                              [1.4.6] 

 

Este producto interno es en general un número complejo.  Note que al 
formar un producto interno siempre tomamos un vector del espacio bra y 
un vector del espacio ket. 

 
Postulamos dos propiedades fundamentales de los productos internos que 

nos serán útiles.  Primero,   


                                            [1.4.7] 
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1.4.    NOTACIÓN DE DIRAC 

 

En otras palabras,    y    son complejos conjugados uno del otro.   

 

Segundo,    0                                                                          [1.4.8] 

 

Dos kets   y    son ortogonales si 0 .  Podemos normalizar un 

ket ~ , donde 


















1~ , con la propiedad 1~~  .     




  1dq          

 

Al producto                                                                    [1.4.9] 

 
se le conoce como el producto externo.  El producto antes mencionado 

resulta en un operador que rota un ket   arbitrario en la dirección de  . 

 

Ej.       . 

 

Si ,X   †X .   

     
  †† XXXX   y para un operador X 

Hermitiano  tenemos 


  XX .                                           [1.4.10] 

 

Bases Kets 
 
Eigenkets de un Observable. 
  
Teorema:  Los eigenvalores de un operador Hermitiano A son reales;  los 

eigenkets de A correspondientes a eigenvalores distintos, son ortogonales. 
 

´´´  A . 

 

real´ ,  0´´́     

 

Es conveniente normalizar ´  de tal manera que  ´  formen un 

conjunto ortonormal:  ´´´

´´́


                                                   [1.4.11] 
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1.4.    NOTACIÓN DE DIRAC 

  
Eigenkets  
  

Un ket arbitrario en el espacio ket se puede expandir en términos de los 
eigenkets de A.  En otras palabras los eigenkets de A se utilizarán como 
bases ket análogo a los vectores unitarios en el espacio Euclidiano. 

 

Dado un ket arbitrario   en el espacio ket de A, intentemos expandir el 

ket como sigue: 
´

´ ´   a a
c  

 

Si multiplicamos por la izquierda la igualdad por ´´  y utilizando la 

propiedad de ortonormalidad, encontramos los coeficientes de expansión 

´
´ ac

a
 . 

  

En otras palabras, tenemos  ´

´´

a
aa  , que es análogo a la 

expansión de un vector V en el espacio Euclidiano: 

 

                  VeeV lll
 ˆˆ  donde  lê  forman un conjunto ortonormal.  

 

De la expansión del ket  podemos deducir que 1´

´´ a
aa           [1.4.12] 

conocido como el operador de identidad. 
 
Representación Matricial   

 

En la base dada por  iu , el ket   se representa mediante el conjunto de 

sus componentes, o sea por el conjunto de números ii uc  .  Estos 

números se pueden ordenar verticalmente para formar una matriz 

columna: 

                                                   

































iu

u

u

2

1

                                       [1.4.13] 
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Ahora, sea   un bra arbitrario.  En términos de las bases  iu , podemos 

escribir       i

i

i uu  .                                                            [1.4.14]                                     

Los componentes de  , ,iu  son los complejos conjugados  de los 

componentes ii ub   del ket   asociado al bra .   

 

Los componentes iu  del bra   se pueden ordenar horizontalmente 

para formar una matriz de hilera o renglón (compuesta por una hilera o 

renglón y un número infinito de columnas) 
 

                                             iuuu  21                             [1.4.15] 

 

Utilizando esta convención,   es la matriz resultante del producto de la 

matriz columna  que representa   y la matriz renglón que representa  .  

El resultado es una matriz que contiene un renglón por una columna, o 

sea un número. 
 
Representación del operador lineal A  

 

Dado un operador lineal A, podemos asociar a la base iu  una serie de 

números definido por                     .jiij uAuA                                [1.4.16] 

 
Estos números dependen de dos índices y por lo tanto pueden ser 
ordenados un una matriz cuadrada que contiene un número infinito de 

hileras y columnas de manera convencional.   
 

Así, en la base  iu , el operador A se representa por medio de la matriz 

 

                                  

































ijii

j

j

AAA

AAA

AAA

21

22221

11211

                              [1.4.17] 
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1.4.    NOTACIÓN DE DIRAC 

 

Representación matricial del ket  A´  

 

Se plantea el siguiente problema:  Conociendo los componentes del ket   

y los elementos de la matriz A en una representación dada, ¿Cómo 

podemos calcular los componentes de  A´  en la misma 

representación? 

 

La matriz columna que representa a ´  es igual al producto de la matriz 

columna representada por   y la matriz cuadrada representada por A: 

 

 
 

 
 
                 [1.4.18] 

 
 

Expresión del número  A  

 

La expresión  A  es un número, es decir, una matriz de un renglón por 

una columna, la cual se obtiene al multiplicar la matriz columna   por la 

matriz cuadrada A y al final por la matriz renglón  . 

 
 

         













































 

















jijjj

j

j

i

c

c

c

AAA

AAA

AAA

bbbA

2

1

21

22221

11211

21           [1.4.19] 
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































































































jijjj

j

j

j c

c

c

AAA

AAA

AAA

c

c

c

A

2

1

21

22221

11211

2

1


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1.4.    NOTACION DE DIRAC 

 
Usando la convención anterior podemos expresar el producto externo de 

  mediante la matriz cuadrada  

 
 

 
 
 

          [1.4.20] 
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 





































































jiii

j

j

j

i cccccc

cccccc

cccccc

ccc

c

c

c

21

22212

12111

21

2

1
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1.5. EL OPERADOR DE DENSIDAD 

 

§  1.5.  El Operador de Densidad 
 
Para determinar el estado de un sistema en un instante dado, se toman 

una serie de mediciones.  Sin embargo, en la práctica, el estado de un 
sistema no se encuentra perfectamente determinado.  Esto es cierto, por 
ejemplo, para el estado de polarización de fotones provenientes de una 

fuente natural de luz y para los átomos de un haz emitidos de un horno a 
temperatura T , donde la energía cinética de los átomos se conoce 

estadísticamente.  El problema que presenta la descripción mecánico-
cuántica de tales sistemas es el siguiente: Como podemos incorporar en el 
formalismo la información incompleta que tenemos del estado del sistema, 

de tal manera que nuestras predicciones hagan el uso máximo de esta 
información parcial.  Para hacer esto, debemos introducir una herramienta 

matemática conocida como el operador de densidad, el cual facilita la 
aplicación simultánea de los postulados de la mecánica cuántica y los 
resultados de los cálculos de probabilidades. 

 
El concepto de una mezcla estadística de estados. 
 

Cuando uno tiene información incompleta acerca de un sistema, uno 
típicamente apela al concepto de probabilidad.  Por ejemplo, sabemos que 

un fotón emitido por una fuente de luz natural puede tener cualquier 
estado de polarización con idéntica probabilidad.  Similarmente, un 
sistema en equilibrio termodinámico a temperatura T  tiene una 

probabilidad proporcional a kTEne
  de encontrarse in un estado de energía 

nE .   

 

Generalmente, la información incompleta que se tiene acerca del sistema 
usualmente se presenta de la siguiente manera: el estado del sistema 

puede estar en el estado 1   con probabilidad 1p  o en el estado 2  con 

probabilidad 2p , etc. Obviamente:             

                                     
k

kppp 121                                        [1.5.1] 

Se dice entonces que se esta trabajando con una mezcla estadística de 

estados 1 , 2 , … con probabilidades 1p , 2p , … Si el estado del sistema  

k  tiene probabilidad kp , la probabilidad de obtener uno u otro resultado 

debe ser pesado por kp  y sumado sobre los valores de k , o sea sobre todos 

los estados de la mezcla estadística de estados.   
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CAPÍTULO 1.  CONCEPTOS DE LA MECÁNICA CUÁNTICA 

1.5.    EL OPERADOR DE DENSIDAD 

 
El estado del sistema compuesto por una mezcla estadística de estados se 
puede escribir como:  

 

                                      
k

kkppp  2211                          [1.5.2] 

 

y no deberá ser confundido con un sistema cuyo estado   esta 

compuesto por una superposición de estados:    
k

kkc  .  

 
Introducción al operador de densidad  

 
Se examina en seguida el caso donde el estado del sistema es 

perfectamente conocido (todas las probabilidades kp  son cero excepto una, 

la cual es igual a 1.  Se dice que el sistema se encuentra en un estado 

puro.  Se demostrará que al caracterizar el sistema por su vector de estado 
es equivalente que al caracterizarlo mediante un operador que actúa en el 

espacio del estado y que se conoce como el operador de densidad.  
 
Descripción del sistema mediante el vector de estado.   

 
Se considera un sistema cuyo vector de estado en el tiempo t  es: 

    

                                                 n

n

n utct                                     [1.5.3] 

 

donde  nu  es una base ortonormal del espacio de estado discreto.   

 
 

Los coeficientes  tcn  satisfacen la relación 

                                                   

                              [1.5.4] 
 

 
 

lo que indica que  t  se encuentra normalizado. 
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CAPÍTULO 1.  CONCEPTOS DE LA MECÁNICA CUÁNTICA 

1.5.    EL OPERADOR DE DENSIDAD 

 
Si A  es un observable y sus elementos de matriz son 

 

                             [1.5.5] 

 
el valor esperado de A  en el instante t  esta dado por 

 
  

                                               npp

pn

n AtctctAttA  
,

                    [1.5.6] 

 

Finalmente, la evolución en el tiempo de  t  se describe por medio de la 

ecuación de Schrödinger:         ttHt
dt

d
i                                   [1.5.7] 

donde  tH  es el Hamiltoniano del sistema. 

 

Descripción de un estado mediante el operador de densidad:  

 

La relación [1.5.6] muestra que los coeficientes  tcn   entran en los valores 

promedio a través de expresiones cuadráticas del tipo    tctc pn

 . 

 

 
                           [1.5.8]  

 
Estos valores son simplemente los elementos de matriz del operador 

   tt  , el operador proyector sobre el estado  t . 

Por lo tanto, es natural introducir el operador de densidad  t  definido 

por:                               

                                                      ttt                                    [1.5.9]                

 
 

El operador de densidad se representa mediante una matriz llamada la 
matriz de densidad cuyos elementos son: 

 
                                       

                                              tctcutut pnnppn

                          [1.5.10] 
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CAPÍTULO 1.  CONCEPTOS DE LA MECÁNICA CUÁNTICA 

1.5.    EL OPERADOR DE DENSIDAD 

 

Se demostrará que especificando  t  es suficiente para caracterizar el 

estado cuántico del sistema y además nos permite obtener todas las 

predicciones físicas que pueden ser calculadas del  t .   

 

De acuerdo a [1.5.4], la suma de los elementos diagonales de la matriz de 
densidad es 1: 

 

                                      1
2

 tTrtptc
n

nn

n

n                      [1.5.11] 

 

Además,  
 

            AtTruAtuuAuututA
p

pppn

pn

np   
,

          [1.5.12] 

 

Finalmente, la evolución del tiempo del operador  t  puede deducirse a 

partir de la ecuación de Schrödinger como se muestra a continuación: 
 

 
 

             
 

          ttH
i

tHtt
i

tttH
i

t
dt

d
ttt

dt

d

dt

td



,

111























  

 

[1.5.13] 
 

Por lo tanto, en términos del operador de densidad, la conservación de 
probabilidad se expresa como: 

 

                                                   1tTr                                          [1.5.14] 

 

El valor promedio de un observable A  se calcula usando la fórmula: 
 

                                             AtTrtATrtA                              [1.5.15] 

 
 

La evolución del tiempo cumple con la ecuación: 
 

                                                  ttHt
dt

d
i  ,                               [1.5.16] 
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Capítulo 2   
  

Cuantización del Campo Electromagnético  
 

§  2.1  Teoría del Potencial del Campo Electromagnético     
           Clásico   
 
El paso principal en la cuantización del campo electromagnético consiste 
en reemplazar el oscilador armónico clásico por el oscilador armónico 

cuántico.  Primero, se re-escribirán las ecuaciones de Maxwell de tal 
manera que la dependencia de las variables de campo del oscilador 

armónico clásico sean apropiadas para la conversión a la mecánica 
cuántica. 
 

Las ecuaciones de Maxwell en un medio para los campos 
electromagnéticos son: 
 

 

                                          ,
t

B
E




                                             [2.1.1] 

 

 
                                     [2.1.2] 

 

 
                                           [2.1.3] 
 

 
                                            [2.1.4] 

        
  
donde   y  J  son las densidades de carga y corriente, respectivamente.  

Los campos y las densidades clásicas son funciones de la posición y del 

tiempo, por ejemplo  trEE , . 

 

La cuantización del campo electromagnético se facilita si las ecuaciones de 
Maxwell se re-escriben en términos de los vectores escalares y potenciales 
  y A .  La ecuación [2.1.4] se satisface si B  se deriva a partir de un 

potencial A  de acuerdo a  
 
                                           [2.1.5] 
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CAPÍTULO 2.  CUANTIZACIÓN DEL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO 
2.1   TEORÍA DEL POTENCIAL PARA EL CAMPO E-M CLÁSICO 

 
Cuando se utiliza la identidad ,0                                             [2.1.6]  

 
donde   es una función escalar, se puede demostrar que la primera de las 

ecuaciones de Maxwell se satisface si   se define como 

 

                                     
                                      [2.1.7]   

 
 

ó                                      













t

A
E                                             [2.1.8] 

 
Las ecuaciones [2.1.5] y [2.1.8] nos permiten encontrar los campos electro-
magnéticos si los potenciales escalar    y vectorial A  se conocen. 

 
Los potenciales se determinan, en principio, al sustituir los campos [2.1.5] 
y [2.1.8] en las ecuaciones de Maxwell dando como resultado: 

 

    J
t

A

ctc
AAJ

t

A

t
A 02

2

22

2

0

1

0

11
 



































      [2.1.9] 

 

 


































t

A

t

A
0

2

00 ,                                  [2.1.10]  

 

Donde                                           2

1

00


 c                                     [2.1.11] 

 
y se utiliza la identidad vectorial  
               

                                     AAA 2                                 [2.1.12] 

 
Las ecuaciones [2.1.9] y [2.1.10] son las ecuaciones de campo, las cuales 

determinan los campos que resultan a partir de las distribuciones de carga 
  y  de corriente J . 

 

Las ecuaciones de campo son algo complicadas de usar debido a la 
combinación de términos A   y   .  Estas ecuaciones se simplifican si se 

impone a los potenciales condiciones adicionales.  
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CAPÍTULO 2.  CUANTIZACIÓN DEL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO 
2.1   TEORÍA DEL POTENCIAL PARA EL CAMPO E-M CLÁSICO 

 
Los campos que se obtienen de las ecuaciones [2.1.5] y [2.1.8] son los 
mismos para los potenciales ,A  y ,A  relacionados por una 

transformación de gauge definida como: 
 
                                  AA                                      [2.1.13] 

 

                                                 
t


  ,                                     [2.1.14] 

 
donde la función gauge   es una función de la posición r  y tiempo t .   

 
 
Un gauge para el campo electromagnético se especifica mediante una 
condición impuesta en A   y    que se puede realizar por una 

transformación gauge a partir de un par de soluciones arbitrarias de las 
ecuaciones de campo para J  y   dadas. 

  

El campo electromagnético se dice que se encuentra en el gauge de 
Coulomb cuando el vector de potencial satisface la condición  

  
                                   .0 A                                           [2.1.15] 

 

Es posible transformar un potencial arbitrario a un gauge de Coulomb A  
mediante el uso de una función de gauge que satisface 
 

                               A2                                           [2.1.16] 

 

El uso del gauge de Coulumb simplifica las ecuaciones de campo [2.1.9] y 
[2.1.10], las cuales se expresan como: 
  

            J
t

A

ctc
A 02

2

22

2 11
 









                                    [2.1.17]   

                                                  
0

2




                                        [2.1.18] 

 
Por lo anterior, el escalar potencial ahora satisface las ecuaciones de 

Poisson de la electrostática, cuyas soluciones son conocidas. 
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CAPÍTULO 2.  CUANTIZACIÓN DEL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO 
2.1   TEORÍA DEL POTENCIAL PARA EL CAMPO E-M CLÁSICO 

 
Las ecuaciones de campo [2.1.17] que determinan A  quedan expresadas 
de tal manera que es complicado utilizarlas ya que aparece el término  , 

pero este inconveniente se elimina mediante los siguientes argumentos.  
De acuerdo al teorema de Helmholtz, cualquier campo vectorial puede ser 
escrito como la suma de dos componentes, uno que tiene divergencia de 

cero y el otro que tiene rotacional de cero.  Para la densidad de corriente, 
la suma se escribe como:   
 

                                               LT JJJ                                           [2.1.19]   

                                    

donde                                       0 TJ                                          [2.1.20] 

                 
                        

y                                              0 LJ                                          [2.1.21]  

 

A TJ  se le conoce como el componente transverso o solenoide y a LJ  como 

el componente longitudinal o no-rotacional.  Definiciones y nomenclatura 
similar aplica para otros campos vectoriales.  Por ejemplo, es evidente que 

de la ecuación [2.1.5] el campo magnético B  se determina solamente por 

la parte transversa TA  del vector potencial.  De la ecuación [2.1.6] se sigue 

que   es longitudinal para toda función gauge  .  La transformación 

gauge de la ecuación [2.1.13] afecta solo la parte longitudinal LA  del vector 

potencial y la parte transversa TA  es gauge-invariante, dejando el campo 

magnético observable sin cambio.  La definición de Coulumb gauge en la 
ecuación [2.1.15] identifica a A como transversa, con la parte longitudinal 
completamente transformada. 

 
Con el uso de estas definiciones y suponiendo la condición gauge de 
Coulomb [2.1.15], la ecuación completa del campo [2.1.17] es separada en 

sus partes transversal y longitudinal como: 
 

                                       TJ
t

A

c
A 02

2

2

2 1





                                   [2.1.22]     

                                              

                                             LJ
tc

02

1
 




,                                   [2.1.23] 
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CAPÍTULO 2.  CUANTIZACIÓN DEL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO 
2.1   TEORÍA DEL POTENCIAL PARA EL CAMPO E-M CLÁSICO 

 
El vector potencial se determina entonces por su parte transversal de la 

densidad de corriente y la ecuación [2.1.22] tiene soluciones formales bien 
conocidas.  El potencial escalar satisface las ecuaciones [2.1.18] y [2.1.23]  
eliminándolas una de otra genera la ecuación de la conservación de la 

carga. 

                                         
t

JL






,                                          [2.1.24] 

 

El vector eléctrico puede también dividirse en sus componentes transversal 
y longitudinal, donde el uso de la ecuación [2.1.8] muestra que las partes 
son identificadas en el gauge de Coulomb como 

 

                                                  
t

A
ET




                                        [2.1.25]   

 

                                                   .LE                                       [2.1.26]

  
De acuerdo a la ecuación de Maxwell [2.1.4], el vector magnético B  es 

enteramente transverso.  La gran ventaja del gauge de Coulomb para el 
campo de radiación y su interacción con las cargas y corrientes reside en  
las separaciones sencillas de las ecuaciones de campo y las ecuaciones de 

Maxwell en dos conjuntos distintos. 
 

En resumen, las ecuaciones transversas están asociadas con el vector 
potencial A  como en las ecuaciones [2.1.25]. Las ecuación de campo 
[2.1.22] tiene la forma de una ecuación de onda y las ecuaciones de 

Maxwell [2.1.1] a [2.1.4] se convierten en: 
   

                                           
t

B
ET




                                         [2.1.27] 

                                   TJ
t

E
B 














0

1

0                                      [2.1.28] 

 

                                                0 TE                                         [2.1.29] 

 
                                                  0 B                                         [2.1.30] 

 

Estas ecuaciones transversales describen ondas electromagnéticas, las 
cuales son influenciadas por la parte transversa de la densidad de 

corriente. 
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CAPÍTULO 2.  CUANTIZACIÓN DEL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO 

2.1   TEORÍA DEL POTENCIAL PARA EL CAMPO E-M CLÁSICO 

 
Las ecuaciones longitudinales, por otro lado, están asociadas con el 
potencial escalar   como en la ecuación [2.1.26] y la ecuación de campo 

relevante es [2.1.18]. La ecuación de Maxwell [2.1.3] da como resultado 
 

                                              
o

LE



                                          [2.1.31] 

 
y la densidad de corriente longitudinal se obtiene a partir de las 

ecuaciones [2.1.23]  y  [2.1.26] 
 
 

                                             
t

E
J L

L



 0                                         [2.1.32] 

 
Las ecuaciones longitudinales describen los campos eléctricos que emanan 
de la densidad de carga, como se determinan mediante las ecuaciones de 

la electrostática. 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

 

26 

 



   

CAPÍTULO 2.  CUANTIZACIÓN DEL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO 
2.2   EL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO LIBRE 

 
§  2.2.   El Campo Electromagnético Libre  

 
Ya se ha considerado el campo electromagnético en una región del espacio 
donde  

                                                    0TJ                                             [2.2.1] 

  

de la ecuación [2.1.22]  se sigue que      0
1

2

2

2

2 





t

A

c
A                   [2.2.2] 

 

Se dice que el campo en esta región del espacio es libre.  La teoría de la 
interacción de la radiación con lo átomos requiere la solución al problema 

donde TJ  representa la corriente transversal producida por los electrones 

de los átomos.   
 
La cuantización del campo electromagnético se obtiene al re-emplazar el 

potencial vectorial clásico A  por un operador mecánico-cuántico Â .  
Ponemos la teoría clásica en una forma tal que la transición a la mecánica-
cuántica es directa.  Consideremos una región cúbica en el espacio de lado 

L .  La cavidad se considera como una región en el espacio sin fronteras 
reales y que se conoce como la cavidad de cuantización.  
 

En lugar de las soluciones de onda estática para los campos, tomamos 
ondas sujetas a condiciones de la frontera que son periódicas. Se trabajará   

con el vector potencial en lugar del campo eléctrico.  Con estas notas 
preliminares, el vector potencial se expande como una suma de las 
contribuciones de los modos de la cavidad, 

 
                              [2.2.3]   
 

 

donde                    .expexp, riktAriktAtrA kkk  

                          [2.2.4] 

  
Aquí, los componentes del vector de onda k  toman los valores 

 

                                   
L

v
k

L

v
k

L

v
k z

z

y

y
x

x

 2
,

2
,

2
 ,                            [2.2.5]  

                                             

                                             ,3,2,1,0, , zyx vvv                              [2.2.6] 
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CAPÍTULO 2.  CUANTIZACIÓN DEL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO 

2.2   EL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO LIBRE 

 

Los ke  en la ecuación son los vectores de polarización unitarios y la 

condición de gauge de Coulomb se satisface si ambos son transversos, con  

  
                                      [2.2.7] 
 

Las polarizaciones se eligen perpendiculares una de otra con  
 

                                                  021  kk ee                                         [2.2.8] 

  
La normalización y ortogonalidad de los dos vectores de polarización para 
cada k  se expresan por medio de la condición 

 

                                                     ,kk ee                                     [2.2.9] 

 
donde la función Kronecker-delta es igual a uno cuando los índices son 
idénticos y cero de otra forma. 

 
Los componentes modales del vector potencial son independientes y 

satisfacen las ecuaciones de campo, 
 

                                            
 

0
1

2

2

2

2 





t

tA

c
tAk k

k


                            [2.2.10] 

 
Los coeficientes modales y sus complejos conjugados satisfacen la 

ecuación del movimiento armónico simple, 
 

                                              
 

  ,02

2

2





tA

t

tA
kk

k


                             [2.2.11] 

 

donde es conveniente escribir la frecuencia angular del modo como:  
 

                                                        .ckk                                     [2.2.12] 

 

El campo electromagnético se cuantiza mediante la conversión del 
oscilador armónico clásico en su contraparte mecánico-cuántica. La 

naturaleza de la conversión se sugiere por la forma de la energía del 
campo, la cual se evalúa a continuación. 
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CAPÍTULO 2.  CUANTIZACIÓN DEL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO 

2.2   EL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO LIBRE 

 
La solución de la ecuación [2.2.11] se puede escribir como 

 

                                                     ,exp tiAtA kkk                         [2.2.13]  

 

y la contribución modal al vector potencial de la ecuación [2.2.4] toma la 
forma 
 

                [2.2.14]     

 
El vector potencial completo se obtiene las sustituir [2.2.14] esta expresión 

en la ecuación [2.2.3]  
 

El campo eléctrico transverso se obtiene de la ecuación [2.1.25] y se 
expresa como 

 

                           [2.2.15]   
 

 

Donde             riktiAriktiAitrE kkkkkk     expexp,         [2.2.16]   

 

Y el campo magnético se obtiene de la ecuación [2.1.5]  
 

Como                                      ,,,
2,1

trB
k

ek
trB k

k

k









                    [2.2.17]   

 

donde              riktiAriktiAiktrB kkkkk     expexp,          [2.2.18]   

 
La razón de las amplitudes de estos campos eléctricos y magnéticos es 

igual a la velocidad de la luz, como debe de esperarse para una onda 
electromagnética libre. 

 
La energía total del campo electromagnético de radiación en la cavidad es 

 

                      [2.2.19]   

 
La integral se evalúa sustituyendo las ecuaciones de campo [2.2.15] y 
[2.2.17] 
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CAPÍTULO 2.  CUANTIZACIÓN DEL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO 

2.2   EL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO LIBRE 

 
Las integrales que ocurren tienen las formas 

 

                                        kk

cavidad

VrkkidV  ,exp                          [2.2.20]   

 

                               kk

cavidad

VrkkidV  ,exp   donde 3LV               [2.2.21]   

  
La energía de la ecuación [2.2.19] es  

 

     

  











































 

kkkkk

ti

kk

i

kkkkkkkkkk

k

R

ekekee

eAAeAAekeeAAAAV kkt

1

0

2

0

22

,

1

0

2

0
2

1

           [2.2.22]  

  

debido a que los modos k   y  k  tienen la misma frecuencia k .   

 
Los factores que incluyen los modos de los vectores de polarización se 

simplifican considerablemente conforme las propiedades del producto 
vectorial arrojan 

                                                                        
                            [2.2.23]   
 

Con ayuda de las ecuaciones [2.1.11], [2.2.9], y [2.1.12] se encuentra que 
los términos dependientes del tiempo en la ecuación [2.2.22] se eliminan 

como resultado de la cancelación entre las partes relevantes de las 
energías de los campos eléctrico y magnético.  La energía de radiación total 
se reduce a la suma de las contribuciones dependientes del tiempo de los 

modos individuales 
  
                                 [2.2.24]   

 

                         siendo       kkkkkk AAAAV   2

0                            [2.2.25]   

 

Los coeficientes del modo kA  y  

kA  se muestran en el orden en que 

ocurren en los cuadrados de las amplitudes de los campos, aunque estos 
coeficientes clásicos conmutan y pueden ser combinados en un solo 

término. 
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CAPÍTULO 2.  CUANTIZACIÓN DEL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO 

2.3  CUANTIZACIÓN DEL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO 

 
§  2.3.   Cuantización del Campo Electromagnético 

 
El campo electromagnético se cuantiza al asociar el oscilador armónico 
mecánico-cuántico con cada modo k  del campo de radiación en la 

cavidad.  Los modos a los que se refieren los operadores mecánico-
cuánticos se indican por los subíndices k .  Así, las relaciones de los 

operadores de creación y aniquilación para el modo k  de la cavidad 

toman las formas 
 
                                    [2.3.1]    

 

                                y    ,11ˆ
21†   kkkk nnna                                   [2.3.2]  

 

junto con la interpretación física que los operadores destruyen y crean un 

fotón de energía k  en el modo k  respectivamente.  

 

Nótese que la frecuencia angular del fotón depende solo de la magnitud de 
su vector de onda, independiente del modo de polarización especificado por 

los índices .2,1   El número kn  de fotones excitados en el modo de la 

cavidad esta dado por el eigenvalor del operador del número de fotón 
apropiado. 

                                           kkk aan ˆˆˆ
† ,                                              [2.3.3] 

 
junto con la relación de eigenvalores  

 

                          kkkkkkk nnnaann  ˆˆ
†   ,...,2,1,0kn                       [2.3.4]   

 

Los eigenestados ortonormales kn  se conocen como los estados de 

número de fotón o estados Fock del campo electromagnético.  Un estado 

de número del campo electromagnético total en la cavidad se especifica por 
una seguidilla de número de fotones, uno para cada de los modos 

permitidos, con la convención de que los índices de los modos se arreglan 
en un orden particular.  Los diferentes modos de cavidad son 
independientes, y sus operadores asociados conmutan, así que la relación 

se generaliza como  
                                    [2.3.5] 
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CAPÍTULO 2.  CUANTIZACIÓN DEL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO 
2.3  CUANTIZACIÓN DEL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO 

 
El estado del campo total se escribe como el producto de los estados de los 

modos individuales 
        
           [2.3.6]   

 
La notación a la derecha es una simplificación de la notación en la 

izquierda, donde  kn  denota el conjunto de números que especifican los 

niveles de excitación de todos los osciladores armónicos asociados con los 
modos de la cavidad.  Existen como siempre, un número infinito de 
osciladores.  Los estados de número multi-modales definidos en la 

ecuación [2.3.6] forman un conjunto de estados para el campo 

electromagnético en la cavidad cuando cada elemento del conjunto  kn  

toma los valores 0,1,2,….   

 
La acción de un operador de modo específico en el estado multi-modal 
selecciona el estado de modo simple correspondiente de tal forma que los 

efectos de los operadores de aniquilación y creación pueden ser evaluados 
utilizando las ecuaciones [2.3.1] y [2.3.2] 

 
El Hamiltoniano del campo de radiación se obtiene mediante la suma de  
las contribuciones del oscilador armónico:  

 

                                  ,ˆˆ  


k

k

R                                            [2.3.7] 

 

                     donde   .ˆˆˆˆ
2

1
ˆ ††

  kkkkkk aaaa                                      [2.3.8] 

 

Comparando con la expresión [2.2.25] para la energía cíclica promediada 
implica que las conversiones de las amplitudes del vector potencial hacia 

los operadores de modo mecánico-cuánticos deben ser 
 

                       kkk aVA ˆ2
21

0   y    .ˆ2 †21

0   kkk aVA                       [2.3.9]  

    
 

Con estas sustituciones, el vector potencial clásico de la ecuación [2.2.3]  

se convierte al operador            



2,1

,ˆ,ˆ


 trAetrA kk

k

,                      [2.3.10]                           
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CAPÍTULO 2.  CUANTIZACIÓN DEL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO 

2.3  CUANTIZACIÓN DEL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO 

 

Donde          riktiariktiaVtrA kkkkkk    expexpˆ2,ˆ †21

0     [2.3.11]   

 
Es la contribución a la magnitud del operador del vector potencial del 
modo k . 

 
Los resultados correspondientes para los operadores del campo eléctrico y 

magnético se obtienen a partir de los operadores de las ecuaciones [2.1.25] 
y  [2.1.5] o al convertir [2.2.15] en [2.2.18].  
 

Las expresiones para los operadores se simplifican al definir el ángulo de 
fase para el modo de las formas de onda por medio de  

                                    
2

,


  rkttr kk                                      [2.3.12]   

                                     trEtrEtrE TTT ,ˆ,ˆ,ˆ                                        [2.3.13]   

 
donde las dos contribuciones  
 

                             triaVetrE kkkk

k

T ,expˆ2,ˆ 21

0  



                   [2.3.14]   

 

y                           triaVetrE kkkk

k

T ,expˆ2,ˆ †21

0  



                    [2.3.15]   

se conocen como las partes positiva y negativa de las frecuencias del 
operador del campo eléctrico, respectivamente.  Estos términos son algo 
contra-intuitivos,  ya que el signo de más se asocia con los componentes 

de aniquilación del operador y el signo de menos con los componentes de 
creación.  El operador del campo magnético se escribe de forma análoga 

 
                                  [2.3.16]   

 

donde                            triaVektrB kkkk

k

,expˆ2,ˆ 21

0  



       [2.3.17]   

 

y                                    triaVektrB kkkk

k

,expˆ2,ˆ †21

0  



        [2.3.18]  

 
Los operadores de los campos eléctrico y magnético en las ecuaciones 

[2.3.13] y [2.3.16] son Hermitianos y representan los campos 
electromagnéticos observables en la cavidad. 
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Capítulo 3   
  

La Ecuación Maestra  
 

§  3.1 Derivación de la Ecuación Maestra 
 
En esta sección se muestra el método de Louisell [1] para derivar la 
ecuación maestra, que describe la interacción de un sistema cuántico con 

su medio ambiente.  Mediante sustitución directa de los operadores de 
creación y aniquilación de dos sistemas cuánticos, se expresará la 

ecuación maestra que describe la interacción de dichos sistemas con el 
medio ambiente y se resolverá la ecuación en la siguiente sección.    
 

El Hamiltoniano del sistema se escribe como 
 

                                              
j

jjjc bbaaH ††

0                                              [3.1.1]                      

donde  aac

†  es la energía del oscilador armónico y 
j

jjj bb†  es la 

energía de los osciladores que componen el medio ambiente. 
 

La energía de interacción entre el sistema y el medio ambiente está dada 
por 

                                             
l

llll ababV ††                                 [3.1.2]                            

y como la energía de interacción se puede escribir como 
i

iiFQV   

Tenemos que             †

1 aQ    † 

12 QaQ    

                                                                                                        [3.1.3] 

                                 llbF 1        †

1

†

2 FbF ll           

 

Se toma                              atvatvW  † ,                                      [3.1.4] 

 

donde  tv  es una función clásica que excita el modo c  mediante un 

generador externo. 

 
Se puede escribir la ecuación maestra de la siguiente forma: 
 

 [3.1.5] 
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CAPÍTULO 3.  LA ECUACIÓN MAESTRA 

3.1.  DERIVACIÓN DE LA ECUACIÓN MAESTRA 

 

Donde                         
     00 /)(/ ttHi

i

ttHiI

i eQeQ





                                 [3.1.6] 

 

                                         00 /)(/ ttHittHiI WeeW



  

 

De la expresión anterior se puede ver que 
 

  
  I†

2

†

1
0 QeaQ

ttiI c 
  

 
                          [3.1.7] 

 
 

        00† ttittiI cc etavetvaW



  

 
 

Se calculará la densidad espectral 

21w  en detalle y se enunciarán las 

densidades espectrales restantes. 
 
 

                      [3.1.8] 
 

 

Tenemos que  
 

c 2  

 
y 

            
R

ml

i

m

ml

l

Rl m

mml

i

lR
bbebbeFF ll †

,

†

12

                           [3.1.9] 

 

             Pero,  
R

R

ml

R

R

R
ml

eTr

bbeTr
bb










†

† ,  donde  
j

jjj bbR †  
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CAPÍTULO 3.  LA ECUACIÓN MAESTRA 

3.1.  DERIVACIÓN DE LA ECUACIÓN MAESTRA 

 

Ahora, llmml nbb † ,  donde 
1

1




le
n l


  y  

kT

l
l





                     [3.1.10] 

           
 

Por lo tanto, utilizando [3.1.9] y [3.1.10] tenemos que   
 

                                  



 
0

2

21  
denw cli

l

l ,                                   [3.1.11] 

 
donde se intercambia el orden de la sumatoria y de integración.  Como se 

supone que los modos del reservorio se encuentran cercanamente 

espaciados con   ll dg   el número de modos entre l  y  ll d  ,  se puede 

cambiar la suma a una integral: 

 

    ,
0

ll

l

gd 


  

 

por lo que  
 

                                          Ingdw llll 
2

0

21 


                            [3.1.12] 

donde   

  
deI cli







0

 

 

Ahora,   ׁ                       





 1

0

ide i                                    [3.1.13] 

 

donde   es la parte principal de Cauchy definida por 
 

 
                                                                                                                                                                 
              [3.1.14] 
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CAPÍTULO 3.  LA ECUACIÓN MAESTRA 

3.1.  DERIVACIÓN DE LA ECUACIÓN MAESTRA 

 
Por lo tanto,  [3.1.12]  se convierte en   
 

 
     [3.1.15] 
 

 

donde     
2

2 ccg   ,  
   







0

2

cl

cll gd




    y   

1

1
/




kTce
n


   [3.1.16] 

 

La parte imaginaria de 

21w  representa el corrimiento de Lamb en la 

frecuencia de la cavidad debido a su acoplamiento con el reservorio y 
puede ser ignorado. 

 
El resto de las sw´  se encuentran de la misma manera y están dadas por 

 

 

 







 2121

2
wniw 


 

 

                       [3.1.17]   

 

  

02211   ww  

 

Si usamos estas expresiones y las ecuaciones [3.1.3] y [3.1.4] en [3.1.5] 
tenemos que 

 
 

                     ††††††††† 2
2

,,, aaaaaaaanaaaaaaativativaai
t

c 








   

    

  Cuando T = 0, tenemos que 0n , por lo que la ecuación maestra se reduce    

  a:  

 
                           [3.1.18] 
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 CAPÍTULO 3.  LA ECUACIÓN MAESTRA 

3.2.  INTERACCIÓN DE DOS SISTEMAS EN UN MISMO MEDIO AMBIENTE 

 

§  3.2  La Ecuación Maestra Para la Interacción de dos Sistemas   
          Cuánticos con un Mismo Medio Ambiente a Temperatura   
          T = 0 
          

Consideramos como nuestro sistema a dos cavidades cuánticas, cada una 
de las cuales contiene un modo del campo electromagnético. Los 

operadores de aniquilación y creación para las dos modos son: 
 

                                     †† ˆ,ˆ,ˆ,ˆ bbaa ,      respectivamente                      [3.2.1] 

 

El medio ambiente consta de un número infinito de osciladores armónicos 
simples a temperatura T = 0, cuyos operadores de aniquilación y creación 

son: 

                                                   
†

ˆ,ˆ jj cc                                                           [3.2.2] 

 

El Hamiltoniano que describe el sistema está dado por       
 

                                                    IT HHH ˆˆˆ
0                                    [3.2.3] 

donde, 

                                      





0

†††

0 ˆˆˆˆˆˆˆ
j

jjj ccbbaaH                           [3.2.4] 

y 

                                      
s

sss

l

lllI bcbcgacacgH ††††
ˆˆˆˆˆˆˆˆ                  [3.2.5] 

Es importante mencionar que los modos interactúan con el ambiente a 

través de IĤ  y que no existe interacción entre ellos. 

 

Se utiliza la ecuación [3.1.18] derivada en la sección anterior  
 

     aaaaaa
t

†††2
2








                               

y se sustituye baa ˆˆ    y  ††† ˆˆ baa   para obtener la ecuación maestra 

que describe la interacción de dos sistemas cuánticos con un mismo medio 
ambiente: 

 
  [3.2.6] 
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CAPÍTULO 3.  LA ECUACIÓN MAESTRA 
3.2.  INTERACCIÓN DE DOS SISTEMAS EN UN MISMO MEDIO AMBIENTE 

 

En seguida definimos los superoperadores  Ĵ   y   L̂ : 

 

                        †† ˆˆˆˆˆ babaJ                                   [3.2.7] 

 

                      babababaL ˆˆˆˆ
2

ˆˆˆˆ
2

ˆ ††††  





                   [3.2.8] 

 

En términos de los superoperadores Ĵ   y   L̂  podemos re-escribir la 

ecuación maestra como sigue: 
 

   
                           [3.2.9] 

 

Mediante el método de separación de variables se obtiene la solución: 
 

 
                                [3.2.10] 
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     0ˆ
ˆˆ
 tLJet 

   


LJLJ
t

t
ˆˆˆˆˆ








   

CAPÍTULO 3.  LA ECUACIÓN MAESTRA 
3.3. FACTORIZACIÓN DEL OPERADOR DE EVOLUCIÓN DEL TIEMPO 

 

§ 3.3  Factorización del Operador de Evolución del Tiempo 
 

En esta sección se demostrará como factorizar la exponencial  tLJe
ˆˆ  para 

poder aplicar, en la siguiente sección, la solución de la ecuación maestra a 

un estado inicial  0 . 

Tenemos que                                tFee tLLJt  ˆˆ
                                    [3.3.1] 

 
Derivando ambos lados de [3.3.1] con respecto de t  se obtiene: 

 

     
 

dt

tdF
etFeLeLJ LtLtLJt ˆˆˆˆ ˆˆˆ    

 
 

 
 

 

 

Por lo tanto,                        
 

 tFeJ
dt

tdF
e LtLt ˆˆ ˆ                               [3.3.2] 

 

Multiplicando ambos lados de la expresión [3.3.2] por Lte
ˆ  obtenemos 

 

         
 

 tFeJe
dt

tdF
ee LtLtLtLt ˆˆˆˆ ˆ   

                               
 

 tFeJe
dt

tdF LtLt ˆˆ ˆ                              [3.3.3] 

  

Utilizando el Teorema de Baker-Campbell-Hausdorf 
 

                               BAAABAABABeBe AA ˆ,ˆ,ˆ,ˆ
!3

ˆ,ˆ,ˆ
!2

ˆ,ˆˆˆ
32

ˆˆ 
           [3.3.4] 

 

en la expresión [3.3.3] se tiene que 
 

                      
            tFJLLL

t
JLL

t
JLtJ

dt

tdF








 ˆ,ˆ,ˆ,ˆ

!3
ˆ,ˆ,ˆ

!2
ˆ,ˆˆ

32

        [3.3.4] 
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     
 

dt

tdF
etFeLtFeLJ LtLtLt ˆˆˆ ˆˆˆ 

     
 

dt

tdF
etFeLtFeLtFeJ LtLtLtLt ˆˆˆˆ ˆˆˆ 



   

CAPÍTULO 3.  LA ECUACIÓN MAESTRA 
3.4. EL CONMUTADOR DE LOS SUPEROPERADORES Ĵ  Y L̂  

                                                 

§ 3.4  El Conmutador de los Superoperadores   Ĵ   y   L̂ . 
 

Ahora se requiere encontrar el conmutador de los Superoperadores Ĵ  y L̂ . 

 

                                    JLLJJLLJLJ ˆˆˆˆˆˆˆˆˆ,ˆ                                 [3.4.1] 

 

          †††††† ˆˆˆˆˆˆˆˆˆ
2

ˆˆˆˆ
2

ˆ babaLbabababaJ 








 





 

 

                         †††††† ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ
2

babaLbabaJbabaJ  


 

 

                 †††††††† ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ
2

babababababababa  


 

  

                        








 babababababababa ˆˆˆˆˆˆˆˆ
2

ˆˆˆˆˆˆˆˆ
2

†††††††† 





  

  

                          ††††††††
2

ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ
2

babababababababa  


 

 

                       babababababababa ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ
††††††††       [3.4.2]   

 

 

En seguida, se demuestra que el conmutador      2ˆˆ,ˆˆ
††  baba .   

 
 

                  babbaababbaababababababa ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ,ˆˆ
†††††††††††† 

 

    2ˆ,ˆˆ,ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ
††††††††††††††  bbaabbbbaaaabbabbaaabbabbaaa  

 

Lo anterior debido a que â  y b̂  se encuentran en diferentes espacios de 

Hilbert y por lo tanto abba ˆˆˆˆ   i.e.  0ˆˆˆˆˆˆˆˆ
††††  abbaabba . 
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CAPÍTULO 3.  LA ECUACIÓN MAESTRA 

3.4. EL CONMUTADOR DE LOS SUPEROPERADORES Ĵ  Y L̂  

                                                 

Sustituyendo       2ˆˆ,ˆˆ
††  baba    en  [3.4.1] tenemos que 

 

                2ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ2ˆˆˆˆ
2

ˆ,ˆ ††††††††
2

 babababababababaLJ 


  

 

           babababababababa ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ
††††††††    

                babababababababababa ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ2ˆˆˆˆˆˆˆˆ
2

††††††††††
2

 


 

               babababababababababa ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ2 ††††††††††  

 

      Jbaba ˆ2ˆˆˆˆ2 ††   

 
 

Por lo tanto,         JJLJLJ ˆ2ˆ,ˆˆ2ˆ,ˆ                                                [3.4.3] 
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CAPÍTULO 3.  LA ECUACIÓN MAESTRA 

3.5. SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN MAESTRA 

 

§ 3.5  Solución de la Ecuación Maestra 

 
Regresando a la ecuación [3.3.4] 
 

 
 

 

y sustituyendo el valor obtenido   JJL ˆ2ˆ,ˆ  , tenemos que 

  

 
 

 
 

 
 

   
   tFeJtFJ

t
J

t
JtJ

dt

tdF t
 2

32

ˆˆ
!3

2
ˆ

!2

2
ˆ2ˆ 








   

 
 

Nuevamente, recurrimos a la técnica de separación de variables para 

resolver la ecuación diferencial con la condición inicial   10 F , 

obteniéndose la solución:  
 

                                               
 



te
J

etF

21
2

ˆ

)(



                                      [3.5.1] 

 

La solución de la ecuación maestra para la interacción de dos sistemas 
cuánticos con un mismo medio ambiente es: 
 

                                          
 

 0ˆˆ

21
2

ˆ

ˆ






te
J

Lt eet



                            [3.5.2] 
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            tFJLLL
t

JLL
t

JLtJ
dt

tdF








 ˆ,ˆ,ˆ,ˆ

!3
ˆ,ˆ,ˆ

!2
ˆ,ˆˆ

32

           tFJLL
t

JL
t

JtJ
dt

tdF








 ˆ2,ˆ,ˆ

!3
ˆ2,ˆ

!2
ˆ2ˆ

32





   

Capítulo 4   
 

Aplicando la Solución de la Ecuación Maestra  
  

§  4.1  Aplicación del estado inicial   
1111

0ˆ   

 

En está sección se aplica la solución de la ecuación maestra [3.5.2] de la 

sección anterior a un estado inicial dado por:  
 

                               [4.1.1] 

  

 

Se puede re-escribir la ecuación   
 

 0ˆˆ

21
2

ˆ

ˆ





te

J

Lt eet



    como  

 
                                         

                                               0ˆˆ
ˆˆ

21  JfLf
eet                                      [4.1.2.] 

 

Primero se evaluará     




n

n

n
JfJf

J
n

f
ee ˆ

!
0ˆ

0

2ˆˆ
22 . 

 

 

Tenemos que                  †† ˆˆˆˆ0ˆˆ babaJ                         [4.1.3] 

  
               

                         †
ˆ,ˆ aa    y     †

ˆ,ˆ aa        [4.1.4] 

  
 

               †††† ˆˆˆˆˆˆ
ˆ

babbaa
J

 


  

  

        †††† ˆˆˆˆˆˆˆˆ bbabbaaa    

 
 

†††† ˆˆˆˆˆˆˆˆ bbbabaaa    

 

  

    
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CAPÍTULO 4. APLICANDO LA SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN MAESTRA 

4.1.  APLICACIÓN DEL ESTADO INICIAL 

 

  


 
Ĵ

 

 

      

 

       22
 [4.1.5] 

   
Ahora,  

 

      0ˆ0ˆˆ
22

  J         0ˆ0ˆˆˆ
222
  JJ                                                   

 

           22
 

 

 

       0ˆ0ˆˆ
22

  J          0ˆ0ˆˆˆ
222
  JJ    [4.1.6]

  
Por lo tanto,                 

                                                    

                                      0ˆ0ˆˆ
22

  
n

nJ                       [4.1.7] 

 
Sustituyendo [4.1.7] en la ecuación  

 

                  




n

n

n
JfJf

J
n

f
ee ˆ

!
0ˆ

0

2ˆˆ
22           [4.1.8] 

 

Se tiene que: 
 

                         





n

n

n
Jf

n

f
e

22

0

2ˆ

!
0ˆ2            [4.1.9] 

 
 

                                       
   





 tf

e 2

22

                               [4.1.10] 
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CAPÍTULO 4. APLICANDO LA SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN MAESTRA 

4.1.  APLICACIÓN DEL ESTADO INICIAL 

 

En seguida se aplica el exponencial del superoperador L̂  
 

 
      [4.1.11] 
 

 
Se puede factorizar el exponencial de la siguiente manera: 
 

        
            abbatfbbaatfabbabbaatfbabatf

eeee
ˆˆˆˆ

2
ˆˆˆˆ

2
ˆˆˆˆˆˆˆˆ

2
ˆˆˆˆ

2

††
1

††
1

††††
1

††
1 





        [4.1.12] 

 
 

Por lo tanto,  
 

        abbatfabbatfe
Lf

eeee
f

ˆˆˆˆ
2

2211

ˆˆˆˆ
2

1
2

1
ˆ

††
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CAPÍTULO 4. APLICANDO LA SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN MAESTRA 

4.2  ESTADO FINAL DE LA ECUACIÓN MAESTRA 

 

§  4.2  Estado Final de la Ecuación Maestra 
 
De la aplicación de la solución de la ecuación maestra para un estado 

inicial, se tiene que el estado final del sistema está dado por: 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
donde 

1
,~ uslu   es el número de estado desplazado,  

 
                                              [4.2.1] 

 
 
El número de estado desplazado se define como: 

 

   ,~~
,~ nDn                                                                                     [4.2.2] 

  

donde    ~~
D    es el operador de desplazamiento      aaD ˆˆ~exp~~ †              [4.2.3] 

 

Para ,0n  el número de estado Desplazado se reduce al estado coherente. 

Algunas propiedades estadísticas del número de estado desplazado se 
pueden derivar utilizando las transformaciones de los operadores de 

creación y aniquilación operados por un desplazamiento como se muestra 
a continuación: 

 

     ~ˆ~~
ˆ~~ †  aDaD    y         ~ˆ~~

ˆ~~ ††† aDaD                                                   [4.2.4] 
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CAPÍTULO 4. APLICANDO LA SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN MAESTRA 

4.2  ESTADO FINAL DE LA ECUACIÓN MAESTRA 

 
En seguida se definen los operadores de cuadratura como:  

 

                                         [4.2.5] 
 

                                                        †2 ˆˆˆ aaiX                                                       [4.2.6] 

 
Con el uso de las definiciones del número de estado Desplazado y del 
operador de desplazamiento, las varianzas  

 
                             [4.2.7] 

 

de los operadores de cuadratura en el estado n,~  están dadas por 

 

                               12,~ˆ,~ˆ
22

 nnXnX ii     2,1i                   [4.2.8] 

 

Las varianzas son independientes de la amplitud coherente del estado, 
pero linealmente depende del número inicial n  del fotón.  La varianza del 

número de fotón está dada por 

 

                                                ,~12ˆ
22

 nn                                  [4.2.9] 

  
y siempre es mayor que para un número de estado o un estado coherente.  

Con el uso de las ecuaciones [4.2.7] y [4.2.8], se obtiene el parámetro de 
Mandel Q , que mide la desviación en la estadística de Poisson para el 

estado n,~  

 

 
                     [4.2.10] 
                      

donde el promedio del número de fotones es 
 

                                                  
2~ˆ  nn                                     [4.2.11]                 

 

y donde las contribuciones de las características del número de estado y 
de coherencia del campo se muestran explícitamente.   
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CAPÍTULO 4. APLICANDO LA SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN 
MAESTRA 

4.2.  ESTADO FINAL DE LA ECUACIÓN MAESTRA 

 
Para estadísticas de Poisson, .0Q   Si ,0Q se dice que la luz es de 

estadística sub-Poisson, de otra manera es sobre-Poisson.   
 

De la ecuación [4.2.8], encontramos que el estado n,~  obedece a la 

estadística de sub-Poisson siempre y cuando 
2

1~ 2
 . 

 

Por último, se menciona que existe una relación entre el número de estado 

desplazado n,~  y el Hamiltoniano del oscilador armónico.  Aplicando el 

operador de desplazamiento a la ecuación de eigenvalores    
 

                                      ,
2

1
ˆ

0 nnnH 







                                     [4.2.12] 

 

se obtiene                    nnnHd ,~
2

1
,~ˆ  








                                 [4.2.13] 

 

 

donde            
2

1~ˆ~ˆ~~ˆ~~ˆ ††

0    aaDHDHd                               [4.2.14] 

 

El número de estado Desplazado aparenta ser un eigenestado de el 
Hamiltoniano desplazado del oscilador armónico. 
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Capítulo 5  
 

Análisis y Conclusiones  
 

 
En este proyecto de tesis se ha analizado la evolución de la interacción de 

dos sistemas cuánticos con un mismo medio ambiente a temperatura T = 
0.  El sistema contempla dos modos del campo electromagnético dentro de 
una cavidad rodeada de un ambiente a temperatura T = 0.  Se puede 

representar el problema propuesto de la siguiente manera:  Dos espejos 
cóncavos forman una cavidad y atrapan a dos modos del campo 
electromagnético los cuales interactúan con su medio ambiente, este 

último  esta compuesto por un número infinito de osciladores armónicos.   
 

Se cuantizan los modos del campo electromagnético de tal forma que estos 
corresponden a dos osciladores armónicos cuánticos mediante el re-
emplazo de los operadores de posición y momento por los operadores de 

aniquilación y creación.  De esta manera se pueden utilizar las 
herramientas de la Mecánica Cuántica para expresar la evolución en el 

tiempo del sistema mediante la Ecuación Maestra.   
 
Se utiliza el operador de densidad para expresar la ecuación de 

Schrödinger en términos de bras y de kets.  Es decir, se unifican la 
Mecánica Cuántica Ondulatoria de Schrödinger con la Mecánica Cuántica 
Matricial de Dirac al mismo tiempo que se fusionan las interpretaciones 

ondulatorias y cuánticas del campo electromagnético. 
 

Al resolver la ecuación maestra para este sistema  se obtuvo una expresión 

analítica en términos de los super-operadores Ĵ  y L̂ .  Se recurrió al 

método de factorización del operador de evolución del tiempo para 
expresar la solución como el producto de dos exponenciales y se aplicó la 

solución a un estado inicial.  
 
El método utilizado en el presente proyecto puede ser utilizado para 

generalizar la interacción de un número infinito de sistemas cuánticos con 
un mismo medio ambiente ya sea a temperatura igual o diferente de cero. 
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