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INTRODUCCION

En este proyecto de tesis se estudiara la interaccion y evolucion de dos
sistemas cuanticos en un mismo medio ambiente. Este es un modelo de
gran interés en Optica Cuantica, Computacién Cuantica y Teoria de
Enredamiento. Los sistemas cuanticos de interés son dos osciladores
armonicos y el medio ambiente se modela como un numero infinito de
osciladores armonicos. Se estudiara la evolucion del sistema considerando
un estado inicial apropiado para el caso y se propondra expandir la idea
mediante induccion para contemplar la interaccion y evolucion de un
numero infinito de sistemas cuanticos en un mismo medio ambiente.



Capitulo 1

Conceptos de la Mecanica Cuantica

§ 1.1. La Ecuacion de Schrodinger

El objetivo principal de la Mecanica Cuantica es el de resolver la ecuacion de
Schrodinger dada una funcién de potencial V(g,t). Nos enfocaremos en la
solucion de la ecuacion de Schrodinger para el caso unidimensional por su
simplicidad y porque es facil de generalizar para el caso de 3D. También, se
supondra que el potencial es independiente del tiempo ya que casi todos los
sistemas tienen potenciales de esa forma. Esto es,V(q,t) =V (Qq).

La ecuacion de Schroédinger es una ecuacion diferencial parcial de segundo orden
que depende del espacio-tiempo:

_n? 0*¥(q,t)

— V(q,t)¥(q,t) =in
o age TV @U@=

[1.1.1]

oY (q,t)
ot

Se resolvera la ecuacion de Schrédinger mediante la técnica estandar de
separacion de variables.

Primero, suponemos que Y(q,t) =w(q)e(t) [1.1.2]

oM@y _dv(@ 4 o @Y _ o de) [1.1.3]

o’ do? Yo dt

Entonces,

Sustituyendo las expresiones [1.1.3] en [1.1.1] se obtiene la ecuacion:

VD oy v (@) p(@) - oft) =ity () 220

m dg? it [1.1.4]
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1.1. LA ECUACION DE SCHRODINGER

Dividiendo ambos lados de la ecuacion [1.1.4] por [1.1.2], reducimos la
ecuacion anterior a la expresion:
2 2
@ gy Ge)

2m o’y (q) dto(t) —

La tunica forma de que se cumpla la igualdad anterior es que ambas
expresiones sean iguales a una constante, a la que por simplicidad
llamaremos E.

2 2
Es decir, A AW@ )=k [1.1.6]
2m dq“y(q)
. do(t)
in % _g 1.1.7
y dto() [ ]

Re-escribiremos las expresiones anteriores de la siguiente manera:

1 dw(g)
2m dg?

+Vy(a)=Ew(q) [1.1.8]

do(t) _ i
y 0 | Edt [1.1.9]

La solucion de la ecuacion [1.1.9] se obtiene mediante integracion directa:

d i i g
_[qj‘é?:j—;Edt:Ingo(t):—;lEt+C:>go(t):e h

Una vez que se encuentra la solucion para la ecuacion de Schrédinger
independiente del tiempo [1.1.6], se puede construir la solucion de la
ecuacion [1.1.2] multiplicando w(q)- ¢(t) .

[1.1.10]

La solucion de la ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo [1.1.6]
depende del potencial V(g). En general, existen soluciones a la ecuacion
de Schrodinger independiente del tiempo solamente para ciertos valores de
la energia, los cuales se enlistan en el orden de energia creciente como
E.E, E...E,,..




CAPITULO 1. CONCEPTOS DE LA MECANICA CUANTICA
1.1. LA ECUACION DE SCHRODINGER

A estas energias se les llama eigenvalores del potencial V(q); un potencial
particular tiene un conjunto particular de eigenvalores.

Para cada eigenvalor existe una eigenfuncion correspondiente

AR CINZAC)R7A )

la cual es una solucion a la ecuacion de Schrodinger independiente del
tiempo [1.1.6] para el potencial V(q).

Para cada eigenvalor y eigenfuncion también existe una funcion de onda
correspondiente

(0. t) =w(@)e ™", W (a.t) =y (@)e = LW (g, ) = w (@)e ™= [1.1.11]

Si el sistema esta descrito por la funcién de onda ¥,(q,t), se dice que el
sistema esta en el estado cuantico n.

Cada una de las funciones de onda ¥, (q,t) es una solucion particular a la
ecuacion de Schrodinger para el potencial V(q). Ya que esta ecuacion es

lineal se espera que cualquier combinacion lineal de estas funciones
también sea solucion:

Y(q,t) = Cl\Ill(qlt) +C, %, (@) +---= 1‘//1(q)eiiE1t/h +GY, (q)eiiEzt/h"' = ZCnTn (q’t) [1.1.12]

n=1

La expresion [1.1.12] es la solucion mas general a la ecuacion de
Schrédinger para un potencial V(q) .
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1.2. EL OSCILADOR ARMONICO MECANICO-CUANTICO

§ 1.2. El Oscilador Armoénico Mecanico-Cuantico
La energia potencial del oscilador armoénico simple esta dada por

V(q)=;ma)zq2 [1.2.1]

Sustituyendo el potencial [1.2.1] en la ecuacion [1.1.5] tenemos que:

ndw(g) 1 ,,
- ma =E 1.2.2
om dg? s a%(a)=Ey(a) [ ]

Se re-escribira la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para
el caso del oscilador armoénico simple en términos de los operadores p,q y

de sus respectivos conmutadores como se muestra a continuacion:

Re-escribiendo la ecuacion [1.2.2] tenemos que

[+ man b -0, 1.2.3

donde p E(hj(?q es el operador del momentum.
|

La idea basica es la de factorizar el Hamiltoniano,
1
H :Zm[p2+(ma)q)2] [1.2.4]

Como p y q son operadores, y como los operadores no necesariamente
conmutan, se proponen las siguientes expresiones:

a =

1 . 1 .
_ _ _ 1.2.5
oo CiPrmen) y a=—m(ip + maa) [1.2.5]
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Ahora bien,

& . . 1 2 2 -
a-a' = ip+m —ip+maq)=——|p°+(m —im — 1.2.6
o (1P +Mag)—ip + max) thw[p (maq) ~ime(gp- pa)]  [1.2.6]
Este resultado contiene el término qp-—pq, al cual llamaremos

conmutador de q y p
En general, el conmutador de dos operadores Ay B se expresa como
[AB]=AB-BA [1.2.7]

Usando esta notacion, tenemos que

| PP (men) | i
aa*{ S } Zh[q,p] [1.2.8]

Utilizando la relacion p= (hjc(ijq’ se puede comprobar que [q, p]: iz,

permitiendo re-escribir la ecuacion [1.2.8] como

a-a*:iHJi, o H—hola.a -t [1.2.9]
ha 2 2

De las expresiones [1.2.5] tenemos que:

al-a=

o (=P +max)ip +max)= Zhrlnw[pz +(megf —ime(pg—gp)]  [1.2.10]

Este resultado contiene el término pg—qgp, al cual llamaremos conmutador
de p y g. En seguida se demostrara que [p,q]:—ih

[p.a]* (@) =(’fj;’(}(q~ f(q))—q(’?) dfdg” =(?)f (q)+q[?jdzf)—q(’fj d‘:j(qq) —_inf (q).

Por lo tanto, [p,q]=—i%




CAPITULO 1. CONCEPTOS DE LA MECANICA CUANTICA
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Por lo anterior, podemos concluir que

2 2
aao| Prme) 1 H 1o oy faat [1.2.11]
2hmao 2 hw 2 2

En términos de los operadores de creacion a' y de aniquilacion a, la
ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para el oscilador
armonico toma la forma:

ha)(afa+;jl//: Ey 6 ha)(aaf—;jy/: Ey [1.2.12]
Como Hy =Ey, entonces

H(a'y)= ha)(aT -a+ ;j(aw/): ha)[afa -at+ ;aTJW

= hm*(a ah + ;j;// = af{hm[a* a+1+ ;}//}

—a'(H +hoy =a'(E +ho)y)=(E+ho)ay)= H(ay)=(E+rola’y) [1.2.13]

Similarmente, para ay tenemos:

H(ay)= ha)(a -af - ;J(a w)= ha)a[aT -a- ;jy/

= a{hw(a af —1- ;)y/} =a(H —ho)y =a(E -holy =(E-ho)ay). [1.2.14]

Para determinar las eigenfunciones, las cuales son soluciones a la
ecuacion de Schrodinger, debemos encontrar primero la solucion para la

. B} . 1 d dy, Mm@
energia mas baja ay, =0. i—+m =0 o 0_—__~
& J Vo A 2hma)( dg wqj% dq h 4%
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mo

I—dl//o =—@quq—>lny/0=—m—wq2+c Sy, =Ae 7 [1.2.15]
¥, h 2h
Normalizando la funcion [1.2.15] se obtiene:
. gt maa’ 2 |m-h
.[Ol//ol//odq :‘A‘ J;OG "dg= ‘A‘ Vm-@ =1
L L medg?
A=(m""j4 —)z//o(q)=(mj4e_ 2 [1.2.16]
w-h w-h

Ahora, para determinar la energia de este estado, sustituimos el resultado
[1.2.16] en la primera ecuacion de [1.2.12] y simplificando se obtiene:

ha{a*a+ ;j% =Ew, = hz“’y/o SE,= hza’ [1.2.17]

Para generar los estados n, simplemente se aplica el operador de creacion
sucesivamente:

w(@)=A(a"wo() [1.2.18]
donde
1
E, :(n+2jha) [1.2.19]
Se puede demostrar que: v, = i(a*)n W, [1.2.20]
A/nt
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§ 1.3. Algunas Propiedades de La Funcion de Onda ¥(q,t).

Densidad de Probabilidad

La conexion basica entre las propiedades de la funcion de onda W¥(q,t) y el

comportamiento de la particula asociada queda expresada en términos de
la densidad de probabilidad P(q,t). Esta cantidad especifica la

probabilidad, por unidad de longitud del eje q de encontrar a la particula
en la vecindad de la coordenada q al tiempo t. En 1926 Max Born postulo
la relacion entre la densidad de probabilidad y la funcion de onda

P(a,t)="¥"(q,t)- ¥(q,t) [1.3.1]

El postulado dice: Si en el instante t se realiza una mediciéon para localizar
a la particula asociada con la funcion de onda Y(q,t)entonces la

probabilidad P(q,t)dq de encontrar a la particula en una coordenada entre (
Yy q+dges igual a ¥ (q,t)- ¥(q,t)dq [1.3.2]

Si la particula existe, la probabilidad total de encontrar a la particula en
algun lugar sobre todo el eje g es necesariamente igual a uno. Esta
probabilidad total se puede obtener matematicamente integrando la
funcion de densidad de probabilidad sobre toda g y se expresa como

i Pdq = W‘P*‘qu =1 [1.3.3]
Jrea-]

Valores Esperados

Las funciones de onda son tutiles ya que contienen bastante informacion
acerca del comportamiento de la particula asociada. Considérese a una
particula y a su funcion de onda asociada ‘I’(q,t). En una medicion de la

posicion de la particula en el sistema descrito por la funcion de onda,
existira una probabilidad finita de encontrarla en cualquier coordenada g
en el intervalo de g a g + dq siempre que la funcion de onda no sea cero en
este intervalo. En general la funcion de onda no es cero sobre una region
extensa del eje g, por lo tanto, generalmente no somos capaces de
establecer que la coordenada g de la particula tiene cierto valor definido.

8
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Sin embargo, es posible especificar algan tipo de posicion promedio para la
particula de la manera siguiente: Se hace una medicién de la posicion de
la particula en el instante t. La probabilidad de encontrarla entre gy q +
dg, de acuerdo con el postulado de Born es:

P(g,t)dg = ¥*(q,t)¥(q,t)dg

Estas mediciones se realizan cierto numero de veces sobre sistemas
idénticos descritos por la misma funcién de onda ¥(qg,t) y siempre para el
mismo valor de ¢, registrando los valores de g en los cuales se encontro la
particula. Un ejemplo seria un conjunto de mediciones de las coordenadas
q de las particulas en los estados de menor energia de osciladores
armonicos simples idénticos. Se puede utilizar el promedio de los valores
observados para caracterizar la posicion de una particula asociada con la
funcion de onda ‘P(q,t) para el tiempo t. Este valor promedio se le
denominara el valor esperado de la coordenada g de la particula al
instante t y esta dado por:

<q>=]oqp(q't)dq =T‘P*(q,t)q‘P(q,t)dq [1.3.4]

El valor esperado de cualquier cantidad dinamica que esta en funcion de
f(q, p,t) esta dado por:

(f@@ p.t))= IO‘P*(q,t)fop(q,—i -haaq,t}P(q,t)dq, [1.3.5]

donde el operador fop(q,—i -h@a,tj se obtiene a partir de la funcion

q

f(g, p,t) al sustituir p por —i-haaq.
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§ 1.4. Notacion de Dirac

En la mecanica cuantica el estado de un sistema se representa mediante
un vector de estado en un espacio vectorial complejo (Espacio de Hilbert) .

Dirac le dio el nombre de ket a este vector de estado y se denota por \‘P>

(analogo a la funcion de onda ‘P(q,t)). El vector ket, o simplemente el ket

contiene toda la informacion acerca del estado del sistema tal y como lo
como la contiene la funcién de onda ¥(q,t).

Un observable como el momento o energia pueden ser representados por
un operador A en el espacio vectorial en cuestion. Un operador “actia”
sobre un ket desde la izquierda del ket y dicha operacion resulta en otro
ket:

A-(a)=Aa) - A¥(qt) [1.4.1]

Existen kets particulares, conocidos como eigenkets del operador A,
denotados por

a)la e [1.4.2]

que cumplen con la propiedad
A\a'>=a'\a’>, A\a">=a"\a">,... [1.4.3]
donde a,a’,... son los eigenvalores. Notese que aplicando el operador A

sobre un eigenket produce justamente el mismo ket multiplicado por un
numero complejo.

Al conjunto de los numeros {a',a",am,...} se le llama el conjunto de

eigenvalores del operador A. Al estado fisico descrito por un eigenket se le
denomina eigenestado.

Un ket arbitrario |@) puede ser escrito como ‘05> = an' ‘05' >, a,a ..oV,

a

donde c - es un coeficiente complejo, que es analogo a la funcion de onda:

W(0,8) =W, (0,8) + ¢, W, (0,1 + ¢ W5 (a8 + - =c (e ™ + ¢y, (@)™ + ey (@)™ =D e, ¥, (at)
n=1

10
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Bras, Productos Internos y Productos Externos

El espacio vectorial con el que hemos estado trabajando es un “espacio
ket”. En seguida introducimos la nocion de un espacio bra, un espacio

vectorial dual al espacio ket. Postulamos que para cada ket \a> existe un

bra, denotado por («

, en un espacio dual al espacio ket, llamado espacio
bra. El espacio bra es generado por eigenbras <a" que corresponden a los
eigenkets ‘a'>. Existe una correspondencia dual (C.D.) uno-a-uno entre el

espacio ket y el espacio bra: a)«—=2—(a|

El bra dual a c|a) se representa como ¢’(a| > c¥(q,t)«=2>c"¥'(q,t)
En general C,|a)+c,| B)«—2—c) (a|+Cy (B [1.4.4]

Un operador X actiia siempre sobre un bra desde la derecha (<a \) X =(a|X

y el producto resultante es otro bra. El ket X|a) y el bra (¢|X no son
generalmente duales uno del otro.

Definimos el simbolo X' como  X|a)«—=“—(a|X". [1.4.5]

El operador X' se conoce como el operador adjunto Hermitiano, o
simplemente el adjunto, de X. Un operador es Hermitiano si X = X",

Ahora definimos el producto interno de un bra y un ket. El producto se
escribe como un bra a la izquierda y un ket a la derecha, por ejemplo,

(Bla)=(8))-(a)). [1.4.6]

Este producto interno es en general un numero complejo. Note que al
formar un producto interno siempre tomamos un vector del espacio bra y
un vector del espacio ket.

Postulamos dos propiedades fundamentales de los productos internos que
nos seran utiles. Primero, (B|a)=(a|B) [1.4.7]

11
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En otras palabras, (#|a) y (a|f) son complejos conjugados uno del otro.
Segundo, (a|a)20 [1.4.8]
Dos kets |a) y |f) son ortogonales si («|f)=0. Podemos normalizar un

ket |@), donde |&@)= N @), con la propiedad (@|@)=1. I‘P*‘quzl
Jela)

Al producto Qﬂ>)-(<a‘): B)la| [1.4.9]

se le conoce como el producto externo. El producto antes mencionado
resulta en un operador que rota un ket |y) arbitrario en la direccion de |£).

Bj. (Blallr)=|Balr)=t@r)p)

Si X =|pllal X'=|a)p].
(BX|a)=(p|-(X|a)={la[X")| 8)f =(a[X|] v para un operador X

Hermitiano tenemos (B|X|a)=(a|X|B) . [1.4.10]

Bases Kets
Eigenkets de un Observable.

Teorema: Los eigenvalores de un operador Hermitiano A son reales; los
eigenkets de A correspondientes a eigenvalores distintos, son ortogonales.

A‘a'>:a"a'>.
o =real, <a" ‘a'>:0

Es conveniente normalizar ‘a'> de tal manera que ﬂa' >} formen un

conjunto ortonormal: <a" ‘a'>:5 y

a o

[1.4.11]

12
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Eigenkets

Un ket arbitrario en el espacio ket se puede expandir en términos de los
eigenkets de A. En otras palabras los eigenkets de A se utilizaran como
bases ket analogo a los vectores unitarios en el espacio Euclidiano.

Dado un ket arbitrario \a> en el espacio ket de A, intentemos expandir el
a)

Si multiplicamos por la izquierda la igualdad por <a"‘ y utilizando la

ket como sigue:
‘C(> = a Ca'

propiedad de ortonormalidad, encontramos los coeficientes de expansion
c, =(aa).
En otras palabras, tenemos \a>: Za, ‘a' ><a' ‘a>, que es analogo a la

expansion de un vector V en el espacio Euclidiano:

\ =z| € (¢ -V) donde {¢,} forman un conjunto ortonormal.
De la expansion del ket a podemos deducir que » ‘a' ><a' ‘ =1 [1.4.12]
conocido como el operador de identidad.

Representacion Matricial

En la base dada por ﬂui>}, el ket |y) se representa mediante el conjunto de

sus componentes, o sea por el conjunto de numeros ¢ =<Ui‘!//>. Estos

numeros se pueden ordenar verticalmente para formar una matriz
columna:

[1.4.13]

13
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Ahora, sea (p| un bra arbitrario. En términos de las bases {jui>}, podemos
escribir (p|=> (o]u )y, | [1.4.14]

Los componentes de <¢)

, (p|u;), son los complejos conjugados de los

componentes b, =(u;|¢) del ket |¢) asociado al bra (..

Los componentes (p|u;) del bra (¢ se pueden ordenar horizontalmente

para formar una matriz de hilera o renglén (compuesta por una hilera o
renglon y un numero infinito de columnas)

(olusoluz - (lui )+ [1.4.15]

Utilizando esta convencion, <§0‘!//> es la matriz resultante del producto de la

matriz columna que representa |y) y la matriz renglén que representa (g|.

El resultado es una matriz que contiene un renglén por una columna, o
sea un numero.

Representacion del operador lineal A

Dado un operador lineal A, podemos asociar a la base ‘ui> una serie de

numeros definido por A =y, \A‘uj > [1.4.16]

Estos numeros dependen de dos indices y por lo tanto pueden ser
ordenados un una matriz cuadrada que contiene un numero infinito de
hileras y columnas de manera convencional.

Asi, en la base ﬂui >}, el operador A se representa por medio de la matriz

A11 A12 Alj
A21 Azz A2j

S : [1.4.17]
Ail Az Aij

14
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Representacién matricial del ket ‘1//'>: Ay)

Se plantea el siguiente problema: Conociendo los componentes del ket \w>

y los elementos de la matriz A en una representacion dada, ¢Como
podemos calcular los componentes de ‘1//'>:A\1//> en la misma

representacion?

La matriz columna que representa a ‘w> es igual al producto de la matriz

columna representada por \1//> y la matriz cuadrada representada por A:

C{ Al A, Aij C
C; A21 Azz A2j C,

Vi=Ap)e| =t : *| [1.4.18]
C’j Ajl AjZ Aij Cj

Expresion del nimero (¢ Ay)

La expresién (¢/Ay) es un numero, es decir, una matriz de un renglén por
una columna, la cual se obtiene al multiplicar la matriz columna \1//> por la

matriz cuadrada A y al final por la matriz renglon <gp‘

Ar A, Alj o G

Ay Ay o A2j I
S I : : [1.4.19]
Ajl Aj2 Aij Cj

15
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Usando la convencion anterior podemos expresar el producto externo de
v )ly| mediante la matriz cuadrada

C, cC CC, - clc].‘
C, C,C, CC, -+ czc}‘

3 T I [1.4.20]
C cc, CcC, - cic]f
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CAPITULO 1. CONCEPTOS DE LA MECANICA CUANTICA
1.5. EL OPERADOR DE DENSIDAD

8§ 1.5. El Operador de Densidad

Para determinar el estado de un sistema en un instante dado, se toman
una serie de mediciones. Sin embargo, en la practica, el estado de un
sistema no se encuentra perfectamente determinado. Esto es cierto, por
ejemplo, para el estado de polarizacion de fotones provenientes de una
fuente natural de luz y para los atomos de un haz emitidos de un horno a
temperatura T, donde la energia cinética de los atomos se conoce
estadisticamente. EIl problema que presenta la descripcion mecanico-
cuantica de tales sistemas es el siguiente: Como podemos incorporar en el
formalismo la informacién incompleta que tenemos del estado del sistema,
de tal manera que nuestras predicciones hagan el uso maximo de esta
informacion parcial. Para hacer esto, debemos introducir una herramienta
matematica conocida como el operador de densidad, el cual facilita la
aplicacion simultanea de los postulados de la mecanica cuantica y los
resultados de los calculos de probabilidades.

El concepto de una mezcla estadistica de estados.

Cuando uno tiene informacion incompleta acerca de un sistema, uno
tipicamente apela al concepto de probabilidad. Por ejemplo, sabemos que
un foton emitido por una fuente de luz natural puede tener cualquier
estado de polarizacion con idéntica probabilidad. Similarmente, un
sistema en equilibrio termodinamico a temperatura T tiene una
probabilidad proporcional a e ®*" de encontrarse in un estado de energia
E

n-

Generalmente, la informacion incompleta que se tiene acerca del sistema
usualmente se presenta de la siguiente manera: el estado del sistema

puede estar en el estado |y;) con probabilidad p, o en el estado |y,) con
probabilidad p,, etc. Obviamente:

PP, +=D P =1 [1.5.1]

k
Se dice entonces que se esta trabajando con una mezcla estadistica de
estados |,), |¥,), ... con probabilidades p,, p,, ... Si el estado del sistema
v, ) tiene probabilidad p,, la probabilidad de obtener uno u otro resultado

debe ser pesado por p, y sumado sobre los valores de k, o sea sobre todos
los estados de la mezcla estadistica de estados.
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CAPITULO 1. CONCEPTOS DE LA MECANICA CUANTICA
1.5. EL OPERADOR DE DENSIDAD

El estado del sistema compuesto por una mezcla estadistica de estados se
puede escribir como:

‘W>: pl‘l//1>+ pz"//2>:zpk“//k> [1.5.2]
K

y no debera ser confundido con un sistema cuyo estado \1//> esta
compuesto por una superposicion de estados:  [y)=> ¢ |y, )-

k
Introduccion al operador de densidad

Se examina en seguida el caso donde el estado del sistema es
perfectamente conocido (todas las probabilidades p, son cero excepto una,

la cual es igual a 1. Se dice que el sistema se encuentra en un estado
puro. Se demostrara que al caracterizar el sistema por su vector de estado
es equivalente que al caracterizarlo mediante un operador que actiia en el
espacio del estado y que se conoce como el operador de densidad.
Descripcion del sistema mediante el vector de estado.

Se considera un sistema cuyo vector de estado en el tiempo t es:

\l//(t)>=2n‘,cn(t)\un> [1.5.3]

donde ﬂun>} es una base ortonormal del espacio de estado discreto.

Los coeficientes ¢, (t) satisfacen la relacion

>, (t) =1 [1.5.4]

lo que indica que ‘l//(t)> se encuentra normalizado.
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CAPITULO 1. CONCEPTOS DE LA MECANICA CUANTICA
1.5. EL OPERADOR DE DENSIDAD

Si A es un observable y sus elementos de matriz son

(U, AU, )= A, [1.5.5]

el valor esperado de A en el instante t esta dado por

(ANt)=(w(t) Awl(t) = Zc (t)e,(t) [1.5.6]

Finalmente, la evolucion en el tiempo de \w(t)> se describe por medio de la
ecuacion de Schrodinger: ihgtt//(t»: H(t)w(t)) [1.5.7]

donde H(t) es el Hamiltoniano del sistema.
Descripcion de un estado mediante el operador de densidad:

La relacion [1.5.6] muestra que los coeficientes c, (t) entran en los valores

promedio a través de expresiones cuadraticas del tipo c, (t)cp(t).

(s [y Oy (O], = it 1) [1.5.8]

Estos valores son simplemente los elementos de matriz del operador
w(t))w(t)|, el operador proyector sobre el estado |y(t)).

Por lo tanto, es natural introducir el operador de densidad p(t) definido

por:

plt)=lw () (t) [1.5.9]

El operador de densidad se representa mediante una matriz llamada la
matriz de densidad cuyos elementos son:

Ponlt)= (U, |p(t)u, )= c; (t)e, (t) [1.5.10]
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CAPITULO 1. CONCEPTOS DE LA MECANICA CUANTICA
1.5. EL OPERADOR DE DENSIDAD

Se demostrara que especificando p(t) es suficiente para caracterizar el
estado cuantico del sistema y ademas nos permite obtener todas las
predicciones fisicas que pueden ser calculadas del \y/(t)>

De acuerdo a [1.5.4], la suma de los elementos diagonales de la matriz de
densidad es 1:

Zn:Cn(t)z =2 Pu(t)=Trof(t)=1 [1.5.11]

Ademas,

(A= (u, ot u, ), (AU, ) = Ep:<up POAU, ) =Tr{p(t)A} [1.5.12]

n,p

Finalmente, la evolucion del tiempo del operador p(t) puede deducirse a
partir de la ecuacion de Schrédinger como se muestra a continuacion:

dt

900 S0 0 ) S 0| L O )+ O O RO L0 o)

[1.5.13]

Por lo tanto, en términos del operador de densidad, la conservacion de
probabilidad se expresa como:

Trp(t)=1 [1.5.14]
El valor promedio de un observable A se calcula usando la formula:

(AE)=Tr{Ap(t)}=Tr{p(t)A} [1.5.15]

La evolucion del tiempo cumple con la ecuacion:

in s pl0)=[H) o] [1.5.16]
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Capitulo 2
Cuantizacion del Campo Electromagnético

8§ 2.1 Teoria del Potencial del Campo Electromagnético
Clasico

El paso principal en la cuantizacion del campo electromagnético consiste
en reemplazar el oscilador armonico clasico por el oscilador armoénico
cuantico. Primero, se re-escribiran las ecuaciones de Maxwell de tal
manera que la dependencia de las variables de campo del oscilador
armonico clasico sean apropiadas para la conversion a la mecanica
cuantica.

Las ecuaciones de Maxwell en un medio para los campos
electromagnéticos son:

VxE=—8, [2.1.1]

ot
,uOleB:go((glfj+J, [2.1.2]
&VeE=o0, [2.1.3]
VeB=0, [2.1.4]

donde o y J son las densidades de carga y corriente, respectivamente.
Los campos y las densidades clasicas son funciones de la posicion y del
tiempo, por ejemplo E = E(r,t).

La cuantizacion del campo electromagnético se facilita si las ecuaciones de
Maxwell se re-escriben en términos de los vectores escalares y potenciales
¢ y A. La ecuacion [2.1.4]| se satisface si B se deriva a partir de un

potencial A de acuerdo a

B=VxA [2.1.5]
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CAPITULO 2. CUANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO
2.1 TEORIA DEL POTENCIAL PARA EL CAMPO E-M CLASICO

Cuando se utiliza la identidad VxV¢=0, [2.1.6]

donde ¢ es una funcion escalar, se puede demostrar que la primera de las
ecuaciones de Maxwell se satisface si ¢ se define como

oA
Vg=—E-— (&j [2.1.7]

. oA
6 E=-Vg- (&J [2.1.8]

Las ecuaciones [2.1.5] y [2.1.8] nos permiten encontrar los campos electro-
magneéticos si los potenciales escalar ¢ y vectorial A se conocen.

Los potenciales se determinan, en principio, al sustituir los campos [2.1.5]
y [2.1.8] en las ecuaciones de Maxwell dando como resultado:

1"V x(VxA)=g, ( V- [ Du :>V(V0A)—V2A+C—zav¢ LA A =) [2.1.9]
VOK—V¢—(;AD:a:—govzqﬁ—gOVO(gtAj:a, [2.1.10]
Donde ¢ = (s, ) 2 [2.1.11]

y se utiliza la identidad vectorial
VxVxA=V(VeA)-VA [2.1.12]

Las ecuaciones [2.1.9] y [2.1.10] son las ecuaciones de campo, las cuales
determinan los campos que resultan a partir de las distribuciones de carga
o y de corriente J.

Las ecuaciones de campo son algo complicadas de usar debido a la
combinacion de términos A y ¢. Estas ecuaciones se simplifican si se

impone a los potenciales condiciones adicionales.
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CAPITULO 2. CUANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO
2.1 TEORIA DEL POTENCIAL PARA EL CAMPO E-M CLASICO

Los campos que se obtienen de las ecuaciones [2.1.5] y [2.1.8] son los
mismos para los potenciales Ag¢ y A4 relacionados por una

transformacion de gauge definida como:
A=A -VE [2.1.13]

0=
=+, 2.1.14
=g+ [2.1.14]

donde la funcion gauge E es una funcion de la posicion r y tiempo t.

Un gauge para el campo electromagnético se especifica mediante una
condicion impuesta en A 'y ¢ que se puede realizar por una

transformacion gauge a partir de un par de soluciones arbitrarias de las
ecuaciones de campo para J y o dadas.

El campo electromagnético se dice que se encuentra en el gauge de
Coulomb cuando el vector de potencial satisface la condicion

VeA=0. [2.1.15]

Es posible transformar un potencial arbitrario a un gauge de Coulomb A’
mediante el uso de una funcién de gauge que satisface

VE=VeA [2.1.16]

El uso del gauge de Coulumb simplifica las ecuaciones de campo [2.1.9] y
[2.1.10], las cuales se expresan como:

10 1 0°A
_VZAJFCTaV(bJFCT?:%J [2.1.17]
—vip=2 [2.1.18]
)

Por lo anterior, el escalar potencial ahora satisface las ecuaciones de
Poisson de la electrostatica, cuyas soluciones son conocidas.
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CAPITULO 2. CUANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO
2.1 TEORIA DEL POTENCIAL PARA EL CAMPO E-M CLASICO

Las ecuaciones de campo [2.1.17] que determinan A quedan expresadas
de tal manera que es complicado utilizarlas ya que aparece el término ¢,

pero este inconveniente se elimina mediante los siguientes argumentos.
De acuerdo al teorema de Helmholtz, cualquier campo vectorial puede ser
escrito como la suma de dos componentes, uno que tiene divergencia de
cero y el otro que tiene rotacional de cero. Para la densidad de corriente,
la suma se escribe como:

J=J,+J, [2.1.19]
donde Vel =0 [2.1.20]
y VxJ =0 [2.1.21]

A J; se le conoce como el componente transverso o solenoide y a J, como
el componente longitudinal o no-rotacional. Definiciones y nomenclatura
similar aplica para otros campos vectoriales. Por ejemplo, es evidente que
de la ecuacion [2.1.5] el campo magnético B se determina solamente por
la parte transversa A, del vector potencial. De la ecuacion [2.1.6] se sigue
que VE es longitudinal para toda funcion gauge =Z. La transformacion
gauge de la ecuacion [2.1.13] afecta solo la parte longitudinal A del vector
potencial y la parte transversa A, es gauge-invariante, dejando el campo
magnético observable sin cambio. La definicion de Coulumb gauge en la

ecuacion [2.1.15] identifica a A como transversa, con la parte longitudinal
completamente transformada.

Con el uso de estas definiciones y suponiendo la condicion gauge de
Coulomb [2.1.15], la ecuacion completa del campo [2.1.17] es separada en
sus partes transversal y longitudinal como:

2
—V2A+ClzaatzA=ﬂoJT [2.1.22]
10
C7§V¢ s ILlOJL 5 [2-1-23]
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CAPITULO 2. CUANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO
2.1 TEORIA DEL POTENCIAL PARA EL CAMPO E-M CLASICO

El vector potencial se determina entonces por su parte transversal de la
densidad de corriente y la ecuacion [2.1.22] tiene soluciones formales bien
conocidas. El potencial escalar satisface las ecuaciones [2.1.18] y [2.1.23]
eliminandolas una de otra genera la ecuacion de la conservacion de la
carga.

Vel =-99, [2.1.24]

El vector eléctrico puede también dividirse en sus componentes transversal
y longitudinal, donde el uso de la ecuacion [2.1.8] muestra que las partes
son identificadas en el gauge de Coulomb como

oA
E =-" 2.1.25
=3 [2.1.25]
E =-V¢. [2.1.26]

De acuerdo a la ecuacion de Maxwell [2.1.4], el vector magnético B es
enteramente transverso. La gran ventaja del gauge de Coulomb para el
campo de radiacion y su interaccion con las cargas y corrientes reside en
las separaciones sencillas de las ecuaciones de campo y las ecuaciones de
Maxwell en dos conjuntos distintos.

En resumen, las ecuaciones transversas estan asociadas con el vector
potencial A como en las ecuaciones [2.1.25]. Las ecuacion de campo
[2.1.22] tiene la forma de una ecuacion de onda y las ecuaciones de
Maxwell [2.1.1] a [2.1.4] se convierten en:

oB
VxE; = [2.1.27]
ﬂolVXB:“:o(ijj"“]T [2.1.28]
VeE, =0 [2.1.29]
VeB=0 [2.1.30]

Estas ecuaciones transversales describen ondas electromagnéticas, las
cuales son influenciadas por la parte transversa de la densidad de
corriente.
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CAPITULO 2. CUANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO
2.1 TEORIA DEL POTENCIAL PARA EL CAMPO E-M CLASICO

Las ecuaciones longitudinales, por otro lado, estan asociadas con el
potencial escalar ¢ como en la ecuacion [2.1.26] y la ecuacion de campo

relevante es [2.1.18]. La ecuacion de Maxwell [2.1.3] da como resultado

VeE =7 [2.1.31]
&

0

y la densidad de corriente longitudinal se obtiene a partir de las
ecuaciones [2.1.23] y [2.1.26]

J =—-¢,

[2.1.32]

Las ecuaciones longitudinales describen los campos eléctricos que emanan
de la densidad de carga, como se determinan mediante las ecuaciones de
la electrostatica.
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CAPITULO 2. CUANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO
2.2 EL CAMPO ELECTROMAGNETICO LIBRE

§ 2.2. El Campo Electromagnético Libre

Ya se ha considerado el campo electromagnético en una region del espacio
donde
J; =0 [2.2.1]

1 0°A
2

de la ecuacion [2.1.22] se sigue que ~V?A+ c ﬂ:0 [2.2.2]

Se dice que el campo en esta region del espacio es libre. La teoria de la
interaccion de la radiacion con lo atomos requiere la solucién al problema
donde J; representa la corriente transversal producida por los electrones

de los atomos.

La cuantizacion del campo electromagnético se obtiene al re-emplazar el
potencial vectorial clasico A por un operador mecanico-cuanticoA.
Ponemos la teoria clasica en una forma tal que la transicion a la mecanica-
cuantica es directa. Consideremos una region cubica en el espacio de lado
L. La cavidad se considera como una region en el espacio sin fronteras
reales y que se conoce como la cavidad de cuantizacion.

En lugar de las soluciones de onda estatica para los campos, tomamos
ondas sujetas a condiciones de la frontera que son periodicas. Se trabajara
con el vector potencial en lugar del campo eléctrico. Con estas notas
preliminares, el vector potencial se expande como una suma de las
contribuciones de los modos de la cavidad,

A(r-t)zz Zeszkz(r't)’ [2.2.3]

k  A=12

donde A,(rt)=A,(t)exp(ik er)+ A, (t)exp(—ik o r). [2.2.4]

Aqui, los componentes del vector de onda k toman los valores

k =x k, =" k= [2.2.5]

VW, v, =0,£1,+243,... [2.2.6]
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CAPITULO 2. CUANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO
2.2 EL CAMPO ELECTROMAGNETICO LIBRE

Los e, en la ecuacion son los vectores de polarizacion unitarios y la
condicion de gauge de Coulomb se satisface si ambos son transversos, con

e, *k=0 [2.2.7]
Las polarizaciones se eligen perpendiculares una de otra con

e,*e,=0 [2.2.8]

La normalizacion y ortogonalidad de los dos vectores de polarizacion para
cada k se expresan por medio de la condicion

€, %€ =0, [2.2.9]

donde la funcion Kronecker-delta es igual a uno cuando los indices son
idénticos y cero de otra forma.

Los componentes modales del vector potencial son independientes y
satisfacen las ecuaciones de campo,

kzpv(t)+clz@2§;(t) 0 [2.2.10]

Los coeficientes modales y sus complejos conjugados satisfacen la
ecuacion del movimiento armonico simple,

ngxzi(t) +o2A, (1) =0, [2.2.11]

donde es conveniente escribir la frecuencia angular del modo como:

o, = CK. [2.2.12]

El campo electromagnético se cuantiza mediante la conversion del
oscilador armonico clasico en su contraparte mecanico-cuantica. La
naturaleza de la conversion se sugiere por la forma de la energia del
campo, la cual se evalua a continuacion.
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CAPITULO 2. CUANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO
2.2 EL CAMPO ELECTROMAGNETICO LIBRE

La solucion de la ecuacion [2.2.11] se puede escribir como
A, ()= A, e0(-igt) [2.2.13]

y la contribucion modal al vector potencial de la ecuacion [2.2.4] toma la
forma

A, (rt)=A, exp(—igt+iker)+ A, exp(iot—iker) [2.2.14]

El vector potencial completo se obtiene las sustituir [2.2.14] esta expresion
en la ecuacion [2.2.3]

El campo eléctrico transverso se obtiene de la ecuacion [2.1.25] y se
expresa como

E (rt)=Y Ye,E.(rt) [2.2.15]

k 2=1,2

Donde  E,(rt)=io{ A,exp(-iot+iker)-A, exp(iot—iker) } [2.2.16]

Y el campo magnético se obtiene de la ecuacion [2.1.5]

Como B(r.t)=>" > K xkekﬂ B, (r.t), [2.2.17]

k =12

donde B, (rt)=ik{ A,ep(-iat+iker)-A epligt-iker) | [2.2.18]

La razon de las amplitudes de estos campos eléctricos y magnéticos es
igual a la velocidad de la luz, como debe de esperarse para una onda
electromagnética libre.

La energia total del campo electromagnético de radiacion en la cavidad es

Eo=r [aV[aE (rt)e E (r 1)+ uB(r.t)o B(r,1)] [2.2.19]

cavidad

La integral se evaluia sustituyendo las ecuaciones de campo [2.2.15] y
[2.2.17]
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CAPITULO 2. CUANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO
2.2 EL CAMPO ELECTROMAGNETICO LIBRE

Las integrales que ocurren tienen las formas

[V explrik—Kk)er]=Vs,, [2.2.20]

cavidad

[avep[zik+k)er]=Vs, . donde V =L’ [2.2.21]

cavidad

La energia de la ecuacion [2.2.19] es

Ep = EZ ZV {(Am A +AGAG )X (goa)kzem °€, + ,Uo_lk Xekﬁ’)_ (Am A—kz'eizimm + A, A—kﬁ'eZiwkt)
2

k A4
x (gowkzem °€ . — ,U(;lk xey, okx e—k/l’) }
[2.2.22]

debido a que los modos ki y —kA tienen la misma frecuencia o, .

Los factores que incluyen los modos de los vectores de polarizacion se
simplifican considerablemente conforme las propiedades del producto
vectorial arrojan

kxe, ekxe,, =k’ o€, [2.2.23]

Con ayuda de las ecuaciones [2.1.11], [2.2.9], y [2.1.12] se encuentra que
los términos dependientes del tiempo en la ecuacion [2.2.22] se eliminan
como resultado de la cancelacion entre las partes relevantes de las
energias de los campos eléctrico y magnético. La energia de radiacion total
se reduce a la suma de las contribuciones dependientes del tiempo de los
modos individuales

Ex=> D E, [2.2.24]
k 3
siendo  Ey, =NV (ALA, + AL A [2.2.25]

Los coeficientes del modo A, y A, se muestran en el orden en que

ocurren en los cuadrados de las amplitudes de los campos, aunque estos
coeficientes clasicos conmutan y pueden ser combinados en un solo
término.
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CAPITULO 2. CUANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO
2.3 CUANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO

§ 2.3. Cuantizacion del Campo Electromagnético

El campo electromagnético se cuantiza al asociar el oscilador armoénico
mecanico-cuantico con cada modo ki del campo de radiacion en la
cavidad. Los modos a los que se refieren los operadores mecanico-
cuanticos se indican por los subindices kAi. Asi, las relaciones de los
operadores de creacion y aniquilacion para el modo ki de la cavidad
toman las formas

am‘nkz>:niﬂnkﬂ _1> [2.3.1]
y al|n,)=(n,+1)"|n, +1), [2.3.2]

junto con la interpretacion fisica que los operadores destruyen y crean un
foton de energia nw, en el modo ki respectivamente.

Notese que la frecuencia angular del foton depende solo de la magnitud de
su vector de onda, independiente del modo de polarizacion especificado por
los indices A=12. El numero n,, de fotones excitados en el modo de la

cavidad esta dado por el eigenvalor del operador del numero de foton
apropiado.
n,=aa,, [2.3.3]

junto con la relacion de eigenvalores
NN ) =ala,/ng ) =ngIn,) n,=012.., [2.3.4]

Los eigenestados ortonormales \nm> se conocen como los estados de

numero de foton o estados Fock del campo electromagnético. Un estado
de numero del campo electromagnético total en la cavidad se especifica por
una seguidilla de numero de fotones, uno para cada de los modos
permitidos, con la convencion de que los indices de los modos se arreglan
en un orden particular. Los diferentes modos de cavidad son
independientes, y sus operadores asociados conmutan, asi que la relacion
se generaliza como

8.8l J= 6,5, .- [2.3.5]
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CAPITULO 2. CUANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO
2.3 CUANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO

El estado del campo total se escribe como el producto de los estados de los
modos individuales

‘ M1 M2 M1 M2 > = ‘ N1 >‘ N - >‘ nk21>

N )-er = M ) [2.3.6]

La notacion a la derecha es una simplificacion de la notacion en la
izquierda, donde {nu} denota el conjunto de numeros que especifican los
niveles de excitacion de todos los osciladores armonicos asociados con los
modos de la cavidad. Existen como siempre, un numero infinito de
osciladores. Los estados de numero multi-modales definidos en la
ecuacion [2.3.6] forman un conjunto de estados para el campo
electromagnético en la cavidad cuando cada elemento del conjunto {n,}

toma los valores 0,1,2,....

La accion de un operador de modo especifico en el estado multi-modal
selecciona el estado de modo simple correspondiente de tal forma que los
efectos de los operadores de aniquilacion y creacion pueden ser evaluados
utilizando las ecuaciones [2.3.1] y [2.3.2]

El Hamiltoniano del campo de radiacion se obtiene mediante la suma de
las contribuciones del oscilador armonico:

A=) Y A, [2.3.7]

donde H,, = ;;‘aa)k(ama;i + agiam) [2.3.8]

Comparando con la expresion [2.2.25] para la energia ciclica promediada
implica que las conversiones de las amplitudes del vector potencial hacia
los operadores de modo mecanico-cuanticos deben ser

A, — (h/ZSOV@ )1/2 a, v A~ (h/ZsOVa)k )1/232/1- [2.3.9]

Con estas sustituciones, el vector potencial clasico de la ecuacion [2.2.3]
se convierte al operador Art)=>" >e,Airt), [2.3.10]

k =12
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2.3 CUANTIZACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO

Donde ﬁm(r,t):(h/ZgOVa)k)l/z{amem(—ia)kt+ikor)+a§iexp(ia)kt—ikor)} [2.3.11]

Es la contribucion a la magnitud del operador del vector potencial del
modo kA.

Los resultados correspondientes para los operadores del campo eléctrico y
magneético se obtienen a partir de los operadores de las ecuaciones [2.1.25]
y [2.1.5] o al convertir [2.2.15] en [2.2.18].

Las expresiones para los operadores se simplifican al definir el angulo de
fase para el modo de las formas de onda por medio de

7 (rt)=wt—ke r—% [2.3.12]
E (r,t)=E(r,t)+ Ef(r,t) [2.3.13]
donde las dos contribuciones
B (nt)=2" > eu(ray 25V ) a, exp[-iz(rt) [2.3.14]
k A
y E(r)=Y) Yelhay 26 e, el (r. 1] [2.3.15]
k A

se conocen como las partes positiva y negativa de las frecuencias del
operador del campo eléctrico, respectivamente. Estos términos son algo
contra-intuitivos, ya que el signo de mas se asocia con los componentes
de aniquilacion del operador y el signo de menos con los componentes de
creacion. El operador del campo magnético se escribe de forma analoga

B(r,t)=B*(r,t)+B(r,t) [2.3.16]
donde B (r,t)=>" > kxe,(h/250V  a, ep[-ig(rt)] [2.3.17]
y B (rt)=> >kxe,(h/25,0V ) a), eliy(rt)] [2.3.18]

Los operadores de los campos eléctrico y magnético en las ecuaciones
[2.3.13] y [2.3.16] son Hermitianos y representan los campos
electromagnéticos observables en la cavidad.
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Capitulo 3
La Ecuacion Maestra

8§ 3.1 Derivacion de la Ecuacion Maestra

En esta seccion se muestra el método de Louisell [1] para derivar la
ecuacion maestra, que describe la interaccion de un sistema cuantico con
su medio ambiente. Mediante sustitucion directa de los operadores de
creacion y aniquilacion de dos sistemas cuanticos, se expresara la
ecuacion maestra que describe la interaccion de dichos sistemas con el
medio ambiente y se resolvera la ecuacion en la siguiente seccion.

El Hamiltoniano del sistema se escribe como
H, =hoa’a+ ) hoblb, [3.1.1]
j
1717

donde hm.a'a es la energia del oscilador arménico y Zha)-b-fb- es la
i

energia de los osciladores que componen el medio ambiente.
La energia de interaccion entre el sistema y el medio ambiente esta dada
por

V=13 (kba’ +xbia) [3.1.2]
|

y como la energia de interaccion se puede escribir como V = 7/‘121Qi F
i

Tenemos que Q=a' Q,=a=Q
[3.1.3]
F= ZKIbI F, = Z’q*blT = FlT
Se toma W =nlv(t)a" +v'(t)a], [3.1.4]

donde v(t) es una funcién clasica que excita el modo @, mediante un
generador externo.

Se puede escribir la ecuacion maestra de la siguiente forma:

%2 s Zolon-0,)< foie) - @lpei Iy -l - pejet by} 181
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CAPITULO 3. LA ECUACION MAESTRA
3.1. DERIVACION DE LA ECUACION MAESTRA

Donde Qil — e(i/h)H(tfto)Qief(i/h)H(tfto) [3.1.6]

WI _ e(i/h)H(t—tO)We—(i/h)H(t—tO)
De la expresion anterior se puede ver que

Qll _ aTeiwc(t—to) _ Zﬂ

F' = xbe ) =" [3.1.7]
|

WI = h[aTV(t)ei“’c (t-t) + av*(tkfiwc (t—tO)J

Se calculara la densidad espectral w,, en detalle y se enunciaran las

densidades espectrales restantes.

w;, = [e'" (F,(7)F, ) d7 [3.1.8]
0

Tenemos que

, =—,

(R(r)F), = <ZK,*ei”"b,TZKmbm> = ZK,*Kmei‘”"<bfbm >R [3.1.9]
| m R I,m

_ Tr.e ™b'b,

Pero, <b,"'bm>R— T ™ donde R:Zj:ha)jbj*bj
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CAPITULO 3. LA ECUACION MAESTRA
3.1. DERIVACION DE LA ECUACION MAESTRA

Ahora, (bfb,)=5,n, donde n = eﬂll_l y A =TT* [3.1.10]

Por lo tanto, utilizando [3.1.9] y [3.1.10] tenemos que
w, =Yl nfel = rdr, [3.1.11]
I 0

donde se intercambia el orden de la sumatoria y de integracion. Como se
supone que los modos del reservorio se encuentran cercanamente
espaciados con g(@ )d@ el nimero de modos entre @, y o +dw,, se puede

cambiar la suma a una integral:

Y { 1> [dagle)] }

| 0

por lo que

w, = [deyg(e (@) (e [3.1.12]

0
donde
| = J.ei(a)| -y )rdz_
0
Ahora, - jemfdf = 5(Q)+ iPé [3.1.13]
0

donde P es la parte principal de Cauchy definida por

° Q) o) 5 f(Q)dQ
LPTjQ:|!m{LQdQ+£Q [3.1.14]
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CAPITULO 3. LA ECUACION MAESTRA
3.1. DERIVACION DE LA ECUACION MAESTRA

1
o — @,

Tdo K|, ? - 1
2 Aa)z—PI |9a()w|_)w( )\ y n:W [3.1.16]
0 1 c

Por lo tanto, [3.1.12] se convierte en

+

W, =

deyg(@ )x(e )‘2 (o, ){ﬂ5 (0 —w,)+iP

Oy 8

(;—iAw)n [3.1.15]

donde y =2m9(w,)x(,)

La parte imaginaria de w,, representa el corrimiento de Lamb en la

frecuencia de la cavidad debido a su acoplamiento con el reservorio y
puede ser ignorado.

El resto de las W's se encuentran de la misma manera y estan dadas por

W, = (72/— iAa)jn =W,,

_ 3.1.17
W, = [72/+ iAa)j(l-i- n) =W, [ ]

-
W11_W22_O

Si usamos estas expresiones y las ecuaciones [3.1.3] y [3.1.4] en [3.1.5]
tenemos que

(Z) =—i(w, + Aa))[a’”a, p]— iv(t)[aT , p]— iv(tfa, p]+ %[Zapa+ ~afap- paTa]Jr ;/ﬁ[a’r pa+apa’ —a'ap- paa*]

Cuando T = 0, tenemos que n=0, por lo que la ecuacion maestra se reduce
a:
op_r [3.1.18]

5 (ZapaT —-a'ap— ,oa*a)
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CAPITULO 3. LA ECUACION MAESTRA
3.2. INTERACCION DE DOS SISTEMAS EN UN MISMO MEDIO AMBIENTE

§ 3.2 La Ecuacion Maestra Para la Interaccion de dos Sistemas
Cuanticos con un Mismo Medio Ambiente a Temperatura
T=0

Consideramos como nuestro sistema a dos cavidades cuanticas, cada una
de las cuales contiene un modo del campo electromagnético. Los
operadores de aniquilacion y creacion para las dos modos son:

a,a’,b,b",  respectivamente [3.2.1]

El medio ambiente consta de un numero infinito de osciladores armonicos
simples a temperatura T = 0, cuyos operadores de aniquilacion y creacion
son:

¢.c' [3.2.2]

IR

El Hamiltoniano que describe el sistema esta dado por

H, =H,+H, [3.2.3]
donde,
H, =hwa'a+nab™+> noclc, [3.2.4]
j=0
y
H, :th,(cla+ +cﬁa)+ths(cst3" +¢b) [3.2.5]
| S

Es importante mencionar que los modos interactian con el ambiente a
través de H, y que no existe interaccion entre ellos.

Se utiliza la ecuacion [3.1.18] derivada en la seccion anterior

o _7

ot 2
y se sustituye a—a+b y a'—a'+b" para obtener la ecuaciéon maestra
que describe la interaccion de dos sistemas cuanticos con un mismo medio
ambiente:

(Zapa"' ~a'ap- pa"'a)

P07 il Sl +5)-(a <5 VoS-l 5 o5 020
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3.2. INTERACCION DE DOS SISTEMAS EN UN MISMO MEDIO AMBIENTE

A

En seguida definimos los superoperadores J y L:
Jp=yla+b)pla’ +b7) [3.2.7]
Ap=—72/(a*+6*Xa+6)p—72/p(aT+6TXa+6) [3.2.8]

En términos de los superoperadores J y L podemos re-escribir la
ecuacion maestra como sigue:

PO _ 3o (340
Ll =dprLp=(1+L)p [3.2.9]

Mediante el método de separacion de variables se obtiene la solucion:

lt)=el P 5(0) [3.2.10]
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CAPITULO 3. LA ECUACION MAESTRA
3.3. FACTORIZACION DEL OPERADOR DE EVOLUCION DEL TIEMPO

§ 3.3 Factorizacion del Operador de Evolucion del Tiempo

En esta seccion se demostrara como factorizar la exponencial el +Ck para

poder aplicar, en la siguiente seccion, la solucion de la ecuacion maestra a
un estado inicial p(0).

Tenemos que eI+t =gt F(t) [3.3.1]

Derivando ambos lados de [3.3.1] con respecto de t se obtiene:

(j+ E)et(:m:) Ce tLF() t dF(t)

dt
SRANIN tL tr dF(t)
—(J+ LR F(t)=Le F(t)+e o
o (1) Lo F ()= Lot () e T
Por lo tanto, e dzt(t) = Je™F(t) [3.3.2]
Multiplicando ambos lados de la expresién [3.3.2] por e obtenemos
—tL IL dF( ) —tlijetllF(t)
( ) e TJe"F(t) [3.3.3]
Utilizando el Teorema de Baker-Campbell-Hausdorf
etge? —B- A Bl S [AAB-S[AA[AB]+  [3.3.4]
B AL R e

en la expresion [3.3.3] se tiene que

dF(t) _ [J e 3]+ &

dt




CAPITULO 3. LA ECUACION MAESTRA
3.4. EL CONMUTADOR DE LOS SUPEROPERADORES J Y L

§ 3.4 El Conmutador de los Superoperadores J y L.

Ahora se requiere encontrar el conmutador de los Superoperadores J y L.

[9.C]p=[3C-L3]p=3Cp-LIp [3.4.1]

- J{— %(aT +6 a+b)p— %p(aT + 6*Xa+6)}— C{a+B)pla +5 )}
—_ g (3@ +6 fa+b)p)+ I(pla’ + 6" Na+b))- L {a+b)pla” +5)}
=7 flaB)ar +5 Y B)ofa +5') e e Bl +5'fa+ ) +5')

_y{_ 7 (a +5'fab)a+ 6)ola’ +5)7 (o B)ofa’ +6'fa +5'Ja+ 5)}
- —722{(a+ b)a’ +b6"Na+b)p(a’ +5)+(a+b)pla’ + b fa+b)a +5")

—(a' +b"Ja+B)a+b)ola” +b')-(a+b)ola’ +b N  +b'fa+b)] [3.4.2]

En seguida, se demuestra que el conmutador |(a+b)(a" +5)|=2.

l@+6)(a +b7)|=(a+b)a" +b)-(a" +b'fa+b)=ala” +b)+b(a" +b)-a'(a+b)-b"(a+b)
—aa’+ab" +ba’ +bb' —a’a—a'b-bla—bB=aa’ —a'a+bb —bB=|a,a’|+|,6"|=2

Lo anterior debido a que a y b se encuentran en diferentes espacios de
Hilbert y por lo tanto ab=ba i.e. ab’+ba’-a'b-b'a=0.
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3.4. EL CONMUTADOR DE LOS SUPEROPERADORES J Y L

Sustituyendo |(a+B)(a"+b7)|]=2 en [3.4.1] tenemos que
[3.0]p= —7/22{[(61T + B*Xa +B)+ ZKa + b)p(a* + 5*)+ (a+B)ola + 6*)[(a* +b'Ja+5)+ 2]

—(a' +b"Ja+B)a+b)ola" +b7)-(a+b)ola’ + b fa" +b'fa+b)]
2

. %{(aT + BTXa + BXa + B)p(a* + 5*)+ 2(a + B)p(a* + 6*)+ (a + ti),r)(aT + BTXa* + BTXa + 6)
+2(a+B)pla’ +b7)—-(a" +b'fa+b)a+b)ola” +5')-(a+b)ola" +5 fa' +b' fa+b)}

= —27{7/(& + 5),0(&* + 5*)}= —2x3p

Por lo tanto, [.j, I:]z 213 <> [I:, J]: 2,d [3.4.3]
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3.5. SOLUCION DE LA ECUACION MAESTRA

8 3.5 Solucion de la Ecuacion Maestra

Regresando a la ecuacion [3.3.4]

dt

dF(t):[J_t[n,J]f[n, [u]]-ts[t,[t,[t,i]]]+--1F(t)

y sustituyendo el valor obtenido [E, J ]z 2,J , tenemos que

A R =) B ) B

). {J s @ @y 1F(t)= JeF ()

Nuevamente, recurrimos a la técnica de separacion de variables para
resolver la ecuacién diferencial con la condicién inicial F(0)=1,

obteniéndose la solucion:

J —e2
F(t)=e? [3.5.1]

La solucion de la ecuacion maestra para la interaccion de dos sistemas
cuanticos con un mismo medio ambiente es:

- e
pt)=e"e? 2(0) [3.5.2]
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Capitulo 4
Aplicando la Solucion de la Ecuacion Maestra
§ 4.1 Aplicacion del estado inicial p(0)=|a) (a|®|8),(s]

En esta seccion se aplica la solucion de la ecuacion maestra [3.5.2] de la
seccion anterior a un estado inicial dado por:

4.1.1
PO)=|ex)e|® )15 S
~ 3 7e’2t7}
Se puede re-escribir la ecuacion p(t)=e“e?” 2(0) como

pt)=e""e™ p(0) [4.1.2.]

Primero se evaluara efsz(0)=efzja><a®,8><ﬁ=gfrijna><a®ﬂ><,8.
Tenemos que Jp(0)= ;/(a + 5}a><a ® \ﬂ><,8\(a* + 5T) [4.1.3]
da)=ala)la@d’ =a’la| y aa)=da)la@d’ =a"(a [4.1.4]

R | S

=ala)ia|®|p)pla +6')+Bla)al®|5)pJa +5)
=ala)a|®|p) sk +a|a)a® 5y pB +bla)ja|® )R +bla)al®|p) s B
=daja’ ®|)f|+ala)a|®|) b+ a)aa’ ®b|5)A|+|a)a| @b 5)Hb

=ajaja’(@|®|B)f|+ala)a|®|B)F (B|+|a)p’ (a|® FF)E|+|a)a|® B 5)F (S|
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4.1. APLICACION DEL ESTADO INICIAL

R |

=olaja’(a|®|B){f|+ala)a|®| )5 (B|+|aj (a|® B S|+ |e)a|®F5)5 (B
=ad’|a)a|®|S)p|+af |a)a|®| ) B|+a’Bla)a|®|5) L]+ B a)a|®|B)p]

—(aa’ + 5 +af +a B)a)e|®|B) B =(of +|8 +ap +a B)a)a|® )| [4.1.5]

Ahora,
3p(0)=(af +157 +ap +a Blyp(0) = 3[3p0)]=[lef + |5} + e+ Y] - 2(0)

~(aa+ 55 +apf +a p)a)a|®|B)p|=af +|57 +ap +a Bla)a® p)p]

35(0)=(a? + |57 +ap +a pp0) = 3[3p(0)]=[laf + 187+ ap +a By ] - p(0) [4.1.6]

Por lo tanto,

3 p(0)=laf +188 + 0 +a ) 1] - p00) [4.1.7]

Sustituyendo [4.1.7] en la ecuacion
0 f n ,
e p(0)=e"aa|®| B B|=3 e ©1B18 (418
n=0 .

Se tiene que:

e p(0)=3 &l + 157 + ap o ph el @151 [4.1.9]
_ ey(az+ﬂz+aﬁ*+a*ﬁ)fz(t)a><a ® ‘ﬂ><ﬂ‘ [4.1.10]

45



CAPITULO 4. APLICANDO LA SOLUCION DE LA ECUACION MAESTRA
4.1. APLICACION DEL ESTADO INICIAL

En seguida se aplica el exponencial del superoperador L

maxt )(a++5’* )(a+5)

a)a|®|p)p|=e?

—g fi(t )(a’* +b7 )(a+5)

) |®|B) e [4.1.11]

ol

Se puede factorizar el exponencial de la siguiente manera:

—gfl(t)(auﬁ*)(aﬂi) —gfl(t)(a*a+6*5+a*6+67a) —gfl(t)(a*a%*ﬁ) —%fl(t)(a*tﬂﬁ*a)

e = - e [4.1.12]

Por lo tanto,

Hafoipflet)  Zrfasise) L4 (0fa'si6'a)
Xe

o't | e * 2),(@18]7), P [4.1.13]
Donde @), = ae§f1> 7= ﬂe§f1> [4.1.14]
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4.2 ESTADO FINAL DE LA ECUACION MAESTRA

§ 4.2 Estado Final de la Ecuacion Maestra

De la aplicacion de la solucion de la ecuacion maestra para un estado
inicial, se tiene que el estado final del sistema esta dado por:

A(t) = i (—2f,(t) (- 2f,(t)y Zs: Zk:(j(k-j&s_'é?sﬁ g
J

SK K!s! = U
oL LG S S e
% BT

LR K ~¢~¢(¢j(¢}
®,UZO¢!m—O m’'=0 ma ,B E W

®|@, pu—u+l=s+u) K'—=g+ma@|®| B, j—u+V) (p-m'+j-k'+v,5

donde
@, u—U'+l-s+u) es el numero de estado desplazado,
@, u—u'+l-s+u)=D(@)u-u'+1-s+u) [4.2.1]
El nimero de estado desplazado se define como:
\@,n)=Db(@)n), [4.2.2]
donde D(&) es el operador de desplazamiento  D(@)=exp (é?aT —~ a*a) [4.2.3]

Para n=0, el numero de estado Desplazado se reduce al estado coherente.
Algunas propiedades estadisticas del numero de estado desplazado se
pueden derivar utilizando las transformaciones de los operadores de
creacion y aniquilacion operados por un desplazamiento como se muestra
a continuacion:

D(@)aD'(@)=a-a y D(@)a'D(@)=a"-a [4.2.4]




CAPITULO 4. APLICANDO LA SOLUCION DE LA ECUACION MAESTRA
4.2 ESTADO FINAL DE LA ECUACION MAESTRA

En seguida se definen los operadores de cuadratura como:
X,=a+a' [4.2.5]
X, =-ila-a") [4.2.6]

Con el uso de las definiciones del numero de estado Desplazado y del
operador de desplazamiento, las varianzas

(@R, F )= (x2)= (%, [4.2.7]

de los operadores de cuadratura en el estado \é?,n> estan dadas por

(%, )= <5Z,n

Las varianzas son independientes de la amplitud coherente del estado,
pero linealmente depende del numero inicial n del foton. La varianza del
numero de foton esta dada por

(a%;f

az,n>= (2n+1) (i=12) [4.2.8]

2

<(An)2>:(2n +1)a’, [4.2.9]

y siempre es mayor que para un numero de estado o un estado coherente.
Con el uso de las ecuaciones [4.2.7] y [4.2.8], se obtiene el parametro de
Mandel Q, que mide la desviacion en la estadistica de Poisson para el

estado \&, n>

[4.2.10]

oo ((any)—(n) i n{zﬁz —1}

(n) n-+ \&\2
donde el promedio del numero de fotones es
n=n+af [4.2.11]

y donde las contribuciones de las caracteristicas del numero de estado y
de coherencia del campo se muestran explicitamente.
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MAESTRA
4.2. ESTADO FINAL DE LA ECUACION MAESTRA

Para estadisticas de Poisson, Q=0. Si Q<0,se dice que la luz es de
estadistica sub-Poisson, de otra manera es sobre-Poisson.

De la ecuacion [4.2.8], encontramos que el estado \Ez, n> obedece a la
estadistica de sub-Poisson siempre y cuando ‘07‘2 < ;

Por ultimo, se menciona que existe una relacion entre el numero de estado
desplazado \&,n> y el Hamiltoniano del oscilador armonico. Aplicando el

operador de desplazamiento a la ecuacion de eigenvalores

H0n>:(n + ;jha}n>, [4.2.12]
se obtiene Hd&,n>:[n+;jha)&',n> [4.2.13]
donde  H, =DB(@)H,D'(@)=nala’ —&*)(a—az)+; [4.2.14]

El numero de estado Desplazado aparenta ser un eigenestado de el
Hamiltoniano desplazado del oscilador armonico.
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Capitulo 5

Analisis y Conclusiones

En este proyecto de tesis se ha analizado la evolucion de la interaccion de
dos sistemas cuanticos con un mismo medio ambiente a temperatura T =
0. El sistema contempla dos modos del campo electromagnético dentro de
una cavidad rodeada de un ambiente a temperatura T = 0. Se puede
representar el problema propuesto de la siguiente manera: Dos espejos
concavos forman una cavidad y atrapan a dos modos del campo
electromagnético los cuales interactian con su medio ambiente, este
ultimo esta compuesto por un numero infinito de osciladores armonicos.

Se cuantizan los modos del campo electromagnético de tal forma que estos
corresponden a dos osciladores armoénicos cuanticos mediante el re-
emplazo de los operadores de posicion y momento por los operadores de
aniquilacion y creacion. De esta manera se pueden utilizar las
herramientas de la Mecanica Cuantica para expresar la evolucion en el
tiempo del sistema mediante la Ecuacion Maestra.

Se utiliza el operador de densidad para expresar la ecuacion de
Schrédinger en términos de bras y de kets. Es decir, se unifican la
Mecanica Cuantica Ondulatoria de Schrédinger con la Mecanica Cuantica
Matricial de Dirac al mismo tiempo que se fusionan las interpretaciones
ondulatorias y cuanticas del campo electromagnético.

Al resolver la ecuacion maestra para este sistema se obtuvo una expresion
analitica en términos de los super-operadores J y L. Se recurrié al
método de factorizacion del operador de evolucion del tiempo para
expresar la solucion como el producto de dos exponenciales y se aplico la
solucion a un estado inicial.

El método utilizado en el presente proyecto puede ser utilizado para
generalizar la interaccion de un numero infinito de sistemas cuanticos con
un mismo medio ambiente ya sea a temperatura igual o diferente de cero.
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