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Introduccion

La matematica posee no solo verdad, sino
también belleza suprema; una belleza fria
y austera, como aquella de la escultura,
sin apelacion a ninguna parte de nuestra
naturaleza débil, sin los adornos
magnificos de la pintura o la musica, pero
sublime y pura, y capaz de una perfeccion
severa como solo las mejores artes pueden
presentar.

Bertrand Rusell

Una de las frases que mas escucho cuando digo que “estudio matematicas” es: «jpero claro,
las matematicas estdn en todo!». Una oraciéon que, de vez en cuando, trasciende en ese hermoso
momento en el que me doy cuenta, es cierto; a lo largo de mi formacién académica me he topado
los méas bellos ejemplos, no tan sélo los que estan en los libros, sino también aquellos que estan
ahi, escondidos en nuestra vida cotidiana.

Sin embargo, atn no dejo de sorprenderme cuando veo matematicas en sitios que jamas imagi-
né. Uno de ellos, el arte. Es usual pensar que las matemaéticas y el arte son entes completamente
ajenos. Por un lado, para el ojo comun, las matematicas son rigurosas, duras y dificiles; por
otro, el arte es lo bello, lo estético, lo humano. Sin embargo, algunos matematicos afirman que
la matematica es una forma de arte, dotada de una belleza reservada para aquellos dispuestos a
sumergirse en sus vastas aguas.

En mi opinién, las y los matematicos deben tener una dosis de imaginacién para resolver los
problemas que dia a dia enfrentamos desde nuestras trincheras. Es por ello que cuando el doctor
Contreras Carreto me habld sobre este tema no pude dejar pasar la oportunidad.

La simetria es un rasgo que ha acompanado a la humanidad de manera continua. Existe atn
si nosotros como especie no lo hiciéramos, pues no sbélo la encontramos en expresiones humanas,
sino que también est4 implicita en la naturaleza: desde la formacion de pétalos de una margarita
hasta el ADN. Tomando esto como punto de partida, el presente trabajo busca profundizar en
la matematica detras de la simetria y el como, con ayuda de esta, es posible crear expresiones
visuales estéticamente agradables para el ser humano, desde pintura, escultura, o arquitectura,
hasta obras cinematograficas.

En el capitulo 1 mostramos conceptos bésicos de célculo, teoria de grupos y geometria analitica
los cuales son esenciales para la comprension del resto de esta tesis.

En el segundo capitulo exponemos las transformaciones isométricas en el plano euclidiano:

traslaciones, rotaciones, reflexiones y reflexiones deslizadas. También abordamos algunos teoremas
importantes los cuales involucran a dichas transformaciones como, por ejemplo, el Teorema de las
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Tres Reflexiones. Al concluir damos una clasificacion de las mismas.

El tercer capitulo es el méas extenso. Una vez planteadas las bases de los capitulos anteriores
procedemos a definir qué es la simetria desde un punto de vista matemético. Después, estudiamos
los grupos de simetria para que, con base a estos, reflexionemos sobre las rosetas, los frisos y los
patrones repetitivos. De igual manera se analiza la simetria de las teselaciones del plano y cémo
generarlas a partir de su clasificacion.

Finalmente, en el ultimo capitulo realizamos un comentario sobre otras geometrias y el como
influyen en la simetria.



Capitulo 1

Antecedentes

El estudio de la simetria empieza construyéndose con nociones béasicas tales como funcion y
grupo. Iniciamos dando definiciones sobre funciones, después sobre teoria de grupos y finalmente
abordamos algunos resultados propios de la geometria. Puede consultar [3], [11] y [15] para mayor
profundidad en cada tema.

1.1. Funciones

Las funciones son sumamente ttiles ya que es posible encontrarlas y aplicarlas en diversas areas
como lo son la fisica, quimica, psicologia e incluso, el arte.

Definicion 1.1.1 Dados dos conjuntos A y B, una funcién entre estos es una regla de correspon-
dencia que asigna a cada elemento de A un tnico elemento de B.

El nombre més comun para el concepto anterior es funcidn, sin embargo también se le conoce
como mapeo o aplicacion.

La manera habitual de denotar una funcién es f : A — B o bien, A — B, donde f es la regla

de correspondencia (o relacion). A es el dominio de f (el conjunto de partida); y B es el codominio
de f, el conjunto de llegada.

Definicién 1.1.2
1. Sea f: A — B una funcion. La imagen de f est4 denotada por Im; = {f(z) : x € A}.

2. Sean C' un subconjunto de Ay f: A — B una funcion. La imagen de C bajo f esta definida
por f(C)={f(z):z€C}.

Definiciéon 1.1.3 La funcién idg : A — A, donde para todo a € A, ida(a) = a, es llamada la
funcion identidad de A.

Ejemplo 1.1.4 La funcién f : R — R definida por f(z) = 2% + 3 es aquella a la que cada niimero
real, le asigna el cuadrado del namero y luego, suma tres. Asi, f(1) =1+ 3 =4.

Definicion 1.1.5 Dadas dos funciones f : A — B, g : B — C. La composicion de f con g esta
definida por la funcién go f : A — C, tal que para cada a € A, (go f)(a) = g(f(a)).
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Ejemplo 1.1.6 Sean f,g : R — R dadas por f(z) = 22 + 3 y g(z) = 52 + 2. Entonces, la
composicion go f: R — R es:

(g0 f)(x)

g(f(z))
g(a? +3)
5

5

(2 + 3)
22+ 15

Por otro lado, la composicion fog: R — R es:

(fog)(@) = flg(x))
= f(bz + 2)
=5z +2)°+3
= 252° + 10z + 7

A partir de lo anterior se concluye que la composicién de funciones no es conmutativa.

Definiciéon 1.1.7 Sea f : A — B una funcion. Se dice que f es inyectiva si f(a) = f(b) implica
que a = b, donde a, b son elementos del conjunto A.

Ejemplo 1.1.8 La funcién f : R — R dada por f(x) = 6x — 3 es inyectiva pues si f(z) = f(2'),
para z,z’ € R, entonces 6z — 3 = 62’ — 3, y luego 6x = 62'; en consecuencia x = .

Teorema 1.1.9 Sean f: A — B, g: B — C funciones, entonces:
1. Si go f es una composicion de funciones inyectiva, entonces f es inyectiva.
2. Si f y g son inyectivas, entonces la composicion g o f también es inyectiva.
Demostracion.

1. Sean aj,as € A tales que f(a1) = f(az2). Luego, aplicando la composicion de funciones
obtenemos: g(f1) = g(f2), entonces (go f)(a1) = (g o f)(az). Por hipétesis g o f es inyectiva,
asi que a; = as.

2. Sean ay,az € A donde (go f)(a1) = (g o f)(az). Por definicion lo anterior es igual a g(f1) =
g(f2); ya que g es una funcion inyectiva, entonces: f(a1) = f(az2); f también es inyectiva, asi
que a1 = az.

Definicion 1.1.10 Sea f: A — B una funcién. Se dice que f es sobreyectiva si, para todo b € B
existe a € A, tal que f(a) = b.

Las funciones que cumplen con la propiedad anterior también son llamadas suprayectivas o
sobre.

Ejemplo 1.1.11 La funcion f : R — R dada por f(z) = 62 — 3 es sobreyectiva ya que, para todo

3
b € R, existe x € R tal que f(x) =y, donde x = %

Teorema 1.1.12 Sean f: A — B, g : B — C funciones, entonces:
1. Si la composiciéon de funciones g o f es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva.
2. Si f y g son sobreyectivas, también lo serd su composicion.

Demostracion.
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1. Por hipétesis, go f es sobreyectiva, asi que existe un a € A tal que (go f)(a) = ¢, para c € C.
Luego, (go f)(a) = g(f(a)) = c. Por ende, el elemento b € B que cumple que g(b) = ¢, es

f(a).

2. Sea ¢ € C. Como g es sobreyectiva, entonces existe b € B, tal que g(b) = c.
Luego, como f es sobreyectiva, entonces existe a € A, tal que f(a) = b.
Asi, para todo ¢ € C, existe a € A tal que g(f(a)) = c. Por ende, g o f es sobreyectiva.

Definicion 1.1.13 Sea f : A — B una funcién. Se dice que f es biyectiva si es inyectiva y
sobreyectiva.

Ejemplo 1.1.14 La funcién f : R — R dada por f(x) = 62 — 3 es biyectiva pues anteriormente se
comprob6 que es inyectiva y sobreyectiva.

Definicion 1.1.15 Sea f : A — B una funcién biyectiva. La funcion g : B — A se dice inversa si
cumple que g(b) = a si, y solo si, f(a) =b.
La funcién inversa g es comtinmente denotada por f~!.

Lema 1.1.16 Si la funcion f : A — B es invertible, sélo puede tener una tnica funcién inversa.
Demostracion.
Se procedera por contradiccion. Sean g, z funciones inversas de f entonces,

gof=/fog=1Idy

zof=foz=Idy
Luego,
fog=foz
componiendo por la izquierda,
go(fog)=zo0(fo2)
de lo cual,
(goflog=(z0f)oz
asi,
Idfog=1Idsoz

Por lo tanto,

g==z
Ejemplo 1.1.17 La inversa de la funcion f(x) = 6x—3es f~(z) = @ pues, y = 62— 3 implica
3
que y + 3 = 6z, de lo cual se sigue que z = (y‘g )

1.2. Grupos

La teoria de grupos permite estudiar desde raices de polinomios hasta la nocién de simetria. Es
sumamente 1til en la teoria matemaética actual y su desarrollo signific6 un gran avance para esta
ciencia. FEn este apartado se estudian las definiciones y teoremas necesarios para el desarrollo de
esta tesis.

Definicion 1.2.1 Una operacion binaria * en un conjunto no vacio G es una funciéon * : GxG — G,
tal que (z,y) — *(z,y) =z * y.
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Definicion 1.2.2 Una operacién binaria * en un conjunto no vacio G se dice asociativa si, para
cada z,y,z en G, cumple que = * (y * z) = (z *y) * 2.

Definicién 1.2.3 Un grupo es un conjunto G con una operacién binaria tal que satisface:
a. Asociatividad: para todo z,y,z € G, se cumple = * (y * 2) = (x * y) * 2.

b. Identidad: existe un elemento e € G, tal que e xxz = x = x * e, para toda =z € G.

c. Inverso: toda = € G tiene un elemento z’ € G tal que, v *x 2’ = e =z’ * x.

Los anteriores son denominados aziomas de grupo, mientras que G es llamado un grupo con respecto
a *.

Ejemplo 1.2.4 El conjunto Z de los nimeros enteros, Q de los racionales y R de los reales son un
grupo con la suma usual.

Ejemplo 1.2.5 Sea Z* = Z — {0}. El conjunto (Z*,*) no es un grupo pues, para cualquier z € G,
tenemos que = ¢ {—1,1} en Z*.

Definicién 1.2.6 Se dice que un grupo G es abeliano (o conmutativo) si satisface: = x y = y * x,
para toda z,y € G. Es decir, si satisface la ley conmutativa.

Ejemplo 1.2.7 Sea G = {—1,1} y * definida por la multiplicacion usual, el conjunto (G, %) es un
grupo abeliano.

Ejemplo 1.2.8 El conjunto Z de los niimeros enteros, QQ de los racionales y R de los reales son un
grupo abeliano con la suma usual.

Lema 1.2.9 Sea G un grupo.
a. Sixxy=1x*zo0,Yy*xr =2z%*x, entonces y = z.
b. El elemento e € G es unico tal que cumple con e x x = x = x * e, para cada z € G.

c. Cada z € G tiene un unico inverso, es decir existe un tinico elemento z’ € G, tal que z *x 2’ =

e = 2’ % . Usualmente este elemento es denotado por 1.

d. Paratodaz e @G, (z7!)"t =ua.
Demostracion.
a. Seax’ € G tal que, 2’ xx =e=xx2, luego

a=exa
= (z'*x)*a
=a' % (zxa)
' * (x*b)
(2 xx)*b
=exb

=b

b. Sea eg € GG, donde eqg x x = x = x * ¢y para cada x € G. Sea x = e, entonces e = e * eg.
Por otro lado, e x ey = eq.
Finalmente e = eg.
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c. Supongamos que z' € G, la cual satisface que z * 2" = e = 2’ x x.
Si multiplicamos la ecuacion e = x * x’ por z”, entonces:

x//:x//*e
=2"x (zx2')
= (2" *xx)*xa
=exz' =2a

d. Por definicién tenemos que (z7 1) lxz "t =e=2"1x (2717

Sin embargo, z x 27! = e = 27 x 1, luego (7 !)~! = x, esto por el inciso anterior.

Definicion 1.2.9 Se dice que un subconjunto H de un grupo G es un subgrupo si satisface las
siguientes condiciones:

1. e€ H.
2. Siz,y € H, entonces x xy € H.
3. Sixz € H, entonces z~! € H.

La manera comun para denotar a un subgrupo es: H < G. Si H es un subgrupo propio de G,
entonces se denota mediante: H < G.

Ejemplo 1.2.10 El conjunto nZ = {nx : € Z}, donde n € Z, es un subgrupo de Z bajo la suma
usual.

Ejemplo 1.2.11 El conjunto Z de enteros es un subgrupo del conjunto Q de los nimeros racionales
bajo la suma usual.

Definicion 1.2.12 Sean (G, *) un grupo y « un elemento de G, definimos:
(ay ={a" :n € Z}

(a) es llamado el subgrupo ciclico de G generado por a.
Un grupo G es llamado ciclico si G = (a), para alguna a € G.

Definicién 1.2.13 Si GG es un grupo finito, entonces el orden del grupo esta definido por el ntmero
de elementos en G. Esto es denotado por |G]|.

Definicion 1.2.14 Sean G un grupo, H un subgrupo de G y a un elemento cualquiera de G. Se
dice que:

a. El conjunto aH = {ah : h € H}, es llamado la clase lateral izquierda de H en G.
b. El conjunto Ha = {ha : h € H}, es llamado la clase lateral derecha de H en G.

Usualmente, si la clase lateral izquierda y derecha coinciden se referird tinicamente como clase
lateral.

Definicion 1.2.15 Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Se dice que H es un subgrupo normal
de G si, para todo g € G, se satisface que ghg™! = h.

Teorema 1.2.16 Sea G un grupo y H un subgrupo normal de G, entonces las clases laterales de
H forman un grupo con la operacion: aH o bH = (a * b)H, para todo a,b € H. Este grupo es

llamado el grupo cociente de G y es denotado por T

Demostracion.
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1. Sean aH,bH,cH elementos de %, entonces

(aH)((bH)(cH)) = (aH)

esto 1ltimo por la propiedad asociativa de G.

G
2. Sea eH € o veamos que este el elemento neutro:
(aH)(eH) = (ae)H = aH,
(eH)(aH) = (ea)H = aH,
entonces, e = H. Asi, eH es el elemento identidad.

G G
3. Sea aH € T el elemento a~'H € — satisface:
(aH)(a —1H) = (aa — 1)H = eH,
(a —1H)(aH) = (a — la)H = eH, entonces el elemento inverso de aH es a ' H.

Ejemplo 1.2.17 Sea G un grupo. {e} y G son subgrupos normales de G.

Proposiciéon 1.2.18 Todo subgrupo de un grupo abeliano es normal.
Demostracion.
Sea G un grupo abeliano y g un elemento de dicho grupo. Luego, gHg~! = Hgg™! = H.

Definiciéon 1.2.18 Sean (G,x) y (H,o) grupos, donde * y o son sus respectivas operaciones
binarias, entonces la funcion f : G — H es un homomorfismo si:

fl@xy) = f(z)o fy)
para todo x,y € G.

Si ademas, la funciéon f es biyectiva, entonces se dice que f es un isomorfismo. Asi, dos grupos
G y H son llamados isomorfos si existe un isomorfismo f : G — H, entre ellos. Esto es denotado
mediante: G = H.

Ejemplo 1.2.19 Sean G y H grupos ciclicos, ambos con el mismo orden m, entonces G y H son
isomorfos.
1.3. El plano euclidiano
La presente tesis se realiza bajo el plano R2, es decir:
R? = {(x,y) : z€R, y R}

En la tltima secciéon haremos un breve comentario sobre como se comporta la simetria que explo-
raremos en las siguientes paginas en otras geometrias.
A continuacion damos algunos definiciones y lemas bésicos para el desarrollo de esta tesis.

Definicién 1.3.1 Cada punto P del plano R? puede representarse por un par ordenado (z,v),
donde z € Ry y € R. Asi, el conjunto de todos los pares ordenados (%) constituyen al plano R?.
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Definicién 1.3.2 Un vector v en el plano R? es un par ordenado (z,%). El vector nulo, denotado
por 0, est4 definido como 0= (0, 0), este vector se representa geométricamente mediante un punto.
El vector —v = (—z, —y) es el inverso aditivo de v.

Definicién 1.3.3 Sean vi = (21,41) y v2 = (22, y2) dos vectores de R?; la adicion v; + vo es:
Vi + Vo = (21 + 22,91 + ¥2)
Por otro lado, la diferencia entre los vectores esta definida por:

Vi —Vy =V]+ (7V2)
= ('rhyl) + (_'er _y2)
= (z1 — 72,91 — Y2)

Lema 1.3.4 La adicién de vectores en R? cumple ademaés con las siguientes propiedades:
Sean u, v, w vectores en R?:

1. u+veR?
2.u+v=v+u
3. (u+v)+w=u+(v+w).
4. u+0=u=0+u.
5. u+(—u)=0=(—u)+u.
Demostracion.
1. Sean u = (x1,91),Vv = (T2, y2) vectores en R2.
u+v=(z1,y1)+ (22, 92) = (21 + 22,41 + y2)
Ya que z1 + 12 € Ry y1 + 32 € R, entonces, (v1 + 72,31 + y2) € R%.
2. Sean u = (z1,¥1),v = (72,%2) vectores en R
u+v=(z1+z2,y1 +y2)
Luego, por la conmutatividad de la adicién en R, entonces

= (z2+x1,2 + 1)

= (w2,¥2) + (z1,1)
=v+u

3. Sean u = (z1,¥1),v = (22,92), w = (3, y3) vectores en R?.

(u+v)+s= (1 +z2,51 +y2) + (x3+y3)
= (21 + 22 + 23,y1 + Y2 + y3)

Por la asociatividad de la adiciéon en R, tenemos que:

= (21 + (22 + 23),y1 + (Y2 + ¥3))
= (1 + 1)+ (x2+ 23,92 + ¥3)
=u+(v+w)
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4. Sean u = (z1,91),0 = (0,0) vectores en R

u+0=(z1+y1)+(0,0)
= (21 +0,y1 +0) = (z1 + 1)
=u
Por otro lado,
0+u= (0,0) + (1’1,y1)

=(0+21,0+y1) = (21,91)
=u

5. Sea u = (x1,y1), —u = —(21,y1) vectores en R2.

u+(—u) = (z1,y1) + (= (z1,91))
= (z1 — 21,91 — 1) = (0,0)
-0

Por otro lado,

—u+u=(—(x1,51)) + (z1,91)
= (—z1+z1,—y1+y1) = (0,0)

Ejemplo 1.3.5 Sean u = (8,4),v = (10, 7) vectores en R?. La suma de estos vectores es:
u+v=(8,4)4(10,7) = (8 + 10,4+ 7)
= (18,11)

Definicién 1.3.7 Sea v = (x1,%;) un vector en R? y k € R. La multiplicacion de v por k esta
dada por:
kv = k(x,y) = (kx, ky)

Esta multiplicacion recibe el nombre de maltiplo escalar.

Lema 1.3.7 Sean u, v vectores en R? y k, m escalares en R; la multiplicacién escalar cumple con
las siguientes propiedades:

1. ku e R2

2. (km)u = k(mu).
3. lu=u.

4. ru=0siysélosir=00u=0.

5. —lu= —u.

6. k(u+v)=ku+kvy (k+m)u=ku+mu.

Demostracion. Sean u = (x1,y1),v = (z2,y2) vectores en R? y k,m escalares en R.

1.
ku = k(z1,y1) = (kz1, ky1)

Ya que kxy, ky; estan en R, entonces (kx1, ky;) € R2.




Antecedentes
1.3 El plano euclidiano

(km)u = (km)(w1,y1) = (kmx1, kmy:)

Por la asociatividad en R,

3. Sea 1 € R,

4. Tenemos dos casos:
Caso 1:si k=0,

ku = 0($1,y1) = (Oxl,Oyl) = (0,0) =0.
Caso 2: siu = 0.

ku = k(0,0) = (k0,k0) = (0,0) = 0

5. Sea —1 € R,

—lu=—1(z1,5) = (-loy, —1y1) = (—21,—y1) = —u.

k(u+v) = k(z1 + 22,91 + y2)
= (ka1 + ko, ky1 + ky2)
= k(z1,y1) + k(z2,y2)
=ku+ kv

Por otro lado,

(k+m)u=(k+m)(z1,y1)
= (kx1,ky1) + (mx1, myr)
= k(z1,y1) + m(z1,y1)
= ku+ mu

Ejemplo 1.3.5 Sea k = 7 un escalar y u = (3,9) € R?
ku="7(3,9)=(7-3,7-9) = (21,63)

Para mayor informacion sobre este tema, recomendamos [15], el cual fue la fuente principal de
esta subseccion.







Capitulo 2

Isometrias en el plano euclidiano

En este capitulo se estudia la isometria, asi como las transformaciones isométricas en el plano
euclidiano: traslacion, rotacion, reflexion y reflexion deslizada, empezando desde conceptos bésicos
para culminar con resultados que empleen una o mas transformaciones isométricas. Finalmente, en
la ultima seccidon se muestran diversos ejemplos de piezas artisticas que hacen uso de éstas. Puede
consultar [14] y [8].

2.1. Isometrias

La palabra isométrico proviene del griego: iso(igual), metron(medida), ico(relativo a); significa
“de dimensiones iguales”. Esta conserva las distancias entre dos puntos en el plano. Por otro lado,
una transformacion isométrica se refiere a la intervencién de una figura en el plano, la cual no sufre
cambios de forma o tamano pero si de posicion, de tal modo que la figura inicial y la final sean
congruentes y semejantes en un sentido geométrico.

2.1.1. Transformaciones

Definicién 2.1.1 Una transformacién del plano es una funciéon biyectiva f : R? — R2.

Lema 2.1.2 Sean f y g dos transformaciones en el plano, la composicién g o f es también una
transformacion.
Demostracion. Primero comprobemos que g o f es inyectiva. Sean z,y € R2, supongamos que

go f(z) = go f(y), entonces g(f(z)) = g(f(y)). Ya que g es inyectiva entonces, f(z) = f(y). Ya
que f es inyectiva, entonces x = y. Por lo tanto, la composiciéon g o f es inyectiva.

Ahora veamos que g o f es sobre. Para todo z € R? existe y € R? tal que g(y) = 2 y para todo
y existe x tal que f(z) = y, esto por la sobreyectividad de f y g. Entonces, para todo z existe x
tal que go f(x) = g(f(z)) = g(y) = z. Por ende, go f es sobre.

En conclusion, g o f es una transformacion.

Proposicion 2.1.3 El conjunto de todas las transformaciones del plano forman un grupo bajo la
composicion.

Demostracion. Sea G el conjunto de todas las transformaciones del plano. Ya hemos comprobado
que, dadas dos transformaciones f,g € G, la composicién también es una transformacién, por lo
cual estd en G. Es decir, el conjunto cumple con la propiedad de clausura.

Sea f una transformacion y f~! su inverso, luego f~'o f(z) = 2y fo f~!(z) = z, para todo
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x € R?, entonces f~lof=fof ! =id
Veamos que es asociativa. Sean f, g v h transformaciones en G y = € R?, luego

[ho(go Nl(x) =n({(ge )]
= h(g(f(z))
—hog( ()

= [(hog)o fl(x)

Por ende, el conjunto G cumple con los axiomas de grupo. Concluimos asi que este conjunto es un
grupo.

Definicion 2.1.4. Sean p; = (z1,y1) ¥ p2 = (22,92) dos puntos en R2. La distancia entre p; y po
esté definida mediante:

d(p1,p2) = |p1 — pol = V(w2 — 21)2 + (32 — 11)?
Ademas, satisface las siguientes propiedades:
L. d(p1,p2) > 0,
2. d(p1,p2) =0 siy solo si p; = po,
3. d(p1,p2) = d(p2,p1),
4. d(p1,p3) < d(p1,p2) + d(p2, p3).

Ejemplo 2.1.5 Sean p1,ps € R?, donde p; = (—5,2), p2 = (—2,6). La distancia entre p1, po esta
dada por:

d(p1,p2) = [pr — p2|
=/(-2+5)2+ (6 —2)2
= /32 442
=V9+16=v25=5
= [Ids(p1) — Ids(p1)

Definicién 2.1.6 Sea f : R? — R? una transformacién en el plano,
a. Un punto p € R? es invariante de f si f(p) = p.

b. Si A C R%, A es un conjunto invariante puntual de f si, para todo p € A, p es un punto
invariante de f.

A.

c. Si A CR? A es invariante global de f si f(A)

Definiciéon 2.1.7 Sea f una transformacion, f es involucién si y solo si f? = id, pero f # id. En
otras palabras, una involucion es su propia inversa.

Ejemplo 2.1.8. La transformacion f(z,y) = (x, —y) es una involucion.

fof(z,y)=f(f(z,y) = flx,~y) = (z, —(-y)) = (z,9)

12
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2.1.2. Isometrias en el plano

Definicion 2.1.6 Una transformacion f es llamada isometria si preserva la distancia euclidiana.
En otras palabras, es una funcién biyectiva f : R — R? con la propiedad:

d(plapQ) = d(f(pl)a f(p2))

Donde d(p1, p2) es la distancia usual en R?; es decir, si p; = (21,y1) ¥y p2 = (72,92), entonces:

d(p1,p2) =| pr — p2 |= V(1 — 22)? + (1 — y2)?
Lema 2.1.7
a. La funcion identidad Idy : R? — R? es una isometria.
b. La inversa de una isometria es también una isometria.
c. La composiciéon de isometrias es una isometria.
Demostracion.

a. En efecto, sean p;, p» € R% e Idy : R? — R?, entonces

Ip1 — pa| = d(p1, p2)
= d(Ids(p1), Id(p2))
= [Ids(p1) — Ids(p2)|

b. Sean f :R? — R? una isometria, con f~! : R? — R? su inversa y pi,ps € R2. Debido a que
el dominio de f~! es igual al rango de f, entonces existen qi,q2 € R? tal que p; = f(q1) y

p2 = f(g2); en otras palabras, g1 = f~'(p1) ¥ ¢2 = [~ (p2).
Ya que f es una isometria, entonces

Ip1 — p2| = |f(p1) — f(p2)]
= |Q1 *QQ|
=1 (p) = (p2)l

Por lo tanto, f~! es una isometria.

c. Sean f:R? = R?y g:R? — R? isometrias en el plano y p1,ps € R2.
Luego,

1 = pa| = [f(p1) — f(p2)|

= l9(f(p1)) = 9(f(p2))]
=[(go f)(p1) = (g o f)p2)]
=d[(go f)(p1), (g o f)(p2)]

En conclusién, la composicion es isometria.

Corolario 2.1.8 El conjunto de las isometrias del plano forman un grupo no abeliano bajo la
composicion. Tal grupo es denotado por: Isom = ({f : R? — R? : f es isometria}, o).
Demostracion. Resta comprobar que el grupo no es abeliano.

Sean Fy(z) = x4+ 1y Fy(z) = 3z + 2 dos isometrias en el plano.

Por un lado, (Fy 0o Fy)(z) = Fo(Fi(x)) = Fa(x + 1) = 3z + 5.

Por otra parte, (Fy o Fy)(z) = Fy(F2(x)) = F1(3z + 2) = 3z + 3.

Por ende, fa 0 f1 # f10 fa.
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Proposicién 2.1.9 Cualquier isometria f € R? manda rectas a rectas.

Demostracion. Para demostrar esto basta probar que F' manda puntos colineales a puntos colinea-
les.

Sean P;, P,, P; € R? tres puntos colineales. Sin pérdida de generalidad supéngase que P, € P Py,
luego

d(F(Py), F(P3))

d(Py, Ps)
d(Py, Po)+d(Ps, P3)
d(F(Py), F(Py))+d(F(P), d(Ps))

Por lo tanto, F(Py), F(P), F(Ps) son colineales.

Lema 2.1.11 Las isometrias en el plano son funciones continuas.

Demostracion. Sea f : R? — R? una isometria y pi,p» puntos de R? Entonces,
d(p1,p2) = d(f(p1), f(p2)) = [p1 — p2l.

Luego, para todo ¢ > 0, |p1 — pa| = | f(p1) — f(p)].

Tomando € = §, tenemos que |f(p1) — f(p2)| = |p1 —p2| < =e.

Por lo tanto, f es continua.

Con estas bases iniciamos el estudio de los cuatro tipos de transformaciones isométricas en el
plano.

2.2. Traslacion

No es una palabra desconocida; desde la infancia nos ensenaron que la Tierra, nuestro planeta,
tiene un movimiento de traslacién. La traslacion en el plano es un movimiento que actia sobre
todos los puntos de una figura, los cuales se desplazan a la misma distancia y direccion, sin alterar
su tamano, forma o sentido. Asi, el resultado final serd otra figura idéntica a la primera.

Figura 2.1: Traslacién de una figura en el plano

Definiciéon 2.2.1 Una traslacion en el plano es una funcién T, : R? — R?, donde v = (a,b) es
llamado vector de traslacion, tal que para todo punto p € R%, T}, = p + v.

La traslacion puede expresarse mediante notaciéon matricial:

| |z 4@
vl ly] b
La figura final no sufre cambios en su forma o tamafio, es idéntica a la original. Notese ademaés,

que en general ningin punto es enviado a si mismo bajo la traslacion, es decir, no hay puntos fijos
en la traslacion, salvo la identidad.

Proposicion 2.2.2 Toda traslacién T, es una isometria en el plano.
Demostracion. Sean py,pa,v € R?, tales que p; = (z1,%1),p2 = (72,y2) y v un vector fijo.
Entonces, T;,(p1) = (z1 +v,y1 +0) y Tu(p2) = (22 + 0,92 + ).
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Luego,
Ty(p1) — To(p2)l = V(w2 +v—v—a1)2+ (g2 + v — v — 1)?
= \/(562 —x1)? 4+ (y2 — 11)?
= |P1 —pz\
Lema 2.2.3

a. La identidad Idr, : R?> — R2, dada por Id = Ty, con 0 = (0,0) es una traslacion.
b. Toda traslacion T, tiene inverso.

c. Tyiy =T, 0T,. Es decir, la composicién de traslaciones es una traslacion.
Demostracion

a. Sea v =(0,0)y p € R?, entonces:
T,=p+uv,luegoar’ =x+0=xyy =y+0=y.

b. Ya que las traslaciones son transformaciones (pues son isometrias), entonces su inverso esta
bien definido.

En efecto, sea T, !, tal que T, ' = p — v entonces, Tv~' o T,,(p) = p, para todo p € R2.
c. Sean p,v,u € R? T, y T, dos traslaciones, donde T, (p) = (x+v,y+v) y Tu(p) = (x+u,y+u).
Entonces, T, (p) = (x + u,y + u),

luego,

Tv(Tu(p)) = [U + (.23 + u)?“ —+ (y + u)}
=[x+ (u+tv),y+ (utv)

— Lu+tv

Por ende, la composiciéon es una traslacion.

Corolario 2.2.4 El conjunto de todas las traslaciones del plano forma un grupo abeliano bajo la
composicion. Tal grupo es denotado por: T = (f : R — R? : f es traslacion, o).

Corolario 2.2.5 El conjunto de las traslaciones del plano forman un subgrupo de Isom bajo la
composicion.

Algunas propiedades que son invariantes bajo la traslacion son las siguientes:
» Distancias.
= Magnitud del dngulo.
= Area de objetos en el plano.
» Paralelismo.

» QOrientacion.

Ejemplo 2.2.6 La imagen del punto p = (—3,4) con el vector v = (2,-5) es p’ = (—1,—1).
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4 =3 =2 1 o 1
ye
o 1
-2
-3
.H -4
Figura 2.2

—3,0) los vértices de un triangulo. La

’

Ejemplo 2.2.7 Sean p1 = (-3,3), p2 = (—=1,-3), p3 = (
= (1,0), p3 = (—1,3).

traslacion bajo el vector v = (2,3) es: p; = (=1,0), py =

Figura 2.3

A partir de un objeto es posible construir diversos patrones aplicando tnicamente la traslacion.
En la figura 2.4 se observa un patron geométrico creado a partir de la aplicacién de diferentes
traslaciones.

Figura 2.4: Patron geométrico.

2.3. Rotacion

En la vida cotidiana es comin encontrar ejemplos de rotaciéon: al abrir una puerta, las llantas
de un automovil al moverse, e incluso la Tierra misma describe dos movimientos rotatorios, uno
alrededor del Sol, como centro de rotacién, y otro alrededor de un eje polar. La rotacién es un
movimiento alrededor de un punto fijo o de una recta fija, el cual mantiene la estructura del objeto
original; es decir: los puntos del objeto permanecen a la misma distancia del punto o recta fijas,
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aun después de la rotacion.
Ademaés, utilizamos “giro” como sinénimo de “rotacion”.

(a) Figura inicial (b) Figura rotada

Figura 2.5: Ejemplo de rotaciéon

Un giro esta definido por tres elementos:
= Un punto fijo llamado centro u origen.
= Un angulo, el cual determina la amplitud del giro.

= Un sentido de la rotacion, pues este movimiento puede ser en el sentido de las agujas del reloj
o en sentido contrario.

Definicion 2.3.1 Sea 6 un angulo dirigido. La rotacién con centro en 6 = (0,0) y dngulo 6, es la
transformacion R; o : R? — R?, la cual fija al punto o y envia a cualquier otro punto p € R? a
P € R?, tal que, sip = (z,y),

p' = Rs,0(p) = (zcosb — ysinf, zsinf + y cos )

y ademas, d(p,0) = d(p’, 0).
En efecto, si § = L(p 0 p’), entonces d(p’,0) = |p

Va2 +y? = |p| = d(p,o.

Toda rotaciéon R; ¢ puede escribirse mediante notaciéon matricial:

2’| |cosf —sinf| |z
Y| |sin@ cosf | |y

Esta matriz es denominada matriz de la rotacion Rgg.

= /(zcos —ysinfh)2 + (vsinf — ycosh)? =

i

Cuando el giro es en sentido antihorario el angulo es positivo, mientras que cuando es en sentido
horario, este es negativo.

Notese que el tnico punto que permanece fijo bajo la rotacién es el centro de rotacion.

Definicién 2.3.2 Si ¢ # 0, la rotacién con centro ¢ y dngulo 6 se define como la funcién R, :
R? — R?, tal que R.9(p) = ¢+ Rs0(p — ¢), para cada p € R?. Es decir, R.g =T.o RsgoT_.

Ejemplo 2.3.3 Sea p = (3,4). La rotacion alrededor de o del punto p con 6 = 90° es: p’ = (—4, 3).
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Figura 2.6

Noétese que, en general, para todo punto p = (z,y) € R?, Rs900(2,y) = (—y, x).

Proposicién 2.3.4 El producto de dos rotaciones con mismo origen y angulos 6, o € R?, respec-

tivamente, es la suma de los angulos.
Demostracion.

R ~ [eos(8 + )
0.0+ = |sin(0 + )
[cos

sinf  cos6

= RE,ORE,LP

Ejemplo 2.3.5 Sean p; = (1,3), p2 = (4,3),

—sin(6 + ¢)
cos(f + )

—sin 9} {cos %)

[cos 6 cos ¢ — sin 6 sin ¢
|sin 6 cos ¢ + cos O sin ¢

|

—sing
sing cosep
— cos fsin ¢ — sin 6 cos ¢

cosf cos p —sinfsin g

p3 = (1,—1), ps = (4,—1) los vértices de un rectangulo

en el plano. La rotacion por el &ngulo § = 180° es: p; = (—1, —3), p/2 = (—4,-3), p'3 =(-1,1), p:l =

(—4,1).

1 SRR

| sames =)

1 | [ a=fag

# 3 1 =.\ a 3

| I -

] |

¥ I '

| | }Ilr."’

| |

| VA

| /!

| .

[ SR ——— i
Figura 2.7

Notese que, en general, R51500 = Rs.900 © Rs.900(%,y) = Rso00(—y,2) = (—=z,

R5,1800 lleva cada punto p a —p.

Lema 2.3.6

1. Para todo ¢ € R?, Reo=p.

—y); es decir,
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2. Toda rotacién R, tiene inversa, la cual estd definida por R71(p') =p.
Demostracion.

1. a. Sea ¢ = 0. Entonces,

cos0 —sin0
Rao = [sin() cos0 ]

b

Por lo tanto, R59 = 12

b. Si ¢ # 0 entonces, por la definicion 2,3,2, Rego RsggoT_c =Tc0T_ . = 1ge

2. Sea

/ _[cos@ —sinG}1

sinf  cosf

_ {0059 sinﬁ}

—sinf cosf

Verifiquemos que esta es la matriz inversa de R.
cosf —sinf| | cosf sinf| |1 0O
sinf® cosf | |—sinf cosf| |0 1

Asi, R = R;é es la inversa de Rs¢9 y R;é = R;(—0). También, para todo p € R R;é =
(Tp o Rsp 0 Tfp)_l) = T:; °© R;é °© Tp_1 =TpoRs90T_p =Ry 0.

Corolario 2.3.7 El conjunto de las rotaciones alrededor de ¢ del plano forma un grupo bajo la
composicion, el cual es denotado por: R, 9 = ({Rs,9 : 0 € R}, 0).

Corolario 2.3.8 Para todo ¢ € R?, el conjunto de las rotaciones alrededor de ¢ del plano forman
un subgrupo de Isom bajo la composicion.

Cabe destacar que los corolarios anteriores se cumplen solo si ¢ € R? es un punto fijo, de lo
contrario la composiciéon de rotaciones no seria una operaciéon cerrada y por ende, no cumpliria
con la definiciéon de grupo y subgrupo.

Ejemplo 2.3.9 Sean p; = (2,2), p2 = (8,2), ps = (5,5) los vértices de un triangulo y § = 180°,
© =90°. Luego, Ro+, = R5,0R5,,. Ast, p; = (2,-2), py = (2,-8), p; = (5, —5).
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Noétese que, en general, para cualquier punto p = (z,y) € R?, Rs010(2,y) = Rs9Rs.0(2,y) =
R6,9(_y7x) = (y7 —LL’)

Las propiedades que permanecen invariantes bajo la rotacion son las siguientes:
= Distancias.
= Magnitud del angulo.
= Area de objetos en el plano.
= Paralelismo.

» Orientacion.

2.3.1. Semigiro

Definicién 2.3.10 Sean ¢ € R? el centro de una rotacién y = . Un semigiro con centro en ¢ es
la rotacién dada por R, .. La denotaremos por R..

Notemos que, dado un punto ¢ = (z,y) € R?, el cual se rota por 7 alrededor de p € R2, entonces
obtenemos un punto ¢’ = (2/,y’), tal que p es el punto medio de gq’. Por las ecuaciones del punto

/ /
medio de gg’ obtenemos T ay y—i—Ty = b, donde (a,b) = p. Entonces, el semigiro es la
transformaciéon dada por:
2 =—x+2a
y'=-—y+2b

Es decir, ¢/ = —1 + 2p(*) . En particular, Rs(z,y) = (—x,—y). Observemos que por, (x), R, =
1o, Rs.

Proposicién 2.3.11
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a. Un semigiro es involucién.
b. [8] El producto de dos semigiros es una traslacion.
Demostracion.
a. Esto ocurre ya que 7w - m = 27 lo cual equivale a un giro completo.
b. Sean p; = (a,b) y p2 = (¢, d), entonces
Rp, By, ((2,y)) = Rp, (=7 + 2a, —y + 2b))

= (—[—z + 2a] + 2¢, —[—y + 2b] + 2d)
= (v +2[c — a],y + 2[d — b])

El producto R,, R, es de la forma:
¥ =x+2(c—a)

Y =y+2(d-b)
Por lo cual es una traslacion.

Con lo anterior, sabemos que el producto de dos semigiros es una traslacion. ;Qué ocurre con
el producto de tres semigiros?

Proposiciéon 2.3.12 El producto de tres semigiros es un semigiro.
Demostracion. Sean Ry1, Rpa, Rps tres semigiros, tales que p1 = (a,b), pa2(c,d) vy ps = (e, f),
entonces,

[Rps o (Rpz 0 Bp1)|(x,y) = [=(x +2(c — a)] + 2¢, [=(y + 2(d — b)] + 2]
Por lo tanto, el producto es un semigiro.

Proposicion 2.3.13 La union de las traslaciones y los semigiros del plano forman un grupo bajo
la composicién.

Demostracion. Hemos comprobado que el producto par de semigiros es una traslaciéon y viceversa,
una traslacion es el producto par de semigiros. Ademés, el producto impar de semigiros puede ser
descompuesto como una traslacion seguida por un semigiro, lo cual da como resultado un semigiro.
Con esto, el grupo es cerrado bajo la composiciéon. El resto de los axiomas ya fueron exhibidos
anteriormente, por lo cual este conjunto cumple con ellos y por ello concluimos que es un grupo.

Al igual que en la traslacion, aplicando una secuencia de rotaciones y sus respectivos inversos
sobre un objeto determinado, es posible crear diversos patrones circulares. Un ejemplo de esto se
encuentra en la figura 2.9.

Figura 2.9: Patron circular.
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2.4. Reflexiéon

Si una persona se coloca frente al espejo observara un reflejo de su cuerpo: una copia casi
exacta de sus rasgos. Sin embargo, la imagen estard invertida. Una reflexion actia de manera
similar al espejo. Intercambia todos los puntos de una figura original por los puntos que estan al
otro lado de la recta o eje de reflexion, de tal modo que los puntos iniciales y los finales se ubiquen
a la misma distancia de dicha recta.

(a) Figura inicial (b) Figura reflejada
Figura 2.10: Ejemplo de reflexion
El eje de reflexion puede estar en cualquier direccién: vertical, horizontal, inclinada, etc. Ade-

més, las reflexiones tienen un papel muy importante en el estudio de las isometrias del plano, pues
cada isometria es una combinacion de ellas, como se mostrard mas adelante.

Definiciéon 2.4.1. Sean | € R? una recta y p € R? un punto, la reflexion R; : R?> — R? es una
transformacion tal que:

» sip estd en [, entonces p = p’, es decir p’ = Ry(p).

= si p no esta en [, entonces [ es la mediatriz del segmento pp/, es decir la recta perpendicular
a pp’

El tipo de reflexién mas sencillo de estudiar es la reflexién sobre el eje x: sea p € R2, tal que
p = (x,y), entonces p’ = (z, —y). Su notacion matricial es:

10
welp )

z | | lz+0y
—y| |0z + —1y

-l AL

Por otro lado, la reflexion sobre el eje y esta dada por p' = (—x,%), donde p € R? es tal que
p = (z,y). Su notacién matricial es:
-1 0
w1

)=o)
-[2 3L
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La reflexion en la recta y = z esta dada por p’ = (y, ), cuya notaciéon matricial es:

0 1
Fy=e = [1 0}

Y= [ort
- ol

Mientras que la reflexion en la recta y = —x esta dada por p’ = (—y, —z). Su notacién matricial

es:
0 -1
By=—a = {—1 0 ]

Pues,

Pues,

=[5 1L

Asi mismo, es posible reflejar sobre cualquier recta [. Supongamos que | = Ax + By + C = 0,
p = (z,y) un punto en el plano y que R;(p) = (¢/,y') = p’. Supongamos ademas que el punto p no
esta sobre [, lo cual implica que la recta que pasa por los puntos (x,y) y (2’,y’) es perpendicular
a la recta l. Esto se expresa mediante B(z' — x) = A(y' — y).

/! /
Ademas, T , Y —; Y esel punto medio del segmento pp’ el cual esta sobre la recta I. Esto se
expresa mediante:
/ /
Azzx +By;y +C=0

Podemos reescribir estas ecuaciones como el siguiente sistema:

Bx' — Ay = Bx — Ay
Az’ + By = —2C — Az — By
Al resolver estas ecuaciones para x’, y’, obtenemos:
;L B%r + A%z — 2A%r — 2ABy — 2AC
v A? + B2
;- A%y + B%y — 2B%y — 2BAx — 2BC
vy = A2 + B2

Con lo cual formamos,

, _ 2A(Az+ By +C)
AQ + B2
,_ . 2B(Az+By+C)
y =y YER:E
Estas ecuaciones también son validas para el caso en que el punto p esté sobre [. Asi, podemos
expresar la reflexiéon con respecto a cualquier recta [ como:

_2A(Ax+By+C))( _QB(Ax—l—By—i-C)))
A2 + B2 Y A2 + B2

Rl(ajvy) = ((.’E
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Proposicion 2.4.2 Toda reflexion R; es una isometria en el plano.
Demostracion. Sean 1, py, p2 € R? una recta de reflexion y dos puntos del plano, respectivamente.

(figura 2.10).

Figura 2.11: recta 1, puntos p1, p2

Aplicando la reflexion sobre la recta [, obtenemos la figura 2.11
Por definiciéon de reflexion, ya que p; € I, entonces p1 = pl, £p1 Q pa = £py Q ph,p2 Q@ =Q p2 y
p1 Q = Q p). Por la propiedad lad, se sigue que Ap;@Qpa = ApiQps, en particular pipz = pph.
Por lo tanto, la reflexion es isometria.

Figura 2.12: Reflexion

Ejemplo 2.4.3 La reflexion de un pentagono con vértices p1 = (2,1), po = (3,1) sobre el eje x,
esta dada por pj = (2,-1) y p5 = (3,-1).
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Figura 2.13

En general, para cualquier punto p, = (z,y) € R2, la reflexion sobre el eje x da como resultado

Ejemplo 2.4.4 La reflexion de un pentagono con vértices p; = (—=5,2), pa = (—4,2) con la
recta de reflexion y = x + 3, esta dada por pj = (—1,-2), pj = (—1,—1). Esto debido a que
(z,y) = (y — 3,2+ 3).

Figura 2.14

Lema 2.4.5
a. Toda reflexion R; es una involucion.
b. La reflexion R; fija a un punto p si y solo si p esta en [.

c. Sim es una recta perpendicular a la recta de reflexion [, m permanece invariante bajo R;, es
decir, R;(m) =m.

Demostracion.

a. Sean R; una reflexion cualquiera del plano y p € R?. Notemos que R; # id, pero (R;)* = id ya
que la mediatriz de pp’ es la mediatriz de p’p. Luego, (R; o R;)(p) = p.

b. Este resultado se sigue a partir de la definicion.

c. Queremos probar que R;(m) = m.
Para todo p € R?, tal que p € m, entonces tenemos dos casos:

a) sip €1 entonces, p' =p € m.
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b) sip ¢ I entonces, p’ # p, y ademas [ es la mediatriz del segmento pp’.
Luego, [ es perpendicular a la recta pp’; ademas esta g}ta pasa por p, por ende es la tinica
perpendicular a [ que pasa por p. En consecuencia, pp’ = m. Asi, p’ € m.

Asi, concluimos que R;(m) C m.
Por otro lado, dado que R; es involucién se sigue que:

m = Ry (Ri(m)) = Ri(Ri(m)) C Ry(m)

Por ende, m C R;(m).
En conclusion, R;(m) = m.

Figura 2.15: La reflexion es involucion.

Ejemplo 2.4.7 El punto p = (—2,0) es invariante bajo la reflexion en el eje x. Esto debido a que
los puntos invariantes sobre el eje x deben tener coordenada y = 0 pues solo los puntos que estan
en la recta x permanecen invariantes.

Las propiedades que se preservan bajo la reflexiéon son las siguientes:
= Distancias.
= Magnitud del dngulo.
» Area de objetos en el plano.
= Paralelismo.

Es decir, estas son invariantes bajo la reflexién. Sin embargo, ;qué ocurre con la orientacion? El
siguiente lema muestra que esta no es invariante en la reflexion.

Lema 2.4.8 La orientacién no se preserva bajo la reflexion.
Demostracion.

Figura 2.16
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Sea AABC un tridngulo en el plano (figura 2.15). Rotando dicho tridngulo sobre el eje y,
obtenemos el tridngulo AA’B'C’ (figura 2.16). Notese que este tridngulo tiene un sentido anti-
horario mientras que el original tiene un sentido horario.

Figura 2.17

Proposicion 2.4.9 El producto de dos reflexiones es una rotacion o una traslacion. Por otro lado,
cualquier traslacion o rotaciéon es el producto de dos reflexiones.
Demostracion. Una demostracion completa de este hecho se encuentra en [8].

En particular, cuando las rectas [ y m son paralelas entonces el producto R,, o R; es una
traslaciéon cuyo vector es el doble de la distancia entre [ y m. En cambio, cuando las rectas son
perpendiculares entonces tenemos una rotacién cuyo centro de rotaciéon esta en el punto en que las
rectas | y m se intersectan.

Corolario 2.4.10 Un semigiro es el producto de dos reflexiones cuyas rectas de reflexion son
perpendiculares.

2.5. Reflexion deslizada

También conocida como traslareflexion o reflexion con deslizamiento. Esta es el resultado de
realizar una traslacion, diferente a la identidad, seguida por una reflexién sobre la recta que es
paralela al sentido de la traslacién.

&b
<

Figura 2.18: Reflexion deslizada de una figura

Definicién 2.5.1 Sean v,l € R?, tales que v es un vector no nulo y ! una recta paralela a dicho
vector. La reflexion deslizada respecto a (v,1) es la transformacion RT{, ;) = R o T,.

Proposicion 2.5.2

a. Toda reflexion deslizada RT{, ;) es isometria.
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b. La identidad de RT{, ) es la composicién de las identidades de R; y T,.

c. El inverso de RT(,;) tiene la misma recta de reflexion que R;, pero la traslacion estd en la
direccién opuesta al vector v, es decir —uv.

Lo anterior se sigue facilmente, ya que una reflexion deslizada es la composicion de dos isome-
trias. Ademas, al igual que la traslacion, no tiene puntos fijos salvo la identidad.

Ya que la reflexion deslizada es la composicion de dos transformacione isométricas, surge la si-
guiente pregunta: jpor qué se considera a las reflexiones deslizadas como un tipo mas de isometria?

En The four pillars of geometry, (2005), John Stillwell afirma: Una reflexion deslizada con
traslacion distinta de cero, es diferente de los tres tipos de isometrias consideradas anteriormente.

= No es una traslacion, pues la traslacion mapea cualquier linea en la direccién de la translaciéon
en ella misma, mientras que una reflexion deslizada mapea tnicamente una linea en ella misma
(la linea de reflexion).

= No es una rotacion, pues la rotacion tiene un punto fijo y la reflexién deslizada no.

= No es una reflexion, ya que la reflexion también tiene puntos fijos.

Lema 2.5.3 La reflexion deslizada es conmutativa, es decir R; o T,, =T, o R;.

Demostracion. Sea Ry o T, una reflexion deslizada. Sin pérdida de generalidad, supongase que R;
esta sobre el eje x y que v = (a,b), en consecuencia b = 0. Sea p = (z,y) € R? un punto en el
plano.

Por un lado,

Ty o Rl(xa y) = T(a,O) (IE, _y)
= (I + a, 7b)

Por otro lado,

Rjo T(a,O) (.CL', y) = Rl($ +a, b)
= (x +a, _b)

Por lo tanto, es conmutativa.

Ejemplo 2.5.4. Sean p; = (—2,—2), p2 = (—2,-5), p3 = (—6,—5) los vértices de un tridngulo.
La reflexion deslizada sobre el eje « con T, = (x,y) + v, donde v = (7,1) esta dada por: p; =
(5a1)7 Py = (574)7 b3 = (174)'

a8

L e _;

Figura 2.19: Ejemplo de reflexion deslizada

28



Isometrias en el plano euclidiano
2.5 Reflexion deslizada

Las propiedades que permanecen invariantes bajo la reflexion deslizada son:
= Distancias.
= Magnitud del angulo.
» Area de objetos en el plano.
= Paralelismo.

(Qué ocurre con la orientacién? El siguiente lema muestra que la orientacién no es invariante bajo
la reflexion deslizada.

Lema 2.5.5 La orientacion no se preserva bajo la reflexion deslizada.

Demostracion. Notese que el poligono ABCD tiene sentido anti horario. Al trasladarlo sobre T, el
poligono A’B’C’D’ mantiene el sentido original. Sin embargo, al reflejar esta figura sobre el eje z,
el poligono A’B”C”D” cambia de sentido, teniendo esta un sentido horario.

Figura 2.20: La reflexion deslizada no preserva orientacion.

Lema 2.5.6

a. La composicion de una reflexion deslizada con ella misma es una traslacion.
b. La composicion de dos diferentes reflexiones deslizadas es una rotacion.
Demostracion.

a. Sea RT una reflexion deslizada. Sin pérdida de generalidad, supongase que la reflexion R; esta
sobre el eje y y que v = (a,b), ademés sea p = (z,y) un punto en el plano.
Luego,

TUORI(IC,y) :Tv(x—’_avy—’_b)
— (~ztay+b)

Aplicando nuevamente RT',

TyoR(—x+a,y+b)=Ty,(x—a,y+0b)
= (2,y + 2b)

Asi, (RT)? es una traslacion paralela al eje x.
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b. Sean R;T,, R,,T, dos reflexiones deslizadas diferentes entre si.
Luego,
RZTU o RTVLTU - (Rl o TU) o (R'rn o Tu)
=T,0(RioRy)o0T,.
Ya que las reflexiones deslizadas son diferentes, entonces las rectas de reflexién [, m se inter-

sectan en un punto o. Este punto es el centro de rotacion, donde 6 es el angulo que mide el
doble al angulo entre las dos rectas de reflexion, esto por la proposicion 2.4.10.

Los patrones creados por la reflexiéon deslizada de algin objeto son mas elaborados y estéticos. Un
ejemplo comin de esto son las huellas de los pies al caminar sobre la nieve o arena. Asi, al aplicar
multiples reflexiones deslizadas sobre uno o varios objetos se crean bellas piezas artisticas.

iﬁ:%?'"’???f
> % |

Figura 2.21: Patron creado a partir de la reflexion deslizada de un hexagono sobre un fondo negro.

2.6. Clasificaciéon de isometrias en el plano

Antes de profundizar en resultados mas completos, se estudian un par de proposiciones que
hacen uso de los conceptos revisados en las secciones anteriores.

Lema 2.6.1 Sean p,l,m € R? donde p es un punto y [,m son rectas, entonces existen rectas
ni, no € R?, donde n; pasa por el punto p; tal que Ry R; = RpaRnt
Demostracion. Tenemos dos casos:

1. Sil y m son rectas paralelas, entonces ny es la recta que pasa por p; la cual es paralela a [.

2. Sil y m intersectan en el punto po, sea np la recta a través de p; y p2. Entonces [, m,n; son
paralelas o concurrentes.

En cualquier caso, existe una recta ns tal que R,, RjR,1 = R,2, entonces R,,R; = R, 2R,1.

Proposicion 2.6.2 El producto de cuatro reflexiones puede expresarse como el producto de dos
reflexiones.

Demostracion. Sean R,, Ry, R., Rg, cuatro reflexiones con producto R,RyR.Rg.

Sea p; un punto de la recta a. Por el lema anterior, existen rectas V', ¢’ tales que R.Ry, = Ro Ry
donde p; esta en b'. Nuevamente, por el lema anterior existen rectas ¢/, m tales que RgR. = Ry Rer
donde p; esta en ¢”’. Ya que a,b’ y ¢” son congruentes en pi, entonces existe una recta [ tal que
R.'Ry R, = R;. Por lo tanto,

RqR.-RyR, = RqRo Ry Ry = RyyRev Ry Ry, = Ry IRy

Proposiciéon 2.6.3 Una isometria par es el producto de dos reflexiones.
Demostracion. Podemos utilizar el resultado de la proposiciéon anterior de manera repetida sobre
un producto de varias reflexiones, de tal modo que al finalizar obtendremos el resultado deseado.

Proposiciéon 2.6.4 Los productos de un ntmero par de reflexiones forman un subgrupo de
Isom(R)?, denominado Isom?(R?).
Demostracion. Recordemos que las isometrias pares son las traslaciones y rotaciones.
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» La identidad es el producto RpRy, donde L es la recta de reflexion (lema 2.4.5). Asi, la
identidad preserva orientacion.

s Sean L, M las rectas de reflexiéon de Ry, Rj; respectivamente. Nuevamente, por el lema
2.4.5, toda reflexion tiene inverso, asi:

—1 —-1p—-1
= Iy, =
(RLRwm) R;"R Rr Ry

lo cual preserva orientacion.

» Finalmente, considérense las reflexiones Ry, Ry, Rr, R1, las cuales preservan orientaciéon. Se
tienen dos casos:

1. Si alguna de las reflexiones es la identidad, entonces la composicién Ry, Rr, o Ry, Ry,
preserva orientacion.

2. Si ninguna de las reflexiones es la identidad, entonces la composicion es una traslacion
o una reflexion.

a. Por un lado, si Ry, Rr,, Rr,Rr, son traslaciones, entonces su composicién es una
traslacion.

b. Por otro lado, si Ry, Rr,, Rr,R1, son rotaciones, entonces su composicién es una
rotacion.

c. Supoéngase que Ry, Ry, es una rotacion y Ry, Ry, una traslacion.
Debido a que Ry, Ry, es una traslaciéon entonces L3, Ly son paralelas. Supéngase
que L1, Lo se rotan de tal modo que Lo sea paralela a Ls, Ly. Trasladando de
manera adecuada a L3 y Ly, se obtiene que Ly = L3. Usando un argumento similar,
si Ry, Rr, es una traslacion y Ry, Ry, una rotacion, entonces Ly = L3. Asi,

Rp,Rr,oRp,Rr, = Rr, o (R, Rr;) o Ry,
=Ry, o(Rr,Rr,)0 Ry,
=Rr,Rp,

Lo cual es una rotacién, esto por la proposicién 2.4.10.

Proposiciéon 2.6.5 La composicion de tres reflexiones es una reflexion o una reflexion deslizada.
Demostracion.
Sean L1, Lo, Lg las rectas de reflexiéon de Ry,, Rr,, Rr,. Se tienen dos casos:

1. Si las tres rectas de reflexion son paralelas.
Por la proposicion 2.4.10 el producto de dos reflexiones es una traslaciéon, en este caso,
considérese el producto de Ly o Ly. Asi, L; es trasladada a L} y Ly a L}, donde esta ultima
coincide con L3. Asi,

RpsoRp,oRp, = Rpyo Ry o Ry = Ry

Es decir Ry, 0o R, o Rp, = RL/1 es la reflexiéon a través de L.

31



Isometrias en el plano euclidiano
2.6 Clasificaciéon de isometrias en el plano

Figura 2.22

2. Si al menos dos rectas de reflexiéon no son paralelas.
Por la proposiciéon 2.4.10, la composiciéon de dos reflexiones es una rotacioén cuyo centro es
su punto de interseccién, en este caso considérese el producto Ls o Lo. Asi, Ry, o Ry, es una
rotacion con centro P.

Figura 2.23

Aplicando una rotacion adecuada, L), es perpendicular a Li. Rotando nuevamente a L, y L,
al rededor de su punto de interseccion @, se tiene que L} es paralela a LY.
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Figura 2.24

Finalmente, se tiene que LY y L% son paralelas y L) es perpendicular a ellas. Por lo tanto, la
composicion Ry, o Rpy o R, es una reflexion deslizada.

Figura 2.25

Corolario 2.6.6 Una isometria impar es una reflexion o una reflexion deslizada.

2.6.1. El teorema de las tres reflexiones

La proposicion 2.4.10 y la proposicion 2.6.2 comparten una propiedad en comtiin: son el re-
sultado de multiplicar reflexiones. Como se mencioné en la seccion 2.4, las reflexiones juegan un
papel fundamental en el estudio de las isometrias en el plano, pues toda transformacién isométrica
es derivada de la composicion de reflexiones. Antes de demostrar este hecho, se revisan algunos
resultados previos.

Lema 2.6.7 El conjunto de todos los puntos equidistantes de dos puntos dados es una recta.
Demostracion. Sean Py = (x1,y1), Po = (x2,92) y P = (a,b) puntos en el plano. P equidista de
P1 y PQ si d(]D7 Pl) = d(P, P2)

Asi,

Via=a?+ b= = Ve =22 + b= )
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elevando al cuadrado ambos lados,
(a—21)? 4+ (b—y1)? = (a —22)% 4+ (b — 1)
desarrollando los cuadrados,
a® = 2z1a + 22 + V% — 2y1b+ 92 = a® — 2x2a + 23 + b? — 2y2b + 2
anulando términos iguales,
2(zs — x1)a+2(y2 — y1)b+ (47 —y3) =0

Finalmente, esta ultima igualdad es la ecuacion de una recta. En consecuencia, los puntos P = (a, b)
equidistantes de P; y P» forman una recta.

Proposicién 2.6.8 Sean F : R?2 — R? una isometria y A, B, C' € R? tres puntos no colineales.
F esta determinada por la imagen de F'(4), F(B), F(C).

Demostracion. Basta probar que cualquier punto P € R? esta determinado por su distancia con
los puntos A, B, C. Para esto, supéngase que existe un punto @ € R2, tal que P # @, donde
Q@ tiene la misma distancia de A, B, C. Entonces, A, B, C estan en el conjunto de puntos
equidistantes de P, @Q; por el lema 2.6.4 los puntos A, B, C estdn en una recta, lo cual es una
contradiccién pues por hipotesis estos no son colineales.

Ya que F preserva rectas (por proposicion 2.1.9) entonces F'(P) esta determinado por la misma
distancia de F'(A), F(B), F(C).

Notemos que los puntos A, B, C de la proposicion anterior forman un tridngulo. Ya que F
es una isometria, entonces los lados del tridngulo son mapeados a AB = F(A)F(B), BC =
F(B)F(C), CA = F(C)F(A). Asi, el triangulo AABC es congruente con el tridngulo
AF(A)F(B)F(C).

Figura 2.26

Ahora procedemos a mostrar el teorema de las tres reflexiones.

Teorema 2.6.9 [14]. Cualquier isometria F' de R? es la combinacién de una, dos, o tres reflexiones.
Demostracion. Sean F una isometria y A, B,C € R? tres puntos no colineales. Buscamos el pro-
ducto de reflexiones las cuales manden A a F'(A), B a F(B)y C a F(C), la cual debe ser igual a
F.

Notemos que podemos mandar A a F(A) usando la reflexion que esté en la recta de puntos equi-
distantes de A a F(A). A esta reflexion la denominaremos R4.

Luego, R4 manda B a R4(B), entonces tenemos dos casos.

1. Si R4a(B) = F(B) nada que probar.

2. Si R4(B) # F(B), entonces podemos mandar R4(B) a F(B) mediante la reflexién que esta
en la recta de puntos equidistantes de R4(B) y F(B), a esta la denominaremos como Rp.
Notemos que la distancia de F'(A) a F(B) es igual a la distancia de R4(A) a Ra(B), pues
F y R4 son isometrias, esto implica que F(A) = R4(A). Luego, Rp no mueve a F(A) y el
producto R4 seguido por Rp manda A a F(A) y B a F(B).
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De manera similar para el punto C. Si C' es enviado a F(C) = R4(C) entonces no tenemos nada
que probar. En caso contrario, reflejamos en la recta de puntos equidistantes de F(C) a C. Notemos
ademas que F(A) y F(B) ya estan sobre esa recta, por lo cual no se mueven.

Con esto tenemos el producto de exactamente tres reflexiones las cuales mandar A a F(A), B a
F(B)y C aF(C).

2.6.2. Clasificacion de isometrias en el plano

Las transformaciones isométricas estudiadas en las secciones anteriores conservaban algunas
propiedades mientras que otras cambiaban. En particular, se tiene la siguiente definicién que per-
mite clasificar a dichas transformaciones en dos tipos:

Definicién 2.6.10 Una isometria F' es denominada propia si preserva orientacién. Si F' invierte
orientacién se le llama impropia.

Con los resultados vistos en este capitulo sabemos que es posible clasificar a las transformaciones
isométricas del plano de la siguiente manera.

= La traslaciéon y rotacién son isometrias propias.
s La reflexion y la reflexion deslizada son isometrias impropias.
De igual manera, considerando los resultados de este capitulo obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.6.11 Toda isometria del plano puede clasificarse en: la identidad, reflexion, rotacion,
traslacion o reflexion deslizada.

2.7. Ejemplos
Para finalizar este capitulo se muestran algunos ejemplos visuales sobre el uso de transformacio-

nes isométricas, tanto de manera individual como la combinacién de estas, para la elaboraciéon de
obras artisticas. Algunos conceptos, como teselados y frisos, se estudiaran en el capitulo siguiente.

Figura 2.27: !

En la figura 2.27 (a) destacamos el uso de traslaciones sobre diferentes figuras; con esta trans-
formacién isométrica se genera un patron geométrico.

118 plates of ornamental tiles from the Afghan Boundary Commission Pl 18. (1884) Afghan Boundary Commis-
sion. Group IX,SUW No. 8, The Swan, No. 8. (1915). Hilma af Klint.
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En 2.27 (b) notemos el uso de la rotaciéon sobre una forma de apariencia cibica, cuyo punto de
rotacion se ubica en la figura central. De esta manera se crea un patrén circular.

Figura 2.28: 2

En 2.28 (a) la parte superior de esta obra observamos el uso de rotaciones (flor blanca y rosas).
En la parte inferior notamos reflexiéon y traslacion.
En 2.28 (b) observamos reflexiones, traslaciones, rotaciones y en particular semigiros.

2Childhood Group IV. (1907). Hilma af Klint. Deutliche Verbindung (Clear Connection). (1925). Wassily Kan-
dinsky.
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Capitulo 3

Simetria en el plano euclidiano

Uno de los artistas méas conocidos por basar su obra en conceptos mateméticos es Maurits
Cornelis Escher (1898-1972). La obra de Escher es sumamente popular entre la comunidad
cientifica pues esta juega con el infinito, el equilibrio, lo blanco y negro, la dualidad y la simetria.

Escher veia el mundo con una peculiar mirada artistica. Encontré arte en la vida cotidiana y
entendié la matemaéatica de manera estética; jugd con las dimensiones y transformaciones. Mezclo
figuras geométricas segtin sus rotaciones, traslaciones y demés propiedades que, si bien no entendia
de manera formal, eso no le impidi6 involucrarlas en sus creaciones.

Figura 3.1: !

En la figura 3.1 se muestra un detalle del piso del museo Escher en Het Paleis, ubicado en
Paises Bajos. Este detalle ofrece al espectador la sensaciéon de belleza y equilibrio. Pero, ;por qué?

M.C. Escher no es el tnico artista cuya obra estd salpicada de matematica. De hecho,
la matematica y el arte estdn més relacionados de lo que aparentan. Por ejemplo, en obras
arquitecténicas tan antiguas como el Partenén, construido entre los anos 447 a. n. E. y 432 a. n.
E., ubicado en la actual Atenas, Grecia; o en el trabajo de diversos artistas, sobre todo de aquellos
que pertenecen al movimiento Op-art.

ITomado de Escher Floor Pattern [Fotografia|, por Stanley Zimny, 2009, Flickr (https://flic.kr/p/XwnaFb). CC
BY-NC 2.0
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3.1 La mateméatica de la simetria,

Observemos las siguientes imagenes:

Figura 3.2: 2

Imaginemos que trazamos una linea vertical a la mitad de la primera figura. ;Qué sucede
con esta? A excepcion de algunos detalles propios de la mano del artista, el dibujo es igual del
lado derecho que del lado izquierdo. Se dice que este es simétrico respecto a la linea vertical. Sin
embargo, si se repite este ejercicio en la segunda figura esto no ocurre, es asimétrica.

Sin embargo, desde un punto de vista matematico la simetria va mucho més alla de una caracte-
ristica estética. No es una forma, sino una transformaciéon que permite mover y comparar objetos.
En este capitulo nos adentramos a las nociones matematicas que estudian la simetria y donde se
utilizan tales nociones con el fin de crear motivos artisticos tales como rosetas, frisos, mosaicos y
patrones repetitivos. Puede consultar [8], [6] y [13].

3.1. La matematica de la simetria

Definicién 3.1.1 Sea A C R? un subconjunto. Una simetria de A es una isometria T : R? — R?
tal que A permanezca invariante, es decir T(A) = A.

Cuando decimos que un objeto es simétrico nos referimos a que podemos aplicarle ciertas
isometrias las cuales dejaran a la figura sin cambios pero que a su vez, puede mover cada uno
de sus puntos. A este tipo de isometrias les llamamos operaciones simétricas. Si una figura tiene
dinicamente a la identidad como simetria decimos que tiene simetria trivial.

Definiciéon 3.1.2 Decimos que una figura F' del plano tiene simetria rotacional si y s6lo si alguna
rotacion, diferente de la identidad, es simetria de F. El centro de dicha rotacion es llamado el
punto de simetria de F.

Definicién 3.1.3 Decimos que una figura F' del plano tiene simetria especular o de reflexién si y
sblo si alguna reflexion es simetria de F'. La recta de reflexion de la misma es denominada eje de
simetria de F'.

Definicion 3.1.4 Decimos que una figura F' del plano tiene simetria bilateral si y solo si F' tiene
una unica recta de reflexion.

Ejemplo 3.1.5 Las simetrias de la letra “E” son la identidad y una reflexion horizontal, por lo
cual tiene simetria bilateral y dos operaciones simétricas.

28kt.Adolf,=Ringen=Hall (1922). Adolf Wolfli. Netz=Schlange, vom Wili=Wald,=Skt.
Adolf=Thurm,=Hoof=Ring,=Uhrwald, in Amerika (1921). Adolf Wolfli.
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3.2 Grupos de simetria

Figura 3.3

Una figura en el plano puede admitir diversas simetrias, por ejemplo:

Ejemplo 3.1.6 Las simetrias de la letra “H” son la identidad, una reflexion horizontal, una reflexion
vertical y un semigiro cuyo centro de rotacién estd en el punto en que las dos reflexiones se
intersectan. Es decir, tiene cuatro operaciones simétricas.

Figura 3.4

3.2. Grupos de simetria

Proposicién 3.2.1 El conjunto S(A) = {T" | T : R? — R? es una isometria, y T(A) = A} es
llamado el grupo de simetria de A bajo el producto.
Demostracion.

a. Sean T1,T» € S(A), donde T1(A) = Ay To(A) = A, entonces ToT1(A) = A; es decir, el
producto de simetrias es una simetria.

b. Sea I : R? — R? la isometria identidad. Luego, I(A) = A; es decir, I es una simetria para
cualquier conjunto A de R2.

c. Sea T € S(A), ya que esta es una isometria entonces tiene inversa, denotada por T—1, la cual

también es una isometria. Asi, 7T ! =TT =I.
Multiplicando a A = T(A) por T~! en ambos lados se sigue que:

T YA =T7'T(A) =1(A) = A
es decir, T~1(A) = A. Asi, el inverso de una simetria es una simetria.
d. Sean T1,T5,T3 € S(A). Veamos que S(A) satisface la asociatividad del producto:
(T T2)T5](A) = Th[(T2T3)](A
= T[Tx(Ts))(A
= [ )(T5)(A
It

)
)
)
= [(T1T2)T3](A)
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Por lo tanto, S(A) es un grupo.
En el caso que una figura tenga simetria trivial, su grupo de simetria serd de orden uno y consistira
tinicamente de la identidad.

Corolario 3.2.2 Si A C R?, entonces S(A) es un subgrupo de I'som en R2.

Ejemplo 3.2.3 Sea A = AABC un triangulo equilatero. Las simetrias de A son:
a. La identidad.

b. Las rotaciones R; g, Rz, R30, donde § = 120°,240° respectivamente, alrededor del centro O
del triangulo.

c. Las reflexiones R,,,, Rm,, Rm,, donde m; es la mediatriz de AB, mo es la mediatriz de BC
y mg es la mediatriz de C'A.

Asi, el grupo de simetrias de A es:
S(A) = {(R1797 R2797 R3,9) U (lea Rm27 Rm3)7I}

Note que este grupo es de orden 6.

Figura 3.5

Ejemplo 3.2.4 Sea A = OABCD. Las simetrias de A son:
a. La identidad.

b. Lasrotaciones R; 9, R2 9, R3,9, donde § = 90°,180°, 270° respectivamente, alrededor del centro
de A, en un sentido antihorario.

c. La reflexion Rac en la diagonal AC.
d. La reflexién Rgp en la diagonal BD.
e. Las reflexiones R,,, R,,, donde m es la mediatriz de AB y my es la mediatriz de BC.
Asi, el grupo de simetrias de A es:
S(A) = {(Rac, Rep, Bm, Rm,) U (R19, Royg, Rsp),I}

El orden de este grupo es 8.
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3.3 Rosetas

Figura 3.6

Es posible analizar un patréon geométrico mediante las transformaciones isométricas que lo
preserven, es decir, mediante sus grupos de simetria. Los patrones geométricos del plano se dividen
en tres grupos:

1. Grupos de Rosetas, el cual no contiene traslaciones.
2. Grupos de Frisos, el cual contiene traslaciones paralelas a una direcciéon dada.
3. Grupos del Papel pintado, el cual contiene traslaciones en direcciones no paralelas.

En las siguientes secciones analizaremos cada uno de estos grupos.

3.3. Rosetas

Retomando el ejemplo 3.2.5, consideremos tinicamente el conjunto de las rotaciones del triangulo
equilatero:

S(A) ={Ri100, R29, R2,0}

donde 6 = 120°,240°; este conjunto sigue siendo un grupo bajo la composicion.

Notemos que los elementos de este grupo pueden obtenerse tomando un elemento del conjunto y
combinando a este mismo varias veces. Supongamos que r denota la rotaciéon por 120°, reescribiendo
al conjunto de las rotaciones quedaria:

S() = (0.1, r%)
Este tipo de grupo recibe el nombre de grupo ciclico (definicion 1.x.x).

Definicién 3.3.1 Sean p € R? un punto fijo y n > 1. El grupo C,, es el grupo ciclico de orden n,

™
el cual consta de las rotaciones alrededor de p, por un angulo —, donde k£ =0,1,2,...n — 1.
n

Ejemplo 3.3.2 Las simetrias del conjunto C5 son la identidad y un semigiro alrededor del centro.

Figura 3.7: Cy
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En particular, al grupo de rotaciones del tridangulo equilatero se le denomina C3. Asi mismo,
el grupo de rotaciones del cuadrado del ejemplo 3.2.6 es Cy = {r%, 71,72 73}, donde r = 90°.

Es importante recalcar que el grupo ciclico C,, tiene inicamente n rotaciones y ninguna refle-
xion.

Figura 3.8: Ejemplo de C5. El triskelion, es una figura presente en muchas culturas. Forma parte
esencial del arte céltico donde representa equilibrio, al principio y fin, la evolucién y el crecimiento.?

Pero, ;qué pasa cuando también se considera a las reflexiones del objeto? Analicemos ahora
el grupo S(A) = {(Rac, Rep, Rm;, Rm,) U (R1,0, Rog, Rsyg), I}, es decir, el grupo de simetria
del OABCD. (Es este grupo ciclico? Por los resultados de la seccion 2.4 se sabe que el inverso de
una reflexion es ella misma y que el producto de dos reflexiones no es otra reflexion. Con esto, se
concluye que el grupo no es ciclico. Esta clase de grupo recibe el nombre de grupo diédrico.

Lema 3.3.3 Las 2n simetrias de un poligono regular de n-lados forman un grupo llamado D,
para n > 3.

Demostracion. Para n > 3, un poligono regular de n-lados tiene n ejes de simetria y n simetrias
rotacionales alrededor del punto de simetria, con los cuales se forma un grupo.

Ademaés, como este grupo contiene n rotaciones y n reflexiones, el orden de D,, es 2n. Asi, se
obtiene la siguiente definicién.

Definiciéon 3.3.4 D,, es el grupo que contiene a todos los elementos de C,, més las reflexiones en
n rectas las cuales tienen el mismo angulo de inclinacién. Este grupo se denomina grupo diédrico
y su orden es 2n.

Ejemplo 3.3.5 El grupo de simetrias de AABC' del ejemplo 3.2.5 es D3 y su orden es 6. El grupo
de simetrias de JABCD del ejemplo 3.2.6 es D4 cuyo orden es 8.

Ejemplo 3.3.6 El grupo diédrico D; es el grupo de simetrfa de un segmento AB, que esté formado
por: la identidad y un semigiro alrededor del punto medio de AB; su orden es 2.

Figura 3.9

Ejemplo 3.3.7 El grupo diédrico Ds es el grupo de simetria de un rectangulo ABC'D formado
por: la identidad, las reflexiones R, Ry, , donde m es la mediatriz de AB y m; es la mediatriz de
BC, la rotacion R de 180° alrededor del punto de intersecciéon de m,m1; su orden 4.

3Triskele Symbol by AnonMoos. CC BY-SA 3.0.
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Figura 3.10

Es importante recalcar que, atin cuando estos grupos fueron construidos a partir de poligonos
regulares, también son el grupo de simetria de diversos objetos.

Notemos que los grupos D; y Cs son isomorfos: pese a que su representacién geomeétrica
es diferente, ambos consisten en un semigiro y la identidad y son de orden dos. Sin embargo,
el grupo ciclico Cy y el grupo diédrico Dy no son isomorfos pese a compartir el mismo orden,
4. Su estructura es diferente pues, mientras C4 contiene dos operaciones de periodo cuatro, las
operaciones de Dy son de periodo dos, exceptuando a la identidad.

Ya que D,, contiene a los elementos de C,,, para n > 3, podemos concluir que toda figura
invariante en D,, permanecerd invariante en C,,. Esto no ocurre en sentido contrario. Observemos
las siguientes figuras:

Vi ‘\ o~ //\\\\
/f \\ .‘-. ,.\
/ \/
Figura 3.11

Figura 3.12

La primera fila es una simetria de C),, donde n = 3,4, 5, pero no lo es de D,, pues debido a
los “picos” de las figuras, la reflexién no deja invariante a estas. En cambio, si eliminamos estos
“picos” (segunda fila), estas ya son simetrias de D,,.

Los grupos ciclicos y diédricos son herramientas bésicas para el estudio de la simetria de las
rosetas. Las rosetas son motivos decorativos, usualmente en forma de flor. Han sido utilizadas en
la escultura y arquitectura desde tiempos Mesopotédmicos, aunque alcanzaron su mayor auge en la
antigua Grecia. Pueden encontrarse también en Asia y Egipto.
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Figura 3.13: Roseta*

Definicion 3.3.8 Una roseta es una figura F’ del plano la cual tiene al menos una simetria rotacional
diferente de la identidad, donde todas las rotaciones comparten el mismo centro c.

Definicion 3.3.9 El grupo de simetrias de una roseta es denominado el grupo de roseta.

Las rosetas y sus grupos de simetria estan presentes en muchos dmbitos aparte del arte, por
ejemplo en la naturaleza con las flores y algunas plantas, los copos de nieve y los minerales, donde
son empleados para estudiar la estructura de los cristales.

Para finalizar esta seccién presentamos el siguiente teorema, el cual se atribuye a Leonardo DaVinci.

Teorema 3.3.10 Sea G un grupo de isometrias. Si G es finito entonces es C,, o D,, para n > 1.
Demostracion. Sea G un grupo finito de isometrias, entonces G contiene inicamente rotaciones y
reflexiones.

Caso 1. G contiene tinicamente rotaciones.

1. G es el grupo C1, es decir, el grupo identidad.

2. Supongamos que G contiene una rotacién diferente de la identidad R, ¢ y que Ry es una
rotacion diferente de la identidad la cual también esta en G, tal que p # ¢. Entonces, G debe
contener a R;}JR; éRq,aRpﬁ? la cual es una traslacion (proposicion 2.4.10). Pero, G contiene
dnicamente rotaciones, por lo que p = q y todas las rotaciones diferentes a la identidad tiene
su centro de rotacién en p.

Ya que R, estd en G, también lo estd R, _g. Notemos ademas que todos los elementos de
G pueden escribirse de la forma R, g, donde 0 < 0 < 2.

Sea R = R, ¢, donde 6 toma el minimo valor positivo. Si R, 3 estda en G, con 3 > 0, entonces
B — k6 no es positivo ni menor que ¢, donde k € Z. Por lo cual 8 = kf y R, 3 = R*. Es
decir, los elementos del grupo G son las potencias de R, con lo cual se satisface la definicion
de grupo ciclico. Por lo tanto G es un grupo C,, para n > 1.

Caso 2. G contiene rotaciones y al menos una reflexion.

Por el corolario 2.6.7 sabemos que el subgrupo de todas las isometrias pares de G forman un
subgrupo finito de G. Dicho grupo debe ser ciclico C,,, generado por alguna rotacién R, .
Entonces las isometrias pares de G son las n rotaciones de la forma R, R?, ..., R", donde R" = f,
con f una isometria par.

Supongamos que G contiene m reflexiones. Si H es una reflexiéon en G, entonces la n-ésima
isometria impar RH,R2H,...,R"H estd en G, por lo que n < m. Por otro lado, la m ésima
isometria impar multiplicada por la izquierda por H da m isometrias pares distintas, por lo que

4Study of a Classical Rosette, (1776-79). Thomas Hardwick.
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m < n. Por lo tanto m = n y G contiene 2n elementos generados por la rotacion R y la reflexion
H.

Sin =1, entonces G = (H), si n > 1, entonces RH debe ser una reflexion cuya recta de reflexion
cruza el centro de la rotaciéon. Por lo tanto, el grupo satisface la definiciéon de grupo diédrico, con
lo cual concluimos que el grupo G es diédrico D,, para n > 1.

Con lo cual tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.3.11 Los grupos de rosetas son C, o D,,, paran > 1.

(a) C7 (b) D7

Figura 3.14: Ejemplos del grupo C; y Dr.

3.4. Frisos

Los frisos son franjas delimitadas por un par de rectas paralelas, por ende su longitud es infinita
y su ancho finito, dentro de la cual un objeto se mueve sucesivamente conforme a la traslacion y
su combinacién con las diferentes transformaciones isométricas del plano, dependiendo del tipo de
friso que se busque generar.

Figura 3.15: Frisos del Gran Palacio Real de Bangkok, Tailandia.

Los frisos son comtinmente empleados en la arquitectura como ornamento de edificios, tanto
antiguos como modernos, de igual manera pueden utilizarse como motivos decorativos en interiores.
Algunos ejemplos notables pueden encontrarse en edificios antiguos de Grecia, Roma y Egipto.

3.4.1. Grupos de frisos

Definicion 3.4.1 El grupo de simetria de un friso F' consiste en el conjunto de isometrias del
plano, el cual deja invariante a la recta [ y que contienen a las traslaciones T,,,, donde n € Ny v
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es el vector no nulo de traslacién cuya longitud es z y ademas, es paralelo a .

Es decir, es el grupo de simetrias de un patrén sobre una franja el cual permanece invariante
bajo una traslacion sobre la franja. Ademéas de las traslaciones, las demas simetrias que dejan in-
variante al patréon pueden ser semigiros, reflexiones tanto horizontales como verticales y reflexiones
deslizadas.

Proposicion 3.4.2 Existen siete grupos de frisos.

Demostracion. Los grupos de frisos se generan al combinar las transformaciones isomé-

tricas mencionadas anteriormente. Vamos a denotar a la traslacion, reflexiéon horizontal,
reflexion vertical, semigiro y reflexion deslizada con las letras T, H,V,S y G respectivamen-

te. Al combinarlas sin restricciones obtendremos un total de 16 grupos de simetria, a saber:

T,TH, TV, TS, TG, THV, TVG, THG, THS, TSG, TVS, THVS, THSG, TSVG, THVG, THSVG.
Para obtener los siete grupos se hace un proceso de eliminacion.

Caso 1: No puede ocurrir TH, THS y THVS.
Por definicién, una reflexion deslizada es el resultado de componer una traslacion con una reflexion
o viceversa, pues el orden no importa. En consecuencia G puede ser descrita como ToH o HoT,
por ende estos casos se descartan.

Caso 2: No ocurre TVG.
Bajo argumentos similares al anterior, la reflexion deslizada G puede ser descrita como T oV o
V oT, con lo cual este caso se descarta.

Caso 3: no ocurre THV ni THVG.
Por resultados del capitulo anterior (proposicion 2.4.10), la composicion de dos reflexiones
diferentes es una rotacion, cuyo centro de rotacion se ubica en el punto de interseccion de ambas.
Luego, HoV =S=VoH.

Caso 4: no ocurre TVS.
Ya que S tiene su centro de rotacién en el punto medio del friso, este punto es la intersecciéon de
dos reflexiones. Tomemos la reflexiéon V' como una de estas reflexiones, entonces necesariamente
H debe ser la otra reflexion.

Caso 5:: no ocurre TSG ni THSG.
Al construir un friso utilizando tnicamente a S,T y G de manera inmediata surge la reflexion
vertical V.

Descartando estos casos nos quedan tnicamente siete opciones: T, T'S, TV, TG, THG, TSVG
y THV SG.

Ahora que hemos comprobado que existen tnicamente siete grupos de frisos procedemos a
detallar cada uno de ello. Nuestra figura base es asimétrica, en este caso una hoja de arbol.

F12 T.

Es el tipo de friso mas simple, consiste en la traslaciéon de una longitud x a la derecha de una
determinada figura sin la intervenciéon de ninguna otra transformaciéon. Este grupo es denotado
por:

F={M"|neZ}
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6 66666

Figura 3.16

FQZ TG.
Consiste en la aplicacion sucesiva de la reflexion deslizada T o Ry, donde T es la traslacion original
y cuya recta de reflexion es la recta invariante [.

F,={(ToR)" |n€eZ}

Figura 3.17

F5: TV.
Consiste en trazar un eje vertical a la derecha del objeto inicial, mismo que posteriormente se
refleja sobre dicho eje; asi F/ = F U V(F). Luego se traslada F' sucesivamente bajo T,,.

F; = {(Tv)n(v)m ‘ n€Z,m=0, 1}

Donde R, denota a la reflexién sobre el eje vertical.

0h 0 0 0 (

Figura 3.18

F42 TS
Sea P el punto medio en la base de la figura; se hace un semigiro alrededor de P. Posteriormente
se traslada este nuevo patréon aplicando sucesivamente 7T'.

E,={M"™S™ | neZ,m=0,1}
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6 6 ¢ 6
y 9 9 9

Figura 3.19

F5: TSVG.
Es generado por una reflexiéon deslizada R; o T y un semigiro alrededor de P.

Fs={S"(ToR)"n€Z,m=0,1}

h 6 &
v ¥ ¢

Figura 3.20

Fs: THG.
Es generado por la reflexion horizontal en [ del objeto inicial, donde [ es la recta invariante,
obteniendo asi F/ = F U H(F). A este nuevo objeto se le aplica sucesivamente la traslacion T

Fo = {(T)"(H)™ |n€Zm=0,1}

Figura 3.21

F7 : TSHVG.

Es generado por una reflexion vertical sobre el objeto inicial. Uniendo ambos objetos: F/ = F U
V(F). Posteriormente a F’ se le aplica una reflexion horizontal: H(F’). Finalmente, se aplica de
manera sucesiva 1" al nuevo patrén generado.
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3.4.2.

Ejemplos

0h 0 0O 0 (

YUY

Figura 3.22

Ahora que conocemos los siete tipos de frisos nos preguntamos, ;cémo puedo identificarlos? El
siguiente diagrama, adaptado de [13] muestra una manera rapida de analizar un friso con el fin de
ubicar a qué tipo pertenece.

¢Hay
reflexion
vertical?

<

/'

/‘
S|'-<

e,
/“

o<

iHay
reflexion
horizontal?

iHay
reflexion
horizontal
o reflexion
deslizada?

.

N7

<

Ng

si THG
o Si
chay
No semigiro?
No
éHay Si
Si reflexion
horizontal?
No
Si
No LHay
semigiro?
No

Figura 3.23

TSHVG

TV

TG

TSVG

TS

Con ayuda del diagrama anterior mostramos algunos ejemplos de frisos asi como el grupo al
que pertenece cada uno de estos.
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Figura 3.24: °

En la parte superior y lado izquierdo de la figura anterior se observan diferentes frisos, siendo
estos del tipo F} y Fb.

Figura 3.26: 6

El friso de la figura 3.26 es uno de los mas completos pues es una combinacion del tipo Fr y
F3.

3.5. Teselados

Los teselados nacen después de que el ser humano empezara a construir inmuebles como templos
o viviendas. Motivados por disenos estéticos que fueran agradables a la vista, antiguas civilizaciones
cubrieron las paredes de dichos inmuebles con diversas figuras planas. Uno de los primeros registros
se encuentra en los patrones repetitivos hechos con arcilla por los sumerios, hace aproximadamente
4000 anos a.n.e.

5Portion of the Lions Frieze from the Ancient Persian Palace at Susa. (1912). James Ward.
6Tomado de Ornate Plaster Freize Detail [Fotografia], por Dominic Alves, 2010, Flickr
(https://flic.kr/p/83N1RW). CC BY 2.0
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Figura 3.27: Teselacion como decorado en un edificio de la ciudad de Puebla, México.

Cada cultura representaba diferentes motivos en sus decorados. Los romanos, por un lado,
enaltecian la figura del hombre y la naturaleza, mientras que los arabes utilizaban figuras
geométricas de diversos colores.

A partir de entonces los teselados han permeado a través de los anos. En el arte contemporéaneo
no so6lo sirven como decoracion, sino que artistas, como M.C. Escher o Koloman Moser, los han
introducido en su obra.

Etimologicamente, la palabra “tesela” procede del latin “tesella”(azulejo) que a su vez proviene
de la palabra griega ‘“tessares”(cuatro). Segun la RAE una tesela es “cada una de las piezas que
forma un mosaico”.

Figura 3.28: Fachada de edificio en Puebla, México.

De manera informal, una teselaciéon consta en cubrir una superficie con un patréon repetitivo
de figuras geométricas, de tal manera que las figuras no se superpongan ni dejen huecos sobre la
superficie.

Definicion 3.5.1 Una teselacion T en el plano es una familia numerable de subconjuntos cerrados
en R?, los cuales satisfacen las siguientes condiciones:

1. Los elementos de T recubren al plano, es decir:
R*=JT
ieT

2. Cualesquiera dos elementos de 7 no se sobreponen, es decir, el interior de los subconjuntos
cerrados de 7 son disjuntos dos a dos.
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La teselaciéon también es llamada mosaico o embaldosado, mientras que a cada elemento de
una teselacion se le denomina tesela.

Notese que la suma de los angulos interiores de las figuras que coinciden en cada vértice debe
ser igual a 360°. ;Por qué? Obsérvese las siguientes figuras.

(b)

Figura 3.29

El que los angulos interiores sumen 360° garantiza que no habra huecos y que las figuras en
cuestion no se sobrepondran; en cambio, si la suma es inferior entonces habra espacios, si es mayor
las figuras se sobrepondran.

Definicion 3.5.2 Dos teselas son congruentes si tienen el mismo tamano y forma o bien, si coinciden
a través de una transformacion isométrica del plano.

Figura 3.30: Teselas congruentes

Al construir una teselaciéon hay diversos poligonos que son congruentes entre si. El conjunto
de estos poligonos congruentes funge como “modelo” de las teselas y es con base a este que la
teselacion se forma. A estos elementos se les denomina como “prototeselas”. Con esto, tenemos la
siguiente definicion.

Definicién 3.5.3 Dada una teselacion 7 = {7I,, | n € N}, el conjunto S de prototeselas es un
subconjunto de 7 donde cada tesela T' € T es congruente con una prototesela S € S y ademas, los
elementos de S no son congruentes entre si.

Definicién 3.5.4 Una teselaciéon se denomina monoedral si es posible obtenerla mediante una
prototesela.

La definicion anterior puede extenderse a un mayor ntmero de prototeselas. Cuando la
teselacion se genera por medio de dos prototeselas se denomina diedral. De manera sucesiva, al
tener n-prototeselas decimos que la teselacion es n-edral, para n > 1.
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Al inicio de este capitulo definimos qué es una simetria. Este concepto puede extenderse a
conjuntos mas elaborados como las teselaciones. De manera informal, cuando una persona analiza
una teselacion, si al girarla o moverse al lado, la teselacion permanece igual que en un inicio,
decimos que esta es simétrica.

Definicion 3.5.5 Una isometria f es una simetria de 7 si mapea a toda tesela de 7 en una tesela

de T, es decir f(T)=T.

De hecho, el concepto de simetria es extenso y puede llevarse mas alla. Por ejemplo, para las
teselaciones que tienen algin decorado en sus teselas, una simetria es aquella isometria que mapea
a toda tesela decorada de T a una tesela decorada de 7T, de tal modo que el decorado permanezca
invariante. El estudio de la simetria del color es muy amplio y rico. Para la persona interesada en
este tema puede consultar [6] y [7].

Al igual que en el caso de los frisos, el concepto de grupo de simetria puede extenderse hasta
las teselaciones.

Definicion 3.5.6 El conjunto S(7T) es el grupo de simetria de 7.

Como se menciond en la seccion 3.1, si una teselacion admite una simetria aparte de la identidad,
decimos que es simétrica.

Definicion 3.5.7 Sean 7 una teselacion del plano y T una tesela de T, cualquier simetria de T
que mapee a T en ella misma es también una simetria de T.

Lo contrario a la definicién anterior no es estrictamente cierto. Por ejemplo, en la figura 3.31
la dnica simetria de T que mapea a cualquier tesela T' en ella misma es la identidad, pero la tesela
T al ser un cuadrado tiene un conjunto de 4 simetrias.

Figura 3.31

Definicion 3.5.8 Dos teselas T1,T> € T son equivalentes si el grupo de simetria S(7) contiene
una transformacién isométrica que mapee a T} en T5.

El conjunto de todas las teselas de T que son equivalentes a T es llamado la clase transitiva de
T.

Definicién 3.5.9 [6] Si todas las teselas de 7 forman una clase transitiva de 7, decimos que 7 es
isoedral. Es decir, que es transitiva respecto a todas sus teselas.

Definicion 3.5.10 Si una teselacion T tiene n-clases transitivas, entonces 7 es denominado n-
isoedral, para n > 1.
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Figura 3.32: Teselacion isoedral

Definicion 3.5.11 Sean 7 una teselacion en el plano y S(7) su grupo de simetria. Si es-
te grupo contiene transformaciones que mapean a un vértice cualquiera de T en otro vértice
de T, entonces los vértices forman una clase transitiva. Asi, la teselacion T es denominada isogonal.

Al igual que en casos anteriores, el concepto anterior puede generalizarse a una teselacion
n-isogonal cuando los vértices forman n-clases transitivas, para n > 1.

Figura 3.33: Teselacion isogonal

Definicion 3.5.12 Una teselacion 7 es monogona cuando todo vértice y sus respectivos lados
incidentes, forman una figura congruente a cualquier otro vértice y sus lados incidentes.
Finalmente, tenemos la siguiente definicién.

Definicion 3.5.13 Sean 7 una teselacién en el plano y S(7) su grupo de simetria. Si este
grupo contiene transformaciones que mapean a una arista cualquiera de T en otra arista de T,
entonces las aristas forman una clase transitiva. En este caso la teselacion 7 es denominada isotoxal.

Las definiciones anteriores pueden causar confusion al momento de diferenciarlas. Cabe notar
que estos conceptos no son iguales entre si.

Figura 3.34: [6] Teselado mono6gono, no isogonal.

o4



Simetria en el plano euclidiano
3.5 Teselados

Antes de estudiar conceptos més elaborados, exhibimos un par de teselaciones bésicas.

Lema 3.5.14 Todo triangulo puede teselar el plano.

Demostracion. Sea A ABC un triangulo cualquiera y P el punto medio del segmento BC. Aplicando
un semigiro alrededor de P el vértice B coincidira con el vértice C' del triangulo rotado. De esta
manera obtenemos un cuadrilatero (figura 3.35).

Figura 3.35

Recordemos que los dngulos interiores de un cuadrilatero cualquiera suman 360°. Para com-
probar esto bastara descomponer al cuadrilatero en dos tridngulos de manera similar al proceso
del lema anterior. Ya que los angulos interiores de todo tridngulo suman 180°, al multiplicar esta
cantidad obtenemos 360°.

Lema 3.5.15 Todo cuadrilatero puede teselar el plano.

Demostracion. Sean ABCD un cuadrilatero arbitrario y P el punto medio de alguno de sus lados.
Al realizar un semigiro en torno a P de manera repetitiva se construye una teselacion. Los angulos
de cada una de las teselas seran los mismos 4dngulos de la figura original. Ademas, como notamos
anteriormente, la suma de los 4ngulos de cada cuadrilatero es de 360°, por lo que la teselacién no
tendra huecos ni figuras sobrepuestas.

(b)

Figura 3.36

Con los lemas anteriores surge una pregunta: jtodos los poligonos pueden teselar el plano?
La respuesta es no. Un ejemplo de esto puede observarse en la figura 3.29. En las siguientes
subsecciones estudiaremos qué poligonos si pueden formar teselaciones.

La notacién que utilizaremos es el codigo Schléfli: sea V' un vértice cualquiera del teselado,
[qué figuras coinciden en V? En la figura 3.37 son cuatro cuadrados de cuatro lados, esto se denota
mediante 4.4.4.4.

95



Simetria en el plano euclidiano
3.5 Teselados

Figura 3.37

Es decir, se enumeran los lados de los poligonos regulares que rodean cada vértice.

3.5.1. Teselaciones regulares

Definicién 3.5.16 Una teselaciéon monoedral es regular si sus prototeselas son poligonos regulares.

Proposicién 3.5.17 Si 7 es una teselacién monoedral regular en el plano R?, entonces 7 esta

formada por tridngulos equilateros, cuadrados o hexdgonos regulares.

n—2)w 2w
Demostracion. Sea un poligono de n-lados cuyo angulo interior mide 5 = u =7 — (—

n
Para que una teselacion se forme requerimos que la suma de los angulos en cada vértice sea 27 o
360°; es decir,

Ahora, veamos para qué valores esto se cumple,

2 2(n —2
n__ (n )+4:2+ 4
n—2 n—2 n—2

también lo sea. Los divisores

Notemos que, para que sea entero, necesitamos que

enteros de 4 son £1, £2, +4. Luego, n —2 = +1, +2, +4. DZ esta manera, los valores que puede
tomar n son —2,0,1,3,4,6. Sin embargo, buscamos un poligono, por lo que el minimo valor de n
debe ser 3.

Por lo tanto, n = 3,4, 6.

La suma de los angulos en cada vértice es:
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(a) 6260° = 360° (b) 4z90° = 360°

/

(c) 3¢120° = 360°

Figura 3.38

En la figura 3.37 se exhibe una teselaciéon del tipo 4.4.4.4 y en la figura 3.39 las teselaciones
6.6.6 y 3.3.3.3.3.3.

(a) 6.6.6 (b) 3.3.3.3.3.3

Figura 3.39

3.5.2. Teselaciones semirregulares

Definicion 3.5.18 Una teselacion T semirregular es aquella que esta formada por dos o mas
poligonos regulares tales que el mismo tipo de poligonos sigan el mismo orden alrededor de cada
vértice.

En cada vértice debe haber al menos tres poligonos y maximo seis. Nuevamente, la suma de los
angulos interiores en cada vértice debe ser 360°.
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Los teselados semirregulares se crean mediante la combinacién de triangulos equilateros,
cuadrados, hexagonos regulares, octagonos regulares y dodecagonos regulares.
En la siguiente tabla se muestran las combinaciones posibles.

Lados Angulos
3-12-12 60° + (150° x 2)
4-6-12 90° + 120° 4 150°
4-8-8 90° + (135° x 2)

3-3-6-6 | (60° x 2) + (120° x 2)
3-4-4-6 | 60° + (90° x 2) + 120°
3-3-3-4-4 | (60° x 3) + (90° x 2)
3-3-3-3-6 (60° x 4) + 120°

Notese que 3-3-3-4-4 puede acomodarse de dos formas: 3-3-3-4-4 y 3-3-4-3-4.

Enseguida se presentan los ocho tipos de teselaciones semirregulares con su respectiva notacion.

. , y .
Ri -oal I” \\._\[,-,/' "“\._’/j_\{[;-"’._-
,/-/L\\_// o .-'/ \.\_,/'.."\\_
7 v . —
S O A
(a) 3.12.12 (b) 4.6.12
,."'\ M
\(
(c) 4.8.8
s
5 ;
S T o % ol WX
N /:" \_\If,r \ \/.- \\/.’ \;
J/\ _:?L\\ , J\\ '_fl\\_ ,.J'J\_ ;"Jr b
A ., ¢ VAN, v N, V.
(e) 3.4.6.4 (f) 3.3.3.4.4
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N ABAL NI F
SO NIY, NN

X A ANAL Y

(g) 3.3.4.3.4 (h) 3.3.3.3.6

Figura 3.40: Los ocho tipos de teselaciones semirregulares.

Si una serie de k—poligonos regulares de ny,no, ..., ny lados coinciden en un punto sin dejar ningin

intérvalo o hueco, entonces,

para k = 3,
-2 -2 -2
(M= 22 7 21800 = 360°
n n2 n2
o bien,
1 1 11
ny %) ns - 2
para k = 4,
1 1
— — -1
niy N4
para k =5,
1 r
s ns N 2
para k = 6,
1 1
—+ ..+ —=2
n1 ns

A partir de las cuales se obtienen las siguientes soluciones:

Para nq,ns,ng, donde ny < ny < ns,

o ns

12

oo
oo

w e e o3
o

Para ny,ns,n3, ng, donde ny < no < ng < ny,

Ty

S
3
N
S
)

(=2}

W W W
W s W

= O
[«

Notese que 3 —3—-4—-12=3-3-3—-4—-4.
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Para ni, N2, N3, Nq,Ns, donde ny <ng < ng <ng < ns,

ny | Ng | N3 | Ng | Ny

Para ni,n2,ns, n4,ns, ne, donde ny < ng < ng < ng < ns < ng,

ny N9 ns g

S
S

e

Con esto hemos probado la siguiente proposicion:

Proposicion 3.5.19 Existen 11 formas posibles de teselar al plano mediante poligonos regulares,
tal que todos los vértices sean del mismo tipo.

Notemos que, de estas 11 combinaciones, tres corresponden a las teselaciones regulares. Las
otras ocho corresponden a las teselaciones semirregulares. Asi, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.5.20 Existen ocho teselaciones semirregulares uniformes.

3.5.3. Teselaciones demirregulares

En diversos libros de matemaéticas se introduce este tipo de teselaciones. Sin embargo, al ser
una clasificacion joven, de no mas de un siglo, hay diferencias entre autores y sus definiciones.

Algunos autores como Ghyka (1946, [4]), comparten que el nimero de teselaciones demirre-
gulares son 14, sin embargo el listado presenta diferencias entre si. Por otro lado, Griinbaum y
Shephard (1987, [6]) sefialan un listado de 20 teselaciones de este tipo, mismas que fueron enume-
radas anteriormente por Krétenheerdt en 1969. Estos 20 tipos también presentan diferencias con
los demaés listados.

Exhibimos el listado de Griinbaum y Shephard, el cual se basa en el trabajo de Krétenheerdt.

Definicion 3.5.21 Una teselacion T es k-uniforme si y solo si es k-isogonal y ademas, sus teselas
son poligonos regulares, para k > 1.

Es decir, una teselacion arista a arista de poligonos regulares es n-uniforme si sus vértices
forman exactamente n-clases transitivas respecto al grupo de simetrias de la teselacion.

Lema 3.5.22 Existen 20 tipos distintos de teselaciones arista a arista de poligonos re-
gulares que son 2-uniformes: (3%,3%,6)1, (3%,3%4,6)2, (3%,324,12), (3%32,6%);, (33,4%,3,4,6,4),
(33,4%2,42),, (33,4%24%),, (3,4,3,12,3,122), (3,42,6,3,4,6,4), (35,3%,42);, (35,33,42)5, (3%,32,4,34),
(3476332762)3 (33,4233274a3’4)17 (33742732>473a4)23 (32,4737433747634)7 (32’62’37633,6)7 ( a4236,3763376)17
(3,42,6,3,6,3,6)2, (3,4,6,4,4,6,12).
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(e) (33,42,42), (f) (3,4,3,12,3,122) (2) (3,42,6,3,4,6,4) (h) (3%,33,42);
A\VAVAVAVAVAVAVAVAES V. >< >L< A"
HEEEEEEN A!h

(7
K
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NAVAVAVAVAVAVAVAV, !.%
ok < SRR JB
(i) (35,3%2,4,3,4 () (34,6,32,6%) (k) (33,42,32 4,3 4),

>

R

(m) (32,4,3,4,3,4,6,4) (n) (32,62,3,6,3,6) (1) (3,42,6,3,6,3,6)1 (o) (3,4,6,4,4,6,12)

Figura 3.41

En esta seccion mostramos tinicamente a las teselaciones 2-regulares de Krotenheerdt, pero el
analisis de este tipo de teselaciones puede extenderse hasta un ntimero n-uniforme. Este tema es
extenso e interesante, con sus respectivos problemas debido a la juventud del mismo. Para aquella
persona interesada en los demés listados demirregulares asi como la investigacion de teselaciones
n-uniformes le recomendamos consultar [4].

3.5.4. Teselados irregulares

Definicion 3.5.23 Una teselacion irregular es aquella que esta construida por prototeselas de
poligonos regulares e irregulares, de tal modo que la distribucién de estos poligonos en los distintos
vértices sea ciclica. Ademas, debe cubrir por completo el plano, sin dejar espacios ni sobreponerse
y la suma de los angulos interiores en cada vértice debe ser 360°.
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Figura 3.42: Ejemplo de teselado irregular

En seguida mostramos dos métodos para la creacion de teselaciones irregulares.

Método de la malla invisible
En el lema 3.5.15 probamos que es posible teselar al plano mediante cualquier cuadrilatero. Ahora,
presentamos un procedimiento para la creacion de teselaciones irregulares mediante paralelogramos.

Teorema 3.5.24 (de Varignon). Sea ABCD un cuadrilatero cualquiera, los puntos medios de cada
lado forman un paralelogramo, cuya érea es la mitad del area del cuadrilatero ABCD.
Demostracion. Sean A, B,C, D los vértices de un cuadrilatero y P,Q, R, S los puntos medios de
sus lados, los cuales ademéas son vértices de otro cuadrilatero (figura 3.43).

Figura 3.43

Trazamos las diagonales AC y BD. Con la primera diagonal se generan los triangulos
ACD,SRD,ACB y PQB.
Notemos que los tridngulos ACD y SRD son semejantes por la propiedad lal y ademas los seg-
mentos SR y AC' son paralelos.
Por otro lado, bajo los mismos argumentos, los tridngulos ACB y PQB son semejantes y los seg-
mentos PQ y AC son paralelos.
De manera similar, con la diagonal BD se generan los triangulos ABD, RQC, BDC,SPA. Em-
pleando los argumentos anteriores tenemos que los segmentos RQ) y SP son paralelos. Ademaés,
PQ, SR tienen la misma longitud y RQ,SP tienen la misma longitud. Por ende, PQRS es un
paralelogramo.
Respecto a las éareas, notemos que el area del triAngulo BP(Q es una cuarta parte del triangulo
ABC vy el area del triangulo SDR es una cuarta parte del tridngulo ACD. Al sumar las areas de
BPQ y SRD es un cuarto del area de ABCD. Similarmente, las areas de los triangullos APS y
QCR suman un cuarto del drea de ABC'D. Al sumar estas areas tendremos la mitad del area de
ABCD:; es decir, el area del paralelogramo PQRS es la mitad del area del cuadrilatero original.
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Figura 3.44

El teorema anterior satisface diversas propiedades, ademéas es sumamente ttil en el area de la
fisica. Para los fines de esta tesis empleamos las siguientes consecuencias:

1. La unién de los puntos medios de los lados de cualquier cuadrildtero dara un nuevo parale-
logramo.

2. Dichos paralelogramos pueden emplearse para cubrir el plano; esto es llamado “malla invisi-
ble”.

Figura 3.45: Ejemplo de teselado por método del paralelogramo’

La teselacion se da mediante traslaciones sobre la figura original, asi como un semigiro alrededor
de los puntos medios de la malla de paralelogramos.

7Javier Cayetano Rodriguez. Geogebra. Recuperado de: https://www.geogebra.org/m/Y6DV2V6J
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Figura 3.46

Método del triangulo
De manera similar, en el lema 3.5.14 hicimos notar que es posible teselar el plano mediante trian-
gulos, pues estos pueden moverse de tal manera que se forme un paralelogramo.

7 77 7
/7 7
7 77 7 7

7 T 7
7 77 7
VA A A AR

Figura 3.47: Ejemplo de teselado por método del tridngulo

Proposicion 3.5.25 Dado un tridngulo cualquiera, es posible cubrir al plano con infinitos trian-
gulos iguales al dado, de tal modo que estos no se sobrepongan.

Demostracion. Recordemos que al realizar un semigiro en torno al punto medio de uno de los lados
del tridngulo original se formara un paralelogramo (figura 3.45). Asi mismo, por el método anterior
sabemos que cualquier paralelogramo tesela el plano.

Figura 3.48

3.5.5. Teselaciones con otros poligonos

En esta seccién exploraremos algunos otros tipos de poligonos con los cuales es posible teselar
el plano.
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Poligonos estrella

Hasta ahora la mayoria de las teselaciones que hemos estudiado han sido aquellas formadas
mediante poligonos regulares convexos. Este anéalisis puede extenderse a otro tipo de poligonos
regulares con forma de estrella. Estos son denominados poligonos regulares estrella o bien,
poligonos requlares generalizados.

Historicamente las primeras interpretaciones formales de este tipo de poligonos fueron dadas
por J. Kepler (1571 - 1630). En su libro Harmonice Mundi (1619), Kepler anuncia que los
poligonos estrella se obtienen mediante la extension de los lados de poligonos regulares convexos.
Mas adelante, Kepler refina esta definicion, concentrandose tnicamente en los puntos finales de los
lados extendidos de la figura, asi como en los vértices del poligono estrella en lugar de los vértices
del poligono original.

La notacion que utilizamos en esta seccion se debe al matematico suizo L. Shéalafi (1815 - 1895),
la cual es de la forma {n/d}. En este caso {n} representa a un poligono regular de n-lados.

Definicion 3.5.26 [13] El poligono estrella {n/d} se obtiene al considerar los vértices de un

poligono regular de n-lados y los n-vértices se obtienen de un punto medio de rotaciones sucesivas

27d .
que recorren 0 y sus n-lados, que encierran al centro d-veces son: PyPy, P\ P>, ..., P,_1 P, .

Definiciéon 3.5.27 Decimos que un n-agono estrella es regular cuando es un (2n)-4gono con 2n
lados iguales los cuales tienen las mismas simetrias de {n}. Este tipo de estrella se denota por {n,},

n—2)mw

con n-vértices de angulo «a, donde 0 < a < u en los “puntos” de la estrella y n-esquinas de
n

2(n— D7

angulo — « en los picos de la estrella.

(a) 3,6a,6a (b) 440,40

(C) 3,3a,3,3a (d) 6,303

Figura 3.49: Teselaciones uniformes de dngulo o®

Lema 3.5.28 Existen cuatro tipos de teselaciones uniformes mediante poligonos regulares y poli-
gonos estrella en los cuales todo vértice de una tesela es un vértice de la teselacion (figura 3.49).

8Tomruen. Trabajo propio, CC BY-SA 4.0
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Demostracion. Notemos que a lo mas un tipo de poligono estrella puede ocurrir y que en cada
vértice de la teselacion T debe incidir con un punto de los picos del poligono estrella.

Ya que cada vértice incide con un punto de un pico del poligono estrella, entonces el angulo entre

2(n—1)

T
ellos es de , de tal forma que las demas teselas que incidan con el vértice deben ser de

2m
un angulo —. Esto ocurre tnicamente con n = 3,4 o 6.
n

Teselado pentagonal

Hemos visto que no es posible teselar el plano mediante pentédgonos regulares, ;qué ocurre con
aquellos pentagonos no-regulares? Esta pregunta atrajo a algunos matematicos y aficionados a la
busqueda de familias de pentagonos que lograsen teselar el plano. La tarea comenz6 a principios
del siglo XX y concluy6 en 2017.

Definicion 3.5.29 Un teselado pentagonal es una teselacion del plano donde cada tesela tiene
forma de pentagono.

El primer conjunto de pentagonos fue descubierto por el matematico aleman Karl Reinhardt
(1895-1941) en su trabajo Uber die Zerlegung der Ebene in Polygone publicado en 1918, quien
identifico cinco tipos de teselaciones. En la figura 3.50 mostramos estas prototeselas.

b
B
(e) Tipo 5

Figura 3.50
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En 1968, R. Kershner (1913-1982) publica On paving the plane donde expone tres tipos méas de
teselas pentagonales. Ademas, anuncié que el listado de teselados pentagonales estaba completo.
En la figura 3.51 mostramos las prototeselas de Kershner.

Figura 3.51

Pese a la aseveracion de Kershner, en 1975 R. James encuentra un noveno tipo de tesela
pentagonal (figura 3.52).

180-B/2%.
90 B

0 "

Figura 3.52: Tipo 9

Tan solo un ano mas tarde, la matematica aficionada Marjorie Rice (1923 - 2017) descubre
otros cuatro tipos de teselas pentagonales (figura 3.53). Su trabajo puede consultarse en su blog
de Google Sites®.

9https://sites.google.com /site/intriguingtessellations/
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80-|
E c
2190 T
180-B/2'). A 5 B
90 B
(a) Tipo 10 (b) Tipo 11

Figura 3.53

Rolf Stein en 1985 encuentra el 14avo tipo de teselado pentagonal (figura 3.54).

Figura 3.54: Tipo 14

En 2015 los mateméticos Casey Mann, Jennifer McLoud y David Von Derau de la Universi-
dad de Washington Bothell publican Convex pentagons that admit i-block transitive tilings, donde
mediante algoritmos computacionales, encontraron el 15avo tipo de teselacion pentagonal (figura
3.55).

Figura 3.55: Tipo 150

Con la continua ampliacion del listado surgen algunas preguntas: jexistiran mas de 15 tipos de
teselas pentagonales?, y si existen jcudles son? En 2017 el matematico francés Michaél Rao publica
el paper Ezhaustive search of convex pentagons which tile the plane, donde asegura que existen 371
familias de angulos cuyas condiciones pueden considerarse para la resoluciéon de las preguntas
anteriores. Empleando métodos computacionales, Rao finalmente demuestra que el listado esta
completo, es decir, solo existen 15 tipos de teselados pentagonales. Este paper puede consultarse
en [9].

10Tomruen. Trabajo propio, CC BY-SA 4.0
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3.5.6. Teselaciones peridodicas

Definicion 3.5.30 Sean 7 una teselacion del plano y S(7) su grupo de simetria. Si S(7") contiene
al menos dos traslaciones no paralelas, entonces decimos que 7 es periodica.

Es decir, una teselacion es periodica si existe una seccion finita de ella misma tal que, mediante
traslaciones en direcciones independientes, permita crear la teselaciéon completa.
Para describir a las teselaciones peridédicas tenemos lo siguiente: sean u y v vectores no paralelos,
donde w,v € Z*, entonces S(T) contiene a todas las traslaciones de la forma nu + muv, donde
n,m € Z*. En otras palabras, es el resultado de combinar n-traslaciones bajo el vector u, con
m-traslaciones bajo el vector v. Ademas, este tipo de teselacion es el més sencillo de obtener.

Ejemplo 3.5.31 Las teselaciones regulares y semirregulares estudiadas anteriormente son
periodicas.

Al estar frente a un teselado cualquiera puede surgirnos una sencilla pregunta: ;como identificar
si es periodico? Una manera de hacerlo es mediante reticulas.

Definicion 3.5.32 Sea P un punto fijo del plano, el conjunto de imégenes de P bajo el conjunto
de traslaciones nu + mv forma una reticula.

Ejemplo 3.5.33 La reticula de cuadrados unitarios esta formada por el conjunto de puntos del
plano euclidiano cuyas coordenadas son ntimeros enteros. (figura 3.56) Notemos ademas, que cada
reticula puede verse como el conjunto de vértices de la teselacion 4.4.4.4.

. . . . . . . . .

Figura 3.56

Anteriormente revisamos el “método de la malla invisible” mediante el cual comprobamos
que todo paralelogramo puede teselar el plano. Ahora bien, una reticula puede ser vista como el
conjunto de vértices del teselado mediante paralelogramos, al cual denotaremos por P. A cada
tesela de P la denominamos como paralelogramo periddico.

Una teselacién es periédica cuando podemos encontrar una reticula donde los paralelogramos
periddicos contengan piezas idénticas de la teselacion. Por otro lado, si identificamos el comporta-
miento de las teselas de 7 que estan contenidas en un paralelogramo periddico, entonces el resto
de la teselacién T puede construirse mediante la repeticion de tal comportamiento en el resto de
los paralelogramos periodicos de P. Cabe destacar que una teselacién puede ser simétrica pero no
periodica.
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Figura 3.57: Teselaciéon con simetria rotacional que no es periodica.

3.5.7. Teselaciones aperi6édicas

El descubrimiento de las teselaciones aperiodicas es, relativamente, nuevo. Fue en 1964 que el
matematico Robert Berger presenté en su tesis doctoral la primera teselacién aperiodica. Berger
utilizé un conjunto de 20 426 teselas de diferentes formas. Con este descubrimiento el interés por
las teselaciones resurgio. Los estudiosos se plantearon entonces la siguiente pregunta: ;eziste alguna
manera de crear teselaciones aperiddicas con menos teselas?

Definiciéon 3.5.34 Un conjunto de prototeselas es aperiddico si con los elementos del conjun-
to es posible crear infinitas teselaciones del plano sin que alguna de estas teselaciones sea periddica.

Debido a la juventud del tema atn existen algunas diferencias entre las mismas definiciones. En
algunos textos se utiliza “no-periddico” como sinénimo de “aperiddico”; sin embargo, en esta tesis
haremos énfasis en la diferencia de estos conceptos. Existen diversos conjuntos de prototeselas con
los cuales pueden formarse teselaciones no periddicas pero, para que un conjunto de prototese-
las sea aperiddico es preciso que toda teselacion formada por estas necesariamente sea no perioédico.

Informalmente, una teselaciéon no periodica carece de simetria traslacional, es decir, no tie-
ne traslaciones. Imaginemos que nos colocamos frente a una teselaciéon no periédica, al observar
diferentes secciones de esta siempre sera una imagen diferente.

Figura 3.58: Ejemplo de una teselacion aperiodica

Definicion 3.5.35 Decimos que una teselacién 7z es la composicion de una teselacion de Ty si
toda tesela de 75 es la union de teselas de 77, donde cada arista de 75 es la unién de aristas de 7y
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y cada vértice de T3 es un vértice de T;.
Es posible, ademés, que dos teselados diferentes sean iguales a composiciones del otro.

Al igual que en conceptos anteriores, podemos ampliar la definicién 3.5.35 a un nimero de
n-teselas: si toda tesela de T3 es la unién de n-teselas de 77, entonces T3 es una n-composiciéon de
T, paran > 1.

Definicion 3.5.36 Una teselacién monoedral es n-similar si 7 es igual a una n-composiciéon de si
misma y ademas, ningin valor mas pequeno a n > 1 tiene esta propiedad.

Ejemplo 3.5.37 [6] Una teselacion isoedral 34.6 (figura 3.59 b) es la composicién de una teselacion
monoedral 35 (figura 3.59 a).

AVAVAVAVAY oy
OORK AL

(a)

Figura 3.59: Teselas del ejemplo 3.4.x

Definicion 3.5.38 Una n-repitesela es una tesela T’ que puede ser diseccionada en n-partes
congruentes 7" donde cada parte es similar a una tesela 7.

Para este tipo de teselas encontramos una similitud la cual manda a una de las partes de 7" a
una tesela T'. Al aplicar esta operacion de manera repetida a T’ entonces se formara una teselacion
n-similar. Es decir, utilizando la n-repitesela formamos una prototesela con la cual es posible formar
un teselado aperiodico:

Lema 3.5.39 [6] Si la n-composiciéon descrita anteriormente para un teselado monoedral n-similar
es dnico, entonces T es no periodico.

Demostracion. Queremos probar que 7 no tiene traslaciones. Supongamos lo contrario, asi existe
una traslaciéon T' con el vector no nulo v. Debido a la unicidad de la composicién, esto implica
que T también es una simetria de la teselacién n-compuesta. Al aplicar este argumento de
manera repetida para mas n-composiciones, obtenemos un conjunto de teselaciones con teselas
arbitrariamente largas. Notemos que es imposible que T sea una simetria para cualquier teselacion
en la cual toda tesela contenga una forma circular cuyo didmetro sea mas largo que v. Con lo cual
arribamos a una contradicciéon y por ende, el lema queda demostrado.

El procedimiento anterior funge como modelo para la prueba de que las teselaciones que
revisaremos a continuacién son no periodicas.

Fue en 1961 que el matematico Hao Wang trabajé con el problema del dominé. Los dominés
(figura 3.60), actualmente conocidos como teselas de Wang, son cuadrados del mismo tamano,
coloreados en sus aristas; las aristas pueden juntarse si sus colores coinciden. Wang demostr6 en
Proving theorems by pattern recognition—II (1961) la existencia de un algoritmo cuya funcion era
decidir si un conjunto de dominés es capaz de cubrir todo el plano o no. Dicho algoritmo funcionaba
con la condicién de que no existieran conjuntos de prototeselas aperiodicas.
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Figura 3.60: Teselas de Wang

Anos mas tarde Robert Berger, quien fuera alumno de Wang, mostr6é un conjunto de protote-
selas aperiddicas hecho con 20 426 teselas de Wang, por lo cual se establecié que el problema del
dominé era indecidible.

Posteriormente comenzaron a surgir mas ejemplos. En 1971 Raphael Robinson (1911-1995) encon-
tré un conjunto aperiodico de 6 piezas (figura 3.61) el cual se basa en teselas de Wang.

SSRoRts

Dt e

Figura 3.61: Teselas de Robinson

Después, Roger Penrose (1931 - ) y Robert Ammann (1946 - 1994) encontraron, de manera inde-
pendiente, diversos conjuntos aperiodicos. A continuacion se detallan las teselaciones encontradas
por Penrose y Ammann.

Teselaciones de Penrose

En las subsecciones anteriores hemos visto que no es posible teselar el plano empleando tnicamente
pentégonos regulares, pues al hacerlo quedaran espacios. Fue R. Penrose quien, entre los anos
1973 y 1974, descubrid tres conjuntos de prototeselas aperiddicas con los cuales es posible formar
teselaciones no periodicas. En The role of aesthetics in pure and applied mathematical research
(1974), R. Penrose expone el primer conjunto denominado como P, este consta de seis prototeselas:
un rombo diamante, una estrella de cinco picos, una estrella de tres picos y tres pentagonos regulares
(figura 3.62). Debido a la naturaleza de las formas, es posible crear con ellas teselaciones periodicas,
Penrose soluciono esto con las denominadas reglas de ensamble, donde especifica la manera en que
las prototeselas deben unirse para asi garantizar que la no-periocidad de la teselacion se cumpla.
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<

Figura 3.62

El conjunto P, fue descubierto en 1974. Este es mucho mas elegante que el anterior ya que
consta de tnicamente dos piezas: papalote y flecha (figura 3.63), ademés permite hacer diversas
modificaciones para la creacion de teselaciones més elaboradas.

A N~ 7
y - \\ \ , 7
D Y4
Figura 3.63

Como podemos observar, estas son figuras cuadrangulares. Ambas tienen dos lados de medida

1
1 y dos lados de medida ¢, donde ¢ = +2\/5

angulos: el papalote tiene tres angulos de 26 y uno de 46, mientras que la flecha tiene dos angulos
1
de 6, uno de 20 y uno de 66, donde 0 = 5™

la cual es la razon aurea; su diferencia esta en los

Nuevamente, R. Penrose hace uso de las reglas de ensamble, en estas la condicién es que lados
iguales vayan con lados iguales y, si involucramos un par de colores (digase verde y rojo), entonces
los colores de los vértices deben coincidir.

Un ano mas tarde, Robinson propuso “cortar” las piezas papalote y flecha por su eje de
simetria. De esta manera se obtienen los denominados “tridngulos de Robinson”. Las reglas de
ensamble de estas nuevas piezas son un tanto més complicadas pues aqui se pide que la arista que
une dos vértices del mismo color esté orientada.

El ultimo conjunto es denominado Pj el cual esta formado por un par de prototeselas en forma
de rombo (figura 3.64), donde el primer rombo tiene dos angulos de 26 y dos de 36 y el segundo

dos angulos de medida 6 y dos angulos de 46. En este caso 6 = 5™
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Figura 3.64

La condicién para ensamblarlos es que la orientacién y tamano de las aristas coincida y ademas,
los colores (verde y rojo) coincidan. De esta manera Penrose garantiza que no es posible unir dos
rombos iguales para formar un paralelogramo.

A lo largo de los anos se han desarrollado diversos métodos para demostrar que Py, P, v P3
teselan el plano y ademas, que todas las teselaciones formadas con estos conjuntos son no periodicas.
Uno de estos métodos es el de composicion y descomposicion el cual fue expuesto al inicio de este
apartado.

Teselaciones de Ammann

Robert Ammann fue un matematico aficionado quien, alrededor de 1977, descubri6 diversos conjun-
tos aperiodicos. Ammann se comunico entonces con Branko Griinbaum y G. C. Shephard, autores
del libro Tilings and Patterns[6], en el cual se hace una primera descripcion de los conjuntos
encontrados por Ammann, los cuales detallamos a continuacion.

El primer conjunto es llamado A,. Este conjunto esta formado por un par de prototeselas. En
la figura 3.65 se muestran cuatro variantes que parten de este par de formas.

a. En 3.65 a se muestra que las prototeselas pueden tomar cualquier valor positivo.

b. En 3.65 b se sigue la regla de que las prototeselas deben juntarse de tal manera que las marcas
negras se unan, formando asi elipses.

c. En 3.65 c ocurre algo similar al caso anterior. La prototesela eliptica pequena garantiza que las
otras dos piezas se junten de manera correcta.

d. En 3.65 d la condicién para unirlas especifica que las prototeselas deben juntarse de tal manera

que las lineas dentro de ellas formen rectas al unirse con las demés. Esto es posible s6lo si

p_r P
— = — = ¢, la razén aurea.

q S

1
En cualquier variante de este conjunto las reglas de ensamble previenen la rotacion de 5T
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Figura 3.65

El segundo conjunto es Az. Esta formado por tres prototeselas que, a su vez, generan diversas
variaciones. Una vez mas la razoén aurea aparece, pues las prototeselas tienen lados de:

» La primera prototesela tiene lados de ¢, ¢2, ¢ y 1.
» La segunda tiene lados de 2¢2, ¢, 1.

» La tercera tiene lados de 1 + ¢2,1, ¢, ¢, ¢ — 1.
Presentamos tres variaciones en la figura 3.66

a. En 3.66 (a) las prototeselas deben acomodarse de tal modo que los circulos se formen.

b. En 3.66 (¢) y (d) ocurre lo mismo que en 3.66 (d), es decir, las prototeselas deben juntarse de
tal manera que las lineas dentro de ellas formen rectas.

alaltd

a) (b)

Figura 3.66

El conjunto A4 estd compuesto por dos prototeselas. La propiedad importante de estas es la
flecha (figura 3.67), pues la condicion de este conjunto es completar la flecha mediante la union
adecuada de las prototeselas.
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Figura 3.67

El conjunto Aj es el ultimo conjunto aperiodico de Ammann. Este conjunto es el mas conocido
de todos. Es descrito por su creado como un par de prototeselas, donde la forma de flecha y
semicirculo juegan un papel clave, pues gracias a ellos la condicién de ensamble se garantiza: las
flechas y los semicirculos deben completarse.

Figura 3.68

Anos mas tarde, en 1982, F. Beenger describe las propiedades algebraicas de este conjunto,
en especial el método conocido como “corte y proyeccion”, el cual permite formar la teselacién no
periddica de manera diferente al método descrito por Ammann.

Es debido a esto que este conjunto es llamado de Ammann - Beenker.

Al momento de publicar el libro, R. Amman no habia probado formalmente que sus conjuntos
son aperiodicos. Sin embargo, en 1992, en colaboracion con Branko Griinbaum y G. C. Shephard,
publican el paper titulado Aperiodic Tiles[1], donde los autores prueban la aperiodicidad de los
conjuntos AQ, A3, A4 y A5.

Figura 3.69: Teselacion de Ammann-Beenker.!!

Actualmente el estudio de las teselaciones aperiddicas continta en desarrollo.

11Chaim Goodman-Strauss. Trabajo propio, CC BY-SA 4.0
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3.5.8. Ejemplos

Como se menciono anteriormente, las teselaciones han sido empleadas por una gran cantidad de
diversas culturas a lo largo de los siglos. En este apartado se presentan algunos ejemplos notables.

Teselado de El Cairo
Una de las teselaciones méas conocidas mundialmente es la de El Cairo, la capital de Egipto, ubicada
cerca del rio Nilo. Es comun encontrar esta forma en el suelo de sus calles.

Figura 3.70: Teselacion de El Cairo*?

Esta hecha a partir de un pentégono, el cual posee cuatro lados iguales y dos angulos rectos.
Sin embargo, también es posible construir este pentdgono mediante un tridngulo isésceles, donde
a cada lado (exceptuando la base) se le unen triangulos rectangulos (figura 3.43). Posteriormente,
para realizar la teselacion basta rotar por 90° en los vértices de los angulos rectos de la figura
original.

Figura 3.71

Teselados islamicos

Debido a sus creencias, el arte islamico evita el uso de figuras humanas, naturales y todas aquellas
contrarias al arte abstracto. Es por ello que los artistas de dicha cultura buscaron otras formas
de expresion y decoracion, en la cual su estética se basa en figuras geométricas. Como resultado,
los patrones islamicos son diversos y complejos, detras de los cuales existen significados propios de
la religiéon, yendo mas alla de un simple motivo decorativo. Pese a su complejidad, los patrones
islamicos tienen como base poligonos regulares. A continuacion se presentan dos tipos de teselados
islamicos.

Teselas Girih
Las teselas Girih son empleadas para la decoracion de edificios y han sido utilizadas desde aproxi-
madamente el afio 1200 d.n.e. Consisten en un conjunto de cinco formas:

12De Graeme Bartlett. CC BY-SA 3.0.
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1. Un decagono regular, cuyos angulos interiores son de 144° cada uno.

2. Un pentagono regular, cuyos dngulos interiores son de 108° cada uno.

3. Un rombo con angulos interiores de 72° y 108°.

4. Un hexagono con dngulos interiores de 72° y 144°.

5. Una figura en forma de mono con dngulos interiores de 72° y 108°.

Figura 3.72: 3

Un bello ejemplo de este tipo de teselado se encuentra en la Mezquita Verde ubicada en Bursa,
Turquia, construida entre 1419 y 1424.

Figura 3.73: Mezquita Verde de Bursa.

Patrones de estrella

Como se mencioné anteriormente, los patrones islamicos surgen de la combinaciéon de poligonos
regulares. Pero los arquitectos islamicos no se limitaban al uso de poligonos regulares, el uso de
poligonos estrella fue sumamente popular en sus motivos decorativos.

13Cronholm144, CC BY-SA 3.0
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Figura 3.74: Poligonos estrella

El califato abasi fue una dinastia islamica. Su arquitectura alcanzo el apogeo entre los anos 750
y 945 d.n.e. Los palacios eran decorados con este patron estrellado, como puede verse en la figura
3.75.

Figura 3.75

3.6. Grupos del papel pintado

También son llamados grupos de simetria plana o grupos cristalogrdficos planos, es una
clasificacion matemética usada para describir y catalogar patrones repetitivos bidimensiona-
les, esto mediante el tipo de simetria que presente el diseno. Este tipo de clasificacion es
sumamente 1util para comparar diversos disenos. Los patrones que tengan el mismo tipo de si-
metria seran clasificados en el mismo grupo, ain cuando a simple vista parezcan diferentes entre si.

Como hemos visto en secciones anteriores, los patrones repetitivos han sido utilizados con fines
decorativos desde hace siglos. Uno de los ejemplos méas bellos y conocidos es La Alhambra, ubicada
en Granada, Espana, Los arquitectos de la Alhambra cubrieron decorativamente cada espacio
del edificio; en su interior diversos arcos fungen dnicamente como motivo decorativo, sus paredes
estan cubiertas por ceramica y el elemento decorativo mas utilizado es la decoracién vegetal. Estos
exquisitos decorados han sido fuente de inspiraciéon para diversos artistas, como M.C. Escher.
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Figura 3.76: Detalle de La Alhambra.'4

Fue en el siglo 19 que la clasificaciéon de patrones bidimensionales empezd a tomar auge. Al

inicio, fueron estudiados mediante latices para posteriormente involucrar a la simetria, esto con el
fin de hacer distinciones mas exactas.
Entre 1868 y 1869, C. Jordan descubrié 16 de los 17 grupos de papel pintado. Posteriormente,
a finales del siglo 19, E.S Federov clasificd los 17 grupos de papel pintado en su obra Symmetry
of Crystals (1971) aunque el trabajo no resulté ser trascendental en su época. En 1924, George
Polya redescubre estos grupos en Uber die Analogie der Kristallsymmetrie in der Ebene.

;, Como sabemos que hay exactamente 17 grupos? Al igual que en otros conceptos matematicos,
la demostracién de esta afirmacién tardd varios afios en realizarse. Actualmente la prueba maés
aceptada por la comunidad matematica es la dada por R. L. E. Schwarzenberger en [12], 1974.

Ahora, jcual es la diferencia entre los grupos del papel pintado y los grupos de frisos? Recor-
demos que la condicion para los grupos de frisos es que posean una traslacion. En el caso de los
grupos del papel pintado, la condicién necesaria es que sean dos traslaciones independientes, es
decir, traslaciones cuya direccién no sea paralela ni opuesta.

Definicién 3.6.1 Un subgrupo G de R? es un grupo del papel pintado si su subgrupo de
traslaciones es generado por dos traslaciones independientes y su grupo puntual es finito.

Anteriormente introdujimos el concepto de reticulas, las cuales servian para distinguir a una
teselacion periodica de una no periodica. En este caso, las reticulas también sirven para clasificar
los grupos del papel pintado.

Definicion 3.6.2 La reticula L (de “lattice”) de un grupo del papel pintado G, es el conjunto
de todos los puntos en R2, tal que el origen O es mapeado por las funciones del subgrupo de
traslaciones T de G.

Proposiciéon 3.6.3 El conjunto L consiste en todas las combinaciones mu + nv, donde m,n € 7Z
y u,v € R? tales que son los vectores del subgrupo de traslaciones de G.

Existen cinco tipos diferentes de reticulas de acuerdo a la forma del paralelogramo determinado
por los vectores u y v [2]:

» Oblicua: || u ||<|| v [|<||u—v||<|] u+v]|
» Rectangular: || u ||<|| v ||<|| v —v ||=|] v+ v ||

» Rectangular centrada: || u ||<|| v ||=|| u —v ||<]|| u+ v ||

14Foto de Xinyu Zhang en Unsplash.
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s Cuadrada: || u ||=|| v ||<||u—v||=]| v+ v ]|

= Hexagonal: || u ||=]| v [|=]| v —v ||<]| u+v ]|

Existen diversas maneras de denotar a los grupos del papel pintado. Una de ellas es la notacién
orbifold desarrollada por J. H Conway, la cual no se basa en la cristalografia sino en la topo-
logia. Sin embargo, utilizaremos la notacién méas popular, la notacion IUC o de Hermann-Mauguin.

La notacién es la siguiente: iniciando con p o c, para denotar a una celda primitiva o celda
centrada.'® Después, se sigue un digito n, que indica el méximo orden de rotacién. Los siguientes
simbolos pueden ser: m para indicar reflexion, g para indicar reflexiéon deslizada o 1 para indicar
que no hay alguna. El ultimo sfmbolo representa un eje de simetria en el dngulo o al eje de
traslacion principal.'® Ademaés, si el tercer o cuarto simbolo se omiten, significa que no hay
reflexiones ni reflexiones deslizadas. Por ejemplo:
p2: celda primitiva y rotacion doble.
p4g: celda primitiva, un cuarto de rotacién y un semigiro.

Con estas bases ya podemos exhibir cada uno de los elementos de los 17 grupos.

El grupo mas sencillo es pl, este es generado por dos traslaciones T, T, donde u,v € R2
vectores no nulos e independientes entre si. Es un grupo debido a que el inverso de una traslacion es
una traslacion y el producto de dos traslaciones, es una traslacién. Su reticula es un paralelogramo
por lo que sus ejes de traslacion pueden tener un angulo.

=== NN

===+ ""

=== QQQQ

=== QQQQ

=== QQQQ

=== A\ A\ A\ A\
(a) (b)

Figura 3.77: Grupo pl.

El siguiente grupo es p2. Este difiere del anterior en que contiene un semigiro, es decir, una
rotacion de orden dos (180°). Su reticula es un paralelogramo por lo que sus ejes de traslacion
pueden tener un angulo.

15Una celda primitiva contiene puntos de la reticula inicamente en sus vértices, mientras que las celdas centradas
tiene puntos de la reticula en sus vértices y uno en su centro.
16T lamamos “eje de traslacion principal” a un eje horizontal.
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1
1

e e I R
—1 1 /1

IR R R
e ANIENINEN
—1 1 /1

IR R R
e ANIENINEN
— T IR R R

(a) (b)

Figura 3.78: Grupo p2.

El grupo pm contiene, aparte de las traslaciones independientes, reflexiones, donde los ejes de
reflexion son paralelos a un eje de traslacion y perpendiculares al otro eje de traslacion. Su reticula
es rectangular.

AN AN AN A 7\/\7\7\

M AN AN AN A VaVaVaYa\

b AN AN AL A VaVaYaYal

M AN AN AN A VaVaVaYa\

b AN AN AL A VaVaYaYal

M AN AN AN A NN\
(a)

Figura 3.79: Grupo pm.

El grupo pg contiene, aparte de las traslaciones independientes, reflexiones deslizadas. La di-
reccion de la reflexion deslizada es paralela a uno de los ejes de traslacion y perpendicular al otro
eje de traslacion. Su reticula es rectangular.

Figura 3.80: Grupo pg.

El grupo cm contiene reflexiones y reflexiones deslizadas con ejes paralelos. No hay rotaciones
en este grupo y ademas, las traslaciones pueden estar inclinadas en un angulo, pero los ejes de
reflexion bisectan al angulo formado por las traslaciones, por lo que la reticula es rémbica.
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Figura 3.81: Grumo cm.

Com s, A, A ]
= = 1= = =
e N s
= == == ==
Com s, A, A ]
= = 1= = =
e N s
= == == ==
Com s, A, A ]
= = 1= = =
e N s
= == == ==

(a)

El grupo pmm contiene reflexiones cuyos ejes son perpendiculares; sus rotaciones son semigiros.
Su reticula es rectangular.

O BOBEE 0
EERVELELE
O BHBOE
EERVELELE
O BHBOE
ERVERLELR

Figura 3.82: Grupo pmm.

AAVAV AT,
AVAT AV AN

AN NN NG

NN NN

AN NN NG

NN NN
(a)

El grupo pmg contiene reflexiones y reflexiones deslizadas las cuales son perpendiculares al eje
de reflexion. Tiene rotaciones de orden dos en los ejes de deslizamiento. Su reticula es rectangular.

CePePe®@®
©e®e®e®e®
CePePe®@®
©e®e®e®e®
CePePe®@®
©e®e®e®e®

Figura 3.83: Grupo pmg.

El grupo pgg contiene reflexiones deslizadas y semigiros. Los ejes de la reflexién deslizada son
perpendiculares y ademaés, los centros de rotaciéon de los semigiros no caen sobre dichos ejes. Su
reticula es rectangular.
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&Y AV AV AV

%
%]
/g Oy D) By B/ B,

Figura 3.84: Grupo pgg.

El grupo cmm contiene reflexiones y semigiros, donde los ejes de reflexién son perpendiculares,
y ademés sus rotaciones son de orden dos. Los centros de los semigiros no caen sobre los ejes de
reflexion. Su reticula es rombica.

ZE AR R E RS
SEREEEEEEA
PERDEEASEERSE
A E R E RS A
ZE AR R E RS
SEREEEEEEA
PERDEEASEERSE
A E R E RS A
ZE AR R E RS
SEREEEEEEA
PERDEEASEERSE
=2 E A E A S A
(a)

Figura 3.85: Grupo cmm.

El grupo p4 contiene una rotacién de orden 4, es decir, de 90°, ademas de otras rotaciones de
orden 2. Los centros de rotacién de los semigiros estdn ubicados entre los centros de la rotaciéon de
orden 4. Su reticula es cuadrada.

%%%% ¥ K X X
DXIXPKPK R

Figura 3.86: Grupo p4.

El grupo p4m también contiene los elementos del grupo p4 més reflexiones. El grupo tiene
cuatro ejes de reflexion, los cuales estan inclinados por 45° de tal manera que los cuatro ejes de
reflexién pasen por cada centro de la rotaciéon de orden 4. En este caso, todo centro de rotacion
cae en algun eje de reflexién. Ademaés, contiene reflexiones deslizadas las cuales pasan por cada
semigiro. Su reticula es cuadrada.
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NANANANZ S
ZANIZANZANZAN T T
NARNANANZ S 1
NN NAN T T
NANZANARNZ N 1 1 1
ZNZANINAN T T T
NANZANAN 7 N
ZANIZAN ZANZAN T T T
(a)

Figura 3.87: Grupo p4m.

El grupo p4g, al igual que el grupo p4, contiene rotaciones de orden 4 y 2, ademas de reflexiones
y reflexiones deslizadas. Los ejes de reflexiéon son perpendiculares en los angulos 90° y 180°. Su
reticula es cuadrada.

PIPIPIPIPIPIPIFY ‘—‘] [‘—‘J |"—'] |"—"| [
BABdrAbd BADBABADA R () T ) p—  p—
alalalalalalalal ] l—‘| [‘—'] |‘—J l_
Bdnabdpabdnabdna — b L]
PRPIPI Y PP PR '_'] ['_’] ['_'] ['_'] [
babAdbabdbabdaabd —) e L]
PUPIPI P PYFI P FY I — ["—'] "—'] ['—'
bdbabdbnabdsabdna ol— — —
FIPIFPIFIFI P PY P —'| r ] |
bABARAbd bAbdbabd — L]
PAFIPAFIPIFI P P '| |"—"| |'_'| ‘—'| [—'
BALAbDBA B babdba J L=l L] L
FPIPIFPIFIFIFPI PP —'| |‘—’| |_
bBAbdnabdnabdeabd —t L L
lalalalalalalal ‘| [‘—‘| | | |
BdnAbdpabdbeabdbia

(a)

Figura 3.88: Grupo p4g.
El grupo p3 contiene rotaciones de orden tres, es decir, de 120°. Su reticula es hexagonal.

L7 L7
=1 S
>
>
5

\AVARVAAV/

VAW VV‘V \V4
AAVAVAVIRVAVAW
\VAWv; vVv VA
V7 v'\?v \V,

>
P
>
> >

—
o
Na

Figura 3.89: Grupo p3.

El grupo p31m contiene reflexiones, rotaciones y reflexiones deslizadas. Sus reflexiones son de
orden 3 y sus rotaciones de orden 3. Su reticula es hexagonal y los ejes de reflexiéon son paralelos,
por lo que forman triangulos equilateros. Los ejes de la reflexién deslizada estan entre los ejes de
reflexion.
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PR TR TR
% wE »E »
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(a)

Figura 3.90: Grupo p31lm.

El grupo p3m1 es similar al anterior con la diferencia que todos los centros de rotacién caen

en los ejes de reflexion. Su reticula es hexagonal.

&
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s
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Sl el k]
(Hl Xt
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Figura 3.91: Grupo p3ml.

El grupo p6 contiene rotaciones de orden 6, 3 y 2. Su reticula es hexagonal.

Figura 3.92: Grupo p6.

El grupo p6m es el més complejo de todos. Contiene rotaciones de orden 2, 3 y 6, asi como
reflexiones. Los ejes de reflexién cruzan todos los centros de rotacién. Hay también algunas refle-
xiones deslizadas, donde sus ejes estan entre los ejes de reflexion paralelos; estas pasan a través de
los centros de rotacion de los semigiros. Su reticula es hexagonal.
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Figura 3.93: Grupo p6m.

Como observamos en las figuras anteriores, patrones que a simple vista parecen muy diferentes
entre si llegan a corresponder al mismo grupo. ;Cémo diferenciamos que, mateméaticamente, son
iguales? Para esto tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 3.6.4 [2] Un isomorfismo entre grupos del papel pintado lleva traslaciones a
traslaciones, rotaciones a rotaciones, reflexiones a reflexiones y reflexiones deslizadas a reflexiones
deslizadas.

Demostracion. Sean G1, Gy dos grupos de papel pintado, h un isomorfismo entre ellos y 77 una
traslacion de Gy.

h(T1) es una traslacion o una reflexion deslizada, pues estas son de orden infinito. Supongamos
que h(T1) es una reflexion deslizada y consideremos T una traslacion de Ga, tal que esta no
conmuta con h(7y). Si h(g) = T5, entonces g es una traslacion o una reflexion deslizada. Luego,
g2 es una traslacién y por ende conmuta con 77, lo cual nos lleva a una contradicciéon. Por ende,
las traslaciones van a traslaciones y reflexiones deslizadas a reflexiones deslizadas.

Sabemos que las reflexiones son de orden 2 por lo que la imagen de una reflexiéon bajo isomorfismo
es una reflexiéon o un semigiro. Sea g una reflexion de G; y h(g) un semigiro. Tomemos una
traslacion T7 de G cuya direcciéon no es perpendicular al eje de reflexion de g. Luego, T1¢g es una
reflexion deslizada, pero h(T1g) = h(T1)h(g) es un semigiro, con lo cual tenemos una contradiccion.
Por lo cual las reflexiones van a reflexiones. Finalmente, las rotaciones van a rotaciones.

Ademaés de brindarnos una herramienta para “comparar” los grupos de papel pintado, y tenemos
la base suficiente para presentar una pieza clave en la clasificacién de estos grupos; esta es llamada
la restriccion cristalogrdfica:

Teorema 3.6.5 La simetria rotacional de un grupo del papel pintado puede ser tinicamente de
orden 2, 3, 4 0 6.

Demostracion. Supongamos que tenemos una recta de puntos en la reticula P — O — @, donde O es
el centro de rotacion y P, @ son puntos separados de O mediante una distancia d. A continuaciéon

T alrededor de O, de tal modo que los puntos

i _
rotamos al punto P por — y al punto ) por
n

resultantes P’, Q)’, estan sobre una recta paralela a la recta original. Ya que esta rotacion debe
preservar la reticula, para que esté en el grupo del papel pintado, la distancia entre P’ y Q'

27 md
debe ser d = md, donde m es un entero. Aplicando trigonometria, cos — = 5 entonces,
n
27 . 27
2cos — = m. Para que m sea entera debe ocurrir que cos — = 0, iﬁ’ +1, lo cual pasa cuando
n

n
n=12,3,406.

Gracias al resultado anterior es posible clasificar a los grupos de papel pintado de la siguiente
manera:

= Grupos que no poseen simetria rotacional: pl, pg, pm, cm.
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= Grupos que poseen simetria rotacional de orden 2: p2, pgg, pmm, cmm, pmg,.

= Grupos que poseen simetria rotacional de orden 4: p4, p4dm, pdg.

= Grupos que poseen simetria rotacional de orden 3: p3, p3ml, p31m.

= Grupos que poseen simetria rotacional de orden 6: p6, p6m.

Para resumir esta informacién, y con el fin de analizar rapidamente los distintos tipos de papel

pintado, presentamos la siguiente tabla la cual es adaptada de [13].

Grupo | Reticula Rotacion Minima | Reflexion
pl Paralelogramo | 0° Ninguna
p2 Paralelogramo | 180° Ninguna
pm Rectangular Ninguna Si
pg Rectangular 0° Ninguna
cm Rombica 0° Si
pmm | Rectangular 180° Si
pmg Rectangular 180° Si
pgg Rectangular 180° Ninguna
cmm Rombica 180° Si
p4 Cuadrada 90° Ninguna
pdm Cuadrada 90° * Si
pdg Cuadrada 90° + Ninguna
p3 Hexagonal 120° Ninguna
p3lm | Hexagonal 120° + Si
p3ml | Hexagonal 120° * Si
p6 Hexagonal 60° Ninguna
pbm Hexagonal 60° Si

* = Todos los centros de rotacion estan sobre los ejes de reflexion.

+ = No todos los centros de rotacion estan sobre los ejes de reflexion.
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Reflexiones en el plano hiperbodlico

En esta tesis desarrollamos el estudio de la simetria desde la geometria euclidiana. Sin embargo,
sabemos que hay méas de una geometria.

La geometria esférica fue la primera otra geometria en inventarse. El motivo principal de su
invencion fue el estudio de los objetos celestes. No es un descubrimiento nuevo pues desde tiempos
egipcios y babilonicos los seres humanos ya discutian sobre estos temas. De hecho, fueron los
astronomos babilénicos quienes dividieron la ecliptica en 12 partes iguales, las cuales comprenden
exactamente un arco de 30 grados de longitud eliptica. Mas tarde, los griegos retoman esta
divisiéon, colocando el nombre de algunos de sus dioses y seres mitolégicos en cada una de estas 12
partes.

Uno de los primeros trabajos formales sobre el estudio de la esfera es el de Autolycus (siglo IV
a.n.e), quien en On Rotating The Sphere discute sobre la esfera celeste, ademéas de dar diversas
definiciones y 12 proposiciones.

El desarrollo de esta geometria se extendié a lo largo de los siglos. Fue en el siglo XIX que el
matematico aleman Bernhard Riemann (1826-1866) hace un analisis profundo sobre esta geometria.
Actualmente a este tipo de geometria se le conoce como Geometria Eliptica o Riemanniana.

Otro de los tipos de geometria es la Hiperbdlica o Lobachevskiana. Esta surge a partir del gran
debate que trajo consigo el quinto postulado de Euclides. Durante siglos diversos matematicos
trataron de probar dicho postulado o bien, modificarlo. En 1820, la carrera por lograr dicha demos-
tracion concluyd cuando Nikolay Lobachevsky (1792-1856) y Janos Bolyai (1802-1860) publicaron,
de manera independiente, modelos en los cuales establecen la posibilidad de una geometria que no
incluyera tal postulado.

Ahora bien, con tantas nuevas geometrias llegd un nuevo debate: squé es la geometria?, ;qué
estudia exactamente? En 1872, Felix Klein (1849-1925) publica el Programa Erlangen donde da
una solucién a estas preguntas. Define de manera formal lo que es la geometria, lo que estudia. Es
gracias a este trabajo que actualmente podemos clasificar a las geometrias y a su vez, entenderla
de manera general como un todo.

La historia del desarrollo de la Geometria es casi tan hermosa como la Geometria misma. Es
un bello ejemplo de como la matemaética evoluciona a través de los siglos, pasando por las manos
de diversos estudiosos y estudiosas. Para aquella persona interesada en indagar més sobre este
desarrollo historico le recomendamos consultar [10] Asi mismo, para adentrarse mas en el trabajo
de Klein recomendamos [5].
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M. C. Escher y el geémetra, H.S.M Coxeter, intercambiaron correspondencia sobre la simetria
y el infinito. Es en este intercambio que Coxeter muestra a Escher una teselacion hiperbolica de
su autorfa. Con esta ilustracion sobrevino una nueva etapa para el artista. Ese pequeno vistazo a
la geometria hiperbolica fue suficiente para que Escher creara una serie de cinco obras inspiradas
en esta geometria.

De igual manera, las diversas transformaciones isométricas que analizamos en el capitulo 3
pueden estudiarse de forma “general” a través de la propuesta de Klein. Por ejemplo, tanto en el
plano euclidiano como en el hiperbélico, los tnicos grupos finitos son C, y D,,, paran < 1.

Con estos comentarios, queremos establecer que el estudio de la simetria no se limita solo al
plano euclidiano.
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Conclusiones

El objetivo de esta tesis es estudiar y analizar qué es la simetria en un ambiente méas formal:
el matematico. Para ello, revisamos diversos conceptos pertenecientes a diferentes ramas de la
matematica, como son: céalculo, geometria o teoria de grupos. Con esto, logramos un anélisis
matematico de diferentes expresiones artisticas que han estado en la historia de la humanidad
desde hace anos, como lo son las rosetas, los frisos, las teselaciones y los papeles tapiz.

Esta clase de investigacion resulta util no solo para dar a conocer nuevos resultados mate-
maticos (como las prototeselas pentagonales, las teselaciones demirregulares o las teselaciones
aperiodicas), sino que también proporciona herramientas funcionales para la creacién de obras
visuales estéticamente agradables para el ojo humano, mismas que podemos encontrar en la
pintura, escultura, arquitectura e incluso en la cinematografia. Ademés, permite hacer un analisis
detallado de diversas obras artisticas, pues proveé las bases para entender el como el arte se
relaciona con la simetria para la generaciéon de dichas obras.

Asimismo, esta tesis puede utilizarse como herramienta de divulgacioén cientifica, pues es un

tema que resulta llamativo y es sencillo adaptarlo a diferentes publicos, que pueden ir desde las
infancias pertenecientes al tltimo ano de primaria hasta personas més versadas en mateméticas.
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