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Capitulo 1

Introduccion.

En el campo de la epidemiologia y en particular en el drea de enfermedades
infecciosas, la modelacién matemaética ha sido una herramienta muy utiliza-
da [8, 24, 29], debido a que esta nos permite crear escenarios abstractos que
recrean sucesos reales con gran precisién como lo son por ejemplo los brotes
epidémicos [4, 5, 10, 21, 31, 33]. Ademas, las teorias implicitas existentes en
la modelaciéon matematica, permiten realizar andlisis profundos que facilitan
la comprensién de estos fendmenos epidémicos, lo que ayuda a los entes gu-
bernamentales y agencias de salud publica en todo el mundo a tomar mejores
decisiones que ayuden a prevenir o en su defecto disminuir en buena medida
el impacto que tienen los brotes epidémicos en las regiones afectadas.

En particular, una medida que puede ser deducida de modelos matematicos
para algunas enfermedades infecciosas es el tamafio final de la epidemia [6,
7,8,15,21, 24, 26, 35]. Esta medida nos permite cuantificar que tan severo es
el impacto que tiene una epidemia en una regién afectada, una vez ocurra el
brote infeccioso.

En la literatura de epidemiologia matematica [8, 24], podemos encontrar la
deduccién de esta medida en el caso de una enfermedad clasica SIR para una
poblacién aislada. Sin embargo, en los trabajos [15, 21, 26], podemos obser-
var que con el paso del tiempo, dicha medida se ha generalizado a modelos
complejos que se ajustan mejor a la realidad. Por ejemplo, en los trabajos [15,
21, 26], podemos ver la deduccién del tamafio final de una epidemia en una
region con estructura espacial, la cual se conocen como poblaciones en redes,
o redes metapoblacionales. El concepto de redes metapoblacionales ayuda a
comprender como este tipo de enfermedades infecciosas, se puede transmitir
en un mundo conectado por la movilidad humana y por la interaccién que
tienen las personas entre diferentes regiones, lo cual modeliza en mejor forma



un escenario real de la humanidad moderna [3, 11, 17, 23, 28, 37].

Por otro lado, en el caso de enfermedades infecciosas transmitidas por vecto-
res, debido a la complejidad de los sistemas, el cdlculo de esta medida solo
se ha limitado a expresiones que la aproximan [6, 8, 35]. Sin embargo, en el
trabajo [35], se puede observar que, a pesar de que el procedimiento brinda
una ecuacién aproximada, para un conjunto particular de pardmetros epide-
miolégicos y entomolégicos, dicha aproximacién brinda una muy buena esti-
macién en el caso de una poblacién humana aislada.

Sin embargo, en estas metodologias, la discusién sobre la existencia y unicidad
del tamario final ha sido escaso o resuelto parcialmente, centrdndose en gran
parte a soluciones numéricas y su aplicabilidad.

Aunado a esto, dicha medida se ha empleado poco en la guia de medidas de
control en regiones afectadas por brotes infecciosos, mayormente por su falta
de comprensién y por su dependencia sobre los pardmetros epidemiolégicos
y entomolégicos. Estos nos indica que los andlisis sobre la aplicabilidad de
esta medida en escenarios realistas son escasos, lo que nos motiva a explorar
nuevas teorias donde dicha medida tenga condiciones que le permitan tener
una mayor importancia en la epidemiologfa moderna.

Es por esto que, este trabajo de tesis, proponemos una metodologia para cal-
cular el tamario final de una epidemia en una red metapoblacional en el caso
de una enfermedad infecciosa transmitida por vectores, como lo son por ejem-
plo (Dengue, Zika y Chikungunya), que son transmitidas por los mosquitos
Aedes albopictus 'y Aedes aegypti [4, 22]. Seguidamente, utilizando la ecuacién de
tamario final de la epidemia para una enfermedad tipo SIR en una red meta-
poblacional obtenida en [15], y la ecuacién obtenida con la propuesta presen-
tada, propondremos una metodologia que da una respuesta a la interrogante
de cuando dichas medidas tienen solucién y cuando esta es tinica. Finalmente,
utilizando ambas ecuaciones de tamafio final, proponemos utilizar estas me-
didas como indicadores de prioridad geografica para la aplicacién de estra-
tegias de control, mostrando simulaciones numéricas que corroboran nuestra
propuesta.

La organizacién de este trabajo de tesis viene dado de la siguiente manera. En
el capitulo 2, presentaremos los preliminares donde se muestra la deduccién
del tamafio final de una epidemia para una enfermedad clasica tipo SIR en
una poblacién aislada y en una red metapoblacional. En el capitulo 3, mos-
traremos una propuesta para calcular el tamafio final de una epidemia en el
caso de una enfermedad infecciosa transmitida por vectores en un poblacién
aislada y en una red metapoblacional. En el capitulo 4, mostraremos una me-
todologia que nos permite imponer condiciones sobre las cuales las ecuacio-
nes de tamario final presentadas en este trabajo tienen soluciones tnicas. En
el capitulo 5, proponemos los criterios de seleccion de parches donde se desea



aplicar control y proporcionaremos los protocolos de control que aplicaran a
en las enfermedades estudiadas. En el capitulo 6, presentaremos los resulta-
dos numéricos obtenidos al aplicar control en los dos tipos de enfermedades
analizadas y finalmente en el capitulo 7, presentaremos las conclusiones del
trabajo de tesis.
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Capitulo 2

Preliminares.

En este capitulo, vamos a realizar una revision de las herramientas matemati-
cas y epidemiolégicas que se utilizardn en este trabajo de tesis. Iniciaremos
dando una breve descripcién del modelo epidemiolégico clasico SIR Kermack
Mckendrick y deduciremos su ecuacién de tamafio final de la epidemia. Se-
guidamente, mostraremos una ampliacién de este modelo al escenario de re-
des metapoblacionales donde es posible deducir también una ecuacién del
tamario final de la epidemia, lo cual nos permite utilizar esta medida en esce-
narios mas generales.

2.1. Modelo clasico SIR Kermack Mckendrick: ecua-
cidon de tamaio final de la epidemia.

Uno de los modelos epidemiolégicos que més se utiliza para describir la dindmi-
ca de una enfermedad de transmisién humano-humano es el cldsico modelo
SIR Kermack Mckendrick el cual viene definido por el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias [8, 24, 29]:

as(t) S(t)

B0 _ 50y, 1)
% _ 5%1@)—71@), (22)
RO~ 10, (2.3)

En este modelo, las variables S(t), I(t) y R(t), representan el nimero de huma-
nos susceptibles, infectados y recuperados respectivamente, mientras que N
representa el ndmero total de humanos en la region que se modela. Ademas,

9



2.1. MODELO SIR CLASICO. 10

los pardmetros epidemioldgicos son 3, que representa la tasa de infecciéon en-
tre un individuo infectado y uno susceptible y -y, que representa la tasa de
recuperacion de los humanos infectados. En este modelo, la escala de tiempo
de la enfermedad que se desea modelar es mucho mas rdpida que la escala
de tiempo de nacimientos y muertes de humanos, por lo que los efectos de-
mograficos en la poblacién pueden ser ignorados. Esto nos dice que la pobla-
cién de humanos permanece constante durante todo el tiempo de la epidemia,
es decir, N = S(t) + I(t) + R(t) Vt, lo cual implica que dd—];] =0.

Finalmente, en este modelo se supone que la transmisién de la enfermedad es
regida por la ley de accién de masas entre los individuos infectados y recu-
perados, siendo la tasa de nuevas infecciones proporcional al nimero total de
contactos entre individuos susceptibles e infectados. Esta suposicién es repre-

sentada por los términos de incidencias :I:,B%I (t), los cuales representan el
nimero de miembros que pasan de la clase de susceptibles a la clase de infec-
tados por unidad de tiempo [8].

El ndmero reproductivo bésico [18] del sistema (2.1)-(2.3) viene dado por:

B
Ro= L. 2.4
0 y (2.4)

Podemos notar que

ﬁ>'y<:>R0:€>1,

es decir, cuando la tasa de infeccién es mayor que la tasa de recuperacion, el
nimero reproductivo bdsico es mayor que 1, lo que indica que habra una epi-
demia en la regién que se modela.

Para deducir la ecuacién de tamafio final de la epidemia [8], empecemos su-
mando e integrando de 0 a co las ecuaciones de humanos susceptibles e infec-
tados del sistema (2.1)-(2.3) con lo que obtenemos:

—! /Ooo <S§:) + 1{;)) dt = w = /Owl(t)dt, (2.5)

donde hemos usado

I(0) = im I(t) =0, y N=5(0)+1(0) Vi (2.6)

t—c0

Por otro lado, de la ecuaciéon de humanos susceptibles (2.1) y de la ecuacién

(2.5) se tiene que:
S(0) _ B o
log (5( ))—7<N 5(e0)), 7)



2.2. MODELO SIR METAPOBLACIONAL. 11

entonces S(c0) = S(0)e~?, donde
6 = Ro(N — S(c0)). (2.8)

Del hecho de que N = S(t) + I(t) + R(t) permanece constante en cualquier
instante de tiempo y que se cumple (2.6) bajos las mismas condiciones, cuando
t — co obtenemos que R(c0) = N — S(o0). Entonces, la ecuaciéon de tamafio
final de la epidemia del modelo (2.1)-(2.3) viene dada por:

R(c0) = N — 5(0)e . (2.9)

Notemos que aunque la ecuacion (2.9) da una expresién explicita del tamafio
final de la epidemia, resolverla analiticamente representa un problema de gran
dificultad debido a su dependencia implicita del término S(co) debido a la
relaciéon R(oo) = N — §(c0).

2.2. Modelo metapoblacional basado en el modelo
clasico SIR Kermack Mckendrick: ecuacion de
tamafo final de la epidemia.

Consideremos una poblacién humana, ubicada geograficamente en n regiones
distinguibles llamadas parches, las cuales estdn conectadas por la movilidad
humana. Ademas, supongamos que cada parche estd habitado por una pobla-
ci6n bien mezclada de tamarfio N;, donde el subindice i € {1, ..., n} representa
la etiqueta del parche. Sea S;(t), I;(f) y R;(t) el ntimero de humanos suscepti-
bles, infectados y recuperados del parche i respectivamente en el instante de
tiempo t, tal que N; = S;(t) + I;(t) + R;(t) permanece constante durante todo
el tiempo de la epidemia [15].

Basado en un enfoque Lagrangiano [5, 36], la movilidad de los humanos en-
tre parches se describe mediante la matriz de tiempos de residencias P =
( Pif)z]':l cuyas entradas satisface:

0<pji<1; vy pe=1 Vij, (2.10)

n
k=1

donde p;; describe la fraccién de tiempo que los residentes del parche i pa-
san en el parche j. Vale la pena resaltar que la matriz P representa una red
de parches conectados por enlaces dirigidos y ponderados. En la Figura (2.1)
mostramos un ejemplo de una poblacién en red y su correspondiente matriz
de tiempos de residencias.

Debido a la movilidad humana entre los parches de la red, el ntimero efec-
tivo de personas que ya estan presentes en el parche i viene dado por P; =

]V-’:l pjiN;, donde la fraccion de N; residentes que permanece en su propio
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parche viene dada por p;;N; y la fraccion de N; residentes vecinos que visitan
diariamente el parche i es p;;Nj, con j = 1,...n. En este contexto, la entrada
de visitantes infectados en el parche k viene dada por [15]:

Q) Red metapoblacional

b)Matriz de tiempos de residencias
0.40.00000000000
b2 0 0102010202 0020 0 0 0 0 0
£80.10.10.10.1010101 0 01 0 0101 0 0.1
0020202 0 002010010 0 O
0202 0020 0 0 0010102
0203 0 offfo o o o
0o 02ffl 0 0020 0 0
03 0010 04 0 0.2
o o1 o 04 o

0
3 0 0 0010 . 03
0 )
0
0
0
0

Etiqueta del parche

0
0
0
)

11 ) . 0010

i¥3 0 0 0.2 0 04 o

JEF 0 0 0 003 0

14 003020 O

)
6

15 002003

0
0
0
0
0
0
0
0

7 8 9 101112 13 14 15
Etiqueta del parche

Figura 2.1: a) Ejemplo de una poblacién en red metapoblacional donde cada
nodo es una regién geografica llamada parche habitado por una poblacién
bien mezclada y donde los enlaces dirigidos representan la movilidad de los
individuos entre parches (el nodo cuadrado representa el parche donde co-
menz6 el brote). b) La representacion correspondiente de la matriz de tiempos
de residencias, cuyas entradas p;; describen la proporcién de tiempo que los
residentes del parche i pasan en el parche j y satisfacen la ecuacién (2.10).

1 n
Filh) =5 Yo pili(t); (2.11)
j=1

que incorporan tanto la fracciéon de individuos infectados que provienen de
parches vecinos como los propios infectados en el parche k. Luego, la dindmica
de la enfermedad en la poblacién en red se describe mediante el siguiente
conjunto de 31 ecuaciones diferenciales ordinarias:

sy ¢ |
a _k;llgk(piksl(t))]:k(t)/ (2.12)
dlzﬁlgt) = i B (pikSi(1)) Fie(t) = vili(t), (2.13)
k=1
dR;(t)

2 = (), 214)
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coni = 1,...,n; el pardmetro 7; > 0 describe la tasa de recuperacién de los
residentes infectados del parche i y ¥ es el riesgo de infeccién en el parche i.
Definimos la condicién inicial en cada parche de la siguiente manera: S;(0) =
N;, ;(0) = 0, R;(0) = Oparai = 2,...,m;y S1(0) = Ny —1, 1(0) = 1,
R1(0) = 0. Es decir, por convencién, asumimos que al comienzo de la epide-
mia el parche con la etiqueta k = 1 tiene un solo residente infectado, mientras
que los otros parches estdn poblados por individuos susceptibles.
Sustituyendo F(t) en las ecuaciones (2.12) - (2.14), el modelo de epidemia SIR
en una poblacién de redes metapoblacionales se puede reescribir como:

dSl-(t) . ' n -

i _Sl(t)]; Bijlj(t), (2.15)
dl,’(t) _ ' n - .

a5l ]; Bijli(t) = vili(t), (2.16)
dR; (1)

dt vili(t), (2.17)

coni=1,...,n; donde las tasas de infecciones efectivas vienen dadas por:
n ey
PikPijk .
Bi=Y B~ Vije{l,..,n}. (2.18)
k=1 Py

Es decir, el modelo metapoblacional descrito por las ecuaciones (2.12)-(2.14),
donde se considera un conjunto de subpoblaciones bien mezcladas y separa-
das, puede ser reescrito como un modelo epidémico de una sola poblacién
bien mezclada, donde los individuos se clasifican segtin su parche de residen-
cia; en otras palabras, el sistema de ecuaciones (2.15)-(2.17) podria interpretar-
se como un modelo de epidemia mulltigrupo, con f;; la tasa de contacto entre
los residentes del parche i y el parche j. Cabe mencionar que el modelo mul-
tigrupo (2.15)-(2.17) es equivalente al modelo epidemiolégico analizado por
Pierre Magal, Ousmane Seydi y Glenn Web en [21], donde no se considera la
movilidad humana entre los parches de la red. En la Figura (2.2), mostramos
un ejemplo del comportamiento dindmico del modelo epidemiolégico SIR me-
tapoblacional (2.15)-(2.17), con la topologia de la red y la matriz de tiempos de
residencias que se muestran en la Figura (2.1).

Al igual que en el caso del modelo SIR clasico (2.1)-(2.3), en el caso metapo-
blacional el tamafio final de la epidemia es la proporcién total de individuos
que han sido infectados durante la epidemia en cada parche de la red [15]. Si
procedemos con una metodologfa andloga al caso de una sola poblacién, po-
demos dar una expresién matematica en términos de la proporcién final de los
individuos recuperados R;(0); es decir, con la solucién explicita del comparti-
mento de los recuperados (ecuacién (2.17)), evaluado a medida que el tiempo
se acerca a infinito.
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Para derivar la expresion explicita de R;(o0) en cada parche [15], empecemos
nuevamente sumando e integrando el compartimento de humanos suscepti-
bles S;(0) (ecuacion 2.15) con los humanos infectados I;(t) (ecuacién 2.16) con
lo que obtenemos:

a) i b)Infectados C) Recuperados
80000 50000 80000

70000 70000
40000

60000 60000

50000 50000
—

30000

40000 40000

20000

30000 30000

20000 20000

10000

10000 10000

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Tiempo (qias) Tiempo (dias) Tiempo (dias)

Figura 2.2: Comportamiento dindmico del modelo epidemiolégico metapobla-
cional SIR (2.15)-(2.17). La curva roja discontinua, representa el valor prome-
dio sobre las trayectorias de todos los parches. Los tamafios de poblacién N; y
la tasa de riesgo de infeccién f/, parai = 1,...,15 se seleccionaron de manera
aleatoria en los rangos [10,000, 30, 000] y [1.5,2.5] respectivamente, la tasa de
recuperacion 7y; = 0.7 para todos los parches.

-t /OOO (dsi(t) + Ii(t)) g = NizSileo) _ /Ooo Li(t)dt, (2.19)

1

dt dt Yi
en donde hemos utilizados los hechos
[;(00) = tlim Li(t)=0, y N;=S(0)+1(0) Vi (2.20)
—00
Por otro lado, de las ecuaciones (2.15) y (2.19) se tiene que:
S‘(O)) o L N Sj()
log (210 ) — / Ldt =Y g2 021
og (Si(OO) ]; ﬁq ) ]( ) ]; ﬁl] i ( )

entonces S;(co) = S;(0)e~%, donde

n N; — S: (0o
ei(sl,...,sn)—zﬁij’v](), con i=1,...,n. (2.22)
j=1 ]
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Las funciones 0;(Sy, . .., Sy) determinan el nimero total de nuevas infecciones
generadas en el parche i causadas por los viajeros infectados que visitan dicho
parche.

Dado que N; = S;(t) + I;(t) + R;(t) permanece constante en cualquier ins-
tante de tiempo t y por la ecuaciéon (2.20), cuando t — oo obtenemos que
Rj(0) = N; — S;(o0). Entonces, la expresion explicita para el tamano final de
la epidemia en el parche i es:

Ri(00) = N; — S;(0)e % (2.23)

Podemos notar que, aunque la ecuacién (2.23) da una forma explicita del ta-
mafio final de la epidemia para cada parche, al igual que en el caso del mo-
delo SIR clésico, resolver analiticamente dicha ecuacién representa un pro-
blema de gran dificultad debido a su dependencia implicita con los términos

S1(00),...,Su(00).



Capitulo 3

Estimacion de la ecuacion del
tamarfio final para un modelo
de epidemia transmitida por
vectores.

En este capitulo, vamos a presentar un modelo epidemiolégico que describe
la dindmica de una enfermedad infecciosa transmitida por vectores como lo
son, por ejemplo, el Dengue, Zika y Chikungunya las cuales son causadas por
los mosquitos Aedes aegypti y Aedes albopictus [16, 20, 22, 32]. Sobre este mo-
delo, vamos a mostrar una metodologia que permite aproximar mediante una
ecuacion explicita el tamafio final de la epidemia. Seguidamente, ampliaremos
este modelo al caso de una red metapoblacional siguiendo un procedimiento
andlogo al presentado con el modelo clasico SIR. Luego, veremos como pa-
ra este modelo metapoblacional, tambien es posible presentar una ecuacién
explicita que permite aproximar el tamario final de la epidemia, lo cual nos
permite nuevamente utilizar esta medida en casos méas generales.

3.1. Modelo epidemioldgico para una enfermedad
transmitida por vectores: estimacion del tamafio
final de la epidemia.

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales que describe la
dindmica de una epidemia causada por una enfermedad infecciosa transmiti-

16



3.1. MODELO VECTORES. 17

da por vectores [35]:

d%f) _ —ﬁhsz\(]?W(t), (3.1)
T~ p W -1, 62)
dlZ—gt) = (), (3.3)
d‘;—gt) = g—ﬁvIIE]?V(t)—VV(t)r (3.4)
dI/:ilt(t) _ ﬁvllfji)v(t)_yw(t), (3.5)

donde las variables S(t), I(t) y R(t),Vt, representan el nimero de humanos
susceptibles, infectados y recuperados respectivamente, mientras que las va-
riables V(t) y W(t), Vt representan el nimero de vectores susceptibles e in-
fectados respectivamente. Ademds, los pardmetros epidemioldgicos y ento-
moldgicos son B, que representa la tasa de transmisién de la enfermedad en-
tre un vector infectado y un humano susceptible, B, que representa la tasa de
transmision de la enfermedad entre un humano infectado y un vector suscep-
tible, v es la tasa de recuperacién de los humanos, g la tasa de reproduccién
constante de los vectores y finalmente y la tasa de mortalidad de los vectores.
En el modelo (3.1)-(3.5), asumiremos que tanto la poblacién de humanos co-
mo la de vectores son cerradas; es decir, ambas poblaciones cumplen con
N, = S(t) +I(t) + R(t) y N, = V(t) + W(t),Vt, y con esto obtenemos que

Np, ANy
—t_oy

dt dt
de humanos es constante durante toda la epidemia y la poblacién de vecto-
res ha alcanzado su estado estable en el sistema. Bajo este supuesto, podemos
simplificar el modelo de 5 ecuaciones diferenciales a un sistema de 4 ecuacio-
nes diferenciales haciendo V(t) = N, — W(t) que al sustituirlo en la ecuacién
de vectores infectados (3.4) se obtiene el siguiente sistema:

= 0. En otras palabras, estamos asumiendo que la poblacién

%Sft) = _5h51\(f?w(f>/ (3.6)
d;i(tt) = /5’151\(,?W(f)—’ﬂ(t)f (3.7)
T = o o)
dVZI/t(t) - 50%?(Nv—w(t))—uw(t)- (3.9)
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Con esto, el nimero de vectores susceptibles se obtiene conociendo la solu-
cién del compartimento de los vectores infectados.

En este modelo, la transmisién de la enfermedad también es regida por la ley
de accién de masa; es decir, entre un humano susceptible y un vector infec-

5(t)

tado la transmision de la enfermedad se describe por el término [ShTW(t),
h

mientras que la transmisién de la enfermedad entre un vector susceptible y
un humano infectado se describe con el término ﬁv% (No — W(t)).

Varios trabajos han realizado avances para estimar el tamafio final de la epide-
mia sobre el modelo (3.6)-(3.9). Ejemplos de ellos son los trabajos Fred Brauer
[6, 7], que mediante la teoria de perturbacién de parametro pequefio sobre el
término % < 1 (la tasa de infeccién de los humanos es mucho mds pequena
que la tasa de infeccién de los vectores), logran estimar cotas inferior y supe-
rior para esta medida. Sin embargo, esta hipétesis puede ser muy discutible
por su significado epidemiolégico.

Otro ejemplo importante de mencionar es el trabajo de Yu Tsubouchi, Yasuhi-
ro Takeuchi y Shinji Nakaoka [35], quien con la misma teorfa de perturbacién
de pardmetro pequefio pero esta vez sobre el término % < 1, (donde d repre-
senta la tasa de mortalidad de los humanos), logra dar una ecuacién explicita
que aproxima en buena medida para un conjunto particular de parametros el
tamarfio final de la epidemia.

Sin embargo, estos procedimientos solo se han realizado para el caso de una
sola poblacién. A continuacién, vamos a presentar una metodologia que per-
mite hacer una aproximacién en serie de potencias sobre la proporcién de vec-
tores infectados, con lo que se deduce un sistema de ecuaciones algebraico que
al resolverlo, nos brinda una ecuacién explicita que estima el tamafio final de
la epidemia equivalente a la presentada en [35], con la ventaja de que este
método nos permitird expandir los resultados al caso de redes metapoblacio-
nales.

Para iniciar la metodologia sobre el modelo (3.6)-(3.9), reescribamos la ecua-
cién de humanos susceptibles (3.6) como:

%m(su)) = By, (3.10)
Si integramos en ambos lados de (3.10) de 0 a oo respecto de t y usando el
hecho de que N;, = §(00) + R(0), (I(c0) = 0) [35], el nimero de humanos
recuperados al final de la epidemia obtenido a través del compartimento de
humanos susceptibles viene dado por:

g, [~
R(00) = Nj, — S(0)e (NZ/O W(t)dt). (3.11)
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Por otro lado, si integramos la ecuacién de humanos recuperados (3.8) de 0 a
oo respecto de t obtenemos que:

R(o0) = 7 /O ¥ 1()dt. (3.12)

Ahora bien, si despejamos I(t) de la ecuacion de vectores infectados (3.9), se
tiene que:

I(t) = (Nhff:g% <1 - @) + (NIZZJ dVfo) (1 - %\g)) (3.13)
donde Wit)
0< N, <1,

de modo que, podemos realizar una expansién en series de potencias sobre
la proporcién de vectores infectados en la ecuacién (3.13) que nos permite
reescribir la ecuacion (3.12) como:

we) = (R e S5 @
() BN

n=

(3.14)

Por lo tanto, al realizar una aproximacién de orden cero sobre la serie de po-
tencias de la ecuacion (3.14), obtenemos que el ntimero de humanos recupera-
dos al final de la epidemia obtenidos a través del compartimento de humanos
recuperados se puede aproximar por:

R(oo0) ~ M‘ 0°° W(#)dt. (3.15)

Entonces, de las ecuaciones (3.11) y (3.15) obtenemos un sistema de ecuaciones
algebraico para R(o0) en términos del drea bajo la curva del compartimento de
vectores infectados. Asi, al resolver este sistema tenemos que la ecuacién de
aproximacion del tamario final de la epidemia para una enfermedad transmi-
tida por vectores descrita por el modelo (3.6)-(3.9) viene dada por:

,Bh,BvaR(OO)>

R(eo) ~ Ny — S(0)e ( THN; (3.16)

Observacién: En el estado estacionario se satisface N, = g, con lo que la

ecuacion (3.16) es la misma que se presenta en [35].



3.1. MODELO VECTORES. 20

Ademas, si calculamos el ntiimero reproductivo bésico del sistema (3.6)-(3.9)
utilizando la metodologia de la matriz de siguiente generacién, obtenemos

que este viene dado por:
N
Ro = /%’, (3.17)

lo que nos permite reescribir la ecuacién (3.16) como

R(c0) ~ Nj, — S(0)e, (3.18)
con R2
_ XN~ S(eo
=, Ny = 5().

Al comparar la solucién numérica del compartimento de los humanos recu-
perados al final de la epidemia del sistema (3.6)-(3.9) con el valor numérico de
R(c0), pero esta vez calculado a partir de la ecuacién (3.18), podemos observar
que la propuesta presentada brinda una buena estimacién como se muestra en
las Figuras (3.1) y (3.2). Ademas, la precisién de la ecuacion (3.18) se mantiene
para distintos valores de la poblacién humana N}, y distintos valores de las
tasas de transmisién de la enfermedad cuando se cumple f;, = B, como se ve
en la Figura (3.2)

25000 —— R aprox

Rexacto

0.14

20000 012

15000

R()

10000

0.04

5000
0.02

0.00

T r T r r v r v T T T T
0.0 01 0.2 03 0.4 0.5 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40
/By By

Figura 3.1: Gréfico izquierdo, comparacién entre la expresién (3.18) y el va-
lor exacto de R(o0) del sistema (3.6)-(3.9) en el compartimento de humanos
recuperados con una poblacién inicial de N;, = 25,000 con tasa de infeccién
Brn = 0.1y tasa de recuperaciéon de humanos infectados ¢y = % Grafico dere-
cho mostramos el error relativo de la aproximacién.
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3.1.1. Precisién de la aproximacién.

W(t)

Fue posible obtener la ecuacién (3.18) porque la suposiciéon N, < 1sehizo

en (3.15). Al restar la aproximacién (3.15) de (3.14) y dividir pcv)r la expresion
exacta, notamos que el error relativo estd dado por

1
| /Nar

1+ —20
I X (W0 /Nt

err =

(3.19)

De la expresién anterior, notamos que el error solo depende del valor de 0 <

W(t) . . W(t)

N < 1 y siempre aumenta a medida que aumenta N
v v

Wi(t)
N,

0
el error relativo de la aproximacién. Por otro lado, como no se encontré una
expresion explicita para el error en términos de los pardmetros, mostraremos

W(t)
N,

v
para el error relativo depende solo de y/,. Esta dependencia nos permite
encontrar sistemdticamente los peores casos de precisién de la aproximacién
graficando el error contra y/B,.

. Por lo tanto,

un limite superior para

también proporciona un limite superior para

que un limite superior para y por lo tanto, también un limite superior

Para obtener un limite superior para el error (3.19), encontramos una expre-
sién para el mayor valor de W(t) al eliminar este término de la ecuacién de

W(t
los vectores infectados cuando dt( ) =0, es decir,
N,
W(t)mux = /31; 7‘; . (3.20)
'BU + (I(tmax))
Nh
Entonces, como I(t) < N, Vt, se tiene que:
W(t) < ﬁ”N”y < 5”N”y . (3.21)
Pot (Ko Pot (%)
N, N,
Por lo tanto
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Wi(t)
Ny
variar los pardmetros sistemdticamente, evaluamos numéricamente la preci-
sién de la aproximacién. En la Figura (3.1), (grafica izquierda), se puede ver la
comparacion entre la aproximacién y el valor exacto variando i/ B,. También
graficamos el error relativo (gréfico de la derecha), y se encontré que el peor
error para un cierto conjunto de pardmetros es 12 %, pero para la mayoria de
los valores de los pardmetros, es menor que 10 %. Por otro lado, la expresion
(3.18) nunca subestima los valores exactos del tamario de la epidemia R(c0);
por lo tanto, todavia se puede utilizar como indice de gravedad de la epidemia

o, en particular, para disefiar estrategias de control distribuidas.

Este limite superior para depende tnicamente del cociente y/By. Al

A pesar de algunas excepciones [25], en la literatura sobre modelos de dengue,
se acostumbra establecer B, ~ By [1, 2, 4, 12, 14, 27, 30, 35, 36]. En la Figura
(3.1) se puede ver que el error relativo es menor al 6 % para este caso particular
de Dengue.

25000 — Rapox

— Rexacto

0.05
20000

15000

£0.03

R(<=)
Rapprox — Rexa
Rooe

10000

5000
0.01

WiBy HIBy

Figura 3.2: Gréfico izquierdo, mostramos la comparacién entre la expresion
(3.18) y el valor exacto de R(o0) del sistema (3.6)-(3.9) con una poblacién hu-
mana de N; = 25,000 con tasa de infeccién B, = B y tasa de recuperacién de
humanos infectados ¢y = % Gréfico Derecho, mostramos el error relativo de la
aproximacion.
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3.2. Modelo epidemiolégico metapoblacional para
una enfermedad transmitida por vectores: esti-
macion del tamafio final de la epidemia.

Consideremos el siguiente modelo metapoblacional que describe la dindmi-

ca de una epidemia causada por una enfermedad infecciosa transmitida por
vectores:

dS;Et) _ ZﬁhW Pupj( ) (3.23)
dlzl(tt) _ Zﬁ w, (1) P ]() (), (3.24)
deit(t) . (3.25)
dV\;it(t) _ éﬁvmig(”(l\% — Wi(£)) — piWi(). (3.26)

coni=1,...,n.

Este modelo es una extensién del sistema (3.6)-(3.9) y se basa en las ideas de
modelo metapoblacional presentado en [36]. Para esto, hemos consideramos
nuevamente una poblacién de humanos ubicada geograficamente en n regio-
nes distinguibles que seguiremos denotando por parches y cada uno de es-
tos estd habitado por una poblacién bien mezclada de tamario Nh’., donde el
subindice i € {1,...,n} representa la etiqueta de cada poblacién. En este sen-
tido, tenemos que las variables S;(t), I;(t), y R;(t) representan los individuos
susceptibles, infectados y recuperados de cada poblacién Vt. Ademdas vamos
a suponer que S;(t) + It(t) + R;(t) = Nj,; es decir, todas las poblaciones hu-
manas son cerradas y no cambian durante todo el tiempo de la epidemia.

Por otro lado, la variable W;(t) representa la poblacién de vectores infectados
bajo la hipétesis que Vi(t) + W;i(t) = Ny,; es decir, nuevamente suponemos
que las poblaciones de vectores se encuentran en sus estados de equilibrio.
Esto nos permite calcular las soluciones en los compartimentos de vectores
susceptibles a partir de las soluciones de los compartimentos de vectores in-
fectados.

Finalmente, los pardmetros epidemiolégicos y entomolégicos By, Bo v #; si-
guen teniendo los mismos significados del sistema (3.6)-(3.9), con la diferen-
cia que, de que cada parche puede tener sus propias caracteristicas sociales,
culturales, geogréficas entre otras, con los que el valor de estos pardmentros
pueden diferir de un parche a otro.

El sistema (3.6)-(3.9), introduce la movilidad humana entre cada parche como
un parametro importante para la propagaciéon de una enfermedad infecciosa
transmitida por vectores. La inclusién de este pardmetro para construir una
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poblacién en red, se basa en el trabajo [36] pensando en el escenario donde
un habitante de un parche con poblaciones de humanos y vectores totalmente
susceptibles, visita otro parche por un tiempo considerable. S hay vectores
infectados en la regién visitante y algunos de estos vectores infecciosos de la
region visitada transmite la enfermedad al habitante viajero, este llevara la
enfermedad de regreso a su lugar de origen y con esto, si algunos vectores
susceptibles entran en contacto con el habitante ya infectado, la enfermedad
ya podria propagarse en la poblacién de origen.

Es importante mencionar que con esta hipétesis estamos asumiendo que las
poblaciones de vectores en cada parche son endémicas. Esto es razonable de
pensar cuando se toman en cuenta solo el rango de vuelo que tienen los vec-
tores y sus ciclos de vida [36] y no considerar factores como la diapausa [33,
34], o intervercién humana para la movilidad de los vectores entre los parches
de la red a modelar [10, 31].

Asi, el enfoque de nuestro modelado para el sistema (3.6)-(3.9) nuevamente
sigue siendo Lagrangiano introduciendo la movilidad humana entre los par-
ches de la red con los tiempos de residencia P = (p;;) =1/ los cuales satisfacen
todas las hipétesis y suposiciones planteadas en el modelo SIR metapoblacio-
nal del capitulo anterior.

Bajo estas hipétesis, vamos a ampliar la metodologia presentada en el caso de
una sola poblacién que nos permitird deducir una ecuacién de tamario final
de la epidemia para una enfermedad infecciosa transmitida por vectores en el
caso de redes metapoblacionales.

Para iniciar la metodolégia sobre el sistema (3.23)-(3.26), para i fijo reescriba-
mos la ecuacién de humanos susceptibles (3.23) como:

d ", Bupij
7 In(Si(t) = - <Z b ]Wl-(t)> . (3.27)

=1 J

Si integramos en ambos lados de (3.27) de 0 a o respecto de ¢ y usando el
hecho de que Nj, = S;(0) + R;(0), (I;(c0) = 0) Vt, el ntimero de humanos
recuperados al final de la enfermedad del parche 7, obtenido a través del com-
partimento de los humanos susceptibles del mismo parche, viene dado por:

y B [ wi<t>dt>

R;(c0) = Ny, — Si(0)e <j_l :

(3.28)

Por otro lado, si integramos la ecuacién de humanos recuperados (3.25) para i
fijo, se tiene que:

Ri(o0) = 7 /O " L (b, (3.29)
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Ahora bien, si despejamos I;(t) de la ecuacién de vectores infectados (3.26),
obtenemos:

P‘#'W'(t)> 1 L Pji
() = iHiVVi . Lol e
(1) ( NoBopii ) (1 _ Wz‘) j:;j#i pii i)

Ui

(o) it ¢ _11@1_ ]
Wit)

0< = <1Vie (...,

Ui

(3.30)

donde

de modo que, podemos realizar una expansién en series de potencias sobre
la porporcién de vectores infectados en la ecuacién (3.30) que nos permite
reescribir la ecuacion (3.29) como:

n=0
[ee) n
i Jo T
v 1) & (Wi
Pyy )/“ dWi(t) ¢ ( i )
+ dt
(Nv,vﬁvpii 0 dt nX::O Nvi

Por lo tanto, al realizar nuevamente una aproximacién de orden cero en la
serie de la ecuacién (3.31), obtenemos que el niimero de humanos recuperados
al final de la epidemia en el parche i obtenidos a través del compartimento de
los humanos recuperados del mismo parche se puede aproximar por:

n

Pipiy > o0 1
Rij(o0) = [ ———— W;(t)dt — — (N}, — S:i(0)). (3.32)

Entonces, de las ecuaciones (3.28) y (3.32) obtenemos nuevamente un sistema
de ecuaciones algebraico para R;(o) en términos del drea bajo la curva del
compartimento de los vectores infectados del parche i. Asi, al resolver este
sistema tenemos que la ecuacién de aproximacion del tamario final de la epi-
demia para una enfermedad transmitida por vectores descrita por el modelo
(3.23)-(3.26) viene dada por:

Rj(o0) ~ Ny, — S;(0)e™ ™, (3.33)
donde:

n N, v::v:
Ti(Sl,...,Sn) = 2 M

DI (N, — Sk(e0)) i € {1,...n}.
]: f—
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Observacién: En el caso de n = 2, las ecuaciones de tamario final de la epide-
mia de ambas poblaciones de humanos viene dada por:

M M
~ (G20, = 5100 + FL2 (N - Sa(e) )
Rl (OO) ~ Nh1 — 51(0)8 hy o} ,
(3.34)
y
M M
- (0, = 51000 + (N~ Sa(e) )
Rp(0) = th —S55(0)e hy hy ,
(3.35)
donde:
Myp = Nhlﬁhﬁvl’%Nm Nhlﬁhﬁvp%szz
1P} YH2 P2

Moy — <Nh2:8h130p%lN01

n thﬁhﬁvP%Zsz )

Yp1P? Yo P?
My — Ny, BuBop11P21No,  Np, BuBop12p22No,
12 — 2 2 7
YH1P; TH2P;
Moy — Np, BrBop11P21No;  Np, BuBop12p22No,
21 = 2 2 :
Y P YH2 Py

Los coeficientes M;; son los elementos de la matriz M = M, Mj,, relacio-
nada con el Host-Vector Network Configuration [4, 19] dada por:

( 0
th

Mais atn

Mvh )

() p) (h)y (k)

R R R R

Mvh = ( 11 12 ) thv = < 1;11 1% ) ,
RS{) R;;) R;g R§2)

donde Rf]«v) puede interpretarse como el niimero de humanos infectados que
l(]h) SO
el nimero de vectores infectados que produce un humano infectado mientras
estd infectado. Asf, los elementos de la matriz M;; son el ntimero humanos in-
feccioso en la region j producido por un tinico humano infectado en la region
i en una poblacién totalmente susceptible [36]. Ademads, los coeficientes M,

genera un vector infectado en una poblacién totalmente susceptible y R n

Rfjv) y Rl(jh) se han utilizado como indices de riesgo de epidemias en metapo-
blaciones [36].
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En las Figuras (3.3) y (3.4), podemos ver que las ecuaciones (3.34) y (3.35) pro-
porcionan una buena aproximacién del tamafio final de la epidemia para un
conjunto en particular de pardmetros en el caso de una red de dos parches
conectados por la movilidad humana, comparado con la solucién numérica
del mismo sistema en el compartimento de los humanos recuperados Rj(o0)
y Ry(0). En la Figura (3.3), podemos ver que al variar el pardmetro de movili-
dad p1» cuanto més personas hay en cada parche, mejor serd la aproximacién
brindada por la propuesta con un error relativo méximo de 0.00172017 en la
primera regién y 0.00117025 en la segunda region.

Por otro lado, en la Figura (3.4), si asumimos que las tasas de infecciones f, y
Bo soniguales [1, 2, 4,12, 14, 27, 30, 35, 36], se puede ver que sucede algo simi-
lar; es decir, cuanto mayor es la tasa de contagio de la enfermedad, mejor es la
aproximacién que se alcanza con la ecuacién propuesta con un error relativo
maéximo de 6.4679731 x 10710 en la primera regién y 6.7733542 x 10~ en la
segunda region.

Los resultados que se muestran en las figuras (3.3) y (3.4) se obtuvieron usan-
do la suposicién comun B, ~ By, [1, 2, 4, 12, 14, 27, 30, 35, 36] para este tipo
de modelos. Sin embargo, como se ha mostrado anteriormente, el error es sen-
sible al parametro u/By,. Asi, comparamos el valor exacto de R(c0) y el dado
por la aproximacién para el caso de dos regiones conectadas por movilidad
humana variando u/B,. El mayor error relativo encontrado fue del 14 % co-
mo se puede apreciar en la Figura (3.5).

A pesar de que se tienen ecuaciones explicitas para el tamarfio final de la epi-
demia tanto en el sistema (2.12)-(2.14) como para el sistema (3.23)-(3.26), es-
tas son resueltas numéricamente debido a sus dependencias implicitas en sus
variables. Ademads, en la construccién de dichas ecuaciones, no se garantiza
tanto la existencia y unicidad de soluciones de las mismas, lo cual implica una
problemética cuando se quieren utilizar dichas medidas en escenarios realis-
tas. En el siguiente capitulo, plantearemos un problema de punto fijo que da
respuestas a estas inquietudes, lo cual nos permitird hacer un andlisis tedrico
sobre las condiciones que deben existir para garantizar la existencia y uni-
cidad de soluciones para las ecuaciones de tamafio final de la epidemia en
ambos modelos metapoblacionales descritos en este trabajo de tesis.
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Figura 3.3: Comparacién entre las ecuaciones (3.34) y (3.35) con la solucién
del compartimento de los humanos recuperados Rj(o0) y Rp(o0), variando el
parametro de movilidad py, € [0.1,1], que es el flujo de personas que va del
parche 1 al parche 2. (Gréfica izquierda pertenece al parche 1 y grafica de-
recha pertenece al parche 2). Los demds pardmetros epidemioldgicos y ento-
molégicos en cada simulacién tuvieron los siguientes valores: g, = , = 0.1,
y=1/7,81 = g = 1,500, y3 = 1/10y pp = 1/5, con condicién inicial del
sistema para cada simulacién, S;(0) = 1,499, [;(0) = 1, R;(0) = 0, W;(0) =0
y Ny, = 15,000 Vi € {1,2}.
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Figura 3.4: Comparacién entre las ecuaciones (3.34) y (3.35) con la solucién del
compartimento de los humanos recuperados R (o0) y Rp(0), variando las ta-
sas de infecciones efectivas B, = B, € [0.01,1.5] (Grafica izquierda pertenece
al parche 1 y grafica derecha pertenece al parche 2). Los demds pardmetros
epidemiolégicos y entomolégicos en cada simulacién tuvieron los siguientes
valores: v = 1/7, g1 = g = 1,500, #1 = 1/10y u2 = 1/5, con condicién
inicial del sistema para cada simulacién, S;(0) = 1,499, I;(0) = 1, R;(0) = 0,
W;(0) =0y N,, = 15,000 Vi € {1,2}.
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Figura 3.5: Gréfica izquierda se muestra la comparacion entre la expresion
(3.33) y el valor exacto de R(o0) para el parche 2 con p1; = 0.1, B, = B = 0.1,
v =1/7, 41 = 1/10, yp = 1/5 y condiciones iniciales S(0) = 1,499, I(0) =1,
R(0) = 0, W(0) = 0y poblacién de vectoress N, = 15,000. Grafico derecho
muestra el error relativo de la aproximacién del parche 2. Solo se muestra el
parche donde la aproximacién comete el mayor error.



Capitulo 4

Existencia y unicidad de
soluciones para ecuaciones de
tamafio final de una epidemia.

En este capitulo, vamos a desarrollar una metodologia que permite encontrar
condiciones para las cuales el problema de resolver la ecuacién de tamafio
final de una epidemia en los sistemas (2.15)-(2.17) y (3.23)-(3.26) tengan solu-
ciones tinicas. Ademads, presentaremos una breve discusién sobre soluciones
parciales previas presentadas en la literatura cientifica.

4.1. Trabajos previos sobre la existencia y unicidad
de solucidn del tamaiio final de una epidemia.

El célculo del tamafio final de una epidemia siempre ha sido de interés en
la epidemiologia [6, 7, 8, 15, 21, 24, 26, 35]. Esta medida ayuda a cuantificar
el impacto que tienen los brotes de enfermedades en las 4reas afectadas en
términos de los parametros epidemiolégicos, entomolégicos y geograficos del
lugar. Ademas, esta medida ayuda los organismos gubernamentales y de sa-
lud a anticipar cudles son las areas de mayor riesgo sobre una epidemia, lo
cual es de suma importancia a la hora de tomar medidas de control que ayu-
den a aliviar las consecuencias de los brotes epidémicos.

30
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4.1.1. Trabajos previos sobre el modelo cldsico SIR Kermack
Mckendrick.

La literatura en epidemiolégia matemaética, nos ha brindado metodologias pa-
ra calcular el tamafio final de la epidemia en el caso de un modelo clasico
SIR Kermack Mckendrick, pero por lo general dichas metodologias no indi-
can cuando la ecuacién de tamario final tiene una solucién y en el caso de
existir, no precisan si esta solucién es tinica.

Por ejemplo, en los trabajos de Fred Brauer y Carlos Castillo Chavez [8] y
Maia Martcheva [24], se dan metodologias para deducir la ecuacién del ta-
mario final de una epidemia, las cuales son las méas conocidas y aplicadas en
los escenarios mas realistas, la cual se mostré en los preliminares de este tra-
bajo. Aunque estos procedimientos son muy practicos, fue en [15], donde se
expandié esta metodologia al caso de una red metapoblacional dando una
ecuacién del tamarfio final de la epidemia para todos los parches de la red y
cuyo procedimiento también fue mostrado en los preliminares de este trabajo.

Por otro lado, Joel Miller [26], deduce la ecuacién de tamafio final de una epi-
demia en distintos escenarios utilizando un concepto llamado The Test Indivi-
dual, el cual consiste en escoger un individuo aleatoriamente de la poblacién
y calcular la probabilidad de que el individuo prueba sea susceptible al final
de la epidemia. Debido a que el autor considera que todas las epidemias tie-
nen el mismo tamario, esta probabilidad serd igual que la proporcién de la
poblacién que es susceptible al final de una epidemia. Entonces, el proceso de
calcular la porporcién total de infectados en una epidemia puede ser reducido
al problema equivalente de encontrar la probabilidad de un individuo prueba
elegido al azar sea susceptible al final de la epidemia. Asf, la probabilidad de
que este individuo se haya infectado al final de la epidemia serd uno menos la
probabilidad de que el individuo sea susceptible al final de la epidemia.

En el trabajo de Pierre Magal [21], se muestra el calculo del tamario final para
un modelo SIR de multigrupos el cual puede ser visto como una red meta-
poblacional que no incluye explicitamente la movilidad humana entre cada
region. Sin embargo, el autor considera solo transmisiones entrecruzadas en
el modelo; es decir, el patégeno infeccioso cumple con f;; = 0, lo cual limita la
aplicabilidad del modelo a enfermedades muy especificas.

No obstante, dentro de estas metodologias podemos ver algunas limitantes
tedricas que nos permitan garantizar la existencia y unicidad de soluciones
para las ecuaciones de tamarfio final. Aunque los trabajos [8] y [24], son los
procedimientos méas simples de seguir, las soluciones planteadas son s6lo del
tipo computacional y no tedricas.

Por otro lado, en el trabajo [26], aunque el enfoque de construccién de las
ecuaciones de tamarfio final es diferente a las metodologids clasicas, el calculo
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de las soluciones pasa por dos dificultades discutidas por el autor. La primera
dificultad que plantea el procedimiento es, calcular el valor de la probabilidad
de que el individuo test siga susceptible al final de la epidemia, y la segunda
dificultad es, una vez construida la ecuaciéon de tamarfio final, es su célculo
numeérico ya que este depende de variables probabilisticas que deben ser to-
madas en cuenta. Debido a esto, este procedimiento también carece de alguna
base tedrica que garantice la existencia y unicidad de las soluciones del ta-
mario final de la epidemia en los distintos escenarios que J. Miller plantea en
su trabajo.

Ahora bien, en el trabajo [21], como el autor solo considera transmisiones en-
trecruzadas de la infeccién, esta suposicién le permite escribir las tasas de
infeccién en términos de una matriz irreducible no negativa, lo cual con la
ayuda de la teoria del dlgebra y de punto fijo, logra dar un método iterativo
que calcula la solucién del tamafio final y describe un marco teérico que da
condiciones que garantizan la existencia y unicidad de esta solucién encon-
trada con el método iterativo planteado en su trabajo. Esta investigacion da
una respuesta parcial a la problematica de garantizar existencia y unicidad de
soluciones a la ecuacién (2.23), ya que esta solucion se limita a enfermedades
que cumplan con que el patégeno infeccioso satisfaga ;; = 0.

Finalmente, en nuestro trabajo [15], aunque hemos calculado el tamafio final
de la epidemia en un caso més general al presentado en [21], solo brindamos
un método iterativo que calcula la solucién para todos los parches de la red
y esta es tnica cuando la ecuacién (2.23) admite solucién con el conjunto de
pardmetros epidemiolégicos escogido en la modelizacién. Sin embargo, nue-
vamente, la solucién al problema es parcial debido a que no damos condicio-
nes de cuando la ecuacién (2.23) tiene o no solucién.

Con esto, aunque el tamario final de la epidemia de una enfermedad clésica
SIR ha avanzado en su comprension, este tema hasta el momento carecfa de
una solucién general que permita garantizar la existencia y unicidad de su
solucién teorica. En este capitulo, presentaremos una propuesta de solucién a
esta problematica, la cual nos permitira en futuro hacer andlisis teéricos mads
profundos que ayuden a la comunidad cientifica comprender de mejor forma
la dindmica de enfermedades tipo SIR en casos de redes metapoblacionales.

4.1.2. Trabajos previos sobre modelos para una enfermedad
transmitida por vectores.

A diferencia del modelo clasico SIR Kermack Mckendrick, donde existen di-
versas metodologias que calculan expresiones explicitas del tamafio final de
una epidemia, en el caso de enfermedades transmitidas por vectores (como
lo pueden ser, por ejemplo, el Dengue, Zika, o Chikungunya), no existen me-
todologias que den expresiones explicitas de esta medida, queddndose la in-
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vestigacién en brindar diferentes estimaciones que permiten aproximar esta
cantidad.

Ejemplo de esto son los trabajos de Fred Brauer [6, 7], donde autor mediante
la teorfa de perturbacién singular y asumiendo que los sistemas se encuentran
en los estados cuasi-estacionarios, logra estimar el tamafio final de la epide-
mia para una enfermedad transmitida por vectores en el caso de una sola po-
blacién, mediantes cotas superiores e inferiores, brindando un umbral donde
existe esta cantidad.

En contra parte, Yu Tsubouchi en su trabajo [35], a pesar de que utiliza la
misma teorfa de perturbacién singular y de estado cuasi-estacionario, el au-
tor realiza la perturbacién en pardmetros diferentes (Fred Brauer asume en
[7] que la tasa de transmisién de la enfermedad entre un vector infectado con
un humano susceptible es mucho mayor que la tasa de transmisién de la en-
fermedad entre un humano infectado y un vector susceptible, mientras que,
Yu Tsubouchi asume que la tasa de mortalidad de los vectores es mucho ma-
yor que la tasa de mortalidad de los humanos), logrando dar una expresién
mediante una expansion en serie, que aproxima en muy buena medida esta
cantidad en el caso de una tnica poblacién. Ademds en el mismo trabajo, el
autor muestra como usando estos argumentos, se pueden dar expresiones del
tamafio final de la epidemia en distintas variantes de modelos de enfermeda-
des transmitida por vectores.

Sin embargo, en estos trabajos nos encontramos con la misma limitante en-
contrada en el modelo clasico SIR; es decir, solo se limitan en dar expresiones
que aproximan el tamafo final de la epidemia y esto dificulta dar criterios
de existencia y unicidad de soluciones para dichas ecuaciones. Ademas, estos
procedimientos se desarrollan tinicamente en el caso de una poblacién de hu-
manos, en otras palabras, dichos resultados no han sido expandidos al caso de
redes metapoblacionales, lo cual impide que se puedan realizar anélisis ma$
profundos sobre la dinamica que tienen este tipo de enfermedades en regiones
con estructuras espaciales.

Debido a que el procedimiento mostrado en el capitulo anterior da una buena
estimacion del tamarnio final de una epidemia para enfermedades transmitidas
por vectores para un conjunto particular de pardmetros, y que dicho método
permite calcular el tamafio final en una red metapoblacional, en este trabajo,
asumiremos que la ecuacién (3.33) es la ecuacién de tamano final de la epi-
demia para el modelo (3.23)-(3.26). Bajo esta hipétesis, podemos establecer un
marco tedrico que nos permite garantizar la existencia y unicidad de solucién
a la ecuacion de tamafio final de una epidemia para una enfermedad transmi-
tida por vectores.



4.2. PROBLEMA DE PUNTO FIJO. 34

4.2. Propuesta de una metodologia para demostrar
la existencia y unicidad del tamaiio final de una
epidemia mediante un argumento de punto fi-
jo.

En esta seccién, vamos a desarrollar una metodologia para encontrar condicio-
nes sobre las cuales el problema de resolver las ecuaciones de tamafios finales
(2.23) y (3.33) tengan soluciones tnicas y esto se estudiaré con la teorfa de pun-
to fijo de Banach aplicado a un problema equivalente de la forma f(X) = X.

4.2.1. Equivalencia de problemas.

Empecemos esta metodologia con el modelo metapoblacional SIR (2.15)-(2.17)
y su ecuacién de tamafio final (2.23). Para la ecuacién de tamafio final de una
enfermedad transmitida por vectores (3.33), el resultado serd consecuencia di-
recta del primer procedimiento. Para el modelo SIR metapoblacional, inicie-
mos introduciendo la notacién vectorial:

R(o0) = (Rq(0c0),...,Ry(00)).

Ademas, del hecho de que Nj — Sj(c0) = Rj(c0), al sustituir en la ecuacién
(2.22), obtenemos:

n Ri(oc0
Gi(Sl,...,Sn):Z,Bi]'L'), con i:1,...,1’l. (4.1)
j=1 j

Por otro lado, la ecuacién (2.23) se puede reescribir como:
Si(0)e % = N; — Rj(e0) >0, i=1,...,n. (4.2)

Si denotamos x; = S5;(0) + I;(0) + R;(0) — R;(c0) = Nj,, — R;(c0), que repre-
senta la cantidad de individuos que no contraen la enfermedad en el parche j,
entonces podemos definir el vector X = (x1,...,x,) y en términos de la nueva
variable X, el sistema de ecuaciones (2.23) puede verse como un problema de
punto fijo para la funcién vectorial f = (fi, ..., fu) dada por:

fi(X) = Si(0)e %, (4.3)
con
n Ny, — X;
91‘(51,...,5”):2,31']' ! ) , con izl,...,i’l. (4.4)
j=1 i

Ahora bien, si definimos

(j1 Bij i )

a; = S;(0)e : (4.5)
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y teniendo en cuenta las propiedades elementales de la funcién exponencial,
podemos expresar la funcién f;(X) como:

n x]

) Bii

=1 Y
fi(X) = ajeV : (4.6)
Por lo tanto, el sistema de ecuaciones dado por la ecuaciéon de tamano final
(2.23) se puede reducir a una ecuacién vectorial de la forma:

f(X) =X, (4.7)

lo cual nos dice que la demostracién de la existencia de una solucién al sistema
de ecuaciones (2.23) es equivalente a demostrar la existencia de una solucién
para (4.7), pero la ventaja de esta ecuacién es que reducimos el problema a
encontrar un punto fijo para la funcién f.

4.2.2. Solucién al problema de punto fijo.

A partir de este momento, vamos a encontrar condiciones para la existencia
de un punto fijo para la ecuacién (4.6) que sea tinico en una cierta regién de
R" (porque los coeficientes x;,Vi = 1,...,n son positivos).

En lo que sigue, serd fundamental el siguiente resultado que puede obtenerse
en [9].

Teorema 4.1. [9][Teorema 10.6] Sea D = {(y1,y2,--.,yn)'|a; <vy; < b;,para cadai =
1,2,...,n} para alguna coleccién de constantes ay,ay, ..., an, y by, by, ..., by. Su-
pongamos que f es una funcién continua en D C R" — R" con la propiedad de
f(Y) € D siempre que Y € D. Entonces f tiene un punto fijo en D.

Mas atin, supongamos que las funciones componentes de f tienen derivadas parciales
continuas y existe una constante 0 < q < 1 con

‘afm

<y, siempre que Y € D,
3y q preq

paracada j = 1,2....,n ycada funcién componente f;. Entonces la sucesion (Y(k)),‘;‘;o,
definida con una condicion inicial seleccionada arbitrariamente Y(©) en D y generada

por
YO = f(yt=1), para cada k > 1,

converge a un tinico punto fijo y* € Dy
k
1—

‘Q

Iy® —y* < |y =y .

-
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Aplicando este resultado a nuestro caso, tenemos que ver que existe un con-
junto D en el cual se cumplen la primera parte de las hipétesis del teorema; es
decir, el conjunto D debe ser convexoy | J¢(X) |< 1.

Si definimos la matriz A cuyas entradas son los coeficientes

kPikPlk .
a; ; Vi,ledl,..,n}. (4.8)
gﬁ " {1 n}
ofi
Entonces, dado que escribir la expresion para la derivada parcial — - € puede
k
expresar de forma matricial como:
a1 4y ... Ap f1 (X) 0 cee 0
ar1 dpp ... Aoy 0 fz(X) 0
J5(X) = . . . . . . . ,
a1 Ay ... gy 0 0 cee o (X))
se cumple que:
T X) I<lF A FX) ], vX e R™ (4.9)
Consideremos el conjunto (), cerrado como:
Qg ={xeRL:[f(X) || Afl<g<1}, (4.10)
sobre el cual se cumple que:
1r(X) l[<q <1 (4.11)

Ademas, el conjunto Qq es convexo. En efecto, del hecho de que la funcién
exponencial es convexa, obtenemos que cada componente f;(X) de la funcién
vectorial f(X) es también convexa. Luego si

XYeq, y 0<A<1,

se tiene que:

FOXTA-AY)| < [AFX) +(1—A)FY) |
< ALFX) |+ -A) | f(¥) |
i a1
< Ara T Ma
9
< TAT

y por tanto AX + (1 — L)Y € O, osea (); es convexo. Entonces del teorema
(4.1) se concluye lo siguiente.
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Proposicién 4.1. Para cualquier 0 < q < 1, la funcion vectorial f es contractante
en Q) de razon q.

Por otro lado, si definimos
Dq_{YeR’1:|Y|§”ZH}, (4.12)

entonces, es facil ver que, (), es la preimagen de D, por la aplicacién f.

Si la funcién f tuviera un punto fijo X* en (), entonces el punto fijo tendria

que satisfacer
) Al< g,

y por tanto
[ Xl All< g,

lo que implica que X* € Dj.
Este resultado nos sugiere buscar el punto fijo de f en el conjunto D,. Asi, se
tiene el siguiente teorema.

Teorema 4.2. Denotemos mediante « al vector con componentes wj, coni=1...,n
y supongamos que | « ||| A ||< 1/e. Entonces

D, C O,
para cualquier valor 0 < q < 1 tal que | a ||| A ||< ge™ 7y la funcion
f:Dg — Dy,

es contractante, por lo cual tiene un tinico punto fijo X* en D.
Para cualquier X(©) ¢ Dy, la sucesion de iteradas

x (k) — f(k)(X(O)) - f(X(k—l)),

converge a X* y se cumple que

|X<k>_X*‘<1L|X<1>_X(o>|.
“1-¢

Demostracion. La funcién g(x) = xe™* definida en [0, 1] es creciente, g(0) = 0
yg(l) =1/e

De la suposicién que | « ||| A ||< 1/e se deduce que existe g* € (0,1) tal que
g'e”" =|a|[|| Allyporlotanto, ge™ >|a ||| A, Vg € (4%, 1).
Supongamos ahora que X € D, paraalging € (g*,1). Primeramente notemos
que

(Z ﬁi]’,jj,) (Z ﬂiij)
fi(X) =ae V=) = e VT ,



4.2. PROBLEMA DE PUNTO FIJO. 38

donde a;; son los coeficientes de la matriz A.
n n
Pero como (Z aij> X <||A|ll X |y X € Dg, entonces (Z aij> X < g,y por
j=1 j=1
lo tanto
| fi(X) <] o | €,
de donde
| f(X) [<[a]e. (4.13)

Hemos elegido g de manera que | « ||| A ||< ge™ 9. Entonces de (4.13) se tiene
que
ge— el

Al o q
X AT <A T TAT (.14)

Pero de la desigualdad (4.14) se concluye que X € (). En fin, hemos probado

que, bajo las condiciones del teorema impuestas a | & |, se tiene que D; C Q)

y, por lo tanto, f transforma D, en D;, dado que f[C] = D.

Aplicando el teorema (4.1), se concluye la demostracién del presente teorema.
O

Observacién: En el caso del modelo metapoblacional (3.23)-(3.26), al realizar
un procedimiento andlogo al presentado anteriormente, tenemos que la fun-
cién f;(X) viene dada por:

<i i :Bhﬁvpz]pkl )
]
fi(X) = we V1AL b, ) (4.15)
con
(iz hlBUPl]pkl hz>
w=Si(0)e N TEE (4.16)

con lo cual, el sistema de ecuaciones dado por la ecuaciéon de tamafo final
(3.33) también se puede reducir a una ecuacién vectorial de la forma (4.7).

Asf, la garantia de existencia y unicidad de solucién al problema de punto fijo
de la ecuacion (4.15), es la misma de la ecuacién (4.6), con la diferencia de que
los coeficientes de la matriz A, vienen dados por:

BuBoPirPri ,
aj = ; Vi, ledl,.., n}. 4.17
l (kz iPepuy (1) a1)

Con esto, bajo las mismas hipétesis del caso del modelo SIR metapoblacional,
la proposicién (4.1) y el teorema (4.2) tienen validez en el caso de modelo
metapoblacional para una enfermedad transmitida por vectores presentada
en este trabajo.

Notas importantes:
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1. Obsérvese que la condicién de que | & ||| A ||< 1/e, asegura que 0 € Q)
para algun q, dado que « = £(0).

2. El teorema anterior nos brinda un algoritmo sencillo para obtener el
punto fijo X*. En primer lugar, hay que verificar que el vector « satis-
face la condicién | « ||| A |[< 1/e, la cual asegura que existen valores de
q positivos y cercanos a 1 para los cuales f es contractante en D;. Enton-
ces se parte de cualquier X() ¢ Dy y se construyen las iteradas X®) de
X(©) que se sabe convergen al punto fijo X*. El error de aproximacién &

de XK a X* requerido se controla iterando una cantidad k de veces de
manera que:
k
1 | x(1) _ x(0) |< 6.
1—gq -
Ahora bien, si se quiere elegir el menor k posible de manera que con el
menor numero de iteraciones se tenga que | X6} — X* |< § es suficiente
que:
6(1—q)
k q
< — 4.1
TS X0 x| (4.18)
Pero si J es més grande d 00 > 10seas > X=X
erosi es mds grande de manera que orr— gy = 10sead > “——,
entonces (4.18) se satisface para Vk y es suficiente tomar k = 1; es decir,

la primera iteracién X(!) nos da la aproximacién requerida para X*. Si 8
9(1-q)
|X(1)—x(0))

1< | XM — x(0) _ (1>k
(I-9) ~ \4

y aplicando logaritmo a cada lado, como los nlimeros son mayores a 1

nos queda:
| XM — x(0) <1>
log| ————— | <klog| =),
g( 5(1—4q) =1\

es tan pequefio que < 1, entonces de (4.18) se tiene que:

entonces:

En este caso, el menor k posible es

1 \X(l)—X(0)|
o8 \ “arg

log (l

ko = +1. (4.19)

=
N—
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3. Un problema interesante que esperamos tratar en investigaciones futu-
ras es ver que si no se cumple la condicién:

lafll All<1/e,

entonces no necesariamente debe haber un punto fijo y por lo tanto, no
tiene sentido hablar del tamafio final de la epidemia R(o0) = (R;(c0))".

4. Cuando exista el punto fijo X*, entonces si
X' =(XP)ity
tendremos que en los dos casos de estudio

Ri(c0) = Ny, — X

Con esto, ya podemos tener una base teérica que da respuesta a cuando las
ecuaciones de tamafio final de la epidemia planteadas en este trabajo de te-
sis, tienen solucién tnica bajo las condiciones del teorema (4.2). Asi, podemos
utilizar estas medidas como un indicador geografico de donde una epidemia
causada por estas enfermedades tienen un mayor impacto en la regién, y con
esto poder tomar medidas de control para aliviar las consecuencias de la pan-
demia en las regiones mas afectadas.

En el siguiente capitulo, vamos a proponer criterios de seleccién de parches
donde se implementaran medidas de control utilizando los tamarios finales
de la epidemia como indicadores de prioridad geografica que puedan ayu-
dar a los tomadores de decisiones a elegir en una poblacién con estructura
espacial, los lugares donde los brotes epidémicos tienen mas impacto sobre
las poblaciones.



Capitulo 5

Criterios para seleccionar
parches de control y
protocolos de control.

Dada la matriz de tiempos de residencia P, el ntimero de habitantes y vec-
tores en cada parche y los parametros epidemiolégicos y entomoldgicos, los
siguientes algoritmos [15], nos permitiran calcular la proporcién total de indi-
viduos que se infectardn en cada parche en los dos modelos metapoblacionales
expuestos en este trabajo.

Algorithm 1 Algoritmo iterativo para calcular el tamafio final de la epidemia
en el sistema (2.15)-(2.17).

Entradas: {N;, 5;(0), 8, 7i}/1; P = (pij)
Salidas: {Rq(c0)/Ny,...,Ry(c0)/Ny}.
Datos: Ajuste X* = (1,---,1).

Desde k € [0, m] hasta

xk+1 — f(Xk> — fk+l (XO)

Datos: Ajuste Rl(OO)/Nl = X;n/Nl

n
ij=1"
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Algorithm 2 Algoritmo iterativo para calcular el tamafio final de la epidemia
en el sistema (3.23)-(3.26).

Entradas: {Nj,, No,, Si(0), W;(0), By, Bo, v, pi, }1_1; P = (pif)ijl'
Salidas: {R{(c0)/Np,, ..., Ry(c0)/Np, }.

Datos: Ajuste X* = (1,---,1).

Desde k € [0, m] hasta

xk+1 — f(Xk) — fk+1(X0)

Datos: Ajuste R;(c0)/Nj, = X" /Nj,

Donde m € IN es el nimero de iteraciones y X" es la i-ésima entrada del vector
X™. Vale la pena sefialar que los algoritmos anteriores se puede realizar en
pocas iteraciones como se indica en el capitulo anterior, lo que significa que
podrian implementarse numéricamente con un bajo costo computacional; y
no requieren resolver los conjuntos de ecuaciones (2.15)-(2.17) y (3.23)-(3.26)
numeérica o analiticamente.

Es decir, con los conjuntos de ecuaciones diferenciales (4.6) y (4.15), que pue-
den ser vistos como conjuntos de ecuaciones en diferencia [15], podemos saber
a priori qué parches tendrdn el mayor ntimero de habitantes infectados. Con
esta informacién, es posible disefiar un protocolo de control sobre parches es-
pecificos en lugar de implementar una seleccién reactiva de los parches de
control, donde el control se aplica aleatoriamente a medida que aparecen los
brotes en los parches.

Como nuestra principal hipétesis, proponemos que controlando los parches
con el valor mas alto de R;(o0), calculado después de iterar las ecuaciones
(4.6) y (4.15), es posible reducir el ntimero de personas infectadas dentro de la
red y en los parches més afectados. Para corroborar esta hip6tesis proponemos
y comparamos dos formas de controlar la seleccién de los parches: aleatorio
y dirigido. Para esto tiltimo, utilizamos dos indices para guiar la seleccién. El
indice de tamarfio final absoluto (AFS) por sus siglas en inglés, que se define
como el méximo del conjunto {R;(0),...,R,(c0)} y el indice de tamario final
relativo (RFS) por sus siglas en inglés, que se define como el maximo del con-
junto {R1(c0)/Nj,...,Ry(0)/Ny}. En otras palabras, el indice RFS tiene en
cuenta la proporcién de individuos infectados en cada parche.

En el modelo (2.15)-(2.17), proponemos como protocolo de control, reducir la
tasa de riesgo de infeccién B; en el parche seleccionado i. Esta reduccién es la
forma de control mds comtin en epidemiologia matemadtica, y suele estar rela-
cionada con la implementaciéon de medidas sociales, como cuarentena, cierre
de escuelas y lugares de trabajo, camparfias para promover el distanciamiento
fisico entre individuos, higiene de manos, uso de mascarilla, aislamiento de
pacientes, entre otras medidas. Esta forma de control se modela mediante un
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pardmetro de control u € [0, 1], que se introduce en el modelo SIR metapobla-
cional (2.15) - (2.17) de la siguiente manera:

Si = *Si Z(l - u&i)ﬁijl]- ’ (5.1)
j=1
] n
L = Si Z( ),Bz] g = 7ili, (5.2)
j=1
R; = v, (5.3)

donde J; = 1, si el parche con indice i es el parche seleccionado para ser con-
trolado, y 4; = 0, en caso contrario.

Por otro lado, en el modelo (3.23)-(3.26), proponemos como protocolo de con-
trol, aumentar la tasa de mortalidad de los vectores y; en el parche selecciona-
do i. Este aumento también es una forma de control comtin en epidemiologia
matematica y esta suele estar relacionada con de reduccién de la poblacién de
vectores con medidas lo son de abatizacién, eliminacién de criaderos de vec-
tores, fumigacién entre otras. Esta forma de control nuevamente se modela
mediante un pardmentro de control u € (0,¢| con ¢ € R", que se introduce en
el modelo SIRW (3.23)-(3.26) de la siguiente manera:

dSE;Et) _ _Jiﬁhm(t)piji;(t)’ (5.4)
B E a5 ) =9
dlfiit(t) — I, (5.6)
MO = 3 g W) - @ ). 69

donde u € (0,c] con ¢ € R, se elige si el parche con indice i es el parche
seleccionado para ser controlado, y u = 0, en caso contrario.

Utilizando los protocolos anteriores y las dos estrategias propuestas para se-
leccionar los parches a controlar (aleatorios y dirigidos), en la siguiente sec-
cién, analizamos y comparamos numéricamente los siguientes escenarios:

» La enfermedad se extendi6 a una poblacién en red que no aplica ningtin
protocolo de control.

» La enfermedad se propaga a través de una poblacién en red donde el
control se aplica a un parche seleccionado al azar.
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» La enfermedad se propaga sobre una poblacién en red donde se aplica
el control seleccionando el parche con la ayuda del indice AFS o RFS.

Estas estrategias simuladas estdn destinadas a mostrar y comparar si los indi-
ces AFS y RFS podrian servir como indicadores confiables de qué parches son
mads convenientes de controlar. El protocolo indica que se debe controlar un
solo parche para observar sus efectos. Sin embargo, esto no representa una
propuesta de estrategia de control completa [15].
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Resultados numéricos.

Estudios recientes en el campo de las redes complejas, coinciden en que redes
como ciudades, aeropuertos, flujos de trafico y otros sistemas urbanos evi-
dencian el mundo pequefio [11, 23, 37] y el efecto de libre escala. El primer
efecto se caracteriza por la presencia de enlaces que reducen la distancia entre
nodos, lo que se conoce como enlaces puentes. El segundo efecto se identifica
por presencia de nodos altamente conectados llamados hubs. Un ejemplo nota-
ble de una red con hubs es la red de aeropuertos [17]. Para ilustrar el uso de los
indices AFS y RFS como criterio para seleccionar el parche control, usaremos
dos algoritmos diferentes para construir graficos con nodos enlaces puentes y
nodos concentradores.

El primer tipo de grafo que consideramos se construye con el algoritmo pro-
puesto por ML.E.J. Newman y Duncan Watts [28]. Denotaremos el grafico cons-
truido con este algoritmo como NWG. El primer paso en el algoritmo es ge-
nerar un grafico regular (es decir, un grafico donde los nodos tienen el mismo
nimero de conexiones). Luego, se agrega un enlace adicional (generalmente
denominado enlace puente entre pares de nodos) con probabilidad indepen-
diente p. Estos enlaces puentes reducen la longitud de ruta méas corta de NWG,
entendiendo la longitud de ruta como el ntimero més pequefio de enlaces en
una ruta que conecte cualquier par de nodos.

El segundo tipo de grafo que consideramos se construye con el algoritmo
propuesto por Albert-L4l6 Barabasis y Réka Albert [3]. Denotaremos el grafi-
co construido con este algoritmo como BAG. El algoritmo comienza con un
numero inicial de nodos conectados, luego, se agregan nuevos nodos a la red
de forma iterativa. Cada nuevo nodo se conecta con m nodos ya presentes en
la red siguiendo el principio de conexién preferencial (es decir, cuanto mds
conectado estd un nodo, mds probabilidad tiene de recibir nuevos enlaces).

45
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Pardmetro Descripcién valor
N; Tamafo de poblacion [10,000, 1,000, 000]
Yi Tasa de recuperacion efectiva 0.7
B Riesgo de infeccion [1.5, 2.5]
u Pardmetro de control 0.5

Cuadro 6.1: Pardmetros epidemiolégicos de modelo SIR metapoblacional
(5.1)-(5.3). En cada simulacién, parai = 1,...,15, N; se elije aleatoriamente
con una distribucién normal, para modelar una red con poblaciones grandes
y pequefias, mientras que f/, riesgo de infeccién del parche i, se elige también
de manera aleatoria con una distribucién normal.

Una de las principales caracteristicas estructurales de un grafico construido
con este algoritmo es la presencia de nodos concentradores.

Para cada uno de estos grafos, realizamos un conjunto de cien simulaciones
numéricas, donde, para cada ejecucién de simulacién, resolvemos los siste-
mas de ecuaciones (5.1)-(5.3) y (5.4)-(5.7) con una nueva realizacion NWG o
BAG con los parametros NWG p = 0.3, k = 4 y BAG m = 2. En las tablas (6.1)
y (6.2), describimos la interpretacién de cada pardmentro epidemioldgico y
entomoldgico respectivamente con sus valores de referencia. Posteriormente,
para definir la matriz de tiempo de residencia P, modelamos dos escenarios
posibles: uno de alta movilidad, donde los paramentros p;; se eligen aleatoria-
mente dentro del rango de [0,1], y uno de baja movilidad donde los valores
de p;; > 0.7 se eligen al azar, lo que implica una baja movilidad entre parches
y una mayor fraccién de tiempo en sus propios parches.

Luego, para cada ejecucion de simulacion, resolvemos numéricamente los mo-
delos (5.1)-(5.3) y (5.4)-(5.7) tres veces. En la primera ejecucién, no controlamos
ningdn parche. En la segunda ejecucioén, seleccionamos el parche de control
con el indice AFS o RFS. Finalmente, para la tercera ejecucién, seleccionamos
aleatoriamente el parche de control con una distribucién uniforme. Ademas,
el valor del pardmetro de control u se incluye en las tablas (6.1) y (6.2).

A continuacién, mostraremos los resultados obtenidos al aplicar el control con
los indices AFS y RFS en los dos modelos metapoblacionales estudiados.

6.1. Resultados para el modelo SIR metapoblacio-
nal.
Para observar los resultados obtenidos cuando se aplica control con el indi-

ce AFS sobre el modelo (5.1)-(5.3), empecemos por observar la Figura (6.1),
donde mostramos un ejemplo de la dindmica de la epidemia en un NWG a
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Pardmetro Descripcién valor
Ny, Tamano de poblacién de humanos | 1,500
Ny, Tamarfio de poblacién de vectores | 15,000

Ui Tasa de mortalidad de vectores 1/3
0% Tasa de recuperacién de humanos 1/7
Bn Tasa de infeccién de humanos 0.1
Bo Tasa de infeccion de vectores 0.1
u Pardmetro de control 0.5

Cuadro 6.2: Pardmetros epidemiolégicos y entomolégicos de modelo SIRW
metapoblacional (5.4)-(5.7).En cada simulacién, parai = 1,...,5, Nj, se elije
con la misma cantidad de humanos y vectores en cada parche de la red.

partir del conjunto de simulaciones numéricas con alta movilidad. Selecciona-
mos el parche de control con el indice AFS. En cada fila, mostramos la serie de
tiempo del modelo SIR (5.1)-(5.3) sin control (Figuras (6.1.a), (6.1.b) y (6.1.c)),
controlando el parche seleccionado con el indice AFS (Figuras (6.1.d), (6.1.e) y
(6.1.f)), y controlando el parche seleccionado aleatoriamente ( Figuras (6.1.g),
(6.1.h) y (6.1.0)).

Vale la pena sefalar que al no aplicar ningtin control, el pico de la curva in-
fectada para el parche seleccionado con el indice AFS (linea roja en la Figura
(6.1.b)) alcanz6 alrededor de 376,000 infecciones. Cuando se aplica el control
sobre este parche, el pico de la curva infectada se reduce a un aproximado de
338, 000 infecciones (linea roja en la Figura (6.1.e)) lo cual es una reduccién de
alrededor de un 10 % sobre el pico de la curva. Cuando se aplica el control a
un parche seleccionado al azar, el pico de la curva infectada se reduce alrede-
dor de, 371,000 infecciones (linea roja en la Figura (6.1.h)) lo cual representa
una reduccién de alrededor a penas el 1% del pico de la curva de infecta-
dos haciendo este escenario el mds desfavorable para este parche. Ademads,
observamos que al implementar un protocolo de control al parche selecciona-
do con el indice AFS, también se puede reducir el ntimero de infecciones en
otros parches NWG. Por ejemplo, el pico de la curva infectada para el parche
seleccionado al azar alcanzé alrededor de 174,000 infecciones cuando no se
aplica ningtin control (linea verde en la Figura (6.1.b)), pero cuando se aplica
un protocolo de control implementado en el parche seleccionado con el indice
AFS, el pico de la curva infectada para el parche seleccionado al azar alcanza
alrededor de 153, 000 infecciones (linea verde en la Figura (6.1.e)) lo que repre-
senta una reduccién del pico de la curva de infectado de alrededor del 12%
en contra parte de cuando el control se aplica sobre este parche seleccionado
al azar, el pico de su curva infectada alcanza alrededor de 172,000 infeccio-
nes (linea verde en Figura (6.1.h)) lo cual representa a penas una reduccién de
alrededor del 1 % del pico de la curva de infectados.
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Figura 6.1: Serie de tiempo del modelo SIR metapoblacional (5.1)-(5.3) en un
NWG y seleccionando el parche de control con el indice AFS. La linea roja
representa el parche seleccionado con el indice AFS y la linea verde el parche
seleccionado al azar. Las dindmicas sin control estdn en las Figuras (a), (b) y
(c); seleccionando el parche de control con el indice AFS se muestran en las
Figuras (d), (e) y (f); y seleccionando el parche de control con una estrategia
aleatoria en las Figuras (g), (h) e (i).

En el contexto de la epidemiologia, una estrategia de salud publica para con-
trolar un brote epidémico generalmente se cuantifica por cudnto reduce el
pico de la curva infectada para no sobrepasar las capacidades hospitalarias.
Siguiendo esta idea, usamos la reduccién maxima en los parches de control
como una medida de la efectividad de una estrategia de parche de seleccién.
Para cada estrategia, se selecciona un parche diferente para implementar el
protocolo de control. Por lo tanto, para decidir qué estrategia de control es
mas efectiva, comparamos las infecciones conjuntas de los parches de control
de ambeas estrategias en el pico del brote. La estrategia que redujo méds infec-
ciones en ambos parches en conjunto se consideré como la mas efectiva.

En este contexto, proponemos cuantificar la efectividad de la selecciéon del
parche de control de la siguiente manera: sea I; la curva infectada del parche
seleccionado con el indice AFS (o RFS) (curva roja en el ejemplo de la Figura
(6.1)) y sea I, la curva infectada para el parche seleccionado al azar (curva ver-
de en el ejemplo de la Figura (6.1)). A continuacién, definimos la suma de los
maximos de I; e I para cada estrategia de seleccion, es decir, Xyo.ctr, Zigy.ctr
Y Znd.ctr sOn la suma de max(I;) y max(Ip) respectivamente, de los casos en
los que no se aplica ningtn control a ningtin parche, cuando se seleccionan los
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parches con uno de los indices propuestos, y cuando se selecciona aleatoria-
mente un parche de control. Luego, para una ejecucién de simulacién dada en
el conjunto, definimos la efectividad como

1 si z:no.ctr - z:z‘daactr > z:no.cifr - Zrnd.ctr
Erun = (6-1)
0 otro caso

Si Eyun = 1, 1a seleccién del parche de control con el indice AFS (o RFS) para la
ejecucion de la simulacién serd méas efectiva que una seleccion aleatoria, y su-
cederd lo contrario si Ey; = 0. Por ejemplo, en la Figura (6.1) observamos que
20.ctr €s alrededor de 550, 000 (Figura (6.1.b)), X4y i €s alrededor de 491, 000
(Figura (6.1.e)) lo que representa una reduccién de aproximadamente un 11 %
Y, Lond.ctr que es alrededor de 543,000 (Figura (6.1.h)) lo que representa una
reduccién de aproximadamente un 1 %. Por lo tanto, E;; = 1 para esta ejecu-
cién de simulacion.

Promediamos la medida de efectividad (E,,,) propuesta en (6.1), para las cien
simulaciones generadas con el NWG en el escenario de alta movilidad. Obser-
vamos que, para el 59 % de las ejecuciones de simulacion, la efectividad es
Erun = 1, es decir, la estrategia de seleccién de parches con el indice reduce el
pico de las curvas infectadas mejor que una seleccién aleatoria.

Por otro lado, la Figura (6.2) muestra un ejemplo de la dindmica de la epidemia
cuando se selecciona el parche de control con el indice RFS y un escenario de
alta movilidad. Vale la pena sefialar que el parche seleccionado con el indice
RFS no se corresponde al parche con el pico més alto en la curva infectada.
Ademads, en el ejemplo que se muestra en la Figura (6.2), el parche de control
seleccionado al azar tiene un mayor maximo de infecciones en comparacién
con el parche seleccionado con el indice RFS. Sin embargo, la efectividad de la
seleccién del parche de control es E;;; = 1 en esta ejecucién numérica ya que
Yo.ctr €s alrededor de 589, 000 (Figura (6.2.b )), Xyt es alrededor de 541,000
(Figura (6.2.e)) lo que representa una reduccién de aproximadamente el 8 %
Y, Lynd.ctr € alrededor de 578,000 (Figura (6.2.h)) que representa a penas una
reduccién del 2 % lo que indica que en algunos escenarios, el aplicar el control
con este indice también puede ayudar a reducir el pico global de la epidemia.

Por otro lado, las Figuras (6.3) y (6.4) ilustran dos ejemplos de la dindmica de
la epidemia en una poblacién en red con una estructura BAG y un escenario
de alta movilidad. Ambas figuras muestran sus respectivas dindmicas cuando
se utilizan los indices AFS y RFS para seleccionar el parche de control. Ob-
servamos que para estas realizaciones numéricas, la efectividad es E;,;, = 1.
Sin embargo, la Tabla (6.3) muestra que el porcentaje de casos en los que la
efectividad es igual a uno, son 53 % y 25 % para los indices AFS y RFS respec-
tivamente cuando se promedia el conjunto de simulaciones. Es decir, cuando
la estructura de la red la da el BAG en un escenario de alta movilidad, la es-
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Figura 6.2: Serie de tiempo del modelo SIR metapoblacional (5.1)-(5.3) en un
NWG y seleccionando el parche de control con el indice RFS. La linea roja
representa el parche seleccionado con el indice RFS y la linea verde el parche
seleccionado al azar. Las dindmicas sin control estdn en las Figuras (a), (b) y
(c); seleccionando el parche de control con el indice RFS se muestran en las
Figuras (d), (e) y (f); y seleccionando el parche de control con una estrategia
aleatoria en las Figuras (g), (h) e (i).

trategia de seleccion aleatoria es mas efectiva que una seleccién realizada con
nuestros indices propuestos. Sin embargo, cuando realizamos un conjunto de
cien simulaciones ejecutadas con el BAG en un escenario de baja movilidad,
notamos (Tabla (6.3)) que la efectividad de nuestra estrategia de seleccién au-
menta a 87 % y 72 %. También observamos un aumento en nuestra estrategia
de seleccién de parches propuesta al realizar un conjunto de simulaciones de
ejecucién para un NWG en un escenario de baja movilidad, (Tabla (6.3)).

Otra posible estrategia para seleccionar un parche de control consiste en se-
leccionar un parche altamente conectado. Para analizar este escenario y com-
pararlo con una estrategia de seleccién guiada por los indices AFS y RFS, rea-
lizamos un conjunto de cien simulaciones de corridas para el NWG y BAG.
En este caso, en lugar de seleccionar un parche aleatorio, seleccionamos un
parche altamente conectado para cada simulacion de ejecucién. Al igual que
antes, realizamos cien simulaciones para un escenario de alta movilidad y cien
simulaciones para un escenario de baja movilidad. La tabla (6.3) muestra el
promedio de efectividad (E;;) (promediado sobre el conjunto de simulacio-
nes). Vale la pena sefialar que para un escenario de baja movilidad, la seleccién
de parches guiada por nuestros indices propuestos es mds efectiva que la se-
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Figura 6.3: Serie de tiempo del modelo SIR metapoblacional (5.1)-(5.3) en una
BAG y seleccionando el parche de control con el indice AFS. La linea roja re-
presenta el parche seleccionado con el indice AFS y la linea verde el parche
seleccionado al azar. Las dindmicas sin control estdn en las Figuras (a), (b) y
(c); seleccionando el parche de control con el indice AFS se muestran en las
Figuras (d), (e) y (f); y seleccionando el parche de control con una estrategia
aleatoria en las Figuras (g), (h) e (i).

leccién de parches altamente conectados. Sin embargo, seleccionar el parche
con el mayor ntiimero de conexiones es més efectivo para un escenario de alta
movilidad (en el sentido de que, localmente, la reduccién del pico de la curva
infectada es mayor) que hacer la seleccién con los indices AFS y RFS.

Para observar el efecto en toda la red del control local, calculamos el pico y el
tamario final epidémico de todo el sistema en diferentes escenarios. La Figura
(6.5) muestra el pico de infeccién cuando se controlan diferentes parches para
diferentes valores del pardmetro de control. En la Figura (6.6), la comparacién
se basa en el tamarfio final de la epidemia en toda la red.

Como puede verse, las estrategias de control propuestas basadas en los indi-
ces AFS y RFS superan incluso las estrategias en las que se selecciona el parche
mads conectado para el control. Este es un resultado no trivial que puede ex-
plicarse por el hecho de que los indices no solo consideran la conectividad del
parche, sino también el tamafio de la poblacién y la movilidad de los indivi-
duos.

En la Figura (6.5), el maximo de la epidemia en todo el sistema también se
reduce utilizando una estrategia basada en el indice propuesto. Por lo tanto,
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Figura 6.4: Serie de tiempo del modelo SIR metapoblacional (5.1)-(5.3) en un
BAG y seleccionando el parche de control con el indice RFS. La linea roja re-
presenta el parche seleccionado con el indice RFS y la linea verde el parche
seleccionado al azar. Las dindmicas sin control estdn en las Figuras (a), (b) y
(c); seleccionando el parche de control con el indice RFS se muestran en las
Figuras (d), (e) y (f); y seleccionando el parche de control con una estrategia
aleatoria en las Figuras (g), (h) e (i).

encontrar el lugar donde la estrategia de control serd éptima también puede
ayudar a controlar el pico global de la epidemia.

En las Tablas (6.4) y (6.5), podemos observar algunas propiedades de las re-
des NWG y BAG respectivamente. Si bien los parches mds conectados tienen
un grado mayor en comparacién con los parches seleccionados con los indi-
ces propuestos, en ocasiones esta no es la informacién méas adecuada para
seleccionar el parche a controlar. Algo similar ocurre con la medida de clus-
tering (la cual mide el grado en que los nodos del grafo tienen a agruparse
[38]), donde el parche méas conectado como los seleccionados con alguno de
los indices tienen medidas relativamente similares en redes NWG. En el caso
de una red BAG, aunque esta medida si difiere de los casos indicados ante-
riormente, no aporta buena informacién para indicar dénde se debe aplicar
la medida de control. Aunque la medida betweenness centrality (la cual mide
el niimero de veces que un nodo se encuentra en el camino mads corto entre
dos nodos [13]), indica que los parches seleccionados por los indices no son
importantes en términos de estructuras de red, observamos que las medidas
de control son mas efectivas cuando se aplican en estos parches. Es decir, es-
te no es un buen indicador para ubicar dénde se debe aplicar la medida de
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Porcentaje de veces que los
indices AFS o RFS superan a las
otras estrategias de seleccion.

Grafo | Indice | Comparando con parche | Baja movilidad | Alta movilidad
de estrategia de seleccion
NWG | AFS aleatorio 96 % 59 %
NWG | AFS Altamente conectado 98 % 39 %
NWG | RFS aleatorio 90 % 40 %
NWG | RFS Altamente conectado 95 % 19 %
BAG AFS aleatorio 87 % 53 %
BAG AFS Altamente conectado 99 % 21 %
BAG RFS aleatorio 72 % 25 %
BAG RFS Altamente conectado 94 % 3 %

Cuadro 6.3: Porcentaje de veces que una estrategia de control basada en los
indices propuestos fue mejor que otra estrategia de control en un conjunto de
100 simulaciones. La primera columna es el tipo de grafo utilizado en las si-
mulaciones, la segunda columna indica si se utiliz6 el indice de tamario final
absoluto (AFS) o el indice de tamanio final relativo (RFS). La tercera columna
indica la estrategia alternativa con la que se comparo la estrategia propuesta.
La estrategia de parche aleatorio consiste en seleccionar un parche aleatorio
para aplicar el control. La estrategia de parche mas conectada consiste en se-
leccionar la ruta altamente conectada para aplicar el control. La cuarta colum-
na es el porcentaje de veces que la estrategia de control basada en AFS o RFS
supera a la estrategia alternativa cuando hay poca movilidad entre parches.
La quinta columna es el porcentaje de veces que la estrategia de control basa-
da en el indice AFS o RFS supera a la estrategia alternativa cuando hay una
alta movilidad entre parches.

control. En las Figuras (6.5) y (6.6), podemos observar que el control serd mas
efectivo en los parches seleccionados con los indices AFS y RFS, aunque estas
propiedades topoldgicas son similares a la de los parches seleccionados tan-
to de manera aleatoria como seleccionando al méas conectado. Esto demuestra
que estas propiedades topolédgicas pueden ser indicadores irrelevantes para
identificar las mejores ubicaciones en donde aplicar la medida de control en
las redes NWG o BAG.



6.1. RESULTADOS PARA EL MODELO SIR METAPOBLACIONAL.

b)NWG con indice RFS

~*=Sin control

54

—e—Seleccionado c

on indice
—s—Seleccionado aleatoriamente
J d

00 02 04 06
Parametro de control u
¢) BAG con indice AFS

224,

ccion (x 10°)

€214
s
3
=
5201

2
5197

8
- a -
0.8 0.0

I
W

N

I

~
°

Pico de la curva de infeccion (x 10°)

02

0.4 06
Parametro de control u

d) BAG con indice RFS

el mas

\

08

00 02 04 06
Parametro de control u

0.8

°
°

0.2

04 06
Parametro de control u

0.8

Figura 6.5: Tamafio méximo de la epidemia de toda la red para diferentes va-
lores del pardmetro de control u. En las Figuras (a) y (b) observamos que el
control aplicado en los parches seleccionados por los indices AFS y RFS redu-
ce mejor la epidemia globalmente en la red NWG, mientras que en las Figuras

(c) y (d) mostramos que algo similar es cierto, pero esta vez cuando la red tiene
una estructura BAG.

Propiedades estructurales de la red NWG en el escenario de baja movilidad.

Meétodo de Degree | Clustering Betweeness
seleccién centrality

AFS 5 0.451314286 0.060282091
Aleatorio (AFS) 5 0.452268254 0.057029889
M Conectado (AFS) 7 0.344693651 0.134575073
RFS 5 0.446650794 0.056686845
Aleatorio (RFS) 5 0.44364127 0.058447134
M Conectado (RFS) 7 0.340757143 0.134926258

Cuadro 6.4: Comparacién de algunas propiedades estructurales entre los par-
ches seleccionados con los indices AFS y RFS, los parches elegidos al azar y
el parche mas conectado de la red en un escenario de baja movilidad. Los re-
sultados se basan en el promedio de la suma de todas las corridas para cada
valor del pardmetro de control u = 0,...,0.9 en un conjunto de 50 simulacio-
nes para cada valor de u.
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Figura 6.6: Tamarfio final de la epidemia en toda la red para diferentes valores
del pardmetro de control u. En las Figuras (a) y (b) observamos que el control
aplicado en los parches seleccionados por los indices AFS y RFS reduce mejor
la epidemia globalmente en la red NWG, mientras que en las Figuras (c) y (d)

mostramos que algo similar Es cierto, pero esta vez cuando la red tiene una
estructura BAG.

Propiedades estructurales de la red BAG en el escenario de baja movilidad.

Meétodo de Degree | Clustering Betweeness
seleccién centrality

AFS 3 0.404329004 0.07302829
Aleatorio (AFS) 3 0.368893595 0.072928162
M Conectado (AFS) 8 0.166626374 0.402325477
RFS 3 0.357562093 0.069504309
Aleatorio (RFS) 3 0.385520779 0.070306525
M Conectado (RFS) 8 0.168111655 0.393976366

Cuadro 6.5: Comparacién de algunas propiedades estructurales entre los par-
ches seleccionados con los indices AFS y RFS, los parches elegidos al azar y
el parche mas conectado de la red en un escenario de baja movilidad. Los re-
sultados se basan en el promedio de la suma de todas las corridas para cada

valor del pardmetro de control u = 0,...,0.9 en un conjunto de 50 simulacio-
nes para cada valor de u.
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6.2. Resultados para el modelo SIRW metapobla-
cional.

Para observar los resultados obtenidos cuando se aplica control con el indice
AFS sobre el modelo (5.4)-(5.7), empecemos por observar las Figuras (6.7) y
(6.8) donde mostramos un ejemplo particular de la dindmica de una epidemia
en el compartimento de humanos infectados en una red BAG (en este modelo
en particular, debido a la cantidad de parches utilizados y la consideracién de
que los mosquitos pican a los humanos en horas muy especificas del dia, no
consideramos altas movilidades de los humanos entre los parches de la red).

En la Figura (6.7) en el grafico derecho, mostramos la dindmica de las curvas
de humanos infectados de todos los parches de la red cuando no se aplica
ningtn tipo de control, mientras que en el grafico izquierdo de la misma figu-
ra, mostramos la suma de todos los humanos infectados en todos los parches
de la red en tres escenarios: cuando no se aplica control (curva azul), cuando
se aplica control sobre un parche seleccionado aleatoriamente (curva naran-
ja) y cuando se aplica control sobre el parche seleccionado por el indice AFS
(curva verde). En este tltimo gréfico, podemos observar que aplicar el control
sobre el parche seleccionado por el indice AFS es la medida més efectiva ya
que esta reduce el pico global de la curva de humanos infectados en aproxi-
madamente un 38 %, en contra parte a cuando se aplica el mismo control en
un parche seleccionado de manera aleatoria el cual reduce el pico global de la
curva de humanos infectados en aproximadamente un 30 %.

Por otro lado, en la Figura (6.8) grafico izquierdo, observamos el efecto que
tiene el aplicar control en el parche seleccionado por el indice AFS (el parche
3 fue el seleccionado), al resto de los parches de la red. Acd podemos observar
como el control aplicado sobre este parche, ayuda en mejor medida a la reduc-
cién de algunos picos de las curvas de infeccién del resto de parches de la red
en comparacioén a cuando el control se aplica sobre un parche seleccionado de
manera aleatoria (grafico derecho). Concretamente, se observa que en el par-
che 1 ambos controles redujeron el pico de infeccién de manera similar siendo
esta disminucion de alrededor del 14 % mientras que en el parche 2 ocurre al-
go similar, donde la reduccién del pico de infeccién con ambos controles es
menor a 1 %. Ahora bien, cuando el control es aplicado aleatoriamente (se se-
lecciono el parche 4), en el parche 5 la reduccién de su pico de infeccién es de
aproximadamente un 6 %, en el parche 3 la reduccién de su pico de infeccién
es de alrededor del 25 % mientras que la reduccion del pico de infeccién en su
propia regién es de aproximadamente un 82 %. Sin embargo cuando se aplica
el control en el parche seleccionado por el indice AFS, en el parche 5 la reduc-
cién de su pico de infeccién es de alrededor del 15 % mientras que el parche
4 ]a reduccién del pico de infeccién es de aproximadamente un 35 % mientras
que el su propia region, la disminucién del pico de infeccién fue de aproxima-
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Figura 6.7: Grafico izquierdo, mostramos la suma de los humanos infectados
de todos los parches de la red y el nimero aproximado de los picos de cada
gréfico en tres escenarios: cuando no se aplica control (curva azul), cuando se
aplica control sobre un parche seleccionado aleatoriamente (curva naranja) y
cuando se aplica control sobre el parche seleccionado por el indice AFS (curva
verde). Grafico derecho, mostramos un ejemplo particular de la dindmica de
las curvas de humanos infectados y el ntimero aproximado de los sus picos
de infeccién cuando no se aplica control en una red BAG con 5 parches don-
de mostramos el niimero aproximado de humanos infectados en los picos de
cada zona.

damente un 75 % haciendo esta eleccién del parche en un escenario global una
mejor decisién, ya que la reduccién en los demads picos de infeccién en la red
fueron mejores, lo cual ayudo a la reduccién del pico global de la epidemia en
comparacién a cuando se aplica el mismo control en un parche seleccionado
de manera aleatoria.

Ahora bien, para observar los resultados obtenidos cuando se aplica control
con el indice AFS, pero esta vez utilizando una red de NWG, podemos ver la
Figuras (6.9) y (6.10) donde nuevamente mostramos un ejemplo particular de
la dindmica de una epidemia en el compartimiento de los humanos infectados
con baja movilidad (p;; > 0.7).

En la Figura (6.9) en el gréfico derecho, mostramos la dindmica de las curvas
de humanos infectados de todos los parches de la red cuando no se aplica
ningtn tipo de control, mientras que en el grafico izquierdo de la misma figu-
ra, mostramos la suma de los humanos infectados en todos los parches de la
red nuevamente en tres escenarios: cuando no se aplica control (curva azul),
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Figura 6.8: Grafico izquierdo, mostramos la dindmica de las curvas de huma-
nos infectados y el ntimero aproximado de sus picos de infeccién en todos
los parches de la red cuando se aplica control en el parche seleccionado por el
indice AFS (Parche 3) en una red BAG. Gréfico derecho, mostramos la dindmi-
ca de las curvas de humanos infectados y el niimero aproximado de sus picos
de infeccién en todos los parches de la red cuando se aplica el control en un
parche seleccionado de manera aleatoria (en este caso particular se selecciono
el parche 4) en una red BAG.

cuando se aplica control sobre un parche seleccionado aleatoriamente (curva
naranja) y cuando se aplica control sobre el parche seleccionado por el indi-
ce AFS (curva verde). En este dltimo gréfico, podemos observar que aplicar
el control sobre el parche seleccionado por el indice AFS es la medida maés
efectiva ya que esta reduce el pico global de humanos infectados en aproxi-
madamente un 33 %, en contra parte de cuando se aplica el mismo control en
un parche seleccionado de manera aleatoria el cual reduce el pico global de
humanos infectados en aproximadamente un 20 %.

Por otro lado, en la Figura (6.10) grafico izquierdo, observamos el efecto que
tiene el aplicar el control en el parche seleccionado por el indice AFS (el parche
3 fue el seleccionado), al resto de los parches de la red. En este ejemplo pode-
mos observar nuevamente como el control aplicado sobre este parche, ayuda
en mejor medida a la reduccién de alguno picos de las curvas de infeccién en
el resto de los parches de la red en comparacién cuando se aplica el mismo
control sobre un parche seleccionado de manera aleatoria (grafico derecho).
Cuando el control se aplico en un parche seleccionado de forma aleatoria (se
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Figura 6.9: Grafico izquierdo, mostramos la suma de los humanos infectados
de todos los parches de la red y el nimero aproximado de los picos de cada
gréfico en tres escenarios: cuando no se aplica control (curva azul), cuando se
aplica control sobre un parche seleccionado aleatoriamente (curva naranja) y
cuando se aplica control sobre el parche seleccionado por el indice AFS (curva
verde). Grafico derecho, mostramos un ejemplo particular de la dindmica de
las curvas de humanos infectados y el ntimero aproximado de los sus picos
de infeccién cuando no se aplica control en una red NWG con 5 parches don-
de mostramos el niimero aproximado de humanos infectados en los picos de
cada zona.

selecciono el parche 2), en los parches 1,3,4 y 5 la reduccién del pico de in-
feccion fue de alrededor del 5% y solo en su propia region se observa una
disminucién significativa de su pico de infeccién de aproximadamente del
95 %. Mientras que cuando se aplica el control en el parche seleccionado por
el indice AFS, en los parches 1y 4 la disminucién del pico de infeccién en cada
parche es de alrededor del 20 % mientras que en el parche 2 la reduccién de su
pico de infeccién es de aproximadamente del 15 % y la reduccién en el parche
5 es de alrededor del 23 %. Finalmente, la reduccién en su propia regién es de
alrededor del 75 % haciendo nuevamente esta eleccion en el escenario global
una mejor decisién, ya que se observa claramente la reduccién de los picos
de infeccién en el resto de los parches de la red en comparacién a cuando se
aplica el mismo control en un parche seleccionado de manera aleatoria lo que
contribuye también a una mejor reduccion al pico de los infectados totales de
toda la red NWG.

Sin embargo, debido a las las caracteristicas aleatorias que presenta la cons-
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Figura 6.10: Gréfico izquierdo, mostramos la dindmica de las curvas de hu-
manos infectados y el ntimero aproximado de sus picos de infecciéon en to-
dos los parches de la red cuando se aplica control en el parche seleccionado
por el indice AFS (Parche 3) en una red NWG. Gréfico derecho, mostramos
la dindmica de las curvas de humanos infectados y el nimero aproximado de
sus picos de infeccién en todos los parches de la red cuando se aplica el con-
trol en un parche seleccionado de manera aleatoria (en este caso particular se
selecciono el parche 2) en una red NWG.

truccion de cada red BAG y NWG en las simulaciones, el aplicar control con
el indice AFS no siempre hace que la reduccién del pico global de la curva de
humanos infectados sea la mds significativa en comparacién a cuando se apli-
ca el control de manera aleatoria como se observa en la Figura (6.11), donde
mostramos la curva global de humanos infectados y el niimero aproximado
del pico de estas en tres escenarios: cuando no se aplica control (curva azul),
cuando se aplica control sobre un parche seleccionado aleatoriamente (curva
naranja) y cuando se aplica control sobre el parche seleccionado por el indi-
ce AFS (curva verde). En el gréfico izquierdo, mostramos el escenario para
una red BAG donde notamos que aplicar control en un parche seleccionado
de manera aleatoria y aplicdndolo en el parche seleccionado por el indice AFS
reducen de manera similar el pico global de la infeccién en aproximadamente
un 23 % y solo podemos apreciar que la dindmica global de la curva de huma-
nos infectados es ligeramente retrasada cuando se aplica control en el parche
seleccionado por el indice AFS. En el grafico derecho, mostramos el escenario
para una red NWG donde notamos nuevamente que tanto el control aplica-
do en un parche seleccionado de manera aleatoria como el aplicado sobre el
parche seleccionado por el indice AFS reducen el pico global de infeccién de
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manera similar reduciendo esta medida en aproximadamente un 32 % tenien-
do la ligera mayor reduccién el escenario de aplicar control sobre el parche
seleccionado de manera aleatoria.

Total de infectados global Total de infectados global

Sin control (365)

— Sin control (719)
Control aleatorio (553)
— Control con indice (555)

800 Control aleatorio (580)

" Control con indice (593)

Total infectados

0 % 10 150 200 250 30 B0 40 0 50 100 150 200 250 300 350 400
Tiempo Tiempo

Figura 6.11: Curvas globales de humanos humanos infectados de todos los
parches de la red en tres escenarios: cuando no se aplica control (curva azul),
cuando se aplica control sobre un parche seleccionado aleatoriamente (curva
naranja) y cuando se aplica control sobre el parche seleccionado por el indice
AFS (curva verde). Gréfico izquierdo utilizando una red BAG y grafico iz-
quierdo utilizando una red NWG.

En la Figura (6.12), podemos observar un ensamble de simulaciones utilizan-
do 100 corridas sobre la suma de las curvas de humanos infectados de todos
los parches utilizando las redes BAG y NWG. En el grafico izquierdo, pode-
mos observar como usando una red BAG, los resultados obtenido al utilizar el
indice AFS son similares a cuando utilizamos un control aleatorio obteniendo
una reduccién del pico de la curva de los humanos infectados alrededor del
40 % en ambos casos. En el gréfico derecho al utilizar una red NWG, podemos
observar algo similar; es decir, el uso de indice AFS da resultados semejantes
a cuando utilizamos un control de seleccién de parches aleatoria, obteniendo
una reduccién en el pico de humanos infectados alrededor del 30 %.

No obstante, estamos conscientes que se hace necesario realizar un anélisis
mads detallado de como ambos tipos control aplicados con las dos selecciones
de parches (aleatoriamente y con el indice AFS) influyen al resto de los parches
de la red en la disminucién o no de los picos locales de infecciones en casos
mas generales y con redes de mayor dimension.

Vale la pena mencionar que en el modelo SIR metapoblacional (2.15)-(2.17), la
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Ensamble de simulaciones en una red BAG Ensamble de simulaciones en una red NWG

80000 — Control con indice AFS 80000 — Control con indice AFS
Control aleatorio Control aleatorio
— Sin control — Sin control

60000 60000

40000

40000

20000 20000

Poblaacién infectada
Poblaacién infectada

Figura 6.12: Ensamble de simulaciones sobre las sumas de las curvas de huma-
nos infectados utilizando 100 corridas mostrando tres escenarios: sin aplicar
ninguna medida de control (curva verde), aplicando control sobre un parche
seleccionado de manera aleatoria (curva naranja) y aplicando control sobre el
parche seleccionado por el indice AFS (curva azul) utilizando una red BAG
(gréfica izquierda) y una red NWG (gréfica derecha).

ecuacién del tamario final de la epidemia (2.23) muestra una gran presicién
cuando se compara con el valor exacto de la solucién en el compartimento
de los humanos recuperados al final de la epidemia, lo que nos permite rea-
lizar anélisis mas exhaustivos en los resultados numéricos obtenidos como se
mostrd en la seccién anterior. Sin embargo, en el caso de modelo metapobla-
cional SIRW (3.23)-(3.26) la ecuacién de tamario final de la epidemia (3.33),
viene de una aproximacién en serie de potencias. Este hecho nos pone en un
escenario distinto al presentado con el modelo metapoblacional SIR, ya que
estas aproximaciones pueden verse afectadas en redes de grandes dimensio-
nes y conjuntos de pardmetros epidemiol6gicos y entomoldgicos particulares.
Ante estas limitantes, vemos necesario dar las siguientes observaciones:

= Debido a que los parches utilizados en las simulaciones sobre el mode-
lo (5.4)-(5.7) tienen las mismas cantidades de humanos, la utilidad del
indice RFS no es relevante para seleccionar el parche donde se aplicara
el control.

= Sobre la ecuacién de tamario final (3.33), se hace necesario hacer un anali-
sis detallado sobre las influencias que pueden tener la cantidad de par-
ches seleccionados en el modelo y si dicha ecuacién es sensible o no a los
parametros epidemiolégicos y entomoldgicos utilizados en este modelo
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en particular con el fin de saber hasta que punto esta ecuacién brinda
una buena aproximacién de los humanos recuperados cuando se com-
para con el valor exacto de la solucién del compartimento de humanos
recuperados al final de la epidemia.

» Finalmente, una vez realizado el punto anterior ya podriamos hacer un
andlisis exhaustivo sobre la influencia que pueden tener los distintos ti-
pos de redes como por ejemplos las redes BAG y NWG en el compor-
tamiento de la ecuacién de tamafio final de la epidemia (3.33) como un
indicador geogréfico para la aplicacién de medidas de control y como
estas medidas pueden influir o no en la reducciéon de los picos de las
curvas de infectados tanto en los parches donde se aplica en control co-
mo en el resto de los parches de la red.

Con esto, esperamos abrir nuevas lineas de investigacién que permitan dar
respuesta a estas interrogantes las cuales consideramos de pertinencia debido
al impacto positivo que pueden tener sobre una mejor comprensién de las
enfermedades transmitidas por vectores en regiones con estructura espacial.



Capitulo 7

Conclusiones.

En este trabajo de tesis, proponemos una metodologia que permite dar una
expresion explicita para el tamafio final de la epidemia en una red metapobla-
cional para enfermedades transmitidas por vectores como lo son por ejemplo
(Dengue, Zlka y Chikungunya) las cuales son transmitas por los mosquitos
Aedes albopictus y Aedes aegypti.

Dicha expresién es obtenida mediante una aproximacién en serie de potencias
sobre fraccién de vectores infectados W;/ Ny, en cada parche de la red.

Ademas, mostramos que esta expresién para un conjunto particular de pardme-
tros con significados biol6gicos aceptables, brinda una muy buena estimacion
cuando se compara con el valor exacto de esta medida calculada a partir del
compartimento de humanos recuperados cuando t tiende a oo, ddndonos en el
peor de los escenarios un error del 12 %, pero en el caso donde se asume que
Bn ~ Bu, este error es despreciable.

Sin embargo, sobre esta ecuacién se hace necesario seguir realizando andlisis
mads profundo con el fin de saber hasta que punto dicha expresién brinda una
buena estimacién del tamafio final de la epidemia en redes con estructura es-
pacial de mayores dimensiones a las mostradas en este trabajo de tesis. Esto
nos brinda la oportunidad de abrir nuevas lineas de investigaciones que per-
mitan tener una mejor comprensién sobre el comportamiento de este tipo de
enfermedades en escenarios mds realistas en regiones con estructura espacial
lo cual es de gran importancia en las sociedades modernas.

Al asumir las limitantes descritas anteriormente, se pudo demostrar la exis-
tencia y unicidad de solucién de la ecuaciéon del tamario final de la epidemia
en una red metapoblacional para una enfermedad tipo SIR y enfermedades
transmitidas por vectores, lo que nos permite tener nuevas teérias sobre estas
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expresiones analiticas mostrando ademas, como dichas ecuaciones pueden ser
resuelta mediante un método iterativo.

Esto nos permite proponer protocolos de control utilizando estas cantidades.
En particular, empleando los dos indices como indicadores de prioridad geografi-
cas donde deben ser aplicados los controles en estos modelos metapoblacio-
nales, los cuales son el indice AFS definido como el maximo sobre el conjunto
{R1(0),...,Ry(c0)} y el indice RFS definido como el méximo sobre el con-
junto {Ry(c0)/Np,, ..., Ru(c0)/ Ny, }.

Pudimos observar que en el caso del modelo SIR metapoblacional, debido a la
precision que brinda la ecuacién de tamario final, el aplicar control con estos
indices es de gran ayuda no solo en los parches seleccionados sino en el resto
de los parches de la red, permitiendo también la realizacién de anélisis pro-
fundo de como la topologia de la red puede influir o no en el comportamiento
de este tipo de enfermedades en regiones con estructura espacial ddndonos
una mejor comprensién de como es el comportamiento de la dindmica de este
tipo de enfermedades en escenarios més realistas.

Por otra parte, mostramos en casos particulares como el aplicar control en
redes BAG y NWG sobre los parches seleccionados por el indice AFS en el
caso de enfermedades transmitidas por vectores, también ayuda no solo a los
parches seleccionados si no también a la mayoria de los parches de la red en
la reduccién de sus picos de infecciones.

Finalmente, pudimos observar que al realizar ensambles de simulacién, el
aplicar control sobre los parches seleccionados por el indice AFS y de for-
ma aleatoria reflejan resultados semejantes. Sin embargo, creemos pertinente
seguir realizando anélisis més detallados para saber cudl es el verdadero im-
pacto que tienen estas medidas sobre el resto de los parches de la red en la
disminucién o no de sus picos de curvas de humanos infectados.

Futuras lineas de investigacién.

Esta investigaciéon nos presenta una lista interesante de trabajos futuros que
pueden ser objeto de interés a la comunidad cientifica:

= Sobre el modelo SIR metapoblacional (2.15)-(2.17), se hace necesario rea-
lizar una estimacién de los parametros epidémicos y sociales con datos
reales, a partir de experiencias previas cuantificadas por la comunidad
cientifica, con el fin de replicar epidemias pasadas para corroborar la uti-
lidad de los indices AFS y RFS como indicadores de prioridad geografica
y su aplicacién en estrategias de control.

= Sobre la ecuacién de tamafio final (3.33) para el modelo metapoblacional
(3.23)-(3.26), es necesario realizar estudios sobre la influencia que pue-
den tener los distintos tipos de redes como lo son por ejemplo las redes



BAG y NWG en el comportamiento de la precisién de sus soluciones.
Igualmente al caso del modelo SIR metapoblacional, se hace también
necesario realizar una estimacién de los pardmetros epidémicos, ento-
moldgicos y sociales con datos reales, a partir de experiencias previas
cuantificadas por la comunidad cientifica, con el fin de replicar epide-
mias pasadas para corroborar la precision y utilidad de los indices AFS
y RFS como indicadores de prioridad geografica para la aplicacién de
estrategias de control.

s Plantear modelos epidémicos en redes metapoblacionales que puedan
debilitar la hipétesis de homogeneidad, con el fin de acercar los resul-
tados a escenarios més realistas y de proponer indices que faciliten la
aplicabilidad de estrategias de control en zonas de alta vulnerabilidad
0 en sectores demograficos que sirvan como mayores propagadores de
epidemias.

= Plantear modelos epidémicos metapoblacionales que incluyan caracteristi-
cas del comportamiento complejo de las enfermedades. Como lo son
por ejemplo la estacionalidad de enfermedades en diversos periodos
climéaticos. También se podrian considerar caracteristicas singulares de
las enfermedades, con el fin de proponer decisiones eficientes para apli-
car control preventivo cuando aparezcan brotes de contagios en regiones
con estructura espacial.

Esperamos que estos puntos puedan ser estudiados en un futuro préximo por
la comunidad cientifica en aras del crecimiento de las ciencias matematicas
epidemiolégicas, respondiendo las necesidades de nuestras sociedades mo-
dernas.
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