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son parte indispensable en mi vida, aśı como a mis sobrinas y sobrino Grecia, Abi y Mateo.

También quiero agradecer el apoyo y paciencia que me otorgaron mis asesores, la

Dra. Lilia Meza Montes y el Dr. Ulises Salazar Kuri, ya que sin el apoyo y gúıa esto no
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la Vicerrectoŕıa de Investigación y Estudios de Posgrado (VIEP) por la beca para finalizar
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Propiedades Electrónicas, Topológicas y Termoeléctricas
de sistemas basados en Grafeno/Bi2Se3

Resumen
El grafeno y los aislantes topológicos como el Bi2Se3 son materiales bidimensionales

con propiedades electrónicas, termoeléctricas y topológicas únicas que los hacen pro-

metedores para diversas aplicaciones. Investigamos a nivel teórico estas propiedades

en heteroestructuras de grafeno con 1 y 3QLs Bi2Se3 utilizando cálculos de primeros

principios. Nuestros resultados muestran que la formación de heteroestructuras per-

mite explorar fenómenos novedosos que surgen de su interacción, lo que conduce

a una transferencia de carga, alineación de bandas electrónicas, aparición de mini-

gaps; además, surgen desdoblamientos de bandas del tipo Rashba. El análisis del

invariante Z2 reveló que las heteroestructuras tienen naturaleza de metal topológico,

presentando puntos de Dirac por debajo del nivel de Fermi, por lo que se esperaŕıan

estados de borde protegidos topológicamente. También analizamos cómo los efectos

de proximidad influyen en la conductividad eléctrica y figura de mérito termoeléctrica

(ZT).

En la parte experimental, se logró la śıntesis de nano-placas y hojas de

Bi2Se3 y se preparó un compósito con grafeno. Se realizó la caracterización es-

tructural y morfológica de los materiales por DRX, SEM y AFM. En cuanto a las

propiedades térmicas, se encontró que la difusividad y conductividad térmica del

Bi2Se3 permanecen constantes en el rango de temperatura explorado, mientras que

en el compósito, resultó una disminución de estas con el aumento de la temperatura

debida a la diferencia en las frecuencias fonónicas del grafeno y Bi2Se3.

Estos resultados ofrecen una visión integral de las complejas interacciones

electrónicas, topológicas y térmicas en heteroestructuras basadas en Bi2Se3, resaltando

su potencial para aplicaciones en dispositivos electrónicos y térmicos avanzados.



Electronic, Topological and Thermoelectric Properties of
Graphene/Bi2Se3-based Systems

Abstract

Graphene and topological insulators such as Bi2Se3 are two-dimensional materials

with unique electronic, thermoelectric, and topological properties that make them promi-

sing for various applications. We theoretically investigate these properties in graphene

heterostructures with 1 and 3 QLs of Bi2Se3 using first-principles calculations. Our results

demonstrate that the formation of heterostructures enables the exploration of novel phe-

nomena arising from their interaction, leading to charge transfer, electronic band alignment,

the emergence of mini-gaps, and Rashba-type band splitting. The analysis of the Z2 invari-

ant revealed that the heterostructures exhibit the nature of a topological metal, presenting

Dirac points below the Fermi level, and suggesting the presence of topologically protected

edge states. We also analyzed how proximity effects influence the electrical conductivity

and the thermoelectric figure of merit (ZT).

In the experimental part, we successfully synthesized Bi2Se3 nanosheets and nano-

platelets and prepared a composite with graphene. Structural and morphological charac-

terization of the materials was performed using XRD, SEM, and AFM. Regarding thermal

properties, it was found that the thermal diffusivity and conductivity of Bi2Se3 remain

constant within the explored temperature range, whereas in the composite these properties

decrease with increasing temperature due to the mismatch in phonon frequencies between

graphene and Bi2Se3.

These results provide a comprehensive view of the complex electronic, topological,

and thermal interactions in Bi2Se3-based heterostructures, highlighting their potential for

applications in advanced electronic and thermal devices.
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Alessandro Martinez, Juan Hernández Tecorralco, Lilia Meza Montes. XI Reunión

Anual de la División de Estado Sólido. SMF. Xicotepec, Puebla, Mexico, Mayo del

2023.

• “Study of the electronic properties of the bismuth selenide/garphene heterostructure

using first principles calculations”. Alejandra de Jesús de la Rosa Jasso, Ricardo
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3.3.2 Funcional de enerǵıa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.3.3 Quantum Espresso, ondas planas y pseudopotenciales . . . . . . . . 20
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4.1 Resultados teóricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.1.1 Propiedades electrónicas y topológicas . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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A.1 Teoŕıa adicional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

A.1.1 Demostración de los teoremas de Hohenberg y Kohn-DFT . . . . . . 90
A.1.2 Fase de Berry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
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Caṕıtulo 1

Introducción

La invención y desarrollo de componentes optoelectrónicos y microelectrónicos

rápidos basados en estructuras semiconductoras en capas, conocidas como heteroestruc-

turas semiconductoras, llevaron a que Zhores I. Alferov y Herbert Kroemer recibieran el

Premio Nobel de F́ısica en el año 2000, esta invención ha impulsado el crecimiento de

la microelectrónica, convirtiéndola en la base de toda la tecnoloǵıa moderna [1]. En su

forma más simple, la cohesión de dos materiales semiconductores distintos se conoce como

“heterounión”, el considerar diversos tipos de materiales lleva al término más general de

heteroestructura [2]. Las capas que forman estas heteroestructuras convencionales tienen

grosores que van desde decenas hasta cientos de nanómetros. La búsqueda de reducir las di-

mensiones de los dispositivos condujo al descubrimiento del primer material 2D, el grafeno,

que ha ganado relevancia en las últimas décadas por sus propiedades y aplicaciones. Fue

obtenido por primera vez en 2004 por Geim y Novoselov por medio de exfoliación mecánica,

exhibiendo propiedades electrónicas caracteŕısticas de semimetal [3, 4] y dando paso a la

formación de heteroestructuras con materiales 2D unidos por medio de fuerzas de van

der Waals (vdW), evolucionando aśı las convencionales hechas en bulto. Por otra parte,

la Topoloǵıa es una rama de las matemáticas que captura las propiedades invariantes de

los objetos geométricos bajo transformaciones continuas. Los objetos que pertenecen a la

misma clase topológica pueden deformarse continuamente unos en otros. Esta caracteŕıstica

compartida se expresa a través de invariantes topológicos. Ahora, un aislante topológico

(TI, por sus siglas en inglés) puede describirse simplemente como un material que presenta

la estructura electrónica en el volumen de un aislante mientras tiene una superficie conduc-

tora. Este descubrimiento ha atráıdo considerable atención principalmente debido al hecho

1



2 Caṕıtulo 1: Introducción

de que los estados superficiales metálicos están protegidos topológicamente y, como tal, son

insensibles a bajas densidades de defectos no magnéticos. Sin embargo, la pregunta sin

respuesta sigue siendo ¿cuáles son los ĺımites de la protección topológica de la estructura

electrónica superficial del TI?, además de que algunos materiales de este tipo en el bulto

tienen buenas propiedades termoeléctricas. Estas dos propiedades son debidas a la alta

masa atómica que tienen y que, con ello, dan lugar a un acoplamiento esṕın-órbita grande

lo que da las propiedades topológicas. Un aspecto de este problema se investiga aqúı para

las superficies de 1 y 3QLs de seleniuro de bismuto, Bi2Se3 (1QL es el sistema que consta

de 5 mono-capas de Bi y Se apiladas qúımicamente en el orden Se–Bi–Se–Bi–Se). Este

trabajo se centrará en la evolución de la estructura electrónica al formar heteroestructuras

con el grafeno, sus propiedades topológicas con el invariante Z2, además de las propiedades

termoeléctricas para 1 y 3QLs del Bi2Se3. La unión con grafeno hace a este tipo de sistemas

asimétricos en la capa superficial y su impacto en la estructura de bandas es de gran interés

para la búsqueda de materiales con propiedades novedosas, que combinan las propiedades

de sus componentes. En este caso, la combinación de un material de alta conductividad

como el grafeno con el Bi2Se3 que posee propiedades en el bulto y buenas propiedades ter-

moeléctricas. Algunas de las aplicaciones de este tipo de sistemas se pueden encontrar en

las tecnoloǵıas a nanoescala, como la nanoelectrónica, la optoelectrónica, espintrónica o la

computación cuántica.

El objetivo de esta tesis es contribuir al entendimiento, por medio de cálculos de

primeros principios, de las propiedades electrónicas, termoeléctricas y la caracterización de

las propiedades topológicas con el invariante Z2 en el grafeno, 1 y 3 QLs de Bi2Se3 y los

sistemas en heterestructuras de grafeno con 1 y 3 QLs de Bi2Se3, con dos tipos de apila-

miento. Resaltamos el efecto del acoplamiento esṕın-órbita comparando resultados con y

sin él. La tesis contempla una parte experimental con el objetivo de sintetizar nano-hojas de

Bi2Se3, por el método solvotérmico y caracterizar su estructura cristalina y morfoloǵıa aśı

como sus propiedades de transporte térmico. Además, se estudian las propiedades térmicas

de estas nano-hojas empastilladas, solas y en combinación con nano-hojas de grafeno. Es

importante mencionar que esto es un primer paso para śıntetizar y estudiar este tipo de ma-

teriales con las capacidades que se tienen en el IFUAP, diferente a lo comúnmente reportado

por técnicas de depósito de peĺıculas delgadas como son CVD, MBE y CBD.

La estructura de esta tesis se desglosa a continuación. En el caṕıtulo 1 se presenta

la introducción, en el caṕıtulo 2 los antecedentes de los materiales de estudio, se hace una
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descripción estructural del Bi2Se3 en bulto, 1QL y grafeno pŕıstino, aśı como las propiedades

electrónicas, caracteŕısticas topológicas y propiedades termoeléctricas que se presentan en

cada uno de los materiales individuales, aśı como en la formación de heteroestructuras.

También, se describen brevemente algunas técnicas de crecimiento de materiales 2D para

espesores de algunos nanómetros. En el caṕıtulo 3, se realiza una descripción de los con-

ceptos fundamentales detrás de la teoŕıa funcional de la densidad, aśı como una descripción

de los funcionales y del código Quantum Espresso utilizado para resolver las ecuaciones

de Kohn-Sham, en la aproximación de pseudopotenciales y ondas planas, para la parte

electrónica. Aśı mismo, contiene una exposición de la teoŕıa de Boltzmann para la determi-

nación de propiedades termoeléctricas implementada en el código BolzTraP2, además, de

un análisis de la teoŕıa detrás de la f́ısica de materiales cuánticos topológicos, que es esencial

para entender la caracterización mediante el invariante Z2. Adicionalmente, respecto a la

parte experimental, se presenta una descripción del método de śıntesis utilizado para el

crecimiento de las nano-hojas y nano-placas de Bi2Se3 y el compósito Bi2Se3 con grafeno,

aśı como una descripción de las técnicas de caracterización de los materiales obtenidos. Por

último, en el caṕıtulo 4, se muestran los resultados y su discusión. Los resultados teóricos se

presentan iniciando por las propiedades electrónicas de los materiales individuales y de las

4 heteroestructuras formadas, haciendo un análisis orbital que contribuye al entendimiento

del Z2; aśı mismo, se analizan las propiedades termoeléctricas. Por último, en este mismo

caṕıtulo se muestran los resultados experimentales de las caracterizaciones hechas por SEM

y DRX de las nano-hojas y nano-placas de Bi2Se3 y el compósito de grafeno/Bi2Se3. Se

muestra que el método solvotermal funciona para sintetizar polvos formados por nano-hojas

y nano-placas de Bi2Se3 y aśı poder formar compósitos con grafeno. Además, por exfoliación

mecánica con cinta adhesiva de acŕılico se lograron aislar las nano-hojas del material, lo que

se corroboró con estudios de AFM. Se formaron también pastillas de los materiales y se mi-

dieron las propiedades de transporte térmico por medio del método Angstrom. Finalmente,

en el caṕıtulo 5, se muestran las conclusiones de esta investigación.



Caṕıtulo 2

Antecedentes

El grafeno y multicapas de Bi2Se3 son los materiales de interés para formar las

heteroestructuras a estudiar en este proyecto, por lo que daremos sus caracteŕısticas rele-

vantes. Algunos de los materiales termoeléctricos buenos y bien establecidos, como el

Bi2Te3, Sb2Te3 y Bi2Se3 también pertenecen a una nueva clase de materiales cuánticos

denominada aislantes topológicos (TI) tridimensionales (3D). Es conveniente describir la

estructura cristalina del Bi2Se3 en bulto en términos de una capa qúıntuple (QL), que es

una secuencia de cinco capas atómicas, i.e., Se-Bi-Se-Bi-Se. Por lo tanto, las QLs apiladas

a lo largo de la dirección perpendicular a los planos atómicos (eje c) dan lugar a una

estructura cristalina romboédrica con el grupo espacial R3m. La unión qúımica entre los

átomos en las capas atómicas dentro de una QL es de tipo covalente-iónica con un carácter

predominantemente covalente. Las QLs adyacentes están débilmente unidas a través de

enlaces Se–Se por fuerzas de van der Waals, permitiendo una fácil división del Bi2Se3 en

el plano de la superficie Se (111) [5]. Los calcogenuros de bismuto Bi2X3 (X=S, Se) tienen

una gran importancia debido a sus propiedades electrónicas, topológicas y termoeléctricas

en el bulto [6].

Por otra parte, recientemente, el tema de los aislantes topológicos invariantes bajo

inversión temporal ha atráıdo gran atención en la f́ısica de la materia condensada. Los

aislantes topológicos en dos o tres dimensiones son aislantes en el volumen y presentan

estados de conducción en el borde o superficie que están protegidos por la simetŕıa de

inversión temporal. Los estados de superficie de un aislante topológico 3D consisten en un

número impar de conos de Dirac con electrones de masa efectiva nula, siendo un solo cono de

Dirac el caso más simple. La existencia de un número impar de conos de Dirac sin masa en

4
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la superficie está asegurada por el invariante topológico Z2 del volumen. Además, debido

al teorema de Kramers, ninguna perturbación invariante bajo inversión temporal puede

abrir una brecha energética prohibida en el punto de Dirac de la superficie. Sin embargo,

un aislante topológico puede volverse totalmente aislante tanto en el volumen como en la

superficie si se introduce una perturbación que rompa la inversión temporal en la superficie;

el estudio de tales estados fue inspirado originalmente por la robustez frente a la dispersión

de los estados de borde conductores en los sistemas de efecto Hall cuántico [7].

El Bi2Se3 es considerado un aislante topológico con una brecha energética de banda

prohibida de 0.3 eV obtenida teóricamente, mientras que experimentalmente se han repor-

tado valores en el rango de 0.2-0.3 eV [7,8]. Los estados superficiales topológicos (TSS, por

sus siglas en inglés) se originan como consecuencia de la simetŕıa de inversión temporal y de

la inversión (anti-cruce) de las bandas de conducción y valencia del volumen en el punto Γ,

debido al acoplamiento esṕın-órbita (SOC) fuerte [9]. Estos estados de superficie han sido vi-

sualizados mediante técnicas experimentales como ARPES, (Angle-Resolved Photoemission

Spectroscopy, Espectroscoṕıa de Fotoemisión Resuelta en Ángulo) [10] y teóricamente se han

podido obtener mediante cálculos ab initio, utilizando la función de Wannier máximamente

localizada (MLWF) a partir del método desarrollado por Marzari y sus colaboradores [7].

Estos TSS pueden ser observados en la figura 2.1. El mapa de ARPES en la figura 2.1a)

muestra los TSS del Bi2Se3, que se manifiestan como bandas con dispersión lineal entre

los estados de valencia y de conducción del volumen. La presencia de estados ocupados

de la banda de conducción del volumen son revelados como la caracteŕıstica parabólica en-

globada por las bandas de dispersión lineal entre 0.26 y 0.46 eV; resalta el dopaje intŕınseco

degenerado de tipo n de la muestra, que se cree que proviene de defectos en la estructura

cristalina, como vacancias de selenio [11]. En la figura 2.1b) los estados superficiales se

pueden observar claramente alrededor del punto Γ como ĺıneas rojas que se dispersan en la

brecha de banda prohibida del volumen [7].

Por otra parte, las propiedades del Bi2Se3 en bulto cambian cuando es exfolia-

do a un número N de QLs. Para 1QL, con grupo espacial P3m1, presenta propiedades

electrónicas semiconductoras con una brecha de enerǵıa prohibida indirecta de 0.89 y 0.48

eV sin y con SOC, respectivamente, como se muestra en la figura 2.2a) [12], sin presentar

propiedades topológicas. Al aumentar el número de QLs la brecha de banda prohibida

tiende a cero como se muestra en la figura 2.2b).

Agregado a lo anterior, el Bi2Se3 en bulto es considerado un buen material ter-
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a) b)

Figura 2.1: a) Mapa de ARPES a lo largo de las direcciones M-Γ-K, b) dependencia de la
enerǵıa y el momento de la densidad de estados locales (LDOS) calculados para el Bi2Se3.
Imágenes tomadas de [7, 11], respectivamente.

a) b)

Figura 2.2: a) Estructura de bandas electrónicas de 1QL considerando un funcional PBE
con y sin SOC, b) dependencia de la brecha energética prohibida con el número de QLs de
Bi2Se3. Imágenes tomadas de [5, 12], respectivamente.

moeléctrico. La utilidad de este tipo de materiales radica en la capacidad de convertir

directamente el calor residual en enerǵıa eléctrica, por lo que pueden ser la solución a la

crisis ambiental porque no se produce enerǵıa residual durante la operación. El rendimiento

termoeléctrico de este tipo de materiales se evalúa mediante la figura de mérito adimensional

definida por la ecuación ZT= S2σT
κ , donde S es el coeficiente Seebeck o termo-potencia, σ

es la conductividad eléctrica, T es la temperatura y κ es la conductividad térmica. Si el

rendimiento ZT de los dispositivos termoeléctricos alcanza un valor de 2 o 3, se considera

un buen termoeléctrico [13]. A finales de la década de 1950, los materiales termoeléctricos

basados en aleaciones tales como Bi2Te3, PbTe, SiGe, exhibieron un valor de ZT ∼ 0.5 ini-

cialmente y, después de aproximadamente una década de investigación, alcanzaron valores
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de ZT ≤ 1 (figura 2.3) [14]. Yulong Kang et al. crecieron muestras policristalinas de Bi2Se3

Figura 2.3: Evolución del ZT máximo a lo largo del tiempo. Imagen tomada de [14].

que presentaron valores de resistividad eléctrica a temperatura ambiente de 17.7 µΩm para

mediciones en la dirección perpendicular al plano (111) y de 19.3 µΩm para la dirección

paralela, con una conductividad térmica de 1.53 Wm−1K−1 (⊥) y 1.19 Wm−1K−1 (∥) y

valores de ZT a temperatura ambiente de 0.12 y 0.14, respectivamente, alcanzando un valor

máximo de 0.37 a 560 K [15]. Por otro lado, Patil et al., reportan una de las termopotencias

más altas que el Bi2Se3 ha alcanzado, con un valor de 556 µV/K, en muestras obtenidas por

medio del depósito de peĺıculas delgadas. Debido a la baja conductividad eléctrica de 187.7

Ω−1 m−1, el ZT es de 0.033, un valor bajo [16]. El informe experimental de Kulsi et al.

muestra un ZT igualmente bajo de 0.02 debido a la baja conductividad eléctrica de valor

5.200 S/cm [17]. Por medio de cálculos de DFT se han encontrado valores del ZT entre 0.6

y 1.1 para diferentes valores de temperatura (300, 400 y 500 K) del bulto. Se han realizado

muchas modificaciones para aumentar el valor del ZT; por ejemplo, con dopaje en este

mismo sistema y a las mismas temperaturas se tienen valores del ZT > 0.9 para un dopaje

tipo p mientras que, para un dopaje tipo n, ZT > 1 [18]. También hay modificaciones me-

diante nanoestructuración, como nanoplacas y nanohojas de Bi2Se3, que han aumentado el

rendimiento a 0.14 y 0.17, respectivamente. Según el modelo de Hicks-Dresselhaus S2, para

estructuras de pozos cuánticos, aumenta linealmente con la disminución del grosor debido

al efecto de confinamiento cuántico. De esta manera, se midieron experimentalmente las

propiedades termoeléctricas de 1QL de Bi2Se3 presentando un ZT en un rango de valores
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de 0.12 a 0.36 de 300 a 400 K [19]. Jinghua Liang et al. realizaron cálculos teóricos repor-

tando valores de ZT para 1 y 2 QLs de Bi2Te3, los valores son 0.5 y 1.1, respectivamente,

utilizando un dopaje tipo p en ambos sistemas se tiene una mejora en los valores alcanzando

los valores ya mencionados. También se analiza el caso de 3QLs considerando las contribu-

ciones del bulto, la superficie y la total (suma de las anteriores) con respecto a una razón

de tiempo de relajación, la razón la toman respecto a los tiempos de relajación del bulto y

la superficie, con valores de 22×10−15 s y 550×10−15 s, respectivamente. Los ZT obtenidos

considerando que la contribución de bulto toma un valor máximo de 0.8, mientras que la

de la superficie y la total alcanzan un máximo por arriba de 1.6, cuando la razón entre los

tiempos se va haciendo mayor [20]. Mohamed Ait Tamerd et al. formaron heteroestruc-

turas de 1QL de Bi2Se3 y una mono-capa de Sb por medio de cálculos teóricos utilizando la

teoŕıa de transporte de Boltzmann (sin especificar un tiempo de relajación), a temperatura

ambiente y a un potencial qúımico de -0.05 y 0.05 Ry el valor de ZT electrónico es 10 para

la heterostructura, mientras que para la QL de Bi2Se3 y la mono-capa de Sb a un potencial

qúımico de -0.05 Ry es de 0.9 y 1.0, respectivamente, a este valor de potencial qúımico

presenta los valores más altos, de esta manera se puede observar una mejora considerable

en el ZT al formar la heteroestructura [21].

Por otro lado, el grafeno tiene una celda tipo panal de abeja, la cual contiene dos

átomos de carbono no-equivalentes que pueden etiquetarse como A y B, como se muestra

en la figura 2.4a). Los vectores de la red a1 y a2 tienen una longitud a = 2.46 Å. La celda

hexagonal formada por los vectores b1 y b2 en el espacio rećıproco, figura 2.4b), representa

la primera zona de Brillouin (ZB), donde Γ indica el centro de la BZ, mientras que M y K

son puntos de alta simetŕıa en la frontera [22]. El grafeno es el sistema bidimensional más

simple con una brecha de enerǵıa prohibida predicha teóricamente al incluir el SOC, siendo

demasiado pequeña para ser detectable experimentalmente [23]. Si el SOC se elimina, la

estructura de bandas del grafeno no tiene brecha y los conos de Dirac centrados en los puntos

K y K’ de la ZB se tocan, como se observa en la figura 2.4c). El SOC abre una brecha

en la banda, pero no induce cambios en la paridad de los estados propios o inversiones de

banda en los puntos Γ y M [24], por lo que al estar en proximidad con un material con

un SOC fuerte -como el Bi2Se3- se puede inducir el efecto Hall cuántico de esṕın y dar

lugar a un sistema topológico sin necesidad de campo magnético externo. Además, esta

singularidad en su carácter electrónico permite el estudio de fenómenos f́ısicos, tal como

el efecto Hall cuántico entero anómalo (IQHE, por sus siglas en inglés), en presencia de
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campos magnéticos fuertes [25].

a) b) c)

Figura 2.4: Grafeno. Representación de: a) celda unitaria en el espacio real, b) primera
zona de Brillouin en el espacio rećıproco y c) Estructura de bandas, los conos de Dirac
aparecen en los punto K y K’. Imágenes tomadas de [22].

Por añadidura, las propiedades de transporte no se ven afectadas por el débil

SOC que posee, ya que experimentalmente el grafeno muestra una excelente conductividad

eléctrica a temperatura ambiente debido a su alta movilidad de 200,000 cm2V−1s−1 [26].

Estudios experimentales recientes han informado que los valores de conductividad térmica

en el plano, para el grafeno suspendido, caen en el rango de 2000 a 5000 Wm−1K−1 a

300 K; que se reduce al aumentar la temperatura, alcanzando aproximadamente 700-1500

Wm−1K−1 a 500 K [27]. Pero, como vimos anteriormente en relación al ZT, al tener una alta

contribución térmica debida a los fonones, en un rango de temperatura de 200 a 500K, por

cálculos de primeros principios se tiene un ZT de 1.9×10−2 a 4.0×10−2 en el grafeno pŕıstino,

considerando un tiempo de relajación de τ = 3.0×10−13s [28]. Es por ello que el grafeno

no es considerado un buen termoeléctrico. Una de las maneras de mejorar el ZT en grafeno

es creando nanocintas de grafeno (GNRs), cintas diseñadas que reduzcan la conductancia

térmica de los fonones sin afectar significativamente la conductancia electrónica [29].

Ahora, las heteroestructuras formadas por grafeno y Bi2Se3 han sido exploradas

recientemente, en particular sus propiedades electrónicas para estudiar el efecto de proxi-

midad. En los estudios más recientes se puede encontrar, por medio de cálculos de primeros

principios de Klaus Zollner et al. en 2019, que la estructura electrónica de heteroestruc-

turas formadas por grafeno pŕıstino sobre 1, 2 y 3 QLs de Bi2Se3, muestra una transferencia

de carga del grafeno hacia las QLs, como se puede observar en la figura 2.5. El cono de

Dirac del grafeno aparece en K y desplazado por encima del nivel de Fermi [30]. Estos

mismos resultados son presentados en [31]. Sin embargo, no han sido caracterizadas con

el invariante Z2 para conocer sus propiedades topológicas; empero, en esta tesis se aborda,
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además de que se hace un análisis detallado de las bandas cerca del nivel de Fermi para

dos diferentes apilamientos con números de QLs distintos. También se reporta un estudio

teórico de las propiedades termoeléctricas de estas heteroestruturas formadas por 1QL de

Bi2Se3 con grafeno. Hasta donde sabemos, no se han reportado resultados de propiedades

termoeléctricas de compósitos de grafeno con Bi2Se3, por lo que nuestros resultados ex-

perimentales de este sistema son relevantes pues se combina el buen comportamiento ter-

moeléctrico del compuesto de seleniuro de bismuto con la alta movilidad del grafeno.

Figura 2.5: Estructura electrónica de bandas calculadas para una capa de grafeno sobre a)
una, b) dos y c) tres QLs de Bi2Se3, donde ED es la enerǵıa de punto de Dirac y ETI es la
enerǵıa de dopaje al Bi2Se3. Imágenes tomadas de [30].



Caṕıtulo 3

Marco teórico y metodoloǵıa

En este caṕıtulo se presenta una recopilación de los conceptos importantes abor-

dados en esta investigación, junto con las definiciones y el desarrollo teórico necesarios.

En la f́ısica de la materia condensada se enfrenta el desaf́ıo fundamental de com-

prender los sistemas de muchos cuerpos, donde los electrones y los núcleos atómicos que

los forman interactúan de manera compleja. El hamiltoniano de muchos cuerpos describe

matemáticamente estas interacciones, encapsulando la totalidad de las fuerzas que actúan

dentro de un material. Sin embargo, resolver directamente la ecuación de Schrödinger para

estos sistemas es impráctico debido a la inmensa complejidad computacional involucrada.

Para superar esta barrera, se han desarrollado métodos aproximados que permiten abordar

estas complejidades de manera efectiva. Uno de los avances más significativos en este campo

es la teoŕıa del funcional de densidad (DFT), que reformula el problema de muchos cuerpos

en términos de la densidad electrónica en lugar de las funciones de onda individuales de

cada part́ıcula. La DFT ha demostrado ser una herramienta poderosa y necesaria para el

estudio de las propiedades de los materiales.

El hamiltoniano Ĥ de muchos cuerpos independiente del tiempo que describe la

interacción que ocurre entre los electrones e iones de un sólido aparece de la siguiente manera

en la ecuación de Schrödinger

ĤΨ = EΨ. (3.1)

El hamiltoniano se divide en dos partes: las enerǵıas cinéticas de electrones e iones T̂ , y la

enerǵıa potencial debido a las interacciones coulombianas V̂ , de modo que

Ĥ(R; r) = T̂ + V̂ . (3.2)

11
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Se considera que en el sólido se etiquetan con I a los iones y con i a los electrones, localizados

por R y r, respectivamente, los iones con masa MI y carga ZIe y los electrones con masa

m y carga −e. Aśı, la enerǵıa cinética total de todos los iones y electrones del sólido queda

como

T̂ = − ℏ2

2MI

∑
I

▽2
RI

− ℏ2

2mi

∑
i

▽2
ri

= T̂n + T̂e, (3.3)

mientras la enerǵıa potencial total está dividida en tres contribuciones:

1. Enerǵıa potencial coulombiana de atracción entre un electrón de carga -e en la posición

ri y cada ion en la posición RI , dada como

Vne = −
∑
I

ZIe
2

|RI − ri|
.

2. Enerǵıa de repulsión coulombiana entre los electrones en las posiciones ri y ri′

Vee =
e2

2

∑
i ̸=i′

1

|ri − ri′ |
.

3. Enerǵıa de repulsión entre los iones en las posiciones RI y RI′

Vnn =
e2

2

∑
I ̸=I′

ZIZI′

|RI −RI′ |
.

El factor de 1/2 en las últimas dos sumas es para eliminar el doble conteo. De esta manera

el hamiltoniano total queda como:

Ĥ = − ℏ2

2MI

∑
I

▽2
RI

− ℏ2

2mi

∑
i

▽2
ri
−
∑
I

ZIe
2

|RI − ri|
+
e2

2

∑
i ̸=i′

1

|ri − ri′ |
+
e2

2

∑
I ̸=I′

ZIZI′

|RI −RI′ |
,

(3.4)

para resolverlo se ha propuesto la siguiente aproximación realizada por Born-Oppenheimer

[32].

3.1 Aproximación de Born-Oppenheimer

La aproximación de Born-Oppenheimer (BO) es utilizada para resolver la ecuación

de Schrödinger total (3.4) y consiste en considerar el hecho de que la masa de los iones es

mucho mayor que la de los electrones, lo que hace que los electrones se muevan mucho más
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rápido en comparación con los iones. Esto permite que los electrones respondan instan-

táneamente al movimiento de los iones, separando aśı la ecuación de Schrödinger en dos

partes: movimiento electrónico e iónico; la primera contiene las variables electrónicas que

dependen del grado de libertad ri y la segunda las variables iónicas, es decir, que dependen

del grado de libertad RI . De modo que

Ĥ = Ĥele
R (r) + Ĥ ion(R),

Ĥele
R (r) = − ℏ2

2mi

∑
i

▽2
ri
−
∑
I

ZIe
2

|RI − ri|
+
e2

2

∑
i ̸=i′

1

|ri − ri′ |
, (3.5)

Ĥ ion(R) = − ℏ2

2MI

∑
I

▽2
RI

+
e2

2

∑
I ̸=I′

ZIZI′

|RI −RI′ |
. (3.6)

Como resultado de la aproximación de BO la función de onda puede escribirse como el

producto de dos funciones

Ψ(R; r) = Φ(R)ΨR(r), (3.7)

una describe los grados de libertad de los iones Φ(R) y la otra las posiciones electrónicas

ΨR(r) que dependen paramétricamente de las posiciones iónicos, con los núcleos conside-

rados estáticos. Esto convierte el término Vnn del hamiltoniano en una constante. De esta

manera

ĤT (R; r)Ψ(R; r) = ETΨ(R; r) → ĤT (R; r)Φ(R)ΨR(r) = ETΦ(R)ΨR(r) (3.8)

Aplicando el método de separación de variables, obtenemos que

T̂nΦ(R)

Φ(R)
+
T̂eΨR(r)

ΨR(r)
+ Vne + Vee + Vnn = ET , (3.9)

identificando la solución para la parte electrónica del sistema

T̂eΨR(r)

ΨR(r)
+ Vne + Vee = Eele

R (r), (3.10)

que considera la enerǵıa cinética de los electrones T̂e, un potencial de repulsión entre

electrones Vee y un término efectivo de atracción núcleo-electrón Vne, el cual depende

paramétricamente de las coordenadas nucleares R, al cual más adelante se considerará como

un potencial externo. La solución final depende de la forma de los potenciales. Esta apro-

ximación ayuda a resolver de manera completa el átomo de hidrógeno solamente. De ahora

en adelante se tendrá presente esta aproximación para resolver la ecuación de Schrödinger

con diferentes métodos y aproximaciones.
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3.2 Aproximación de Hartree-Fock (HF)

En la metodoloǵıa de resolución de la ecuación de Schrödinger de muchos cuerpos,

fue fundamental la combinación lineal de orbitales atómicos (aproximación de electrones

independientes) introducida por Douglas Hartree en 1928 para escribir la función de onda

electrónica. El método es conocido como el método de campo auto-consistente (SCF por

sus siglas en inglés, Self-Consistent-Field). En 1930 Vladimir Fock incluyó el potencial

de intercambio a esta solución, por lo que esta aproximación ahora se conoce como la

aproximación de Hartree-Fock [33], de la que hablaremos más adelante.

En el método de Hartree se considera que la función de onda para muchos

cuerpos tiene la forma de la ecuación (3.11), en la que expĺıcitamente se ignora el principio

de exclusión de Pauli

ΨH(r) = ψ1(r1)ψ2(r2)...ψN (rN ), (3.11)

el ı́ndice i va sobre todos los electrones y ψi(r) es la función de onda de la i-ésima part́ıcula,

considerada ortonormal respecto a las otras y que se determinan mediante el método varia-

cional. En la enerǵıa de Hartree, ecuación (3.12), las contribuciones son la enerǵıa cinética

de los electrones, el potencial debido a la interacción coulombiana ion-electrón y el de

electrón-electrón

EH =
∑
i

⟨ψi|
−ℏ2▽2

r

2me
+ Vne|ψi⟩+

e2

2

∑
i ̸=j

⟨ψiψj |
1

r − r′
|ψiψj⟩. (3.12)

Por otro lado, la aproximación de Hartree-Fock [34] es una técnica avanzada en la teoŕıa

cuántica que permite abordar de manera adecuada la naturaleza fermiónica de los electrones

en sistemas de muchos cuerpos, como átomos y moléculas, asegurando que la función de

onda resultante sea antisimétrica y refleje correctamente las propiedades fundamentales de

los electrones. Para formar una función de onda antisimétrica para el sistema, se utiliza el

determinante de Slater, ecuación (3.13), introducido por J.C.Slater en 1929. Este deter-

minante combina las funciones de onda tipo Hartree; en particular, un determinante de

Slater incorpora una correlación de intercambio, lo que significa que el movimiento de los

electrones con espines iguales está correlacionado, mientras que para espines opuestos no lo
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está. El determinante de Slater se escribe como

ΨHF ({r}) = S [{ψj(ri)}] =
1

N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ1(r1) ψ1(r2) . . ψ1(rN )

ψ2(r1) ψ2(r2) . . ψ2(rN )

. . .

. . .

. . .

ψN (r1) ψN (r2) . . ψN (rN )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3.13)

La propiedad de antisimetŕıa está incluida ya que el intercambiar la posición de dos elec-

trones equivale a intercambiar las columnas correspondientes, lo que cambia su signo. La

enerǵıa total de Hartree-Fock se puede escribir como

EHF = ⟨ΨHF |Ĥ|ΨHF ⟩ =
N∑
i=1

Hi + 1/2
N∑

i,j=1

(Jij −Kij), (3.14)

donde el primer término Hi corresponde a la enerǵıa cinética y potencial de atracción hacia

el núcleo, el segundo Jij a la interacción coulómbica presente en la teoŕıa de Hartree y

el último término Kij es el término de intercambio para un electrón en el estado ψi, que

surge de la propiedad antisimétrica del determinante de Slater. Entonces, el operador de

Fock trae consigo la cancelación de los efectos de autointeracción, es decir, las integrales

de Coulomb e intercambio para la interacción de un electrón consigo mismo (Jij , Kij) se

anulan de manera exacta, por lo que se puede definir el operador de Fock donde el término

de la suma es definido como el potencial de Hartree-Fock, V HF =
∑

j [Jj(r1)−Kj ]

f̂(r1) = Hi +
∑
j

[Jj(r1)−Kj(r1)] ∴ f̂ |ψi⟩ = ϵi|ψi⟩. (3.15)

Las ecuaciones de HF (3.15) son no lineales y no cumplen con el principio de superposición,

por lo que se resuelven numéricamente utilizando funciones de prueba según el principio

variacional. Estas funciones forman la matriz de Slater, que se usa para construir la matriz

de Fock, ⟨ψi|f̂ |ψi⟩. Esta se diagonaliza para obtener las enerǵıas ϵi, que se minimizan

de acuerdo al principio variacional, para encontrar las funciones de onda óptimas de un

electrón. El proceso es iterativo y autoconsistente, repitiéndose hasta que las funciones de

onda converjan dentro de un margen de error aceptable. Cuando se trabajan estructuras o

moléculas grandes este proceso se vuelve tedioso y computacionalmente pesado, por lo que

surge una nueva teoŕıa que ayuda a simplificar el problema, la DFT.
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3.3 Teoŕıa Funcional de la Densidad

Esta teoŕıa transforma la ecuación de Schrödinger de muchos cuerpos, a través de

una formulación exacta, a un hamiltoniano de part́ıculas no interactuantes donde la variable

fundamental es la densidad electrónica n(r). Esto elimina la necesidad de especificar Ψ(r)

como en aproximaciones anteriores. Desde los años 20, la teoŕıa de Thomas-Fermi abordó

los sistemas electrónicos como un ĺıquido clásico, centrando la formulación en la densidad

electrónica, pero sin considerar las enerǵıas de correlación e intercambio. Posteriormente, la

teoŕıa de Thomas-Fermi-Dirac mejoró este enfoque al describir la enerǵıa total de sistemas

de muchos electrones en un potencial externo V (r) [32]. Tiempo después la teoŕıa del

funcional de la densidad, propuesta por P. Hohenberg y W. Kohn en 1964, describe el

estado fundamental de un gas de electrones interactuantes en un potencial externo V(r).

Definen una función de onda Ψ(r1, ..., rN ) para N electrones, que es antisimétrica para

fermiones con esṕın 1/2 y un operador de densidad, n(r) = |Ψ(r)|2, que se asocia con la

probabilidad de encontrar una part́ıcula en una posición determinada. Para N part́ıculas,

el operador se generaliza con δ(r−r′), considerando la segunda variable como una posición

arbitraria en el espacio, tomando la forma

N(r) =

N∑
1

δ(r − r′i),

con r′i = 1, ..., N , siendo las variables que describen las posiciones de las part́ıculas. El

valor esperado de este operador en la función de onda de muchas part́ıculas proporciona la

densidad de part́ıculas en r

n(r) = ⟨Ψ|N(r)|Ψ⟩ = N

∫
Ψ∗(r, r2, ..., rN )Ψ(r, r2, ..., rN )dr2...drN . (3.16)

En 1964, Hohenberg y Kohn (HK) postulan dos teoremas importantes1 [36]: el

teorema de existencia de un funcional universal y el uso del principio variacional para

dichos funcionales.

Teorema 1: “El potencial externo V(r) es determinado, hasta una constante, por

la densidad electrónica n(r).” Este primer teorema prueba que existe una correspondencia

uno a uno entre el potencial externo V y la densidad n(r) del estado fundamental. Como

resultado de la demostración, dos potenciales diferentes no pueden dar como resultado la

1Las demostraciones se encuentran en el apéndice A.
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misma densidad de estado base. De tal manera que la densidad electrónica determina el

potencial externo dentro de la ecuación de Schrȯdinger con el hamiltoniano Ĥ = F̂ + V

de la que será solución; a su vez F̂ es un funcional universal de la densidad porque sólo

contiene términos comunes a todos los sistemas y por ello este funcional, a través la función

de onda, depende únicamente de la densidad electrónica. Por lo tanto, la enerǵıa total del

sistema es un funcional de la densidad y está dada por

ε[n(r)] = ⟨Ψ|Ĥ|Ψ⟩ = F [n(r)] +

∫
V (r)n(r)dr, (3.17)

de esta manera en principio es posible obtener todas las propiedades del estado fundamental

del sistema si se conoce dicha densidad del estado base.

Teorema 2:“Principio variacional. Podemos deducir que este funcional universal

alcanza su mı́nimo para la densidad correcta n(r) correspondiente a V (r), ya que para

un V (r) dado y cualquier otra densidad n′(r) de prueba que satisface las condiciones de

frontera; n′(r) > 0 y
∫
n′(r)dr = N , se cumple:

ε[n(r)] < ε[n′(r)].”

Después de establecer que el potencial externo V (r) determina la densidad de manera

única y que hay una enerǵıa funcional de la densidad que tiene su valor más bajo para

la densidad correcta, el funcional F [n(r)] es un funcional universal, que no depende del

potencial externo, pero considera la contribución de la enerǵıa cinética y potencial debido a

la interacción entre electrones y, aunque los teoremas de HK establecen el uso de la densidad

como variable fundamental, sigue siendo imposible determinar las propiedades del sistema

de forma exacta debido a que no se conoce la forma que tiene este funcional universal

F [n(r)] [35, 36].

3.3.1 Aproximación de Kohn y Sham

En 1965, Kohn y Sham abordaron el problema de la forma precisa del funcional

F [n(r)] de Hohenberg-Kohn [37], presentando una aproximación para este. Este método

reformula el problema de N part́ıculas interactuantes en un potencial externo Vext(r) en

términos de un sistema artificial de part́ıculas no interactuantes bajo un potencial efectivo

Veff (r), que tiene la misma densidad de carga n(r) que el sistema real. La enerǵıa total se

expresa utilizando los estados de una sola part́ıcula ϕi, representando el sistema mediante
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un determinante de Slater, ya que estas part́ıculas también son independientes. La matriz

de una sola part́ıcula se expresa como:

γ(r, r′) =
∑
i

ϕ∗i (r)ϕi(r
′).

De esta manera el funcional universal se puede expresar como:

F [n(r)] =
e2

2

∫ ∫
n(r)n(r′)

|r − r′|
drdr′ +K[γ(r, r′)], (3.18)

se separan los términos en uno que involucra expĺıcitamente la densidad n(r) y que repre-

senta la repulsión electrostática de Coulomb entre electrones y en otro de muchas part́ıculas

llamado K, en el que combinamos todos los demás términos que implican γ(r, r′) y que di-

vidimos en dos partes (ecuación 3.19) [32,38], tal que

K[γ(r, r′)] = KS [n(r)] + εXC [n(r)]. (3.19)

El término KS no es una aproximación adecuada, ya que sólo considera la contribución

de la enerǵıa cinética de part́ıculas ficticias independientes, similar a la de un sistema de

part́ıculas libres. El término εXC es la corrección a esta aproximación, ya que incluye los

términos de correlación e intercambio. Suponiendo a la enerǵıa total del sistema como un

funcional de densidad por la ecuación (3.17) de Hohenberg-Kohn, podemos escribir ahora

el funcional de la enerǵıa total del sistema de Khon-Sham como

εKS [n(r)] = KS [n(r)] +
e2

2

∫ ∫
n(r)n(r′)

|r − r′|
drdr′ + εXC [n(r)] +

∫
V (r)n(r)dr,

y de manera expĺıcita:

εKS [n(r)] =
∑
i

⟨ϕi|
−ℏ2▽2

r

2me
|ϕi⟩+

e2

2

∫ ∫
n(r)n(r′)

|r − r′|
drdr′ + εXC [n(r)] +

∫
V (r)n(r)dr.

(3.20)

Los orbitales ϕi de Kohn y Sham son aquellos que satisfagan las ecuaciones ı́ntegro-diferenciales

que generarán la enerǵıa del estado fundamental. Para encontrarlo necesitamos minimizar

este funcional con respecto a los orbitales ϕi. Mediante este argumento llegamos a las

siguientes ecuaciones [
−ℏ2▽2

r

2me
+ Veff (r, n(r))

]
ϕi(r) = εiϕi(r), (3.21)

donde el potencial efectivo es el potencial de Kohn-Sham efectivo:

V KS
eff (r, n(r)) =

e2

2

∫
n(r′)

|r − r′|
dr′ + V (r) +

δεXC [n(r)]

δ n(r)
= V H + Vext + V XC , (3.22)
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con

V XC [n(r)] =
δεXC [n(r)]

δ n(r)
. (3.23)

Por lo tanto, el potencial de Kohn-Sham efectivo incorpora los efectos de la inte-

racción entre los electrones, incluyendo el potencial intercambio-correlación y también los

de un posible potencial externo de confinamiento V (r) (por ejemplo, el potencial atractivo

del núcleo atómico sobre los electrones).

3.3.2 Funcional de enerǵıa

Hasta este punto el funcional de enerǵıa universal descrito en la ecuación (3.18)

contiene todas las enerǵıas de interacción de un sistema, pero, su forma exacta se desconoce

debido al término de la enerǵıa de correlación-intercambio εXC , este funcional se determina

a partir de diferentes aproximaciones, entre ellas la Aproximación de Densidad Local, LDA

(por sus siglas en inglés, Local Density Approximation) y la Aproximación de Gradiente

Generalizado, GGA (por sus sigla en inglés, Generalized Gradient Approximation) [39], que

describimos brevemente a continuación.

• Aproximación de Densidad Local (LDA). Considera que las contribuciones de

correlación-intercambio dependen sólo de la densidad que a su vez depende de la

posición en la que se mida, por lo que el valor de esta enerǵıa depende de la densidad

sólo en ese punto. La forma del funcional propuesto es

εLDA
xc [n(r)] =

∫
n(r)ϵxc[n(r)]dr, (3.24)

en el que ϵxc es la enerǵıa de intercambio y correlación por electrón del gas de electrones

uniforme no polarizado de densidad n(r) = 3/[4π(rsaB)
3], aB es el radio de Bhor y

el parámetro rs es el radio de Wigner-Seitz. Este parámetro se define como el radio

de una esfera que contiene en promedio un electrón. Funciona bien para sólidos

(reproduce distancias interatómicas ≈ 2%), pero no para moléculas pues subestima

las distancias interatómicas un 10 %.

• Aproximación de Gradiente Generalizado (GGA). Considera que las contribu-

ciones de correlación-intercambio dependen no sólo de la densidad sino también de su

gradiente en cada punto, figura 3.1. Esta aproximación en general resulta ser mejor a
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la LDA, ya que agrega el gradiente lo que resulta mejor para sistemas no homogéneos,

aśı

εGGA
xc [n(r)] =

∫
n(r)ϵxc[n(r),▽n(r)]dr. (3.25)

Se obtienen mejores resultados para las enerǵıas y longitudes de enlace de las moléculas.

Figura 3.1: Representación de las aproximaciones de los funcionales universales.

3.3.3 Quantum Espresso, ondas planas y pseudopotenciales

Quantum Espresso es un software utilizado para realizar cálculos de primeros

principios basados en la Teoŕıa Funcional de la Densidad (DFT), teoŕıa ya explicada an-

teriormente. Este permite estudiar las propiedades electrónicas de materiales utilizando

una base ortonormal de ondas planas (PW), para representar las funciones de onda de

los electrones. Al aplicar esta teoŕıa a sólidos es necesario utilizar el teorema de Bloch,

ya que tendremos potenciales y funciones de onda periódicas que, utilizando el teorema

de Fourier, se pueden escribir como ϕi(r) =
∑

G cGe
iG·r, que nos definirán la ecuación de

Schrödinger-Bloch de la siguiente manera[
−ℏ2▽2

r

2me
+
∑
G

VGe
iG·r

] ∑
G

cGe
iG·r = εi

∑
G

cGe
iG·r. (3.26)

Esto significa que la función de onda electrónica se expande en una serie de ondas planas

donde cG son los coeficientes de la expansión en PW, las que son soluciones naturales de

la ecuación de Schrödinger en el espacio libre; de manera práctica el tamaño de la base

debe truncarse con el fin de tener un número finito de ondas planas. Esto se puede realizar

definiendo una enerǵıa de corte de la enerǵıa cinética definida como 1
2(k + G)2 ≤ Ecorte.

El problema de cómo tratar el potencial de todos los electrones se aborda utilizando

pseudopotenciales que consideran únicamente a los electrones de valencia, mientras que

mantienen congelados a los electrones cercanos al núcleo para modelar las interacciones
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entre electrones y núcleos proporcionando información detallada sobre la estructura y com-

portamiento electrónico de los materiales. Aśı, los cálculos son obtenidos mediante cálculos

auto-consistentes, como se muestra en la figura 3.2 [40], donde fi es la ocupación del orbital

i, es decir, la densidad electrónica es una suma ponderada de las densidades de probabilidad

de los orbitales electrónicos individuales.

Figura 3.2: Diagrama del cálculo auto-consistente.

La estructura electrónica se obtiene de esta manera: primero, para un parámetro

de red inicial -usualmente tomado de la literatura- se hacen cálculos de convergencia de

enerǵıa respecto al número de ondas planas dado por el valor de ecut (= Ecorte) y al

mallado de puntos k que muestrean el espacio rećıproco de la estructura, después se realiza

la optimización del parámetro de red. Con los valores obtenidos de estos pasos, se hace

un cálculo de relajación, que arroja el valor de las posiciones ya relajadas del sistema, i.e.

aquellas que minimizan la enerǵıa total del sistema con los parámetros de convergencia

elegidos. Finalmente, se hace el cálculo de la estructura electrónica y densidad de estados.
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3.4 Teoŕıa de Boltzmann: Ecuaciones Semi-clásicas

En el año 1821, T. J. Seebeck observó que al someter a una diferencia de tempe-

ratura a dos conductores unidos en uno de sus extremos se produćıa una corriente eléctrica,

este fenómeno fue llamado efecto Seebeck. Más tarde en 1834, J. Peltier constató el efecto

inverso (efecto Peltier) en el que al hacer circular una corriente eléctrica a través de los

materiales se manifestaba una diferencia de temperatura [41, 42]. Los dispositivos que

funcionan en base a estos dos fenómenos son llamados termoeléctricos. La eficiencia de estos

dispositivos se expresa en términos del factor llamado figura de mérito ZT . Actualmente

este factor tiene valores alrededor de uno y los dispositivos están basados en materiales

semiconductores, figura 3.3; sin embargo, para que estos dispositivos resulten competitivos

con los actuales generadores de enerǵıa eléctrica es necesario alcanzar valores aproximados

a tres para ZT [43, 44].

a) b)

Figura 3.3: a) Esquema del efecto Seebeck, se genera un voltaje EAB debido a la diferencia
de temperaturas. b) Esquema del efecto Peltier, el cual es el efecto inverso. Imagen adaptada
de [43,44].

La figura de mérito se expresa en función del coeficiente de Seebeck S, la conduc-

tividad electrónica σ, la conductividad térmica κ y la temperatura T (temperatura promedio

entre el lado caliente y el lado fŕıo del dispositivo) mediante la fórmula

ZT =
S2σT

κ
. (3.27)

Lo que implica que para aumentar el valor de ZT se debe tener una conductividad alta

debida a los electrones, y una conductividad térmica baja. El coeficiente de Seebeck, junto

con la conductividad eléctrica y la conductividad térmica electrónica de la ecuación (3.27),

pueden derivarse de la ecuación de transporte de Boltzmann (BTE) [45, 46]. En términos



3.4 Teoŕıa de Boltzmann: Ecuaciones Semi-clásicas 23

generales, es una ecuación que describe los cambios en la distribución de electrones por

campos aplicados, gradientes de temperatura y dispersiones.

Si se considera una banda electrónica, la probabilidad de que un estado con vector

k esté ocupado en un tiempo t está dada por f(k, t), que representa la función de distribución

de Fermi-Dirac para un sólido que está en equilibrio térmico f(k, t) = f0 y que depende sólo

de la enerǵıa. Ahora, se tratará de encontrar una ecuación que nos permita calcular cómo

vaŕıa la función de distribución de Fermi-Dirac f(k, t) en presencia de campos exteriores,

por lo que tenemos
∂f

∂t
=

[
∂f

∂t

]
campos

+

[
∂f

∂t

]
disper

. (3.28)

Las fuerzas que influyen en el sistema se clasifican en dos tipos principales: fuerzas externas y

fuerzas internas. Las fuerzas externas vaŕıan de manera gradual, causando cambios suaves

en la posición y velocidad de las part́ıculas. En contraste, las fuerzas internas resultan

de las perturbaciones en la periodicidad de la red cristalina, como defectos, impurezas y

vibraciones de la red. Estas fuerzas internas originan mecanismos de dispersión, además,

si consideramos gradientes de temperatura estos producen cambios en f debido a que los

electrones se difunden de regiones de menor a mayor temperatura, por lo que la BTE, bajo

la aproximación del tiempo de relajación, es

∂f

∂t
=
e

h
E⃗▽kf − v⃗ · ▽f − f − f0

τ
, (3.29)

donde v⃗ es la velocidad del electrón, E⃗ el campo eléctrico y τ el tiempo de relajación

(tiempo promedio entre colisiones sucesivas de los electrones con las imperfecciones del

cristal, fonones, otros electrones o impurezas en el material). Para resolverla se propone

f = f0+f1 y se puede demostrar que, bajo un campo eléctrico y un gradiente de temperatura

f1(k) = τ
∂f0
∂ϵ

v⃗ ·
[
eE⃗ +∇T

(
ϵ

T
+ T

d

dT

µ

T

)]
, (3.30)

µ es el potencial qúımico y ϵ es la enerǵıa del electrón. La densidad de corriente j⃗ y el flujo

de calor Q⃗ a través de un dispositivo termoeléctrico a partir de este formalismo está dado

por las siguientes ecuaciones (3.31), donde V , es el volumen de la muestra,

j⃗ = − e

V

∑
k

f(k)v⃗(k) = G(0)E⃗ +
G(1)

eT
(−∇T ),

Q⃗ =
e

V

∑
k

ϵ(k)f(k)v⃗(k) =
G(1)

e
E⃗ +

G(2)

e2T
(−∇T ). (3.31)
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Aqúı se han introducido los coeficientes termoeléctricos G(α)

G(α) = e2
∫
σ(ϵ)(ϵ− µ)α

(
−∂f0(ϵ)

∂ϵ

)
dϵ, (3.32)

y la función de distribución de transporte en términos de la enerǵıa electrónica es

σ(ϵ) =
∑
k

|v⃗k|2δ(ϵ− ϵk)τ(ϵ). (3.33)

Bajo la suposición de circuito abierto (I = 0), podemos encontrar el coeficiente de Seebeck

S = ∆V
∆T y la conductividad electrónica como

S =
1

eT

G(1)

G(0)
(3.34)

y

σ = G0, (3.35)

respectivamente. Considerando el mismo sistema, ahora se determinará el coeficiente de

Peltier y la conductividad térmica por electrones aplicando una diferencia de potencial, lo

que hará que el sistema presente una diferencia de temperatura; el coeficiente de Peltier es

entonces ∏
=

1

e

G(1)

G(0)
= ST, (3.36)

y la conductividad térmica por electrones

κe =
1

e2T

[
(G(1))2

G(0)
− G(2)

]
. (3.37)

Ahora, la cantidad importante por determinar es la figura de mérito que es la que carac-

teriza los materiales termoeléctricos, considerando conocidas las conductividades térmicas,

partiendo de la ecuación (3.37) y sustituyendo la ecuación del coeficiente de Seebeck dos

veces, tenemos que

1 +
G(2)

κe
=
S2TG(0)

κe
=
S2Tσ

κe
, (3.38)

por lo que podemos escribir

ZT =
S2Tσ

κe
, (3.39)

el factor de potencia está determinado por

PF =
S2

ρ
, (3.40)
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con 1
ρ = σ, entonces, un buen material termoeléctrico se caracteriza por tener altos valores

para su coeficiente Seebeck, lo cual implica la generación de grandes diferencias de potencial

por pequeños gradientes térmicos y una baja resistividad eléctrica que permite minimizar

las pérdidas por calentamiento Joule [47].

3.4.1 Código BoltzTraP

Para calcular las propiedades termoeléctricas, se utilizó el código BoltzTraP (Boltz-

mann Transport Properties), que proporciona los coeficientes de transporte termoeléctrico

en función de la temperatura en la aproximación de banda ŕıgida, esto es, supone que la

estructura electrónica no cambia por gradientes de temperatura o dopajes en el sistema. El

cálculo en BoltzTraP2 está dividido en 4 partes. En la primera, mediante un cálculo de

DFT se obtiene la enerǵıa ε(k), con valores en el mallado grande de puntos k. El segundo

paso usa un algoritmo de interpolación suavizada de Fourier para las bandas electrónicas

obtenidas del cálculo de DFT, manteniendo el grupo espacial mediante funciones “estrella”,

Λ. Estas funciones permiten ajustar las enerǵıas de banda calculadas para obtener una

representación anaĺıtica de la estructura de bandas, esencial para calcular propiedades de-

pendientes de dicha estructura, de modo que

ε̃k =
∑
RϵΛ

eik·R, (3.41)

▽ε̃k =
∑
RϵΛ

Reik·R. (3.42)

En el tercer paso se obtiene la representación anaĺıtica de la estructura de bandas, que

se puede graficar y comparar con las obtenidas en el paso 1. Para el cuarto y último

paso, se calculan las cantidades dependientes de la estructura de bandas con las ecuaciones

semi-clásicas de Boltzmann expuestas en el sección 2.4 [46,48].

3.5 La F́ısica de Materiales Cuánticos Topológicos

En la última década, se ha avanzado significativamente en la comprensión de cómo

los efectos cuánticos sutiles controlan el comportamiento macroscópico de diversos materia-

les. Recientemente, los materiales topológicos se han clasificado como materiales cuánticos,

destacándose por sus propiedades novedosas. La topoloǵıa es una rama de las matemáticas

que estudia las propiedades de los objetos que permanecen invariantes ante deformaciones
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suaves. Análogamente, las caracteŕısticas de los materiales que son invariantes bajo trans-

formaciones suaves de algún parámetro se denominan propiedades topológicas. Por ejemplo,

los aislantes topológicos (TI) son materiales que actúan como aislantes en su interior pero

permiten la conducción en su superficie.

En esta sección se estudiará la dinámica de los electrones en los sólidos, es de-

cir, cómo se mueven bajo la influencia de campos electromagnéticos externos. Las fases

topológicas más simples, que se basan en la geometŕıa de las funciones de onda de un solo

electrón, han tenido gran relevancia en la última década. El ancestro de estas fases es el

efecto Hall cuántico entero (IQHE) descubierto en 1980: los sistemas de electrones bidi-

mensionales en campos magnéticos fuertes pueden mostrar una cuantización incréıblemente

precisa en sus propiedades de transporte. Resulta que, además de la imagen estándar del

IQHE, que se basa en los niveles de Landau (los estados propios de un electrón moviéndose

en un campo magnético en el espacio libre), otra imagen fue desarrollada al mismo tiempo

por Thouless, Kohmoto, Nightingale y den Nijs (TKNN) que es más directamente rele-

vante para un electrón moviéndose en un cristal [49]. Este trabajo explica cómo el efecto

Hall cuántico entero está asociado con propiedades topológicas no triviales (números de

Chern) de los estados de Bloch de los electrones en un cristal y nos permite ejemplificar el

comportamiento de estos sistemas.

3.5.1 Efecto Hall Cuántico Entero

Antes del efecto Hall cuántico entero recordemos lo que es el efecto Hall clásico,

para entender cómo los electrones se comportan en la presencia de campos electromagnéticos.

Este efecto sucede cuando los electrones están confinados en un plano (x, y) 2D, en presencia

de un campo eléctrico (Ex̂) en la dirección x, y un campo magnético (Bẑ) en la dirección z,

perpendicular al plano, como se muestra en la figura 3.4. Sobre los electrones se produce una

fuerza Lorentz (ecuación 3.43) que contiene la fuerza de arrastre que experimentarán debido

a la dispersión, que es proporcional a su velocidad, siendo mη el coeficiente de arrastre y m

la masa efectiva de los electrones

m
dv

dt
= FLorentz = −eE − e

c
v ×B +mηv, (3.43)

los portadores de carga se agrupan en una región del material suponiendo que el ancho A

de la muestra es mucho menor que su dimensión longitudinal L (A ≪ L), lo que ocasiona
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Figura 3.4: Efecto Hall clásico. Imagen adaptada de [32].

la aparición de un voltaje de Hall, VH y la resistencia de Hall, RH [32], dados por

VH = EyA→ RH =
VH
I

=
EyA

jxA
= ρyx =

B

nec
, (3.44)

entonces,

VH = IRH =
IB

nec
∼ dependencia lineal con B. (3.45)

En 1980, Klaus von Klitzing llevó a cabo los primeros experimentos sobre el efecto

Hall cuántico, logrando un descubrimiento trascendental: la cuantización de la resistivi-

dad de Hall, en un gas de electrones de un semiconductor a bajas temperaturas y cam-

pos magnéticos fuertes (Si-MOSFET). Este hallazgo innovador es el llamado Efecto Hall

Cuántico Entero y le valió el prestigioso Premio Nobel de F́ısica en 1985 [50]. Ahora,

consideramos un conductor bidimensional en presencia de un campo magnético B⃗ = Bẑ y

los campos eléctricos son E⃗x y E⃗0, el potencial tiene la siguiente forma V (r) = eE0y, con

A≪ L. La interacción correspondiente en el hamiltoniano que describe el sistema, es

Ĥ =
1

2m̄

(
p̂+

e

c
Â(r)

)2
+ eE0y =

1

2m̄

[(
px −

eBy

c

)2

+ p2y

]
+ eE0y, (3.46)

para resolver la ecuación de Schrödinger se propone una función ψ(x, y) = 1√
l
eikxxϕkx(y),

con kx =
2πk

l
, k ∈ Z, y al sustituirla en Ĥψ(x, y) = ϵψ(x, y) se reduce a la ecuación del

oscilador armónico, desplazado por la cantidad ȳ dada por

ȳ =
ℏkxc
eB

+
m̄c2E0

eB2
. (3.47)

Los valores de enerǵıa son los niveles de Landau, ecuación (3.48), que se pueden ver como

niveles de osciladores armónicos a lo largo de y centrados en diferentes puntos ȳ del sistema,
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como se muestra en la figura 3.5

ϵjkx =

(
j +

1

2

)
ℏωc+

m̄c2

2

(
E0

B

)2

− eE0ȳ =

(
j +

1

2

)
ℏωc−

m̄c2

2

(
E0

B

)2

−ℏkxc
E0

B
. (3.48)

Figura 3.5: Representación de los potenciales armónicos desplazados por ȳ y ȳ′. Imagen
adaptada de [32].

Para determinar la cantidad de niveles presentes, notamos que ȳ vaŕıa en incre-

mentos discretos de unidad debido a la dependencia de kx, de la ecuación (3.47) obtenemos

δȳ =
ℏc
eB

δkx =
ℏc
eB

2π

L
δk =

hc

eBL
; δk = 1. (3.49)

La cantidad de estados posibles en el ancho A de la muestra, es

NL =
A

δȳ
=
eB

hc
(AL) =

eB

hc
a,

donde a es el área de la muestra; entonces, la densidad de estados de Landau por unidad

de área es

nL =
NL

a
=
eB

hc
. (3.50)

Siendo un gas de electrones bidimensional con una estructura de bandas parabólicas,

cada electrón ocupa un estado energético antes de exponer la muestra al campo magnético

externo. Por consiguiente, la densidad electrónica n es igual a la densidad de estados bidi-

mensional, n = n2D = m̄
ℏ2π . Para obtener el número de niveles de Landau ocupados, se

define el llamado factor de llenado ν

ν =
n

nL
=
hcn

eB
−→ n =

eB

hc
ν, (3.51)

este factor no es necesariamente un número entero, a menos que la cantidad de niveles de

Landau ocupados sea un número entero. Por otro lado, cuando no están completamente
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a) b)

Figura 3.6: a) Representación del factor de llenado ν, al aumentar la intensidad del campo
magnético (curvas de ĺıneas continuas son las ocupadas) y b) Gráfica de los valores del
voltaje de Hall, dada su continuación del efecto Hall cuántico para distintos valores de
campo magnético B. Imagen a) adaptada y b) tomada de [32].

llenos, indica una transición hacia el siguiente valor de resistencia, como se muestra en la

figura 3.6a) [53].

Sustituyendo la ecuación (3.51) en el resultado de la ecuación (3.44), se obtiene

RH =
B

nce
=

h

e2ν
=
h/e2

ν
. (3.52)

Lo que establece que la resistividad está cuantizada y toma valores que son fracciones enteras

de h/e2, figura 3.6b), no depende de la forma del material ni de la forma considerada para

definir sus regiones de contacto [52]; a medida que se incrementa el campo magnético, los

intervalos en los cuales los niveles de Landau están completamente llenos corresponden a

valores constantes de RH .

Los materiales que exhiben el IQHE generalmente son aislantes de Hall, debido a la

separación de cargas en el volumen del material, como consecuencia de la fuerza de Lorentz

en presencia del campo magnético B⃗. Esta condición provoca que la corriente se concentre

exclusivamente en los bordes del material, el movimiento de los electrones es robusto, ya

que los electrones no experimentan dispersión debido a impurezas no magnéticas (figura

3.4). Esta robustez es una caracteŕıstica inherente de los materiales topológicos.

3.5.2 Dinámica de electrones en un sólido cristalino bajo campos externos

eléctricos

Hasta este punto, los electrones se han tratado como un gas bidimensional, la

interacciones que experimentan reflejadas en la masa efectiva (m). Ahora, es relevante

estudiar su dinámica (posición, velocidad y aceleración) a través de operadores dependientes

del tiempo, (r(t), v(t), a(t)). Consideremos que los electrones son afectados por potenciales
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periódicos debido a la cristalinidad del material, esto permite utilizar el teorema de Bloch

para describir estos electrones junto con la condición de ortonormalidad de las funciones

⟨u(n)k |u(n)k ⟩ = 1, de modo que

ψ
(n)
k (r) = eik·ru

(n)
k , (r) Ĥ(p+ ℏk, r)u(n)k (r) = ϵku

(n)
k (r). (3.53)

Bajo la presencia de un campo eléctrico externo E⃗ = E0Ê, el potencial que lo genera es

E⃗ = −∇rΦ(r)−
1

c

∂A⃗(r, t)

∂t
. (3.54)

Para que el campo eléctrico E⃗ sea constante en el espacio, el potencial Φ(r) debe variar

linealmente en el espacio por lo tanto E⃗(r) = ∇rΦ(r), lo que resultaŕıa en una ruptura de la

periodicidad del sistema. Esto posibilita describir la perturbación únicamente en términos

del potencial vectorial A⃗ el cual modifica el hamiltoniano, de manera que

Ĥk(p, r, t) =
1

2me

[
p+ ℏk+

e

c
A⃗(r, t)

]2
+ V (r) = Ĥk(p, r) + Ĥ ′(t). (3.55)

Utilizando teoŕıa de perturbaciones en la variable tiempo y la función de onda

|ũ(n)k ⟩, se puede obtener que el valor esperado de la velocidad mostrado en [32] es

⟨vk(t)⟩ =
1

ℏ
∇kϵ

(n)
k − i

[
⟨∇ku

(n)
k |

∂u
(n)
k

∂t
⟩ − ⟨

∂u
(n)
k

∂t
|∇ku

(n)
k ⟩

]
, (3.56)

usualmente sólo se tiene el primer término, por su aparición al segundo término se le conoce

como velocidad anómala, es también conocido como la curvatura de Berry (Ω) evaluada

en dos variables independientes (k, t). Haciendo un cambio de variable ℏq = ℏk +
e

c
A⃗, se

puede demostrar que

⟨vk(t)⟩ =
1

ℏ
∇kϵ

(n)
k +

e

ℏ
E⃗ × Ω⃗(n)(k). (3.57)

Aśı, el término de velocidad anómala es directamente proporcional a la curvatura de Berry y

brinda información detallada de las fuerzas externas (campo eléctrico externo), en analoǵıa

con la segunda ley de Newton (F⃗ = ma⃗) muestra cómo actúan fuerzas externas en un sólido

cristalino [32].

3.5.3 Fase de Berry

La mayoŕıa de los sistemas son invariantes a un cambio de fase ϕ en su función de

onda ψ, esta transformación toma la forma

|ψ⟩ −→ eiϕ|ψ⟩ = |ψ̃⟩, (3.58)
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de modo que el valor esperado de un observable Ô no cambia por la acción de la fase ϕ

⟨Ô⟩ = ⟨ψ|Ô|ψ⟩ = ⟨ψ̃Ô|ψ̃⟩. (3.59)

Esta expresión no es válida para algunos observables de sistemas con alguna dependencia

paramétrica en el hamiltoniano. En estos casos, la fase ϕ es relevante al medir los valores

esperados de ciertos operadores. En un sólido cristalino, el hamiltoniano y la función de

onda de un electrón en la banda n se describe mediante el teorema de Bloch, ecuación

(3.53). La dependencia del hamiltoniano con el parámetro k es clara, y la fase de la función

de onda vaŕıa con el parámetro (ϕ(k)), debido a la estructura cristalina. Al cambiar de k a

k+∆k, el cambio de fase dϕ es,

dϕ = i⟨u(n)k |∇ku
(n)
k ⟩ · dk. (3.60)

Con esta relación se define la fase de Berry (γ) como el cambio de fase ϕ a lo largo de una

trayectoria cerrada C en el espacio rećıproco (espacio de momento k),

γ =

∮
C
dϕ = i

∮
C
⟨u(n)k |∇ku

(n)
k ⟩ · dk. (3.61)

La fase de Berry es un invariante ante transformaciones de norma, es decir, la fase γ es

igual antes y después de hacer una transformación2.

Con esto se puede definir una nueva cantidadA, llamada conexión de Berry, ecuación (3.62),

definida como un vector con componentes en el espacio k

A = i⟨u(n)k |∇ku
(n)
k ⟩, (3.62)

sustituyendo la ecuación (3.62) en (3.61) y aplicando el teorema de Stokes, donde s, es la

superficie encerrada por la trayectoria cerrada C, tenemos

γ =

∮
C
A · dk =

∫∫
s
∇k ×A · ds =

∫∫
s
Ω⃗ · ds. (3.63)

donde

Ω⃗ = ∇kA = i⟨∇ku
(n)
k | × |∇ku

(n)
k ⟩, (3.64)

es decir, también se puede definir la curvatura de Berry en términos de A como

Ωαβ =
∂Aβ

∂kα
− ∂Aα

∂kβ
= i

[
⟨
∂u

(n)
k

∂kα
|
∂u

(n)
k

∂kβ
⟩ − ⟨

∂u
(n)
k

∂kβ
|
∂u

(n)
k

∂kα
⟩

]
, (3.65)

2Demostración en Apéndice A
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donde Ωαβ es un tensor de 2do orden; en términos de las componentes de un tensor de 1er

orden Ω, con la ayuda del tensor Levi-Cevita se asocian como Ωαβ = ϵαβγΩγ .

La fase de Berry tiene muchas aplicaciones en la f́ısica, ya que describe la fase

adquirida bajo un ciclo adiabático. Ejemplos de su uso es en el efecto Aharonov-Bohm, aśı

como en la descripción de la polarización de los cristales debido a la distribución de cargas.

Además, es una cantidad clave al momento de estudiar la teoŕıa de bandas en materiales

topológicos, ya que se utiliza para describir los electrones de un cristal bajo un campo

eléctrico externo [32].

3.5.4 Número de Chern

El famoso número de Thouless-Kohmoto-Nightingaleden-Nijs (TKNN) describe

la conductividad Hall entera en sistemas espaciales bidimensionales y es válido para todo

tipo de estructuras de bandas que desprecian las interacciones entre electrones [54,55]. Re-

tomando el sistema de la figura 3.4 para definir el primer número de Chern, bajo la existencia

de un campo eléctrico constante E⃗ = Exx̂ que está aplicado a un sistema bidimensional tal

que el vector de onda es k=(kx, ky), se tiene que la ecuación (3.64) da lugar a la curvatura

de Berry dada por Ω⃗ = Ω
(n)
xy (k)ẑ. La densidad de corriente j⃗ del sistema por unidad de

volumen V es

j⃗ = −env = −e
∑
k∈ZB

1

V
⟨vk(t)⟩, (3.66)

donde, de la ecuación (3.57)

⟨vk(t)⟩ =
1

ℏ
∇kϵ

(n)
k − e

ℏ
ExΩ

(n)
xy (k)ŷ, (3.67)

y sustituyéndola en (3.66)

j⃗ = − e

ℏV
∑
k∈ZB

∇kϵ
(n)
k +

e2

ℏ
∑
k∈ZB

1

V
ExΩ

(n)
xy (k)ŷ =

e2

ℏ
Ex

∫∫
ZB

Ω(n)
xy (k)

dkxdky
(2π)2

ŷ = j⃗y, (3.68)

el primer término se va a cero porque representa las contribuciones a la velocidad del

sistema sin perturbar, al tener bandas simétricas la sumatoria de las velocidades en la zona

de Brillouin se anula. Con la densidad de corriente j⃗ y utilizando la ley de Ohm se encuentra

la resistencia Hall del sistema,

ρ · j⃗ = E⃗ =⇒

 ρxx ρxy

ρyx ρyy

 0

jy

 =

 Ex

0

 =⇒ ρxy =
Ex

jy
,
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despejando de la ecuación (3.68) el término Ex se encuentra que

ρxy = RH =
h/e2

1

2π

∫∫
Ω
(n)
xy (k)dkxdky

=
h/e2

C
(n)
1

o σxy = C
(n)
1

e2

h
. (3.69)

De la ecuación (3.52), resultado que da la resistencia de Hall cuantizada y de la ecuación

(3.69), C
(n)
1 es definido como el primer número de Chern, y el valor que tomaba ν lo toma

C
(n)
1 . A partir de la ecuación (3.69) C

(n)
1 queda como

C
(n)
1 =

1

2π

∫∫
ZB

Ω⃗(n)(k) · ds. (3.70)

Al comparar las ecuaciones (3.63) de la fase de Berry y (3.70) del primer número de Chern

notamos la relación 2πC
(n)
1 = γ, deduciendo que C

(n)
1 es un invariante ante transformaciones

de las funciones de onda por pequeños cambios adiabáticos en el hamiltoniano, por lo que

se introduce la definición de invariantes topológicos, como números enteros invaria-

ntes a pequeñas perturbaciones al sistema. Ahora, si C
(n)
1 es invariante, existen diferentes

valores de la resistencia RH al aumentar el campo B, esto sucede cuando existe alguna

discontinuidad producida en el espacio de momentos k, al aumentar B cambiará la forma

de la estructura electrónica de bandas del sistema, haciendo que algunas bandas se crucen

en ciertos puntos, creando aśı estados degenerados para electrones con diferentes momentos

angulares (puntos de Weyl). Estos puntos hacen que la fase de Berry no esté definida,

induciendo una transición al siguiente valor de C
(n)
1 [56].

3.5.5 Efecto Hall Cuántico de Esṕın

El efecto Hall cuántico resulta de la presencia de estados de borde topológicamente

protegidos bajo un campo magnético externo. Sin embargo, surge una pregunta intrigante:

¿existen estos estados de borde no disipativos también en ausencia de un campo magnético

externo? En 1988, Haldane hizo un avance significativo al reconocer que la clave para

lograr el efecto Hall cuántico reside en la ruptura de la simetŕıa de inversión temporal3

y desarrolló un modelo de enlace fuerte basado en una red bidimensional hexagonal, donde

cada celda unitaria presenta un flujo magnético posicionado adecuadamente. A través de

este modelo, derivó la correspondiente banda de enerǵıa y la función de onda, lo que llevó

a predecir que la conductividad Hall cuántica también puede obtenerse en ausencia de un

campo magnético. Este fenómeno se conoce como el efecto Hall anómalo cuántico

3Se aborda en el Apéndice A.
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(EHQA) y está asociado con un aislante topológico que no tiene simetŕıa de inversión

temporal, también conocido como aislante de Chern.

Posteriormente, la conjetura teórica del efecto Hall cuántico se amplió aún más

a sistemas con invariancia de inversión temporal, de esta manera ambos estados de esṕın

presentan degeneración de Kramers, lo que permite el movimiento simultáneo de los elec-

trones con su valor de esṕın (s↓ o s↑) a través de los mismos estados de borde sin tener

efectos de dispersión. En lo particular, estos sistemas requieren la inclusión de elementos

pesados con una interacción de acoplamiento esṕın-órbita4 significativo. En un aislante

bidimensional con SOC fuerte, este actúa como un campo magnético efectivo dependiente

del esṕın, dando lugar a estados de borde conductores estables en el ĺımite del material,

este fenómeno es conocido como efecto Hall cuántico de esṕın (EHQS), figura 3.7a). En

particular, estos estados de borde exhiben un comportamiento en la estructura electrónica

en el que los electrones de esṕın ascendente viajan en una dirección mientras que los elec-

trones de esṕın descendente viajan en la dirección opuesta. Este movimiento dependiente

del esṕın conduce a la formación de dos curvas de dispersión dentro de la banda prohibida,

como se muestra en la figura 3.7b) [56].

a) b)

Figura 3.7: Estados de borde del efecto Hall de esṕın cuántico en sistemas electrónicos
bidimensionales. (a) Imagen espacial. (b) Imagen de banda de enerǵıa [56].

La presencia de estados de borde ofrece un medio directo para distinguir un aislante

Hall de esṕın cuántico de un aislante trivial, ya que estos estados se manifiestan como dos

canales conductores unidimensionales para ambos valores de esṕın, cada uno contribuyendo

con una conductividad cuantizada de e2/h. De la siguiente manera podemos definir la

4Idem.
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conductividad de Hall (σxy) y la conductividad de Hall de esṕın (σsxy)

σxy =
1

2
(σ↑xy + σ↓xy) =

C↑ + C↓

2

e2

h
= 0

σsxy =
1

2
(σ↑xy − σ↓xy) =

C↑ − C↓

2

e2

h
= Cs

e2

h
. (3.71)

La conductividad de Hall se anula debido a la simetŕıa quiral del QHSE pero, se encuentra

una nueva fase topológica gracias a la conductividad de Hall de esṕın σsxy y descrita por un

nuevo invariante topológico Cs. A este tipo de sistemas también se les conoce como aislante

de esṕın-Hall cuántico. Este comportamiento es una caracteŕıstica del efecto Hall del esṕın

cuántico. Mientras la invariancia de inversión temporal del sistema permanezca inalterada

por la ausencia de un campo magnético o dispersiones de impurezas magnéticas, la influencia

del SOC seguirá dominando el comportamiento de los estados de borde topológicos [56,57].

Hasta ahora, los efectos de QHE (Efecto Hall Cuántico) y QHSE (Efecto Hall

Cuántico de Esṕın) han mostrado que los estados topológicos provocan que el movimiento

de los electrones ocurra principalmente en los bordes del material, conocidos como estados

de borde. Haldane en 1988 introduce términos adicionales en el hamiltoniano del sistema

para estudiar el caso especial en el que el sistema no presenta simetŕıa de inversión tem-

poral y que afecta la simetŕıa del parámetro k en el espacio rećıproco, provocando que

k ↛ −k y rompiendo aśı las condiciones de simetŕıa de inversión temporal. El estudio de

las nano-cintas Zig Zag (NCZZ) sin simetŕıa temporal revela un comportamiento especial.

En el espacio rećıproco, la falta de simetŕıa de inversión hace que los puntos K y K ′ ya no

sean equivalentes, resultando en funciones de onda para los estados de borde con valores de

enerǵıa no degenerados. Esto genera una brecha de enerǵıa en las bandas de estos estados,

con dos estados cruzando la brecha, lo que confiere un carácter metálico a un sistema que

normalmente seŕıa aislante, denominado aislante topológico. En el Efecto Hall Cuántico

(QHE), estos estados de borde confieren un movimiento robusto a los electrones, insensibles

al desorden, concentrando la corriente en los bordes del sistema sin dispersión significa-

tiva. Este análisis puede extenderse a sistemas metálicos en el bulto, lo que conduce a la

clasificación de estos materiales con estados de borde como materiales topológicos [32].

3.5.6 Invariante topológico Z2

Kane y Mele introdujeron un nuevo ı́ndice topológico Z2 para describir este estado

de borde de esṕın, diferenciándolo de los estados aislantes triviales. Los sistemas que exhiben
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Efecto Hall Cuántico (QHE) y Efecto Hall de Esṕın Cuántico (QHSE) se caracterizan

por invariantes topológicos, espećıficamente C
(n)
1 y Cs, relacionados con la fase de Berry.

En topoloǵıa matemática, las superficies 2D se clasifican por el genus (g), que cuenta los

“huecos”. De manera similar, un número de Chern C
(n)
1 = 0 indica un aislante trivial sin

QHE, mientras que C
(n)
1 = 1 indica un aislante topológico con QHE y estados de borde

metálicos. Para QHSE, cada esṕın tiene su propio número de Chern, y la cantidad Cs

define los estados de borde quirales. Por lo tanto, todos los aislantes bidimensionales que

preservan la simetŕıa de inversión temporal cumplen que Cs = 1 produce estados de borde

robustos, pero Cs = 2 lleva a una dispersión no robusta. Aśı, con base en Cs para indicar un

aislante trivial, se define el invariante Z2 como Cs mod 2, distinguiendo aislantes triviales

(Z2 = 0) de aislantes topológicos (Z2 = 1) [58]. Con esta misma descripción y análisis

también se puede caracterizar a los metales topológicos (TMs, por sus siglas en inglés) siendo

materiales metálicos especiales caracterizados por una topoloǵıa no trivial, en particular,

por sus estados superficiales protegidos topológicamente. Dependiendo de la presencia de

una “brecha” en el nivel de Fermi de su estructura de bandas electrónicas, se clasifican en

dos categoŕıas amplias:

1. Los TMs con una brecha de banda directa continua en todos los puntos de alta simetŕıa

de la zona de Brillouin (ZB), que también exhiben un invariante topológico Z2 no

trivial, se denominan TMs Z2.

2. Los TMs con cruces de bandas topológicamente no triviales cerca del nivel de Fermi

se denominan semimetales nodales o semimetales topológicos con electrones relativis-

tas sin masa análogos a los tridimensionales del grafeno. Estos sistemas se conocen

como semimetales de Weyl (a través de los cuales las bandas electrónicas se dispersan

linealmente a lo largo de las tres direcciones del momento) y se predice que tienen

una gama de propiedades de transporte exóticas y estados de superficie [59].

Debido a sus novedosas propiedades cuánticas, que son de interés tanto para la f́ısica fun-

damental como para aplicaciones tecnológicas, los TMs han estado a la vanguardia de la

investigación en materiales cuánticos [60].

3.5.7 Código Z2Pack

Ya se ha definido el número de Chern y cómo se puede calcular teóricamente en los

temas anteriores de la sección 2.5, ahora se verá cómo se puede aplicar este conocimiento en
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la práctica. Se dará una breve descripción del código Z2Pack. Para calcular el número de

Chern con Z2Pack, se necesitan dos entradas: una descripción del material (sistema) y una

parametrización de la superficie sobre la cual se debe calcular el invariante. Estas entradas

se pasan a una función que calcula la evolución del centro de carga de Wannier h́ıbrido

a través de la superficie. Las funciones de Wannier son una representación alternativa

de las funciones de onda en un cristal, que son localizadas en el espacio real en lugar

del espacio rećıproco; se utiliza Wannier90 para transformar las funciones de Bloch en

funciones de Wannier localizadas y para interpolar las bandas electrónicas en una malla

densa de puntos k. Después se calculan las conexiones y fases de Berry necesarias para el

análisis topológico. Por último, se integran las fases de Berry y se calcula el ı́ndice Z2 para

clasificar el material [61].

3.6 Śıntesis de los materiales

El método solvotermal fue usado para la śıntesis de las nano-hojas de Bi2Se3 y la

formación del compósito Grafeno/Bi2Se3, ya que es un método accesible y económico para

obtener este tipo de materiales.

3.6.1 Método solvotermal

El desarrollo del proceso solvotermal está vinculado estrechamente con el desa-

rrollo de nanomateriales. El término “proceso solvotermal” se define como la realización

de reacciones qúımicas en disolventes contenidos en recipientes sellados en los que la tem-

peratura de los disolventes puede ser llevada alrededor de los puntos cŕıticos. En cuanto

se sobrepasa el denominado “punto cŕıtico”, (figura 3.8), el comportamiento del disolvente

será como el de un fluido supercŕıtico (distinto tanto del vapor como del ĺıquido) y el au-

mento de la presión con la temperatura será exponencial. El objetivo de la técnica es lograr

una mejor disolución de los reactivos de un sistema y aśı lograr disolver o hacer reaccionar

especies muy poco solubles en condiciones habituales.

Factores en el método solvotermal

Los factores que influyen en los resultados de la śıntesis en este método pueden

separase en dos grupos:
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Factores qúımicos. La naturaleza qúımica del solvente y propiedades fisicoqúımicas,

la composición, estructura y propiedades del precursor.

Factores termodinámicos. Temperatura a la que se calienta el solvente, presión

adquirida por la interacción y calentamiento entre el solvente y el precursor en el sistema

cerrado, además del tiempo de reacción.

Figura 3.8: Diagrama de fases de una sustancia pura. Imagen tomada de [62].

3.6.2 Śıntesis

La figura 3.9 ilustra el proceso de obtención de los diferentes materiales esquemá-

ticamente. La śıntesis de los materiales de interés fue guiada por la reportada por Kadel et

al. en [63] con algunas optimizaciones en el tiempo de reacción y utilizando una rampa de

calentamiento, a través de los siguientes pasos:

Paso 1. Se pesaron y mezclaron los precursores, 0.182g de nitrato de bismuto

pentahidratado (Bi(NO3)35H2O, Sigma-Aldrich ≤ 99.99 %) y 0.045g de selenio (Se, Sigma-

Aldrich ≤ 99.9 %); se colocaron en un revestimiento de teflón, luego se agregaron 0.059g de

hidróxido de sodio (NaOH. J.T.Baker ≤ 98.0 %) como agente controlador y reductor de pH y

0.219 g de ácido etilendiaminotetraacético (C10H16N2O8 ·2H2O, J.T.Baker ≤ 99.4 %) como

agente quelante y estabilizador. Posteriormente se colocaron 15 ml de demitilformamida

(DMF ≤ 99.8 %) como solvente. Después, el revestimiento de teflón con los precursores fue

colocado en baño ultrasónico por 30 min para tener una mezcla uniforme de los precursores.

Paso 2. El revestimiento de teflón después de la sonicación es colocado en el
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autoclave.

Paso 3. El autoclave se llevó al horno el cual se fue calentando en una rampa de 4

bloques de calentamiento de 30 min cada uno para llegar primero de temperatura ambiente

a 50 °C, luego a 100 °C, 150 °C y 200 °C donde se mantuvo una isoterma por 12 h para

finalmente enfriar a temperatura ambiente (figura 3.10). Este procedimiento optimizado

permitió obtener nano-hojas y nano-barras del material deseado como se mostrará más

adelante.

La reacción qúımica propuesta es la siguiente:

2Bi(NO3)3 · 5H2O + 3Se+ 6NaOH
DMF,EDTA,△−−−−−−−−−−→ Bi2Se3 + 6NaNO3 + 13H2O +

3

2
O2.

donde el EDTA funciona como agente quelante para formar las estructuras entre los iones

de bismuto y selenio [64].

Figura 3.9: Visualización general de la śıntesis de las nano-hojas y compósito.

Paso 4. El producto obtenido se filtra por decantación y se lava 4 veces con

etanol y 4 con agua desionizada por medio de centrifugación. Entre cada lavado la muestra

permanece en el baño ultrasónico por 3 minutos.
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Paso 5. Por último, las muestras lavadas se vierten en un vaso de precipitado

para secarse a 70 ºC durante 5h y aśı obtener muestras de Bi2Se3 en forma de polvo.

Para la śıntesis del nano-compósito se empleó esta misma metodoloǵıa. Sólo que

para este compósito, se introdujo grafeno de 15 micras de Sigma-Aldrich junto con los

precursores en una proporción en porcentaje en peso respecto al producto de Bi2Se3 obtenido

en etapas anteriores, asegurando una relación 50-50 % de cada componente (0.0895g de

grafeno).

Figura 3.10: Rampa de calentamiento para la śıntesis.

Para realizar mediciones de propiedades térmicas (difusividad térmica), ver más

abajo, se necesitan pastillas de 3 mm de grosor por 8 mm de diámetro de las nano-hojas

de Bi2Se3, grafeno y del compósito conformado por nano-hojas de Grafeno/Bi2Se3. Las

pastillas se forman con la empastilladora CARVER (modelo: 4350.L S/N 4350-1380 del

Lab. de Qúımica del IFUAP-CU), con una presión de 0.5 toneladas, como se muestra en

las figuras 3.11.
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a) b) c)

Figura 3.11: a) Muestra en polvo, b) empastillado y c) pastilla resultante.

3.7 Técnicas de Caracterización

La caracterización constituye un paso esencial en la investigación de materiales,

abarcando la evaluación detallada y la descriptiva de las diversas propiedades f́ısicas, qúımicas,

mecánicas y estructurales de los materiales. Este procedimiento resulta vital para compren-

der el comportamiento del material en diferentes situaciones y para determinar sus aplica-

ciones. En este trabajo se realizó la caracterización estructural por difracción de rayos X

(DRX), morfológica, por microscopia electrónica de barrido (SEM) y microscopia de fuerza

atómica (AFM), y de difusividad térmica utilizando el método de Angstrom.

3.7.1 Difracción de rayos X

Las propiedades y funciones de los materiales dependen de su estructura cristalina.

Esta se puede estudiar a través de la técnica de difracción de rayos X en polvos. La

difracción depende de la estructura cristalina y de la longitud de onda con la cual se genera

la difracción. Los rayos X son radiación electromagnética con una longitud de onda en el

orden de los 0.1 nm (la longitud de onda utilizada en el laboratorio es de 0.1789 nm). Como

el nombre lo dice esta técnica esta basada en el fenómeno de difracción (o interferencia) de

ondas electromagnéticas [65].

Difracción de las ondas

Dos ondas de luz con la misma longitud de onda y viajando en la misma dirección

pueden tener interferencia constructiva o destructiva entre śı, dependiendo de su diferencia
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de fase. Cuando tienen una diferencia de fase de nλ (n es un número entero), llamada ”en

fase”, ocurre una interferencia constructiva; sin embargo, cuando tienen una diferencia de

fase de nλ/2, llamada “completamente fuera de fase”, ocurre una interferencia completa-

mente destructiva, como se ilustra en la Figura 3.12 [66].

a) b)

Figura 3.12: Ilustración de la interferencia de ondas.

Cuando dos ondas de rayos X inciden en un sólido en fase, λ1 y λ2, son dispersadas

por dos planos cristalográficos (1 y 2) como se muestra en la figura 3.13. Las ondas disper-

sadas, están completamente en fase si se satisface la ley de difracción o también llamada

Ley de Bragg, ecuación (3.72), donde n es un número entero,

nλ = 2dsenθ. (3.72)

Esta ecuación se puede derivar al obtener la diferencia de camino, x, la cual de-

pende del ángulo θ y la distancia de separación d entre los dos planos paralelos como se

muestra en la figura 3.13, para que en los haces difractados exista interferencia constructiva,

se debe de cumplir la ecuación (3.73) que corresponde a la ley de Bragg, es decir,

2x = nλ→ nλ = 2dsenθ. (3.73)

Los patrones de difracción se obtuvieron utilizando el difractómetro de polvos

Panalytical EMPYREAN con radiación Kα de Co = 0.179026 Å, a temperatura ambiente,

en el laboratorio de Difracción de Rayos X del IFUAP-CU.

3.7.2 Microscopia electrónica de barrido

La técnica de Microscoṕıa Electrónica de Barrido se utilizó para analizar la mor-

foloǵıa de las muestras tanto del material de Bi2Se3 como del compósito Grafeno/Bi2Se3.

En la técnica de SEM, se producen varios procesos importantes que permiten la caracteri-

zación detallada de muestras [67,68]. Los procesos clave son:
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Figura 3.13: Difracción de Bragg por planos cristalinos. Imagen adaptada de [66].

Generación del haz de electrones: En un Microscopio electrónico de barrido, se genera

un haz de electrones utilizando un cañón de electrones, que puede ser termoiónico o de

campo. Este haz de electrones se enfoca y se dirige hacia la muestra que se va a analizar.

Interacción con la muestra: Cuando el haz de electrones llega a la muestra, estos elec-

trones interactúan con los átomos o iones de la muestra. Estas interacciones incluyen la

dispersión elástica e inelástica de los mismos, con la emisión de electrones retrodispersados

y secundarios, respectivamente.

Emisión de electrones secundarios (SE): Son aquellos que son expulsados de la su-

perficie de la muestra como resultado de la interacción de los electrones del haz primario

con los átomos de la muestra. Estos proporcionan información sobre la topograf́ıa de la

superficie de la muestra.

Emisión de electrones retrodispersados (BSE): Son aquellos que experimentan una

desviación significativa de su trayectoria original debido a interacciones de dispersión elás-

tica con los átomos de la muestra. La intensidad de estos electrones está relacionada con la

densidad y el número atómico de los elementos presentes en la muestra, lo que proporciona

información sobre la composición elemental.

Detectores y formación de imágenes: Los electrones secundarios y retrodispersados

son recogidos por diferentes detectores en el microscopio electrónico de barrido. Estos de-

tectores convierten las señales de electrones en imágenes que presentan la información de

la muestra. Las imágenes se forman mediante un barrido de la muestra en una cuadŕıcula,
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donde la posición del haz se combina con la intensidad de las señales detectadas para generar

una imagen.

En conclusión, los elementos que conforman el microscopio electrónico de barrido se mues-

tran en la figura 3.14.

Figura 3.14: Configuración básica de los elementos en un microscopio de barrido electrónico.
Imagen adaptada de [66,67].

Las imágenes de microscopia electrónica de barrido (SEM) y espectroscopia de

dispersión de enerǵıa (EDS) de los polvos de las muestras de Bi2Se3 y del compósito fueron

obtenidas utilizando el microscopio de emisión de campo JSM-7800 (Jeol), con el sistema

X-Max del laboratorio de análisis de superficies del IFUAP-CU.

3.7.3 Microscopia de fuerza atómica

La Microscopia de Fuerza Atómica (AFM, por sus siglas en inglés) es una técnica

de microscoṕıa que permite obtener imágenes y medir propiedades a escala nanométrica
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de superficies, utiliza una sonda muy fina para explorar la superficie de la muestra que a

diferencia de otras técnicas de microscopia, como la óptica o la electrónica, el microscopio

de fuerza atómica no depende de lentes para formar una imagen.

Opera mediante la interacción entre una punta muy afilada (generalmente hecha

de silicio o nitruro de silicio) montada en el extremo de un cantiléver flexible y la superficie

de la muestra, como se muestra en la figura 3.15. La punta tiene un radio de curvatura de

unos pocos nanómetros, lo que le permite resolver caracteŕısticas de tamaño atómico.

El cantiléver se mueve en las tres direcciones sobre la muestra: en dirección horizontal (x e

y) para barrer la superficie y en dirección vertical (z) para detectar variaciones en la altura

de la superficie.

Existen varios modos de operación en el microscopio de fuerza atómica, entre los más

comunes son el modo de contacto, modo de no contacto y el modo de contacto intermitente

o tapping. Este mide la deflexión del cantiléver que ocurre debido a las diferentes fuerzas

que actúan sobre la punta, como la fuerzas de Van der Waals, electrostáticas, magnéticas y

las capilares [69].

Figura 3.15: Esquema del microscopio de fuerza atómica en modo contacto. Imagen adap-
tada de [70].

El grosor de las nano-hojas obtenidas por medio de la técnica de exfoliación se

determinó utilizando el Microscopio de Fuerza Atómica Bruker, modelo Dimensión Edge

del laboratorio de análisis de superficies del IFUAP-CU.
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3.7.4 Medidas de difusividad térmica (Método Angstrom)

Los coeficientes de transporte pueden ser determinados por diferentes técnicas, la

difusividad es de nuestro interés para obtener las conductividad térmica y por medio de

la Ley de Wiedemann-Franz (como una primera aproximación) obtener la conductividad

eléctrica. La Difusividad térmica describe cómo el calor se propaga en un material,

evaluando la diferencia de temperatura entre un punto y su entorno cercano. Según la

segunda ley de la termodinámica, el calor fluye de regiones más calientes a más fŕıas, y la

rapidez de este flujo depende de la diferencia de temperaturas y la conductividad térmica

del material. De esta manera la difusividad refleja la capacidad de un material para igualar

las diferencias de temperatura en su interior, en otras palabras es la velocidad a la que la

temperatura cambia dentro de un material [71]. Angstrom presentó un enfoque novedoso

para evaluar la difusividad térmica en materiales sólidos con forma de barra, introduciendo

el concepto de ondas térmicas. Este método implica someter un extremo de una barra a

calentamiento periódico mientras el otro se enfŕıa, permitiendo la propagación de la onda

térmica a lo largo de la muestra. La medición se basa en la amplitud y el perfil de fase

de la temperatura en puntos espećıficos de la barra. Para obtener mediciones precisas, es

esencial que los sensores de temperatura tengan sensibilidades uniformes. Por consiguiente,

se prefiere analizar el retardo de fase del perfil térmico [72]. Usualmente, la relación entre

el retardo de fase y la distancia recorrida por la onda térmica se emplean para calcular la

difusividad térmica, utilizando la ecuación

α =

(
d

∆φ

)2

πf, (3.74)

donde d es la distancia entre los dos sensores de temperatura, ∆φ es el retardo de fase de

ambas señales y f es la frecuencia de modulación de la fuente de calor. Al aplicar esta

fórmula, se toman en consideración las siguientes tres suposiciones:

• La conductividad térmica, la conductancia superficial y el calor espećıfico deben ser

independientes de la temperatura en el rango estudiado.

• El flujo de calor es sustancialmente paralelo al eje de la muestra.

• El borde de la barra, lejos de la fuente de calor, permanece a una temperatura cons-

tante.
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En la figura 3.16 se muestra el diagrama esquemático del montaje experimental de las

mediciones de difusividad térmica de las pastillas montado en el laboratorio de Materiales del

CINVESTAV de Mérida, Yucatán. Las componentes que lo conforman son: un dispositivo

Peltier (PD, por sus siglas en inglés) de 4 cm por lado, para calentar y enfriar la muestra de

forma periódica, un termostato PID (SRS-PTC10) para controlar el PD y un disipador de

calor de aluminio unido a una de las caras del PD que asegura su correcto funcionamiento.

Se utilizan capas delgadas de grasa térmica para mejorar el contacto térmico entre las

diferentes partes donde sea necesario.

Figura 3.16: Configuración experimental del método Angstrom, utilizada para medir la
difusividad térmica de las pastillas de Bi2Se3, grafeno y del compósito garafeno/Bi2Se3 [72].

De los valores obtenidos de la difusividad térmica, α, se puede estimar la conduc-

tividad térmica (κ), conociendo el valor de la capacidad caloŕıfica especifica de los materiales

(Cp) y la densidad de las pastillas (ρ), utilizando la fórmula de la difusividad térmica dada

por:

α =
κ

ρCp
, (3.75)

donde podemos despejar κ para obtener la ecuación (3.76) que se utilizará más adelante

para obtener la conductividad térmica de las muestras en forma de pastillas

κ = αρCp. (3.76)



Caṕıtulo 4

Resultados y Discusión

4.1 Resultados teóricos

Los cálculos se realizaron en el Laboratorio Nacional de Supercómputo del Sureste.

Usamos la Teoŕıa Funcional de la Densidad implementada en el código Quantum Espresso,

utilizando pseudopotenciales GGA - full relativista e incluyendo las correcciones DFT-D3

para incluir las interacciones de van der Waals (fuerzas de dispersión) que normalmente

no están bien descritas por la DFT estándar. Estas correcciones son necesarias porque

las interacciones de van der Waals son de naturaleza no local y, por lo tanto, no están

correctamente capturadas por los funcionales, como el utilizado GGA. Las fuerzas que las

correcciones DFT-D3 tratan de capturar son las fuerzas de dispersión, que son de tipo

London (inducidas por correlaciones electrónicas a largo alcance). Este tipo de fuerzas

resulta particularmente importante en sistemas donde hay interacciones no covalentes, como

en materiales apilados por ejemplo, en las heteroestructuras formadas por grafeno/Bi2Se3

y moléculas grandes. Se hicieron cálculos de optimización (número de ondas planas PW y

número de puntos k) para determinar la estructura electrónica y la densidad de estados de

los diferentes sistemas de estudio, en los casos con y sin SOC, en los cuales para todos el

nivel de Fermi está en E = 0.

Por medio del cálculo del invariante Z2 de los materiales individuales y las hete-

roestructuras con el programa Z2Pack, que utiliza la metodoloǵıa desarrollada en toda

la Sección 3.5, a partir de la estructura de bandas se determina la presencia del EHQS

caracterizado con el invariante topológico. Para hacer una caracterización correcta de la

fase topológica (aislantes, semimetales de Weyl o TMs), es necesario hacer un análisis

48
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profundo de la estructura electrónica de bandas en la ZB, que está fuera de los objetivos

de la tesis, aśı como de las capacidades de cómputo, por lo que se tomará el resultado del

Z2 para determinar la presencia o ausencia de estados de bordes, clasificados en trivial, no

trivial, para los aislantes (presentan brecha de enerǵıa prohibida) o metales topológicos,

respectivamente.

Además, utilizando la teoŕıa de Boltzmann mediante el código BolzTrap2 se es-

tudiaron las propiedades termoeléctricas. El cálculo de la contribución fonónica está fuera

del alcance de este proyecto de tesis.

A continuación se muestran las propiedades electrónicas, topológicas y termoeléc-

tricas de los distintos sistemas de estudio: grafeno en una supercelda de
√
3a×

√
3a, una capa

qúıntuple (1QL) y 3 capas qúıntuples (3QL) de Bi2Se3, aśı como los sistemas heteroestruc-

turados como lo son: grafeno/Bi2Se3 (1QL) con apilamiento AA y AB, grafeno/Bi2Se3

(3QL) con apilamiento AA y AB. El ajuste en los parámetros de red de los diferentes sis-

temas considerados fue polinomial, un polinomio de grado 3, del cual se obtuvo una función

numérica que fue minimizada para obtener el valor del parámetro de red en el que el sistema

encuentra un mı́nimo estable de enerǵıa. Las gráficas correspondientes se encuentran en el

Apéndice B. Las gráficas que muestran la convergencia de la enerǵıa a un valor de 10−4

eV con respecto a los puntos k y la enerǵıa de corte de ondas planas para los sistemas

también se encuentran en dicho Apéndice. Estos valores son importantes ya que son los

parámetros que se utilizan para los cálculos de la estructura electrónica y la caracterización

de los invariantes topológicos Z2, donde si el valor es 0, tenemos un aislante trivial, pero si

el valor del Z2 es 1 este es un material topológico, como mencionamos anteriormente.

4.1.1 Propiedades electrónicas y topológicas

Propiedades del grafeno supercelda de
√
3a×

√
3a

Para los cálculos anteriores de las heteroestructuras, se consideró al grafeno con

parámetro de la supercelda
√
3a, (figura 4.1a)), donde a = 2.46 Å (parámetro de red de

grafeno pŕıstino). En los casos sin y con SOC, los valores de parámetro de red, optimizados

en ambos casos, son
√
3a = 4.27 Å (figura B.1a), es decir, el SOC no modifica esta cantidad.

Para el cálculo de las propiedades electrónicas se utilizaron 60 Ry en enerǵıa de corte de

PW y un mallado de 24×24×1 de puntos k, las gráficas de convergencia de enerǵıa respecto

a estos parámetros se encuentran en la figura B.3.
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a) b)

Figura 4.1: a) Vista superior y b) vista lateral del grafeno con supercelda de
√
3a ×

√
3a

remarcada con las ĺıneas negras que contiene 6 átomos.

La estructura electrónica de bandas y la densidad de estados, (figura 4.2), no

muestran ningún cambio considerando SOC respecto al cálculo que no lo considera, esto

debido a que el valor del SOC en el grafeno es muy pequeño, de 0.039 eV, debido a la baja

masa atómica del carbono [23]. El recorrido del cálculo en las bandas esK−Γ−M−K, donde

podemos observar el caracteŕıstico cono de Dirac en el punto Γ conservando sus propiedades

de semimetal. El que el cono de Dirac esté en el punto Γ es debido al doblamiento de las

bandas, ya que al considerar un parámetro de celda mayor, la ZB original en el espacio

rećıproco se reduce en tamaño y esto hace que los puntos K de alta simetŕıa del grafeno

pŕıstino se mapeen a los nuevos puntos de alta simetŕıa en la ZB reducida, que corresponden

al punto Γ de la supercelda considerada y, como se espera, la creación de la supercelda no

induce cambios electrónicos, coincidiendo con resultados del grafeno pŕıstino ya presentados

[22,23].

a) b)

Figura 4.2: a) Estructura de bandas electrónicas y b) Densidad de estados electrónicos sin
y con SOC de grafeno.
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Ahora, al hacer la caracterización de las propiedades topológicas con el Z2, tenemos

para el grafeno un Z2 = 0 que corresponde a un aislante trivial, confirmando que el grafeno

intŕınsecamente no presenta el EHQ o el EHQS, ya que estos sólo aparecen en presencia de

campos magnéticos fuertes mayores a 0.5T o, si el grafeno tuviese un SOC fuerte lo cual no

es el caso como ya se mencionó en los Antecedentes.

Propiedades de una capa qúıntuple de Bi2Se3

El sistema consta de mono-capas de Bi y Se apiladas qúımicamente en el orden

Se–Bi–Se–Bi–Se, unidas por enlaces covalentes, la estructura se puede observar en la figura

4.3a). Esta unidad estructural se denomina capa qúıntuple (QL). Las QL’s en el bulto

interactúan entre śı a través de fuerzas de van der Waals. Para una QL de Bi2Se3, se realizó

la optimización de parámetros de red obteniendo valores de 4.19 Å sin SOC y de 4.22 Å

con SOC. La diferencia en el valor del parámetro de red se debe a la interacción adicional

del SOC, que altera las enerǵıas y posiciones de equilibrio de los átomos, resultando en

un ajuste de las distancias interatómicas y, por ende, en un parámetro de red distinto. El

Bi2Se3 presenta valores altos de SOC debido a la alta masa atómica de sus componentes.

El ancho de 1QL es de 7.0 Å, como se puede observar en la figura 4.3b).

a) b)

Figura 4.3: a) Vista superior y b) vista lateral de 1QL de Bi2Se3, las ĺıneas negras remarcan
la celda unitaria, de 5 átomos.

Las propiedades electrónicas se calcularon en el mismo recorrido que el cálculo

anterior (K − Γ − M − K) ya que nos interesa saber qué es lo que pasa en el punto Γ

que, como sabemos de los Antecedentes, resulta ser interesante por la formación de conos

de Dirac. Se utilizaron 85 Ry en enerǵıa de corte de PW y un mallado de 24 × 24 × 1

de puntos k. Las estructuras electrónicas de bandas de la 1QL Bi2Se3 se muestran en la

figura 4.4a), la ĺınea naranja considera el SOC y la azul sin SOC, donde se pueden observar
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las propiedades de semiconductor con una brecha energética prohibida indirecta con valor

de 0.799 eV, la cual se reduce un 45.8% al considerar SOC lo que nos da 0.366 eV, este

comportamiento también se puede observar en la densidad de estados en la figura 4.4b), los

resultados obtenidos son congruentes con la literatura [12].

a) b)

Figura 4.4: a) Estructura de bandas electrónicas y b) Densidad de estados electrónicos, sin
y con SOC de 1QL de Bi2Se3.

Al realizar la caracterización topológica Z2, nos da un Z2 = 0, lo que revela ser

un aislante trivial como el grafeno. Es interesante este resultado ya que como se mencionó

en los Antecedentes, el Bi2Se3 es un aislante topológico en el bulto, mostrando que esta

propiedad depende del grosor de la muestra y resaltando cómo las propiedades cambian

según sea la dimensionalidad del sistema.

Propiedades de tres capas qúıntuples de Bi2Se3

Este sistema consta de tres capas qúıntuples (3QLs) que interactúan entre śı a

través de fuerzas de van der Waals, formadas por 15 mono-capas de Bi y Se unidas por

enlaces covalentes, como se puede observar en la figura 4.5. Estas capas qúıntuples no son

idénticas entre śı y sus parámetros fueron obtenidas a partir del material en bulto de una

base de datos [74]. El parámetro de red utilizado es el mismo que el material tiene en bulto

experimentalmente, para cada caso, con y sin SOC, con un valor de 4.14 Å para ambos

casos [75]. Para obtener la estructura de bandas energéticas, se utilizaron las posiciones no

relajadas, ya que al relajar el sistema de tres capas, la estructura sufre deformaciones en

todas las distancias de enlace. Estas deformaciones afectan la convergencia y por ende el
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tiempo computacional, por esta razón, las bandas se obtienen con las posiciones no relajadas.

Los cambios en los valores de las distancias de los enlaces de la estructura relajada respecto

al bulto se presentan en la Tabla 4.1 y en la figura 4.5b se encuentran enumerados los

átomos. Es importante señalar que estas posiciones resultan no ser muy diferentes a las

que M. Hermanowicz et al. encuentran ya relajadas [76]. Comparando con las del bulto,

las longitudes de enlaces entre Bi y Se notamos que son 0.165 Å menores que las que ellos

reportan y las distancias de separación entre Se y Se (entre 1QL y otra) son 0.198 Å mayores.

a) b)

Figura 4.5: a) Vista superior y b) vista lateral de la tri-capa de Bi2Se3 con valores de red
experimentales a = b = 4.14 Å y c = 28.63 Å.

El cálculo de la estructura electrónica se realizó utilizando 80 Ry de enerǵıa de

corte de PW y 225 puntos k, distribuidos a lo largo de las direcciones de alta simetŕıa

K − Γ − M − K de la ZB. La estructura electrónica calculada sin SOC, (figura 4.6a),

revela una brecha de enerǵıa prohibida de 0.366 eV, mientras que la calculada con SOC

(figura 4.6b) muestra un sistema metalizado donde el cono de las bandas de conducción

se desplaza a -0.3205 eV con respecto al nivel de Fermi, mostrando una pequeña brecha

de enerǵıa prohibida de 0.0306 eV; la principal diferencia entre las estructuras electrónicas

sin SOC y con SOC es el desplazamiento de las bandas de valencia y conducción cerca del

nivel de Fermi, además de la participación de más bandas electrónicas. Shan et al. [77]

han demostrado que, mientras que el número de capas (QLs) mantenga la simetŕıa de

inversión espacial y sea suficientemente gruesa, los estados de la superficie forman un cono

de Dirac sin brecha. Sin embargo, al disminuir el grosor, debeŕıa inducirse la brecha de

enerǵıa y esta debeŕıa incrementar a lo largo del proceso debido a que la hibridación entre

las superficies opuestas se vuelve más significativa. Esto es válido para las que contienen

sólo QLs completas, como es este caso. El valor de la brecha inducida es de 0.0306 eV, y

podemos comprobar que lo anterior se cumple ya que es mayor para 1 QL, la que además
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a) b)

Figura 4.6: Estructura de bandas electrónicas y densidad de estados de las 3 QL’s de Bi2Se3
a) sin y b) con SOC.

presenta menos bandas en la estructura electrónica.

Tabla 4.1 Longitud de enlace (Å) y porcentaje de deformación

Enlaces Bulto [74] Relajada Porcentaje (%) de
la diferencia

Se1 - Bi2 1.69 1.82 7.7
Bi2 - Se3 1.80 2.25 25
Se3 - Bi4 1.80 2.30 27
Bi4 - Se5 1.69 0.84 50
Se5 - Se6 2.15 2.81 30.7
Se6 - Bi7 1.69 0.84 50
Bi7 - Se8 1.80 2.31 28.3
Se8 - Bi9 1.80 2.31 28.3
Bi9 - Se10 1.69 0.84 50
Se10 - Se11 2.15 2.81 30.7
Se11 - Bi12 1.69 0.84 50
Bi12 - Se13 1.80 2.30 27
Se13 - Bi14 1.80 2.25 25
Bi14 - Se15 1.69 1.82 7.7

Tabla 4.1: Porcentaje de deformación en los enlaces de la 3QL debido a la relajación.

El valor obtenido de la caracterización de las propiedades topológicas, para este

sistema, nos arrojó un valor de Z2 = 1, evidenciando que este sistema presenta estados

de borde protegidos por topoloǵıa, pero cae en la descripción de metales topológicos ca-

racterizados con este invariante. Un análisis más detallado esta fuera del enfoque de esta
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tesis.

Propiedades de las heteroestructuras grafeno/Bi2Se3 (1QL) con diferentes

apilamientos

El objetivo de estudiar una supercelda de grafeno adquiere relevancia al situarla

en proximidad con las QLs de Bi2Se3 para formar heteroestructuras, de modo que la dis-

crepancia o mismatch1 entre los parámetros de red de los sistemas aislados en la supercelda

elegida sean mı́nimos, i.e., no mayores al 5%. Entonces, el mismatch entre los parámetros

de red de los dos sistemas individuales con respecto a sus valores optimizados sin SOC es de

1.87% y con SOC es de 1.17%, respectivamente, siendo el valor más realista si consideramos

el SOC.

Para las heteroestructuras formadas, se consideraron dos tipos de apilamiento con

el objetivo de encontrar cual de ellas presenta una mayor enerǵıa de formación. Este análisis

permite entonces predecir, a priori, cuál de estos apilamientos seŕıa más estable a nivel

experimental y podŕıa obtenerse mediante técnicas de crecimiento sofisticadas como lo son

el crecimiento epitaxial por haces moleculares (MBE) o depósito por vapor qúımico (CVD),

además de obtener su estructura electrónica mediante ARPES. Los dos apilamientos son

denotados como AA y AB, el AA es aquel en el que los átomos de carbono están sobre

los átomos de bismuto y selenio como se muestra en la figura 4.7a), mientras que en el AB

los átomos de bismuto y selenio están en los centros de los hexágonos formados por los

átomos de grafeno como se muestra en la figura 4.7b). En estos sistemas debido al grafeno,

se introduce una asimetŕıa de inversión según M. Hermanowicz et al. [76]. La optimización

de los parámetros de red para ambos apilamientos se muestra en las gráficas de las figuras

B.2, en el Apéndice B. Los valores obtenidos para ambos apilamientos son 4.25 Å y 4.26 Å

sin y con SOC, respectivamente.

Enerǵıa de formación

Para obtener la enerǵıa de formación de las dos heteroestructuras con y sin SOC, se utiliza

la siguiente fórmula

EF = EHvdW − (EBi2Se3 + EGraf ) , (4.1)

de los valores reportados en la Tabla 4.2 se puede observar que el apilamiento AB es el más

estable considerando el SOC.

1Descrito en el apéndice A
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a) b)

Figura 4.7: Vistas superior de los apilamientos a) AA y b) AB de las heteroestructuras
grafeno/Bi2Se3.

Tabla 4.2 Enerǵıa de formación

Sistemas con SOC sin SOC

G/Bi2Se3-AA -0.1950 eV -0.1950 eV

G/Bi2Se3-AB -0.2121 eV -0.2033 eV

Tabla 4.2: Enerǵıa de formación para las heteroestructuras.

Las posiciones relajadas revelan una distancia de separación entre el grafeno y la

QL de Bi2Se3, para el apilamiento AA (AB) sin y con SOC son 3.544 Å (3.485 Å) y 3.540

Å (3.477 Å), figuras 4.7 a) y b), respectivamente. El apilamiento AB tiene un distancia

más pequeña la cual, además de la enerǵıa de formación, también es un parámetro para

confirmar que la heteroestructura AB es más estable.

a) b)

Figura 4.8: Vista lateral de las heteroestructuras grafeno/Bi2Se3 y las distancias de sepa-
ración de los apilamientos a) AA y b) AB.

Las estructuras de bandas electrónicas se calculan en un recorrido deK−Γ−M−K

en la 1ra ZB con 100 Ry de enerǵıa de corte de PW y un mallado de puntos k de 27×27×1,

para ambos apilamientos; sin y con SOC, se muestran en las figuras 4.9 y 4.10 a) y b),



4.1 Resultados teóricos 57

respectivamente. Encontramos que ambos sistemas presentan un carácter metálico, además

que en el grafeno hay un movimiento de carga hacia la QL de Bi2Se3, ya que el cono de

Dirac se desplaza aproximadamente 0.35 eV y 0.42 eV por encima del nivel de Fermi con

y sin SOC, lo que induce un dopaje tipo p en grafeno; lo contrario ocurre al Bi2Se3 ya

que sus bandas de conducción se desplazan quedando bajo el nivel de Fermi, induciendo un

dopaje tipo n (comparar con la figura 4.3). Este movimiento de carga es debido al efecto

de proximidad entre los materiales, es congruente con análisis hechos anteriormente [30].

Además, podemos observar un desdoblamiento de las bandas al considerar el SOC, ya que

se rompe la degeneración de los estados, figuras 4.9 y 4.10 b.

a) b)

Figura 4.9: Estructura de bandas electrónicas y densidad de estados de la capa de grafeno
sobre 1QL a) sin y b) con SOC, apilamiento AA.

a) b)

Figura 4.10: Estructura de bandas electrónicas y densidad de estados de la capa de grafeno
sobre 1QL a) sin y b) con SOC, apilamiento AB.
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Para confirmar la transferencia de la carga, se ha hecho una análisis de la dis-

tribución de la densidad electrónica sin y con SOC, la cual se muestra en las figuras 4.11 y

4.12, se obtuvo mediante la diferencia de las densidades de carga dada por:

∆ρ = ρHvdW − [ρBi2Se3 + ρGraf ].

donde los colores fŕıos (azulados) reflejan ausencia (una disminución) de electrones y los

colores cálidos (rojizos) representan la presencia mayoritaria de electrones. Sin considerar

el SOC, podemos observar que la carga se va mayormente a los átomos de Se de la superficie

de la QL que está en proximidad con el grafeno y también al Bi cercano. Ahora, para el

otro caso considerando SOC, el movimiento de la carga es hacia los átomos de selenio de la

superficie y una carga mucho menor a los átomos de bismuto, para el caso del apilamiento

AA; sucede exactamente lo mismo con el apilamiento AB, sólo que ahora la transferencia

de carga es un poco mayor como se puede observar en la figura 4.12. Esta transferencia

del grafeno hacia la QL también puede observarse mediante un análisis de la estructura

electrónica por carácter atómico.

a) b)

Figura 4.11: Distribución de carga electrónica, vista superior y lateral a) sin SOC y b) con
SOC, apilamiento AA.

a) b)

Figura 4.12: Distribución de carga electrónica, vista superior y lateral a) sin SOC y b) con
SOC, apilamiento AB.

En las figuras 4.13 y 4.14 observamos efectivamente el desdoblamiento de los es-

tados, debido a que se rompe la degeneración y se pueden observar más bandas de enerǵıa



4.1 Resultados teóricos 59

cuando se considera el SOC en ambos apilamientos, alrededor de un rango de enerǵıa entre

-0.5 y -1.0 eV. Además, en el punto Γ, en un rango de enerǵıa entre -1.0 y -1.5 eV, apare-

cen hibridaciones de las bandas del grafeno y Bi2Se3. Es visible que la carga del grafeno

se va a los átomos del Bi2Se3, ya que las bandas de conducción del Bi2Se3 tiene estados

ocupados por electrones, ubicados debajo del nivel de Fermi mientras que el grafeno por

arriba de este, con estados desocupados (huecos). Considerando el SOC ocurre exactamente

lo mismo en ambos apilamientos con las bandas de valencia, sin embargo, en las bandas

de conducción tenemos una combinación de las del Bi y Se, lo cual es congruente con las

imágenes de la distribución de carga, donde con SOC la carga está mayormente concen-

trada en el Se, por lo que las bandas de conducción se perciben de un color más rojizo.

Además, en estas mismas figuras de estructura electrónica, con y sin SOC, podemos ob-

servar la formación de mini-gaps (marcados con flechas negras en las figuras 4.13 y 4.14),

debido a las difracciones de Bragg que ocurren cuando las bandas de la supercelda cruzan

puntos o planos de alta simetŕıa de la ZB ya sea del grafeno o del Bi2Se3, correspondientes

a la capa y QL individuales; también ocurre que la interacción entre los materiales puede

acoplar orbitales atómicos resultando en mini-gaps, conocidos como gaps de cruce evitado,

que pueden ocurrir en cualquier punto de la ZB [78]. En las bandas con SOC, también son

atribuidos al desdoblamiento de los estados debido al efecto Rashba que surge en sistemas

donde existe una asimetŕıa de potencial en la dirección perpendicular al plano del material,

como en estructuras heterogéneas que es nuestro caso. Esta asimetŕıa rompe la simetŕıa de

inversión espacial y genera un campo eléctrico interno, lo que genera estos mini-gaps [79].

Figura 4.13: Estructura de bandas electrónicas separadas por contribución atómica, a) sin
y b) con SOC, apilamiento AA.
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Figura 4.14: Estructura de bandas electrónicas separadas por contribución atómica, a) sin
y b) con SOC, apilamiento AB.

Los orbitales que tienen una mayor participación en la transferencia de carga cerca

del nivel de Fermi en un rango de enerǵıa entre -3 a 3 eV, son de carácter pz del grafeno

y bismuto sin SOC, con SOC también participan los orbitales pz y px del selenio como

se puede observar en la figura 4.15. El grafeno presenta una hibridación orbital sp2+pz,

lo que hace que la red en forma de panal de abeja esté unida por los enlaces covalentes

mediante la hibridación sp2, por lo que los orbitales pz quedan sueltos o deslocalizados sin

hibridar y disponibles para la formación de un enlace π; similarmente, el Bi2Se3 siendo un

aislante topológico en el bulto presenta un cono de Dirac en el punto Γ con una hibridación

sp3d2 y al ser un compuesto de QLs unidas por fuerzas de vdW, los átomos de selenio

cerca de la brecha de vdW tienen tres electrones desapareados de carácter p en la interfaz

de la brecha. Entonces, al tener una QL en proximidad con el grafeno, estos electrones

desapareados quedarán expuestos en la superficie de modo que son estabilizados. De esta

manera, la transferencia de carga y estabilización del nivel de Fermi se da entre los enlaces

de carácter p, como se puede apreciar en los orbitales pz del selenio de color rojo con

SOC. Las bandas con y sin en ambos apilamientos son similares mostrando la formación

de mini-gaps en las bandas de conducción del Bi2Se3, lo que difiere es el tamaño de estos

gaps siendo más grandes en el apilamiento AB con y sin SOC, debido a que el efecto de

repulsión electrostática en el AA es mayor ya que los orbitales pz del grafeno y del selenio

se encuentran directamente, mientras que en el AB no lo están lo que hace la interacción

atractiva más intensa, como consecuencia se tiene una distancia de separación menor (como

ya se vio anteriormente) entre los materiales que forman la heteroestructura.
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Figura 4.15: Estructura de bandas electrónicas separadas por contribución orbital de los
apilamientos a) AA y b) AB.

A partir de las figuras con SOC de 4.13 y 4.14 b), notamos que existe una brecha

de enerǵıa directa continua en toda la ZB, entre la banda de valencia y la de conducción,

excepto en el punto Γ. Como resultado, la heteroestructura de grafeno/Bi2Se3 puede con-

siderarse un semimetal, para el cual también es aplicable la clasificación de los aislantes de

banda en tres dimensiones (3D), basada en los invariantes topológicos Z2. Desde el punto

de vista topológico, dicha identificación es posible ya que sus bandas pueden deformarse

continuamente en las de un sistema aislante, caracterizado por una brecha completa en

toda la ZB [80]. Los valores del invariante topológico para estos sistemas son presentados

en la Tabla 4.1.1, con Z2 = 1, por lo que se evidenćıa el carácter de metal topológico Z2,

además, en las bandas con SOC de ambos apilamientos se forman conos de Dirac de borde

protegidos topológicamente. Según Ghosh et al. [81] un número impar de ellos refleja el

número impar de inversiones de banda en masa, lo que confirma la naturaleza topológica

metálica Z2, como en nuestro caso.

Valores obtenidos del cálculo Z2

Material No. de bandas Valor Z2

G/Bi2Se3- AA 102 1

G/Bi2Se3-AB 102 1

Tabla 4.3: Valores del invariante topológico (Z2), para los diferentes apilamientos AA y AB
con 1 QL de Bi2Se3, calculado a un número de bandas al nivel de Fermi.



62 4.1 Resultados teóricos

Propiedades de la heteroestructura grafeno/Bi2Se3 (3QLs) con apilamiento

AA, AB

La descripción de los apilamientos es exactamente el mismo que los anteriores,

la vista superior de los apilamientos AA y AB se puede ver en las figuras 4.16 y 4.17,

respectivamente. Los parámetros utilizados en estos sistemas son 4.25 Å y 4.26 Å, sin y con

SOC, respectivamente. La distancia entre las 3QLs de Bi2Se3 y grafeno es de 3.5 Å, para

ambos sistemas se utilizaron 80 Ry de enerǵıa de corte de PW, con un mallado de puntos

k de 625 puntos distribuidos en las direcciones de alta simetŕıa de la ZB (K−Γ−M−K),

en los dos apilamientos.

Estos sistemas al igual que los formados por 1QL de Bi2Se3 con grafeno, son asimétricos

ya que el grafeno introduce una asimetŕıa de inversión espacial (las 3QLs de Bi2Se3 tienen

simetŕıa de inversión espacial ya que las 3QLs están completas, como vimos anteriormente).

a) b)

Figura 4.16: a) Vista superior y b) vista lateral de la heteroestructura grafeno/Bi2Se3 tri-
capa, con apilamiento AA.

a) b)

Figura 4.17: a) Vista lateral y b) vista superior de la Heteroestructura grafeno/Bi2Se3
tri-capa, con apilamiento AB.

Las estructuras electrónicas y densidad de estados de los dos apilamientos con y
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sin SOC, mostrados en las figuras 4.18 y 4.19 no muestran cambios entre śı, en ambos casos

tenemos semimetales, donde las bandas de conducción del Bi2Se3 cruzan el nivel de Fermi

en dos puntos, mismos que atraviesan las bandas de valencia del grafeno cerca del punto Γ,

mientras que en todas las direcciones de la ZB presentan un brecha de enerǵıa prohibida.

Ahora, el análisis de la estructura electrónica sin considerar el SOC muestra que existe un

desplazamiento del cono de Dirac perteneciente al grafeno por arriba del nivel de Fermi

como en los casos de las heteroestructuras anteriores. Pero se diferencian en el número de

bandas que aparecen en el mismo rango de enerǵıa, siendo más en los sistemas de 3QLs

con grafeno debido al número de átomos que conforman los sistemas, este desplazamiento

de los conos de Dirac del grafeno es aproximadamente 0.405 y 0.45 eV por encima del nivel

de Fermi, sin y con SOC, respectivamente para ambos apilamientos. Para observar este

efecto de proximidad, en la figura B.6 del Apéndice B.1.2, se observan las bandas de los

materiales sobrepuestas y después los sistemas ya interaccionando.

a) b)

Figura 4.18: Estructura de bandas electrónicas y densidad de estados de una capa de grafeno
sobre 3QLs a) sin y b) conn SOC, apilamiento AA.

Al analizar la estructura electrónica por contribución orbital, mostrada en la figura

4.20, sin SOC los orbitales que tienen una mayor participación cerca del nivel de Fermi son

los pz del grafeno, bismuto y selenio, a diferencia de 1QL en el que no participan. Ahora,

con SOC participan los orbitales pz, py del grafeno, pz del bismuto y los pz, py y px del

selenio. Similar a los casos anteriores se pueden observar la formación de mini-gaps, además

en las bandas con SOC se puede observar el corrimiento de las bandas del tipo Rasbha-

Edelstein [82] alrededor de -0.4 eV y el rompimiento de la degeneración de los estados
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a) b)

Figura 4.19: Estructura de bandas electrónicas y densidad de estados de una capa de grafeno
sobre 3QLs a) sin y b) con SOC, apilamiento AB.

electrónicos debido a este.

a) b)

Figura 4.20: Estructura de bandas electrónicas y densidad de estados de la capa de grafeno
sobre 3QLs separadas por contribución orbital a) AA y b) AB, respectivamente.

Entonces, discutiendo un poco más el movimiento de la carga electrónica nota-

mos los resultados de Biswas [83], quien analizó el movimiento de cargas de los átomos

componentes respecto a su electronegatividad para el caso 2QL de Bi2Se3 y modificando

la terminación en Se o Bi en proximidad con una mono-capa de ox́ıgeno. Al pertenecer Se

y O al mismo grupo en la tabla periódica, el O tiene una mayor electro-negatividad que

Se y Bi. Encuentran un dopaje electrónico efectivo en la banda de conducción indicando

una transferencia de carga hacia el ox́ıgeno. Por otro lado, en la superficie terminada en

Bi se aprecia una mayor localización de carga en la vecindad de los ox́ıgenos, reduciendo
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el volumen de la superficie de Fermi que corresponde a un escenario de dopaje efectivo de

huecos debido a la transferencia de carga del Bi2Se3 al ox́ıgeno. Este criterio no es aplicable

a nuestros sistemas, puesto que los átomos de carbono que forman el grafeno tienen un valor

de electronegatividad de 2.5, los átomos de bismuto 1.9 y los de selenio de 2.4 en la escala

de Pauling, como estos valores son muy parecidos entre el Se y C, queda descartado.

La transferencia de los electrones del grafeno a las QLs de Bi2Se3 favorece la

estabilización del nivel de Fermi (mecanismo en la figura 4.21). Cuando el cono de Dirac

del grafeno se desplaza por encima del nivel de Fermi del semiconductor, indica que el

grafeno está cediendo electrones al semiconductor. Esto resulta en la creación de huecos en

el grafeno, lo que es caracteŕıstico de un comportamiento de tipo p en el grafeno (como ya se

mencionó anteriormente). Este fenómeno se debe a la diferencia en los niveles de Fermi entre

el semimetal (grafeno) y el semiconductor, lo que provoca un ajuste en las bandas de enerǵıa,

por lo que se puede considerar un contacto tipo Schottky. En un contacto Schottky t́ıpico, se

forma una barrera de potencial en la interfaz metal-semiconductor debido a la transferencia

de portadores de carga (electrones en este caso) desde el metal al semiconductor. En este

caso, el grafeno que actúa como un “metal” debido a su alta conductividad, presenta una

función trabajo de 4.25 eV [84], el movimiento de electrones hacia el semiconductor el cual

tiene una función trabajo experimental de 5.6 eV [85], crea una región de carga espacial

como se pudo observar en las figuras 4.11 y 4.12 y un doblamiento de las bandas en el

semiconductor como en la figura 4.21.

Figura 4.21: Movimiento del nivel de Fermi en la unión de la heteroestructura. Imagen
adaptada de [84].

En la caracterización de las propiedades topológicas por medio del invariante Z2,
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los valores obtenidos son presentados en la Tabla 4.4. Para los dos sistemas con las 3QLs

el invariante topológico es no trivial ya que Z2 = 1, por lo que pertenecen a la categoŕıa de

metales topológicos como los sistemas anteriores. En ambos apilamientos también observa-

mos la formación de puntos de Dirac y la restauración de electrones de Dirac sin masa en

la superficie de las 3QLs de Bi2Se3 por debajo del nivel de Fermi, en un rango de enerǵıa

entre -0.3 y -0.5 eV de la figura 4.20 con SOC. Estas caracteŕısticas han sido reportadas

por M. Hermanowicz et al. [76] en sistemas de 3QLs con mono-capas de selenio y bismuto,

quienes en la superficie encuentran estos puntos de Dirac que pueden atribuirse a los nuevos

estados topológicos en las superficies distorsionadas creadas por exfoliación con lo que se

introduce asimetŕıa de inversión de los sistemas.

Valores obtenidos del cálculo Z2

Material No. de bandas Valor Z2

G/3Bi2Se3-AA 258 1

G/3Bi2Se3-AB 258 1

Tabla 4.4: Valores del Z2, para los diferentes apilamientos AA y AB con 3 QLs de Bi2Se3.

4.1.2 Propiedades termoeléctricas

Motivados por los interesantes resultados electrónicos y topológicos que se en-

contraron en la sección anterior, hemos investigado la combinación de cálculos teóricos de

primeros principios junto con el formalismo de las ecuaciones de transporte de Boltzmann

(implementada en el código BolzTraP2 ) para correlacionar la estructura electrónica con las

propiedades termoeléctricas del grafeno, 1QL de Bi2Se3 y la heteroestructura grafeno/Bi2Se3

en apilamiento AB, la que demostramos anteriormente es energéticamente estable. Aśı, de-

terminamos la variación de las propiedades termoeléctricas como la conductividad eléctrica

(σ), la conductividad térmica electrónica (κe), el coeficiente Seebeck (S) y la figura de mérito

electrónica (ZTe) en función del potencial qúımico (µ), que va de -1.5 a 1.5 eV a 300 K.

Los resultados se muestran en la figura 4.25.

Para garantizar la precisión en estos cálculos realizados con SOC, fue necesario

utilizar un mallado denso en la ZB. En el caso del grafeno, con celda (
√
3a×

√
3a), se utilizó

un mallado de 150×150×21 puntos k en la ZB y una enerǵıa de corte de 70 Ry. Para el

sistema de 1 QL de Bi2Se3 y la heteroestructura grafeno/Bi2Se3, se emplearon mallados de

100×100×14 puntos k en la ZB y enerǵıas de corte de 85 y 100 Ry, respectivamente.
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Es importante destacar que los cálculos se realizaron tras la optimización del ma-

llado de puntos k en la ZB. Siguiendo la metodoloǵıa descrita en la sección 2.4.1, el código

BoltzTraP2 toma los datos de enerǵıa en los puntos k calculados mediante DFT y los

transforma a una representación en el espacio rećıproco mediante una serie de Fourier para

realizar la interpolación. Se llevaron a cabo diversas interpolaciones, utilizando factores

de interpolación de 2, 4, 6, 8 y 10 para el grafeno, y de 4, 6 y 10 para 1 QL de Bi2Se3.

Con esta representación interpolada, se estimaron los valores de enerǵıa en una malla más

densa de puntos k para cada sistema y se compararon con las obtenidas mediante DFT.

Los resultados de esta comparación se presentan en el Apéndice B.1.3, para las bandas

del grafeno y el Bi2Se3, figuras B.7 y B.9, respectivamente, donde se observa una buena

coincidencia en todos los casos. Por su parte, las propiedades termoeléctricas calculadas no

mostraron variaciones en función de estos parámetros como se puede observar en las figuras

B.8 y B.10 para el grafeno y Bi2Se3, respectivamente, por lo que se eligió una interpolación

de 8 para el grafeno y 10 para los otros 2 sistemas.

Como se revisó en la sección 2.4, las coeficientes de transporte (σ, κe) en el modelo

semi-clásico de Boltzmann dependen del tiempo de relajación (τ), para el grafeno se utilizó

τ =3×10−13 s según [28], para 1 QL de Bi2Se3 τ =1.52×10−13 s según [86] y para la hetero-

estructura se hizo un promedio entre los dos anteriores, para obtener un valor representativo

que refleje el comportamiento del sistema compuesto, lo que resultó en τ =2.26×10−13s.

Para la capa de grafeno, el comportamiento del coeficiente de Seebeck y la conduc-

tividad eléctrica (σ) en función de µ es diferente a la de un semiconductor tradicional debido

a su estructura electrónica, que presenta una dispersión lineal cerca de los puntos de Dirac.

Situando el nivel de Fermi en el punto de Dirac (E = 0), la densidad de estados es mı́nima

en ese punto y la conductividad también lo es. Los electrones (para µ positivos) como los

huecos (para µ negativos) contribuyen a la conductividad de manera casi simétrica como

se puede observar en la figura 4.22. Entonces, conforme µ toma valores positivos (semicon-

ductor tipo n) o negativos (semiconductor tipo p) respecto al punto de Dirac, la densidad

de estados aumenta, lo que genera un incremento casi lineal en la conductividad tomando

valores máximos de alrededor de 18.70×10−6Ω−1m−1 en esta región de µ.
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Figura 4.22: Bandas electrónicas, densidad de estados y conductividad eléctrica (σ) de la
capa de grafeno a 300 K.

El coeficiente de Seebeck en el grafeno también es influenciado por esta simetŕıa de

los portadores. Cerca del punto de Dirac, donde la densidad de portadores es baja, tiende a

ser elevado debido a que los portadores disponibles que resultan ser excitados térmicamente

tienen una enerǵıa mucho mayor, lo que provoca un gran gradiente de enerǵıa y, por ende,

un valor alto del coeficiente de Seebeck de 62.7 µV/K. Para µ positivos o negativos, tiende

a disminuir, ya que la densidad de portadores aumenta teniendo más portadores de carga

distribuidos en niveles de enerǵıa cercanos al nivel de Fermi. En consecuencia, el coeficiente

de Seebeck se reduce a medida que la conductividad aumenta como se puede observar en la

figura 4.25b) (ĺınea color verde). Estos resultados resultan ser compatibles con [87].

Ahora, para el caso de 1Q de Bi2Se3, que es es un semiconductor con una brecha de

enerǵıa prohibida indirecta de 0.366 eV, el comportamiento de Seebeck y la conductividad

eléctrica (σ) en función de µ son dependientes de la concentración de portadores. En

este caso, para la región del gap podemos observar que presenta una conductividad cero,

el máximo de conductividad está en niveles de enerǵıa más bajos que el nivel de Fermi,

para µ = −0.75 eV tomando un valor de 10.48×10−6 Ω−1m−1, por lo que la conducción

está dominada por huecos en un sistema dopado de tipo p. Para µ = 1.16 eV el sistema

presenta un segundo máximo de conductividad de 8.23×10−6 Ω−1m−1 en cual es menor

que el primero, esto debido a que al incrementar la enerǵıa (haciendo µ menos negativo),

la concentración de portadores (huecos) disminuye, reduciendo la conductividad, que ahora

está dominada por electrones en un sistema dopado de tipo n, como se puede observar en

la figura 4.23.
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Figura 4.23: Bandas electrónicas, densidad de estados y conductividad eléctrica (σ) de 1QL
de Bi2Se3 a 300 K.

El coeficiente de Seebeck y la conductividad eléctrica presentan un comportamiento

inverso. En la banda prohibida, donde la densidad de portadores es baja, la conductivi-

dad eléctrica también lo es, sin embargo, la sensibilidad de estos pocos portadores a la

temperatura es alta, lo que genera un mayor coeficiente de Seebeck. A µ = -0.22 eV el

coeficiente de Seebeck es positivo con un valor alto de 623.4 µV/K, para µ = -0.121 eV el

coeficiente de Seebeck es negativo y menor de 455.7 µV/K como se puede observar en la

figura 4.25b) (ĺınea azul), debido a que los huecos son los portadores mayoritarios (en un

sistema de semiconductor tipo p) tenemos un mayor Seebeck en µ negativos, los resultados

son congruentes con [21].

Para la heteroestructura, como vimos en las secciones pasadas, tenemos un sis-

tema metalizado, presenta mini-gaps y debido al SOC presenta desdoblamiento de bandas

tipo Rashba. En la figura 4.24 podemos observar las bandas y densidad de estados por

contribución atómica, en la región de -0.5 a 0.5 eV observamos que la densidad de estados

no es cero, pero no es muy alta, lo cual se ve reflejado en la conductividad eléctrica, en

-0.5 σ es 7.63×10−6 Ω−1m−1 y para 0.5 eV σ toma un valor de 4.38×10−6 Ω−1m−1, resulta

interesante observar que en -0.07 eV aparece un mini-gap en las bandas de conducción del

Bi2Se3 y la conductividad toma un valor mı́nimo de 2.64×10−6 Ω−1m−1. La conductividad

en -0.94 eV tiene un valor de 25.99×10−6 Ω−1m−1 siendo los huecos los portadores mayo-

ritarios (en un sistema tipo p). De 0.5 eV hacia arriba se observa una conductividad alta

debido a la alta movilidad de los electrones en la banda de conducción. Comparando la con-

ductividad eléctrica con la de los máximos de los sistemas individuales, ésta es mayor, lo que

permite el paso de la corriente eléctrica con mayor facilidad ya que los metales tienen más
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electrones que pueden moverse con facilidad y generar mayor flujo de corriente, haciendo

estos sistemas compuestos más eficientes para aplicaciones en donde se requiere transportar

electricidad.

Figura 4.24: Bandas electrónicas, densidad de estados y conductividad eléctrica (σ) de la
heteroestructuta grafeno/Bi2Se3 a 300 K.

El coeficiente de Seebeck para este sistema en comparación con los sistemas indi-

viduales es menor debido a que su conductividad en esta región es mayor, originado por la

interacción entre los estados del Bi2Se3 y el grafeno, lo que reduce la eficiencia con la que

los portadores contribuyen al transporte térmico.

Analizando las conductividades térmicas electrónicas (κe), podemos observar un

comportamiento cualitativo similar a las conductividades electrónicas. Se asume amplia-

mente que la mayor parte de la conducción térmica en grafeno y metales es realizada por

los fonones y que la contribución electrónica es despreciable, con experimentos que sugieren

que la conductividad térmica electrónica κe, obtenida a partir de la conductividad eléctrica

medida aplicando la ley de Wiedemann-Franz, podŕıa ser tan baja como el 1 % de la con-

ductividad térmica total [88, 89]. La κe obtenida para los tres sistemas con el formalismo

de Boltzmann es ilustrada en la figura 4.25 c), recordemos que de esta cantidad nos intere-

san las regiones donde los valores son mı́nimos que se verán reflejados en los máximos de

la figura de mérito termoeléctrica que es inversamente proporcional (ZTe = S2σT
κe

), ver la

figura 4.25 d) y d’). Para la capa de grafeno tenemos un ZTe = 0.14, para la QL de Bi2Se3

en la región de la brecha energética κe cero, y tenemos dos ZTe, para µ = -0.26 donde el

S es positivo y mayor (sistema tipo p) se tiene ZTe = 20 y el otro para µ = -0.09 donde el

S es negativo y menor (sistema tipo n), ZTe = 7.9. Para la heteroestructura observamos

que en ninguna región existe una conductividad térmica electrónica cero, pero, entre ±0.5



4.1 Resultados teóricos 71

eV se observa la menor contribución y el máximo ZTe alcanzado es 0.09. Estos resultados

sugieren que, aunque la heteroestructura ofrece ventajas en la conductividad eléctrica, su

capacidad para aplicaciones termoeléctricas es limitada.

a) b)

c) d)

Figura 4.25: a) Conductividad eléctrica (σ), b) coeficiente de Seebeck (S), c) conductividad
térmica electrónica (κe), y d) figura de mérito electrónica (ZTe) como función del potencial
qúımico para la capa de grafeno, 1QL de Bi2Se3 y la heteroestructura grafeno/Bi2Se3 a 300
K.
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4.2 Resultados experimentales

En esta sección se presenta un análisis detallado de las caracterizaciones mor-

fológicas y estructurales de las muestras en polvo y en pastilla de los materiales sintetizados

mediante el método solvotérmico, donde se puede confirmar la obtención de materiales na-

noestructurados mediante esta técnica. Además, se incluye una caracterización adicional del

transporte térmico de las pastillas de Bi2Se3 y del compósito grafeno/Bi2Se3, sintetizadas

durante 12 horas a 200 °C con una rampa de calentamiento controlada, como se describió

en la Sección 3.6.2.

4.2.1 Caracterización morfológica y estructural de nano-hojas de Bi2Se3

Difracción de rayos X

En la figura 4.26 se presentan los patrones de difracción correspondientes a las

muestras en polvo y en pastilla de Bi2Se3. Estos patrones muestran picos asociados a la

fase hexagonal del Bi2Se3, con grupo espacial R3m y parámetros de celda a = b = 4.1355Å

y c = 28.6150Å. El indexado de los picos se realizó comparando los patrones de difracción

con la Ficha PDF: 01-0783528.

Para el caso del polvo, en esta fase cristalina los picos de mayor intensidad son los

asociados a los planos (0006), (1011), (0115), (10110), (1123) y (1126). Al formar la pastilla,

la mayoŕıa de las nano-hojas y nano-placas se unen y orientan. Esta orientación se observa

en el aumento en la intensidad de los picos correspondientes a los planos (0006) y (1126),

y una disminución en la intensidad de los planos (0115) y (10110) en comparación con el

polvo. Esto se debe a a que al empastillar, las nano-hojas o nano-placas se comprimen con

el área mayor paralela entre śı, la cual corresponde al plano cristalográfico (0006).

En la figura 4.27 se presentan los planos cristalinos preferentes en el patrón de

difracción en las muestras en polvo y en pastilla. Este análisis permite visualizar la dis-

posición estructural de las muestras cuando se someten a una presión de 0.5 toneladas. En

el estado de polvo, el plano de mayor intensidad es el (0115), el cual corresponde a un corte

diagonal de la celda unitaria que atraviesa átomos de bismuto.

Al formar la pastilla, que denominamos “bulto” en comparación con las nano-

hojas y nano-placas individuales en el polvo, se observa una reorientación significativa. En

este caso, el plano predominante es paralelo a los ejes ab que atraviesa una mono-capa que
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Figura 4.26: Difractograma correspondiente al polvo y pastilla de nano-hojas de Bi2Se3.

contiene átomos de selenio, pero siguen estando los otros picos aunque con menor intensidad,

lo que muestra que se mantiene la estructura cristalina.

Figura 4.27: Planos cristalográficos de mayor intensidad en los difractogramas de polvo y
pastillas formados por Bi2Se3, las ĺıneas negras a lo largo del eje c representan la celda
unitaria.

A partir de estas observaciones, concluimos que el material en polvo está orientado

al azar, por la estructura cristalina que se tiene se observa que el pico de mayor intensidad es
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el (0115). Sin embargo, al compactarse en forma de pastilla, las nano-hojas y placas adoptan

una estructura como se muestra en el esquema de la figura 4.28. En esta configuración, las

nano-hojas y nano-placas están orientadas preferentemente en el plano (0006), que está

compuesto por átomos de selenio como se muestra en la figura 4.27.

Figura 4.28: Representación esquemática de la forma del apilamiento las nano-hojas y placas
en la formación de la pastilla, imagen propuesta a partir de los difractogramas.

Microscopia Electrónica de Barrido

En la figura 4.29 se presentan las micrograf́ıas obtenidas para la muestra de Bi2Se3

en polvo. En la imagen a), con una amplificación de 5,000X, se observan aglomeraciones

de material que incluyen una combinación de nano-hojas y nano-placas de Bi2Se3. Estas

estructuras muestran formas regulares con morfoloǵıa de placa hexagonal, con dimensiones

laterales que vaŕıan aproximadamente entre 135 y 183 µm. Las nano-hojas son estruc-

turas bidimensionales que tienen un grosor de solo unos pocos nanómetros, pero pueden

extenderse en longitud y ancho más allá de la escala nanométrica, por otro lado las nano-

placas también son estructuras bidimensionales, pero su grosor es generalmente mayor en

comparación con las nano-hojas. Pueden tener dimensiones que no necesariamente están

restringidas a la escala nanométrica en longitud y ancho.

Al aumentar la amplificación a 10,000X en la imagen b), se puede apreciar que

las nano-placas presentan diferentes orientaciones pero mantienen una morfoloǵıa uniforme.

Estas imágenes fueron obtenidas utilizando electrones secundarios. La forma extendida de

placa se puede atribuir a los enlaces covalentes más fuertes a lo largo de las direcciones ab,

en comparación con las débiles fuerzas de van der Waals a lo largo de la dirección Z.

Para conocer la composición qúımica elemental del material, se utilizó la técnica

de Espectroscopia de Enerǵıa Dispersa de Rayos X (EDS). Este análisis se llevó a cabo en
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Figura 4.29: Micrograf́ıas de las nano-hojas y placas formadas de Bi2Se3.

6 zonas representativas distintas del material. En la tabla 4.5 se presentan los porcenta-

jes atómicos de cada elemento qúımico presente, confirmando que las hojas o placas están

compuestas por Bi2Se3.

La figura 4.30 presenta la morfoloǵıa de la superficie y el espectro elemental de

las nano-placas y nanohojas de Bi2Se3. La medición del análisis EDS de la muestra en seis

diferentes puntos reveló que los porcentajes atómicos de Bi y Se son en promedio 37.72%

y 44.98%, respectivamente. Comparando estos valores con los teóricos tenemos que para el

Bi se tiene un déficit del 2.28%; para el selenio un déficit mayor con un valor del 15.02%,

esto debido a que el selenio no se está incorporando completamente al compuesto, lo que

era apreciable a simple vista después de la śıntesis ya que se observaba una capa plateada

encima del material al terminar la reacción, que DRX mostró era selenio (no se muestra

aqúı) y que en el proceso de lavado se iba perdiendo. Las señales de Si y F se deben a

impurezas generadas en el ambiente por la actividad volcánica.

4.2.2 Caracterización estructural y morfológica del compósito grafeno/Bi2Se3.

Difracción de rayos X

Para las muestras del compósito, los difractogramas de polvo y pastilla se muestran

en la figura 4.31. Al igual que en el caso anterior, los picos de mayor intensidad y definición

corresponden a los planos (0006), (1011), (0115), (10110), (1123) y (1126); sin embargo, se

observa la presencia de grafeno con un pico asociado al plano (0002) del carbono hexagonal,

en concordancia con la ficha PDF:01-071-3739. Esto confirma la formación de un compósito
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Datos obtenidos con análisis EDS para las nano-hojas y placas

No. de Medi-
ciones

% Atómico de Bi % Atómico de Se

1 39.71 50.40
2 44.08 55.92
3 19.04 20.20
4 48.54 51.46
5 30.05 36.87
6 44.94 55.06

Promedio 37.73 ± 4.55 44.98 ± 5.69

Valor teórico 40 60

Tabla 4.5: Análisis EDS de las nano-hojas-placas de Bi2Se3.

Figura 4.30: Espectros elementales de las muestras de nano-placas Bi2Se3

ya que las fases del Bi2Se3 y del grafeno están formadas y no hay picos extras asociados a

alguna aleación o formación de otro compuesto.

Al compactar el polvo con 0.5 toneladas y formar la pastilla, se observa un aumento

en la intensidad del pico correspondiente al grafeno, aśı como un incremento en los picos

de los planos (0006) y (1126), en comparación con el difractograma del compósito en polvo.

Esto debido a la orientación de los materiales sobre los planos de mayor área de las placas

y las hojas.
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Figura 4.31: Difractograma correspondiente al polvo y pastilla del compósito de nano-hojas
de grafeno/Bi2Se3. Se muestra también el difractograma del grafeno Sigma.

Microscopia Electrónica de Barrido

En la figura 4.32 se muestran las micrograf́ıas del compósito grafeno/Bi2Se3 en

polvo, en la imagen a) a una amplificación de 50,000X. Se puede observar una aglomeración

de barras y hojas de diferentes tamaños y formas. En la figura 4.32b, se muestra una

amplificación a 75,000X en otra región de la muestra. Se observa la formación de nano-hojas

y nano-placas de diferentes tamaños. A estas mismas regiones se les hizo EDS para conocer

la composición elemental de la muestras la cual se muestra en la tabla 4.6. Nuevamente

se tiene un déficit de Se. Desafortunadamente las imágenes SEM no permiten discriminar

a las hojas formadas por Bi2Se3 y las formadas por grafeno. Sin embargo, los espectros

EDS de la figura 4.33 muestran picos de carbono que no se observaron en la figura 4.30

indicando la posible formación del compósito. Además, al comparar los picos del espectro

elemental de la figura 4.33a) y b) en diferentes puntos de una misma región de la muestra,

se observa que Bi y Se alcanzan intensidades por arriba de los 1400 conteos en la figura

4.33a), mientras que en la figura 4.33b) los conteos están alrededor de 1200 o por debajo.

En ambas regiones el pico de carbono se mantiene alrededor de 650 conteos, sugiriendo el

punto medido en la hoja de la figura 4.33b) es de grafeno.
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Figura 4.32: Micrograf́ıas de las nano-hojas y placas formadas de grafeno/Bi2Se3.

Datos obtenidos con análisis EDS para el compósito

No. de Medi-
ciones

% Atómico de Bi % Atómico de Se

1 53.52 46.48
2 39.40 60.60
3 49.52 50.48
4 44.63 55.37
5 58.69 41.31
6 63.59 36.41

Promedio 51.56 ± 3.65 48.44 ± 3.65

Valor teórico 40 60

Tabla 4.6: Análisis de EDS del compósito de grafeno/nano-hojas de Bi2Se3.

4.2.3 Resultados de microscopia de fuerza atómica (AFM)

Con el propósito de utilizar en investigaciones futuras nano-hojas en lugar de nano-

placas, se utilizó una técnica de exfoliación mecánica para obtener mono-hojas de Bi2Se3 por

medio de AFM medir su espesor. Para llevar a cabo la exfoliación se utilizó cinta adhesiva

especial de acŕılico NITTO SPV224. La exfoliación mecánica se basa en la idea de que ciertos

materiales tienen una estructura laminar, como es el caso en la presente investigación donde

las capas están unidas entre śı por fuerzas de van der Waals relativamente débiles. Entonces,

al aplicar una fuerza mecánica adecuada, es posible superar estas fuerzas y separar las capas

individuales.



4.2 Resultados experimentales 79

a)

b)

Figura 4.33: Espectros elementales de las muestras de las nano-hojas-placas del compósito.

Proceso de Exfoliación Mecánica

• Una pequeña cantidad de Bi2Se3 en polvo se coloca sobre la cinta adhesiva (cinta 1).

Sobre este pedazo de cinta donde se encuentra el polvo se une otro pedazo de cinta

(cinta 2) y se despega. La cinta 2 que se pegó y despegó queda con una cantidad de

polvo menor que la cinta 1 donde se depositó el polvo originalmente. Después, a la

cinta 2 se le pega un nuevo trozo de cinta (cinta 3), que nuevamente se pega y despega.

El proceso se repite aproximadamente 9 veces más hasta que en la superficie de la

cinta visualmente ya no se observa prácticamente nada de polvo, como se muestra en

la imagen de la figura 4.34. Esto debido a que el mismo polvo se va perdiendo, pero

también a que las capas más externas del Bi2Se3 se van separando.

• Posteriormente, la cinta con el material exfoliado se presiona sobre un sustrato (una

oblea de silicio cristalino) y se despega, dejando sobre este sustrato a las nano-hojas

de Bi2Se3. En este paso, es crucial mantener la integridad estructural del material

exfoliado.
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Figura 4.34: Exfoliación mecánica de nano-hojas y nano-placas de Bi2Se3

Las capas exfoliadas se analizaron mediante AFM para obtener el grosor de las

láminas. Como se puede observar en la figura 4.35, se obtuvieron algunas nano-hojas

del material con espesores medidos de 1.54 y 1.16 nm; valores hasta 50 veces menos a lo

observado por SEM. Recordemos que el espesor de 1QL es de aproximadamente es de 7 Å

teóricamente, por lo que en los grosores obtenidos por AFM se tendŕıan en teoŕıa de 1 a 2

QLs lo que confirma que se puede obtener el Bi2Se3 de pocas QLs de espesor por métodos

de śıntesis accesibles.

Figura 4.35: Imágenes de microscopia de fuerza atómica y mediciones del grosor promedio
de nano-hojas de Bi2Se3.
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4.2.4 Resultados de difusividad térmica

Uno de los objetivos espećıficos de este trabajo fue sintetizar nano-hojas y nano-

placas de Bi2Se3 y de su compósito con grafeno. Además, como se ha reportado, el Bi2Se3

presenta un buen comportamiento termoeléctrico [90, 91], por lo que resulta interesante

la caracterización de difusividad térmica. Para las mediciones de las propiedades ter-

moeléctricas es conveniente tener los materiales en forma de pastilla, como se mencionó

en la sección de la metodoloǵıa. Las caracteŕısticas f́ısicas de las pastillas con un diámetro

de 8.12×10−3 m, se muestran en las siguiente Tabla 4.7. Para obtener el valor de la densidad

de las dos pastillas se utilizó el método de Arqúımedes.

Pastilla Espesor (m) Peso (kg) Densidad (kg/m3)

Bi2Se3 2.35× 10−3 4.39× 10−4 3613.56

Grafeno 3.73× 10−3 2.81× 10−4 1957.54

Grafeno/Bi2Se3 3.3× 10−3 5.30× 10−4 3103.23

Tabla 4.7: Valores de la densidad de las pastillas obtenidos mediante el método de
Arqúımedes.

Caracterización térmica de las pastillas

Las gráficas de la difusividad térmica en el rango de temperatura que va de los

303 a 388 K de las tres pastillas, de los materiales individuales Bi2Se3 y Grafeno y otra

del compósito grafeno/Bi2Se3, se muestran en la figura 4.36. Se puede observar que la

difusividad térmica de la pastilla de Bi2Se3 (ĺınea color negro) tiene un comportamiento

caśı constante entre valores de 1.7±0.09×10−7 y 1.93±0.17×10−7 m2/s. En resultados de

difusividad térmica de cristales de Bi2Se3 dopados con diferentes concentraciones de Te,

mostrado por S. D. George et al. [91], tenemos que para un dopaje de 0 % la difusividad

es 3.12±0.002×10−5 m2s−1, al tener dopajes de 1 a 8 % presenta una disminución a valores

de 7.0±0.001 - 4.1±0.004×10−6 m2s−1, respectivamente. Comparando estos valores con los

nuestros se observa una disminución drástica debido a que nuestro material es un policristal

en forma de pastilla que, como se identificó en los análisis previos, se encontró un déficit

significativo de selenio en la composición qúımica del material, esto ocasiona vacancias de

selenio que no se incorpora completamente, generando centros de dispersión de fonones lo

que ocasiona una mala eficiencia de conducción de calor.

Por otro lado, la difusividad térmica de la pastilla de grafeno (figura 4.36 ĺınea color
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azul) tiene valores de un orden de magnitud mayor que la pastilla del Bi2Se3, la difusividad

es 4.24±2.88×10−6 m2s−1 a 303 K, 3.0±2.47×10−6 m2s−1 a 363 K y 3.92±2.47×10−6 m2s−1

a 388 K. En resultados de láminas de grafito Yuan Zhu [92] muestra valores de 2.54×10−4

m2s−1; en mediciones hechas en pastillas de nano-placas de grafeno por M. Potenza et

al. [93] para diferentes densidades 103.1±1.7 ≤ ρ ≤ 908±18 kg·ms−3, reportan valores en

un rango de 355±92×107 - 37.5±1.5×107 m2s−1; los valores reportados por Yuan Zhu para

láminas de grafito son los más altos, lo que puede deberse a la alta calidad cristalina y

pureza de las muestras. Por otra parte, los valores de M. Potenza et al. en nano-placas son

diferentes en un orden de magnitud en comparación con los nuestros, lo que puede asociarse

a diferencias en la densidad, porosidad, defectos, etc. De esta manera nuestros valores son

consistentes con los reportados en la literatura para grafeno y sus derivados. Las diferencias

con estos trabajos es atribuible a las variaciones en las caracteŕısticas de las muestras.

Comparando la difusividad térmica del Bi2Se3 y grafeno con la del compósito (ĺınea

roja), se observa que existe un aumento de un orden de magnitud en comparación con la

pastilla de Bi2Se3, y una disminución drástica con respecto a la de grafeno, la difusividad

del compósito alcanza el valor más alto a 303 K de 10.61±0.22×10−7, mientras que el

mı́nimo a 388 K es de 7.69±0.56×10−7 m2/s. El grafeno es un buen material térmico

por sus altos valores en movilidad térmica y de difusividad, lo que ayuda a aumentar la

difusividad térmica del compósito; aunque, al aumentar la temperatura, decrece debido a

que la transferencia de calor asistido por fonones, se ve disminuida debido a que la longitud

de camino medio libre de los fonones y por ende de la difusividad en el compósito, además

de la presencia del Bi2Se3.

La gráfica de la figura 4.37 muestra las conductividades térmicas de las pastillas

en función de la temperatura, calculadas a partir de la ecuación 3.76 usando los valores de

la figura 4.36 y los valores de Cp del Bi2Se3 y grafeno reportados a temperatura ambiente de

160 Jkg−1K−1 y 700 Jkg−1K−1, respectivamente [94, 95]. Para el compósito se usó el valor

promedio de los valores de Cp de los dos materiales presentes, lo que da 430 Jkg−1K−1. Por

otra parte, la densidad de las pastillas se encuentra en la tabla 4.7.

Cualitativamente se observa un comportamiento similar al de la difusividad térmica,

lo cual que era de esperarse ya que son cantidades que están relacionadas por una ecuación

que las hace directamente proporcionales. En el rango de temperaturas de 303 a 388 K,

la conductividad térmica constante del Bi2Se3 sugiere que los mecanismos de transporte

térmico no cambian significativamente con la temperatura. Esto podŕıa indicar una dis-
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Figura 4.36: Gráfica de la difusividad térmica en función de la temperatura para la pastilla
de Bi2Se3, grafeno y del compósito grafeno/Bi2Se3.

persión fonónica relativamente constante y una estructura cristalina estable en este rango

de temperatura. Los fonones, que son los principales portadores de calor en un semiconduc-

tor como el Bi2Se3, no experimentan un aumento significativo en la dispersión por defectos

o impurezas en este rango de temperatura, manteniendo aśı una conductividad térmica

constante en este rango de temperatura similar a lo reportado por Vipin K. E. et al. en [96]

para nanocristales de Bi2Se3. Para la pastilla de grafeno cualitativamente se observa una

tendencia similar a la de difusividad, que está vinculada a la interacción entre los portadores

de carga y los fonones, aśı como a posibles transiciones estructurales en la pastilla, dado que

en materiales como el grafeno los fonones juegan un papel crucial en la conducción térmica.

A temperatura ambiente, la difusividad térmica es alta porque los fonones se propagan con

poca dispersión. Sin embargo, al aumentar la temperatura, las interacciones fonón-fonón se

intensifican, lo que reduce la difusividad. Luego, a una temperatura más alta, otros modos

de fonones o la activación de nuevos portadores térmicos pueden aumentar la difusividad

nuevamente y por ende la conductividad, como se puede observar.

Por otro lado, el compósito grafeno/Bi2Se3 muestra una conductividad térmica
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Figura 4.37: Gráfica de la conductividad térmica en función de la temperatura para la
pastilla de Bi2Se3, grafeno y del compósito de grafeno/Bi2Se3.

mayor respecto a la pastilla de Bi2Se3 sola, ahora, la conductividad térmica del compósito

disminuye ligeramente con el aumento de la temperatura. Esto puede atribuirse a varios

factores: la adición de grafeno introduce interacciones interfaciales adicionales, lo que podŕıa

favorecer la dispersión de fonones a medida que la temperatura sube, y resulta en una

disminución de la eficiencia del transporte térmico, además el grafeno y el Bi2Se3 tienen

diferentes espectros de frecuencias fonónicas, los modos vibracionales simétricos del Bi2Se3

dentro y fuera del plano son 73.2, 132.7 y 175.8 cm−1 [90] los cuales son significativamente

diferentes de los modos acústicos y ópticos dominantes en el grafeno, como el modo ZA

(simétrico, acústico) ∼ 0.001033 cm−1 [97] y el modo G (antisemı́tico u óptico) ∼ 1580

cm−1 [98]. Estas diferencias crean un desajuste de espectros de fonones que resulta en una

mayor dispersión en la interfaz. A temperaturas más altas, las interacciones entre los fonones

del Bi2Se3 y del grafeno pueden causar una dispersión adicional, reduciendo la condcuti-

vidad térmica del compósito. Aunque el grafeno tiene una alta conductividad térmica a

temperaturas bajas, su comportamiento cambia cuando se encuentra en un compósito y

sometido a un cambio de temperatura. La interacción entre los fonones del grafeno y del
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Bi2Se3 puede no ser eficiente. Por último, el acoplamiento térmico entre los materiales puede

ser más eficiente a temperaturas más bajas, pero a medida que la temperatura aumenta, la

resistencia térmica en las interfaces puede incrementarse, disminuyendo aśı la conductividad

térmica global del compósito.

Por medio de la Ley de Wiedemann-Franz ecuación 4.2, la conductividad eléctrica

a una primera aproximación se presenta en la gráfica de la figura 4.38, esta ley relaciona la

conductividad térmica κ y eléctrica σ de manera proporcional por un factor que contiene la

temperatura T y la constante de Lorenz L que tiene un valor de 2.44×10−8 WΩK−2 para

un gas de electrones libres, de modo que

κ = TLσ → σ =
κ

TL
. (4.2)

Observamos que la conductividad eléctrica determinada con la Ley Wiedemann-

Franz introduce un error en el valor real, para las pastillas son valores grandes de 80×104

(1/Ωm), pero se puede destacar cualitativamente que presenta un parecido cualitativo con la

condcutividad térmica, los valores de la pastilla de Grafeno/Bi2Se3 superan por 18 unidades

los valores de la pastilla de Bi2Se3, pero es casi 60 veces menor que la de grafeno, estos valores

pueden no ser asertivos ya que son obtenidos como una primera aproximación para tener

visón de los posibles valores que se pudieran obtener en mediciones. La correspondencia no

seŕıa un indicativo de la validez de la ley de Wiedemann-Franz para este material.
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Figura 4.38: Gráfica de la conductividad eléctrica en función de la temperatura para la
pastilla de Bi2Se3, grafeno y del compósito de grafeno/Bi2Se3 por medio de la Ley de
Wiedemann-Franz.
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Conclusiones

Con el interés de analizar teóricamente las propiedades electrónicas, topológicas y

termoeléctricas de las heteroestructuras de 1 y 3QL de Bi2Se3 y grafeno, aśı como de los

sistemas aislados, se calcularon las estructuras de bandas electrónicas con y sin SOC. Se

pudo observar que para los sistemas aislados (grafeno, 1 y 3QL de Bi2Se3) se reproducen

las estructuras electrónicas ya reportadas.

Se ha explorado con detalle la estructura de bandas electrónicas del semiconductor

de 1QL de Bi2Se3, mientras que para 3QL el sistema se metaliza. En ambos casos la inclusión

del SOC reduce la brecha de enerǵıa prohibida en el punto Γ y genera una mayor cantidad

de bandas en la estructura electrónica para el caso de 3QL. Este fenómeno resalta el papel

crucial del SOC en la modulación de las propiedades electrónicas de estos materiales.

El análisis topológico basado en el invariante Z2 revela que, mientras el grafeno y

la 1QL no se clasifican como aislantes topológicos, el sistema 3QL se categoriza como un

metal topológico. Estos resultados indican que la variación en el número de capas en Bi2Se3

tiene un impacto significativo en sus propiedades topológicas, sugiriendo la posibilidad de

diseñar materiales con caracteŕısticas electrónicas espećıficas a través del control del número

de QLs.

En el estudio de heteroestructuras formadas por grafeno y 1 y 3QLs de Bi2Se3,

se observó la disminución de la brecha energética y la aparición de más bandas, además,

se encontraron mini-gaps en la estructura electrónica. Estos mini-gaps son atribuidos por

una parte a la nueva periodicidad inducida en la heteroestructura y por otra a cruces

evitados generados por las interacciones en la heteroestructura. También se encuentran

desdoblamientos de bandas tipo Rashba, ocasionados por la asimetŕıa del potencial en la

87
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dirección perpendicular al plano del material, caracteŕıstica de las heteroestructuras.

El análisis topológico mediante el invariante Z2 muestra que estos sistemas presen-

tan propiedades de metales topológicos, lo cual se confirma con la presencia de puntos de

Dirac por debajo del nivel de Fermi. Adicionalmente, se ha observado un dopaje de huecos

en la capa de grafeno y de electrones en las 1 y 3QLs. Estos resultados no solo destacan

la rica variedad de fenómenos electrónicos presentes en estas heteroestructuras de grafeno

con Bi2Se3, si no que además sugieren que estos sistemas pueden ser diseñados para aplica-

ciones en dispositivos electrónicos avanzados donde las propiedades topológicas y los efectos

de SOC son de interés, aśı como aplicaciones en dispositivos electrónicos y optoelectrónicos

donde las propiedades de los contactos son cruciales para el rendimiento del dispositivo.

El estudio de las propiedades termoeléctricas del grafeno, 1QL de Bi2Se3 y su

heteroestructura reveló importantes diferencias que pueden aprovecharse en aplicaciones

tecnológicas espećıficas. La heteroestructura grafeno/Bi2Se3, aunque presenta una conduc-

tividad eléctrica elevada, tiene un valor de ZTe menor (0.09), lo que limita su eficiencia

termoeléctrica. Sin embargo, su capacidad para transportar corriente de manera eficiente

sugiere aplicaciones en sistemas que requieren estabilidad eléctrica a altas temperaturas o

en condiciones extremas, como sensores o dispositivos electrónicos en entornos industriales.

En esta tesis no solo se realizaron estudios teóricos, sino que también se lograron

grandes avances en la śıntesis de materiales. Mediante el método solvotérmico, se consi-

guieron formar nano-placas y nano-hojas de Bi2Se3, aśı como un compósito con grafeno, lo

cual fue confirmado por difracción de rayos X (DRX), (SEM), (EDS), (AFM).

El análisis de DRX, mostró la formación de Bi2Se3 y de su compósito con grafeno.

No se detectaron fases contaminantes ni formación de aleaciones.

El análisis de EDS confirma que las nano-hojas y nano-placas obtenidas están

compuestas principalmente por Bi y Se, lo cual es consistente con la estructura prevista del

material. Esto valida el éxito del proceso de śıntesis en términos de composición qúımica

elemental. Se observó un déficit en los porcentajes atómicos tanto de bismuto (2.28%)

como de selenio (15.02%) en comparación con los valores teóricos. Este déficit sugiere

que, durante la śıntesis, no todos los átomos de selenio se integraron en la estructura del

compuesto, lo que podŕıa influir en las propiedades del material; la observación de una capa

blanca que, según el DRX corresponde a selenio, indica que parte del selenio no se integró

en la estructura del Bi2Se3 y permaneció en forma elemental.

Del análisis de EDS del compósito, junto con las micrograf́ıas obtenidas se confirma
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que se formó efectivamente un compósito de grafeno con Bi2Se3. Esto se evidencia por la

presencia de picos altos de carbono en el espectro elemental, lo que indica la formación del

compósito.

Por otra parte, el experimento de exfoliación mecánica utilizando cinta adhesiva

especial demuestra que es una técnica efectiva para obtener nano-hojas de Bi2Se3 con es-

pesores extremadamente finos, llegando a valores de 1.54 y 1.16 nm. Esto sugiere que es

posible obtener capas individuales de este material. De esta manera se confirma que el

Bi2Se3 posee una estructura laminar donde las capas están unidas por fuerzas de van der

Waals relativamente débiles, crucial para poder obtener QL o pocas QLs, lo cual es esencial

para aplicaciones en las que se requieren propiedades espećıficas de materiales bidimen-

sionales. El hecho de que se hayan podido obtener capas tan finas mediante un método

accesible y relativamente sencillo, abre la puerta a su uso en investigaciones futuras donde

se requieren nano-hojas en lugar de nano-placas.

Por otro lado, la metodoloǵıa empleada basada en múltiples ciclos de adhesión

y despegue de la cinta para reducir progresivamente el grosor del material, es un proceso

reproducible. La confirmación mediante AFM de los espesores obtenidos refuerza la confia-

bilidad del método.

Además, la caracterización del transporte térmico de las pastillas reveló que la

difusividad y conductividad térmica del Bi2Se3 permanecieron constantes al variar la tem-

peratura de 303 a 388 K. En el compósito se tiene un aumento en estas dos cantidades

debido a la presencia del grafeno, pero, a altas temperaturas disminuyeron la difusividad y

conductividad térmica, lo que se atribuye a que el acoplamiento de los fonones del grafeno

y del Bi2Se3 no es completamente eficiente debido a la gran diferencia entre sus valores de

fonones de resonancia.

Estos hallazgos muestran que las propiedades electrónicas y topológicas como las

caracteŕısticas térmicas de los materiales sintetizados, pueden ser modificados sugiriendo un

gran potencial para aplicaciones en dispositivos electrónicos y térmicos. Además, plantea

nuevos temas de investigación en la parte teórica y experimental con este tipo de sistemas.



Apéndice A

A.1 Teoŕıa adicional

A.1.1 Demostración de los teoremas de Hohenberg y Kohn-DFT

En 1964, Hohenberg y Kohn postulan dos teoremas importantes [36]: el teorema de

existencia de un funcional universal y el uso del principio variacional para dichos funcionales.

Teorema 1: “El potencial externo V(r) es determinado, hasta una constante, por

la densidad electrónica n(r).”

La demostración de este teorema es por reducción al absurdo. Suponiendo dos po-

tenciales externos denotados por V y V’ que difieren entre ellos por no más de una constante,

para cada potencial se tienen los hamiltonianos Ĥ y Ĥ ′ cuyas densidades electrónicas n(r)

son iguales para el estado base de cada sistema Ψ y Ψ′. Se tienen entonces que Ĥ = F̂ + V

y Ĥ ′ = F̂ + V ′, donde F̂ contiene los términos de enerǵıa cinética y repulsión clásica del

hamiltoniano. Si tomamos Ψ′ como la función prueba de Ĥ, sabiendo que Ψ es el estado

base de este, entonces, la enerǵıa obtenida será mayor que E0

E0 < ⟨Ψ′|Ĥ|Ψ′⟩ = ⟨Ψ′|F̂+V+V ′−V ′|Ψ′⟩ = ⟨Ψ′|Ĥ ′+V−V ′|Ψ′⟩ = ⟨Ψ′|Ĥ ′|Ψ′⟩+⟨Ψ′|(V−V ′)|Ψ′⟩

E0 < E′
0 + ⟨Ψ′|(V − V ′)|Ψ′⟩, (A.1)

ahora, hacemos el otro caso Ψ con Ĥ ′, se tiene que:

E′
0 < E0 − ⟨Ψ|(V − V ′)|Ψ⟩. (A.2)

Sumando los resultados de la ecuaciones (A.1) y (A.2), tenemos que

E0 + E′
0 < E0 + E′

0 + ⟨Ψ′|(V − V ′)|Ψ′⟩ − ⟨Ψ|(V − V ′)|Ψ⟩ (A.3)
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los últimos dos términos se hacen cero, puesto que asumimos que las densidades para los

dos potenciales es la misma∫
n′(r)(V − V ′)dr −

∫
n(r)(V − V ′)dr = 0,

esto implica que:

E0 + E′
0 < E0 + E′

0 (A.4)

lo cual es una contradicción. Por lo tanto, hay una correspondencia uno a uno entre el

potencial externo y la densidad n(r). Pero el potencial externo determina la función de

onda, por lo que la función de onda depende de la densidad electrónica. Cuando calculamos

el valor esperado del operador F̂ , tenemos que

⟨Ψ|(Ĥ − V |Ψ) = ⟨Ψ|(F̂ + V − V |Ψ) = ⟨Ψ|(F̂ |Ψ) = F [n(r)], (A.5)

es un funcional universal de la densidad, porque, como argumentamos anteriormente, solo

contiene términos comunes a todos los sistemas y por lo tanto este funcional, a través de

su dependencia en la función de onda, depende únicamente de la densidad electrónica. Por

ello la enerǵıa total del sistema es un funcional de la densidad y está dada por

ε[n(r)] = ⟨Ψ|Ĥ|Ψ⟩ = F [n(r)] +

∫
V (r)n(r)dr. (A.6)

Teorema 2:“Principio variacional. Podemos deducir que este funcional alcanza

su mı́nimo para la densidad correcta n(r) correspondiente a V (r), ya que para un V (r)

dado y cualquier otra densidad n′(r) de prueba que satisface las condiciones de frontera;

n′(r) > 0 y
∫
n′(r)dr = N , se cumple:

ε[n(r)] < ε[n′(r)].”

La demostración también es rápida e intuitiva, sea

ε[n′(r)] = F [n′(r)] +

∫
V (r)n′(r)dr = ⟨Ψ′|Ĥ|Ψ′⟩ > ⟨Ψ|Ĥ|Ψ⟩ = ε[n(r)],

por lo tanto:

ε[n(r)] < ε[n′(r)].

(A.7)
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Después de establecer que el potencial externo determina la densidad de manera única y

que hay una enerǵıa funcional de la densidad que tiene su valor más bajo para la densidad

correcta, el funcional F [n(r)] es un funcional universal, ya que no depende del potencial

externo, pero no se conoce la forma que tiene este funcional [35,36].

A.1.2 Fase de Berry

Para demostrar la invariancia de la fase de Berry, consideramos la función de onda u
(n)
k y

su transformación con la forma:

|ũ(n)k ⟩ = eiϕ|u(n)k ⟩

De la ecuación 3.61, calculamos la fase de Berry para ũ
(n)
k :

γ̃ = i

∮
⟨ũ(n)k |∇kũ

(n)
k ⟩ · dk. (A.8)

Aplicando el gradiente con respecto a k:

|∇kũ
(n)
k ⟩ = ∇ke

iϕ|u(n)k ⟩ =i∇kϕ(k)e
iϕ|u(n)k ⟩+ eiϕ|∇u(n)k ⟩

=i∇kϕ(k)|ũ
(n)
k ⟩+ eiϕ|∇u(n)k ⟩. (A.9)

Sustituyendo la ecuación A.9 en A.8, obtenemos:

γ̃ = i

∮
C
⟨ũ(n)k |

[
i∇kϕ(k)|ũ

(n)
k ⟩+ eiϕ|∇u(n)k ⟩

]
· dk

= −
∮
C
∇kϕ(k)1⟨ũ

(n)
k |ũ(n)k ⟩ · dk+ i

∮
C
⟨u(n)k |1e−iϕeiϕ|∇u(n)k ⟩ · dk

= −
∮
C
∇kϕ(k) · dk+ i

∮
C
⟨u(n)k |∇u(n)k ⟩ · dk = i

∮
C
⟨u(n)k |∇u(n)k ⟩ · dk = γ, (A.10)

donde la última integral se anula ya que estamos considerando una curva cerrada en el

espacio de momento k.

A.1.3 Simetŕıa de inversión temporal

En sistemas de electrones cristalinos con campos electromagnéticos dependientes

del tiempo, puede manifestarse la simetŕıa de inversión temporal, representada por la op-

eración T , que transforma t → −t. En esta simetŕıa, la posición, la enerǵıa y los campos

eléctricos permanecen invariantes, mientras que el esṕın, momento lineal, momento angular

y campo magnético se invierten.
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Para electrones con esṕın s = 1/2 en un medio periódico, descritos por funciones

de onda ψk,s(r, t) y un hamiltoniano Ĥ, la acción de T es:

T ψk,s↑(r, t) = ψ−k,s↓(r,−t) (A.11)

En sistemas cristalinos con simetŕıa de inversión temporal, Ĥ y T conmutan,

[Ĥ, T ] = 0, lo que significa que un estado ψk,s con enerǵıa ϵk,s tiene un estado transfor-

mado ψ−k,−s con la misma enerǵıa, ϵk,s = ϵ−k,−s. Esto se conoce como degeneración de

Kramers [32].

A.1.4 Acoplamiento Esṕın-Órbita

El acoplamiento Esṕın-órbita surge de la interacción del electrón de carga (-e),

vector de esṕın S⃗ y un momento angular L⃗ con el campo magnético orbital generado por

el núcleo. Entonces, considerando el marco de referencia del núcleo tenemos una carga

(-e) orbitando alrededor de este (figura A.1a)), el electrón sólo es afectado por el potencial

creado por la carga estática; ahora desde el marco de referencia del electrón, tenemos que

el núcleo (con carga Ze) se encuentra orbitando a su alrededor a una velocidad (v⃗) (figura

A.1b)), generando un campo magnético efectivo que interactúa con el momento magnético

del electrón asociado con el esṕın. A la interacción entre S⃗ y L⃗ es lo que llamamos interacción

esṕın-órbita. El campo magnético efectivo producido por el movimiento relativo del núcleo

Figura A.1: Sistema núcleo-electrón con a) Marco de referencia en el núcleo, b) Marco de
referencia en el electrón y c) momento angular total

alrededor del electrón es el presentado en la ecuación

Beff = − 1

c2
v⃗ × E⃗(r⃗) = − 1

mec2
Ze

4πϵ0r3
(mev⃗ × r⃗) =

1

mec2
Ze

4πϵ0r3
L⃗ (A.12)



94 A.1 Teoŕıa adicional

donde L⃗ = r⃗ × p⃗ y me es la masa del electrón. E⃗ es el campo eléctrico producido por el

núcleo en reposo, considerándolo como una carga puntual

E⃗(r⃗) =
1

4πϵ0

Ze

r3
r⃗ (A.13)

El momento dipolar magnético del electrón está dado por:

µ⃗s = −gsµB
ℏ

S⃗ (A.14)

donde gs es el factor g de esṕın del electrón (gs ≈ 2) y µB es el magnetón de Bohr. El

hamiltoniano que describe esta interacción es:

Ĥsoc = −B⃗eff · µ⃗s (A.15)

Sustituyendo todo lo anterior en A.15

Ĥsoc =
ZeµB

4πϵ0mec2ℏr3
L⃗ · S⃗ (A.16)

Este resultado representa el hamiltoniano de interacción del acoplamiento esṕın-órbita,

derivado espećıficamente para un átomo hidrogenoide. No obstante, este hallazgo es apli-

cable a átomos polielectrónicos, ya que la interacción esṕın-órbita se intensifica propor-

cionalmente al aumento del número atómico Z, incrementando aśı la cantidad de ptotones

involucrados [99].

A.1.5 Desajustes de los parámetros de red (Mismatch)

El mismatch es la cantidad porcentual de la diferencia en las constantes de red

(distancias entre átomos en una estructura cristalina) cuando dos materiales diferentes se

combinan o se depositan uno sobre el otro formando una heteroestructura. Este desajuste

puede generar tensiones y defectos en la interfaz de los materiales, afectando las propiedades

electrónicas y estructurales. Por esta razón hemos considerado una supercelda de grafeno

de
√
3×

√
3 ya que el valor del mismatch con la mono-capa y tri-capa de Bi2Se3 se espera sea

bajo y con esto garantizar que no habrá alguna tensión ficticia que afecte las propiedades

electrónicas, topológicas y termoeléctricas.

La fórmula para obtener este valor es:

Mis(%) =
|a− b|
b

× 100 (A.17)

donde a es el valor del parámetro de donde se deposita el grafeno, es decir del Bi2Se3 y b el

parámetro de red del grafeno.



Apéndice B

B.1 Resultados adicionales

B.1.1 Gráficas de convergencia de enerǵıa

Parámetros de red

El parámetro de red óptimo de lo sistemas en el plano xy, se obtiene mediante

una convergencia de enerǵıa respecto a valores del parámetro de red, al hacer esta variación

el cálculo nos arroja una curva, la cual es ajustada a un polinomio de tercer grado de la

forma:

y(x) = ax+ bx2 + cx3,

la cual despues de obtenerse los valores a, b y c mediante el ajuste, se deriva y se obtiene el

valor correspondiente al mı́nimo de la curva, que corresponde al parámetro de red donde el

sistema está en un punto estable de mı́nima enerǵıa, lo cual nos dice que el parámetro de

red es bueno.

A continuación las gráficas de los parámetro de red del Grafeno, Bi2Se3, de la

heteroestructuras Grafeno/Bi2Se3 con apilamiento AA y AB.

Puntos k y enerǵıa de corte

Gráficas de convergencia de enerǵıa con respecto al número de puntos k y en-

erǵıa de corte para los diferentes sistemas; para la mono-capa de grafeno figura B.3, para

la mono-capa y tri-capa de Bi2Se3 son las figuras B.4. Para los diferentes sistemas het-

eroestructurados las gráficas de convergencia son las mostradas en la figura B.5.

95



96 B.1 Resultados adicionales

a) b)

Figura B.1: Parámetro de red optimizado para a) grafeno
√
3a×

√
3a, b) 1QL de Bi2Se3.

a) b)

Figura B.2: Parámetro de red optimizado para la heteroestructura grafeno/Bi2Se3 (1QL)
con apilamiento a) AA, b) AB.

a) b)

Figura B.3: Convergencia de enerǵıa respecto a número de a) número de ondas planas, y
b) puntos k del grafeno

√
3×

√
3.
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a) b)

Figura B.4: Convergencia de enerǵıa respecto a número de a) número de ondas planas, y
b) puntos k de la 1 y 3QL de Bi2Se3.

a) b)

Figura B.5: Convergencia de enerǵıa respecto a número de a) número de ondas planas, y
b) puntos k de las heteroestructuras.

B.1.2 Gráficas de bandas completas

Heteroestructuras de grafeno/Bi2Se3

Comparación de las bandas electrónicas de los sistemas individuales sin interacción

de proximidad, sobrepuestas sin y con SOC, y las bandas de los diferentes sistemas en hete-

roestructuras.
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Figura B.6: Comparación de las interacciones de la heteroestructura de grafeno/Bi2Se3
(1QL).
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Bandas electrónicas interpoladas para el cálculo termoeléctrico

Comparación de las bandas electrónicas y los coeficientes termoeléctricos del grafeno

y la 1QL de Bi2Se3 dependiendo del valor del parametró de interpolación, que indica el

múltiplo de puntos usados.

Capa de grafeno

Figura B.7: Comparación de las bandas electrónicas de la capa de grafeno con interpolación
de 2, 4, 6 y 8.
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a) b)

c) d)

Figura B.8: a) Conductividad eléctrica (σ), b) coeficiente de Seebeck (S), c) conductividad
térmica electrónica (κe), y d) figura de mérito electrónica (ZTe) como función del potencial
qúımico para la capa de grafeno a 300 K, con diferente parámetro de interpolación

1QL de Bi2Se3

Figura B.9: Comparación de las bandas electrónicas de 1QL de Bi2Se3 con interpolación de
2, 6 y 10.
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a) b)

c) d)

Figura B.10: a) Conductividad eléctrica (σ), b) coeficiente de Seebeck (S), c) conductividad
térmica electrónica (κe), y d) figura de mérito electrónica (ZTe) como función del potencial
qúımico para la 1QL de Bi2Se3 a 300 K, con diferente parámetro de interpolación
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B. K., Mkhoyan, K. A., Samarth, N., & Wang, J. (2015). Giant Spin Pump-

ing and Inverse Spin Hall Effect in the Presence of Surface and Bulk SpinOr-

bit Coupling of Topological Insulator Bi2Se3. Nano Lett., 15(10), 7126-7132.

https://doi.org/10.1021/acs.nanolett.5b03274

[9] Bugini, D., Boschini, F., Hedayat, H., Yi, H., Chen, C., Zhou, X., Manzoni, C.,

Dallera, C., Cerullo, G., & Carpene, E. (2017). Ultrafast spin-polarized electron dy-

namics in the unoccupied topological surface state of Bi2Se3. J. Phys. Condens. Mat-

ter, 29(30), 30LT01. https://doi.org/10.1088/1361-648x/aa76c0

[10] Corbae, P., Ciocys, S., Varjas, D., Zeltmann, S., Stansbury, C. H., Molina-Ruiz, M.,

& Hellman, F. (2019). Evidence for topological surface states in amorphous Bi2Se3.

arXiv preprint arXiv:1910.13412, 29.

[11] Ponzoni, S., Paßlack, F., Stupar, M., Janas, D. M., Zamborlini, G., & Cinchetti, M.

(2023). Dirac Bands in the Topological Insulator Bi2Se3 Mapped by Time-Resolved

Momentum Microscopy. Advanced Physics Research, 2(5), 2200016.

[12] Liu, Y., Xu, Y., Ji, Y., & Zhang, H. (2020). Monolayer Bi2Se3xTex: novel two-

dimensional semiconductors with excellent stability and high electron mobility. Phys-

ical Chemistry Chemical Physics/PCCP. Phys. Chem. Chem. Phys., 22(17), 9685-

9692. https://doi.org/10.1039/d0cp00729c

[13] Harman, T. C., Walsh, M. P., Laforge, B. E., & Turner, G. W. (2005). Nanostructured

thermoelectric materials. J. Electron. Mater., 34(5), L19-L22. https://doi.org/10.

1007/s11664-005-0083-8

[14] G. J. Snyder y E. S. Toberer Complex thermoelectric materials, In Materials for

sustainable energy: a collection of peer-reviewed research and review articles from

Nature Publishing Group (2011) 101-110.

[15] Kang, Y., Zhang, Q., Fan, C., Hu, W., Chen, C., Zhang, L., Yu,

F., Tian, Y., & Xu, B. (2017). High pressure synthesis and thermoelec-



104 Bibliograf́ıa

tric properties of polycrystalline Bi2Se3. J. Alloys Compd., 700, 223-227.

https://doi.org/10.1016/j.jallcom.2017.01.062

[16] Patil, N., Sargar, A., Mane, S., & Bhosale, P. (2009). Effect of Sb doping on ther-

moelectric properties of chemically deposited bismuth selenide films. Mater. Chem.

Phys., 115(1), 47-51. https://doi.org/10.1016/j.matchemphys.2008.11.026.

[17] Kulsi, C., Kargupta, K., & Banerjee, D. (2017). Effect of nickel doping

on thermoelectric properties of Bismuth selenide. AIP Conference Proceedings.

https://doi.org/10.1063/1.4980664.

[18] Mohyedin, M. Z., Taib, M. F. M., Radzwan, A., Mustaffa, M., Shaari, A., Hassan,

O. H., Ali, A. M. M., Haq, B. U., & Yahya, M. Z. A. (2020). Enhanced mechanism

of thermoelectric performance of Bi2Se3 using density functional theory. Mater. For

Renewable And Sustainable Energy, 9(3). https://doi.org/10.1007/s40243-020-00176-

4.

[19] Sun, Y., Cheng, H., Gao, S., Liu, Q., Sun, Z., Xiao, C., Wu, C., Wei, S., & Xie,

Y. (2012). Atomically thick bismuth selenide freestanding single layers achieving en-

hanced thermoelectric energy harvesting. J. Am. Chem. Soc., 134(50), 20294-20297.

https://doi.org/10.1021/ja3102049.

[20] Liang, J., Cheng, L., Zhang, J., Liu, H., Zhang, Z. (2016). Maximizing the thermo-

electric performance of topological insulator Bi2Te3 films in the few-quintuple layer

regime. Nanoscale, 8(16), 8855-8862. https://doi.org/10.1039/c6nr00724d.

[21] Tamerd, M. A., Marjaoui, A., Kasmi, A. E., Assebban, M., Diani, M., & Zanouni,

M. (2022). First-principles investigations of structural, electronic and thermoelectric

properties of Sb/Bi2Se3 van der Waals heterostructure.Mater. Sci. Semicond. Process.,

142, 106472. https://doi.org/10.1016/j.mssp.2022.106472

[22] Graćıa Juan, (2022) Bicapa y monocapa de grafeno en campos magnéticos gen-
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Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional] (Consultado 10/06/24)

https://repositorio.cinvestav.mx/bitstream/handle/cinvestav/3737/SSIT0016857.pdf



Bibliograf́ıa 105

[23] Jorge Luis H. C. (2022). “Propiedades electrónicas y de transporte de

nanocintas de Grafeno y dicalcogenuros de metales de transición mediante
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[52] Rodŕıguez, V. (2013). El efecto Hall cuántico y sus contextos. Scientiae Studia, 11(1),

141-158. https://doi.org/10.1590/s1678-31662013000100007.

[53] Davies, J. H. (1997). The Physics of Low-dimensional Semiconductors. Cambridge

University Press. https://doi.org/10.1017/cbo9780511819070.



108 Bibliograf́ıa

[54] Thouless, D. J., Kohmoto, M., Nightingale, M. P., y Nijs, M. D. (1982). Quantized

Hall Conductance in a Two-Dimensional Periodic Potential. Phys. Rev. Lett., 49(6),

405-408. https://doi.org/10.1103/physrevlett.49.405.

[55] Hasan, M. Z., y Kane, C. L. (2010). Colloquium: Topological insulators. Rev. Mod.

Phys., 82(4), 3045-3067. https://doi.org/10.1103/revmodphys.82.3045.

[56] Liu, B., y Zhang, W. (2023b). Research Progress of Topological Quan-

tum Materials: From First-Order to Higher-Order. Symmetry, 15(9), 1651.

https://doi.org/10.3390/sym15091651.

[57] Qi, X., y Zhang, S. (2010). The quantum spin Hall effect and topological insulators.

Phys. Today, 63(1), 33-38. https://doi.org/10.1063/1.3293411.

[58] Kane, C. (2013). Topological Band Theory and the Z2 Invariant. Contemporary con-

cepts of condensed matter science (pp. 3-34). https://doi.org/10.1016/b978-0-444-

63314-9.00001-9.

[59] Xu, Y., Yan, B., Zhang, H., Wang, J., Xu, G., Tang, P., Duan, W., & Zhang, S.

(2013). Large-Gap Quantum Spin Hall Insulators in Tin Films. Phys. Rev. Lett.,

111(13). https://doi.org/10.1103/physrevlett.111.136804.

[60] Ghosh, S. K., Li, B., Xu, C., Hillier, A. D., Biswas, P. K., Xu, X., & Shiroka, T.

(2023). ZrOsSi: a Z2 topological metal with a superconducting ground state. Frontiers

In Physics, 11. https://doi.org/10.3389/fphy.2023.1256166.

[61] Bercioux, Dario, JérOme Cayssol, Maia G Vergniory, and M Reyes Calvo. 2018. Topo-

logical Matter: Lectures from the Topological Matter School 2017. Vol. 190. Springer.

[62] AreaCiencias. (2020, 16 noviembre). El punto triple de la materia. Areaciencias.

https://www.areaciencias.com/fisica/punto-triple/.

[63] Kadel, K., Kumari, L., Li, W., Huang, J. Y., & Provencio, P. P. (2010). Synthesis

and Thermoelectric Properties of Bi2Se3 Nanostructures. Nanoscale Res. Lett., 6(1).

https://doi.org/10.1007/s11671-010-9795-7.

[64] Liu, X., Fang, Z., Zhang, Q. et al (2016). Ethylenediaminetetraacetic acid-assisted

synthesis of Bi2Se3 nanostructures with unique edge sites. Nano Res. 92707–2714.

https://doi.org/10.1007/s12274-016-1159-x.



Bibliograf́ıa 109

[65] Y. Leng, in Mater. Charact., 2nd ed (2008). John Wiley y Sons, Ltd, Chichester, UK,

pp. 45–77.
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In recent years, the study of van der Waals heterostructures has aroused significant interest in the scientific community because of their intriguing properties
and potential technological applications. On the other hand, the outstanding properties of graphene has been exploited in different fields since its discovery. 
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