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INTRODUCCIÓN

El Dengue es la enfermedad transmitida por mosquitos de más rápida
propagación en el mundo. En los últimos 50 años su incidencia ha aumen-
tado 30 veces debido a la creciente expansión demográfica. En 2005 en la
Asamblea Mundial de la Salud, se mencionó al Dengue como una enfer-
medad de emergencia en la salud pública internacional debido a su rápida
propagación más allá de las fronteras nacionales [1].

Los diferentes serotipos del virus del Dengue, así como el virus que causa
el Chikungunya y el virus del Zika, se transmiten a los humanos mediante
picaduras de mosquitos Aedes aegypti y Aedes albopictus infectados, prin-
cipalmente el Aedes aegypti. Hasta ahora, no existen agentes antivirales
para combatir las enfermedades causadas por dichos arbovirus. Dado que
los proyectos de vacunación contra estas enfermedades apenas están ini-
ciando [2, 3], las opciones disponibles para prevenirlas son el control del
vector y la interrupción del contacto humano-vector [1, 2, 4].

Los programas de vigilancia entomológica han definido diferentes ín-
dices de medición de la cantidad de mosquitos presentes en una región.
Dichas mediciones buscan conocer si la cantidad de mosquitos se mantiene
por debajo de algún umbral que permita evitar las reinfecciones [5, 6]. His-
tóricamente estos programas se han enfocado en medir las poblaciones de
mosquitos inmaduros, pues a pesar de que sería útil estudiar las poblacio-
nes de mosquitos adultos, esto resulta poco viable si consideramos que es
complejo capturarlos y contarlos. En cambio, para estudiar los mosquitos
inmaduros, por su naturaleza acuática, basta con dirigirse a estudiar los
recipientes que contengan o puedan contener agua [7].
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Los índices históricos tradicionales son los índices de Stegomyia (índice
de casa, de contenedor y Breteau) que miden la cantidad de casas o con-
tenedores en los que hay presencia de larvas o pupas del mosquito Aedes
aegypti. Estos índices se han utilizado como indicadores de la prevalencia
vectorial en el tiempo [8] y también para verificar el efecto de los cambios
climáticos en las poblaciones de mosquitos [9]. Sin embargo, en 1999 la
Organización Mundial de la Salud (OMS) reconoció que pese a tener cierto
valor operativo para medir el impacto entomológico en las intervenciones
de control, no son sustitutos de la abundancia de vectores adultos ni del
riesgo en la transmisión del Dengue (OMS 2000 citado en [10]).

Dado que los adultos (hembra) representan el eslabón clave en la trans-
misión de enfermedades, se recomendó usar los índices de pupas o de adul-
tos como indicadores de riesgo. Sin embargo, por muchos años no se tenía
una metodología clara para el conteo de pupas y fue en 2012 que la OMS
planteó una forma estándar para contabilizarlas [10]. El método planteado
se centra primero en estratificar zonas de riesgo de propagación de en-
fermedades transmitidas por el mosquito, y en dichas zonas distinguir los
criaderos clave [10].

Para determinar cuáles son los criaderos clave se realiza una estimación
de la cantidad de pupas presentes en cada criadero. Dichas estimaciones
toman en cuenta la capacidad del recipiente y la densidad pupal. En otras
palabras, lo que busca es medir la productividad pupal de los criaderos
clave [10]. Identificar criaderos clave es importante para focalizar en ellos
las estrategias de control.

Para que las intervenciones de control en la transmisión de estas enfer-
medades puedan ser específicas y sostenibles es importante que las estima-
ciones del número de pupas para los criaderos clave sean valores cercanos
a la realidad. Por ello en [11], Focks et al. recomendaron dirigir investiga-
ciones a calibrar la forma en que se realizan las encuestas de pupas. Esta
es la línea de investigación que desea abordar este trabajo. Los resultados
que obtendremos buscan contribuir en mejorar metodologías de estimación
de pupas en un recipiente además de sentar las bases para determinar la
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productividad de mosquitos de un recipiente.

Medir la productividad de un recipiente es calcular cuántos mosquitos
pueden emerger de él. La cantidad de mosquitos que pueden emerger de
un recipiente depende de los huevos que ingresan a él y de la dinámica
del desarrollo de los huevos que logran eclosionar. Este trabajo dará con-
clusiones sobre el comportamiento de dicha dinámica usando modelación
matemática.

Estudiar el comportamiento de una población inmadura se ha realizado
antes como una línea de investigación desde la perspectiva entomológica.
Dichas investigaciones han determinado experimentalmente características
de la especie tales como: duración de los estadios, mortalidad y supervi-
vencia [12, 13, 14, 15, 16]. Estas investigaciones estudian experimentos
controlados en los cuales ingresan en una sola ocasión huevos al sistema y
estudian el desarrollo de los individuos desde huevos hasta la etapa adulta.

Cabe destacar que en la naturaleza se podría dar el caso de que más
de un mosquito oviposite en un mismo recipiente o que el mismo mosquito
oviposite en más de una ocasión durante su etapa reproductiva [14, 17]. Así
que en realidad, en cada recipiente hay una “acumulación” en el tiempo
de individuos de diferentes estados y “edades.” Al estar en el mismo siste-
ma todos comparten espacio y recursos. Esto hace importante investigar
si existe un comportamiento característico del desarrollo cuando el ingreso
de huevos al recipiente no solo se da en una ocasión.

Es por ello que, en esta tesis se estudiará la dinámica del desarrollo de
una población inmadura de mosquitos, en la que el ingreso de huevos a un
recipiente no sucede en una única ocasión. Para determinar qué caracterís-
ticas intrínsecas son importantes para describir dicha dinámica poblacional.

Este trabajo se lleva a cabo en el marco de la modelación matemática
al plantear y estudiar algunos modelos deterministas. Todos los modelos
describen cualitativamente la evolución en el tiempo, de una población de
mosquitos inmaduros en un recipiente. Cada modelo representa una o va-
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rias hipótesis entomológicas. El objetivo es determinar cuál o cuáles son las
características que mejor describen el comportamiento de dicha dinámica
temporal.

Para calibrar y elegir el modelo que mejor describe la dinámica tempo-
ral, los modelos estudiados serán comparados numéricamente con datos de
campo. Los datos corresponden a un experimento controlado de una pobla-
ción de mosquitos inmaduros en un recipiente. El experimento se realiza en
condiciones ambientales fijas, para describir el comportamiento cualitativo
general de la dinámica en las condiciones más favorables para su desarrollo.

Los modelos que se estudiarán en este trabajo consideran todos los es-
tados de su desarrollo (huevos, 4 instares larvarios y pupas). Y como el
principal aporte, se agregan y estudian dos suposiciones entomológicas. La
primera es la saturación del sistema y su efecto tanto en la eclosión como en
la transición lavaria. La segunda corresponde a describir comportamiento
de las transiciones y mortalidad de cada estadio.

Estas suposiciones son sustentadas en investigaciones entomológicas y
se agregan a los modelos una por una, lo que permite obtener resultados
en cada paso del trabajo para finalmente tener un modelo que recabe el
efecto de todas las suposiciones que mejor describen la dinámica. El orden
de estudio y resultados se presentan a continuación.

El primer paso de este trabajo fue estudiar el comportamiento de la
transición larvaria y mortalidad de los estadios. Este primer estudio se rea-
liza con datos obtenidos de la literatura y una simulación computacional
de ellos. De este estudio se concluyó que la transición larvaria y la morta-
lidad de todos los estadios no varia en el tiempo. Con esta conclusión se
plantea el primer modelo matemático a analizar y comparar con los datos
de campo. El segundo enfoque de estudio fue el entender el efecto que te-
nía la saturación del sistema sobre la eclosión. Con este planteamiento se
desarrolló el segundo modelo que permitió obtener resultados teóricos de
la capacidad de carga del sistema.
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A diferencia del caso larvario es posible encontrar trabajos que describen
a la eclosión como un proceso variable en el tiempo [18]. Así que el tercer
planteamiento a estudiar fue el comportamiento de la dinámica poblacio-
nal cuando la eclosión de los huevos en el sistema no sucede en simultáneo.
Por ello se plantea y estudia un modelo de edad que considera la tasa de
eclosión variable. Para el caso que se estudia en este trabajo, se muestra
que este modelo es equivalente a un modelo que considera una tasa efectiva
de eclosión. A este modelo se agrega como una condición adicional el efecto
que la saturación del sistema tiene sobre la eclosión.

Hasta este punto del trabajo se concluye que la dinámica del desarrollo
se caracteriza por una eclosión efectiva que depende de la forma de la eclo-
sión variable. Además, se muestra que el efecto de la saturación del sistema
sobre la eclosión de los huevos depende principalmente de los estadios lar-
varios más pequeños (larva 1).

La última suposición entomológica que se considera es la competencia
entre los estadios larvarios. Por ello se presenta un modelo que considera
que las larvas de tercer y cuarto instar tienen efecto directo en la tran-
sición de todos los estadios larvarios. Esta hipótesis es nuestra con base
en las consideraciones entomológicas aprendidas y se muestra que describe
el comportamiento cualitativo que en promedio reflejan los datos de campo.

Este modelo que denominamos Modelo de productividad para un
ingreso constante de huevos describe la dinámica del desarrollo de una
población de mosquitos inmaduros en un recipiente. Es importante desta-
car que en todos los modelos se asumió que al recipiente se ingresaban dia-
riamente una cantidad constante de huevos, por ello el nombre del modelo.

Este modelo describe las características clave para la dinámica del de-
sarrollo de una población inmadura de mosquitos. Las consideraciones que
dicho modelo toma en cuenta son: las transiciones larvarias son fijas, la
mortalidad de todos los estadios es fija, la eclosión es variable en el tiem-
po. Además se agrega el efecto de la saturación del sistema sobre la eclosión
y sobre la transición larvaria.
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Dado que el Modelo de productividad para un ingreso constante de hue-
vos es el que mejor aproxima los datos de campo podemos afirmar que para
describir la dinámica del desarrollo es necesario que las suposiciones antes
mencionadas se consideren en simultáneo. Este modelo es más “cercano” a
los datos de campo que los modelos con solo alguna(s) de las suposición(es).
Esta afirmación se justificará a detalle más adelante. El mejor modelo se
eligió considerando el modelo con menor índice de Akaike y menor error
cuadrático medio del modelo a los datos de campo, ambas son herramien-
tas conocidas y comúnmente usadas para este propósito.

Un paso importante que se realizó antes de comparar los modelos entre
sí, es que en cada uno de ellos se realizó estimación de algunos paráme-
tros involucrados. Dicha estimación permite obtener el mejor valor de los
parámetros de cada modelo. Es decir, el valor de los parámetros, para los
que la dinámica que los modelos representan, es la más cercana a los datos.

La importancia de los resultados obtenidos en este trabajo, esta relacio-
nada directamente a las implicaciones que pueden tener en para diferentes
lineas de investigación relacionadas con la problemática de las enfermeda-
des que se transmiten por mosquito.

El modelo que se propone permite sentar las bases para medir la produc-
tividad de un criadero. Esto permitirá, como trabajo a futuro, generalizar
este resultado para obtener una aproximación de la capacidad de carga de
mosquitos en una región y mejorar las estimaciones del riesgo de propa-
gación de enfermedades transmitidas por mosquito. Para dicha extensión
será importante tener las consideraciones sobre el uso de los recipientes y
una estimación de la cantidad de recipientes en una región.

Desde la perspectiva entomológica también es posible, como trabajo a
futuro, extender los resultados aquí obtenidos. Si se consideran las varia-
ciones de los parámetros con respecto a diferentes condiciones extrínsecas
del sistema, sería posible robustecer hipótesis experimentales. Por ejemplo,
al variar los parámetros que dependen de la temperatura, la cantidad de
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oxígeno del agua, o la cantidad de alimento permitiría mostrar teóricamen-
te qué condiciones aceleran o retrasan el desarrollo del mosquito.

Estos dos últimos párrafos ya no son tema de este trabajo, pero si re-
saltan la importancia que tiene esta investigación. Estas líneas de investi-
gación a desarrollar a futuro se desprenden directamente de los resultados
aquí obtenidos y hablaremos un poco de ellas más adelante.

El trabajo desarrollado y los resultados de este proyecto de investigación
se presentan en el siguiente orden.

El capítulo 1, corresponde a la investigación bibliográfica que permite
enmarcar la importancia de este trabajo. Además se describen las carac-
terísticas entomológicas que justifican las hipótesis que serán consideradas
al plantear los modelos matemáticos a estudiar.

En el capítulo 2, se desarrolla un estudio de datos de campo y datos bi-
bliográficos. Esta fase del trabajo se desarrolla previamente a la modelación
matemática y permite obtener la información que los datos (bibliográficos
y de campo) presentan. Las conclusiones obtenidas en este capítulo serán
de utilidad al plantear los modelos.

En el capítulo 3, se presenta el planteamiento y estudio de modelos
matemáticos deterministas. Cada modelo corresponde a una o varias supo-
siciones entomológicas como son la competencia por recursos o variabilidad
de las tasas de transición o mortalidad.

El capítulo 4, corresponde al estudio numérico de todos los modelos que
se plantearon. Cada modelo fue comparado primero con los datos expe-
rimentales de campo. En cada modelo se realizaron estimaciones de al-
gún(nos) del(los) parámetro(s) involucrado(s). Las simulaciones permiten
comparar los modelos y dar conclusiones sobre qué hipótesis son las que
mejor describen la dinámica de la población.

Para concluir este escrito se resaltan los resultados obtenidos, así como
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su importancia y posibles implicaciones entomológicas y epidemiológicas.
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Capítulo 1

MARCOS HISTÓRICOS Y
CONTEXTUALES

Las pandemias producidas por el virus causante del Ébola (EVE) en
2014-2016 o el virus SARS-CoV-2 en el 2019 afectaron a una gran can-
tidad de personas en el mundo. Dichas enfermedades generaron un gran
número de infecciones, algunas con síntomas leves, otras con síntomas gra-
ves y algunas de ellas con resultados fatales. Además, con la imposición de
cuarentenas, restricciones de viajes, programas de vacunación, entre otras,
estas pandemias generaron cambios en la dinámica de las poblaciones afec-
tadas. Todo esto sin mencionar los efectos negativos a la economía de los
países involucrados. Las pandemias producida por el EVE y el SARS-CoV-
2 son ejemplo de las repercusiones que las enfermedades zoonóticas pueden
tener en la vida de los seres humanos. Se denominan zoonóticas pues se
transmiten hacía los humanos desde los animales.

Estas enfermedades no son los únicos ejemplos de este tipo pues, en
los últimos 45 años se han desarrollado en los humanos más enfermedades
transmitidas desde los animales. Algunos de los factores clave de su expan-
sión son el crecimiento poblacional desmedido, el calentamiento global, e
incluso la situación económica y política mundial [19]. Es preciso señalar
que no todas las enfermedades zoonóticas son iguales. Una vez que alguno
de estos virus es transmitido a los humanos, hay dos vías de transmisión
entre las personas, el contacto directo persona-persona como el caso de
COVID-19 y por contacto indirecto a través de un portador como es el

1
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caso del Dengue.

Las enfermedades de transmisión indirecta requieren un intermediario
(vector) que lleve el virus de una persona a otra [20]. Distinguir el tipo de
transmisión de las enfermedades que causan pandemias es la primera ca-
racterística para destacar en un estudio que busca dar resultados epidemio-
lógicos. Este proyecto se enfocará solo en dar resultados para enfermedades
que se transmiten a los humanos por medio de mosquitos, principalmente
por el mosquito Aedes aegypti, algunos ejemplos de ellas son el Dengue, el
Zika y Mayaro [21].

El objetivo de este proyecto es describir, usando modelación matemá-
tica, las características de la dinámica del desarrollo del mosquito Aedes
aegypti. En este capítulo se presentan los marcos históricos y conceptuales
que contextualizan nuestra investigación. Esto para destacar en qué parte
de la problemática de las enfermedades transmitidas por el mosquito Ae-
des aegypti, es que tiene cabida esta investigación y por qué es conveniente
desarrollarla.

En la primera sección, la sección 1.1, se presenta una perspectiva histó-
rica de las enfermedades transmitidas por el mosquito Aedes aegypti y qué
se ha hecho históricamente para controlarlas. La sección 1.2, corresponde
a un resumen histórico de los índices que se han utilizado para medir el
riesgo de transmisión de estas enfermedades. Esta sección muestra por qué
es importante estudiar el comportamiento de la dinámica temporal de una
población de mosquitos.

Hay que señalar que este trabajo se desarrolla en el marco de la modela-
ción matemática. Por ello en la sección 1.3 se describen las características
biológicas y entomológicas que caracterizan al mosquito, que se utilizarán
para plantear los modelos matemáticos. Y por último en la sección 1.4, se
da una breve perspectiva histórica de lo que se ha desarrollado desde la
modelación matemática para estudiar la problemática de las enfermedades
transmitidas por el mosquito. Este última sección muestra por qué abordar
un problema biológico/entomológico en con contexto matemático es una
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línea importante de investigación.

1.1. Resumen histórico de las enfermedades trans-
mitidas por el mosquito Aedes aegypti y el pro-
blema de salud pública

Las enfermedades urbanas se distinguen por concentrar su mayor carga
de infecciones en las zonas urbanas. Las enfermedades transmitidas por
mosquito son un ejemplo de enfermedad urbana. La causa principal de su
expansión es la alta densidad demográfica, la dinámica poblacional y los
problemas inherentes a la infraestructura de servicios sanitarios como el
suministro de agua o la recolección de basura. Es por ello que las enfer-
medades transmitidas por mosquito representan un gran desafío de salud.
[2, 4, 9, 22].

El Dengue o “fiebre rompe huesos” es una enfermedad urbana con un
ciclo único, hombre-mosquito-hombre, sin indicación de un ciclo silvestre
[23]. En 2009 la OMS mencionó que la incidencia de Dengue había aumen-
tado 30 veces con respecto a los 50 años anteriores [1]. En 2012 se estimó
que había entre 50 y 100 millones de infecciones nuevas cada año en más de
100 países endémicos [24]. El Dengue rara vez es fatal pero con altas tasas
de morbilidad. Sin embargo, en 1954 se detectó en las Filipinas una forma
seria de Dengue conocida como fiebre hemorrágica del Dengue o síndrome
de shock del Dengue, que resultó fatal en niños de 2 a 13 años [23]. En
1981 se presentó un primer brote de Dengue hemorrágico en Cuba y desde
entonces ha estado presente en el continente americano [25].

El Dengue es una enfermedad febril aguda causada por el virus DENV.
Este virus pertenece al género Flavivirus y está conformado por cuatro sero-
tipos (DENV-1 al DENV-4) que circulan periódicamente en áreas tropicales
endémicas e hiperendémicas [26]. El Dengue es transmitido principalmen-
te por el mosquito Ae. aegypti y actualmente constituye la enfermedad
transmitida por vector más importante a escala mundial en términos de



4 CAPÍTULO 1. MARCOS HISTÓRICOS Y CONTEXTUALES

morbilidad e importancia económica [27].

El Dengue es la enfermedad viral transmitida por mosquitos de más rá-
pida propagación en el mundo. Sin embargo, no es la única enfermedad que
transmite el mosquito Ae. aegypti. Este mosquito también es el principal
vector del virus CHIKV causante de la enfermedad de Chikungunya. El
Chikungunya se aisló por primera vez en 1952 en Tanzania. En la década
de 1960, con la apertura del Canal de Suez, el Ae. aegypti entro en Asia
causando que el CHIKV se extendiera ampliamente en dicho continente.
En 2013 se detecto el CHIKV por primera vez en América siendo el esce-
nario perfecto para su rápida propagación, pues al ser un virus nuevo toda
la población era susceptible a enfermarse [28].

Otra de las enfermedades que transmite el mosquito Ae. aegypti es la
causada por el virus del Zika [29]. Las primeras infecciones de Zika se iden-
tificaron en la década de 1970 pero, fue hasta 2007 que se registró el primer
brote en la Isla de Yap (Estados Federados de Micronesia). En 2013 que se
registró otro gran brote en la Polinesia Francesa junto con otros países del
Pacífico. En marzo de 2015 Brasil notificó el primer brote de esta enferme-
dad, mostrando la gravedad de la misma al describir su asociación con la
microcefalia. Desde aquel brote la enfermedad del Zika ha estado presente
en América [29].

Si bien el Dengue es la enfermedad viral transmitida por mosquitos de
mayor presencia en América, con brotes epidémicos cada 3 o 5 años [2]. Es
también la enfermedad más sospechada en pacientes febriles y como conse-
cuencia uno de los principales motivos de consulta médica en las unidades
de salud [25]. La aparición en América del virus de Chikungunya y del vi-
rus del Zika aumentó el gran desafío para la salud pública que ya causaba
el Dengue, no solo por que estas enfermedades se transmiten por el mismo
vector si no por que comparten síntomas primarios [28] complicando su
detección (diferenciación) y con ello su atención clínica.

El Dengue no es la primera enfermedad en América que se transmite por
el mosquito Ae. aegypti. En la década de 1920 en América del Sur estaba
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presente la Fiebre Amarilla urbana. En los esfuerzos iniciales para contro-
larla se observó que la reducción sustancial en el número de criaderos de
Ae. aegypti eliminaba la transmisión. Así que por primera vez, se consideró
la importancia de usar métodos para mantener bajos los umbrales de las
poblacionales de mosquitos. Esto con el objetivo de minimizar la transmi-
sión de enfermedades (OPS, 2017 en [30]).

La interrupción de la transmisión del Dengue en las Américas fue re-
sultado de campañas de erradicación que se realizaron en las décadas de
1960 y 1970 [1]. Cabe destacar que las condiciones sociales en aquella época
eran propicias para ello pues, la demografía social era en su mayoría rural
y focalizar el control evitaba la transmisión. Sin embargo, las campañas
comenzaron a ser inviables ya que la migración descontrolada a las zonas
urbanas fue mucho más veloz que la distribución de servicios básicos como
drenaje, tuberías y recolección de basura [7]. Esto causó que años después
se presentaran reinfestaciones de mosquito y en consecuencia brotes epidé-
micos [1].

La Organización Mundial de la Salud y la Organización Panamericana
de la Salud (OPS) al registrar brotes epidémicos en América, desarrollaron
en 2002 el primer plan continental de prevención de Dengue [31]. En él se
menciona tres posibles estrategias para combatir su expansión. La prime-
ra estrategia buscaba la erradicación total de poblaciones de mosquitos la
cual implicaba un costo inicial muy elevado pero evita totalmente la trans-
misión. Sin embargo, esta estrategia requería estrictas medidas de control
difíciles de mantener en el tiempo. En la segunda estrategia se identifican
las áreas con mayor riesgo de transmisión de enfermedades y en cada zona
se concentran los esfuerzos para reducir, no erradicar, las poblaciones de
vectores. La tercera corresponde a un estrategia intermedia, comenzando
con erradicar en las zonas de alto riesgo y mantener una vigilancia contra
la infestación. Dicha estrategia es la que desde entonces se ha implemen-
tado por los gobiernos [10, 24].

Estos planes continentales son los de mayor impacto como una estrategia
continua, conjunta y simultánea entre los países América. Con el paso de
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los años se han planteado modificaciones a dicha estrategia. El plan vigente
es el planteado de 2012 a 2020 en [24] llamado la estrategia global de
prevención y control que aborda las diferentes perspectivas desde donde
se puede ver el tema, las cuales son:

El diagnóstico y manejo de casos. Dónde se describe los procedi-
mientos oficiales para el diagnostico y atención de los casos detectados.

La vigilancia integrada y prevención de brotes. Se describen
los procedimientos que sugieren para la vigilancia de casos clínicos y
estrategias de prevención.

El control de vectores sostenible. Se plantean las diferentes es-
trategias vigentes para la control de vectores.

La futura implementación de la vacuna. Se explican todos los
detalles relacionados a las vacunas, su implementación y recomenda-
ciones.

Investigación: básica, operativa y de implementación. Dón-
de se dan sugerencias sobre las investigaciones a desarrollar, así co-
mo en las diferentes áreas en donde es de utilidad hacerlas. Algunos
ejemplos son: entender mejor las enfermedades desde una perspectiva
clínica que permita mejorar la atención, desarrollar mejores pruebas
para diagnosticar casos, investigación operativa del costo-beneficio de
las estrategias de control o identificar indicadores sensibles de mayor
riesgo de Dengue.

Como podemos notar las organizaciones de la salud sugieren diferen-
tes perspectivas para abordar esta problemática de salud. Esto implica la
cooperación de los gobiernos locales, nacionales e internacionales. También
es importante que exista la coordinación de las diferentes instancias invo-
lucradas como son el personal de salud, los grupos de investigación y la
población en general [24].

El problema de salud que generan el Dengue, Zika y Chikungunya de-
pende directamente del mosquito Ae. aegypti . Controlar las poblaciones
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de mosquitos tiene impacto en minimizar la incidencia de todas las enfer-
medades que por él se transmiten [32]. Las primeras licencias de vacunas
que existen son para contrarrestar el Dengue [3] y dado que no existe otro
tratamiento antiviral específico para dichas enfermedades, el único enfoque
que se ha utilizado para prevenir la transmisión es a través de intervencio-
nes dirigidas a controlar la cantidad de mosquitos presentes.

Los programas de vigilancia entomológica tienen como propósito general
determinar cambios en la distribución geográfica de Ae. aegypti. Obtener
mediciones relativas de las poblaciones a lo largo del tiempo permite eva-
luar la cobertura e impacto de las intervenciones antivectoriales. Así como
monitorear la susceptibilidad y la resistencia a los insecticidas usados en
el control [30]. La estimación de la cantidad de mosquitos que existen en
alguna región, es una línea de investigación importante para contribuir me-
jorar o avalar los programas para prevenir la transmisión. Esta es la línea
en la que se desenvuelve esta investigación.

1.2. Perspectiva histórica de los índices de medición
de riesgo epidemiológico

Las estrategias de prevención de enfermedades como el Dengue, Zika,
Chikungunya se centran en reducir las poblaciones de mosquitos. La esti-
mación directa de la densidad de mosquitos adultos sería lo más útil para
tener parámetros sobre el control de brotes. Diferentes métodos se han uti-
lizado para estimar la cantidad de mosquitos adultos con el fin de vigilar
y evaluar la efectividad de las medidas de control [4].

Hay métodos que utilizan trampas electromecánicas, las cuales atraen a
los mosquitos con su color oscuro o alguna sustancia química (CO2, ácido
láctico o amoniaco) y con unas aspas los succionan para almacenarlos y
contarlos. Sin embargo, este procedimiento no asegura que todos los mos-
quitos sean atraídos al recipiente para su conteo. También se han utilizado
cebos humanos, los cuales se dejan sin movimiento para contar la cantidad
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de mosquitos que se acercan a ellos. Aun que esto sin duda presenta un
riesgo en la salud de los voluntarios [33].

Por ello, la dificultad propia para recolectar y contar los mosquitos adul-
tos hace que las estrategias centradas en ellos resulten poco rentables para
determinar el riesgo epidemiológico [4]. En cambio, la vida acuática de las
etapas inmaduras permite que sean ubicados más fácilmente en los cuerpos
de agua de la zona a estudiar [7]. Esta es la razón de que, históricamente,
las acciones de monitoreo de mosquitos se han centrado en las fases inma-
duras de su desarrollo [4].

Los primeros reportes de observación de los criaderos de Ae. aegypti fue-
ron en los esfuerzos organizados en 1923 por la Fundación Rockefeller para
erradicar la Fiebre Amarilla en las ciudades costeras al norte de Brasil,
donde se identificó que la reducción de criaderos eliminaba la transmisión.
Posteriormente, en 1933 Fred Soper desarrolló métodos mejorados de obser-
vación de las poblaciones de mosquitos dando como resultado, de manera
bastante inesperada, la erradicación del Ae. aegypti en varias ciudades [5].

El objetivo de la erradicación del vector surgió no como un requisito
para eliminar la Fiebre Amarilla, sino por un deseo de proteger zonas li-
bres de Ae. aegypti de reinfestación. Por ello se desarrollaron índices de
riesgo que permitían monitorear el progreso del control de vectores para
determinar si se mantenían los niveles deseados de cantidad de mosquitos
[34, 35, 36].

Los índices descritos en 1923 fueron: el índice de casa que es el porcen-
taje de casas infestadas con larvas, pupas o ambas de la cantidad total de
casas inspeccionadas; el índice de contenedor o recipiente, que es el por-
centaje de recipientes examinados que contienen larvas o pupas de todos
los recipientes inspeccionados. Treinta años después, se planteó el índi-
ce de Breteau que corresponde al número total de recipientes con larvas
o pupas por cada 100 casas, el cuál se convirtió en la medida más común [5].

A fines de la década de 1960 la Organización Mundial de la Salud comen-
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zó a promover la vigilancia mundial de Ae. aegypti planteando los índices
de Stegomyia, que buscan utilizar la misma idea de unidad básica de ca-
sas o contenedores pero con relación a las personas que habitan en alguna
región. Estos índices son el índice de contenedores de Stegomyia que es el
número de contenedores positivos por 1000 personas y, el índice Larval de
Stegomyia, que es el número de larvas por cada mil personas en el área.
Esto se realizó para estimar el efecto de crecimiento de las poblaciones de
mosquitos en la incidencia de las enfermedades [5].

Históricamente los índices de Stegomyia se han usado para determinar
el riesgo de transmisión de enfermedades. Estos índices entomológicos son
los más utilizados debido a la facilidad con que pueden ser tomados en
campo. Sin embargo, hay que destacar que el hecho de que un recipien-
te sea positivo no representa su importancia como lugar de cría, ya que
no proporciona información sobre cuántos individuos se desarrollan en él
[5, 10, 15, 37, 38, 39]. Así que, aunque estos índices permiten ofrecer in-
formación sobre los niveles de infestación en una localidad y ayudan a la
construcción de probables escenarios de transmisión, no son equivalentes a
determinar la abundancia de Ae. aegypti adultos [7, 5, 40, 41, 42, 43, 44]
y son de uso limitado en la evaluación del riesgo de transmisión [45].

En un estudio realizado por Barrera et al. en Puerto Rico, mostraron
que el 61,3 % de las pupas se encontraban en el 6 % de los recipientes mues-
treados [46], siendo este un ejemplo de que pueden existir pocos criaderos
muy productivos. En general esto daría un índice de contenedor bajo pe-
ro una alta tasa de picadura y como consecuencia un aumento del riesgo
de transmisión de enfermedades [7]. Además, se podría dar el caso de que
los recipientes más frecuentemente positivos para los estados inmaduros
no son necesariamente los de mayor importancia para la producción pupal
[47]. Es por estas razones, que recientemente se han dirigido las operacio-
nes de control al estudio de la productividad de las pupas o adultos.

Enfocados en medir no sólo positividad si no productividad los autores
de [41] desarrollaron y evaluaron una nueva medida que nombraron índi-
ce de productividad de adultos (API). El cual se basa en la suma de la
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frecuencia del tipo de contenedor multiplicada por una cifra de densidad
representativa de cada tipo. La motivación para desarrollar esta nueva me-
dida fue tener en cuenta las diferencias en abundancia de contenedores.
Sin embargo, en una evaluación extensa de la API, los autores encontraron
que no era mejor que el índice de Breteau.

Por otra parte, retomando la relación de los mosquitos con las pobla-
ciones humanas, se plantearon otras propuestas de índices que consideran
el uso de indicadores de higiene y hacinamiento en combinación con el
índice de casa. Uno de ellos es el índice Maya. El cuál plantea herramien-
tas operativas útiles para describir la productividad de un criadero, su el
principal propósito determinar los hábitats más probables de reproducción
[41]. Otro índice similar es el índice de condición de casa (PCI) que
estima el riesgo mediante la medición de características de la vivienda y
presencia/ausencia de criaderos del vector [48, 49].

En [50] se menciona que el índice Maya que fue propuesto por Gómez
Dantés y Méndez en Puerto Rico y México, como una variante de los índi-
ces larvales clásicos. Este índice Maya es un indicador construido a partir
de una matriz que, mediante la categorización por tipos de recipiente (con-
trolables y desechables), estima el riesgo de las viviendas. Los contenedores
se categorizan en tres niveles de riesgo: alto, mediano y bajo, el cuál se pre-
dice con base en los niveles de higiene doméstica [50, 51]. El potencial de
este indicador es elevado para medir el riesgo entomológico y el tamaño de
población vectorial [50].

El índice de condición de casa es construido a través de la conjunción
de tres variables: condición de la casa, limpieza y sombra proyectada en el
patio (PCI3). El cuál permite analizar las características idóneas para la
reproducción y refugio de los mosquitos. Este índice tiene una modificación
que solo toma en cuenta la limpieza y la sombra proyectada por la vege-
tación en el patio (PCI2) [41]. Se ha demostrado que estos índices tienen
un alto valor de correlación con la presencia de mosquitos Ae. aegypti en
las viviendas [52]. Es importante resaltar que el índice Maya y el índice de
condición de casa son los primeros índices que consideran la característica
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de los recipientes y las condiciones poblacionales que propician el desarro-
llo del mosquito.

En otro orden de ideas, si se considera la baja mortalidad de las pupas
y su cercanía al estado adulto, es posible afirmar que si se obtiene infor-
mación sobre la abundancia de pupas, es posible tener información sobre
la densidad vectorial en una región [10, 33]. Con ello, es posible establecer
umbrales de riesgo al distinguir los recipientes más productivos.

En el 2000 la OMS y el programa especial de investigación y capaci-
tación en enfermedades tropicales conocido por TDR (Special Programme
for Research and Training in Tropical Diseases), plantearon la necesidad de
medir la productividad pupal de un criadero. En [10] se plantea una meto-
dología para identificar los contenedores clave o criaderos más productivos.
Determinar los tipos de contenedores clave permite señalar donde dirigir
de manera útil las intervenciones de control [5, 11, 53]. Está metodología
fue validada en nueve países de Asia, África y América Latina. Algunos
ejemplos son los trabajos realizados en [11, 47].

En [10] se define la producción de un recipiente como la abundancia de
organismos existentes en un lugar determinado para algún momento dado.
Esta puede expresarse en términos de densidad (número de individuos por
unidad de área o volumen). La importancia de un criadero estará definida
por la proporción del total de pupas que produce dicho recipiente.

Esta metodología consiste primero en identificar sitios clave de cría de
Ae. aegypti. Con el objetivo de distinguir los recipientes que están pro-
duciendo la mayoría de los mosquitos adultos, se realiza la estimación de
pupas. Esto se puede realizar sobre todas las casas de cada área o solo sobre
una muestra aleatoria representativa. Para estimar el número de pupas en
los criaderos se consideran categorías de contenedores según su tamaño.
Esta metodología busca determinar los contenedores clave, que correspon-
den a los producen más del 70 % de todas las pupas Ae. aegypti [10].

En este contexto de investigación se han mostrado variantes en la abun-
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dancia de pupas según el tipo de recipiente pero no con respecto a la ubi-
cación o la muestra, y a pesar de que la cantidad de pupas varió entre los
estudios los mismos tipos de contenedores fueron responsables de la mayor
parte de la producción de pupas en cada sitio [53]; por lo que, caracterizar
los recipientes clave que producen mayor cantidad de pupas es determi-
nante para generar estrategias de control focalizadas [54].

Debido a que la erradicación de vectores parece imposible, dirigir el
control únicamente a los tipos de envases en los que se producen grandes
cantidades de Ae. aegypti debería reducir la incidencia del Dengue de ma-
nera significativa y rentable [55, 56].

Durante muchos años no hubo un protocolo claramente definido o es-
tandarizado para el muestreo de pupas Ae. aegypti. Sin embargo, esta me-
todología de encuestas pupas/persona (pupal-demografic-survey) permite
estimar el riesgo de brotes de Dengue en un entorno determinado [53],
siendo considerada un método prometedor para identificar los hábitats de
contenedores más productivos para adultos en diversos entornos ecológicos
donde el Dengue es un problema importante de salud pública [45].

Esta técnica se ha utilizado en diferentes países obteniendo resultados
similares. En Cuba los tanques de almacenamiento de agua a nivel del sue-
lo son el tipo de contenedor más abundante y productivo produciendo el
74.1 % de las pupas [57] muestreadas. De manera análoga en Argentina los
grandes tanques utilizados para el almacenamiento de agua potable fue-
ron responsables de la mayor productividad de pupas [58]. En Venezuela
los tambos (bidones) de agua grandes (de 150 a 200 litros) fueron los de
mayor productividad [47]. En Kenia los tambos (bidones) metálicos y los
jerricanes contribuyeron con 70 % de las pupas y los bidones de plástico
contribuyeron con el 83,7 % [59]. En Colombia los grandes contenedores de
almacenamiento de agua domestica representaron entre el 72 % y 95 % de
productividad [54], mientras que en México el 84 % de las pupas se encon-
tró grandes lavabos de cemento [53].

Identificar los recipientes más productivos puede indicar a la población
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qué recipientes deberían eliminar para evitar la generación de mosquitos.
Sin embargo, en muchos de los casos, los recipientes más productivos co-
rresponden a recipientes de almacenamiento de agua potable. Este tipo de
recipientes son comunes en las poblaciones ya sea por que las condiciones
de las viviendas lo requieren o porque almacenan agua solo por miedo al
desabasto [53, 54]. Además de lo anterior, existe la tendencia poblacional
a acumular recipientes desechables que favorecen la reproducción del mos-
quito y en muchos casos estas características no solo tienen que ver con las
condiciones económicas si no de niveles bajos de educación [8, 60].

Para realizar el conteo de pupas se distinguen los recipientes en catego-
rías y en cada categoría el conteo y eliminación de pupas se hace con base
en la siguiente regla [10, 37]:

Si el recipiente tiene menos de 20 litros de agua, cuentan todas las
pupas y se vacía dicho recipiente.

Si el recipiente tiene más de 20 litros de agua y vaciarlo no es facti-
ble (debido al tamaño o la naturaleza del recipiente) pero hay buena
visibilidad / baja densidad de pupas (menos de 100 individuos), se
recogen todas las pupas mediante la red.

Si el recipiente es grande y tiene alta densidad pupal (más de 100
individuos), se recoge una muestra barriendo la superficie con una
red.

El número total de pupas se puede estimar a partir de esta muestra
mediante el uso de un factor de calibración (CF) de acuerdo con la
cantidad de agua en el recipiente.

Nathan et al.., [45] mencionan que las características de esta técnica
planteada por el TDR son las siguientes:

1. El método de encuestas pupa-persona identifica los hábitats de los
contenedores epidemiológicamente importantes y no importantes, por
lo tanto, proporciona la base para desarrollar estrategias de control de
vectores específicos en una variedad de entornos eco-epidemiológicos.
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2. La clasificación de los hábitats de los contenedores debe ser específica
del sitio y útil para guiar el desarrollo de intervenciones específicas.

3. Los contenedores grandes son un problema significativo en las en-
cuestas pupa-persona debido a la dificultad de determinar el recuento
absoluto de pupas.

Si bien las encuestas pupa-persona proporcionan los datos necesarios pa-
ra desarrollar estrategias específicas, el método ciertamente requiere mayor
mano de obra que los índices tradicionales de Stegomyia. Pues se requiere
más trabajo que cuando sólo se contabiliza los recipientes o casas positivas.
Sin embargo, en un análisis de costo/beneficio, éstas pueden resultar úti-
les ya que las medidas tradicionales fallan porque no pueden informar una
estrategia ni pueden utilizarse para la evaluación del riesgo de transmisión
[45].

Calibrar la forma en que se realizan las encuestas de pupas, permite me-
jorar las estimaciones de valores reales del número de pupas para algunos
tipos de contenedores importantes. Así conducir a intervenciones específi-
cas sostenibles para estrategias de control [4, 11].

En este contexto es donde nuestro trabajo tiene cabida, pues el interés al
identificar la dinámica en un recipiente del desarrollo de una población de
mosquitos inmaduros en combinación con la oviposición (forma en la que
los mosquitos hembras depositan huevos en un recipiente), podría deter-
minar la cantidad de mosquitos que se pueden producir en dicho recipiente.

Finalmente, si determinamos la productividad de un contenedor espe-
cífico y considerando indicadores no entomológicos como: índices de haci-
namiento, limpieza, higiene, condiciones socio económicas, de vivienda y
servicios públicos sería posible estimar la cantidad de mosquitos adultos
en una zona, la posibilidad de brotes y medir la vulnerabilidad de alguna
área geográfica [1].
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1.3. Características del desarrollo del mosquito Ae-
des aegypti

En la presente sección se mencionan algunos de los resultados conocidos
sobre el mosquito y que se tomarán como base para plantear los modelos
matemáticos.

El mosquito Aedes aegypti tradicionalmente se ha conocido como el mos-
quito de la Fiebre Amarilla. Es además miembro del subgénero Stegomyia
dentro del género Aedes, de orden Diptera y familia Culicidae. Las fases
biológicas del desarrollo del mosquito son huevo, larva con cuatro instares,
pupa y adulto [23].

Para hablar sobre el desarrollo del mosquito debemos comenzar con el
proceso de eclosión de los huevos. Este es proceso por el cual emergen las
larvas de mosquitos. Se sabe que el desarrollo embrionario generalmente se
completa en 48 horas si el ambiente es húmedo y cálido, pero éste puede
prolongarse hasta por 5 días en temperaturas bajas [23].

Uno de los primeros detalles interesantes que tiene el desarrollo del mos-
quito es que, aún cuando se ha completado el desarrollo embrionario, los
huevos son capaces de reposar largos periodos de desecación. Los cuales
pueden prolongarse hasta por seis meses y en algunas ocasiones un año
[23]. Este proceso de reposo se conoce como diapausa [61] y es una de las
razones que complican el control del mosquito como vector de enfermeda-
des. Ya que los huevos pueden mantenerse viables durante este tiempo de
desecación, situaciones como el reinicio de la temporada de lluvias (incluso
en lluvias atemporales) es la causa de que emerjan larvas en lugares donde
pareciera no haber mosquitos. Aunque en este proyecto de investigación
no abordamos directamente el proceso de diapausa, sí se considera que la
eclosión de los huevos es clave para su desarrollo acuático, siendo la dia-
pausa una muestra de ello.

Ahora bien la eclosión sucede después de que se concluye el desarrollo
embrionario. En promedio esto sucede dos días después de que los huevos
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entran en contacto con el agua. Sin embargo, se ha notado dos situaciones
a destacar. La primera, es que no todos los huevos eclosionan al mismo
tiempo aún cuando se ha completado su desarrollo embrionario, y la se-
gunda, es que se han visto experimentos en donde la eclosión de Ae. aegypti
puede presentar una prediapausa; es decir, huevos que aún teniendo con-
diciones para eclosionar no lo hacen [61]. Esta razón hace suponer que la
eclosión en realidad puede variar en el tiempo [62] por alguna razón que
no necesariamente es intrínseca de su desarrollo embrionario.

En este sentido queremos destacar dos resultados que fueron clave para
considerar esta condición tan importante en los modelos:

Gillet et al.., en [62] mencionan que los primeros huevos en incubar
influyen en la perspectiva de los otros huevos, así los mosquitos se
aseguran que una proporción de ellos permanezca sin eclosionar. Esto
sirve como reserva para el futuro. Además de que, en condiciones na-
turales los huevos de diferentes “edades” así como las primeras larvas
de los huevos que ya eclosionaron, navegan sobre la superficie simul-
táneamente causando eclosiones erráticas o variables.

Soares Pinhereo et al., en [18] mostraron el porcentaje de huevos que
eclosionaron cada día para un grupo de huevos puestos en un sistema
acuático al mismo instante. Se describe el proceso de eclosión hasta
que todos los huevos habían eclosionado. La Figura 1.1 representa los
resultados experimentales sobre ese comportamiento de la eclosión a
través del tiempo.

El siguiente paso en el desarrollo son las larvas del primer estadio que
es la forma en la que emerge del huevo. Luego de uno o dos días de ali-
mentarse y crecer, ocurre la muda y surge el segundo estadio [23, 62], así
sucesivamente hasta convertirse en pupas. Aunque se distinguen las larvas
en cuatro instares, en realidad se distinguen por su tamaño y morfolo-
gía, pero esencialmente representan crecimiento; en cambio la pupación
sí implica un proceso de metamorfosis, que usualmente hace distinciones
importantes para el desarrollo [23].
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Figura 1.1: Porcentaje de huevos que eclosionan cada día. Gráfica tomada de [18].

El periodo larval desde la eclosión hasta la pupación puede ser de tan
solo 5 días, pero comúnmente dura de 7 a 14 días [63]. Los tres primeros
estadios se desarrollan rápidamente, mientras que el cuarto demora más
tiempo, pues la larva aumenta más de tamaño y peso. Este proceso puede
prolongarse varias semanas si las condiciones son de baja temperatura o
escasez de alimentos [23]. Las larvas y las pupas de los machos se desarro-
llan más rápido que las hembras [62].

La pupa es la última etapa de desarrollo acuático. Esta etapa suele durar
entre 2 y 3.6 días en condiciones óptimas. A pesar de que las pupas no se
alimentan, sí nadan activamente dentro del contenedor en respuesta a es-
tímulos externos como vibraciones y cambios en la intensidad de la luz [64].

La mortalidad más alta de las formas inmaduras ocurre generalmente
durante los dos primeros estadios larvales. Sin embargo, como la mayoría
de los hábitats no son estables y son vulnerables a la desecación por el sol,
la inundación y el rebosamiento debido a la lluvia es más probable que
estas perturbaciones sean la mayor causa de mortandad de larvas y pupas
[23].
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La mortalidad larvaria por sí misma, es responsable del 89 % del total
de la mortalidad de los estados inmaduros. Además se ha visto que la mor-
talidad es mayor en el último instar larvario. Esto puede deberse a que
en insectos las mayores mortalidades se dan en las etapas cercanas a la
metamorfosis [12].

Se ha mostrado que el desarrollo de las poblaciones inmaduras puede
variar en atención a las características de los recipientes [12, 13, 14], el
clima [15], las lluvias [16], la temperatura [13, 65, 66], o la disponibilidad
del alimento [13, 67].

En otro orden de ideas, una característica importante que se ha mostra-
do que, el desarrollo larval se retrasó a medida que se aumentó la densidad
por la competencia. Esto debido a la limitación del alimento en los conte-
nedores, situación que causó el aumento del tiempo de pupación [64]. Esto
destaca que la coexistencia de larvas, huevos y pupas influye en las tasas de
crecimiento larval. En [68] se menciona que la competencia incluso puede
afectar su tamaño.

El tema principal en este trabajo son las etapas inmaduras del desarrollo
pero dedicamos unas líneas a hablar sobre el mosquito adulto, que si bien
es posible decir muchas más cosas solo mencionaremos algunos detalles en-
focados en su relación con las etapas inmaduras.

El adulto en general corresponde a la fase reproductora, y como la ma-
yoría de los insectos voladores, representa también la fase de dispersión.
Sin embargo, en este caso es probable que haya más transporte pasivo de
huevos y larvas en recipientes que dispersión activa por el insecto adulto
[23].

La mayoría de los mosquitos adultos permanecen a menos de 50 metros
del lugar donde emergieron [23]. En dicha zona es donde realizan el proceso
de oviposición. Se sabe también que este proceso depende de la densidad
de individuos en el recipiente, pues las hembras “deciden” dónde ovipo-
sitar según la presencia de huevos [69]. Se ha reportado que en promedio
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cada mosquito puede ovipositar 75.01 huevos por día durante cinco días
del periodo de oviposición a 25◦C y con un 80 % de humedad relativa [70].

Los mosquitos hembra se alimentan casi enteramente de los humanos,
lo que es clave en su proceso gonotrófico [1] y es también lo que propicia
la dispersión de enfermedades en los humanos.

1.4. Enfoque histórico de las líneas de investigación
que la modelación Matemática ha desarrollado
sobre la dinámica del mosquito Aedes aegypti

Esta sección no pretende mencionar todos los resultados que se han
obtenido con modelos matemáticos relacionados con el tema ni tampoco
hacer una evaluación de dichos resultados. Simplemente buscamos contex-
tualizar lo que históricamente se ha realizado pues justifica que trabajar
este tema desde la modelación matemática es una línea de investigación
importante para resolver problemas con este nivel de impacto.

En general, para el estudio de la problemática epidemiológica de las
enfermedades que se transmiten por mosquito la modelación matemática
ha jugado un papel importante, desarrollando desde varias perspectivas.
Algunos trabajos se desarrollado para estudian la influencia de la trans-
misión vertical del Dengue [71]. Otros trabajos se han desarrollado para
entender el efecto de la enfermedad en dependencia de la edad en los hu-
manos [72, 73]. Estudiar el impacto de las vacunas para evitar los brotes lo
abordaron en [74]. Para prevenir el Dengue grave, es importante entender
la circulación simultánea de los serotipos y las re-infecciones, esto fue desa-
rrollado en [75] y [76] respectivamente. Además, hay trabajos que utilizan
modelos matemáticos para estudia el efecto que las actividades humanas en
la dinámica del Dengue. Por ejemplo en [77] desarrollaron la relación entre
reutilizar llantas y el control del Dengue. Si bien, estos enfoques pueden
resultar muy interesantes para resolver ciertas dudas entorno a estas enfer-
medades, para este trabajo es importante destacar trabajos que se centran
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en modelar la dinámica del mosquito pues justamente es el enfoque de se
desarrollará está investigación.

Los primeros modelos matemáticos más detallados sobre la dinámica
del mosquito son de Gilpin, McClelland y Pearson en 1976, Gilpin y Mc-
Clelland en 1979 y Holling 1959 citados en [78]. Los autores analizaron
los componentes experimentales entre la relación de la temperatura y el
alimento con las tasas de desarrollo, el peso y la pupación (duración del
desarrollo hasta llegar a pupa).

Estos modelos reprodujeron cualitativamente la dinámica de una pobla-
ción de laboratorio que se multiplica en generaciones discretas, pero estos
resultados no pueden extenderse fácilmente para describir una población
que se reproduce continuamente con generaciones superpuestas [78]. Dichos
modelos no consideraban que al sistema (recipiente) se agregaban larvas y
alimento diariamente como sucede en la realidad, lo que tiene un efecto en
la tasa de desarrollo pues estas dependen de la densidad.

En los años siguientes se buscó un enfoque alternativo en los modelos
considerando solamente modelos discretos de edad única, representando la
población total con el fin de estudiar la estabilidad del sistema [79]. En [79]
muestran un análisis de estos modelos a tiempo discreto. Con base en ellos
construyen un modelos continuos que consideran el efecto de la densidad en
la dinámica. Los autores concluyen que la dinámica presenta oscilaciones
amortiguadas o ciclos límite que dependen de la tasa de reproducción.

En [80] se presenta uno de los trabajos más completos hasta ese momen-
to. En él se retoman los primeros modelos de Gilpin, McClelland y Pearson
para presentar una simulación numérica. El objetivo de ese trabajo era des-
cribir las tablas de vida del mosquito en dependencia de las variaciones de
la temperatura y el tipo de recipiente. Este proyecto se desarrolló como
un intento de proporcionar un mecanismo, integral y dinámico que consi-
deraba las relaciones que se sabe que juegan un papel en la vida de estos
mosquitos. En ese trabajo se muestra cómo la temperatura del ambiente
modifica los periodos de duración de los estadios y, además, se afirma que
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la importancia de la evaporación en el desarrollo.

La influencia de la temperatura en la mortalidad y en las tasas de tran-
sición en el ciclo de vida del mosquito ha dado lugar a una línea de in-
vestigación independiente. Por ejemplo en [81] se estudia los parámetros
entomológicos utilizando datos a diferentes temperaturas. Al considerar la
variación de la temperatura es posible estudiar el comportamiento de las
poblaciones de mosquitos con respecto a las estaciones del año.

Desde esta perspectiva estacional, también existen modelos que descri-
ben el comportamiento en el tiempo de las poblaciones de mosquitos, y
cómo cambian con respecto condiciones anuales de la temperatura. En [82]
por ejemplo se presenta un modelo estocástico que considera los paráme-
tros con respecto a las variaciones de temperatura y su efecto en los brotes
de Dengue.

Con otra perspectiva el trabajo desarrollado en [83] plantea modelos
entomológicos dependientes de la variación de la temperatura durante el
año. El modelo considera además el efecto de la densidad poblacional y se
ajustan a las series de tiempo de datos de ovitrampas en Brasil. Al estudiar
los cambios de estación durante el año, la diapausa de los huevos se vuelve
un proceso biológicamente importante a considerar. Por ello en el trabajo
desarrollado en [84] se contempla. En él se muestra un mejor ajuste a la
incidencia de Dengue cuando se considera la diapausa en las poblaciones
de mosquitos.

Otro enfoque para estudiar la variabilidad de la temperatura es el de-
sarrollado en [85], dónde se plantea una versión estocástica del modelo
determinista. Ese modelo considera a los parámetros entomológicos co-
mo variables aleatorias. Con está misma idea de modelos estocásticos, en
[86] incorporan la información meteorológica, como temperaturas diarias y
lluvia. Los autores concluyen que lluvias suficientemente grandes desenca-
denan la eclosión del huevo, y mencionan que esto conduce a picos en las
densidades larvarias.
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En otro orden de ideas, hay trabajos que estudian el efecto de la den-
sidad poblacional sobre la dinámica, esto se ha estudiado considerado en
diferentes etapas del desarrollo. Cómo es el caso de [87] y [88] dónde consi-
deran el efecto de la densidad sobre la tasa de oviposición. En cambio, en
[79] se considera el efecto de la densidad sobre la tasa de supervivencia de
los estadios larvarios. Otro enfoque es el desarrollado en [89] que conside-
ra el efecto de la densidad sobre la tasa de eclosión. Todos estos casos se
presentan en los modelos cómo una función logística.

Los modelos matemáticos más recientes incorporan a la dinámica del
mosquito las medidas de control químico sobre los mosquitos, para enten-
der sus efectos y generar estrategias que permitan optimizar recursos. Por
ejemplo en [70], presentan un modelo de Ecuaciones Diferenciales Parciales
para considerar la dinámica espacial de las poblaciones de mosquitos. Dicho
trabajo utiliza algoritmos genéticos para simular la dinámica en el espacio
de la población de los mosquitos y así determinar el número máximo de
mosquitos, huevos y larvas. En ese trabajo además, se busca dar implica-
ciones sobre la aplicación de insecticida. Los autores llegan a la conclusión
de que la frecuencia óptima de aplicación es cercana a una semana.

Al hablar de estrategias de control químico de vectores, un enfoque di-
ferente es el que se aborda en [90] dónde se estudia por medio de teoría de
control cuál sería la mejor estrategia para utilizar larvicidas y adulticidas.
Los autores buscan determinar una estrategia que permita mantener los
umbrales poblacionales de mosquitos bajos y evitar la propagación de los
arbovirus. En ese trabajo se mostró que las estrategias óptimas de control
deben ser continuas y deben considerar las épocas favorables y no favora-
bles de desarrollo para minimizar costos.

Dado a que el control químico no es el único que se utiliza para el con-
trolar a las poblaciones de mosquitos, es posible encontrar otros trabajos
que incorporan otros métodos de control de vectores. Por ejemplo, en [91]
se busca sentar bases para optimizar las medidas de control biológicas. En
ese trabajo se evalúa el impacto de la depredación y el parasitismo en una
población de mosquitos. Con un sistema de EDOs en [91] modelan la in-
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teracción entre las etapas larvarias, los adultos y los ácaros presentes en
el agua. Por otro lado el control mecánico se aborda en [92]. En dónde se
compara con un control químico para medir su efectividad. Los autores
concluyen que la estrategia óptima de control sería la combinación de di-
chas estrategias.

En la actualidad una de los programas internacionales más importan-
tes para el control de mosquito es el world mosquito program. Este
programa busca la implementación de una estrategia de control biológico
al introducir poblaciones de mosquitos con la bacteria Wolbachia. Se ha
mostrado que dicha bacteria evita la que los mosquitos puedan transmitir
enfermedades como el Dengue y el Zika, entre otras. Debido a que esta bac-
teria se transmite de generación en generación se busca que eventualmente
las generaciones de mosquitos futuras al tener dicha bacteria permita evi-
tar brotes de enfermedades. Esta estrategia de control podría ser la más
segura, sustentable y eficaz para prevenir las enfermedades transmitidas
por mosquito. La modelación matemática también ha contribuido en dicha
línea de investigación, en [93] plantean modelos matemáticos aplicados a
estudiar dicho control biológico/genético.

Si bien estos trabajos se centran en entender la dinámica de las po-
blaciones de mosquitos con diferentes fines. Un enfoque de investigación
interesante es en el que utilizan los modelos matemáticos de dinámica po-
blacional de mosquitos y los acoplan con modelos de dinámica poblacional
de humanos. Esto con el fin de obtener información sobre los brotes de
Dengue. Como es el caso de [84] que ya mencionamos antes y considera
la diapausa de los huevos. Otro ejemplo es el que se presenta en [94] que
relaciona un modelo depredador presa para los estados acuáticos con un
modelo SIR de humanos, para estudiar la relación entre el mosquito y per-
sonas infectadas.

Todos estos trabajos mencionados son de utilidad para dirigir los recur-
sos hacia estrategias de prevención y control que den mejores resultados
y/o a menores costos. Es por ello que, las diferentes líneas de investigación
aquí presentadas tienen un impacto directo en la prevención de enferme-
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dades transmitidas por vectores, y no solo como proyectos de investigación
científica.

Para finalizar esta sección es importante mencionar que en el capítulo
3 se hablará con todo detalle de cómo algunas de las investigaciones antes
mencionadas se relacionan con el proyecto de investigación que sustenta
está tesis. También se mencionará las similitudes, las diferencias o nove-
dades de este proyecto de investigación con respecto a los trabajos antes
citados. Sin embargo, todos los ejemplos antes mencionados permite mos-
trar las diferentes líneas de investigación que se pueden desarrollar desde
la modelación matemática.



Capítulo 2

ANÁLISIS A LOS DATOS DE
CAMPO Y A LOS DATOS DE LA
BIBLIOGRAFÍA
ENTOMOLÓGICA

En este capítulo se desarrolla el estudio de datos previo a la mode-
lación matemática. En él se analizan dos tipos de datos. Los datos que
se encuentran en la bibliografía entomológica que describen la dinámica
del desarrollo de los mosquitos y los datos del experimento de campo que
corresponden a una población inmadura de mosquitos en un recipiente.
El objetivo de estos análisis es obtener los resultados que los datos (bi-
bliográficos y de campo) reflejan y que se deben considerar tanto para el
planteamiento de los modelos como para calibrarlos.

En la primera sección de este capítulo se describe el experimento de
campo. Los datos de este experimento se utilizarán para: calibrar los mo-
delos, realizar la estimación de parámetros involucrados en cada modelo y
sobre todo describir el comportamiento que tiene la dinámica del desarro-
llo. Éstos datos nos permitirán determinar cuál es el comportamiento que
el(los) modelo(s) debe(n) tener.

En esta primera sección, además de entender de donde vienen los datos
del experimento de campo, se realiza una comparación estadística de las
diferentes realizaciones del mismo experimento. Mostramos que el com-
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portamiento de los datos de cada realización es similar. Esto nos permite
afirmar que los datos que utilizamos son “buenos” datos para estudiar la
dinámica y calibrar nuestros modelos.

En la segunda sección se presentan datos que se obtienen de bibliogra-
fía sobre los estados inmaduros del mosquito. Principalmente se consideran
los porcentajes de transición de los estadios larvarios que se dan en [63] y
el porcentaje de eclosión de huevos dados por [18]. Con dichos datos se
realizan dos simulaciones computacionales. En la primera se estudiar el
comportamiento de la transición larvaria y en la segunda se realiza una
simulación del experimento de campo. En cada simulación se muestra la
dinámica en el tiempo de los individuos si cumplieran los porcentajes de
transición que se indican en [18] y en [63].

Los resultados que se destacan del análisis de datos son: la transición
larvaria para la escala de días se puede considerar en promedio simultánea.
La dinámica de una población de mosquitos inmaduros para un ingreso
constante de huevos, converge en ciclos de 24 horas.

Más adelante hablaremos con más detalle cómo cada una de estas im-
plicaciones fueron utilizadas al plantear los modelos matemáticos. Estas
conclusiones son importantes pues nos permiten justificar por qué bastará
con caracterizar el comportamiento cualitativo promedio de los datos de
campo, para describir la dinámica de una población inmadura de mosqui-
tos en un recipiente.

2.1. Datos del experimento de campo

El experimento sobre el cual se habla en está sección se diseñó, planteó
y realizó dentro de la línea de investigación del Dengue en el CEMMAC-
BUAP. Los datos fueron obtenidos en un estudio realizado en Julio 2017
por el Dr. Carlos Antonio Abella Medrano, en su estancia pos doctoral en
la FCFM-BUAP. Dichos datos corresponden una población experimental
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de mosquitos Aedes aegypti en estado acuático en un recipiente.

La primera hipótesis clave en el diseño del experimento a presentar es
que se considera un recipiente en el que hay una acumulación en el tiempo
de mosquitos inmaduros. Esta acumulación se debe a que los individuos
provienen de huevos que ingresan al sistema en momentos diferentes. Sien-
do esta la primera característica del sistema a estudiar, pues como ya se
dijo en la introducción algunos experimentos entomológicos, que miden la
dinámica poblacional de los mosquitos, no consideran que en un criadero
(no experimental) el ingreso de huevos al sistema se da en más de una
ocasión [63].

Esta consideración tiene sentido ya que, se puede dar el caso de que más
de un mosquito elija un mismo criadero para ovipositar, incluso podría su-
ceder que un mismo mosquito oviposite en más de una vez en un mismo
criadero [14, 17]. Esto sin mencionar el hecho de que hay recipientes que
pueden contener huevos en diapausa [61].

El experimento se realizó en la localidad de Rinconada, la cual está si-
tuada en el Municipio de Emiliano Zapata (en el Estado de Veracruz de
Ignacio de la Llave). En esta localidad se encuentra la Unidad de Bioensa-
yos de la Secretaría de Salud del Estado de Veracruz (SESVER), quiénes
cuentan con la infraestructura básica y condiciones adecuadas para la cría
masiva de Aedes aegypti. Se encuentra a 260 msnm. El clima es templado-
húmedo-regular con una temperatura promedio diaria de 25.2◦C, y una
precipitación pluvial media anual es de 2,779.1 milímetros.

El experimento

Cabe destacar que aprovechar las condiciones ambientales y los recursos
disponibles, se realizaron simultáneamente 6 repeticiones del mismo expe-
rimento. Por ello, en adelante es necesario distinguir el experimento de una
realización. Para referiremos a la metodología para recolectar los datos di-
remos experimento y a cada una de estas 6 repeticiones del experimento
la llamaremos realización.
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El experimento se realizó con una temperatura promedio de 25-30◦C,
una humedad relativa del 70-80 % y con un fotoperiodo de 12 horas de luz y
12 horas de oscuridad. El experimento se llevo a cabo para tres tipos de re-
cipientes de policarbonato. Cada recipiente contenía 2 litros de agua y 0.8
gramos de alimento. Los tres tipos de recipiente corresponden a charolas
rectangulares de 30× 25 cm2 con una profundidad de 5 cm, recipientes de
28×20 cm2 con 15 cm de alto y recipientes circulares de 28cm de diámetro
y 15cm de alto. De forma simultánea el experimento se realizó dos veces
por cada tipo de recipiente, lo que nos da las 6 realizaciones del experi-
mento. A cada recipiente se le depositaron 100 huevos diarios durante 25
días. Las mediciones empezaron al onceavo día del experimento y después
de ello cada dos días. Cada día de conteo y registró la cantidad de larvas,
pupas y de adultos.

Es importante mencionar que para que el conteo de los individuos no
afectara la dinámica, por cada realización del experimento se tenían 25
recipientes a los cuales se les agregaban 100 huevos diarios. Para contar los
individuos se eliminaba uno de los recipientes, pero la dinámica de los de-
más recipientes seguía intacta. Es decir, se asumió que el comportamiento
de la dinámica es el mismo en todos los recipientes, entonces para la re-
colección de los datos no hubo interrupción de la dinámica y en principio
corresponden a los datos que se hubieran obtenido si se realizará todo en
un mismo recipiente.

Análisis estadístico de los resultados del experimento

El siguiente análisis estadístico de los datos del experimento en Rinco-
nada se desarrolla como un primer aporte de este trabajo de tesis. Esta
sección busca entender la información que el experimento presenta sobre
la dinámica.

Los datos obtenidos en el experimento de Rinconada antes planteado,
corresponden a la cantidad de individuos presentes en el sistema. Los cua-
les se toman cada dos días a partir del día once del experimento. Por lo
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tanto, dichos datos permiten representar la dinámica en el tiempo de cada
estadio. Las seis repeticiones se realizaron en simultáneo así que estas seis
realizaciones se obtienen bajo las mismas condiciones ambientales. Dado
que lo que sucedía en cada recipiente no afectaba a los otros recipientes, se
tienen seis muestras independientes del experimento que son idénticamen-
te distribuidas. Esto, si se considera que la forma del contenedor no tiene
efecto en la dinámica. Lo cuál es significativo porque con ello se afirma que
los datos se pueden utilizar para calibrar los modelos.

En esta sección se muestra gráficamente que efectivamente las seis rea-
lizaciones describen la misma información sobre dinámica poblacional; es
decir, representan la misma distribución empírica y por ello son de utilidad
para relacionarlos con los modelos de dinámica poblacional.

Las gráficas Q-Qplot son una representación gráfica para comparar la
distribución empírica de un conjunto de datos con una distribución de pro-
babilidad. Usualmente se consideran los errores de los datos con respecto
a algún modelo matemático. Mediante gráficas Q-Qplot se comparan con
los errores con la distribución normal, para verificar la normalidad de los
errores. Este tipo de gráficas también es utilizado para comparar si dos
muestras de datos que corresponden a alguna distribución inferida o im-
plícita [95]. Justamente es lo que se realizará en este caso para mostrar
que las realizaciones de el experimento en Rinconada representan la mis-
ma distribución implícita.

Definimos a la serie de tiempo generada con el promedio de las seis
realizaciones del experimento como la serie promedio, y denominare-
mos errores al promedio a la diferencia entre cada realización a la serie
promedio. Primero se verifica la relación entre las realizaciones y la serie
promedio.

En la Figura 2.1 se presenta para cada estadio, la gráfica Q-Qplot que
compara los errores al promedio de las 6 realizaciones contra la serie pro-
medio. Con ella es posible afirmar que aunque los errores al promedio no
tienen una distribución normal si parecen tener una distribución similar
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con respecto a ella. Esto se corrobora relacionando uno a uno los errores
al promedio las realizaciones entre sí.
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(a) Gráfica Q-Qplot para los datos de
larvas del primer instar
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(b) Gráfica Q-Qplot para los datos de
larvas del segundo instar
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(c) Gráfica Q-Qplot para los datos de
larvas del tercer instar
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(d) Gráfica Q-Qplot para los datos de
larvas del cuarto instar
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(e) Gráfica Q-Qplot para los datos de
pupas

Figura 2.1: Comparación, por cada estadio, de las seis realizaciones del experimento con la serie
promedio mediante gráficas Q-Qplot.
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En la Figura 2.2, se presenta la comparación de los errores de las seis
realizaciones a la serie promedio para la dinámica de las larvas de primer
instar. De manera similar en la figuras 2.3, 2.4, 2.5 y 2.6 se presenta está
comparación para la dinámica de larvas del segundo, tercer, cuarto instar
y para las pupas respectivamente. En cada subgráfica de la fila i-ésima y
el renglón j corresponde a la comparación de los errores al promedio de
la i-ésima realización del experimento contra los errores al promedio de la
j-ésima realización. Estás gráficas representan una comparación Q-Qplot
de la distribución de los errores al promedio de una realización contra el
error al promedio de las demás realizaciones.

Las gráficas dadas la Figura 2.2, en la Figura 2.3, en la Figura 2.4, en la
Figura 2.5 y en la Figura 2.6 permiten mostrar que la distribución de los
errores de cada realización al promedio es similar para todas las realiza-
ciones. Con ello afirmamos que la serie promedio de las realizaciones es un
buen representante del experimento. Esta primera conclusión importan-
te pues implícitamente parece que la forma del recipiente no parece estar
afectando para la dinámica.
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Figura 2.2: Comparación dos a dos de los errores al promedio de las seis realizaciones del
experimento para los datos del primer estadio larvario (Larva 1). La comparación mediante
Q-Qplot entre los errores al promedio del experimento i y el experimento j se presenta en la
gráfica de la fila i, columna j.
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Figura 2.3: Comparación dos a dos de los errores al promedio de las seis realizaciones del
experimento para los datos del segundo estadio larvario (Larva 2). La comparación mediante
Q-Qplot entre los errores al promedio del experimento i y el experimento j se presenta en la
gráfica de la fila i, columna j.
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Figura 2.4: Comparación dos a dos de los errores al promedio de las seis realizaciones del
experimento para los datos del tercer estadio larvario (Larva 3). La comparación mediante
Q-Qplot entre los errores al promedio del experimento i y el experimento j se presenta en la
gráfica de la fila i, columna j.



2.1. DATOS DEL EXPERIMENTO DE CAMPO 35

5

0

5
Ex

p1

10

5

0

5

Ex
p2

0

5

10

15

20

Ex
p3

10

0

10

20

Ex
p4

20

10

0

10

Ex
p5

5 0 5
Exp1

10
5
0
5

10

Ex
p6

10 0
Exp2

0 10 20
Exp3

0 20
Exp4

20 0
Exp5

10 0 10
Exp6

Figura 2.5: Comparación dos a dos de los errores al promedio de las seis realizaciones del
experimento para los datos del cuarto estadio larvario (Larva 4). La comparación mediante
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Conclusiones de los datos experimentales de campo

1. La serie de tiempo descrita como la serie promedio de las seis rea-
lizaciones de experimento es un buen representante para extraer la
información que las seis realizaciones del experimento.

2. Las gráficas presentadas en las figuras 2.2, 2.3, 2.4, 2.5 y 2.6 permi-
ten mostrar que las realizaciones del experimento difieren de la serie
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promedio de la misma manera. Esto es, la error al promedio del ex-
perimento 1 y el error al promedio de experimento 2 tiene la misma
relación. Por lo que, podemos asumir que, aunque los experimentos
no son iguales se “parecen” de la misma manera a la serie promedio.

Antes de concluir está sección y cómo una conclusión adicional se pre-
sentan las gráficas Q-Qplot que relacionan los datos seis realizaciones del
experimento. En las figuras 2.7, 2.8, 2.9, 2.10, 2.11 se realiza una com-
paración mediante Q-Qplot de los datos para cada estadio. En ellas se
comparan dos a dos las seis realizaciones del experimento. Con dichas grá-
ficas se puede mostrar que idea de que las realizaciones se “parecen” a la
serie promedio es aún más fuerte. Ya que lo que en realidad sucede es que
las distribuciones empíricas de las muestras del experimento representan
en realidad es la misma distribución empírica. Cómo un trabajo a futuro,
se plantea desarrollar a detalle está conclusión pues podría implicar que la
dinámica poblacional no depende de la forma del recipiente.
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Figura 2.7: Comparación de la distribución empírica las seis realizaciones del experimento de
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campo para los datos del estadio Larva 2. El gráfico de la fila i y columna j es un Q-Qplot de
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Figura 2.9: Comparación de la distribución empírica las seis realizaciones del experimento de
campo para los datos del estadio Larva 3. El gráfico de la fila i y columna j es un Q-Qplot de
experimento i contra el experimento j.
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Figura 2.10: Comparación de la distribución empírica las seis realizaciones del experimento de
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Figura 2.11: Comparación de la distribución empírica las seis realizaciones del experimento de
campo para los datos del estadio Pupal. El gráfico de la fila i y columna j es un Q-Qplot de
experimento i contra el experimento j.
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2.2. Análisis de datos dados en la literatura entomo-
lógica sobre las transiciones entre los estadios

Los modelos matemáticos que se estudiarán para este proyecto de inves-
tigación considerarán características intrínsecas de la especie, para descri-
bir con la mayor certeza el comportamiento del mosquito inmaduro. Este
primer análisis de datos que se encuentran en las referencias entomológicas
dio pauta para determinar qué información se toma en cuenta al plantear
y estudiar los modelos.

El libro Aedes aegypti, The Yellow Fever mosquito de S. Rickard Chris-
tophers [63], es un referente importante para estudiar el mosquito pues
tiene una recopilación de la información que hasta el año de 1960 se tenía
sobre el Ae. aegypti. En él se presenta información detallada sobre diferen-
tes características de la especie y a pesar de que existe información más
actualizada todavía se sigue considerando un texto clave en las investiga-
ciones relacionadas con la materia.

Para este análisis nos centraremos únicamente en la sección que descri-
be comportamiento de la duración de los estadios larvarios. En este texto
muestra una tabla de los porcentajes de transición de un experimento de
dinámica larvaria. Está tabla será la que tomaremos como base para este
primer estudio.

Los dos objetivos de esta sección son: entender el comportamiento de
los porcentajes transición larvaria y describir el efecto de la saturación del
sistema. Para ello se realizaron dos análisis diferentes.

En el primer estudio se utilizaron los porcentajes que describen la tran-
sición de las larvas dado en [63]. Se considerarán los porcentajes desde el
momento que se convierten en larvas hasta que se convierten en pupas.
Esta simulación computacional de los que dichos porcentajes representan
nos permitirá describir la forma en que los individuos inmaduros de Ae.
aegypti transitan entre los instares. Esto permitirá describir el comporta-
miento de las transiciones larvarias.
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El segundo estudio que se realizó es un experimento de superposición
que representa un sistema similar al experimento de campo. Es decir, un
recipiente al cual ingresan diariamente 100 huevos. El objetivo no solo
de mostrar sistema que se genera gráficamente, sino el de entender la el
comportamiento de la saturación cuando hay presencia de poblaciones de
diferentes “edades” superpuestas.

Para este segundo caso, además de considerar los porcentajes de transi-
ción dados en [63], se considerarán los resultados sobre el comportamiento
de la eclosión dados en [18]. Este segunda consideración permitirá, de al-
guna manera, tomar en cuenta que la eclosión es variable en el tiempo.
Los porcentajes de eclosión en dependencia del tiempo se muestran en la
Figura 1.1. Esta hipótesis también se agregará a los modelos por estudiar.

Cabe destacar que, ni los datos de la tabla dada en [63], ni los dados en
[18] consideran la mortalidad de los individuos. Por lo que, éste estudio no
puede ser usado para compararlo con los datos experimentales de campo,
pues al no incluir la mortalidad no son comparables ya que el experimento
sí existe mortalidad de individuos. No obstante son de utilidad para dar
detalles sobre el efecto que tiene ingresar huevos al sistema con cierta fre-
cuencia.

Antes de mostrar cada experimento comenzaremos describiendo qué in-
formación nos proporciona la tabla. Mencionaremos además las considera-
ciones que tuvimos que hacer para realizar nuestros estudios.

Sobre los datos de la tabla

Es más común encontrar en la literatura trabajos que muestren la dura-
ción de toda la etapa larvaria completa, que por estadios. Aunque se sabe
que la duración de la etapa larvaria total corresponde a la suma de los
tiempos de cada instar [63]. En [63] se menciona que es importante estu-
diar de forma separada el periodo de cada estadio larvario. Dado que los
valores de la duración se obtienen de forma estadística y debido a que el
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comportamiento puede variar según las condiciones del sistema, es posible
encontrar valores diferentes según el experimento desarrollado.

En [63] se afirma que la duración total del periodo larvario, en condi-
ciones óptimas, es entre 6 y 14 días. Los primeros tres estadios larvarios se
desarrollan más rápidamente que el cuarto estadio. Esto se justifica pues
el aumento de peso y tamaño de la larva es considerable. Además de que
en condiciones de baja temperatura o escasez de alimento el cuarto estadio
puede prolongarse varias semanas.

Debido a que todos los resultados se obtienen de forma estadística, el
autor en [63] explica que existen dos formas de determinar la duración de
las etapas con dos tipos de experimentos:

Una metodología de medición corresponde a seguir el desarrollo de lar-
vas aisladas. Este tipo de experimentos tiene la desventaja de que es difícil
asegurar que las condiciones de la larva aislada son las que se producen en
un recipiente real. Aunado al hecho de que para tener un resultado estadís-
tico válido se requiere gran cantidad de ensayos individuales. Esto complica
su validación. Un ejemplo de este tipo de experimentos es el realizado con
12 larvas aisladas por Macfie. Él estimó que el tiempo que tomo en cada
estadío larvario es de 24, 24, 24 y 24-50 horas respectivamente.

Un segundo método experimental es hacer recuentos del porcentaje de
estadios presentes a diferentes horas del sistema. Este método no interfiere
con desarrollo larval y es más realista. Un experimento de este tipo es el
que describe la Tabla 2.1. Dicho experimento se realizó a 28◦C y muestra
el desarrollo de las larvas hasta la etapa de pupas. Para ese experimento
se consideró que los huevos eclosionaron casi simultáneamente dentro de
los primeros 15 minutos o menos de ser puestos en el sistema. Así que, se
puede suponer que todas las larvas deberían tener la misma “edad” y por
lo tanto tener el mismo comportamiento.

La Tabla 2.1 fue tomada del libro [63] y muestra el porcentaje de indivi-
duos de cada estadio que se encuentran en el sistema, cada cierto el tiempo.
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Tabla 2.1: A diferentes horas se muestra el porcentaje de larvas de cada instar. Tabla tomada
de [63].

La hora cero corresponde a cuando eclosionan los huevos y muestra las me-
diciones a diferentes horas hasta que todos los individuos se convirtieron
en pupas.

En el texto se sugiere para medir la duración del cada estadio que se
considere el momento cuando el 50 % de la población total está en una
etapa y el otro 50 % en la etapa siguiente. Así la duración de los estadios
será tiempo que transcurre desde que al menos el 50 % de la población llego
al estadio r y hasta que el 50 % pase al siguiente estadio r + 1.

Con esta idea los tiempos de duración en cada estadio larvario que se
determinan con la tabla son: casi 24 horas para los primeros 3 instares,
aunque el primer instar es un poco más largo, y el segundo especialmente
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es más corto. El cuarto instar que dura aproximadamente de la hora 68
hasta la hora 144, que es donde, el 50 % de los individuos llegaron del tercer
al cuarto estadio, hasta que el 50 % de la población se convierte en pupa,
es decir, dura 70 horas.

La Tabla 2.1 muestra algunas inconsistencias, pues en ciertas horas in-
dicaba que el 100 % de los individuos habían pasado al siguiente estadio y
por alguna razón, que no explicaba el texto, un momento después volvía a
haber porcentaje no cero de individuos en el instar anterior. Así que proce-
dimos a eliminar dichos datos “erráticos”. Por lo que a la tabla se omitieron
los datos de las siguientes horas: 48,49,52,78,94,117,139.

Estudio 1. Estudio de los porcentajes de transición de las larvas

La Tabla 2.1 muestra cómo se encuentra la población dividida en di-
ferentes instantes de tiempo. Dado que se necesita saber qué parte de la
población pasó a la siguiente etapa a cada hora. El primer trabajo realiza-
do fue calcular la diferencia del porcentaje que pasó en determinada hora
menos el porcentaje que ya había pasado en las horas anteriores. Esta di-
ferencia corresponde al porcentaje que realmente cambió de estadio en ese
lapso de tiempo. Para que esto tuviera sentido es importante que la suma
de estas diferencias (porcentajes de transición), correspondieran a que el
100 %; es decir, nos aseguramos que todas las larvas de un estadio habían
pasado al estadio siguiente.

En las tablas 2.2, 2.3, 2.4, 2.5 se muestran los porcentajes de transición
correspondientes para cada estadio. Estos porcentajes son los calculados
como se explicó en el párrafo anterior.
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Hora

del experimento

Porcentaje de transición

de larva 1 a larva 2

22 0

23 11

24 22

25 11

26 12

27 13

28 28

29 3

Tabla 2.2: Porcentajes de transición del primer estadio larvario al segundo estadio larvario
calculados de la Tabla 2.1.

Hora

del experimento

Porcentaje de transición

de larva 2 a larva 3

44 0

45 26

46 37

47 20

50 2

54 13

55 2

Tabla 2.3: Porcentajes de transición del segundo estadio larvario al tercer estadio larvario cal-
culados de la Tabla 2.1.
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Hora

del experimento

Porcentaje de transición

de larva 3 a larva 4

68 0

69 27

70 13

71 2

72 26

73 8

76 7

92 8

96 3

102 6

Tabla 2.4: Porcentajes de transición del tercer estadio larvario al cuarto estadio larvario calcu-
lados de la Tabla 2.1.

Hora

del experimento

Porcentaje de transición

de larva 4 a pupa

121 0

122 50

141 38

144 12

Tabla 2.5: Porcentajes de transición del cuarto estadio larvario al estadio de pupas calculados
de la Tabla 2.1.

Las conclusiones que se pueden extraer de las tablas 2.2, 2.3, 2.4 y 2.5
son:

El porcentaje de transición entre la larva 1 y la larva 2 cada hora
corresponde entre el 12-25 %. Todas las larvas mudan en a lo más 5
horas desde que la primera larva que mudó.

La transición entre la larva 2 y la larva 3 sucede en poco más de 10
horas desde que la primera larva pasó.

La transición total entre la larva 3 y la larva 4, dura poco más de 30
horas pero casi el 100 % de las larvas han mudado entre la hora 69 y
la hora 78; es decir, casi todas las larvas realizan su transición en 11
horas.
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Para la transición entre la larva 4 y pupa, es posible ver que hay dos
momentos en los que las larvas se convirtieron en pupa la primera
mitad es la hora 120 y la otra en la hora 140. En este caso si pasaron
20 horas.

Hasta aquí, los resultados que podemos afirmar son: las primeras tres
transiciones larvarias son muy similares. Todas ellas tienen una duración
promedio de 24 horas y casi todas las larvas transitan al siguiente instar
en menos de 12 horas. En cambio, la muda de las larvas de cuarto instar
más lenta, pero en promedio todas transitan al mismo instante, de hecho la
mitad lo hace a la hora 120 y la otra mitad de la población 20 horas después.

Ahora bien si se considera que una población de huevos que eclosionan
casi en simultáneo cumple con estos porcentajes de transición. En la Figura
2.12 se muestra el comportamiento de la dinámica de esos 100 individuos,
desde su eclosión hasta su pupación.

Para este primer estudio, se asume que los huevos son de la misma edad
a y eclosionan de forma simultánea. Sin embargo, en la realidad, así como
en los datos que se estudiarán en este proyecto de investigación (experi-
mento en Rinconada) no sucede así. Es por esta razón que se desarrolló el
siguiente estudio, donde se considera que la eclosión de los huevos no es
simultánea.

aEs claro que el concepto de edad usual desde el nacimiento de los individuos dado en años no es
útil para hablar de mosquitos. Sin embargo, dado que nos interesa nombrar de alguna manera al tiempo
que tienen los individuos tienen en el sistema llamaremos edad a este tiempo. De alguna manera es lo
que la palabra edad representa. Para que tenga sentido en los mosquitos consideraremos a la edad de los
individuos como el tiempo en días que llevan inmersos en el sistema.
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Figura 2.12: Dinámica del desarrollo de cien huevos un recipiente. Desde su eclosión hasta la
etapa de pupas, considerando los porcentajes de transición dados por las tablas 2.2, 2.4, 2.5.

Estudio 2. Experimento de superposición

Con la intención de describir el comportamiento de la superposición de
los huevos y larvas en el mismo sistema se realiza el siguiente experimento.
El cual considera las Tablas 2.2, 2.3, 2.4, 2.5 del estudio anterior y los datos
de eclosión dados en la Figura 1.1. Además se supone se agregan cada 24
horas 100 huevos nuevos, de edad “cero”.

Para el segundo estudio numérico se considera que los huevos eclosionan
en bloques según los porcentajes dados en la Figura 1.1. Es decir, para el
día 1 el 7.7 %, para el día 2 el 76.4 % , para el día 3 eclosiona el 9.5 %, para
el día 4 el 3 %, para el día 5 el 1.3 % y para el día 6 eclosiona el 2.1 %.

Para explicar un poco lo que se realizó, consideramos que de los primeros
cien huevos en el sistema a las primeras 24 horas de iniciar el experimento
solo el 7.7 % eclosionan. Así a la hora 24 hay 7.7 individuos de larva 1 y el
resto de la población continua siendo huevo de “edad 1”. Y como cada día
se agregan otros 100 huevos de “edad cero”, a la hora 24 hay 100 huevos de
“edad cero”, 100-7.7 huevos de “edad 1” y 7.7 larvas 1. Las primeras larvas
2 aparecerán en la hora 47 del inicio del experimento pues se tomaron 24
horas para eclosionar y 23 horas para convertirse en larva 2. Note que en
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cada instar sucede algo similar pues de larva 2 a larva 3 la primera transi-
ción sucede a la hora 45 de haber eclosionado; es decir, el primer bloque de
larvas que proviene de los primeros 7.7 huevos que eclosionaron a la hora
45 son larvas 3. El proceso se continúa considerando ambas dinámicas (los
porcentajes de eclosión dados por 1.1 y los porcentajes de transición dadas
en 2.2, 2.3 2.4, 2.5.
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(a) Dinámica de Huevos en el tiempo
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(b) Dinámica de Larva 1 en el tiempo
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(c) Dináica de Larva 2 en el tiempo
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(d) Dináica de Larva 3 en el tiempo
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(e) Dinámica de Larva 4 en el tiempo

Figura 2.13: Simulación del experimento que considera la superposición diaria de los huevos e
individuos. Esta simulación considera las porcentaje de transición de larvas dadas por las tablas
2.2, 2.3, 2.4, 2.5 y los porcentajes de eclosión dados en la Figura 1.1.

En la Figura 2.13 se muestran las dinámicas de los primeros 15 días
para cada estadio. En ella es posible ver que todas convergen a un estado
estacionario en forma de ciclos periódicos de 24 horas.
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En seguida se presentan los resultados obtenidos:

1. Los primeros huevos aparecen a la hora 0 de haber iniciado el experi-
mento y acaban de mudar a larva 1 a la hora 143. La dinámica de los
huevos con la superposición y la eclosión variable tiene un comporta-
miento periódico de periodo 23 horas que inicia a la hora 144.

2. Las primeras larvas 1 aparecen a la hora 24 de haber iniciado el expe-
rimento y acaban de mudar todas a larva 2 a la hora 172. La dinámica
de las larvas 1 con la superposición y eclosión variable tiene un com-
portamiento periódico de periodo 23 horas que inicia a la hora 167.

3. Las primeras larvas 2 aparecen a la hora 47 de haber iniciado el expe-
rimento y acaban de mudar a larva 3 a la hora 198. La dinámica de
larvas 2 con la a superposición y eclosión variable tiene un comporta-
miento periódico de periodo 23 horas que inicia a la hora 189.

4. Las primeras larva 3 aparecen a la hora 69 de haber iniciado el experi-
mento y acaban de mudar todas a larva 4 a la hora 245. La dinámica
de larvas 3 con la superposición y eclosión variable tiene un compor-
tamiento periódico de periodo 23 horas que inicia a la hora 270.

5. Las primeras larvas 4 aparecen a la hora 93 de haber iniciado el expe-
rimento y acaban de mudar todas a pupa a la hora 288. La dinámica
de larvas 4 con la superposición y eclosión variable tiene un compor-
tamiento periódico de periodo 23 horas que inicia a la hora 294.

En las gráficas de la Figura 2.14 se muestran los ciclos que genera esta
dinámica y es importante mencionar que a partir de la hora 93 ya hay
siempre presencia de los 4 estadios larvarios y pupas en el sistema y a par-
tir de la hora 293 exactamente todos los estadios larvarios tienen dinámica
cíclica, es decir, al día 11 o 12 del experimento el comportamiento de todos
los estadios es estable en ciclos de 24 horas.

De los dos estudios presentados anteriormente, se obtienen las siguien-
tes conclusiones. Dichas conclusiones serán de utilidad para los modelos
matemáticos a plantear.
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Figura 2.14: Experimento de superposición, el cual considera la eclosión variable y los porcen-
tajes de transición larvaria calculados de la Tabla 2.1.

Las transiciones de los estadios larvarios se pueden considerar cons-
tantes en el tiempo para la dinámica en escala de días.

La dinámica de los primeros tres estadios es similar, no así la diná-
mica del estadio larvario 4 lo cual tiene sentido pues requiere mayor
cantidad de recursos.

Si en un sistema solo se ingresan huevos una sola ocasión no existe
competencia de recursos. En cambio, en la dinámica que considera el
ingreso de huevos al sistema con cierta frecuencia si existe competen-
cia. Esto pues hay en el mismo instante de tiempo diferentes estadios
larvarios en el sistema.

En un sistema en el cuál ingresan 100 huevos diarios, se tendrá una
dinámica en ciclos límite de 24 horas. La misma frecuencia con la que
ingresan al sistema los huevos, lo cual tiene sentido en un problema
matemático con una fuente periódica cómo este.

El comportamiento de la eclosión variable es importante y determina
la forma de los ciclos de cada estadio.

Cada estadio tiende un ciclo de 24 horas. Estudiar el sistema en escala
de días se perdería el detalle de los ciclos, pero no la dinámica general.

La estabilidad del sistema con una fuente de 100 huevos diarios se
puede visualizar desde el día 12 de iniciado el experimento. Los datos
de Rinconada fueron tomados a partir de día 11. Así que los modelos
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a estudiar deben mostrar la dinámica promedio al momento de la
estabilidad del sistema.
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Capítulo 3

MODELACIÓN MATEMÁTICA
DE UNA POBLACIÓN
INMADURA DE MOSQUITOS
AEDES AEGYPTI

Como se ha mencionado con anterioridad el objetivo de este trabajo
es, mediante modelación matemática determinar las características del de-
sarrollo de una población inmadura de mosquitos en un recipiente. En
este capítulo, se presentan y estudian modelos matemáticos que toman en
cuenta una o más suposiciones entomológicas y describen dicha dinámica
poblacional. La finalidad es elegir el modelo que mejor describa la dinámica
de los datos del experimento en campo.

En el capítulo 4 se habla con mayor detalle cómo es que se realizan las
comparaciones y la justificación de la elección del mejor modelo. Por ahora
nos centraremos en mostrar resultados teóricos de los modelos estudiados.

Una parte fundamental del resultado de este proyecto de investigación
es la metodología utilizada para la elección de las hipótesis que los mode-
los consideran. Dicha metodología justifica que la elección del modelo, que
mejor describe los datos experimentales no es aleatoria, ya que represen-
ta consideraciones entomológicas importantes. Siendo esa la contribución
central de esta tesis. Elegir un modelo que considere características ento-
mológicas importantes de las poblaciones de mosquitos y que además, sea

57
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el modelo más cercano al comportamiento de los datos del experimento en
Rinconada.

Debido a la importancia de la metodología es que en la primera sección
de esté capítulo se explican las ideas que se utilizaron al plantear los mo-
delos.

3.1. Metodología para plantear los modelos

El por qué estudiar la dinámica de los mosquitos desde la modelación
matemática es una linea de investigación amplia, de la cuál platicamos un
poco en la sección 1.4. En dicha sección se mencionaron diferentes enfoques
de estudio que se han desarrollado desde la modelación matemática para
comprender las enfermedades que transmite el mosquito. Ahora se retoman
algunos de los trabajos mencionados para mostrar el contraste o similitud
con este proyecto de tesis.

En trabajos como los desarrollados en [70, 90, 91] el objetivo principal
de estudiar la dinámica de una población de mosquitos es acoplarlos con
modelos clásicos SIR de humanos. Dichos trabajos estudian la incidencia
de Dengue o miden el efecto de las medidas de control. Así que no es su
objetivo principal entender los detalles de la población de mosquito si no,
la influencia de la cantidad de mosquitos en la incidencia de las enferme-
dades. Es por ello que, solo consideran a las fases inmaduras del mosquito
como una misma población, aun cuando los estadios son biológicamente
diferentes.

En cambio, el objetivo de este estudio sí es describir, al menos cualita-
tivamente, lo que sucede en la dinámica del desarrollo de una población
inmadura de mosquitos. Para caracterizar los aspectos importantes de la
dinámica es útil agregar los detalles importantes de la misma. Es por esto
que, nosotros sí consideraremos todos los estadios involucrados en el desa-
rrollo inmaduro (huevo, larvas con sus 4 instares y pupas).



3.1. METODOLOGÍA PARA PLANTEAR LOS MODELOS 59

Plantear modelos matemáticos más extendidos permite representar más
información de lo que se desea modelar y por lo tanto son una represen-
tación más “cercana” a la realidad. Si bien está la razón principal para
considerar todos los estadios, realizarlo no solo será útil para determinar
los detalles que caracterizan la dinámica. Los autores de [81] concluyeron
que modelos más detallados permiten medir con mayor precisión el efecto
de larvicidas como medida de control. Así que, este enfoque detallado tam-
bién permitiría, en un futuro, evaluar la efectividad de algunas medidas
de control. Estas razones son por las que desarrollar modelos con todos
los estadios merece la pena, aun cuando se tenga mayor cantidad de va-
riables y parámetros pues permite entender mejor el desarrollo poblacional.

En otro orden de ideas, en diferentes referencias entomológicas se mues-
tra que los mosquitos inmaduros presentan variación en la duración de sus
estadios según diferentes condiciones del sistema. Por ejemplo, el clima
[15], las lluvias [16], el material de recipientes [12, 13, 14], la temperatura
[13, 65, 66] o el alimento disponible [13, 67]. A pesar de ello, para este
trabajo dichas condiciones se consideraran fijas y de hecho, se estudiará
la dinámica para las condiciones en las que se realizó el experimento de
campo (temperatura promedio de 25 ◦ C y humedad relativa del 80%)
lo que de alguna manera simplifica las cosas.

Claro que esta simplificación caracteriza este trabajo y es contrastan-
te con otros modelos que se han estudiado antes como los realizados en
[65, 80, 81, 82]. Esto debido a que el objeto de estudio es diferente. Ellos
plantean sus modelos para estudiar el efecto de las variaciones de la tempe-
ratura o bajo diferentes condiciones ambientales. Sin embargo, el efecto de
dichas variaciones se refleja en la variación de la duración de los estadios
y como consecuencia el valor de las tasas y no en la dinámica en sí misma.
Así que, los modelos que aquí se estudiarán pueden, después, ser empleados
bajo otros valores de los parámetros que sí consideren la diferencia tem-
peraturas, humedad o alimento. Es por ello, que fijar las condiciones del
contexto será suficiente el objetivo de describir el comportamiento cualita-
tivo de la dinámica.



60 CAPÍTULO 3. MODELACIÓN MATEMÁTICA DE MOSQUITOS INMADUROS

La siguiente suposición entomológica clave para este proyecto es que, el
sistema (recipiente) tiene un ingreso de huevos de forma frecuente mediante
un agente externo. En la naturaleza el agente externo al recipiente son los
mosquitos adultos, pero para la situación experimental que se estudiará,
el ingreso de huevos al sistema se realiza de forma controlada por huma-
nos. Si bien, en el experimento de Rinconada la frecuencia y cantidad de
huevos es conocida (100 huevos por día), en un recipiente no experimental
esto lo define la oviposición de los mosquitos de la zona. Esta suposición
permite estudiar el efecto de densidad que se genera cuando se van acumu-
lando individuos de diferentes edades b. Esta hipótesis es importante para
una aproximación realista de la dinámica en un criadero pues se sabe que
desarrollo de los estadios inmaduros depende de la saturación del sistema
[64, 68].

Los modelos que se plantearán consideran otras dos suposiciones: si las
tasas involucradas son constantes o variables en el tiempo y el efecto que
la saturación del sistema tiene en el desarrollo de los estadios inmaduros.
En seguida se muestra cómo se estudió cada una de esas hipótesis en los
modelos.

Las primera hipótesis a es estudiar fue si las tasas de transición larva-
ria eran constantes o variables en el tiempo. Para ello en el capítulo 2, se
presentó la simulación computacional del experimento de campo que con-
sidera los datos la duración de los estadios dados en [63]. En ese estudio se
concluyó que si bien las tasas de transición larvaria para la dinámica con-
siderada en horas presentan una variación, al ver lo que sucede en bloques
de 24hrs éstas tienen un comportamiento constante.

Si consideramos que realizar el conteo de los individuos cada día y no
cada hora permite ahorrar costos y evita perturbaciones a los experimen-
tos. Además de que se ha mostrado que la estimación de los parámetros
entomológicos a partir de observaciones registradas cada 24 horas no pro-

bRecordemos que hablamos de la edad de los individuos como el tiempo los días que llevan inmersos
en el sistema, y no desde la eclosión de los huevos.
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duce errores más altos que si se estiman con muestras de mayor frecuencia
[81]. Bastará con estudiar el sistema desde la unidad en días, así que la
transiciones larvarias serán constantes.

En otro orden de ideas en [79] concluyen que una función exponencial
de un parámetro es adecuada para describir la mortalidad dependiente de
la densidad. Así que de manera análoga a ellos en este trabajo se conside-
rará las tasas de mortalidad constantes. Con estas dos ideas en mente se
plantea el primer modelo a estudiar. El Modelo de tasas constantes que
se asume que las transiciones suceden, en promedio, de manera simultánea
cada determinado tiempo. Este modelo considera la dinámica más clásica
de una población en compartimentos.

La siguiente suposición entomológica se ha planteado en trabajos co-
mo los desarrollados por los autores de [96, 69, 97] quienes afirman que
la saturación del sistema tiene efecto sobre el comportamiento de los hue-
vos. El segundo modelo a estudiar permite considerar ese efecto. Para ello,
modificamos el modelo anterior de tasas constantes y consideramos la com-
petencia por saturación del recipiente sobre la eclosión como un compor-
tamiento logístico sobre ella. Éste modelo será denominado el Modelo de
coeficientes constantes y saturación logística de la eclosión.

Este modelo no es el primero que se plantea en este sentido. De hecho,
es posible encontrar modelos que consideran la competencia que existe
entre los individuos por recursos o por espacio. Dichos modelos agregan
términos logísticos con una capacidad de carga sobre la dinámica de los
huevos [79, 83, 87, 88, 89, 91, 99]. Algunos de ellos lo hacen en la tasa de
oviposición, otros en la de eclosión y otros lo consideran en ambas tasas
simultáneamente. Debido a que este trabajo no considera la oviposición
pues, representa una situación experimental controlada por humanos, solo
lo se estudia el efecto de la saturación en la eclosión.

La siguiente suposición es que, a diferencia de la suposición de tasas
constantes para las larvas, la eclosión parece tener un comportamiento va-
riable en el tiempo [18, 62]. Esto es por que la cantidad de huevos que
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eclosionan cada día depende del tiempo que estos huevos tengan en el sis-
tema. Para estudiar esta suposición se plantea un Modelo de edad, que
considera que los huevos varían su eclosión según el tiempo que tienen en
el sistema, su edad.

Para este modelo se considera la forma de eclosión presentada en el expe-
rimento que se realizó en [18]. Para este caso de estudio, ingreso constante
de huevos, se muestra que la suposición de eclosión variable se convierte
a partir del día 10 en una tasa efectiva constante de eclosión. La cuál de-
pende de la cantidad de huevos que ingresan al sistema. Este resultado nos
permitió definir el Modelo de tasa de eclosión efectiva a partir del día
10 de la dinámica.

Estos primeros modelos se estudiaron de forma analítica mostrando la
estabilidad de su dinámica, además se obtienen resultados sobre los pará-
metros involucrados, lo que puede ser de utilidad si se consideran genera-
lizaciones de este trabajo.

La siguiente suposición corresponde por agregar a la tasa de eclosión
efectiva la condición de la densidad. Para ello, se plantean 4 variantes del
modelo de tasa efectiva. Se considera primero, que la competencia logísti-
ca solo depende del primer instar larval. Luego se agrega la competencia
en dependencia de la suma de dos primeros y después la dependencia con
la suma de los tres primeros y finalmente la competencia con la suma de
los cuatro instares larvarios. Estudiar cada modelo por separado permite
determinar cuál es la mejor aproximación a los datos.

El último planteamiento que se consideró es que la competencia intra-
específica afecta al desarrollo larval. Esto se tomo en cuenta pues se sabe
que la competencia entre los estadios afecta su desarrollo [23, 68, 97]. Dado
que no es claro cuál es la suposición correcta pues no mencionan especí-
ficamente de que es lo que sucede, es decir, quién compite con quien. Se
estudiaron diferentes hipótesis que consideraban lo que tiene sentido bioló-
gico, agregando diferentes términos logísticos a las dinámicas de los estadios
larvarios. Finalmente la idea clave que se considera es que las larvas tercer
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y cuarto instar, por tamaño, pueden “ganar” los recursos a las larvas del
primer y segundo instar tanto en alimento como en espacio. Con esta idea
se plantea el modelo que denominado Modelo de productividad para
el ingreso constante.

Después de plantear cada modelo con respecto a las diferentes suposi-
ciones estos se comparan con los datos del experimento en campo. Dicha
comparación se realizó numéricamente, con el fin de verificar cuál de ellos
era el que mejor reflejaba el comportamiento cualitativo de los datos de
campo.

En este sentido hay algo más que mencionar y es que de manera análoga
a lo que muestra en [79], y la simulación del experimento que se presenta
en el capítulo 2 muestra que el sistema presentará ciclos límite cada 24 ho-
ras alrededor de un promedio. Así que al comparar los modelos estudiados
con los datos experimentales lo que en realidad se espera describir es el
promedio estable de dichos ciclos límite.

Resta mencionar que para realizar el análisis numérico antes mencio-
nado, primero se realizó una revisión sobre los valores de los parámetros
en la bibliografía. Los valores que se toman en cuenta corresponden a los
datos se obtienen bajo las mismas condiciones en las que se realizó el ex-
perimento de Rinconada. Con ello se obtiene un rango donde los valores
de los parámetros tendría sentido.

Hay que destacar que antes de comparar los modelos entre sí se rea-
lizaron simulaciones Monte Carlo para estimar el valor de algunos de los
parámetros involucrados. Los rangos mencionados en el párrafo anterior
fueron considerados para realizar dichas estimaciones. Así las estimaciones
no solo dan el valor que mejor aproxima los datos, si no que los valores
están en dentro del rango dado por otros experimentos de campo bajo
condiciones similares. La estimación de los parámetros permite obtener el
mejor valor de ellos; es decir, el valor de los parámetros para los que la
dinámica dada por los modelos se acerca más al comportamiento de los
datos. Está “mejor” dinámica nos permitió dar una medida de compara-
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ción entre los modelos.

El planteamiento de los modelos y su estudio teórico se presenta en las
siguientes secciones de este capítulo 3. Las simulaciones numéricas así co-
mo las estimaciones de parámetros y las comparación de los modelos se
desarrolla en el capítulo 4.

La siguiente observación corresponde a una notación general que se uti-
lizará para plantear todos los modelos a estudiar.

Observación 3.1. Se denota por H a la cantidad de huevos que ingresan
al sistema cada día, para este estudio tiene un valor de 100 huevos; s in
embargo, para el análisis de los modelos se deja indicado como H pues
así los resultados se podrán replicar variando dicho valor. Debido a que
se considerarán todos los estadios inmaduros, para denotar a los cuatro
instares larvarios en el instante t se utiliza lr(t) para r = 1, 2, 3, 4, para las
pupas p(t) y los huevos h(t).

Para las tasas se utiliza la siguiente notación: definimos por τ0 1 a la
tasa de transición de huevos a larvas de primer instar, τr r+1 a la tasa de
transición de un estadio larvario r al estadio larvario r + 1, y τ5 6 será la
tasa de transición de pupas a mosquitos. Aunque no se estudia específica-
mente el comportamiento del estadio adulto si es importante representar
dicha transición, ya que está relacionada con la cantidad de mosquitos que
logran emerger del recipiente. Además, definimos a µ0 como tasa de mor-
talidad de los huevos, µr tasa de mortalidad de larvas del estadío r−ésimo
y µ5 tasa de mortalidad de pupas.

La tasa de τ0 1 también se puede llamar tasa de eclosión pues justamente
representa la eclosión de los huevos. Así como τ4 5 se llamará también tasa
de pupación pues corresponde a la transición de larva a pupa.

Las siguiente notación nos permitirá una forma más reducida que será
útil para algunos cálculos αi j = µi + τi j, τ = τ1 2τ2 3τ3 4τ4 5, βi j =
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αi i+1αi+1 i+2...αj−1 j, .

3.2. Modelo de tasas constantes

3.2.1. Planteamiento del modelo

El primer modelo a estudiar es el que representa la idea clásica de mo-
delación de poblaciones que se pueden ver como compartimientos. En este
modelo se supone que en promedio, un porcentaje de individuos de cada
estadio, transita a la siguiente en determinado tiempo fijo y el resto fallecen.

Este modelo es de interés debido a las conclusiones obtenidas en el capí-
tulo 2, donde se muestra que para un sistema considerado en días las tasas
de transición larvaria son constantes. Además de que en [79] se afirma que
las tasas de mortalidad son constantes para un sistema con competencia
de individuos. Así que la cantidad de individuos que mueren o transitan al
siguiente estadio es posible representarla por el producto de la tasa (mor-
talidad o transición) por la cantidad de individuos de cada estadio en el
instante t. Para representar el ingreso al sistema de forma constante se
agrega a la dinámica de los huevos una fuente constante.

Con esta idea, se plantea el primero modelo a estudiar el Modelo de
tasas constantes, el cuál corresponde a las siguientes ecuaciones:

dh

dt
= H − µ0h− τ0 1h,

dl1
dt

= τ0 1h− µ1l1 − τ1 2l1,

dl2
dt

= τ1 2l1 − µ2l2 − τ2 3l2,

dl3
dt

= τ2 3l2 − µ3l3 − τ3 4l3,

dl4
dt

= τ3 4l3 − µ4l4 − τ4 5l4,

dp

dt
= τ4 5l4 − µ5p− τ5 6p.

(Eq. 3.1)
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Dado que el modelo representa una población real de mosquitos es de
interés que la solución del sistema de ecuaciones (Eq. 3.1) tenga sentido
biológico. Es decir, es importante que cada variable sea positiva en cada
instante. Así que se definimos al conjunto de interés o sentido biológico
cómo:

Ω1 = {(h, l1, l2, l3, l4, p) ∈ R6
+ : l1 + l2 + l3 + l4 + p > 0 para todo t > 0}

A continuación demostraremos un lema que será fundamental en lo sigue
para la demostración de los teoremas donde se prueba que los modelos
que consideramos son congruentes con la realidad biológica, es decir, si
las condiciones iniciales “tienen sentido biológico”, entonces sus soluciones
conservan esa propiedad para todo t > 0, o sea, durante toda su evolución
temporal.

Lema 3.1. Sea A(t) y B(t) funciones reales continuas con A(t) ≥ 0,
definida en el intervalo [0,∞) con A(t) no idénticamente nula . Entonces,
cualquier solución x(t) de la ecuación diferencial lineal de primer orden
dada por

dx(t)

dt
= A(t) + B(t)x(t),

cuya condición inicial sea no negativa (x(0) ≥ 0), se mantiene positiva
para todo t > 0 (x(t) > 0).

Más aún, para cualquier intervalo abierto (t0, t1) con t0 ≥ 0, donde A(t) se
anule solamente en un número finito de puntos, se tendrá que la solución
x(t) se mantiene estrictamente positiva en el intervalo (t0, t1].

DEMOSTRACIÓN. En efecto, para cualquier t0 ≥ 0 se cumple que
si B(t) es una primitiva de B, tal que B(0) = 0 y t ≥ t0, entonces:

x(t) = x(t0)e
B(t) + eB(t)

∫ t

t0

A(u)e−B(u)du.

La primera afirmación del lema se deduce de la expresión anterior to-
mando t0 = 0 y la segunda afirmación se obtiene directamente de dicha
expresión teniendo en cuenta que ambos sumandos en la parte derecha son
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no negativos, pero en el segundo caso el término integral es estrictamente
positivo para todo t ∈ (t0, t1].

Ahora enunciaremos el teorema que anunciamos, antes del enunciado
del Lema 3.1.

Teorema 3.1. Para el modelo (Eq. 3.1), si las condiciones iniciales son
tales que h(0) ≥ 0, l1(0) ≥ 0, l2(0) ≥ 0, l3(0) ≥ 0, l4(0) ≥ 0, p(0) ≥ 0,
entonces las respectivas soluciones serán estrictamente positivas para todo
t > 0.

DEMOSTRACIÓN. Nótese que la ecuación para la función h(t) se
desacopla del resto del modelo y su solución se expresa de forma explícita
mediante la ecuación:

h(t) = h(0)e−(µ0+τ0 1)t +
H

µ0 + τ0 1

(
1− e−(µ0+τ0 1)t

)
,

la cual es estrictamente positiva para todo t > 0, siempre que h(0) ≥ 0.

Si sustituimos esta expresión en la ecuación para l1(t) y aplicamos la se-
gunda parte del Lema 3.1 para A(t) = τ0, 1h(t) y B(t) = −(µ1 + τ1 2), con-
cluimos que l1(t) > 0 para todo t > 0. Repitiendo el mismo razonamiento
consecutivamente para l2(t), l3(t), l4(t) y p(t), se obtiene el resultado de-
seado.

3.2.2. Valor estacionario y estabilidad

Por otro lado, para estudiar la estabilidad del sistema (Eq. 3.1) el valor
estacionario se desprende de la siguiente ecuación: 0 = H − µ0h − µ1l1 −
µ2l2−µ3l3−µ4l4−pµ5− τ5 6, que se obtiene al igual a cero cada ecuación y
sumarlas, así que para 5 variables libres tenemos que el estado estacionario
queda determinado por p∗ = H−µ0h−µ1l1−µ2l2−µ3l3−µ4l4

µ5τ5 6
, el cual es estable,

pues la asociada a la matriz jacobiana del sistema que debemos estudiar
es de la forma:
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

−α0 1 0 0 0 0 0

0 −α1 2 0 0 0 0

0 τ1 2 −α2 3 0 0 0

0 0 τ2 3 −α3 4 0 0

0 0 0 τ3 4 −α4 5 0

0 0 0 0 τ4 5 −α5 6


por lo que el polinomio que resulta de calcular el determinante es:

DET = (−(α0 1+λ))∗(−(α1 2+λ))∗(−(α2 3+λ))∗(−(α3 4+λ))∗(−(α4 5+λ))∗(−(α5 6+λ))

cuyas raíces corresponden a

λi = −α0 1 = −(µi + τi i+1) < 0

pues cada parámetro debe ser positivo. Esto demuestra que el sistema
(Eq. 3.1) tiene un estado estacionario estable.

Para este modelo es posible obtener la solución explícita del sistema
despejando e integrando cada una las ecuaciones, en seguida se muestra la
solución:

h(t) = H(1− e−α0 1) + h(0)eα0 1t

l1(t) = τ0 1h(t)(1− e−α1 2t) + l1(0)e
−α1 2t

l2(t) = τ1 2l1(t)(1− e−α2 3t) + l2(0)e
−α2 3t

l3(t) = τ2 3l3((1− e−α3 4t) + l3(0)e
−α3 4t

l4(t) = τ3 4l3((1− e−α4 5t) + l4(0)e
−α4 5t

p(t) = τ4 5l4(1− e−α5 6t) + p(0)e−α5 6t

donde podemos ver que la solución dependerá recursivamente de los esta-
dos anteriores y como consecuencia del valor de h y este a su vez de H.
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Con este resultado se concluye la presentación y análisis del modelo de
coeficientes constantes (Eq. 3.1). Este modelo corresponde al modelo más
sencillo que representa una población como la de los mosquitos, en la que
la transición entre los estadios depende de tasas constantes. Se mostró
que dicho sistema tiene solución con sentido biológico si las condiciones en
las que inicia tienen sentido biológico. Además se verifica que converge a
un estado estacionario estable y que la solución depende directamente de
cuántos huevos ingresan al mismo (H).

En este modelo se denota como τ0 1 a la tasa de eclosión intrínseca de
la especie así que τ0 1h(t) es el promedio de larvas del primer instar que
se generan por día como resultado de la eclosión de huevos. En el modelo
Eq. 3.1 se considera que la tasa de eclosión es constante. Sin embargo,
diferentes investigaciones han planteado que existe un efecto en la eclosión
debido a la saturación del sistema, es decir, los huevos tienen la capacidad
intrínseca de detener su proceso de eclosión según la densidad de individuos
presentes en el recipiente [62, 97]. Esta suposición es justamente la con-
dición que se considerará para el desarrollo del siguiente modelo a estudiar.
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3.3. Modelo con tasas constantes y saturación logís-
tica

3.3.1. Planteamiento y análisis de la solución

En este modelo se estudia el efecto que la saturación del sistema tiene
sobre la eclosión de huevos. Para agregarlo definimos un término logístico
de la forma (1 − a(t)

C ) donde a(t) es el total de individuos presentes en el
sistema, es decir, a(t) = l1(t) + l2(t) + l3(t) + l4(t) + p(t) y donde C co-
rresponde a la capacidad de carga de sistema. En adelante llamaremos a
esta expresión como el término de saturación logística. Este termino nos
permite definir la tasa de eclosión sistémica (que depende del sistema) co-
mo τ0 1(1− a(t)

C ), ya que al multiplicar esta expresión por h(t) se representa
que la cantidad de huevos que se convierten en larvas depende de cuántos
individuos hay en el sistema. Esta condición se agrega al modelo en lugar
de la tasa de eclosión constante. Las demás tasas se mantienen constantes.

Con esta idea el modelo que considera el efecto que la densidad de
individuos en el sistema afecta al proceso de eclosión, es el que llamare-
mos Modelo de coeficientes constantes y saturación logística de la
eclosión y se representa mediante las siguientes ecuaciones:

dh

dt
= H − µ0h− τ0 1h

(
1− a

C

)
,

dl1
dt

= τ0 1h
(
1− a

C

)
− µ1l1 − τ1 2l1,

dl2
dt

= τ1 2l1 − µ2l2 − τ2 3l2,

dl3
dt

= τ2 3l2 − µ3l3 − τ3 4l3,

dl4
dt

= τ3 4l3 − µ4l4 − τ4 5l4,

dp

dt
= τ4 5l4 − µ5p− τ5 6p,

(Eq. 3.2)

De manera análoga al modelo anterior es de interés que las soluciones
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del sistema (Eq. 3.2) tengan sentido biológico. Por ello, es importante que
cada variable sea positiva en cada instante de tiempo, y que, el total de
especímenes de cada estadío en cualquier instante de tiempo, no sobrepase
la capacidad de carga del criadero, es decir, a(t) ≤ C para cualquier t. Así
que definimos al conjunto de interés biológico para este modelo como:

Ω2 = {(h, l1, l2, l3, l4, p) ∈ R6
+ : C ≥ a > 0},

donde R6
+ denota el conjunto de vectores de R6 con coordenadas no nega-

tivas.
De manera análoga al modelo anterior el siguiente resultado permite ga-

rantiza que las soluciones del sistema (Eq. 3.2) permanecen en la región de
sentido biológico cuando las condiciones iniciales se toman en esta región.

Teorema 3.2. Si las condiciones iniciales en t = 0 para el modelo (Eq. 3.2)
pertenecen a Ω2 ⊂ R6, entonces las correspondientes soluciones del sistema,
están contenidas en el interior de Ω2 para todo t > 0.

DEMOSTRACIÓN.Dividiremos la demostración en varias partes.

Primera parte. En primer lugar notemos que si aplicamos el Lema
3.1 a la primera ecuación del sistema (Eq. 3.2), tomando A(t) = H y
B(t) = −τ0 1

(
1− a

C

)
independientemente de los valores que tome a(t), se

concluye que h(t) > 0 para todo t > 0. También es fácil concluir del Lema
3.1 y de las ecuaciones para l2(t), l3(t), l4(t) y p(t), que para cualquier
intervalo abierto (t0, t1) contenido en [0,∞), donde l1(t) sea no negativo y
se anule en sólo un número finito de puntos, se tendrá que l2(t), l3(t), l4(t)
y p(t), serán estrictamente positivas para todo t ∈ (t0, t1].

En efecto, el resultado se concluye para l2(t) aplicando el Lema 3.1, si se to-
ma A = τ0 1l1(t) y B(t) = −(µ2+ τ2 3). A continuación, mediante el mismo
procedimiento el resultado se extiende a l3(t) y sucesivamente a l4(t) y p(t).

Segunda parte. Consideremos ahora la ecuación para l1(t) en un en-
torno de t = 0 y demostremos que existe una vecindad a la derecha de
t = 0 donde l1(t) es estrictamente positivo. Esto es trivial si l1(0) > 0.
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Supongamos entonces que se tenga que l1(0) = 0.

De la ecuación para l1(t) se tendrá que

dl1(0)

dt
= τ0 1h(0)

(
1− a(0)

C

)
. (Eq. 3.3)

De (Eq. 3.3) se tendrá que si h(0) > 0 y a(0) < C, entonces dl1(0)
dt > 0

y, por lo tanto, en una vecindad a la derecha de t = 0, se cumpliría que
l1(t) > 0.

Por otro lado si se tuviera que h(0) = 0 o que a(0) = C, entonces
dl1(0)
dt = 0. En este caso podemos tener tres combinaciones posibles: h(0) = 0

con a(0) < C, h(0) > 0 con a(0) = C, y h(0) = 0 con a(0) = C.

Asumamos que se tiene el primer caso; es decir, se cumple que h(0) = 0
con a(0) < C, si derivamos la ecuación para l1(t) y evaluamos el resultado
en t = 0. En este caso tendríamos que

d2l1
dt2

(0) = τ0 1
dh

dt
(0)

(
1− a(0)

C

)
− τ0 1

C
h(0)

da

dt
(0)− (µ1 + τ1 2)

dl1
dt

(0).

(Eq. 3.4)
Pero, de la ecuación para h(t) evaluada en t = 0 tendríamos que dh

dt (0) = H
y, por lo tanto, de (Eq. 3.4) obtendríamos que:

d2l1
dt2

(0) = τ0 1H

(
1− a(0)

C

)
Entonces del hecho que l1(0) = 0, dl1dt (0) = 0 y d2l1

dt2 (0) > 0 y de la fórmula
de Taylor aplicada hasta el segundo orden a l1(t) en un intervalo [0,t] con
t suficientemente cerca de t = 0, se tiene que l1(t) > 0 para todo t en una
vecindad a la derecha de t = 0.

En el segundo caso, cuando h(0) > 0 y a(0) = C, de (Eq. 3.4) se obtiene
que:

d2l1
dt2

(0) = −τ0 1

C
h(0)

da

dt
(0) (Eq. 3.5)
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Sí ahora sumamos las ecuaciones del sistema (Eq. 3.2) para l1(t),l2(t),
l3(t), l4(t) y p(t), obtendremos:

da

dt
= τ0 1h

(
1− a

C

)
− (µ1l1 + µ2l2 + µ3l3 + µ4l4 + µ5p+ τ5 6p) (Eq. 3.6)

Sí evaluamos esta ecuación en t = 0, entonces del hecho que a(0) = C
se tendrá que

da(0)

dt
= −(µ1l1(0)+µ2l2(0)+µ3l3(0)+µ4l4(0)+µ5p(0)+τ5 6p(0)) (Eq. 3.7)

Pero hemos supuesto que las condiciones iniciales pertenecen a Ω2 y, por
lo tanto, todos los números l1(0),l2(0), l3(0), l4(0) y p(0), son no negativos y
su suma es estrictamente positiva, de donde se concluye que al menos uno
de ellos es estrictamente positivo. Pero cómo µ1, µ2, µ3, µ4, µ5, τ5 6 son
estrictamente positivos, entonces la parte derecha de la igualdad (Eq. 3.7)
es estrictamente negativa y, por lo tanto da(0)

dt < 0.

Luego de (Eq. 3.5) se concluye que, en este caso d2l1
dt2 (0) > 0, y aplicando

el mismo razonamiento de la fórmula de Taylor, que aplicamos en el caso
anterior, de nuevo se obtiene que l1(t) > 0 en una vecindad a la derecha
de t = 0.

Finalmente, consideraremos el tercer caso, en el que h(0) = 0 con a(0) =
C. En este caso, de (Eq. 3.4) se tendrá que d2l1

dt2 (0) = 0, pero, entonces si
derivamos dos veces la ecuación para l1(t) y evaluamos el resultado en
t = 0, se obtiene:

d3l1
dt3

(0) = τ0 1

(
d2h(0)

dt2

(
1− a(0)

C

)
− 2

C

dh(0)

dt

da(0)

dt
− h(0)

C

d2a(0)

dt2

)
− (µ1 + τ1 2)

d2l1(0)

dt2

de donde, usando la igualdad (Eq. 3.6) y el hecho de que dh(0)
dt = H, se llega

a :

d3l1
dt3

(0) = − 2

C

dh(0)

dt

da(0)

dt
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d3l1
dt3

(0) =
2

C
H(µ1l1(0) + µ2l2(0) + µ3l3(0) + µ4l4(0) + µ5p(0) + τ5 6p(0))

y, por lo tanto d3l1
dt3 (0) > 0.

Entonces utilizando el desarrollo de Taylor de orden 4 para l1(t) en una
pequeña vecindad a la derecha de t = 0, llegamos a que l1(t) > 0 para todo
t en esa vecindad.

Finalmente, como conclusión de está segunda parte de la demostración,
se tiene que si las condiciones iniciales pertenecen a Ω2, entonces l1(t) > 0,
para todo t en una cierta vecindad a la derecha de t = 0.

Tercera parte. Si ahora consideramos la preimagen por l1(t) del con-
junto unitario {0} el cual es cerrado, tendremos que l−1

1 {0} es un subcon-
junto cerrado en t ≥ 0 que, a lo sumo contiene al 0 como un punto aislado,
lo cual ocurriría si l1(0) = 0, debido a la conclusión final de la segunda par-
te. Entonces el conjunto cerrado l−1

1 {0} \ {0} podría ser el conjunto vacío,
en cuyo caso l1(t) será estrictamente positivo para todo t > 0. Sin embargo,
el conjunto l−1

1 {0} \ {0} también podría ser un compacto cerrado no vacío
que tendría un mínimo t0 > 0. En este caso, el punto t0 sería el primer
número real estrictamente positivo con la propiedad de que l1(t0) = 0 y
l1(t) > 0 para todo t ∈ (0, t0).

A continuación mostraremos que este segundo caso no puede realizarse
y, por lo tanto, si l1(0) ≥ 0, entonces l1(0) > 0 para todo t > 0.

Cuarta parte. En efecto, comencemos demostrando que en este segun-
do caso, las funciones l2(t), l3(t), l4(t) y p(t), tendrían que ser estrictamente
positivas en el intervalo semiabierto (0, t0].

Este resultado se obtiene para l2(t) como consecuencia del Lema 3.1, to-
mando A(t) = τ1 2l1(t) y B = −(µ2 + τ2 3). Después se obtiene el resultado
para l3(t) tomando A(t) = τ2 3l2(t) y B = −(µ3 + τ3 4); para l4(t) tomando
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A(t) = τ3 4l3(t) y B = −(µ4 + τ4 5); para p(t) tomando A(t) = τ4 5l4(t) y
B = −(µ5 + τ5 6).

Por otra parte, es fácil ver que, la ecuación (Eq. 3.6) es equivalente a:

d

dt

(
1− a(0)

C

)
=

1

C
(µ1l1+µ2l2+µ3l3+µ4l4+µ5p+τ5 6p)−

τ0 1

C
h

(
1− a(0)

C

)
(Eq. 3.8)

Aplicando el Lema 3.1 a esta ecuación, definiendo A = 1
C (µ1l1 + µ2l2 +

µ3l3+µ4l4+µ5p+τ5 6p) y a B = τ0 1

C h. Pero del resultado de la tercera parte
y del inicio de esta cuarta parte, se concluye que l1(t),l2(t), l3(t), l4(t) y
p(t), son estrictamente positivos en el intervalo (0, t0] y como los coeficien-
tes µ1, µ2, µ3, µ4, µ5, τ5 6 también son estrictamente positivos, entonces
A > 0 para todo t ∈ (0, t0] y del Lema 3.1 se concluye que 1− a(t)

C > 0 en
(0, t0] y, por lo tanto a(t) < C en (0, t0].

Si ahora consideramos la ecuación para l1(t) del sistema (Eq. 3.2) y la
evaluamos en t0, entonces del hecho que l1(t0) = 0, tendríamos que:

dl1(t0)

dt
= τ0 1h(t0)

(
1− a(t0)

C

)
> 0

y esto es una contradicción con el hecho de que estamos suponiendo que
l1(t) > 0 en (0, t0). En efecto de esto último se debería concluir que
dl1(t0)
dt ≤ 0.

Luego, la suposición de que existe un primer t0 > 0 donde l1(t0) es
errónea y concluimos que l1(t) > 0 para todo t > 0. Pero entonces, repi-
tiendo el mismo razonamiento del inicio de esta cuarta parte, llegaríamos
a que l2(t), l3(t), l4(t) y p(t), son estrictamente positivas para todo t > 0
y del razonamiento recién usado con la ecuación (Eq. 3.8) concluimos que
a(t) < C para todo t > 0.

Finalmente, de esta conclusión, podemos afirmar que si las condiciones
iniciales del sistema (Eq. 3.2) pertenecen a Ω2, entonces el vector solución
(h(t), l2(t), l2(t), l3(t), l4(t), p(t)) se mantiene para todo t > 0, en el interior
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de Ω2, es decir, todas sus componentes son estrictamente mayor que cero
y a(t) < C.

Observación 3.2. Notemos que, de la ecuación para h(t) en el siste-
ma (Eq. 3.2) y del hecho que h(t)

(
1− a

C

)
> 0 para todo t > 0 se tie-

ne que dh
dt + µ0h < H. Multiplicando a cada lado de esta desigualdad

por eµ0t e integrando en ambos lados de 0 a t se llega a que h(t) <

h(0)e−µ0t + H
µ0
(1 − e−µ0t) < h(0) + H

µ0
y, como en el experimento que

se realizó para identificar a los parámetros en los modelos se tenía que
l1(0) = l2(0) = l3(0) = l4(0) = p(0) = 0, entonces obtenemos que h(t) < H

µ0

para todo t > 0.

Utilizando este resultado de nuevo en la ecuación para h(t) llegaríamos
a que:

dh

dt
+ µ0h > H

(
1− τ0 1

µ0

)
de donde, repitiendo un procedimiento similar al anterior llegaríamos a
que:
h(t) > H

µ0

(
1− τ0 1

µ0

)
(1−e−µ0t) y este resultado, junto con la cota anterior

nos dice que en cualquier momento siempre van a haber huevos disponibles
para eclosionar y una cantidad acotada por H

µ0
.

Si consideramos la cota superior para h(t) en la ecuación para l1(t)
obtenemos que

d

dt
l1 + (µ1 + τ1 2)l1 < τ0 1

H

µ0
.

Multiplicando esta ecuación a cada lado por e(µ1+τ1 2)t e integrando de 0 a
t, teniendo en cuenta que l1(0) = 0, se obtiene:

l1(t) <
τ0 1H

µ0(µ1 + τ1 2)
= lmáx.

1 .

Sí ahora sustituimos esta cota para l1 en la ecuación l2(t) y sucesi-
vamente para l3, l4, y p, se obtienen los estimados siguientes para todo
t > 0 :
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l2(t) < lmáx.
2 =

τ1 2

(µ2 + τ2 3)
lmáx
1

l3(t) < lmáx.
3 =

τ2 3

(µ3 + τ3 4)
lmáx
2

l4(t) < lmáx.
4 =

τ3 4

(µ4 + τ4 5)
lmáx
3

p(t) < pmáx. = τ4 5

(µ5 + τ5 6)
lmáx
4

3.3.2. Estados estacionarios y estabilidad del sistema

Sobre la estabilidad del sistema dado por las ecuaciones de (Eq. 3.2),
es posible demostrar que tiene dos puntos estacionarios, sus componentes
quedan determinadas en términos del valor estacionario de las pupas p∗,
de la siguiente forma:

h∗ =
H

µ0
− β1 6

τµ0
p∗,

l∗1 =
β2 6

τ
p∗,

l∗2 =
β3 6τ1 2

τ
p∗,

l∗3 =
β4 6τ1 2τ2 3

τ
p∗,

l∗4 =
β5 6τ1 2τ2 3τ3 4

τ
p∗,

(Eq. 3.9)

donde,

p∗ =
(φC + ψH)±

√
(φC + ψH)2 − 4γHC

2
. (Eq. 3.10)

Las expresiones explícitas de φ, ψ y γ se proporcionarán en seguida.
Recordemos que antes hemos definido a τ = τ1 2τ2 3τ3 4τ4 5, y a βi j =
αi i+1αi+1 i+2...αj−1 j. Para llegar a este resultado basta encontrar el valor
de las variable en las que se anula la derivada, es decir, igualado el sistema
(Eq. 3.2) a cero, esto es:
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0 = H − µ0h− τ0 1h
(
1− a

C

)
,

0 = τ0 1h
(
1− a

C

)
− µ1l1 − τ1 2l1,

0 = τ1 2l1 − µ2l2 − τ2 3l2,

0 = τ2 3l2 − µ3l3 − τ3 4l3,

0 = τ3 4l3 − µ4l4 − τ4 5l4,

0 = τ4 5l4 − µ5p− τ5 6p,

(Eq. 3.11)

como a = l1+ l2+ l3+ l4+p. Despejando τ0 1h(1− a
C ) de la primera ecuación

y sustituyéndolo en la segunda obtenemos el siguiente sistema lineal de 5
ecuaciones:

0 = H − µ0h− (α1 2)l1,

0 = τ1 2l1 − (α2 3)l2,

0 = τ2 3l2 − (α3 4)l3,

0 = τ3 4l3 − (α4 5)l4,

0 = τ4 5l4 − (α5 6)p.

(Eq. 3.12)

Ahora bien, si recordamos que a = l1+ l2+ l3+ l4+ p entonces en el estado
estacionario encontrado antes tenemos:

a∗ =

[
β2 6 + β3 6τ1 2 + β4 6τ1 2τ2 3 + β5 6τ1 2τ2 3τ3 4 + τ

τ

]
p∗.

Si definimos

Ka :=

[
β2 6 + β3 6τ1 2 + β4 6τ1 2τ2 3 + β5 6τ1 2τ2 3τ3 4 + τ

τ

]
=

[
β2 6 + β3 6τ1 2 + β4 6τ1 2τ2 3 + β5 6τ1 2τ2 3τ3 4

τ
+ 1

]
,

entonces a∗ = Kap
∗.
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Observación 3.3. Note que por definición Ka > 1 pues todos los paráme-
tros deben ser no negativos.

Para determinar los posibles valores de p∗, sustituimos el valor de a∗ en la
primera ecuación del sistema (Eq. 3.2). Nótese que eso nos una ecuación
cuadrática en p, ya que tanto a∗ como h∗ dependen de p∗. Por lo tanto, los
valores de p∗ que sean raíces de la siguiente ecua ción:

0 =
−Hτ0 1

µ0
+ p

[
β1 6

τ
+
τ0 1HKa

µ0C
+
τ0 1β1 6

µ0τ

]
−

[
τ0 1β1 6Ka

µ0τC

]
p2

para γ = τ
β1 6Ka

, φ = µ0+τ0 1

Kaτ0 1
, ψ = τ

β1 6
, Λ = −τ0 1β1 6Ka

µ0τC
, tenemos que p∗ será la

solución de

− Λ[γHC − (φC + ψH)p+ p2] = 0, (Eq. 3.13)

donde p∗ estará dado por (Eq. 3.10),

p∗ =
(φC + ψH)±

√
(φC + ψH)2 − 4γHC

2
.

Si reescribimos el discriminante (φC +ψH)2− 4γHC, de (Eq. 3.10) como:((
1− µ0

τ0 1

)
C
Ka

+ ψH
)2

−4ψH C
ka

y lo desarrollamos como una ecuación cua-
drática de de la variable C

Ka
, tenemos:(

C

Ka
− ψH

)2

+
µ0
τ0 1

C

Ka

((
2 +

µ0
τ0 1

)
C

Ka
+ 2ψH

)
la cual es estrictamente positiva. De ello sigue que los dos valores p∗+ y
p∗− dados por (Eq. 3.10), son diferentes, reales y estrictamente positivos.

Por otro lado, para que el punto de equilibrio dado por las expresiones
(Eq. 3.9) y (Eq. 3.10), tenga sentido biológico es necesario que H− β1 6

τ p
∗ >

0 y 1− a∗

C > 0, es decir, se debe cumplir

p∗ < ψH (Eq. 3.14)
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y
p∗ <

C

Ka
. (Eq. 3.15)

En adelante denotaremos a p∗+ y p∗− los valores de p∗ que corresponden
respectivamente al signo + y − en la expresión (Eq. 3.10).
Los resultados anteriores nos permiten hablar sobre las condiciones para
que el estado estacionario del modelo tenga sentido biológico.

Teorema 3.3. Para todo H > 0 y C > 0 se cumple

p∗− < mín
{
ψH,

C

Ka

}
≤ máx

{
ψH,

C

Ka

}
< p∗+ (Eq. 3.16)

más aún, si φC − ψH < 0, tenemos

p∗− <
C

Ka
< ψH < p∗+ (Eq. 3.17)

Demostración. De la ecuación (Eq. 3.17) se obtiene (Eq. 3.16), cuando
φC − ψH < 0. Comencemos demostrando (Eq. 3.17).

Nótese que, en ese caso, la desigualdad C
Ka

< ψH es consecuencia de
C
Ka

< φC > ψH, por lo tanto, es suficiente mostrar que p∗− < C
Ka

y
p∗+ > ψH. Para ver que p∗− < C

Ka
, consideraremos la desigualdad

2

(
p∗− − C

Ka

)
=

µ0
τ0 1

C

Ka
+ψH− C

Ka
−
√
(φC + ψH)2 − 4γHC. (Eq. 3.18)

El lado derecho de (Eq. 3.18) será negativo, si y solo si,(
µ0
τ0 1

C

Ka
+ ψH − C

Ka

)2

− (φC + ψH)2 − 4γHC

=

(
(φC + ψH)− 2

C

Ka

)2

− (φC + ψH)2 − 4γHC =

= −4
µ0
τ0 1

C2

K2
a

,

lo cual se cumple, por lo que p∗− < C
Ka

queda mostrado. Para probar que
p∗+ > ψH, consideramos primero la desigualdad

2(p∗+ − ψH) =
√

(φC + ψH)2 − 4γHC + φC − ψH. (Eq. 3.19)
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De el hecho de que φC−ψH < 0, se sigue que (Eq. 3.19) es positivo, si y so-
lo si (φC+ψH)2−4γHC−(φC+ψH)2 = 4 µ0

τ0 1

ψ
Ka
HC lo que sucede siempre.

Ahora probaremos las desigualdades (Eq. 3.16) cuando φC − ψH ≥ 0.
Primero probaremos que en este caso se tiene que p∗− < ψH. En efecto, de
la igualdad

2(p∗− − ψH) = (φC − ψH)−
√

(φC − ψH)2 − 4γHC (Eq. 3.20)

se cumple que la desigualdad anterior si la siguiente expresión es negativa:

(φC − ψH)2 − (φC − ψH)2 + 4γHC = −4
µ0
τ0 1

ψ

Ka
HC

lo que es evidente directamente de la expresión.

Para probar que p∗− < C
Ka

cuando φC −ψH ≤ 0, dividiremos la prueba
en dos sub casos:

φC ≥ ψH ≥ C

Ka
y φC ≥ C

Ka
≥ ψH, (Eq. 3.21)

En el primer sub caso, se repite la prueba hecha para (Eq. 3.18), y para
el segundo caso, de (Eq. 3.18) se desprende la desigualdad

2(p∗+ − C

Ka
) ≤ µ0

τ0 1

C

Ka
−

√
(φC + ψH)2 − 4γHC (Eq. 3.22)

donde el lado izquierdo es menor que el lado derecho de la igualdad (Eq. 3.18)
que es negativo, con lo que se concluye el resultado deseado. En este caso
φC − ψH ≤ 0, el lado derecho de (Eq. 3.19) es mayor que cero y entonces
p∗+ > ψH. Así que resta probar que p∗+ > C

ka
cuando φC−ψH ≥ 0, y para

ello, vamos a dividir la prueba en los dos sub casos dados en (Eq. 3.21).

En el primer sub caso la prueba se obtiene directamente de la igualdad:



82 CAPÍTULO 3. MODELACIÓN MATEMÁTICA DE MOSQUITOS INMADUROS

2(p∗+ − C

Ka
) =

µ0
τ0 1

C

Ka
+ (ψH − C

Ka
) +

√
(φC + ψH)2 − 4γHC (Eq. 3.23)

Para el segundo caso denotamos que de (Eq. 3.23), se obtiene la desigual-
dad

2(p∗+ − C

Ka
) ≥ (ψH − C

Ka
) +

√
(φC + ψH)2 − 4γHC (Eq. 3.24)

y puesto que (ψH − C
Ka

) ≤ 0, el lado derecho de (Eq. 3.24)es positivo si se
cumple:

(φC + ψH)2 − 4γHC −
(
ψH − C

Ka

)2

=
µ0
τ0 1

(
2 +

µ0
τ0 1

)
C2

K2
a

+ 2ψH
µ0
τ0 1

C2

K2
a

lo cuál se verifica directamente, con ello se demuestra el resultado de
interés en este teorema.

Para estudiar la estabilidad de los puntos estacionarios del sistema
(Eq. 3.2), obtenemos los valores propios de su matriz jacobiana:

A =



−µ0 − τ0 1 +
τ0 1

C a
∗ τ0 1

C h
∗ τ0 1

C h
∗ τ0 1

C h
∗ τ0 1

C h
∗ τ0 1

C h
∗

τ0 1

C (C − a∗) −(τ0 1

C h
∗ + α1 2)

τ0 1

C h
∗ τ0 1

C h
∗ τ0 1

C h
∗ τ0 1

C h
∗

0 τ1 2 −α2 3 0 0 0

0 0 τ2 3 −α3 4 0 0

0 0 0 τ3 4 −α4 5 0

0 0 0 0 τ4 5 −α5 6


donde h∗ y a∗ están de definidos en la sección anterior. Para ello estudia-
remos el polinomio

det(A− λI) = P (λ) +Q(λ) (Eq. 3.25)

donde,

P (λ) = (λ+ α2 3)(λ+ α3 4)(λ+ α4 5)(λ+ α5 6)P1(λ)
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y
Q(λ) = τ1 2

τ0 1h
∗

C

(
µ0 + 2τ0 1

(
1− a∗

C

)
+ λ

)
Q1(λ)

para

P1(λ) =

[(
µ0 + τ0 1

(
1− a∗

C

)
+ λ

)(
τ0 1h

C
+ α1 2 + λ

)
− τ20 1

(
1− a∗

C

)(
h∗

C

)]
y Q1(λ) = (λ+ α5 6)[(λ+ α4 5)(λ+ α3 4 + τ2 3) + τ2 3τ3 4] + τ2 3τ3 4τ4 5.

Dado que deseamos estudiar los valores de λ donde se anule dicho poli-
nomio. Para ello, primero se estudian las raíces de los polinomios P (λ) y
Q(λ) para determinar qué condiciones son necesarias para que la parte real
de sus valores propios sean negativa. Como consecuencia se determinan las
condiciones para que las raíces del det(A−λI) en el estado estacionario del
sistema tengan parte real negativa y con ello determinar las condiciones
para la estabilidad del sistema.
Teorema 3.4. Para cada valor positivo de H existe C0 > 0 que depende
de H y del resto de los parámetros del modelo (Eq. 3.2), tal que, para cada
C ≥ C0, el punto de equilibrio correspondiente a p∗− es estable, mientras
que el punto estacionario correspondiente a p∗+ es siempre inestable.
Demostración. Primero demostraremos la estabilidad del punto estaciona-
rio con sentido biológico. Para ello veamos que todas las raíces de P (λ)
son reales y estrictamente positivas. Para ello es suficiente con probar el
resultado para P1(λ). En efecto si usamos la siguiente notación:

α = µ0 + τ0 1

(
1− a∗−

C

)
β = α1 2 + τ0 1

h∗−

C

γ1 = τ 20 1

(
1− a∗−

C

)
h∗−

C
,

entonces P1(λ) se expresa de la forma: λ2 + (α+ β)λ+αβ − γ1 así que sus
raíces quedan dadas por

λ± =
−(α + β)±

√
(α + β)2 + 4γ1
2

.
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Pero del hecho de que el punto de equilibrio tiene sentido biológico, se sigue
que α, β y γ1 son estrictamente positivos, por lo que las raíces de P1(λ)
son diferentes y estrictamente negativas.

Nótese que estas dos raíces dependen del valor de C y como C → +∞,

se tiene,α → µ0 + τ0 1, β → +τ1 2 y γ1 → 0. Por lo tanto λ− → −α0 1 y
λ+ → −α1 2. De esto se concluye que, cuando C → +∞, el polinomio P (λ)
converge uniformemente al polinomio

P0(λ) =
5∏
r=0

(λ+ αr r+1)

en cualquier subconjunto compacto del plano complejo. Por otro lado del
hecho de que:

p∗−

C
=

(
φ+ ψ

H

C

)
−

√(
1

Ka
− ψ

H

C

)2

+
µ0

τ0 1Ka

((
2 +

µ0

τ0 1

)
1

Ka
+ 2ψ

H

C

)

τ0 1τ1 2
h∗−

C
=
τ0 1τ1 2

2µ0ψ

ψH
C

− φ+

√(
1

Ka
− ψ

H

C

)2

+
µ0

τ0 1Ka

((
2 +

µ0

τ0 1

)
1

Ka
+ 2ψ

H

C

)
converge a cero, cuando C → ∞, tenemos que el polinomio Q(λ) converge
uniformemente al polinomio idénticamente cero sobre cualquier compacto
del plano complejo, cuando C → +∞. Usando este resultado es sencillo
verificar que cualquier curva cerrada simple Γ, estrictamente contenida en
la mitad izquierda del plano complejo que contenga a las raíces de P0(λ)
en su interior, se deduce que, para cualquier valor suficientemente grande
de los parámetros C, se cumple la desigualdad:

|Q(λ)| < |P (λ)|
para todo λ ∈ Γ.

Entonces, usando el Teorema de Rouché (Ver capítulo 5 de [98]), se
sigue que P (λ) + Q(λ) tiene todas sus raíces en el interior de Γ y por lo
tanto, el estado de equilibrio correspondiente a p∗−, sera estable para un
valor grande de C.

Ahora veamos que el estado de equilibrio correspondiente a p∗+ es ines-
table. En efecto, consideremos la ecuación para h en el sistema (Eq. 3.2), y
sustituyendo el término µ0h por µ0h∗+ y el término

(
1− a

C

)
por

(
1− a∗+

C

)
.
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Es fácil ver que esta ecuación tiene h∗+ como un estado de equilibrio y,
para cada condición inicial h0 diferente a h∗+, tiene por solución

h(t) = h0e
−τ0 1

(
1−a∗+

C

)
t
+

H − µ0h
∗+

τ0 1

(
1− a∗+

C

) (1− e
−τ0 1

(
1−a∗+

C

)
t
)

que tiende a infinito cuando t→ +∞, por que h∗+ > 0 y a∗+ > C

Con este resultado concluimos el estudio del modelo de tasas constan-
tes y saturación logística. Para este modelo hemos demostramos que tiene
solución con sentido biológico, siempre que las condiciones iniciales lo ten-
gan. Este modelo tiene dos estados estacionarios. Determinamos cual de
ellos tiene sentido biológico.

Notemos que el teorema anterior nos dice que, aunque el estado de equi-
librio correspondiente a p∗− tiene siempre sentido biológico para cualquier
valor del parámetro C, no siempre es estable, sino solamente para valores
grandes de C. Estos resultados nos dicen que un criterio numérico para la
elección de C debe tener en cuenta la relación entre el mejor ajuste posible
a los datos experimentales donde que se tenga la estabilidad del estado de
equilibrio con sentido biológico. Es decir, C debe ser elegido de manera
que sea el menor valor positivo posible que permita ajustar los datos y que
sea a la vez lo suficientemente grande para que la solución estacionaria
correspondiente a p sea estable, lo cual es equivalente a que el polinomio
P +Q tenga todas sus raíces con parte real negativa.

Procurar la estabilidad del estado de equilibrio con sentido biológico es
la forma de asegurar que la convergencia al equilibrio de cada uno de los es-
tadios larvarios y las pupas, que nos muestran los experimentos numéricos,
correspondan a lo que según el modelo debe ser lo observable experimen-
talmente.

Hasta este punto hemos estudiado dos modelos a detalle considerando
las tasas constantes. Sin embargo, en trabajos como [18, 62] se menciona
que la tasa de eclosión podría presentar un comportamiento errático o no
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constante. Siendo esta la siguiente suposición a estudiar. En el siguiente
modelo se toma en cuenta dicha variante en el comportamiento de la di-
námica de la población.
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3.4. Modelo con tasa de eclosión variable

Uno de los aspectos importantes en el comportamiento de los huevos de
mosquito es el relacionado con la eclosión, pues como se mencionó antes se
puede dar el caso de que los huevos no eclosionen de manera simultánea
[62]. Dado que existe alguna razón por la cual aún cuando la maduración
de los huevos se ha completado los huevos no eclosionan.

Soares-Pinhereo et al., en [18] muestran resultados de un experimento
sobre el comportamiento de la eclosión en el tiempo, en la Figura 1.1 se
presenta el porcentaje de huevos que eclosiona por día en un sistema expe-
rimental de huevos que se depositan en el mismo instante, desde el primer
día hasta que ya han eclosionado todos los huevos.

En la Figura 1.1, mostrada en el capítulo 1, es posible ver que aún cuan-
do huevos de la misma “edad” son depositados en el recipiente al mismo
tiempo, estos no eclosionan de forma simultánea. Sin importar que tienen
las condiciones suficientes para hacerlo. Esta situación puede estar rela-
cionada con el proceso de diapausa, pues por alguna razón los huevos que
concluyen su proceso de maduración no eclosionan y se mantienen en re-
poso hasta encontrar las condiciones para hacerlo.

Esta es la siguiente hipótesis que agregaremos al siguiente modelo a
desarrollar. Como hemos mencionado antes entendemos a la “edad” como
el tiempo, en días, que los huevos llevan en el sistema. Recordemos que
este trabajo busca determinar la dinámica en un recipiente, al cuál se le
depositan diariamente una cantidad constante de huevos. Así que dicho re-
cipiente contiene un acumulado de huevos de diferentes “edades”, pues al
instante t, en el recipiente, están todos los huevos que se depositaron antes
de ese momento y que no han eclosionado al día t. Esto implica que se han
acumulado en el tiempo. Cabe mencionar que en dicho sistema también
hay presencia de las larvas de diferentes instares, propias del desarrollo de
huevos que ya eclosionaron.

Para agregar la suposición de la tasa de eclosión variable considerare-
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mos que solo cierto porcentaje de los huevos eclosionan a cada “edad”. Así,
el porcentaje de eclosión depende de cuánto tiempo lleven en el sistema
(“edad” ). Los valores de los porcentajes de eclosión que tomaremos como
base son los que se dan en la Figura 1.1. Para modelar la dinámica de los
huevos plantearemos un modelo de “edad”. Esta dinámica de edad de los
huevos la acoplaremos con el modelo de tasas constantes para los otros es-
tadios, sin el término que corresponde a los huevos que eclosionan ese día.
Pues en este caso, al distinguir la “edad” de los huevos, cada día eclosio-
nan huevos de diferentes “edades” por lo que las larvas de primer estadio
generadas cada día corresponde a el acumulado de huevos de diferentes
“edades” que eclosionaron ese día.

3.4.1. Planteamiento del modelo

Para describir el comportamiento de los huevos los caracterizaremos por
dos variables, una que corresponde al tiempo real del sistema y la otra a
su “edad”, es decir, el tiempo que ellos tienen en el sistema esto se escri-
birá como ĥ(x, t) donde x es la “edad” y t el tiempo general del sistema.
Notemos que no tiene sentido definir ĥ(x, t) si x > t porque los huevos de
mayor “edad” que puede haber al tiempo t es t, pues es cuando ingresan al
sistema los primero huevos al tiempo t = 0. Dado que la tasa de eclosión
ahora depende de la “edad” de los huevos en lugar de utilizar τ0 1 para des-
cribir la tasa de eclosión, denotaremos por τ(x) la tasa de eclosión variable,
y donde x es el tiempo que llevan en el sistema y determina que cantidad
de huevos de cada “edad” eclosionan.

En seguida mostramos el Modelo de edad, que corresponde a una
dinámica con tasa de eclosión variable:

∂ĥ

∂t
+
∂ĥ

∂x
= −(µ0 + τ(x))ĥ

ĥ(0, t) = B(t) = H
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dl1
dt

=

∫ 10

0

τ(x)ĥ(x, t)dx− µ1l1 − τ1 2l1

dl2
dt

= τ1 2l1 − µ2l2 − τ2 3l2

dl3
dt

= τ2 3l2 − µ3l3 − τ3 4l3

dl4
dt

= τ3 4l3 − µ4l4 − τ4 5l4

dp

dt
= τ4 5l4 − µ5p− τ5 6p

(Eq. 3.26)

donde H es la cantidad de huevos que se depositan al recipiente cada
día, τi j son las tasas de transición (ctes.), µi tasas de mortalidad (ctes.).

3.4.2. Solución de la ecuación de huevos

Notemos que la primera ecuación en realidad no esta acoplada con las de-
más ecuaciones así que es posible resolverla de manera independiente. Para
ello, se utiliza el método de las características, tenemos:

∂ĥ

∂t
+
∂ĥ

∂x
= −(µ0 + τ(x))ĥ

ĥ(0, t) = B(t) = H

(Eq. 3.27)

Si definimos las variables auxiliares

ξ = x− t, η = t

y definimos Ĥ(ξ, η) = ĥ(x − t, t), entonces la ecuación (Eq. 3.27) se con-
vierte en la siguiente ecuación para Ĥ,

Ĥη + (µ0 + τ(ξ + η))Ĥ = 0.

Integrando con respecto a η, obtenemos la solución de dicha ecuación di-
ferencial ordinaria dada por:
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Ĥ(ξ, η) = c(ξ)e−
∫ η

0
[µ0+τ(ξ+u)]du.

donde la función c es constante en η pero función ξ. Regresando a las
variables originales tenemos que

ĥ(x, t) = c(x− t)e[−µ0t−
∫ t

0
τ(x−t+u)du]

considerando la condición ĥ(0, t) = B(t) es una función que depende del
tiempo, tenemos que ĥ(0, t) = c(−t)e[−µ0t−

∫ t

0
τ(−t+u)du], ahora bien despe-

jando c y evaluando en x− t, tenemos:

ĥ(x, t) =
[
B(−(x− t))e−(µ0(x−t))e

∫ −(x−t)

0
τ(x−t+u)du

]
e−µ0te−

∫ t

0
τ(x−t+u)du.

Realizando el cambio de variable conveniente la solución es:

ĥ(x, t) = B(t− x)e−µ0xe
∫ x

0
τ(z)dz

Notemos que la solución para nuestro caso particular no depende del tiempo
pues la condición B(t) = H no depende del tiempo, es decir,

ĥ(x, t) = He−µ0xe−
∫ x

0
τ(z)dz.

Siempre que x < t en caso contrario ĥ(x, t) = 0, no es difícil comprobar
que si derivamos con respecto a las variables tenemos:

ĥx = He[−µ0x−
∫ x

0
τ(z)dz][−µ0 − ∂

∂x

∫ x
0 τ(z)dz] = ĥ[−µ0 − τ(x)] y ĥt = 0

así, ĥx + ĥt = ĥ[−µ0 − τ(x)], es decir, cumple con la ecuación (Eq. 3.27).

Ahora bien hasta aquí hemos tomado a τ(x) como la tasa de eclosión
variable. Sin embargo, los datos en [18] muestran el porcentaje del total
que eclosiona cada día, luego entonces para determinar la tasa τ(x) en
dependencia de dicho porcentaje tenemos:

τ(x) =
r=x∑
r=0

τ̂(r)

r
B(x)
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donde τ̂(r) representa el porcentaje del total de todos huevos que ingresaron
hace r días que eclosionan el día r, y que además cumple la condición que∑10

0
τ(r)
r = 1 pues se supone que al día diez han eclosionado todos los

huevos del sistema, justo como lo describe [18]. Si B(R) es la cantidad
de huevos que ingresan al sistema al día r, por el inverso del tiempo que
pueden estar ahí. Esto para que tenga sentido hablar de tasa es necesario
que este dado en unidades de uno sobre tiempo. Por ello, dividiremos entre
el tiempo han podido eclosionar, en nuestro caso particular tenemos:

τ(x) =
r=x∑
r=0

τ̂(r)

r
H = H

r=x∑
r=0

τ̂(r)

r

Llamaremos a dicha tasa la tasa efectiva de la eclosión variable, pues
aunque en nuestro caso no depende del tiempo. Si la condición de ingre-
so de huevos al sistema depende del tiempo, entonces dicha tasa efectiva
también lo hará.

Algo importante a destacar es que después de 10 días ya han eclosionado
todos los huevos que ingresan juntos al sistema así que τ(s) = τ(10) para
cualquier valor de s > 10. Así, la eclosión es variable antes del día 10. A
partir de ese día la cantidad de huevos que se convierten en larva es una
proporción de H, veamos entonces que para la ecuación de los huevos, para
el caso de estudio de ingreso constante, es equivalente a:

dh

dt
= H − τeh(t)− µ0h(t)

donde τe es la tasa efectiva de eclosión y µ0 es como antes la tasa de
mortalidad de los huevos. Es posible obtener la solución de dicha ecuación:

h(t) =
τe

τe + µ0
H(1− e−(µ0+τe)t),

pero para t > 10 que es el caso que nos interesa pues los resultados experi-
mentales se consideran desde el día 11 del experimento. Así que tenemos:

h(t) =
τe

τe + µ0
H.
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Ahora bien, si se conoce experimentalmente que el total de huevos pre-
sentes en cada instante de tiempo es una proporción de H, entonces tene-
mos:

αH =
τe

τe + µ0
H,

entonces
µ0 =

1− α

α
τe,

es conocido que el porcentaje de supervivencia de los huevos es de 70 %
tenemos que, α = 0.70 y así es posible obtener

µ0 =
0.3

0.7
τe

Si consideramos a los porcentajes de eclosión que se dan en la Figu-
ra 1.1 dados en [18], dados por: τ(1) = 0.077 τ(2) = 0.764, τ(3) =
0.095, τ(4) = 0.03, τ(5) = 0.013, τ(6) = 0.021 entonces τe = 0.5046 y
µ0 = 0.2162.

3.4.3. Modelos de tasa efectiva

Ahora que conocemos el comportamiento de los huevos y de su eclosión
es posible acoplar este resultado a los demás estadios, considerando la tasa
de eclosión efectiva τe que obtuvimos antes:

dl1
dt

= Hτe − µ1l1 − τ1 2l1,

dl2
dt

= τ1 2l1 − µ2l2 − τ2 3l2,

dl3
dt

= τ2 3l2 − µ3l3 − τ3 4l3,

dl4
dt

= τ3 4l3 − µ4l4 − τ4 5l4,

dp

dt
= τ4 5l4 − µ5p− τ5 6p.

(Eq. 3.28)
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Por construcción el modelo (Eq. 3.28) representa un sistema con tasa de
eclosión variable, al cual se le deposita una cantidad constante de huevos
cada día. Se puede demostrar que este sistema es estable a partir del día
10, pues corresponde a un sistema lineal similar al planteado en (Eq. 3.1).
De manera análoga a el planteamiento del modelo anterior en el que se
supone existe un efecto a la eclosión causado por la saturación del sistema,
en seguida planteamos una modificación de este modelo (Eq. 3.28), que
tome en cuenta dicha competencia. Esto permite combinan ambas suposi-
ciones entomológicas la tasa variable y el efecto de la competencia sobre la
eclosión.

En los siguientes modelos a presentar consideraremos que la competen-
cia por los recursos del recipiente. Dado que las pupas son una etapa de
metamorfosis y no consumen alimento [23], solo consideraremos la compe-
tencia entre las larvas. Para comparar cuáles de ellas son las pueden estár
causando un retraso en la eclosión de los huevos.

En seguida se plantean cuatro modelos adicionales que se desprenden
del modelo (Eq. 3.28). En cada modelo se agrega una condición de satura-
ción logística. Donde la competencia se considera primero con respecto a
l1, después con respecto a l1+ l2, luego se supone que depende de l1+ l2+ l3,
y para finalizar, este orden de ideas el último modelo supone que la com-
petencia es con respecto a los cuatro estadios larvarios l1 + l2 + l3 + l4. La
intención de esta sección es determinar de qué estadios depende la compe-
tencia que afecta la eclosión.

Modelo de tasa efectiva con saturación por competencia con
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larva 1
dl1
dt

= Hτe(1−
l1
C
)− µ1l1 − τ1 2l1,

dl2
dt

= τ1 2l1 − µ2l2 − τ2 3l2,

dl3
dt

= τ2 3l2 − µ3l3 − τ3 4l3,

dl4
dt

= τ3 4l3 − µ4l4 − τ4 5l4,

dp

dt
= τ4 5l4 − µ5p− τ5 6p.

(Eq. 3.29)

Modelo de tasa efectiva con saturación por competencia con
larva 1 + larva 2

dl1
dt

= Hτe(1−
l1 + l2
C

)− µ1l1 − τ1 2l1,

dl2
dt

= τ1 2l1 − µ2l2 − τ2 3l2,

dl3
dt

= τ2 3l2 − µ3l3 − τ3 4l3,

dl4
dt

= τ3 4l3 − µ4l4 − τ4 5l4,

dp

dt
= τ4 5l4 − µ5p− τ5 6p.

(Eq. 3.30)

Modelo de tasa efectiva con saturación por competencia con
larva 1 + larva 2 + larva 3

dl1
dt

= Hτe(1−
l1 + l2 + l3

C
)− µ1l1 − τ1 2l1,

dl2
dt

= τ1 2l1 − µ2l2 − τ2 3l2,

dl3
dt

= τ2 3l2 − µ3l3 − τ3 4l3,

dl4
dt

= τ3 4l3 − µ4l4 − τ4 5l4,

dp

dt
= τ4 5l4 − µ5p− τ5 6p.

(Eq. 3.31)
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Modelo de tasa efectiva con saturación por competencia con
larva 1 + larva 2 + larva 3 + larva 4

dl1
dt

= Hτe(1−
l1 + l2 + l3 + l4

C
)− µ1l1 − τ1 2l1,

dl2
dt

= τ1 2l1 − µ2l2 − τ2 3l2,

dl3
dt

= τ2 3l2 − µ3l3 − τ3 4l3,

dl4
dt

= τ3 4l3 − µ4l4 − τ4 5l4,

dp

dt
= τ4 5l4 − µ5p− τ5 6p,

(Eq. 3.32)

Para los modelos (Eq. 3.29), (Eq. 3.30), (Eq. 3.31) y (Eq. 3.32) el compor-
tamiento de los huevos corresponde a la acumulación de los huevos de cada
“edad” al tiempo t. Si como en los modelos anteriores volvemos a utilizar
h(t) como todos los huevos al instante t tenemos que:

Si t<10
τ(x) =

r=x∑
r=0

τ̂(r)

r
H = H

r=x∑
r=0

τ̂(r)

r
.

Como en 1.1 se asume que los huevos tienen a lo más edad 10, entonces
para el día 11 en adelante la suma de los huevos de todas las edades solo
se mantiene hasta los de edad 10,

h(11) =
x=10∑
x=0

h(x, 11) = H(10)

Así, si t > 10, entonces h(t) = h(10). donde

ĥ(i, i) = Hexp(µ0i) + exp(

∫ i

0

τ(z)dz)

así, la población de huevos bajo esta condición se mantiene constante a
partir del día 10. Recordemos que si x > t, entonces ĥ(x, t) = 0 pues para
este caso de estudio no puede haber huevos que tengan más tiempo que el
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tiempo del sistema.

Los modelos (Eq. 3.29), (Eq. 3.30), (Eq. 3.31) y (Eq. 3.32) tienen un
punto de equilibrio estable, basta con igualar a cero cada sistema y despe-
jar los valores en que las variables involucradas para verificar que valores
cumplen dicha condición. En seguida se presenta por cada modelo su esta-
do estacionario, dichos estados estacionarios serán utilizados más adelante
en el análisis numérico que realizaremos en el siguiente capítulo.

Para el modelo (Eq. 3.29) el estado estacionario (l∗1, l
∗
2, l

∗
3, l

∗
4, p

∗) es :(
CHτe

Hτe + Cα1 2
,
τ1 2

α2 3
l∗1,

τ2 3

α3 4
l∗2,

τ3 4

α4 5
l∗3,

τ4 5

α5 6
l∗4

)
(Eq. 3.33)

para el modelo (Eq. 3.30) el estado estacionario (l∗1, l
∗
2, l

∗
3, l

∗
4, p

∗)es :

(
CHτeα2 3

Hτe(α2 3 + τ1 2) + Cα1 2α2 3
,
τ1 2

α2 3
l∗1,

τ2 3

α3 4
l∗2,

τ3 4

α4 5
l∗3,

τ4 5

α5 6
l∗4

)
(Eq. 3.34)

para el modelo (Eq. 3.31) el estado estacionario (l∗1, l
∗
2, l

∗
3, l

∗
4, p

∗) es :

(
CHτeα2 3α3 4

Hτe(α2 3α3 4 + α3 4τ1 2 + τ1 2τ2 3) + Cα1 2α2 3α3 4
,
τ1 2

α2 3
l∗1,

τ2 3

α3 4
l∗2,

τ3 4

α4 5
l∗3,

τ4 5

α5 6
l∗4

)
(Eq. 3.35)

para el modelo (Eq. 3.32) el estado estacionario (l∗1, l
∗
2, l

∗
3, l

∗
4, p

∗) = es:

(
CHτeα2 3α3 4α4 5

HτeΓ
′ + Cα1 2α2 3α3 4α4 5

,
τ1 2

α2 3
l∗1;

τ2 3

α3 4
l∗2,

τ3 4

α4 5
l∗3,

τ4 5

α5 6
l∗4

)
(Eq. 3.36)

donde Γ
′
= (α2 3α3 4α4 5 + α4 5α3 4τ1 2 + α4 5τ1 2τ2 3 + τ1 2τ2 3τ3 4)

Hasta este punto del trabajo se han planteado diferentes modelos mate-
máticos que consideraron en cada paso diferentes suposiciones entomológi-
cas. Primero para el modelo (Eq. 3.1) se supone que tasas son constantes.
Después en el modelo (Eq. 3.2) agregamos como condición que la satura-
ción por competencia que afectaba a la eclosión. Como tercera hipótesis se
consideró que la tasa de eclosión es variable en el tiempo para plantear un
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modelo de edad (3.4.1). Se mostró que cuando el ingreso de huevos al sis-
tema es constante, la tasa variable se convierte en una tasa efectiva la cual
presentamos en el modelo (Eq. 3.28). Y finalmente como una condición
adicional se agrega el efecto de competencia sobre la eclosión, para ello, se
presentaron cuatro modelos adicionales. Cada uno de ellos considera que
la competencia por saturación depende de solo alguno de los estadios.

La única condición que resta por considerar es cómo la competencia por
los recursos que afecta la dinámica de los estadios larvarios. Cabe destacar,
que en el caso de los estadios larvarios no consideramos tasas constante,
pues en el capítulo de 2 se mostró que está hipótesis tiene sentido para una
escala de días.

Hemos desarrollado matemáticamente varias hipótesis entomológicas
(tasas larvarias constantes, saturación y su efecto en la eclosión, tasa de
eclosión variable). Los modelos que representan dichas suposiciones ento-
mológicas se estudiaron analíticamente, y en cada paso consideramos una
referencia entomológica a desarrollar. Sin embargo, para la última supo-
sición a estudiar el procedimiento tuvo que distinto. Pues aunque si hay
referencias de que la dinámica poblacional se ve afectada por la densidad
del sistema [23, 68, 97]. Los resultados hablan de efectos generales, razón
por la cuál no hay una consideración explícita a explorar y la posibilidad
de agregar la competencia de larvas puede ser muy variada.

3.5. Modelo de Productividad para el Ingreso Cons-
tante de Huevos

Durante el proceso de investigación se desarrollaron diferentes suposi-
ciones como:

Considerar que la competencia solo dependía de la larva 4, pues al ser la
de mayor tamaño, nosotros afirmamos, podía representar un efecto directo
en la dinámica. Para ello, agregamos a los modelos de tasa efectiva una



98 CAPÍTULO 3. MODELACIÓN MATEMÁTICA DE MOSQUITOS INMADUROS

condición de saturación logística, el efecto de la competencia de las larvas
de cuarto instar a las tasas de transición de las larvas de primer y segundo
instar.

En otro orden de ideas, se considero que la competencia que afectaba
a la eclosión en lugar de depender de la suma de los estadios larvarios
en realidad se consideraba una competencia en producto. Para ello cam-
biamos en el modelo (Eq. 3.30) y el término de saturación (1 − l1+l2

C ) por
(1 − l1

C1
)(1 − l2

C ) suponiendo que la competencia que ejercen las larvas de
diferentes estadios es independiente.

Como debe ser posible imaginar las posibles combinaciones de suposi-
ciones pueden ser variadas. Sin embargo, la elección de las suposiciones
siempre fueron enfocadas pensando de las tasas de transición solo pueden
ser afectadas por competencia con términos logísticos, pues a mayor can-
tidad de individuos más se afectan las transiciones. Además de considerar
las referencias entomológicas a nuestro alcance.

Estos otros modelos que se probaron no se presentan en este trabajo
pues los resultados numéricos no mejoraban al agregar dichas condiciones.
Solamente presentaremos un modelo que denominamos Modelo de Pro-
ductividad para el Ingreso Constante de Huevos el cuál considera:

que cada día se deposita una cantidad constante de huevos.

las tasas de mortalidad constantes.

la tasa de eclosión variable que se convierte, en nuestro caso, en una
tasa efectiva de eclosión a partir del día 10, considerando los por-
centajes de eclosión dados por [18] y que se muestran en la Figura
1.1.

la eclosión se ve afectada por la presencia de larvas del primer instar.

las larvas de tercer y cuarto instar afectan logísticamente la transición
de las larvas de primer y segundo instar.
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La última suposición es una hipótesis nuestra que fue considerada por
los resultados que obtuvimos poco a poco al agregar diferentes condiciones
que pudieran tener un sentido biológico. En este caso, suponemos que al
ser las larvas 3 y 4 las de mayor tamaño su influencia es más determinante
en la competencia por los recursos (alimento y espacio). Una de las refe-
rencias estudiadas es la [12] donde se menciona que las larvas del cuarto
instar pueden tardar varias semanas en dicho estado debido a la escasez de
alimento. Esto nos hizo pensar que existía un efecto sustancial en la diná-
mica poblacional causado por la competencia larvaria de cuarto estadio.

El Modelo de Productividad para un Ingreso Constante de huevos se
describe mediante las siguientes ecuaciones:

dl1
dt

= Hτe(1−
l1
C1

)− µ1l1 − (1− l3
C2

)(1− l4
C3

)τ1 2l1,

dl2
dt

= (1− l3
C2

)(1− l4
C3

)τ1 2l1 − µ2l2 − (1− l3
C2

)(1− l4
C3

)τ2 3l2,

dl3
dt

= (1− l3
C2

)(1− l4
C3

)τ2 3l2 − µ3l3 − (1− l3
C2

)(1− l4
C3

)τ3 4l3,

dl4
dt

= (1− l3
C2

)(1− l4
C3

)τ3 4l3 − µ4l4 − τ4 5(1−
l4
C3

)l4,

dp

dt
= τ4 5(1−

l4
C3

)l4 − µ5p− τ5 6p.

(Eq. 3.37)

Debido a la no linealidad del mismo este modelo se estudia solamente
desde la perspectiva numérica pues solo encontrar los valores estacionarios
representa resolver sistema de 6 ecuaciones de tercer grado y resulta invia-
ble realizar dicho análisis teórico. Este modelo se estudió y analizó desde la
perspectiva numérica, pues la intención central del trabajo es determinar
el comportamiento cualitativo de los datos del experimento en campo.

En el siguiente capítulo presentaremos a detalle lo que se realizó para es-
tudiar todos los modelos antes presentados. Mediante el análisis numérico
comparamos los modelos con los datos experimentales para descartar qué
modelos se eligió. Y veremos por qué se afirma que el modelo de producti-
vidad con ingreso constante (Eq. 3.37) es el modelo que mejor representa
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a los datos del experimento de campo realizado en Rinconada.



Capítulo 4

ESTUDIO NUMÉRICO DE LOS
MODELOS

En la primera sección del capítulo 2 se presentó un experimento de
campo. Los datos que se obtienen en dicho experimento corresponden a
la dinámica temporal de una población inmadura de mosquitos en un re-
cipiente. En el capítulo 3 se presentaron y estudiaron diferentes modelos
matemáticos que representaban una o varias suposiciones entomológicas.
Este capítulo relaciona los datos del experimento de campo con los modelos
matemáticos antes planteados.

En este capítulo se presentará un estudio numérico de dichos modelos.
Este análisis permitirá calibrar los modelos matemáticos con respecto a los
datos de campo. Además de, obtener una medida que permita realizar una
comparación entre los modelos. Cada modelo se analizó desde dos perspec-
tivas. La primera corresponde a la estimación del mejor valor de alguno
o algunos de los parámetros involucrados. Dichas estimaciones se realizan
para obtener los valores de los parámetros con los que, la dinámica dada
por el modelo es la que mejor describe el comportamiento cualitativo de
los datos de campo. El segundo objetivo es realizar simulaciones de los mo-
delos para determinados valores de los parámetros. Esto permite construir
una medida que determinará cuál es el modelo que mejor describe el com-
portamiento de datos de campo. Cómo consecuencia se obtendrá el modelo
que mejor aproxima la dinámica del desarrollo de una población inmadura
de mosquitos en un criadero.

101
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Este capítulo consta de varias secciones. En la primera, se presenta un
breve resumen de la investigación sobre los parámetros que se considerarán
para realizar las simulaciones. La información que se toma de la literatura
sobre la duración de los estadios, los porcentajes de supervivencia y mor-
talidad, para condiciones similares a las que se tuvieron cuando se realizó
el experimento de campo (25◦C y 80 % de humedad relativa).

La segunda sección presenta, por cada modelo planteado en el capítulo
3, una estimación de parámetros. Dicha estimación se realizó con el método
Monte Carlo conocido como metrópolis hasting (MCMC) definido en [100].
El MCMC nos permitió estimar los mejores valores de los parámetros. Este
método permite afirmar que estos valores estimados son los que deberían
usarse en los modelos para que la dinámica que cada modelo representa,
sea la más aproximada a los datos de campo.

Por último, mostraremos la comparación entre los modelos y la jus-
tificación de la elección del “mejor modelo.” Esta comparación se realizó
mediante dos criterios. El primero considera el error cuadrático medio de
cada modelo, evaluado en los mejores parámetros, a los datos del experi-
mento de campo. El segundo criterio es mediante el índice de Akaike. Este
índice permite comparar las estimaciones de los parámetros considerando
la bondad de ajuste y la complejidad del modelo. El índice de Akaike toma
en cuenta los grados de libertad que se dieron en cada modelo y esta defi-
nido en [101]. Ambas son herramientas conocidas para comparar modelos
con datos.

4.1. Los parámetros a utilizar en las simulaciones

En general, los parámetros que se utilizan en los modelos matemáticos
corresponden directamente a características del sistema o la especie que se
desea estudiar. En muchos casos los valores de los parámetros se obtienen
de datos o estudios del área de interés que se desea modelar. En el caso de
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este estudio dependemos de los experimentos entomológicos que describen
la duración de cada estadio, la proporción de mortalidad y supervivencia
de los mosquitos.

En particular las tasas a utilizar en los modelos deben estar dadas en
unidades del inverso del tiempo (en nuestro caso es necesario el inverso de
tiempo promedio en algún estadio y el inverso promedio de vida en dicho
estadio). En la literatura entomológica donde se muestran los datos experi-
mentales de las poblaciones de mosquitos, solo determinan los porcentajes
de supervivencia o porcentajes de mortalidad. Aunque dichos porcentajes
son nombrados como tasas, evidentemente no son de utilidad para nues-
tros modelos, ya que no corresponden a las unidades requeridas para ser
considerados como tales. Así que, nuestro primer trabajo es utilizar esa
información para determinar las tasas que se utilizarán en los modelos.

La información que se proporciona en la bibliografía corresponde a du-
ración promedio de vida por cada estadio y el porcentaje de supervivencia
o mortalidad. Así que, de manera análoga lo que se hace en otros estu-
dios como en [63] convenimos aproximar las tasas a utilizar de la siguiente
manera:

tasa de transición del estadio r al estadio r+1 =
porcentaje de supervivencia

tiempo de duración de estadio r-símo y
(Eq. 4.1)

tasa de mortalidad del estadio =
porcentaje de mortalidad

tiempo de duración de estadio r-símo. (Eq. 4.2)

Recordemos que en general el desarrollo del mosquito depende de con-
diciones externas a él como la temperatura [13, 65, 66], alimento [67], con-
diciones ambientales [15, 16], incluso puede variar con respecto al material
o tamaño de recipiente [12, 13]. Para que la comparación de los mode-
los estudiados con los datos del experimento de campo tenga sentido, se
identificaron datos de la bibliografía que representaran una dinámica con
condiciones similares a las del experimento; es decir, temperatura de 25◦C
y 80 % de humedad relativa.
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En la Tabla 4.1 presentamos un resumen de la investigación realizada
sobre la duración en días para cada estadio. En ella remarcamos con co-
lor amarillo los valores de la duración que se considerarán para el análisis
numérico. Además, se distinguen los valores máximos en color naranja y
los valores mínimo en color rosa. En la Tabla 4.2 presentamos un resumen
también de varios trabajos sobre la proporción o porcentaje de mortalidad
por estadio. Resaltamos los valores que serán considerados en color amari-
llo.

Duración promedio de vida en días de cada estadío

Referencia [12] [13] [16] [65] [66] [63] [102]

Condiciones

ambientales
25◦C 25◦C

25.3◦C

65% HR
22◦C 25◦C

28◦C

50% HR

25 + 3◦C

80% HR

Huevos 5.8 4.43

Larva 1 1.25 2.1 5.5 2.74 1.04 1.18

Larva 2 2.2 1.2 4.5 1.35 0.88 1.36

Larva 3 2.8 0.9 5.9 1.37 1.08 1.29

Larva 4 3.15 3 10.2 3.15 2.08 2.79

Pupa 3.55 2.5 3.1 2.9 3.03 2.00 2.89

Tabla 4.1: Duración de cada estadio (en días).

En principio es posible aproximar el valor de los parámetros utilizando
las fórmulas dadas en (Eq. 4.1) y (Eq. 4.2) y los valores de las tablas 4.1
y 4.2. Sin embargo, hay que destacar que estos valores solo corresponden
a una primera aproximación de los parámetros. En la segunda sección del
capítulo 2 se habló de las diferentes formas en que es calculada la duración
de los estadios. Se mencionó que algunos de los experimentos solo repre-
sentan el desarrollo de una generación de huevos/larvas/pupas aislada. Así
que dichos experimentos no consideran el efecto de la superposición de las
poblaciones y, debido a que para el caso de estudio de este proyecto es-
ta situación es importante. Es necesario determinar si estos valores son de
utilidad para describir a los datos del experimento de campo en Rinconada.
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Proporción de mortalidad

Referencia [12] [16] [65] [102] [103]

Huevos 32 7 0

Larva 1 40 7.5 24 0 31

Larva 2 28 6.8 24 4 31

Larva 3 44 6.1 24 1 31

Larva 4 54 2.5 24 2 31

Pupa 18 2.5 3 2 2

Tabla 4.2: Porcentajes de mortalidad por cada estadio.

Recordemos que el experimento que se desea representar mediante mo-
delación matemática corresponde una población que tiene un ingreso fre-
cuente de individuos en el sistema (fuente). Es por ello que es necesario
estimar el valor de los parámetros que mejor aproximen el comportamiento
de dichos datos experimentales. Desde la perspectiva matemática esto es
un problema de identificación de parámetros. Por lo que, es necesario con-
siderar intervalos para realizar nuestra búsqueda dentro de un compacto.
Esto permitirá asegurar la existencia de la solución de nuestro problema
inverso de identificación.

Durante el desarrollo de los experimentos numéricos utilizaremos como
base los datos de las tablas 4.1 y 4.2. Lo valores que se denominan elegidos
(marcados en amarillo) son los que se considerarán cuando no se reali-
za una estimación sobre ese parámetro. Los valores máximo y mínimo son
para indicar un intervalo viable sobre el cual se realizarán las estimaciones.

Con las fórmulas dadas en (Eq. 4.2) y (Eq. 4.1) se calculan los valores
de las tasas a utilizar en los modelos. En las tablas 4.3 y 4.4 mostramos
los valores de las tasas que se definen de los datos obtenidos en las tablas
4.1 y 4.2.
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Tasas de transición

Máximo Elegido Mínimo

Huevos 0.170 0.136 0.117

Larva 1 0.600 0.508 0.109

Larva 2 0.818 0.529 0.160

Larva 3 0.622 0.434 0.095

Larva 4 0.221 0.165 0.045

Pupa 0.410 0.284 0.231

Tabla 4.3: Valores de las tasas de transición y el intervalo de estimación.

Tasas de mortalidad

Máximo Elegido Mínimo

Huevos 0.080 0.064 0.055

Larva 1 0.400 0.339 0.073

Larva 2 0.318 0.206 0.062

Larva 3 0.489 0.341 0.075

Larva 4 0.260 0.194 0.053

Pupa 0.090 0.062 0.051

Tabla 4.4: Valores de las tasas de mortalidad y del intervalo de estimación.

Como resultado de esta sección tenemos:

El rango para estimar el valor de las tasas de mortalidad y transición
de huevos (oviposición) es pequeño (ambos intervalos miden menos de
0.05c). Por ello no se considerarán como posibles valores a estimar en
nuestro análisis numérico.

Los parámetros aproximados para las larvas de primer instar, segundo,
tercer y cuarto instar de mortalidad y transición tienen los rangos más
notables (todos los intervalos miden más de 0.1). Es por ello que tanto

cEl tamaño del intervalo se obtiene restando el valor máximo y mínimo de las tasas dadas por las
tablas 4.3 y 4.4
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las tasas de transición como las de mortalidad pueden ser consideradas
para estimación.

El intervalo de los posibles valores de la transición de las pupas esta al
rededor de 0.1 y en comparación de los intervalos correspondientes a
las larvas que son del orden de 0.5. Esto es importante destacar pues
será conveniente hacer un paso muy pequeño en las estimaciones que
consideren estimación sobre dicha transición. El tamaño del intervalo
de la tasa de mortalidad es menor a 0.05 así que, tampoco se hará
estimación sobre dicho parámetro.

4.2. Análisis numérico de los modelos

En esta sección mostraremos los resultados obtenidos de las simulaciones
realizadas para la estimación de parámetros. Para ello en seguida mencio-
namos algunas de las consideraciones que se tomaron para realizarlas:

1. Un enfoque clásico para calibrar los modelos implica elegir algunos
datos de la serie de tiempo y ver si el modelo se acerca también a
los datos que no se utilizaron para la estimación. Dado que cada ex-
perimento solo corresponde a 8 días de dinámica, realizar este pro-
cedimiento nos pareció poco viable. Debido a que en la sección 2 se
mostró que mostramos que los 6 experimentos parecen tener el mismo
comportamiento y que el promedio es un buen representante de ellas.
Con el fin de tener la mayor cantidad posible de información de la
dinámica al realizar nuestras estimaciones.

2. Dado que es conocido que la cantidad de pupas que se convierten en
mosquito adulto es alta y que al tomar las muestras la cantidad de
pupas puede ser pequeña se consideró la cantidad de adultos y pupas
que se obtuvieron en el experimento como el total de pupas.

3. Para las tasas de transición y mortalidad se consideran los valores
dados en las tablas 4.4 y 4.3.
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4. Notemos que los datos experimentales se tomaron durante 8 días,
más la condición inicial de cero individuos por cada estadio tenemos
un total de 54 datos. Los cuales matemáticamente suficientes datos
para realizar las estimaciones los parámetros de interés, pues en los
modelos a estudiar tenemos a lo más 15 parámetros.

5. Para la estimación se utilizará un método Monte Carlo conocido como
metrópolis hasting (MCMC) dado en [100]. Este método elige un valor
“bueno” del parámetro sí, para ese valor, la probabilidad de que el
modelo matemático a estudiar coincida con los datos experimentales
es menor a cierto umbral fijo.

Recordemos que en el capítulo anterior se presentaron y estudiaron di-
ferentes modelos:

1. Modelo de coeficientes constantes (Eq. 3.1).

2. Modelo de coeficientes constantes y saturación logística (Eq. 3.2)

3. Modelo de edad (3.4.1) que se convirtió en el modelo tasa efectiva de
eclosión (Eq. 3.28), del cual se desprenden cuatro modelos según la
competencia

saturación por competencia con Larva 1 (Eq. 3.29).
saturación por competencia con Larva 1 + Larva 2 (Eq. 3.30).
saturación por competencia con Larva 1 + Larva 2 + Larva 3
(Eq. 3.31).
saturación por competencia con Larva 1 + Larva 2 + Larva 3 +
Larva 4 (Eq. 3.32).

4. Modelo de Productividad con ingreso constante de huevos. (Eq. 3.37).

Estos modelos son sobre los que se realizó estimación de parámetros,
debido a que cada modelo representa algo diferente la estimación de los
parámetros depende de su importancia en lo que busca estudiar cada mo-
delo. Por ejemplo, para el modelo de saturación logística dado por (Eq. 3.2)
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el comportamiento principal a estudiar es el efecto de la competencia sobre
la eclosión así que, el parámetro importante en ese modelo es C, que co-
rresponde a la capacidad de carga del sistema. En la Tabla 4.5 se muestra
para cada modelo, cuáles fueron los parámetros que se estimaron.

Modelos (Eq. 3.1) (Eq. 3.2) (Eq. 3.29) (Eq. 3.30) (Eq. 3.31) (Eq. 3.32) (Eq. 3.37)

τ0 1

τ1 2 X X

τ2 3 X X

τ3 4 X X

τ4 5 X X

τ5 6 X X X X X X

µ0

µ1 X X X X X

µ2 X X X X X

µ3 X X X X X

µ4 X X X X X

µ5

τe X X X X X

C o C1 X X X X X X

C2 X

C3 X

Tabla 4.5: Parámetros que se estimaron en cada modelo.

Es por ello que en seguida se presentan los resultados numéricos por
cada modelo, como los modelos ya están escritos explícitamente en el capí-
tulo anterior en está sección ya no se reescribirá cada modelo simplemente
se hará referencia a las ecuaciones con las que se definen.

4.2.1. Modelo de coeficientes constantes (Eq. 3.1)

Para el modelo de coeficientes constantes presentado en (Eq. 3.1) se es-
timaron todas las tasas de transición y mortalidad de las larvas, así como
la tasa de transición de las pupas. La intención era determinar si existía
algún valor de los parámetros para los que la dinámica de este modelo des-
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cribiera el comportamiento de los datos.

En la Figura 4.1 se muestran los resultados obtenidos. Para cada pará-
metro se grafican los valores estimados por el MCMC contra su loglike. El
loglike es una medida genera el método y determina la probabilidad de la
aproximación. En principio, si el modelo correspondiera a la dinámica real
de los datos, el valor con mayor loglike determinará el valor de los mejo-
res parámetros. En cada sub gráfica de 4.1 es posible ver que los valores
estimados están en una nube de puntos al rededor de un valor determina-
do. En ese sentido lo que las estimaciones dicen es que todos los valores
“buenos” que elige el método están cercanos a dicho valor. Así, es posible
afirmar que el valor exacto del parámetro debe estar en rango de esa nube
de puntos.
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Figura 4.1: Estimaciones MCMC de los parámetros del modelo de coeficientes constantes
(Eq. 3.1).
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En la Figura 4.2 se presenta la dinámica en el tiempo del modelo de co-
eficientes constantes (Eq. 3.1) para los valores estimados que corresponden
a buenas aproximaciones a los datos según el MCMC. En cada sub gráfica
se presenta la dinámica de cada variable del modelo con los datos de ca-
da estadio. Se muestra además a los datos experimentales para tener una
visualización de cómo es que las estimaciones de parámetros aproximan
la dinámica de los datos. Es posible ver que el comportamiento sigmoidal
resultante de dicho modelo dinámico no representa, aún considerando va-
lores óptimos de los parámetros, la dinámica de los datos del experimentos.
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Figura 4.2: Dinámica por estadio del modelo de coeficientes constantes (Eq. 3.1) para las esti-
maciones de los parámetros en comparación con los datos experimentales.
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4.2.2. Modelo de saturación logística en la eclosión (Eq. 3.1)

Para el modelo de coeficientes constantes y saturación logística dado en
(Eq. 3.2). El cual considera todas las tasas constantes, pero agrega la consi-
deración de que la tasa de eclosión se ve afectada por la saturación de todos
los individuos del sistema acuático. Para este modelo solo se realizaron es-
timaciones de la C capacidad de carga del sistema, pues es justamente la
hipótesis clave que desea representar el modelo.
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Figura 4.3: Simulaciones MCMC del parámetro C del modelo de coeficientes constantes
(Eq. 3.2). La gráfica del lado izquierdo corresponde a una estimación comenzada en C=1000.
La gráfica del lado derecho corresponde a otra estimación pero para un tamaño de paso más
pequeño y que comienza en C=100.

En la Figura 4.3 se muestra el resultado del MCMC. Cada sub gráfi-
ca representa los valores estimados contra su loglike. En dicha figura se
presentan dos estimaciones una que inicia el valor en C = 1000 (gráfica
izquierda) y una que inicia en C = 100 para un tamaño de paso más pe-
queño (gráfica derecha). Lo que muestra que aún iniciando las estimaciones
en diferentes valores, mientras el valor estimado se acercan más 70 mayor
es su similitud a los datos (mayor loglike). El resultado en ambas simula-
ciones coincide. La estimación del parámetro muestra que su valor exacto
debe ser al rededor de 70 (de hecho, sus aproximaciones son cercanas a 73).

En el capítulo 3 mostramos que este modelo dos estados estacionarios,
además se dieron las condiciones para que un valor estacionario sea estable
según el valor de los parámetros. Así que, para los parámetros elegidos
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dados en la Tabla 4.4 y en la Tabla 4.3 y considerando además el valor de
C que corresponde a la mejor aproximación obtenida en el MCMC verifi-
caremos la estabilidad del sistema.

Recordemos que el valor de p∗ corresponde a las raíces del polinomio
(Eq. 3.13). Primero calculamos numéricamente el valor de los dos posibles
valores de p∗ (raíz grande y raíz chica). En la Figura 4.4 se muestra, la
gráfica del determinante de la matriz jacobiana del sistema (Eq. 3.2) como
función de λ (valores propios del polinomio). Este determinante se consi-
dera para los dos valores p∗. Las gráficas superiores corresponden al valor
grande de p∗ y las gráficas inferiores al valor pequeño. En ambos casos la
gráfica derecha corresponde a una ampliación al rededor del cero, de cada
gráfica de la izquierda.

Notemos que el valor pequeño resulta ser el estable. Pues es posible ob-
servar en la que la parte real de todas su raíces del determinante evaluado
en el valor pequeño de es negativa y es justamente a la que convergen todas
las simulaciones del sistema (Eq. 3.2). Lo cual se puede ver en la Figura 4.6.

Como un análisis adicional para este modelo, presentamos el siguiente
resultado numérico. Dado que el valor del estado estacionario del sistema
esta definido para los posibles valores de p∗. Como los dos posibles valores
de p∗ se obtienen como raíces de la ecuación (Eq. 3.13), la cuál depende del
valor de los parámetros del sistema y de H, es decir, depende de cuántos
huevos ingresan al sistema. Con ello un resultado interesante es el que se
muestra en la Figura 4.5. En ella se muestra el comportamiento de los dos
posibles valores de p∗ como función de H. En la gráfica derecha se muestra
cómo se comporta la raíz pequeña de (Eq. 3.13) con respecto a la cantidad
de huevos que ingresan al sistema. En la gráfica izquierda se muestra el
comportamiento de la raíz grande de (Eq. 3.13).

Esto muestra cómo cambian los dos valores de p∗ para diferentes valo-
res de H. En la gráfica correspondiente a la raíz chica se muestra que la
estabilidad del modelo se dará aún para valores diferentes de H, pues se ve
que ese valor se mantiene.
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Figura 4.4: Polinomio característico de la matriz jacobiana del sistema (Eq. 3.2) como función
de λ. Las gráficas superiores corresponden al valor p∗ = 5.93 y las inferiores al valor p∗ = 35.94

las gráficas del lado derecho son un acercamiento al rededor del cero. Las coordenadas de λ en
las gráficas de lado izquierdo tienen una escala de 1× 1012

En la Figura 4.6 se presenta la dinámica en el tiempo del modelo de satu-
ración logística (Eq. 3.2) para los valores estimados de C según el MCMC.
Cabe destacar que para la estimación realizada en este modelo también se
considero el estado estacionario analítico, que se obtuvo en el capítulo 3,
como una condición adicional para medir la cercanía al modelo.
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Figura 4.5: Valor de las dos raíces del polinomio (Eq. 3.13) para como función de H. Las raíces
representan los dos valores de p∗ que determinan los estados estacionarios de sistema (Eq. 3.2).
La gráfica del lado izquierdo muestra que la “raíz chica ” que converge cuando H crece y del
lado derecho que la “raíz grande” que crece al cuando H.
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Figura 4.6: Dinámica por estadio del modelo de coeficientes constantes y saturación logística
(Eq. 3.2), para las estimaciones del parámetro en comparación con los datos experimentales.
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4.2.3. Modelos de tasa efectiva y saturación logística (Eq. 3.2)

El siguiente modelo que se estudió es el modelo de edad presentado
en (3.4.1). El cuál se mostró que es equivalente a un modelo con tasa de
eclosión efectiva. En este caso se consideraron cuatro modelos adicionales
presentados en (Eq. 3.29), (Eq. 3.30), (Eq. 3.31), (Eq. 3.32), para agregar
el efecto de la saturación logística a una eclosión variable. Para estos mode-
los las estimaciones MCMC se realizaron sobre la tasa efectiva de eclosión,
la capacidad de carga y las tasas de transición pues los parámetros impor-
tantes a focalizar.
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Figura 4.7: Dinámica por estadio de los cuatro modelos de tasa efectiva. Cada modelo se
consideró en el mejor valor estimado de los parámetros.

En la Figura 4.7 se presenta la dinámica en el tiempo de los 4 modelos
de tasa efectiva, cada simulación representa la dinámica de cada modelo
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en los valores estimados que mejor aproximaron su cercanía de los da-
tos experimentales al modelo según el MCMC. Al final de este capítulo
se mencionará por qué el modelo que mejor se aproxima los datos es el
modelo dado por (Eq. 3.29). Por ello, solo mostramos las simulaciones co-
rrespondientes a la dinámica del sistema para los valores estimados de los
parámetros que generó el método MCMC para el modelo (Eq. 3.29) en la
Figura 4.8. En dichas gráficas es posible ver que que la dinámica de los
datos y las simulaciones del modelo se relacionan más que en los modelos
anteriores.
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Figura 4.8: Dinámica de cada estadio del modelo (Eq. 3.29) para los valores estimados compa-
rando los datos experimentales.

En la Figuras 4.9, 4.10, 4.11, 4.12 se muestran los cadenas Monte Carlo
de las estimaciones MCMC de los modelos (Eq. 3.29), (Eq. 3.30), (Eq. 3.31),
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(Eq. 3.32) respectivamente. Se puede ver que la estimación converge y los
valores estimados que el método elige cómo cercanos los mantiene un ran-
go de valores. Esto muestra que el valor de los parámetros debe estar en
dichos intervalos con una probabilidad alta. Cabe destacar que al agregar
más larvas a consideración de saturación del sistema se mejora el proceso
de estimación de parámetros. Sin embargo, cuando realizamos la compara-
ción tanto en ECM, cómo por el índice de Akaike es el modelo (Eq. 3.29)
tiene un menor valor, por ello que al plantear el modelo que considera la
última suposición, solamente consideramos la competencia con l1.

Esta consideración es importante pues implica que en realidad las larvas
que más afectan el proceso de eclosión son las del primer instar y no las del
resto. Sobre todo destaca que existe un efecto sobre la eclosión la cantidad
de larvas .

Cabe destacar las estimaciones realizadas también consideran los esta-
dos estacionarios analíticos dados por (Eq. 3.33), (Eq. 3.34), (Eq. 3.35),
(Eq. 3.36), como una condición adicional dentro de nuestro Monte Carlo
para realizar la comparación de los modelos con los datos.
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(a) Cadena del MCMC para µ1
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(b) Cadena del MCMC para µ2
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(c) Cadena del MCMC para µ3
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(d) Cadena del MCMC para µ4
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(e) Cadena del MCMC para τ5 6
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Figura 4.9: Cadena Monte Carlo generada al estimar el valor de los parámetros para el modelo
(Eq. 3.29).
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(a) Cadena del MCMC para µ1
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(b) Cadena del MCMC para µ2
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(c) Cadena del MCMC para µ3

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
Número de iteración

0.075

0.100

0.125

0.150

0.175

0.200

0.225

0.250

va
lo

re
s e

st
im

ad
os

 d
e 

4

(d) Cadena del MCMC para µ4

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
Número de iteración

0.225

0.250

0.275

0.300

0.325

0.350

0.375

0.400

va
lo

re
s e

st
im

ad
os

 d
e 

5
6

(e) Cadena del MCMC para τ5 6
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(f) Cadena del MCMC para τe
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Figura 4.10: Cadena Monte Carlo generada al estimar el valor de los parámetros para el modelo
(Eq. 3.30).
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(b) Cadena del MCMC para µ2
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(c) Cadena del MCMC para µ3
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(d) Cadena del MCMC para µ4
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(e) Cadena del MCMC para τ5 6
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Figura 4.11: Cadena Monte Carlo generada al estimar el valor de los parámetros para el modelo
(Eq. 3.31).
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(b) Cadena del MCMC para µ2
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Figura 4.12: Cadena Monte Carlo generada al estimar el valor de los parámetros para el modelo
(Eq. 3.32).
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4.2.4. Modelo de productividad para el ingreso constante de
huevos (Eq. 3.37)

El último modelo que se analizará es el modelo (Eq. 3.37). Este mode-
lo considera la competencia por recursos de las larvas de tercer y cuarto
instar, sobre las transiciones de las larvas más pequeñas. Con este modelo
se busca determinar si dicha competencia afecta la dinámica general de tal
manera que, la dinámica del modelo represente una mejor aproximación al
comportamiento de los datos Al final de este capítulo se muestra que en
efecto así sucede, pues este modelo es el de menor ECM.

De manera análoga a los modelos anteriores en la Figura 4.13 se mues-
tra las gráficas de la simulaciones del modelo (Eq. 3.37) para los valores
estimados por el MCMC. En esta gráfica es posible notar cómo las simula-
ciones de los parámetros están al rededor del valor promedio de los datos.
Así que, todas las condiciones de este modelo resultan importantes para
describir la dinámica de los datos.

Las estimaciones generadas por el MCMC determinan valores “buenos”
de los parámetros. En la Figura 4.14 se presentan los intervalos que co-
rresponden al 90 % de las estimaciones. Así que, por la construcción de las
estimaciones podemos afirmar que el valor de los parámetros que hace que
la dinámica del modelo sea la más similar a los datos, esta en dicho inter-
valo con una alta probabilidad. En la Tabla 4.6 se presenta el valor de los
cuartiles de las estimaciones de los parámetros para el modelo (Eq. 3.37).
Q1 es el primer cuartil con el 25 % de los datos, Q2 es la mediana y Q3 es
el tercer cuartil con el 75 % de los datos.

Para este modelo se hizo un análisis adicional, para verificar el com-
portamiento de los errores del modelo (Eq. 3.37) a los datos. Recordemos
en el experimento de simulación que se presenta en la segunda sección del
capítulo 2 es que las variaciones a los datos serían las causadas por el efecto
que se pierde por el cambio de escalas en días y horas en las tasas de tran-
sición de las larvas, lo cuál es una consideración importante que se realizó
al medir la cercanía a los modelos.
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Figura 4.13: Dinámica por estadio del Modelo de productividad para el ingreso constante de
huevos (Eq. 3.37).

En la Figura 4.15 se muestra las gráficas Q-Qplot Normal de la dife-
rencia entre el modelo (Eq. 3.37) y los datos del experimento de campo.
Se muestra que los errores al modelo no corresponden a una distribución
normal al rededor del modelo. Este resultado muestra gráficamente que di-
chas variaciones del modelo a los datos (errores) no tienen una distribución
normal y permite afirmar que una posible justificación es la diferencia de
escalas antes mencionada y no errores de medición.
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Parámetros Q1 Q2 Q3

C1 14.30713 15.3253 16.4978

C2 431.57560 492.1049 548.5292

C3 405.53609 488.19666 594.52654

τe 0.436815 0.5071 0.538990

τ1 2 0.482352 0.5283 0.56764059

τ2 3 0.3139261 0.33338 0.3630052

τ3 4 0.159074 0.1848 0.2165869

τ4 5 0.0710750 0.084647 0.0999605

τ5 6 0.346915 0.3972 0.4060107

µ1 0.1701 0.29287 0.3812513

µ2 0.09568 0.12320 0.160774

µ3 0.08206 0.08990 0.10207

µ4 0.0656 0.08227 0.117325

Tabla 4.6: Valores correspondientes a los cuartiles Q1, Q2 Q3 de las estimaciones de los
parámetros del modelo (Eq. 3.37). Estos cuartiles representan respectivamente el 25 %, 50 % y
75 % de los datos.

4.3. Comparación de los modelos estudiados

Modelos (Eq. 3.1) (Eq. 3.2) (Eq. 3.29) (Eq. 3.30) (Eq. 3.31) (Eq. 3.32) (Eq. 3.37)

ECM 1099.080 91.3634 66.02 66.74 66.68 67.1126 61.106

Número de

parámetros estimados
9 1 7 7 7 7 13

Índice de

Akaike
8.5914 -11.509 0.351935 0.3580686 0.3632231 0.365980 12.8624

Corrección 13.7342 -11.407 3.3832 3.38509 3.39025 3.39300 24.604

Tabla 4.7: Comparación de los modelos mediante ECM y el índice de Akaike. Los valores
resaltados en naranja remarcan el menor valor obtenido en cada caso.

Para finalizar este trabajo en la Tabla 4.7 se presentan los valores del
error cuadrático medio (ECM) de cada modelo a los datos experimentales.
Para calcularlo se consideró cada modelo en los valores de los parámetros
que resultaron con la mejor aproximación a los datos. Estos parámetros se
tomaron de los resultados de cada MCMC.

Se resalta el valor del ECM para el modelo de tasa efectiva, donde la
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Figura 4.14: Rango de valores de los parámetros para el modelo (Eq. 3.37). Dichos intervalos
representan el resultado del 90 % de las estimaciones.

saturación por competencia solo es con respecto a l1, (Eq. 3.29). Sin em-
bargo, debido a que la cantidad de parámetros estimada fue diferente en
cada modelo consideramos también como un referente el conocido índice
de Akaike dado en [101] que considera también el número de parámetros
estimados para medir la aproximación.

Como resultado se obtuvo que el modelo de tasa efectiva que mejor
aproxima los datos es el de la competencia solo con las larvas 1 (Eq. 3.29)
y que el modelo que mejor aproxima en ECM a los datos es el (Eq. 3.37).
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(a) Comparación Q-Qplot normal de los errores del modelo a
los datos para la dinámica de l1.
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(b) Comparación Q-Qplot normal (ajustada) de los errores del
modelo a los datos para la dinámica de l1.
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(c) Comparación Q-Qplot normal de los errores del modelo a
los datos para la dinámica de l2.
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(d) Comparación Q-Qplot normal (ajustada) de los errores del
modelo a los datos para la dinámica de l2.
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(e) Comparación Q-Qplot normal de los errores del modelo a
los datos para la dinámica de l3.

1.0 0.5 0.0 0.5 1.0
Cuantiles de la distribuión normal

30

20

10

0

10

Er
ro

re
s d

el
 m

od
el

o 
pa

ra
 l 3

(f) Comparación Q-Qplot normal (ajustada) de los errores del
modelo a los datos para la dinámica de l3.
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(g) Comparación Q-Qplot normal de los errores del modelo a
los datos para la dinámica de l4.
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(h) Comparación Q-Qplot normal (ajustada) de los errores del
odelo a los datos para la dinámica de l4.

Figura 4.15: Gráficas Q-Qplot normal, por cada estadio, de la diferencia del modelo (Eq. 3.37)
a los datos.
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CONCLUSIONES

La prevención y control de enfermedades virales transmitidas por el
mosquito Aedes aegypti es un problema complejo de salud pública que
requiere la intervención de los gobiernos, de la sociedad civil y de los di-
ferentes grupos de investigación. Dado que se ha mostrado que la reduc-
ción de criaderos y el control de sus poblaciones reducen la incidencia de
enfermedades, es crucial dedicar recursos humanos y económicos a buscar
estrategias sustentables y sostenidas de minimización de criaderos que con-
trolen el crecimiento poblacional de los mosquitos.

Con el objetivo de dar información sobre las poblaciones de mosquitos
en un criadero, en este trabajo se estudia el comportamiento cualitativo de
una población de mosquitos inmaduros. Los modelos aquí presentados con-
sideraron tres características entomológicas importantes. En primer lugar,
se estudia la dinámica de una población en la que hay una acumulación de
individuos, esto debido a que ingresan al sistema en diferentes instantes de
tiempo. En segundo lugar, se estudió el comportamiento de la eclosión de
huevos, considerando el efecto que tiene sobre ella la saturación del siste-
ma y su variabilidad en el tiempo. Por último, se estudió la competencia
intraespecífica y su efecto sobre la transición larvaria.

El resultado final de este trabajo es que el Modelo de Productivi-
dad para el Ingreso Constante de Huevos es el que mejor describe la
dinámica de una población de mosquitos inmaduros en un recipiente. La
metodología utilizada permite afirmar que no sólo este es el modelo que
mejor aproxima a los datos del experimento de campo, si no que los demás
modelos no presentan una mejor aproximación a ellos.
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Algo que es importante destacar es que este modelo no es una elección
aleatoria. Este modelo representa consideraciones entomológicas importan-
tes que, además de elegirse con base en investigaciones biológicas, estas se
agregaron una a una en los modelos estudiados, lo que permitió descartar
o no según se iba mejorando la aproximación a los datos.

El modelo de productividad para el ingreso constante de huevos toma
en cuenta las cinco suposiciones entomológicas siguientes.

Las larvas tienen una transición en promedio constante; es decir, a to-
das las larvas de cada estadio les toma el mismo tiempo pasar al estadio
siguiente. La mortalidad de los estadios es fija para cada uno. La eclosión
de los huevos es variable; es decir, la proporción de huevos que eclosio-
nan varía en dependencia de cuántos días tienen en el sistema. Además de
considerar que la saturación del sistema retrasa la eclosión y la transición
larvaria.

El hecho de que este modelo se acerque más a los datos permite afirmar
que para describir la dinámica es necesario que se consideren todas estas
suposiciones en simultáneo. Esto ya que los modelos que solo consideran
alguna de ellas no ofrece mejores resultados de aproximación a los datos.

Es importante enfatizar que la forma de trabajo en la que se desarro-
lló este proyecto permitió destacar la importancia del modelo final. No
obstante algunos de los resultados que se obtienen en cada paso de la in-
vestigación pueden ser de utilidad para trabajos futuros que se desprenden
directamente de este proyecto de investigación.

Un primer ejemplo de ello es el siguiente. En la sección 2 de este trabajo
se mostró que la dinámica de una población inmadura en un contenedor
al cual diariamente se le ingresa un número constante huevos, presenta un
ciclo límite con período de 24 horas. Notemos que esta frecuencia coincide
con la del ingreso de los huevos. Por otro lado, en la sección 3.4 se mostró
que la condición de eclosión variable para el ingreso de huevos constante,
es equivalente a una tasa de eclosión efectiva que depende de la cantidad
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de huevos que ingresan. Con ello, es posible concluir que la dinámica de un
recipiente depende de la cantidad y forma en la que se ingresan los huevos
al sistema.

Esta conclusión permite afirmar que para determinar la productividad
de un contenedor es necesario entender el comportamiento de la oviposi-
ción de mosquitos. Se sabe, que en promedio un mosquito ovipositan 100
huevos cada tres días; sin embargo, obtener información sobre la frecuencia
y elección de recipientes sería de utilidad para generalizar los resultados
aquí obtenidos. Con los resultados de este trabajo se sientan las bases pa-
ra construir un modelo matemático que determine la productividad de los
criaderos.

Sin duda esta es una primera línea de investigación futura a desarrollar
como continuación de este proyecto. Esta primera extensión del trabajo
permitirá obtener nuevas estrategias de estimación de la cantidad de pu-
pas y como consecuencia, de la cantidad mosquitos que pueden emerger.

Cabe destacar que esto no es una tarea sencilla ya que, además de en-
tender la oviposición de los mosquitos, es importante conocer y distinguir
las condiciones de llenado y vaciado de cada recipiente. Estas condiciones
pueden ser muy diversas. Un recipiente que contiene agua para ganado tie-
ne una política de uso muy diferente a una cisterna de agua potable para
uso domestico.

Caracterizar la dinámica de un criadero eventualmente tiene implicacio-
nes interesantes a nivel epidemiológico. Pues tener mejores estimaciones de
la cantidad de mosquitos que pueden emerger de un recipiente permitirá
definir nuevos índices de medición de riesgo en la transmisión de enferme-
dades.

En otro orden de ideas los resultados aquí obtenidos pueden tener peso
por sí mismos desde una perspectiva meramente entomológica.

Al plantear y estudiar los modelos se señaló que se estaba presentando



132 CAPÍTULO 4. ESTUDIO NUMÉRICO DE LOS MODELOS

a una situación controlada en condiciones ideales para el desarrollo. Sin
embargo, los resultados teóricos obtenidos se pueden utilizar para obtener
algunos resultados análogos pero bajo otras condiciones ambientales. Por
ejemplo, para agregar el efecto de la variación de la temperatura bastaría
con hacer modificaciones en el valor de los parámetros que se relacionan
con la duración de los estadios.

Así, tener un modelo matemático que describe las poblaciones de mos-
quitos inmaduros será de utilidad para estudiar el efecto de ciertas hipóte-
sis que suelen hacerse por experiencia de los investigadores de campo. Por
ejemplo, determinar cuál es el alimento que optimiza el desarrollo o si la
cantidad de oxígeno del agua acelera o no el desarrollo. Ésta sin duda es
otra línea de investigación viable para la continuación de este proyecto.
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