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Introduccion

Podemos decir que el estudio de los espacios de funciones cldsicos, como por ejem-
plo las funciones continuas, las funciones acotadas y los espacios de sucesiones, fueron
el punto de partida del andlisis funcional. En 1920, en su tesis doctoral, Stefan Banach
(1882-1945) defini6 axiomaticamente lo que hoy conocemos como espacio de Banach.
En 1932 se publica su monografia Théorie des opérations linéaires, convirtiéndose en el
centro de investigacion del andlisis funcional. Sin embargo, la teoria abstracta se enfo-
ca principalmente a estructuras topoldgicas de los espacios Banach y descuida casi por
completo el concepto de espacio vectorial ordenado.

Un reticulo £ es un conjunto no-vacio con un orden parcial con la propiedad de que
sup{z, y} e inf{x, y} existen (en E) para cada par z,y € E. Mientras tanto, un reticulo
vectorial o espacio de Riesz es un reticulo que ademads es espacio vectorial, donde las
operaciones algebraicas y el orden satisfacen: (i) si < y, entonces x + z < y + 2, (ii) si
r<yyA>0e€R, entonces \x < \y parazx,y,z € E.

En un espacio de Riesz F, sup{x, —x} define el médulo de z para cada x € F'y se
denota por |x|. Por otro lado, un reticulo normado es un espacio de Riesz E con una norma
tal que si |z| < |y| se cumple que ||z|| < ||y||, donde ||z|| es la norma en E. Finalmente,
un reticulo de Banach es un reticulo normado que ademas es un espacio de Banach.

Los espacios de Riesz fueron considerados por primera vez por F. Riesz (1880-1956),
L. Kantorovich (1912-1986) y H. Freudenthal (1905-1990) a mediados de los afios treinta,
aunque su teoria inicial se remonta hasta el comienzo de la investigacion de los espacios
de Banach. En los afios siguientes estas investigaciones fueron continuadas por matem4-
ticos en la Unién Soviética como B.Z. Vulich (1913-1978), A.G. Pinsker (1906-1986) y
A.L Judin; en Jap6n por H. Nakano (1945-) y T. Ogasawara(1931- ) y en los Estados Uni-
dos por S. Kakutani (1911-2004) y H.F. Bohnenblust (1906-2000). Si bien la teoria de
espacios de Banach se desarrollé rdpidamente en los afios cincuenta y sesenta, la teoria
de espacios de Riesz recibi6 atencion afos mds tarde. A principios de los afios sesenta se
empieza a ver que las estructuras topoldgicas y las de orden estaban relacionadas por lo
que convendria en adelante ser estudiadas de manera conjunta. Durante los afios setenta se
comenz0 a construir una teoria que combina los espacios de Riesz y de Banach de forma
natural, dando asi lugar a los reticulos de Banach. En este periodo se establecen la mayoria
de los fundamentos de orden de espacios vectoriales y las propiedades reticulares de los
operadores. Entre 1966 y 1974 aparecieron las monografias de B.Z. Vulich, W.A.J. Lu-
xemburg (1929-2018), A. C. Zaanen (1913-2003) y H.H. Schaefer (1925-2005). De esta
época destacan los libros de H. H. Schaefer [7], W. A. J. Luxemburg [4], A.C. Zaanen [4]
y C.D. Aliprantis (1946-2009).

Posteriormente aparecen los trabajos de C.D. Aliprantis [2], [1], A.C. Zaanen [10], P.
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INTRODUCCION

Meyer-Nieberg [6], H. U. Schwarz [8] y Y.A. Abramovich [1].

Ademads de su importancia en las matematicas, la teoria de espacios de Riesz y los ope-
radores positivos tiene importantes aplicaciones en otras disciplinas, entre las que destacan
teoria de juegos, economia y finanzas.

El presente trabajo se basé principalmente en las notas Vector and Banach lattices de
A.W. Wickstead [9]. El principal objetivo es detallar los resultados que aparecen en ellas
y desarollarlas con ejemplos para la comprension de cualquier estudiante que comience a
tener interes en el tema. Se derrollé en cuatro capitulos que describimos a continuacion.

En el capitulo 1 se presentan los conceptos principales de los conjuntos con los que se
trabajard en capitulos posterores tales como conjunto ordenado, espacio vectorial ordena-
do y espacio de Riesz. Se muestra una gama de propiedades que poseen sus elementos y
subconjuntos; ademds que se presentan los primeros ejemplos en conjuntos bien conoci-
dos.

En el capitulo 2 desarrollaremos los espacios de funciones cldsicos y los espacios de
Riesz en ellos. Se consideran los conceptos de norma, espacio completo y espacio de
Banach. Es aqui donde se muestran algunos interesantes ejemplos acerca de la herencia
de propiedades reticulares a los subconjuntos de espacios de Riesz.

En el capitulo 3 definimos algunos subconjuntos bésicos de los espacios de Riesz como
ideales y bandas, asi como lo relacionado a los elementos llamados dtomos. Se presentan
teoremas y resultados que se consideran importantes respecto a ellos. Buscamos que no se
pierda el seguimiento para el lector ya que aqui es donde quizd los conceptos ya no son
tan conocidos. Igualmente se presentan ejemplos utilizando lo que se ha visto en capitulos
anterores. Se empieza a hablar acerca de los operadores lineales; se define ademds lo
que es un homomorfismo reticular y se define el espacio cociente de un espacio de Riesz
asociado a un ideal en dicho espacio. Adicionalmente se presenta el teorema de Kakutani;
uno de los teoremas mds importantes de la materia.

En el capitulo 4 se introduce lo que es un espacio Dedekind completo y Dedekind
o—completo. Usamos algunos conjuntos ya trabajados en capitulos anteriores para ilustrar
ejemplos y se agregan algunos ejemplos mas. Se trabaja con algunas clases de operado-
res lineales como operadores positivos, operadores regulares y operadores reticularmente
acotados. Ademas se relacionan los operadores lineales con los espacios de Riesz. Se
concluye el capitulo presentando lo que es un reticulo normado y un reticulo de Banach,
ademds de que se muestran algunos ejemplos de los mismos.
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Capitulo 1

Espacios de Riesz

1.1. Conjuntos ordenados

Definicién 1.1.1 Un orden parcial en un conjunto no-vacio M es una relacioén < tal que:

i) © < xparacadax € M.
i) r <yyy < ximplicaque r = y.

i) z <yyy < zimplicaque z < z.
A un conjunto no-vacio M con un orden parcial < lo llamaremos conjunto ordenado.

Usamos y > x como un sinénimo para z < y, cuando esto ocurra diremos que z y ¢y son
elementos comparables. Si M es un conjunto tal que x y y son comparables para cada
x,y € M, entonces se dice que < es un orden lineal u orden total en M. En adelante,
cuando se escriba x < y se entenderd que © < yy x # y.

Si A es un subconjunto de M, diremos que x es una cota superior de A si a < x para
todo a € A. En este caso también decimos que A estd acotado superiormente. Una cota
superior x de A es la minima cota superior o supremo si para cualquier otra cota superior
y de A, se cumple que = < y.

El supremo de A C M, cuando este existe, se denota por sup A. En particular, si
A = {z,y} el supremo de A lo denotaremos por = V y. De lo anterior tenemos que
xVx=ux,paracadaz € M.

Los términos cota inferior, inferiormente acotado, mdxima cota inferior e infimo se
definen de manera andloga. Ademas si el conjunto A = {z,y}, donde z,y € M, tiene
infimo entonces = A y := inf A. Se sigue que z A x = .

Los conjuntos que son acotados superiormente y acotados inferiormente son llamados
conjuntos orden-acotados o reticularmente acotados.

Lema 1.1.1 Si A C M es un conjunto que tiene supremo, entonces el supremo es tnico.
Andlogamente si A C M tiene infimo, entonces este es tinico.

Demostracion: Supongamos que x = sup Ay y = sup A. Como z y y son cotas supe-
riores de A se cumple que z < y ya que x = sup A. Andlogamente tenemos y < z. Por lo
tanto, z < yy y < z, lo que implica que x = y.

La prueba para el infimo es andloga. [



2 ESPACIOS DE RIESZ

1.2. Reticulos

Definicién 1.2.1 A un conjunto ordenado M tal que x V y y x A y existen para cualquier
par de elementos =,y € M lo llamaremos reticulo.

Ejemplo 1.2.1 La igualdad define un orden parcial en un conjunto no-vacio M.

Demostracion: (i) Paracadax € M,z = x.
(i) Siy=xyx =ysecumpleque y = x parax,y € M.
(1) Siy =z yx = z,entonces y = z para x,y, z € M. |

(Es M un reticulo? En general la respuesta es jno! S6lo se cumple cuando M es un
conjunto de un solo elemento. Ya que para x,y € M tales que x # y, entonces = no es
comparable con y. Se sigue que, x V y no existe cuando M tiene mas de un elemento.

Ejemplo 1.2.2 Sean Q0 # () un conjunto arbitrario y M = 2%. Para cualesquiera A y
B € M, definimos,
A< BsiACB. (1.1)

Veamos que (1.1) es un orden en M. Sean A, B,C € M.
i) A C Aparacada A € M, por lo tanto A < A.

ii)) SiAC By B C A, entonces A = B. Lo que implicaquesi A < By B < A,
entonces A = B.

iii) SiA C By B C Centonces A C (', es decir,si A < By B < Centonces A < C.

Por lo tanto, se cumple que 2 con la relacién dada en (1.1)es un conjunto ordenado.

Proposicion 1.2.1 El conjunto 2% con el orden definido en (1.1) es un reticulo. Con este
orden, el conjunto 2* es un conjunto orden-acotado.

Demostracién: Veamos que para cualquier par de elementos A, B € 2% se cumple que
AVB=AUB.

Tenemosque A C AUByB C AUB,estoes, AKAUByB< AUB.

Sea D € Mtalque A < Dy B < D,entonces A C Dy A C D por lo que
AUB CDUD = D.Porlotanto, AU B < D.

Andlogamente, si A, B € 2% se cumple que AN B = AN B.

Tenemosque ANB C AyANB C B,sesigneque ANB< AyANB<B.

Supongamos que C' € M talque C' < Ay C < B, entonces C C Ay C' C Bloque
implicaque C C AN B. Asi,C < AN B.

Hemos verificado que M con el orden definido en (1.1) es un reticulo.

El conjunto 2% es orden-acotado ya que para cada A € 2% se cumple que ) C A C Q.m

2



1.2. RETICULOS 3

Lema 1.2.1 Si M es un reticulo y A C M es no-vacio y finito, entonces existen sup A e
inf A.

Demostracion: Dado que A es finito podemos suponer que A consta de n elementos para
algin n € N. Procedamos a demostrar por induccidn.

Paran = 2.

Sea A = {ai,as}, sabemos que A C M y que M es un reticulo, entonces a; V asy
existe.

Supongamos que cualquier conjunto con n elementos tiene supremo. Queremos pro-
bar que para un conjunto B = {by, by, ..., by, b1} C M existe el supremo. Para ello,
notemos que,

{b1,ba, ..., by, bps1} ={b1,b2, ..., 00} U{bpi1},

por hipétesis inductiva, sabemos que {by, bo, . .., b, } tiene supremo. Llamemos s al supre-
mo del conjunto {by,bs,...,b,} y probemos que

Sup{bl, b27 Ce ,bn, bn+1} =sV bn+17

el cual existe ya que M es un reticulo.

Tomemosi € {1,...,n}. Notemos que b; < sy s < sVb,1,ademds b, 11 < sVb,41.
Por lo tanto, se cumple que s V b,,11 es cota superior de B.

Sea k otra cota superior de B, entonces b < k para cada b en B. De lo anterior resulta
que b,11 < kyb; <kparacadai € {1,...,n}, sesigue que s < k. Asi s V b,1 < k.

De forma anéloga se verifica que inf A existe. [

Lema 1.2.2 Sea M un reticulo y sean x,y,z € M. Entonces se cumplen las siguientes
propiedades:

i)xVy=yVuz.
i) (xVy)Vz=zV(yVz2).
i) Siw<zyz<y,entonceswVz<zVy wAz<xTAy.

Demostracion: (i) Tenemosquey < zVyyz < zxVy. Ademasz <yVzyy <yVz.
AsiyVex <zVyyzVy<yVz Enconsecuencia, x Vy =1y V x. Lo que prueba (i)

(ii) Para probar (ii), lo haremos en dos partes. Primero, veamos que (z V y) V z <
zV(yV z).

Comoz <zV(yVz)yy <(yVz) <zV(yVz)secumpleque (z Vy) < zV(yV z).
Ademids z <yVz<xzV(yVz),entonces (zVy)Vz<zV(yVz).

Ahora, probemos que z V (y V 2) < (x Vy) V 2.

Secumpleque z < zVy < (xVy)Vz Porotrolado,y < zVy < (zVy) Vzy
z<(xVy)Vz. AsiyVz<(xVy)VzLuego,zV(yVz)<(rVy)Vz

Por lo tanto, de las dos desigualdades anteriores, se verifica (ii).

(iii) Tenemosque zxVy > x > wyxzVy >y > z,entoncesxVy > wV z.
Andlogamente, w A\ z < w <zywA 2z < z <y.Porlotanto,w N z < x Ay. ]

3



4 ESPACIOS DE RIESZ

Como consecuencia del lema anterior, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.2.1 Six <y, entoncesxzV 2 <yVzyx ANz <yAzparacada z € M.

En caso de que no se indique, siempre trataremos con espacios vectorales reales en el
presente trabajo.

1.3. Espacios vectoriales ordenados

Definicién 1.3.1 A un espacio vectorial £ con un orden parcial < que ademds cumple:
i) Siz,y,z€ Fyx <yentoncesz + z < y + 2,
i) Siz,y € E,z <yy A >0 € Rentonces Az < Ay,

lo llamaremos un espacio vectorial ordenado. En este caso diremos que < es un orden
vectorial.

Observacion: Notemos que si £ es un espacio vectorial ordenado y W C E un subes-
pacio vectorial, entonces al restringir el orden de £ a W resulta que W es también un
subespacio vectorial ordenado.

Observacion: Six <y y A <0, entonces \y < Ax.

Demostracion: Tenemos que A < 0 <= —\ > 0. Luego, si z < y, entonces por el
inciso (1) de la definiciéon —A\z < —\y . Usando la definicién y tomando z = Az resulta
que 0 < —A\y + Azx. De forma andloga, tomando z = Ay, tenemos que \y < Ax. [

Ejemplo 1.3.1 Consideremos la siguiente funcion:

x, silz|#1
h(z) = 1, sixz=-1.
-1, siz=1.

Para z,y € R, diremos que = < y si h () < h (y), veamos que < determina un orden en
R que no es orden vectorial.
(i) Paracadax € R se cumple que z < z, yaque h (z) < h(x).

(i) Sixz X yyy =< z,entonces h(z) < h(y)y h(y) < h(zx). Se sigue que
h (x) = h(y). Observando que h es inyectiva, se tiene que = = y.

(iii) Sean z,y,z € Rtalesque x < yyy = z, entonces h(x) < h(y)y h(y) <
h(z). Se sigue que h (x) < h(z), lo que implica que = < z.

4



1.3. ESPACIOS VECTORIALES ORDENADOS 5

Veamos que < no define un orden vectorial.

Tomemos x = 0y y = —1, se cumple que x <y yaque h(z) =0 < 1= h(y). Basta
tomar z = 2 paramostrarque x + z Ay + z,yaque h(z+2) =2 £ =1 = h(y + 2).
Por lo tanto, < no define un orden vectorial en R.

Definicién 1.3.2 Sea F un espacio vectorial ordenado. Al conjunto
Et={z € F:z >0},

lo llamaremos el cono positivo en E' y a sus elementos se les llama positivos (en vez de
no-negativos).

Recordemos que si A C E es un conjunto, se define —A = {—a : a € A}.

Lema 1.3.1 El cono positivo tiene las siguientes propiedades:
i) Siz,y € ET, entonces x +1vy € E.
ii) SiA\>0yx € ET, entonces \x € E™.
iii) ETN(—E") ={0}.

Demostracion: (i) y (ii) son inmediatos de la definicion.

Para demostrar (iii), seaz € E* N (—E"),entonces z > 0y —z > 0,luegoz > 0y
x < 0 por lo cual x = 0. Por lo tanto E* N (—E7*) C {0}.

Para demostrar la otra contencién, notemos que 0 > 0y 0 = —0, es decir, 0 € ET y
0 € —E* lo que implica que 0 € E* N (—E™). Porlo tanto {0} C ET N (—E™). ]

Definicion 1.3.3 Sea E un espacio vectorial y C' C E un conjunto no-vacio. Si C tene las
propiedades (i),(ii) y (iii) del lema anterior, entonces diremos que C' es un cono.

Definicion 1.3.4 Sean E un espacio vectorial y C' C E un cono, entonces para z,y € F
definimos
r<ysiy—xeC. (1.2)

Proposicion 1.3.1 El orden <, definido en (1.2), es un orden vectorial en E.
Demostracion: Tenemos que,
i) Para cadaz € F se cumple que x — z = 0 € C por (iii), asi x < .

ii) Sean x,y € Ftalesque y < xy x < y, entonces (z —y), (y —x) € C. Notando
que — (z —y) = (y — x), tenemos que (z — y) = 0 por (iii). Por lo tanto, se deduce
que r = y.

iii) Siz <yyy<zentoncesy —xyz—y e C.Porlotanto (y —x)+ (2 —y) € C.
Como (y —z) + (2 —y) = (2 — x) € C, entonces = < z. ]

5



6 ESPACIOS DE RIESZ

Por (i), (i1) y (ii1), se verifica que £ es un conjunto ordenado.

Por la propiedad (iii) y —x = y —x+ 2 —2 = (x+2) — (y+ 2), por lo cual
r+ 2z <y+z Ahora,siz < yy A > 0, por propiedad (ii), Az < Ay yasi A (x — y) € C.

Por lo tanto < es un orden vectorial.

Proposicion 1.3.2 Sea E un espacio vectorial ordenado y A, B C E. Si sup A existe,
entonces inf (—A) existe y inf (—A) = — sup A.

Reciprocamente, si inf B existe, entonces sup (— B) existe y se cumple que sup (—B) =
—inf B.

Demostracion: Sea o = sup A, entonces a < «, Va € A. Entonces —a < —a, Va € A,
lo que implica —« es una cota inferior de —A. Sea [ otra cota inferior de — A, entonces
B < —a, Ya € A, luego, a < —f Va € A. Dado que « es el supremo de A debe ocurrir
que « < —fyasi f < —a.Porlotanto —sup A = —a = inf (—A).

Andlogamente, tomemos /5 = inf B, por lo tanto 5 < b, V b € B. Se cumple que
—b < —pB Vb € B, entonces — 3 es una cota superior de —B. Si « es otra cota superior de
—B, setiene que —b < aVb € B.Luego, —a < bV b € B. Por propiedades del infimo,
debe ocurrir que —a < [y asi —f < a. Esto prueba que —f3 = sup (—B). ]

1.4. Espacios de Riesz

Definicién 1.4.1 A un espacio vectorial ordenado E' que ademas es un reticulo lo llama-
remos espacio de Riesz o reticulo vectorial.

Ejemplo 1.4.1 Un ejemplo sencillo de espacio de Riesz son los nimeros reales con las
operaciones usuales y el orden usual. Si x y y son nimeros reales, entonces = V y =
max{z, y}. Ademds, para cada = € R el médulo de « coincide con el valor absoluto de x.

En el lema 1.2.1 vimos que si M es un reticulo y A un subconjunto finito no-vacio,
entonces A tiene supremo. Con este ejemplo vemos que lo anterior ya no se cumple cuando
A es un conjunto contable. Basta tomar A = N, entonces A C R es un conjunto contable
pero A ni siquiera es acotado.

Ejemplo 1.4.2 Consideremos R con el orden ~ definido por laigualdad. Paracada z,y, 2z €
R: (i) Siz ~ y,entonces x + z ~ y + 2.

(ii) Para A € R tal que A > 0, se cumple que Az ~ \y.

Lo anterior muestra que R con la igualdad es un espacio vectorial ordenado. Sin em-
bargo, en el ejemplo 1.2.1, vimos que un conjunto M con mds de un punto no es un reticulo
con el orden definido por la igualdad. Por lo tanto, R con la igualdad no es un espacio de
Riesz.

El siguiente corolario es consecuencia de la definicién anterior y la proposicién 1.3.2.

6



1.4. ESPACIOS DE RIESZ 7

Corolario 1.4.1 Sea F un espacio vectorial ordenado. Si x \V y existe para cualquier
x,y € E, entonces E es un espacio de Riesz, ademds

zAy=—((-z)V(-y)).
Lema 1.4.1 Sea E un espacio de Riesz. Si x,y, z € E, entonces:
) (x+2)Vy+z)=(@Vy +z y (e+2)A(y+2)=(xAy)+z
i) deVy=XAxVy paralx>0 y XxAXy=\(xAy)para > 0.

Demostracion: (i) Notemosquez + 2z < (xVy)+zyy+z2<(xVy)+z Seaw € E
talquez + 2z < w,y+ 2z <w,entoncesr <w—z2yy < w — z.

Por lo tanto =V y < w — z lo que implica que (z V y) + z < w. Esto prueba la primera
parte de (1).

Por el corolario 1.4.1,

@+2)Ay+2) = —[(ce=2)V(-y—2)]=-[((-2)V(=y)) - 2]
= (=) V(=y))+tz=(@Ay) +2

Con lo que se verifica la segunda parte de (i).

(ii) Tenemos que x Vy > xy x Vy > y. Como A > 0, se implica que A (z Vy) > Az
y A(xz Vy) > Ay. Porlo tanto, A (z V y) > Az V \y.

Supongamos que k£ cumple que A\x V Ay < k, entonces Az < k'y Ay < k por lo cual
r < §yy < %parak > 0. De lo anterior x V y < %yasf/\(xVy) < k. Por lo tanto,
Az V Ay = A(x Vy).Elcasoen que A = 0 es evidente.

Usando una vez mas el corolario 1.4.1,

Ar ANy = —[(=Az) V (= Ay)] = =Al(—2) V (=y)| = A (z Ay).
Esto prueba lo afirmado. [
Definicion 1.4.2 Sea F un espacio de Riesz. Para x € F, definimos:

i) la parte positiva de x como z V 0 y la denotaremos por 2™,

ii) la parte negativa de x como (—x) V 0 y la denotaremos por por =,

iii) y el mddulo de x, que se denota por |z|, como = V —zx.

Observacion: Notemos que del corolario 1.4.1, tenemos otra manera de calcular la parte
positiva y la parte negativa para x € E es:

T =—((-2)A0) y a =—(zA0). (1.3)
Lema 1.4.2 Sea E un espacio de Riesz. Para cada v € E se cumple lo siguiente:

7



8 ESPACIOS DE RIESZ

i) ot 2= € ET, ademds v+ = (—x)” , 1~ = (—x)".
ii) x = xt — x~. Se cumple también que x > 0 si, y sélo si z— = 0.
ii) || =at +2= >0.
w) || =xsiz>0.
v) |x| =|— =zl

vi) |Az| = |||z

, donde |\| es el valor absoluto de \ € R.
vii) Sea a > 0. Entonces, |x| < a si, y sélo si, —a < x < a.

Demostracion: (i) Resultan directamente de la definicion.

(ii) Tenemos que z+ —z = (xV0) —x =0V (—z) = 27, entonces x = x+ — x~.
Supongamos que x > 0, entonces —x < 0; se sigue que x~ = (—z) V 0 = 0.
Supongamos ahora que x~ = 0, entonces z =" — 2~ =2t —0 =21 > 0.

(iii) |z| =2V (—2) = 2z V0) —z =22" — (2T — 27 ) =2t + 2.
(iv) Para = > 0 se cumple que (—z) < 0y por tanto |z| =z V (—z) = .

(v)|z| =z V (—x).Por (i) del lema 1.2.2, (—x) Ve = (—2z) V (—(—x) ) = | — z|.

(vi) Dado que F es espacio vectorial, (—\) z = A (—z) = (=) (z). Entonces |\||z]| =
Al (x V (=2)) = |A|z V |A| (—z). Luego, si A > 0, obtenemos, Az V A (—z) = |Az|.

Si A < 0,entonces [A|zV|A| (—z) = ((=A) 2 )V( (=) (=) ) = (= z)VIz = |Az|.

(vii) Tenemos que,

z]<a <= azV(-2)<a <= z<a, —z<a
<— x<a, —a<lz << —a<z<a [ |

Lema 1.4.3 Sean E un espacio de Rieszy x,y € E. Entonces,
i) sixz <y, entonces ™ <yt yy <ua .
ii) Sea A > 0 € R, entonces (Ax)" =ty (Ax)” = Az~
i) (x4+y)" <2t +yt, (24+y) <z +y.
) v +yl <l|z|+ [yl vy |lz[=1lyl| <|o—ylparacadaz,y € E.

Demostracion: (i) Tenemos que y* > y > z. Puesto que y™ > 0y y* > z, se sigue que
yt > (zVv0)=z".

Por otra parte, se cumple que = > —x > —y y 2~ > 0. De lo que resulta, x= >
—yVvVO0=y".

(ii) Notemos que (Ax)* =X x V0 = A(z VvV 0) = Az" porel lema 1.4.1.

8
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La otra prueba es andloga.

(iii) Tenemos que ™ + y* > = + y. Ademads, 2™ + y™ > 0. Por lo tanto
et +yt> (x+y) VO = (z+9)". Por otra parte, z~ 4+ y~ = (—z)" + (—y)" >
(e —y) =(x+y) .

(W) |z +yl=(@+y)" +(@+y) <ot +yt oty =la]+]yl.

Notemos que |z| = |z —y + y| < |z — y| + |y|, entonces |z| — |y| < |z — y|.
Anélogamente se prueba que |y| — |z| < |z — y|. Por lo tanto,

[zl =Tyl | = (2] = ly[) v (Jyl = |=]) < |& = yl. =

Proposicion 1.4.1 Sean E un espacio de Riesz y a,b € E, entonces se cumplen las si-
guientes igualdades:

1

aVbzé(a+b+|a—b|), (1.4)
1

a/\bzé(a—l—b—]a—by).

Demostracién: Queremos probar que a Vb =1 (a+b+|a—1b]).

Recordando que | a — b | = (a —b) V (— (a—b) ) y utilizando el lema 1.4.1, con
z = a + b, entonces
(a+b)+[(a=b) V(= (a=b))]=2aV2b=2(aVD).

Multiplicando por % obtenemos el resultado.
Para probar la segunda igualdad haremos uso del corolario 1.4.1. Entonces,
(@a+b)+(-Dla=b)V(=(a=b))] = (a+b)+[(—(a=b))A(a-Db)
= 2bA2a = 2(bAa).
Por lo tanto, 3 (a +b—|a—b|) =aAb. ]

Corolario 1.4.2 Sea E un espacio de Riesz. Para cualesquiera x,y € FE, se cumple lo
siguiente,

) x+y=(xVy) + (zAvy).
ii) |t —yl = (zVy) —(zAy).

Demostracion: Observemos que por la proposicion anterior,
D (@Vy) +@Ay) =s@+y+le—y)+30@+y—lr-yl)=2+y

1
2
i) (zVy) —(zAy)=3@@+y+lz—y))—s(xz+y—|z—y|]) =z -yl ]

9



10 ESPACIOS DE RIESZ

Proposicion 1.4.2 Sea E un espacio de Riesz y A C E un conjunto no-vacio. Si sup A
existe, entonces para cada v € E,

sup{rAa:a€ Ay =xAsupA y sup{zxVa:a€ A} =uzVsupA.
Similarmente, si inf A existe, entonces para cada v € FE,

mf{rVa:ac A} =2zvinfA y mf{rAa:aec A} =xANinfA

Demostracion: Fijemos x € E y sea y = sup A. Claramente, x A a < x A y para cada
a € A. Esto muestra que x A y es una cota superior del conjunto {z A a : a € A}.

Supongamos que z € F es otra cota superior de {x A a : a € A}. De acuerdo al
corolario 1.4.2, para cada a € A se cumple que

a=(aNz)+(aVr)—z<z+(xVy)—=z.

De lo anterior resulta que z + (z VV y) — x es cota superior de A. Luego, ya que y =
sup A, sesigueque y < z+ (x Vy) — .

Porlotanto, 2 Ay =x+y—(xVy) < z. Asi,sup{z Aa:a € A} = x Asup A como
se queria.

Por otra parte, ya que y = sup A, se tiene que z V a < x V y para cada a € A. Asi
x V y es una cota superior del conjunto {z Va : a € A}.

Sea s € F otra cota suprerior de {zVa : a € A}, entonces xVa < sparacadaa € A.
Se sigue que * < sy a < s para cada a € A, debido a que y = sup A4, resulta que v < s
y y < s;lo que implica que = V y < s. Hemos probado que = V y = sup{z Va:a € A}
como se queria.

Probemos ahora lo correspondiente para inf A.

Fijemos x € F y denotemos w = inf A. Se cumple que = V w es una cota inferior de
{rVa:ae A} yaquexrVw < xVaparacadaa € A.

Sea u otra cota inferior de {zVa : a € A}, entonces u < xVa paracadaa € A. Usando
lo anterior y el corolario 1.4.2, se tieneque a = (x V a)+ (z Aa) —x > u+ (v Aw) —z.
Esto indica que u + (z A w) — x es cota inferior de A, por lo tanto w > u + (v A w) — x,
de lo que resulta,

(zVw)+ (zAw)=x+w>u+ (zAw).

Asi, 2 V w > u. Se concluye que inf{z Va:a € A} =z Vinf A.

Resta ver que inf{z ANa:a € A} =z Aw.

Tenemos que xAw < xAaparacadaa € A. Sit es otra cota inferiorde {xAa : a € A},
entonces t < xyt < a paracadaa € A. Se cumple que t < xyt < w, por lo cual
t < x A w. Lo que concluye la prueba. [

En la proposicion anterior A C E era un subconjunto arbitrario. Notemos que si A =
{y, 2}, entonces se tiene el siguiente resultado.

Corolario 1.4.3 Sea E un espacio de Riesz. Para x,y, z € F se cumple,

(xAy)V(zAz)=xzA(yVz) vy (@xVyA@Vvz)=zV(yAz).

10



1.5. ORDEN EN R¥ 11

1.5. Orden en R"”

Ejemplo 1.5.1 Definamos en R"
(X1, T, . ) < (Y1,Y2y s Yn) Sl T < ypparak =1,2, ..., n. (1.5)
Seanx = (z1,..., %),y = (Y1, -, Yn) Yy 2 = (21,...,2,) €R™

i) r<xyaquexr < xpparacadak=1,...,n.

ii) Supongamos que xr < yy y < x, entonces vy < Yr V Y < T para cada k =
1,...,n.Porlotanto, x;, = y, paracadak =1,... n.

iii) Supongamos que z < yy y < z,entonces xx < Yr V Yr < 2, para cada k =
1,...,n.Luego, v < yp < zxparacadak =1,...,n. Asix < z.

Esto verifica que (1.5) define un orden en R™. Sean x = (x1,...,2,),y = (Y1, -, Yn)-
Veamos que

xVy=wv,dondev = (vy,...,v,)y v = max{xy,yp} paracadak =1,...,n.

Notemos que por definicién de v, v < vy y < v, i.e., v es cota superior de {z,y}.
Sea w otra cota superior de {x, y}, entonces z < wy y < w lo que implica que x; < wy,
y yr < wy paracada k = 1,...,n.. Por lo tanto vy = max{xy,yx} < wy para cada
k=1,...,nyasiv < w.Seconcuyeque v =2V y.

Ademés si z = (x1,...,2,),y = (Y1, yn) Y2 = (21,...,2,) € Ry <y,
entonces rx < yr yasi vp + 2 < yp + 2. Luegosi 0 < ayz <y, 2 < yp y
asi axy, < ayy. Por lo tanto, axr < ay. Lo que prueba que R" es un espacio vectorial
ordenado.

X2

X1

Figura 1. Cono positivo de R? con el orden usual.

11



12 ESPACIOS DE RIESZ

Lema 1.5.1 En R" se cumple:

i) (21, 2,)" = (2f,.... 7).
i) (x1,...,2,) = (xl_,...,x;).
ii) | (x1,...,xn) | = (Jx1], - -y |20]) -
Demostracion: (i) (z1,... ,mn)+ =(21,...,2,) VO = (2, VO,...,z, V0).Pero x V
0 = z; paracadak = 1,...,n.Porlocual se concluye que (z1,...,2,)" = (zf,...,2}).
() (r1,..., 7)) = (—(z1,..,2,) )AO = ((=21) VO,...,(—2,) V0 ). Como
(—xx) VO =, paracadak =1,...,n,entonces (z1,...,2,) = (21,...,2,).
(i) | (x1,...,20) | = (21,...,20) V(= (21,...,2,) ). Lo anterior es equivalente a
(21 V(=21) .. sz V(=xn) ) = (2], - - oy |20])- ]

Definicién 1.5.1 Un espacio vectorial ordenado F, tiene la propiedad arquimediana, si
paraz,y € E tales que nx < y para cadan € N, se cumple que z < 0.

Lema 1.5.2 El espacio de Riesz R" tiene la propiedad arquimediana.

Demostracion: Sean = = (z1,...,2,),y = (Y1,...,Yn) € R" con la propiedad de que
mx < y Vm € N. Entonces paracadat =1,...,n,

‘ 1
l’iSQVmEN —= z; < lim —y, = 2; <0.
m m—o0 M
De lo anterior, z < 0. Por lo tanto R™ es un espacio de Riesz arquimediano. [

En seguida mostraremos que el orden lexicografico no cumple la propiedad arquime-
diana.

1.6. Orden lexicografico
Ejemplo 1.6.1 Sean x = (21, 232),y = (y1,v2) € R% Definimos,
r<y si z <y obien xzy =y yzy <Y
Veamos que lo anterior define un orden:
) x<zxyaquer; =21y Ts < To.
ii) Siz,y € R? cumplen que x < yy y < z, entonces
<o =mnyra<yp)yn <z o (y=z1yy < 1)

Tenemos los siguientes casos:

12
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= 1 <Y1 Yy <, locual es una contraddicion.

w2 <Y1y (y1 =21y y2 < x2), similarmente es una contradiccion.

» (1 =21y 22 <Yo) yuy1 <z, que también es una contradiccion.

» (z1=y1y2r2 <) y ()1 =21yy2 < 22), entonces T; = y1,T2 < Yo y

Yo < x9. Lo que implica z; = y; y 2 = y». Por lo tanto x = y.

iii) Sea z = (z1,22) € R. Supongamos * < y y y < z, entonces r; < Y O
(1= yr <)y <zo (p=2Yyy < 2).
w2 <y yuy < 21, entonces x; < z1. Por lo tanto, z < z.
w2 <Y1y (y1 =21 yy2 < 29), entonces x; < z;. Luego, z < z.
w (z1=y1yx2 <Yo) yuy1 < 21, entonces r; < z;yasiz < z.
n (1 =y1yx2<y)y (11 =21yy2 < 29),entonces r; = 21 y T2 < Yo < 2o.

Por lo tanto, 71 = 21 y 22 < 25 lo que implica que x < z.

Lo anterior define un orden en R? llamado el orden lexicogrdfico u orden del diccio-
nario.

X2

X1

Figura 2. Cono positivo de R? con el orden lexicografico.

Recordemos que un orden parcial < en un conjunto £ es un orden lineal si para todo
x,y € E siempre ocurre que x < yoy < x.

Lema 1.6.1 El orden lexicogrdfico en R? es un orden lineal.

13



14 ESPACIOS DE RIESZ

Demostracion: Sean z = (z1,72),y = (y1,%2) en R% Por demostrar que z < y oy < .
Por tricotomia de R en las primeras coordenadas 1 < y;,y < x o bien, x = y. Si 1 < yq,
entonces z < y. Andlogamente si y; < x1, resulta que y < z. Ahora si x; = ¥y, entonces
nos fijamos en la segunda coordenada. Haciendo un razonamiento similar al anterior, si
9 < Yy se tiene que x < y. Similarmente, si ¥ < x5, entonces y < x. Lo que prueba que
el orden lexicografico es un orden lineal en R?. [

Proposicion 1.6.1 Con el orden lexicogrdfico, R? es un espacio de Riesz que no es arqui-
mediano.

Demostracion: Sean v = (21, 72),y = (y1,%2),2 = (21,22) € R? tales que z < y.
Entonces,
1<y o [vi=y1yz2 <y

Sixy < yp,entonces r1 + 21 < y; + 21.porloquez + 2z <y + 2.

Encasodeque z; =y y 2o < yosecumpleque x1+21 = y1+21 Y Lo+ 20 < Yo+ 25.
Es decir, x4+ 2z <y + 2.

Supongamos que = < y. Para A > 0, siempre se verifica, [Az1 = Ay1 y Azes < Ays] 0
Az1 < \y;. Entonces, R? con el orden lexicografico es un espacio vectorial ordenado.

Dado que el orden lexicografico es un orden lineal, si 2,y € R?, entonces z V y =
max{z, y}. Por lo tanto, con el orden lexicografico, R? es un reticulo. Y por lo tanto un
espacio de Riesz.

Para probar que la propiedad arquimediana no se cumple en el orden lexicogréfico,
basta observar que:

n(0,1) < (1,0) paracadan € Npero (0,1) £ (0,0). -

Observacion: Notemos que si F es un espacio vectorial ordenado en el cual se cumple la
propiedad arquimedianay W C E, entonces para cada z,y € W tal que nx < y para cada
n € N se cumple que = < 0. Es decir, con el orden heredado, la propiedad arquimediana
se hereda a los subespacios de F.

1.7. Subreticulos

Si E es un espacio de Riesz y W C FE un subespacio vectorial, entonces 1/ hereda un
orden a partir de £ y en vista de la proposicién 1.3.2 para saber si IV es subespacio de
Riesz bastara mostrar que existe  V y para cada z,y € W.

Definicién 1.7.1 Un subconjunto A de un reticulo M esun subreticulo six,y € Aimplica
que zVyyx Ay € A. Un subespacio de Riesz es un subespacio vectorial que ademads es
un subreticulo.

Corolario 1.7.1 Sea E un espacio de Riesz y W un subespacio vectorial de E. Son equi-
valentes:

14



1.7. SUBRETICULOS 15

i) W es un subreticulo
ii) x Nye W, Ve,y e W.
iii) xNye W, Vx,y e W
w) x| e W, Ve e W

Demostracion: (i) = (i7). Es evidente.

(11) = (i1i). Se sigue del lema 1.4.1.
(7i1) = (iv). Seax € W.Como W es subespacio vectorial, (—z) € W. Por lo
tanto, z V (—x) = |z| € W.

(tv) = (i). Supongamos que | z | € W, Vo € W.Sean z y y € W, entonces
x —y € W. Por la proposicién 1.4.1 y la cerradura con la suma de IV, se concluye que
xVy, x Ny eW. [

Los siguientes ejemplos muestran distintas situaciones que presentan los subespacios
de un espacio de Riesz, con el orden heredado.

Ejemplo 1.7.1 Consideremos R? con su orden usual y V' C R? tal que V = {\ (—1,1) :
A e R}

Los elementos del conjunto V' son los puntos de la recta y = —x. De acuerdo al orden
usual en R?, los elementos © = (A, —A1),y = (A2, —X2) € V cumplen que z < y siy
sélo si

AL Ay — A <=y,

lo cual equivale a decir que z = y.

De lo anterior tenemos que si x,y € V tales que x # y, entonces x V y no existe en
V', ya que no podremos encontrar algin elemento vy € V tal que z < vy y y < vy. Por lo
tanto, V' con el orden inducido no es un espacio de Riesz.

Ejemplo 1.7.2 Sea £ = R? con su orden lexicogrifico. Si V' C E es un subespacio
vectorial, entonces V' es un subespacio de Riesz.

Se probé en el lema 1.6.1 que el orden lexicogrifico es un orden lineal en R?. Por
lo tanto, si V' C E es un subespacio vectorial, entonces para cualquier par x,y € V se
cumple que z V y = max{z,y} € V.
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Capitulo 2

Espacios de Riesz formados por funcio-
nes

2.1. Orden en espacios de funciones

En lo consecuente, D y M serdn conjuntos no-vacios. Al conjunto de funciones
f: D — M lo denotaremos por F' (D, M).
Sea M un conjunto ordenado, definamos en F'(D, M) el orden puntual como:

f<gsif(z) <g(x), Vo € D. 2.1)

Paracada f € F'(D,M) ycadaxz € D se cumple que f < fyaque f(x) < f(x)
paracadax € D.

Sif<gyg< f,entonces f(z) < g(z)yg(x) < f(x)paracadax € D.Porlo
tanto f (z) = g (x) paracadax € D, entonces f = g.

Sif<gyg < h,entonces f(z) < g(x)yg(r) < h(z)paracadaz € D. Luego,
f(z) < g(x) < h(x) paracada x € D, lo que implica que f (z) < h(x) para cada
x € Dyasi f <h.

Lo anterior prueba que F' (D, M) es un conjunto ordenado bajo el orden puntual.

Supongamos ahora que M = FE es un espacio vectorial ordenado. Entonces F' (D, E)
es un espacio vectorial con las siguientes operaciones,

(f +9)(x) = fx) + g(x), Af) == Af(2),Ve e Dy A eR, (2.2)

¢se cumplird que con el orden puntual definido en (2.1) F' (D, E) es un orden vectorial?

Sean f,g,h € F (D, E) tales que f < g, entonces f (z) < g (z) para cadaz € D,
luego f () + h(x) < g(xz)+ h(z)paracadaxz € Dyasi f+h < g+ h.

De igual manerasi A > 0y f < g, entonces f (x) < g (z) para cada x € D. Puesto
que A > 0, se cumple que A\ f (z) < A\g (x) para cada x € D. Por lo tanto A\ f < Ag.

Asi F' (D, E) es un espacio vectorial ordenado.

Supongamos que M es un reticulo. Sean fy g € F'(D, M) y definamos ¢ : D — M
por ¢ (x) = f(x) V g (x). Veamos que ¢ = f V g.

Dado que M es un reticulo, f (x) V g () siempre existe. Como ¢ () = f (z) V g (z),

entonces f () < ¢ (z)y g(z) < ¢ ().
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18 ESPACIOS DE RIESZ FORMADOS POR FUNCIONES

Supongamos que € F (D, M) tal que f < nyg < n,entonces f (z) < n(x)y
g(z) < n(z)yasi¢(z) < n(x). Porlotanto ¢ es la menor de las cotas superiores, por
locual = f V g.

Por lo tanto, F' (D, M) con el orden puntual es un reticulo. Es decir, hemos probado
lo siguiente:

frge F(D,M) = (fVyg)(z)=[f(z)Vg(z). (2.3)

Resulta de aqui que cuando FE es un espacio de Riesz, entonces F' (D, E') también es
un espacio de Riesz.

Teorema 2.1.1 Si F es un espacio de Riesz arquimediano, entonces F (D, E) con el orden
puntual es un espacio de Riesz arquimediano.

Demostracion: Solo resta probar que en F' (D, F) se cumple la propiedad arquimediana.
Sean f,g € F (D, F) tales que nf < g para toda n € N. Si tomamos = € D arbitraria
pero fija, entonces nf (x) < g (z) para toda n € N. Como F es un espacio de Riesz
arquimediano, entonces f (z) < 0 para todo z € D y por lo tanto f < 0 ( donde O es la
funcién cero en D). |

Ejemplo 2.1.1 Recordemos que las funciones afines son las de la forma
f(x)=maz+0b, YV €R.

En el presente ejemplo, A denotar a las funciones afines definidas sobre [—1, 1]. Aunque
en principio A C C ([—1, 1]), veremos que el supremo en A puede variar con respecto al
supremo en todo el reticulo C' ([—1, 1]). De hecho, estableceremos que A es un reticulo con
el orden heredado. Sin embargo, A no es un subreticulo de C' ([—1, 1]), como se apreciard
enseguida. Por ejemplo, la parte positiva de la funcién identidad i en C'([—1, 1]) esta
definida por la siguiente funcién

0 sizel|-1,0]

i"(x) = x sizel0,1]. 24

Claramente, i no es una funcién afin. Mostraremos en este ejemplo que la parte positiva
de i en A, es la funcion afin x — (z + 1) /2 (ver la figura 1).
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f ()

iTe A
iteC

Figura 1. El supremo de i y 0. En amarillo se muestra el supremo en C' ([—1, 1]) y en
verde el supremo en A.

Proposiciéon 2.1.1 Las funciones afines A ([—1,1],R), con el orden puntual, forman un
reticulo.

Demostracion: En lo siguiente f V4 g denotara el supremo de f y g con respecto al
espacio A mientras que f V g serd el supremo en F' (E).

Debemos probar que para cualesquiera fy g € A, f V4 g existe en A. Para ello,
probemos que

f<g = f(=1)<g(-1)yf(Q1) <g() (2.5)

Tenemos que f < g, entonces f (z) < g(z) Vx € [—1,1] porlocual f (—1) < g(—1)
yf(@)<g(D).

Supongamos que f(—1) < g(—1)y f(1) < g(1). Seaz € (—1, 1), entonces tenemos
quer = A (—1) + (1 —\) (1) para0 < \ < 1, a saber, A = 52,

2
Expresemos a f y g como f (z) = myx + by y g (x) = max + b, entonces

f () my (Af (=1) + (L= A) f (1)) + by

Amyf (=1) + (1= A)maf (1) + Aoy + (1= A) by
A(maf (=1) +b1) + (1= A) (maf (1) + b1)
A(mag (—1) 4 b2) + (1 = A) (mag (1) + by).
Amiag (—1) 4 (1 = A) mag (1) + Abo + (1 — A) by

ma (Ag (—=1) + (1 =X) g (1)) + by = g ().

I IA

19



20 ESPACIOS DE RIESZ FORMADOS POR FUNCIONES

Por lo tanto, f (z) < g (z) paraz € [—1,1].

Hemos probado una manera de determinar cuando una funcién es mayor que otra. Ba-
sado en ello, veamos que f V4 ¢ es la funcion afin cuya grafica va del punto
max{f (—1),g(—1)} al punto max{f (1), g(1)}. Denotemos por h a f V 4 g, entonces por
(2.5), f < hyg < hpor lo cual h es cota superior de { f, g}. Si existe hg tal que f < hy
y g < ho, en particular, f(—1) < h(~1),g(~1) < h(~1) y f(1) < h(1),g(1) < h(1). Es
decir, h < hg, por lo tanto se concluye que h existe. [

f ()

v Y

Figura 2. Se muestra el caso en que el supremo en Ay en C'(—1, 1) coinciden.

Ejemplo 2.1.2 Denotemos por P al espacio de funciones polinomiales en el intervalo
[—1, 1]. Es sencillo verificar que el conjunto de polinomios P es un espacio vectorial. Ade-
mds tenemos que P C C'([—1,1]) por lo que P hereda un orden a partir de C ([—1, 1]).
Veamos que P es un subespacio vectorial ordenado que no es un subespacio de Riesz.

Consideremos 7 € P como la funcion identidad, entonces la parte positiva de la fun-
ci6n identidad sobre [—1, 1] no es elemento de P, es decir, it =iV 0 & P.

Demostracion: Convendremos que Vp denotard el supremo en Py V¢ el supremo en
C ([—1, 1]) respectivamente.
Supongamos que existe p € P tal que p =7 Vp 0, entonces

)i<py0<p,
i1) Siexiste g € Ptalques < qy 0 < g, entonces p < q.

Por el teorema de aproximacion de Weierstrass, para cada n € N existe p,, € P tal que
i Ve 0(z) — po (z) | < L paracada z € [—1,1].

20



2.2. EL ESPACIO DE RIESZ F' (D,R") 21

Lo anterior es equivalente a,

1
—Egi\/CO(:p)—pn(a:)g . Vxel[-1,1]

S|

Entonces, 1
iVe0(z) <py(x)+—, Vo e|-1,1]
n

Sea xz € [—1, 1] arbitrario pero fijo. Si n — oo, resulta que iV < p, (z). Notemos
que p,, es un polinomio que cumple,

1) 0 < py,
i) i < py.

Por las propiedades del supremo, debe ocurrir que ¢ Vp 0 < 7 V¢ 0.
Por otra parte, p = 7 Vp 0 es un polinomio en P por lo que también es una funcién
continua. Entonces,

1) 0<iVp0,
i) 1 <1 Vp 0,
lo que implicaque i Vo 0 < ¢ Vp 0.

Por lo tanto, tendriamos que 2 Vo 0 = ¢ Vp 0. Es decir, estariamos diciendo que
1 Ve 0 € P, pero por (2.4) del ejemplo 2.1.1 sabemos que 7 V¢ 0 no es un polinomio. =

2.2. El espacio de Riesz F' (D, R")

Al inicio de la seccién definimos el orden puntual en el conjunto de funciones F' (D, M)
donde D es un conjunto no-vacio y M es un conjunto ordenado arbitrario. En la presente
subseccion estudiaremos algunos subreticulos en el caso en que M = R".

Proposicion 2.2.1 Sea A C F (D,R™) no-vacio. Entonces, A tiene supremo si, y s6lo
si, R, = {f(x) : f € A} tiene supremo para cada x € D. Ademds, se cumple que
(sup A) (z) = sup R,.

Demostracion: ( —> ) Supongamos que existe h €  F(D,R") tal que
h = sup A. Fijemos = € D y probemos que h () = sup R,.
Tenemos que h (z) > f(x), Vf € A, esto es, h (x) es una cota superior de R,.
Supongamos que y € R™ es otra cota superior de R, entonces y > f (z), Vf € A.
Definamos g € F' (D, R") como sigue

h(u), siu#x

g(u) =
v, siu = .

21



22 ESPACIOS DE RIESZ FORMADOS POR FUNCIONES

Notemos que y = g(z) > h(z)y g > f, Vf € A. Como h = supA, se sigue que
g > h. Por lo tanto,g (z) > h (x), lo que implica que h (z) = sup R,.

(<= ) Supongamos ahora que h (x) = sup R, para cada z € D. Veamos que h =
sup A.

Como h(x) > f(x), Vf € A, Vo € D, entonces h > f, Vf € Ay por lo tanto h es
una cota superior de A.

Sea hy otra cota superior de A. Tenemos que hy > f, Vf € A, lo que implica que
ho(xz) > f(z), Yf € A, Vo € D. Por hipétesis, h (z) = sup R,, entonces hg (z) >
h(x) Vf € A, Vo € D. Llegamos a que hy > h. Esto prueba que h = sup A. [

En adelante tomaremos F' (D) := F (D, R). Por el teorema 2.1.1, F' (D) es un espacio
de Riesz arquimediano.

Lema 2.2.1 Si f € F (D), entonces el médulo de f € F (D) como espacio de Riesz
coincide con la funcién valor absoluto.

Demostracion: Recordemos que el médulo de f en el espacio de Riesz F' (D) se define

como | f |pipy= fV (=f).Seax € D, entonces | f |pp) (z) = f(z)V (=f(x)) =
| f| (x) debido a que f (x) € Ry R es un reticulo. -

2.2.1. El subespacio de Riesz B (D,R")

Recordemos que un conjunto A C R™ es acotado si existe K > 0 tal que,
lall <K, Va4,

donde || - || es la norma euclidiana. Una funcién f : D — R™ es acotada si su imagen
f (D) es un conjunto acotado.

A continuacién mostraremos que el conjunto de funciones acotadas, denotado por
B (D,R"), es un subesapacio de Riesz de F' (D, R™).

Ya que B (D,RR"™) es cerrado con la suma y el producto por escalares, se sigue que
B (D,R™) es un subespacio vectorial de F' (D, R"). Por lo tanto, con respecto al orden
puntual, las funciones acotadas son un subespacio vectorial ordenado. De acuerdo con el
corolario 1.7.1 para ver que B (D,R™) es un subreticulo basta probar que f V g es una
funcién acotada para cada par f, g € B (D,R").

Sean f,g € B (D,R"™). Denotemos, ¢ = fVgy verifiquemos que ¢ € B (D,R"). Para
ello, expresemos fy g como: f () = (f1 (z),..., fu () yg(z) = (g1 (),...,gn (T)).

Como f,g € B(D,R") existen niimeros reales k1, ko > 0 tales que ||f (z) || < k1 y
llg (x) || < ko paracadax € D. Seaz € D, tenemos que:

22
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lé@) | = [ (fr(@)Var(e),.... fal@)Vgn(@) |,
= VXl filr)vai(a) P
< VXL (L@ P+ ]gi(@) ),
< VEin i@ PV Le(@) )P

= [ f@ I+ 1g@) || <k + k.

Es decir, ||¢ (z) || < k3, donde k3 = ky + k2. Por lo tanto ¢ es una funcién acotada. En
consecuencia, las funciones acotadas con el orden puntual forman un espacio de Riesz.

Proposicion 2.2.2 Bajo el orden puntual, B (D, R™) es un espacio de Riesz arquimediano.

Demostracion: La demostracion es inmediata dado que B (D,R™) C F (D,R"™) el cual
es un espacio de Riesz arquimediano. [

Para cada f € F'(D,R"™), definimos
[/l = sup{[lf (x) || : = € D}. (2.6)

Notemos que || ||« < oo si, y s6lo si, f es acotada.

Proposiciéon 2.2.3 La funcién definida en (2.6) es una norma en B (D, R"™) y la llamare-
mos la norma del supremo.

Demostracion: Sea z € D. Como || f (z) || > 0, se sigue que || f||oc > 0.

Observemos que || f||cc = 0 si, y sélo si, sup{||f (z) || : € D} = 0si, y sélo si,
|f (x)]| =0, V& € Dsi, ysélosi, f =0.

Sea A € R. Entonces,

Mo = sup{|[Af (z) || : 2 € D} = sup{|A[[|f (x) || : = € D}
= [Alsup{[[f (z) || : © € D} = [A[[| /|-
Sean fy g € B(D,R"). Se cumple que:
If + 9l = sup{|[(f+9) (=) : 2D}
= sup{[|lf (z) +g(2)[| : = € D}
< sup{||lf ()| : = € D} +sup{flg () || : = € D}

= [Iflloc + lgllo-

23



24 ESPACIOS DE RIESZ FORMADOS POR FUNCIONES

Por lo tanto, || - ||, define una norma en B (D, RR"). n

Definiciéon 2.2.1 Sea (X, d) un espacio métrico y {z,,} C X una sucesion.

i) Diremos que {x,} es una sucesion de Cauchy si para cada ¢ > 0, existe N € N tal
que: sin,m > N, entonces d (z,, x,,) < €.

ii) Diremos que X es completo si para cada sucesién de Cauchy {z,,} C X, se cumple
que {z,} es convergente.

Recordemos que todo espacio normado se puede tratar como un espacio métrico con
respecto a la métrica inducida por su norma, a saber,

d(z,y) = |lz = yl|

Definicién 2.2.2 A un espacio normado X que es completo, lo llamaremos espacio de
Banach.

Ejemplo 2.2.1 El espacio de funciones acotadas B (D, R") es un espacio de Banach.

Demostracion: Sea {f,} C B (D,R") una sucesiéon de Cauchy. Queremos probar que
existe f € B(D,R") tal que f,, — f.

Sea ¢ > 0. Entonces existe V. € N tal que si m,n > N, se cumple que || f,(z) —
fm(@)|| < ||fu—fmll < eparacadaz € D. Asi, { f,,(x)} es una sucesién de Cauchy en R,
y puesto que R" es completo, tenemos que existe f € F' (D, R") tal que f,, (z) — f(z).

Por otro lado, si tomamos € = 1 en la definicién de sucesién de Cauchy, entonces
existe N € N tal que param,n > N,

[fnlloe = Ilfn = fin 4 frnlloe < [[fn = finlloo + [ fimlloe < T+ [l fmll;

esto es, si tomamos M > max{||fill,..., || fn-1ll, 1 + [|fn||}, se cumple que || f,,|| < M.
Por lo tanto, || f,(x)|| < || fnllcec < M para cada x € D. Haciendo n — oo y teniendo en
cuenta que f,(z) — f(z) implica que || f,(x)|| — || f(z)]], tenemos que || f(z)| < M, lo
que indica que f € B (D,R").

Ahora, sea ¢ > 0. Tomemos N € N tal que para m,n > N, se cumple

| fu(z) — f(2)|| <€ paracadax € D,
fijando m € Ny haciendo n — oo, resulta que
| fu(x) — f(x)|| <€ paracadax € D.

Ya que || f, — f|loo es el supremo, se sigue que ||f, — f|loo < €, lo que concluye la
prueba. [

Definicion 2.2.3 Sea £ un espacio topolégicoy D C E. Diremos que D es denso en F
si D = F, donde D denota la cerradura de D.
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Lema 2.2.2 Sean X, Y dos espacios normados tal que Y es completoy ¢ : X — Y es
una isometria tal que ) (X') es denso en Y. Entonces ¢ es sobreyectiva si, y sélo si, X es
completo.

Demostracion: ( =) Supongamos que v es sobreyectiva y sea {z,,} C X una su-
cesion de Cauchy. Dado que v es isometria, para todo € > 0 existe N € N tal que si
m,n > N se cumple que,

20 = @l = ¢ (2n) =¥ (2m) | = llyn — ymll <€

Esto indica que {y, } es una sucesion de Cauchy. Luego, como Y es completo existe
y € Y tal que y,, — y cuando n — co. Usando que v es sobreyectiva, se sigue que existe
x € X tal que ¢ (z) = y. Entonces,

[y = yll = [1¢ (2n) = o (2) | = llzn — 2|

Lo anterior prueba que {x,} es convergente. Se concluye que X es completo.

(<= ) Supongamos ahora que X es completo. Tomemos y € Y. Usando que ¢ (X)
es denso, se tiene que existe una sucesién {¢ (z,)} C Y tal que ¢ (x,) — y sin — oo.
Ademas, {1 (z,,)} convergente implica que {¢ (z,,)} es de Cauchy.

Luego, como # es isometria, tenemos ||¢ (x,) — ¢ () || = ||zn — @m||. La parte
derecha indica que {x,} es una sucesién de Cauchy. Usando que X es completo, resulta
que existe x € X tal que x,, — x. Como %) es una isometria, tenemos que 1/ es contnua.

Asi Y (z,) = ().
Por lo tanto, ¢ (x,) — yy ¥ (z,) — ¥(x), esto es, 1 (x) = y. Lo anterior implica
que ) es sobreyectiva. [

2.2.2. Los subespacios de Riesz C' (X,R")y C (K)

Dado un espacio topolégico X, definimos C' (X, R™) como el conjunto de funciones
f + X — R" que son continuas.

Notemos que la funcion constante cero es continua. Por otra parte, si f, g € C' (X, R"),
entonces la funcion suma f + g € C' (X, R"). Ademads, se cumple que si f € C' (X, R")
y A € R, entonces la funcién A\f € C (X, R"). Por lo tanto, C' (X, R") es un subespacio
vectorial de F' (D, R").

Como C (X,R") C F(D,R"), tenemos que el espacio de las funciones continuas
C (X, RR") es un espacio vectorial ordenado.

Lema 2.2.3 Si f es continua en un punto p, entonces | f| también es continua en ese punto.

Demostracion: Por la desigualdad del tridngulo, se tiene

@) =) [T <[ @) = fp) |,

de donde el resultado es inmediato. n
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Proposicion 2.2.4 El espacio de funciones C' (X, R™) es un espacio de Riesz arquime-
diano.

Demostracion: Para demostrar que las funciones continuas son un reticulo basta pro-
bar que | f | € C(X,R"), Vf € C(X,R"). Supongamos f € C(X,R") y vea-
mos que | f | es continua. Para ello, supongamos = € X notemos que | f(z) |=

(| fi(x)],...,| fu(x)|) donde cada | f;(x) |€ R. Asi, utilizando el lema 2.2.3 y el
corolario 1.7.1, concluimos que el conjunto de funciones C' (X, R") es un reticulo. Por lo
tanto, C' (X, R") es un espacio de Riesz. ]

Observacion: Sea K = X un conjunto compacto no-vacio de Hausdorff, entonces dado
que la compacidad se preserva bajo funciones continuas, tenemos que

C(K,R") C B(K,R") C F (K,R").

Por lo tanto, las funciones continuas en un compacto K son también un subespacio de
Riesz de F' (D, R).

En lo que sigue usaremos C'(K) para denotar C' (K, R). Por lo tanto, tenemos que
C(K) C B(K) por lo cual (en caso de que no se indique) en C' (K') usaremos la norma
del supremo.

Ejemplo 2.2.2 El espacio de funciones C' (K, R") es un espacio de Banach.

Demostracion: Sea {f,} C C (K,R") una sucesién de Cauchy. Tomando en cuenta que
C(K,R") C B(K,R")yque B(D,R") es completo, se sigue que existe f € B (K,R")
tal que f,, — f.

Resta probar que f € C' (K,RR"), es decir, f es continua.

Recordemos que dado ¢ > 0 existe N, € N tal que si n > N, se cumple que
| fulz) = f(@)|| < |Ifn — fllo < € para cada x € K. Lo anterior indica que {f,}
converge uniformemente a f. Ya que cada f, es continua y la convergencia uniforme es
una condicién suficiente para que f sea continua, concluimos que C' (K, R™) es un espacio
de Banach. [

2.2.3. Espacios de sucesiones

Definicion 2.2.4 Una sucesion x en un conjunto A es una funcién definida en el conjunto
de los numeros naturales N y cuyo rango estd en A, es decir, x : N — A. Se acostumbra
denotar a los valores de  como z,, en lugar de x (n). Ademas la funcién z se suele denotar

por {z,}.

Al conjunto de todas las sucesiones en A lo denotaremos por S (A). Asi S(A) =
F (N, A). De lo establecido en el inicio de la seccidn, tenemos que si F es un espacio de
Riesz, entonces F' (N, ) es un espacio de Riesz. En particular, S (R) es un espacio de
Riesz.
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Proposicion 2.2.5 Sea F un espacio de Riesz. Bajo el orden puntual y las operaciones
definidas en (2.2), S (E) es un espacio de Riesz.

Demostracion: La demostracion se sigue del resultado anterior. Basta tomar z,, := x,Vy,
paracadan € N. [

Definicion 2.2.5 Definimos en S (R) los siguientes conjuntos.

i) Al conjunto de todas las sucesiones reales acotadas lo denotaremos por /... Notemos
que /», = B (N), por lo que en ¢, definiremos la norma del supremo como sigue.
Sea s € /., definimos

Islloc := sup{ [sn| :n € N} (2.7)

ii) Al conjunto de todas las sucesiones reales que son convergentes lo denotaremos por
C.

ii1) Al conjunto de todas las sucesiones reales que son convergentes a cero lo denotare-
mos por ¢y.

iv) Denotaremos por cyy al conjunto de sucesiones cuyos términos son cero a partir de
cierto indice.

Los conjuntos anteriores se relacionan de la siguiente manera:
Coo C o C ¢ Cly.

Ya que /,, C S (R), entonces /., con las operaciones definidas anteriormente y el
orden puntual cumple todo lo que probamos para S (R) = F' (N, R). Luego, ¢, = B (N)
es un espacio de Riesz.

Ejemplo 2.2.3 Los espacios ¢y, ¢y y ¢ son subespacios de Riesz en /..

Demostracion: (i) Es claro que la sucesion constante cero es elemento de cyy. Sean x,y €
coo, entonces existen NV, N, € Ntalque n > N, yn > N, implican que z,, = 0y y,, = 0.
Notemos que z,, + v, = 0 para cadan > N = max{N,.N,}.

Seanx € cpoy A € R. Ya que x € cqy, existe N € N tal que paran > N se cumple
que z,, = 0. Clarammente A\z,, = 0 para cadan > N, se sigue que A\x € cqp.

Mostremos ahora que cy es un espacio de Riesz. Tomemos z,y € cy. Ya que traba-
jamos en S (R), recordemos que (z V y), = max{x,,y,} para cada n € N por lo que
(xVy), =0paracadan > N = max{N,.N,}. Porlo tanto x V y € cq.

(ii) El espacio ¢y es un subespacio de Riesz de /..

Claramente, la sucesion constante 0 € ¢j.

Sabemos que si {z,} y {y.} € co, entonces {x,,+y,} — 0, es decir, {z,+y,} € .
Similarmente, para A € Ry {z,} € ¢ se cumple que {\z,} — 0, por lo cual {\z,} €
Cp.
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Luego, ¢y es un subespacio vectorial ordenado con el orden heredado de S (R).
Resta probar que ¢ es reticulo. Observemos que si © = {a,} € o, entonces a,, — 0
cuando n — oo. Por lo tanto | a,, | — 0.

En vista del teorema 1.7.1, ¢, es un reticulo. Por lo tanto, ¢, es un subespacio de Riesz
de (.,

(iii) La prueba de que c es un subespacio de Riesz de /., es andloga. [

En el caso de sucesiones reales y con base en la proposicion 2.2.1, tenemos el siguiente
corolario:

Corolario 2.2.1 Sea A C S (R) no-vacio. Entonces A tiene supremo si, y sélo si, el
conjunto {x,, : x € A} tiene supremo para cadan € N. Igualmente, se cumple la siguiente
igualdad:

(sup A), =sup{z, : * € A} para cadan € N.
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Capitulo 3

Ideales, bandas y atomos

3.1. Ideales

Definicién 3.1.1 Sea E un espacio de Riesz. Un subespacio vectorial J C E es un ideal
en Esiye Jx e Fy|z|<|y|implican que z € J.

Se sigue de la definicion anterior que si £ es un espacio de Riesz, entonces {0} y F
mismo son ideales en .

Lema 3.1.1 Sea E un espacio de Rieszy J C E. Si J es un ideal en E, entonces J es un
subespacio de Riesz.

Demostracion: Por el corolario 1.7.1, s6lo tenemos que verificar que si y € J, entonces
ly|eJ.
Sabemosque |y | € Eyque ||y ||=|y|<|y]| porlotanto|y | € J. n

El reciproco del lema anterior no necesariamente es cierto. Veamos el siguiente ejem-
plo:

Ejemplo 3.1.1 Sea £ = R? con su orden usual.

Tomemos a V' como el conjunto {(x,y) € R? : x = y}. Claramente (0,0) € V. Sean
u=(x,x)yv=(y,y) € V,entonces \u +v € V yaque \u +v = (Az + y, \z + y).

Ademads V es ordenado con el orden heredado de R?. Por lo tanto, u Vv = max{u, v}.
Se concluye que V' es un subespacio de Riesz.

Para probar que V no es un ideal, tomemos el vector (3,2) € R? y el vector (5,5) € V,
entonces se cumple que | (3,2) | < |(5,5) | pero (3,2) € V.

Ejemplo 3.1.2 En S (R) tenemos los siguientes ejemplos:

i) En la seccién anterior vimos que cyg es un espacio vectorial. Ahora veamos que ¢y
es un ideal en S (R).

Seay € S (R) tal que |y| < |z| donde = € ¢qo, entonces los términos de y cumplen
que ¥y, < |yn| < 0 a partir de algiin n € N. Por lo tanto y € cqo.
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ii) El conjunto ¢, es un ideal en S (R).

Ya probamos en el ejemplo 2.2.3 que ¢, es un espacio vectorial. Sean {y,} € ¢oy
{z,} € l tales que |z,| < |y,|. Como y,, — 0, entonces |y,| — 0y asi x,, — 0.

iii) Por otra parte, ¢ es un subespacio de Riesz de /., que no es un ideal en /..

Basta ver que la sucesién (—1)" € (o, (1)" € cy | (=1)" |<| (1)" | pero (—1)" no
es convergente, es decir, (—1)" ¢ c.

iv) El conjunto /., es un ideal en S (R).

Aligual que en (7), en la seccién anterior vimos que /., es un espacio de Riesz. Sea
{yn} € S(R)y {z,} C l tales que |y,| < |x,|, Vn € N. Entonces existe C' > 0
tal que, |y,| < |z,| < C, ¥n € N. Por lo tanto, {y,} C {w.

Lema 3.1.2 Sea E un espacio de Riesz y J; un ideal para cada i € I # (). Entonces, () J;
es también un ideal.

Demostracion: Sabemos que la interseccion de espacios vectoriales es un espacio vecto-
rial.

Ademads para cualquier y € () J; se cumple que y € J; para cada ¢ € I. Ya que cada
J; es un ideal, si existe z € E tal que |z| < |y|, entonces x € J; para cadai € I. Por lo
tanto () .J; es un ideal. ]

Definicion 3.1.2 Sea F un espacio de Rieszy A C FE. Definimos el ideal generado por A
como
Ja =
iel
donde A C J;y J; esunideal paracada: € I. Observemos que J4 es el ideal mas pequefio
que contiene a A.

Definicion 3.1.3 Sea F un espacio de Riesz. Un ideal principal es un ideal generado por
un conjunto A = {z} C Ey se denotard por J,. Sixz > 0y J, = E, entonces diremos
que x es una unidad reticular fuerte para .

Lema 3.1.3 Sea E un espacio de Riesz y v € E. Entonces,
J.={a € E:|a|<n|z|paraalginn € N}.
De lo anterior, tenemos que J, = J|.

Demostracion: Como |z| > 0, entonces para cualquier n € N se cumple que | 0 | < n|z|
porlo que 0 € J,.

Sean a,b € J,, tenemos lo siguiente, | a | < ny|z|y | b | < no|z| donde ny, ny € N.
Luego, |a+b|<|a| +|b| < (ny+n2)|x|. Asia+b € J,.
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Sea A € Rya € J,. Se cumple que | a | < n|z| para algiin n € N. Entonces, existe
no € Ntal que ng < | A |<ng+ 1. Porlotanto | Aa | = | A||a| < (ng + 1) n|z|.

Se concluye que J, es un subespacio vectorial de F.

Sea y € E tal que para algin = € J, se cumple que |y| < |z|, entonces |y| < |z| <
n|x| para cada n € N, lo que implica que y € J,.. Por lo tanto, .J, es un ideal. [

Proposicion 3.1.1 Sea FE el espacio de Riesz definido por R™ con su orden usual. En-
tonces x = (x1,Za,...,2T,) es una unidad fuerte si y sélo si x; > 0 para cada i €
{1,2,...,n}.
Demostracion: (=) Supongamos que x = (x1, Z3, ..., x,) es una unidad fuerte en
R™. Siy = (y1,v2,---,yn) € R", lo anterior implica que existe n € Ntal que |y| < n|z| =
nx . Tomando y = (1,1,...,1), se debe cumplir que 1 < nz; paracadai € 1,2,...,n.
Por lo tanto x; > % > (Qparacadai € 1,2,...,n.

(<= ) Supongamos ahora que z; > 0 paracadai € {1,2,...,n} y consideremos
r = (r1,29,...,2,) € R". Seay = (y1,%2,...,yn) € R, basta tomar n € N tal que

c o[yl ly2] lyn] : .
n > max{, 7%, ..., '} para garantizar que |y| < n|z|. Lo que nos dice que x es una
unidad fuerte en E. [

Ejemplo 3.1.3 La funcién constante uno, denotada por 1, es una unidad reticular fuerte
en el espacio de funciones acotadas B (D).

Demostracion: De acuerdo al lema 3.1.3, debemos probar la siguiente igualdad: J; =
{feB(D):|f| <nl}=B(D).

Sea f € B (D), entonces existe M > 0 tal que |f (z) | < M. Por lo tanto, basta tomar
n € Ntalque M < nparaque |f (z)| <nl.Asi f € J;. n

Procediendo como en el ejemplo anterior se deduce el siguiente resultado.

Ejemplo 3.1.4 La sucesion constante uno es una unidad reticular fuerte en /.

Observemos que en .S (R) la sucesion constante uno ya no es unidad fuerte. Lo anterior
se deduce de que no existe n € N tal que x,, < nl, para cada m € N donde {z,,} estd

definida por x,, = m?.

Ejemplo 3.1.5 El espacio ¢y no tiene unidades reticulares fuertes.

Demostracion: Consideremos ¢y = coo U (¢g \ coo). Notemos primero que ninguna suce-
0 00 0 \ Coo
sién en cqo ™ puede ser unidad fuerte en ¢ ya que para cualquier 2 € coo™ existe N € N tal
que para cualquier n > N se cumple que x,, = 0. Como contraejemplo podriamos poner
caor1 1
a la sucesién {5}, entonces no se cumple que v < 0.
Supongamos que existe € ¢, \ cyo con la propiedad de ser unidad fuerte en ¢,. Como
0 00 0
T € ¢t \ ¢gp, podemos tomar una subsucesion {z donde cada z,, > 0. Formemos la
0 00 Nk Nk

sucesion y como sigue:

/Zn., Sin =nyparaalgink € N

Yn =
0, en otro caso.
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Claramente, y € ¢y. Ya que z es unidad fuerte, existe m € N tal que y < mux, esto
es yn < mx, para cadan € N. En particular, /7, < mz,,. Yaque z,, > 0, tenemos
que 1 < m, /Ty, para cada n = ny. Pero entonces ocurriria que 1 < 0, lo cual es una
contradiccion. |

Definicién 3.1.4 Sea £ un espacio de Riesz. Si e es una unidad reticular fuerte para F,
definimos
l|z||le = Inf{\ > 0: |z| < Xe}.

Lema 3.1.4 Sean E un espacio de Riesz arquimediano y e una undad reticular fuerte para
E, entonces ||z||. es una norma en E.

Demostracion: Tenemos que ||z||. > 0 por definicién. Luego, ||0|c = inf{\ > 0: |0| <
Ae} = 0. Ahora, si inf{\ > 0 : |x| < Ae} = 0, entonces para cada n € N existe A > 0 tal
que A < % ylz| < %e. Por lo tanto, n|z| < e para cadan € N. Ya que F es arquimediano,
se sigue que |z| < Oyasiz = 0.

Sea o € R. Para o = 0, es trivial que «|z|| = ||ax||. Consideremos el caso cuando
a # 0. Tenemos que,

lallz|le = |o|/mf{A>0:|z| < e} =nf{|a|]A >0: |z| < Xe},
= mf{t>0:|az| < Se}, parat=|alX;
= mf{A>0: |az| < Xe} =] az |-

De acuerdo al lema 1.4.2, |z + y| < |z| + |y|. Ademds, para cada n € N, se cumple
que |z < ([lzlle +5) ey [yl < (lylle + ;) e. Entonces,

z+yl < (llolle + lylle + 2) e,V e N.
Luego,
n(lz+yl = lzllee = llyllee) < 2e,Yn €N,
Por la propiedad arquimediana de E,

[z +yl < (llzlle + llylle) e.

Por lo tanto,

lz+ylle < lllle + llylle- =

A la funcién || - || se le conoce como la norma reticular generada por e. Notemos que
si I/ no fuese arquimediano entonces la anterior seria s6lo una seminorma.
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Ejemplo 3.1.6 La norma del supremo sobre C' (K) es precisamente la norma reticular
inducida por 1.

Demostracion: Recordemos que, || f||oc = sup{|f (z)|: Vz € K}.
Por lo tanto,
[flle = mEAZ0:[f(2)[ <A Vo e K}
= Wmf{A>0:|f(z)| <A, Vo e K} L]

= mfA >0 [f] < ALY = ||fllx.

Si consideramos D = K, donde K es un conjunto compacto y Hausdorff, entonces ya
que C (K) C B(K), se tiene que 1 es unidad fuerte en C' (K).

3.2. Bandas

Definicion 3.2.1 Sea FE un espacio de Riesz. Una banda en E es un ideal J con la propie-
dad de que si A es no-vacio, A C Jy x es el supremo de A en E entonces x € J.

Ejemplo 3.2.1 Como primeros ejemplos tenemos que los conjuntos £y {0} son ambos
bandas en L.

Ejemplo 3.2.2 Si ] es cualquier subconjunto de N, entonces {z € ¢, : z, =0, Vn € I}
es una banda en /..

Denotemos J = {z € {, : , = 0,Vn € I}. Primero probemos que J es un ideal en
loo.

Sean z,y € Jy A € R. Para cadan € I se cumple que A\z,, + vy, = 0. Entonces,
Ax +y € J. Por lo tanto, J es un subespacio vectorial de /..

Supongamos que y € /., es tal que |y| < |z| para alguna sucesién = € J, entonces
|yn| < 0 para cadan € I. Se sigue que y,, = 0 paracadan € [ y porlotantoy € J. Lo
que prueba que J es un ideal en /.

Probemos ahora que J es una banda. Supongamos que para A C J existe z € /, tal
que z = sup A. Queremos probar que z € J, esto es, z,, = 0 paracadan € I.

Fijemos n € N. Ya que z = sup A, por la proposicién 2.2.5 se sigue que z, =
sup{x,, Vo € A}. En particular, si m € [ resulta

Zm = sup{x,,, Vo € A} =0,
es decir, z,, = 0 para cada m € [ por lo cual z € A. Se concluye que J es una banda.
Ejemplo 3.2.3 El ideal ¢y no es una banda en /..
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Denotemos por B, a la bola unitaria en ¢y, que consta de todas las sucesiones = € ¢
tales que ||z||» < 1. Denotaremos por e a la sucesion constante uno en /... Dado n € N
definamos la sucesién e,, como sigue

1, sim=n

€n,m
0, sim #n.

Observemos que ||e, |l < 1 por lo cual e,, € B,,. Si aplicamos lo anterior para cada
n € N, resulta que e,, < e.
Por otra parte, sea y una sucesion arbitraria en B,,, se cumple que

Yn < |Ynl < Ylloo < 1. (3.1)

Por lo tanto, e es una cota superior de B,,.

Supongamos que w € /., es otra cota superior para B, entonces w > e, para cada
n € N. Por lo tanto, w,, > 1, Vn € N. Se sigue que w > e.

Hemos probado que e = sup B,,, pero e ¢ B, ya que e no converge a cero. Por lo
tanto, 5., no es una banda en /.

Proposicion 3.2.1 Sean E un espacio de Riesz y B; una banda en E para cada i € I # ().

Entonces,
B:=()B
i€l
es una banda en L.
Demostracion: Ya probamos que la interseccion de ideales es un ideal. Sea D C () B;

tal que existe sup D, digamos z = sup D. Tenemos que D C B;,V: € I. Ya que para cada
i € I, B; es una banda, entonces = € B;,Vi € I. Por lo tanto, z € (] B;. [

Definicion 3.2.2 Sea E un espacio de Rieszy A C E. La banda generada por A se define

como
Ba:=() B
iel
donde A C B; y B; es una banda para cada i € I. Notemos que B4 es la banda mas
pequeiia que contiene a A.

Definicion 3.2.3 Sea F un espacio de Riesz. Una banda principal es aquella generada por
un conjunto de la forma A = {z}, para algin x € F;y la denotaremos por B,. Siz > 0

y B, = FE, entonces diremos que x es una unidad reticular débil para F.

Ejemplo 3.2.4 Sea F un espacio de Riesz y z € E. Si x es una unidad reticular fuerte
para E, entonces x es también una unidad reticular débil.
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Demostracion: Sea B una banda en £ que contiene a x. Entonces B es un ideal que
contiene a z. Se sigue que J, C B. Ya que x es una unidad reticular fuerte, tenemos que
B = E. Por lo tanto, z es una unidad reticular débil. ]

Definicion 3.2.4 Sea E un espacio de Rieszy {x,,} C F una sucesion.

i) Diremos que {x,} es creciente si x,, < wx,, para cada n € N. En caso de que
Tni1 < z, para cadan € N, diremos que {x,} es decreciente. Los casos anteriores
los denotaremos por z,, Ty z,, | respectivamente.

ii) Denotaremos por z,, T z cuando z,, Ty exista z € F tal que z = sup z,,.

Lema 3.2.1 (i) Sean A y B subconjuntos no-vacios de J* tales que ay = sup A y by =
sup B, entonces ay + by = sup(A + B), donde A+ B ={a+b:a€ A bec B}.

(ii) Sea A un conjunto no-vacio tal que ay = sup A. Si A € Ry A > 0, entonces
sup{Aa :a € A} = Asup A.

Demostracion: (i) Claramente ag + by es cota superior de A + B. Supongamos que « es
otra cota superior de A+ B. Se cumple que a+b < aparacadaa € Ay b € B. Tomemos
b € B arbitrario pero fijo, entonces de la desigualdad anterior tenemos que a < a — b. Por
lo tanto, como ay = sup A4, se sigue que ag < a — b, lo que implica que b < o — ag para
cada b € B. Ya que by = sup B, resulta que by < o — ay, esto es, ag + by < a.

(i) Como A > 0, se cumple que Aa < Aag para cada a € A, lo que indica que Aag
es cota superior de AA. Sea « otra cota superior de AA, entonces A\a < « para cada
(6%

Aa € MA. Tomemos A\a € AA arbitrario pero fijo, ya que A > 0, resulta que a < .

Luego, recordando que ay = sup A, se tiene que ay < % Por lo tanto, \ag < a. ]

Teorema 3.2.1 La banda B generada por un ideal J en un espacio de Riesz E consiste
de todos los elementos x € E que satisfacen

|| = sup D para algiin subconjunto no-vacio D C J7, (3.2)

o equivalentemente,
|z] =sup{u:ue J 0<u<|z|}. (3.3)

Demostracion: Veamos primero que los elementos que satisfacen (3.2) son los mismos
que satisfacen(3.3).

Sea xz € E. Claramente, si x satisface (3.3), entonces dado que 0 < d paracadad € D,
se sigue que satisface (3.2).

Supongamos ahora que x cumple (3.2). Debemos probar que x cumple (3.3). Sea 2z €
E una cota superiorde {u € J : 0 < u < |z|}. Yaque D C {u € J:0<u < |z|},
entonces z es cota superior de D. Por lo tanto, z > |z|. Por otro lado, |x| es una cota
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superior de {u € J : 0 < u < |z|}, lo que implica que || = sup{u € J : 0 < u < |z|}.
Asi, se cumple (3.3).

Denotemos por By al conjunto de todas las x € E que satisfacen (3.2) y (3.3). Quere-
mos probar que el conjunto By = B}.

De la definicién de banda, se sigue que By C B;. Resta establecer que B; C By.
Ya que J C DBy, bastard probar que B, es una banda. Probemos primero que Bj es un
subespacio vectorial de E.

Sean x1, 29 € By y D1, Dy subconjuntos no-vacios de J7 tales que |z1| = sup Dy y
|za| = sup Dy. Entonces, por el lema anterior, (D; + Do) C J7 tiene a |x1| + |x2| como
su supremo. Aplicando la proposicion 1.4.2, tenemos que,

Sup{\xl +l’2‘ VAN (dl + dz) 1 dp € Dl, dy € DQ},
es igual a,
|21 + 22| A ([21] + |22]) = |21 + 22].

Por otro lado,
sup{|Ald: : di € D} = [A[a] = |Az], A € R.

Esto muestra que B es un espacio vectorial de F.

Ademids, si |y| < |zy|, entonces |y| A d; € JT para cada d; € D;. Usando una vez
mds la proposicion 1.4.2, tenemos que sup{|y| A dy : d1 € D1} = |y| A |z1]| = |y|. Esto
es, y € By, lo que indica que By es un ideal.

Finalmente para probar que B, es una banda, debemos probar que si D es un subcon-
junto no-vacio de Ba“ tal que uy = sup D en F, entonces ug € By.

Para cualquier v € D tenemos que u = sup{v : v € J,0 < v < u}, se sigue que

uy = supyep{sup{v:ve J0<v<u}}
= sup{v:v € J,0 <wv < u, para cualquier u € D}.

De acuerdo con (3.2), tenemos que uy € By, lo que concluye la prueba. [

Corolario 3.2.1 Sea E un espacio de Rieszy x € E, entonces B, = B,.

Demostracion: (C) Notemos que {z} C J,, por lo tanto B, C By, .

(D) Por definicion de banda, se cumple que B, es un ideal que contiene a x. Luego,
J, C B,. Por lo tanto, ya que B, es la banda mas pequefia que contiene a .J,, resulta que
B J. C B,. [ ]

Teorema 3.2.2 Sea E un espacio de Riesz. Entonces x > 0 es una unidad débil en F si,
solo si, para cada y € E* se cumple que y A\ nx 1 v.
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Demostracion: ( = ) Supongamos que x es una unidad débil. Sea y € E™. Por el
corolario anterior, tenemos que £ = B, = B, . El teorema 3.2.1 nos dice que y =
sup{u € J, : 0 < u < y}.Probaremos que A ={ue J,:0<u<ylyB={yAnx:
n € N} tienen las mismas cotas superiores. Dado que B C A, se cumple que cualquier
cota superior de A es una cota de B.

Sea w € A, denotemos por S, = {z : z € J,,0 < z < w}, entonces por el teorema
3.2.1 w = sup S,,. Cualquier z € S,, satisface que z < nx para algin n € N, se sigue que
0<z<yy0 <z < nx;loque implica que z < y A nz. Por lo tanto, si s es una cota
superior de B, se cumple que s es una cota superior de todos los z € 5. Asi, s > w. Esto
se cumple para cada w € A, lo que indica que s es cota superior de A. Entonces cada cota
superior de B es una cota superior de A. Asi, A y B tienen las mismas cotas superiores,
en particular sup A existe si, y sélo si sup B existe, esto es, sup A = y = sup B.

( <) Queremos probar que B, = E.

Recordemos que £ = E — E~. Ademds, un ideal siempre es un espacio vectorial,
por lo cual bastard probar que E* C B,

Sea y € Et. Tenemos que y A nx < nz, entonces cada término de la sucesién estd
en J, C B,. Luego, como y A nx 1 y y una banda siempre es cerrada con respecto al
supremo de subconjuntos, se sigue que y € B,. Por lo tanto, x es una unidad débil en &.m

Ejemplo 3.2.5 Sea s € ¢;. Entonces s es una unidad débil si, y sélo si, s, > 0 para cada
n € N.

Demostracion: ( —> ) Probaremos por contrarreciproca.

Supongamos que existe m € N tal que s, # 0. Puesto que debe cumplir que s > 0,
tenemos que s,, = 0.

Tomando y = e, € ¢o™ resulta que 1 A ns,, = 0 para cada n € N. Por consiguiente,
la sucesion y,,, A ns,, no converge a y,,. Con base en el teorema anterior, el elemento s no
es una unidad débil.

(<= )Seas € ¢ tal que s,, > 0 paracadan € N. Seay € ¢o". Tomemos m € N.
Ya que s, > 0, tenemos que existe N € N tal que y,,, < Ns,,. Por lo tanto, la sucesién
{Ym A ns,,} es la constante y,, a partir de N. Asi, y,,, A NSy, T ym y en vista del teorema
anterior, se sigue que s es una unidad débil. [

Definicion 3.2.5 Sea E un espacio de Riesz. Si x,y € F, entonces

1) Diremos que x es disjunto a y, lo cual denotamos por z L , si

[z | Alyl=0.

ii) Si A C E, entonces AY = {y € £ :y L a, Va € A} y lo llamaremos el comple-
mento disjunto de A.

Ejemplo 3.2.6 Con base en la definicién anterior, observemos que E¢ = {0} y {0}¢ = E.
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Lema 3.2.2 Sea E un espacio de Riesz. Para cualquier x € E se cumple que x+ y 1~ son
disjuntos.

Demostracion: Debemos probar que [z 1| A |z~ = 0. Como z*, 2z~ € E¥, lo anterior es
equivalente a 2™ A = = 0. Por la observacién 3 del capitulo 1, x A0 = —x~. Usando (ii)
dellema 1.4.2, resultaque 0 = (x AO) + 2~ = ((z" —27)AO0)+2~ =zT ANz, n

Teorema 3.2.3 Sean E un espacio de Riesz. Para x,y,z € E, se cumple
i) [(@Vz)=(Va)l+(znz)—(yrz)|=le—yl|
i) [(xvez)— (V)| <le—yl y [(r2)—(yA2)| <[z -yl
iii) |7 =yt <[z —yl y |7 —y | <|z—yl

Demostracion: (i). Probaremos la igualdad con base en el corolario 1.4.2 el cual nos
dice: Si a,b € FE, entonces

la—b=(aVb)—(aND). (3.4)

Usaremos esta igualdad en cada sumando de (7).

Denotemos w = |(xV z) — (yVz)|+ | (x Az) — (y A z)|. Vamos a sustituir en la
igualdad 3.4,a =2V 2z,b =y V 2z para el primer sumandoy a =x A z,b =y A z parael
segundo sumando. Por lo tanto,

w = [V Vvl =[xV AV +(znz)VyAz)
—[@Az) A (yAz)
= (eVyVvz)—[(zV2)A@yVa)|+[(zAz)V(yA2)]—(xAyAz).
Empleando ahora el corolario 1.4.3, resulta que
w = (xVyVz)—[(zAy)Vz]+[zVy ANzl —(zAyAz)
= vy vet+il@vy rzly —{llzAy) V] +(xAy) Az}

Usemos una vez mas el corolario 1.4.2, pero ahora con la igualdad a + b = (a V b) +
(a A'b). Tomando a = = V y y b = z en el primer elemento, entonces

(Vvy)Vetl@Vy) Azl =[zVy)+2z],
mientras que al sustituir a = x A y y b = 2 en el segundo miembro, resulta que,
[(zAy) Va4 @Ay Az=[(zAy)+z].

Haciendo la resta y aplicando el corolario 1.4.2, se concluye la prueba.

(73). Se sigue directamente de (7) y del hecho de que |a| > 0 para cada a € E.

(77i). Recordemos que 27 =z V0yx~ = (—x) V0 paracada x € E. Observemos
que (i77) se sigue de la primera parte de (i7) ya que es una diferencia de supremos. ]
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Corolario 3.2.2 Sean x,y,z € E* yv,w € E. Entonces,
D) (x+y)Az<(xAz2)+(yA=z).
i) v+tw)Vz<(vVz)+(wV2).

Ademds y N\ z = 0 implica que (x +y) Nz = x ANz ysixz ANy = 0, entonces en (i) se
cumple la igualdad.

Demostracion: (i) Observemos que por (i7) del teorema anterior, (x + y)Az—(z A z) <
y.Ademds (z+y)ANz— (AN z) < (z+y)Az <z Porlotanto (z +y)Az—(x A z) <
YN z.

(ii) Tenemosw < wV zyv < vV z,entonces v +w < (v A z) + (w A z). Por otra
parte 2 < (VA 2) + (w A 2), sesigue que (v+w)Vz< (vVz)+ (wVz).

Siy Az = 0,entonces (z+y) Az < x A z por (i). Por otra parte, de acuerdo al
corolario 1.2.1, se cumple que (z +y) Az >z A zyaque (x + y) > z.

Supongamos ahora que x Ay = 0. Utilizando el corolario 1.4.2, x Vy = x +y, ademas
x ANz Ay A z=0.Entonces,

(x+y)ANz = (xVy)Az=(xANz)V(yA=z)
= (zA2)+(yAz)—(zA2)A(yA2) ]
= (zAz)+(yNnz)—0.

Lema 3.2.3 Sean F un espacio de Riesz y A C E no-vacio tal que s = sup A existe,
entonces
st=sup{at:a€ A} y s =if{a :a€ A}

Demostracion: Recordemos que x~ = (—x) V 0, 27 = z V 0 para cualquier x € E'y
(—A)={—-a:a€ A}.

Sea a € A. Puesto que a < s, aplicando el corolario 1.2.1, se sigue que a™ = a vV 0 <
sV 0 por lo cual, s V 0 es una cota superior de {a™ : a € A}.

Supongamos que ¢ es otra cota superior para {a™ : a € A}, entonces t > at > ay
t > 0. Entonces t > s. Se concluye que ¢t > sV 0.

Queremos probar que s~ = inf{a™ : a € A}.

Ya que s = sup A, por la proposicién 1.3.2, se tiene que inf (—A) existe y inf (—A) =
—sup A = —s; ademas, notemos que inf{a™ : a € A} = inf{—a V0 :a € A}. Entonces,
usando la proposicién 1.4.2, tenemos que inf{—aVv0:a € A} = inf (—A)V0 = —sV0 =
s~, con lo que se concluye la prueba. [

Teorema 3.2.4 Sea A C E. Entonces el conjunto A? es una banda en E. Ademds, AN
Al C {0}.
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Demostraciéon: Primero veamos que A? es un subespacio vectorial:
0c A?yaque |0 | A |a|=0paracadaa € A?
Sean z,y € A%, entonces x + y € A? puesto que

ety [AlTal<(z[+lyl) Alal <[z [Afal+]y[A]a]=0.

Sea A € R,entonces | Az | A |a|=|A|x| A |a].Si|\]|> 1, tenemos que
[ Azl Alal <Az AdMlal=[A[(z] A la])=0.

Para| A | < 1.Notemosque | Az | A |a|<|z| A |a|=0.

Se concluye que A¢ es un subespacio vectorial.

Luego, siz € Etal que | z | < |y | para algin y € A%, entonces
O<|z|[Alal<]yl[A]a]=0.

Por lo tanto, z L a, de lo que se sigue que x € A%. Se concluye que A? es un ideal.

Supongamos que B C A? es no-vacio y existe € E tal que + = sup B. Queremos
probar que |z| A |a| = 0 para cada a € A.

Fijemos a € Ay tomemos b € B. Por el lema 1.4.2, tenemos que b = [b*| L [, lo
que implica que b™ L a ya que A? es un ideal. De forma andloga, b~ L a.

Ademds, del lema 3.2.3, T = sup{b" : b € B} yx~ = inf{b™ : b € B}. De acuerdo
al lema, se cumple que 1.4.2 0 < 2™ A |a| = sup{b™ A |a| : b € B} = 0. Por otra parte,
del lema 3.2.3, se tiene que x~ = inf{b~ : b € B}. Asi,0 <z~ Ala] < b~ Ala| =0 para
cadab € B.

Usando que A< es un espacio vectorial, se concluye que z L a. Por lo tanto, z € A¢,
Lo que prueba que A? es una banda.

Supongamos z € AN A% entonces v € Ay x € A% Luego, vz L a, Va € A. Por
hipoétesis = € A, entonces |x| A |z| = 0. Por lo tanto x = 0. ]

Observacién: Notemos que si v € Ay y € A9, entonces no necesariamente z A y = 0.
Por ejemplo, tomemos = = (0, —1) y 4 = (1,0) en R? con el orden usual. Se cumple que
[ A lyl = (0,0) yaque |z| = (0,1) y |y| = (1,0) pero z Ay = (0, —1).

Definicién 3.2.6 Una banda B en E es una banda con proyeccion si E = B @ B®. El

mapeo que lleva x 4+ y a y es en este caso la proyeccion sobre B, la cual denotamos por
Pg.

Teorema 3.2.5 Sean E un espacio de Rieszy x,y € E. Si x 1 vy, entonces
i) lz+yl = lz|+lyl
i) (x+y) " =at +yt =zt vyt
ii) (x+vy) =2 +y =2 Vy .
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Demostracion: (i) Tenemos que = A y = 0. De la proposicién 1.4.1, se sigue que 0 =
2 (x| Ayl) = [+ |yl =T x| =ly| |. Bstoes, x| +[y| = | x| y| |. Entonces | 2| —[y| | <
|z +y| < |x| + |y, lo que implica que |z + y| = |x| + |y|.

(ii) Probaremos primero que " +y" = 2 VyT. Notemos que 0 < T Ay™ < |z T|A
ly™| < |z|Aly| = 0. Porel corolario 1.4.2, se tiene que x+ +y* = (zt VyT)+(xt Ay™).
Por lo tanto z* + y* = 27 vV yT.

Probemos ahora que (x + )" = 2+ 4 y*. Tenemos que

Tyt ety <ot +yt a4y = e[+ yl=le+yl=@+y) T+ (@ +y).

Lo que indica que (z +y)" > z% + y*. Por otro lado, del lema 1.4.2, se cumple que
zt 4yt > (x+y)t. Porlo tanto (z + y)" = 2 + y+.

(iii) Se prueba andlogamente a (ii). |

Lema 3.2.4 Sea B una banda con proyeccion. Si v € B,y € B entonces x +vy > 0siy
solosiz > 0yy > 0.

Demostracion: (<) Comoxz > 0yy > 0, se sigue que z +y > 0.

(<=) Supongamos que x+y > 0. Entonces, (x+y)~ = 0. Por el teorema anterior,
(x4+y)” =2 +y~ =0,deloquesesiguequez~ =0yy~ = 0.Porlotanto,x = 2 > 0
yy=y" 20. n

Ejemplo 3.2.7 El conjunto B = {f € C'([0,2]) : f(z) = 0, Yz € [0,1]} es una banda
en C ([0, 2]), pero B no es una banda con proyeccion.

La funcion constante cero es igual a cero para cada x € [0, 1]. Por lo tanto 0 € B.

Sean fy g € B, entonces (f + g) (z) = 0 para cada x € [0, 1]. Andlogamente, si
A € R, setiene que Af (z) =0, VY € [0, 1].

Lo anterior prueba que B es un subespacio vectorial de C ([0, 2]).

Supongamos que A € C([0,2])tal que |h| < |f| para alguna f € B. Entonces
|h(z)| < |f(z)| para cada x € [0, 1]. Esto es, h(z) = 0 para cada = € [0, 1], se si-
gue que h € B. Por lo tanto, B es un ideal.

Supongamos ahora que A C B es tal que existe iy € C ([0, 2]) tal que hy = sup A,
entonces hg (x) = sup{f (z) : Vf € A} = 0 paracada x € [0, 1]. Se sigue que hy € B.

Recordemos que B = {g € C'([0,2]) : |g| A |f| =0, Vf € B}. Entonces, tenemos
que BE={feC([0,2]): f(x) =0, Vz € [1,2]}.

Para ver que B no es una banda con proyeccion, basta observar que para cualquier
funcién f € B + B, se cumple que f se anula en 1. Por lo tanto, cualquier funcién
h € C([0,2]) tal que k(1) # 0, cumple que h € C ([0,2]) \ B @& B4, esto es, C ([0, 2]) #
B & B
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3.3. Atomos

Definicion 3.3.1 Sean £ un espacio de Riesz y @ € E. Diremos que a es un dtomo si
a>0y0<b<aimplica que b es un miltiplo de a, esto es, b = \a para algin A € R. Si
la banda generada por los d&tomos es todo el conjunto F, entonces ' es llamado atomico.

Definicion 3.3.2 Sean V' un espacio vectorial y a € V. Denotaremos por (a) al conjunto
generado por a, esto es, (a) = {z € F: x = \a, A\ € R}.

Proposicion 3.3.1 Sean E un espacio de Riesz y a € E*. Entonces a es un dtomo si, y
solo si J, = (a).

Demostracion: (—> ) Supongamos que a es un dtomo. Por demostrar que .J, = (a).
(C) Seax € J,. Tenemos que existe n € N tal que

0 < |z| < na.

Entonces, 0 < 27 < nay 0 < 2~ < na. Como a es un dtomo, de lo anterior se sigue
que existen A\; y Ay € Rtales que 27 = May z~ = \a.
Por lo tanto, x = 2t — 2~ = (A\; — A\3) a. Esto es, = € (a).

(D) Supongamos z € (a). Entonces z = Aa.
Tomando n € N tal que n > || se sigue que || < na,paraalginn € N. Lo que
implica que x € J,,.

(<= ) Supongamos que J, = (a). Veamos que @ en un atomo.

Seab € Etalque 0 < b < a. Como b > 0, se cumple que b = |b|. Entonces, |b| < a.
La desigualdad anterior nos dice que b € J, = (a). Por lo tanto, b = Aa para algin A\ € R.
Es decir, a en un atomo. ]

Proposicion 3.3.2 Sea a € E un dtomo. Si E es arquimediano, entonces B, =< a >.

Demostracion: Por la proposicién anterior, basta probar que B, = J,. Tenemos que
siempre se cumple que J, C B,. Resta probar que B, C J,.

Seax € B, = By, tal que x # 0. Por el teorema 3.2.1, |x| = sup{u € J, : 0 < u <
|z|} y por la proposicién anterior .J, = (a), entonces |z| = sup{\ € R: 0 < \a < |z|}.

Sea A={AeR:0< X < |z|} CR,notemos que 0 € A puesto que a > 0. Si A
no fuese acotado superiormente, tendriamos que a cada n € N le corresponde un \,, € A
tal que n < \,; entonces na < \,a < |z| para cada n € N; como E es arquimediano
resultaria que a < 0, contrario a que a es un atomo.

Tomemos ¢ = sup A, se sigue que Aa < ta para cada A\ € A. Por lo tanto, |z| < ta, lo
que implica que |z| = ka € J,. n
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Ejemplo 3.3.1 Consideremos £/ = S (R). Para cada n € N, definimos ¢,, como en el
ejemplo 3.2.3. Veamos que e, es un dtomo en S (R).

Fijemos n € N. Sea z € S (R) una sucesién tal que 0 < z < ¢,, tenemos que
0 <z, < ey, paracada m € N, donde e, ,,, denota el m-ésimo término de la sucesion
en. En particular, z,, < e,,,, = 1.

Por otra parte e, ,,, = 0, entonces 0 < z,, < 0 si m # n. Por lo tanto, tomando
A = x,, resulta que x = Ae,. Lo que indica que e,, s un dtomo.

Ejemplo 3.3.2 El vector (2, 1) no es un 4tomo en R? con su orden usual.
Notemos que (0,0) < (1,1) < (2,1) pero no existe A € Rtal que (1,1) = A (2,1).

Ejemplo 3.3.3 El espacio de funciones C ([0, 1]) no posee atomos.

Supongamos que existe una funcién h € C([0, 1]) que h es un dtomo.

Ya que [0, 1] es compacto, por el teorema de Weierstrass h alcanza su minimo en [0, 1].
Supongamos que h no es constante. Basta tomar f(z) = min{h(z) : = € [0,1]} para
cada z € [0, 1]. Claramente, 0 < f(z) < h(x), pero no puede existir un A € R tal que
f(x) = Ah(z).

Por otro lado, si la funcién h es constante, digamos 2 = ¢ > 0. Entonces basta tomar
la funcién afin que va del origen al punto (1,c¢) para ver que no existe A € R tal que
f(z) = Ah(x).

Por lo tanto, no existen dtomos en el espacio de funciones C'([0, 1]).

3.4. Espacio cociente

Sea £’ un espacio de Riesz y J un ideal en E. Entonces J es un subespacio vectorial
de E. Definamos la siguiente relacion,

r~ysizx—y € J

Como J es un subespacio vectorial, se verifica directamente que ~ define una relacion
de equivalencia en F. Si x € F, denotaremos por [x] su clase de equivalencia, es decir,
[z] = {y € £ : y ~ x}, y diremos que x es un representante de [z]. Es sencillo verificar
que

=2+ J={z4+w:weJ}.

De esta manera, para z,y € E se cumple que
[x] =[y] si,ysblosi =z —ye€EJ

La coleccion de todas estas clases de equivalencia la llamaremos espacio cociente y 1o
denotaremos por E/J.
Definimos en F//J las siguientes operaciones,

]+ [yl =[x +vy], Az]=[\], Vz,ye E,XeR. (3.5)
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Notemos que con estas operaciones F/.J es un espacio vectorial por lo que en adelante
al referirnos al espacio cociente tendremos en cuenta que es el espacio vectorial cociente.

Ademds, E/J puede ser transformado en espacio de Riesz como se mostrard a conti-
nuacion.

Definiciéon 3.4.1 Sea x € E. Diremos que
[z] >0 siexistey € E* tal que [z] = [y]. (3.6)

Al conjunto de elementos en F/J que cumplan (3.6) lo denotaremos provisionalmente
por C.

Lema 3.4.1 El conjunto C' es un cono.

Demostracion: i) Probemos que si [z] > 0y [y] > 0, entonces [z] + [y] > 0.

(2] 20y [y] 20 = 3z,we E"alquez] = [z]y [y] = [w]
= [+l =]+ ] = [z 4wl

Ya que z +w € ET, se sigue que [z] + [y] > 0.

ii) Para A > 0, se cumple que A [z] > 0.
[z] >0 = existez € £ tal que [z] = [2]

= Az =A][z] = [N\z],

entonces como [Az] € E™, se concluye que \ [z] € C.

i) (C)"n(-C)" [0]}. Sea x € E tal que[ ] € ()" N (=C)", entonces existe
z € E* tal que [x ] = [2] y existe —z € (—E)" tal que [2] = [2]. A51

Por lo tanto, [z] = 0. ]

De acuerdo a la definicion 1.3.4, podemos definir un orden en E/.J, a saber,
[z] < [y] si,ysolosi, [y] —[z] > 0. (3.7)

Ademds C = (F/J)". Notemos que las siguientes afirmaciones son equivalentes a
[2] < [y] -

i) [y—2] >0,
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ii) existe z € E™ tal que [y — x] = [2],
iii) existenz € Etyw € Jtalesquey —x — z = w,
1v) existew € Jtalque x +w < y.

Probemos ahora que F/.J es un reticulo, esto es, [x] V [y] existe en E/.J para cuales-
quiera [x], [y] € E//J. Para ello, probaremos que

[z] V[y] =[x Vy], Vo,y € E. (3.8)

Es claro que [z V y] > [z] y [ V y] > [y] . Sea [z] otra cota superior de [z] y [y], entonces
existen wy, w9 € J tales que z —x > wy, 2 —y > wq. Entonces, z —x >wyz—y > w
donde w = wy A wqg € J. Asi,

22> (x+w)V(y+w)=(zVy)+w,

se sigue que [z] > [z V y].
Por lo tanto, hemos probado la siguiente proposicion:

Proposicion 3.4.1 Sea F un espacio de Riesz y J un ideal en E, entonces FE/.J es un
espacio de Riesz con el orden definido en (3.7).

En general el espacio cociente puede no ser arquimediano. Para esto se requiere que J
sea uniformemente cerrado en F, i.e., para todo z € E* se cumple que .J N J, es cerrado
en J, con la norma inducida por X. Ver [5] para detalles.

3.5. Homomorfismos reticulares

Sean F'y F' espacios vectoriales sobre R. Recordemos que 1" : ' — F' es un operador
lineal si para cada x,y € F'y cada A € R se cumplen las siguientes condiciones:

D) T(x+y)=T(x)+T(y).
i) T (\z) = AT (2) .

Definicion 3.5.1 Sean E' y F' dos espacios de Rieszy 7' : E — F un operador lineal.
Diremos que 7' es un homomorfismo reticular si paratodo x,y € [E se cumple la siguiente
igualdad:

TevTy=T(zVy).

Si ademas se cumple que I’ es uno-a-uno, entonces diremos que 7' es un isomorfismo
reticular.
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Corolario 3.5.1 Sean E y F dos espacios de Rieszy'T' : E — F un operador lineal. Son
equivalentes:

i) T es un homomorfismo reticular.
ii) T (|z]) = |Tx|.
iii) T (x Ny) =Tx ANTy.

Demostracion: (i) —> (ii) Supongamosque 7' (zV y) = TxVTyparacadazx,y € E.
Por la definicién de médulo, 7' (|z|) =T (x V (—z) ) =Tx vV (=Tx) = |Tx|.

(ii) = (iii) Supongamos que T (|z|) = |Tz| para cada z € E. Por la proposicién
1.4.1, se tiene que,

2T (xANy) = T@+y—|z—y|)=Te+Ty—T|x -y
= Te+Ty—|Tx—Ty|=2(Tz \NTy).

Multiplicando por % se obtiene lo deseado.

(iii) = (i) Seanz,y € Eysupongamos que 7' (x A y) = Tz ATy. Por el corolario
1.4.1 que,

T(xvy) = “T((=)N(=y))=—(T(=2) ANT(-y))
= —((=Tz)N(-Ty))=TzVTy.

Por lo tanto, 7" es un homomorfismo reticular. ]

Ejemplo 3.5.1 Sean F un espacio de Riesz y z € E™. Definamos 7' : R — E por
T (M) = Az. Entonces 7" es un homomorfismo reticular.

Demostracion: Claramente 7" es un operador lineal. Por el corolario anterior, basta probar
que T(|\|) = |T'A|. Yaque x € ET, se cumple que = = |z|, entonces

T(AD = Mz = [Alle] = |Az] = [TAl. =

Teorema 3.5.1 [Kakutani] Si E es un espacio de Riesz arquimediano con una unidad
fuerte e, entonces existe un espacio compacto Hausdorff K y un mapeo lineal T : E —
C (K) tal que

i) T (E) es un subespacio de Riesz de C (K) que es denso.
ii) T, = 1.
iii) ||T:||so = ||%||e para todo x € E.
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Demostracion: Vedse [6]. |

Definicion 3.5.2 Sean F un espacio de Riesz arquimediano y z € E™. Consideremos el
espacio compacto Hausdorff K, y el mapeo lineal T : J, — C (K,) definidos por el
teorema anterior. Si para cada x € ET se cumple que 7, : J, — C (K,) es sobreyectiva,
entonces diremos que £ es uniformemente completo.

Ejemplo 3.5.2 Denotaremos por S al conjunto de todas las sucesiones reales que s6lo
toman un nimero finito de valores. Probemos que con el orden puntual, S forma un espacio
de Riesz.

Es evidente que la sucesion constante ceroestien S. Sean x,y € Sy A € R. Entonces,
los conjuntos {Az,, : » € N}y {y,, : n € N} son finitos. Por lo tanto \x +y € Sy asi S
es un subespacio vectorial de S.

El orden en S se hereda a partir de S (R). Veremos que con este orden, S es un subre-
ticulo.

Resta ver que para cualquier par x,y € S, siempre existe t Vy € S.

De acuerdo al lema 2.2.5, se tiene que = V y se calcula término a término para cada
n € N. Entonces la sucesién {x, V y,} toma un nimero finito de valores puesto que se
forma a partir de {z,,} y {y,,}. Porlo tanto, z V y € S.

Hemos probado que S es un subespacio de Riesz.

Enseguida mostraremos que S no es uniformemente completo. Observemos que la
sucesion constante uno es un elemento de S ya que {x,, : n € N} = {1}. Recordemos
que,

||s]|1 = nf{A > 0:s,| < A1}

Por el lema 3.1.6 sabemos que ||s|[; = ||s||- Es decir, la sucesion constante 1 es una
unidad fuerte en S e induce la norma del supremo.
Sea
2, =(1,1/2,1/3,...,1/n,0,0,...). (3.9)

Veamos que {z,} es de Cauchy.
Supongamos m,n € N tales que n > m > N. Notemos que

1 1
< —.
m+1—" N

Zn — Tmlleo =

Por lo tanto, {z,} es de Cauchy.
Veamos ahora que {z,} no es convergente en S. Tomemos s € S. Entonces existe
no € N tal que s (ng) = 0, Vn > ng. Luego, para n > ny se cumple que

1
|Is — Znlloo = —, VN > no.
o
Esto indica que {z,} no converge a s. Por lo tanto, usando el lema 2.2.2, se sigue

que J; no puede ser sobreyectiva. En consecuencia, S no es completo y en vista de la
definicién 3.5.2 S no es uniformememente completo.
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Capitulo 4
Espacios Dedekind y Reticulos de Banach

4.1. Espacios Dedekind completos y Dedekind o —completos

Definicién 4.1.1 Un espacio vectorial ordenado £ es

1) Dedekind completo si cada subconjunto no-vacio acotado superiormente tiene su-
premo.

1) Dedekind o—completo si cada subconjunto contable acotado superiormente tiene
supremo.

Notemos que para cualquier subconjunto no-vacio en FE, ser Dedekind completo implica
ser Dedekind o —completo.

Proposicion 4.1.1 Si E es un espacio de Riesz Dedekind completo, entonces E tiene la
propiedad arquimediana.

Demostracion: Supongamos que nx < y para x,y € F y para cada n € N, entonces
(nx)™ = na™ < yT. Por hipétesis, existe « = sup{nz™ : n € N}.

Tenemos que si n € N, se cumple que 2n € N; es decir, « es cota superior de {2nz™ :
n € N}.

Supongamos que [ es otra cota superior de {2nx™ : n € N}, entonces nxt < 2nz™ <
[ para cada n € N. Del lema 3.2.1, resulta que

a =sup{2nz™ :n € N} = 2sup{nz™ : n € N} = 2q,
se sigue que o = 0. Por lo tanto, z < 7 < o = 0. ]

Ejemplo 4.1.1 R" con el orden usual es un espacio de Riesz Dedekind completo.

Demostracion: Sea A C R” no-vacio y acotado superiormente, entonces existe r €

R™ tal que a < x para cada a € A. Fijemos ¢ € {1,...,n} y consideremos a =
(a1,a9,...,a,) y x = (x1,29,...,2,), se cumple que a; < x;. Ya que A es no-vacio,
entonces A; = {a; € R: (ay,...,a;,...,a,) € A} es no-vacio y acotado superiormen-

te por x;. Por el axioma del supremo, existe sup A;. Asi, haciendo variar ¢, resulta que
(sup Ay,sup As, ..., sup A,) existe.
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Claramente (sup Aj,sup Ao, ...,sup 4,) es una cota superior de A. Si considera-
mos que v = (ug,...,u,) es otra cota superior de A, entonces a; < u; para cada
i € {1,...,n}. Por las propiedades del supremo, sup A; < x; paracadai € {1,...,n}.
Por lo tanto, hemos probado que,

sup A = (sup Ay, sup Ay, ..., sup 4,) .
Lo que indica que R" es Dedekind completo. [

Ejemplo 4.1.2 Sea D un conjunto no-vacio, entonces F' (D) es un espacio Dedekind com-
pleto.

Demostracion: Si A C F (D) es un subconjunto no-vacio y acotado superiormente, se
cumple que existe h € F' (D) tal que f < h para cada f € A. Entonces f(z) < h(x)
para cada z € D y cada f € A, por lo tanto existe sup{f(z) : f € A}. Aplicando la
proposicién 2.2.1 se obtiene la conclusién.

Ejemplo 4.1.3 Sea D # (). Entonces el conjunto de funciones acotadas B (D) es Dede-
kind completo.

Demostracion: Sea A # () un subconjunto acotado superiormente de B (D).

Para cada f € A existe M; € R tal que |f(z)| < My para cada x € D. Por otro
lado, ya que A estd acotado superiormente, existe h € B (D) tal que f < h para cada
f € A.Entonces f (x) < h(x) < |h(x)| < My paracadax € D ycada f € A. Porlo
tanto, por la proposicion 2.2.1, existe g € F'(D,R™) tal que g(z) = sup{f (z) : f € A}.
Claramente g es acotada superiormente, puesto que debe ocurrir que g < h, es decir,
g(x) < h(z) < |h(z)| < M), paracada z € D. Ya que A es no-vacio, podemos tomar
fo € Atalque fo(x) < g(x). Ademads, | fo(z)| < My, implica que —My, < fo(z) < My,.
Por lo tanto, —M;, < fo(z) < g(z), lo que indica que g es acotada inferiormente. Asf,
B (D) es Dedekind completo. n

Ejemplo 4.1.4 Veamos que el espacio de Riesz C ([0, 1]) no es Dedekind o—completo.
Sea A la sucesion de funciones

0, 0<z<3
g(r) =< n(zr—3), 3<z<5+1

Notemos que cada una de las siguientes funciones es cota superior de A,

0, 0<z<i-2L
fole) = me— (-2, b-p <<
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Supongamos que h fuese el supremo de g,,, entonces por ser la minima cota superior,
h < fn para cadam. Asi, h (z) < f,, (z) paracadaz € (0,1) y h(z) < fn, (z) = 0 para
cadaw € (3,1) = 1. Se sigue que,

— -
imh(z)=0 y lmh(z)=1

T3 T3

Por lo tanto, & no seria continua. Se concluye que C' ([0, 1]) no es c—completo.

Observacion: En el ejemplo 4.1.3 vimos que las funciones acotadas son un espacio De-
dekind completo, y por lo tanto Dedekind 0 —completo. Tambien en secciones pasadas
vimos que para un conjunto no-vacio K, C(K) C B(K). Sin embargo en el ejemplo an-
terior el intervalo [0, 1] es un conjunto compacto y C'([0, 1]) no es Dedekind o —completo,
esto es, la propiedad de ser Dedekind completo o Dedekind o —completo no se hereda.

Ejemplo 4.1.5 Consideremos el espacio de funciones f : [0, 1] — R tales que f es cons-
tante salvo en un conjunto numerable, dicho espacio lo denotaremos por C. Entonces, C es
Dedekind o-completo pero no Dedekind completo.

Demostracion: Claramente la funcion cero estd en C.

Sean fy g € C, entonces existen By C [0,1] y By C [0, 1] conjuntos numerables tales
que f (x) =c1yg(xz) = cpparacadax € [0,1]\ By y cadax € [0, 1]\ B, respectivamente.
Puesto que la unién de dos conjuntos numerables es un conjunto numerable, entonces
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(f+9)(x) = ¢1 + c2, que es constante para cada x € [0,1] \ (B1UBy). Si A € R,
entonces (Af) (x) = Ac; para cada x € [0,1] \ B;. Por lo tanto, C es un subespacio
vectorial. Ademds, ya que C C F'([0,1],R), se tiene que con el orden puntual, C es un
espacio vectorial ordenado.

Por otra parte, continuando con la notacién anterior, en la proposicién 2.2.1, probamos
que (fV g)(x) =sup{f (z),g(x)} = méx{cy, 2} paracadax € [0, 1]\ (B; U By). Asi,
fV g es constante en [0, 1] \ (B; U By). Ya que lo anterior nos indica que f V g € C, se
sigue que C es un subespacio de Riesz.

Sea A C C un conjunto numerable no-vacio y acotado superiormente. Queremos pro-
bar que existe f € C tal que f = sup A.

Como A es numerable, expresemos A como la sucesion de funciones { f,} C C. La
sucesion { f,, } estd acotada superiormente en C, esto es, existe f € C tal que f,, < f para
cadan € N.

Asimismo, para cada n € N, denotemos por ¢, a la imagen de la funcién f,, para cada
z € [0,1] \ By, donde B,, C [0, 1] es el conjunto numerable en el que f,, (x) # c,.

Ya que la union numerable de conjuntos numerables es un conjunto numerable,
tenemos que f,, (z) < f (x) paracadaz € [0, 1]\ B,. Notemos que {¢;, ¢a,¢3,...} CR
es no-vacio y también estd acotado superiormente. Por el axioma del supremo, existe
sup{cy, ¢a, 3, ... }. De acuerdo a la proposicién 2.2.1, podemos concluir que para cada
z € [0,1] \ U By, se cumple que f (z) = sup{ci, ¢, c3,. .. }.

Veamos ahora que C no es Dedekind completo. Definamos A como la unién de las
siguientes familias de funciones:

Para cada y € [0, 1]

1, siy=ux,

fy(x) =

0, en otro caso.

Mientras que para los y € (3, 1], definamos como sigue:

1 .
5, SILYy =1z,
fy(x) =

0, en otro caso.

Notemos que A C C. Se cumple también que las funciones del conjunto A estan
acotadas superormente por la funcién constante uno.

Supongamos que existe una funcién g € C tal que ¢ = sup A. Entonces se cumple
que f, < g para cada x € [0, 1]. Por otra parte, ya que la funcion constante uno es cota
superior de A, debe ocurrir que g(z) < 1 para cada x € [0, 1]. De lo anterior tenemos que
g es la funcién constante uno en el intervalo [0, 1].

Ya que g € C, se cumple que g es numerable salvo en un conjunto numerable, digamos
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B. Claramente (3, 1] ¢ B. Tomemos z € (3, 1]\ By consideremos la siguiente funcién:
g(l’), S [071]7 x?'éxo
3, T = Zo- [

Es claro que h < gy h € C. Ademads, para cada f € A se cumple que f < h. Pero
entonces tenemos una funcion que es cota superior de A y es menor que la funcién sup A,
lo cual es una contradiccion.

4.2. Operadores lineales positivos

Al conjunto de todos los operadores lineales 7' : ' — F'lo denotaremos por L (E, F').
Tengamos presente que £ (E, F') es un espacio vectorial.

Definicion 4.2.1 Sean F'y F espacios de Rieszy T € L (E, F).

(i) Diremos que 7" es un operador lineal positivo si para cada x € E se cumple que
Tx € FT.La coleccién de operadores lineales positivos la denotaremos por L (E, F )+.

(ii) Diremos que 1" es un operador regular si T' es la diferencia de dos operado-
res lineales positivos. Denotaremos por L (E, F') a la coleccién de todos los operadores
regulares.

(iii) Diremos que 7' es un operador lineal reticularmente acotado si la imagen de
cada subconjunto reticularmente acotado de £ es un subconjunto reticularmente acotado
de F'. Este espacio se denota por L° (E, F).

Lema 4.2.1 EI conjunto de operadores lineales positivos es un cono en L (E | F).

Demostracién: Supongamos 7', S € £ (E, F)". Entonces,
(i) Para cualquier x € E* se cumple que Tz > 0y Sz > 0. Luego, Tx + Sz =
(T'+ S)x > 01lo que implica que 7'+ S es un operador positivo.

(i) Sea A >0y ax € ET.Entonces Ax > 0 implica que TA\x = ATz > 0.

(iii) L(E,F) N (-L(E,F)") ={0}.

Supongamos T € L(E,F)" N (=L (E,F)") = {0}. Seaz € E*, tenemos que
Tx >0y —Tx >0obienTx > 0y Tx < 0. Por lo tanto T’'x = 0. Tomemos ahora
xr € F, recordemos que x = " — 27, entonces Tx = Tx™ — Tz~ = 0— 0 = 0. Con
lo que se prueba que 7" aplicado a cada = € E es cero. Se concluye que 7' es el operador
lineal cero.

La otra contencién es inmediata. [ ]

Lema 4.2.2 El espacio L" (E, F') es un subespacio vectorial de L (E, F).
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Demostracion: Veamos que L (E, F') es un subespacio vectorial de £ (E, F).

(i) ParacadaT € L' (E, F) secumple que T—T = 0 = 0—0 por lo que el operador
lineal cero es diferencia de operadores lineales positivos. Asi 0 € L" (E, F).

(ii) Expresemos Li,L, € L" (E,F)como Ly =Ty, — S1y Ly = Ty, — S, donde
51,52, TvyTe € LT (E,F). Entonces Ly + Lo = (T} — S1) + (To — S2) = (T1 + Tz) —
(S + S2). Por lo tanto, ya que £ (F, F)Jr es un cono, se cumple que 77 + T y S; + Ss €
L(E,F),esdecir, L1 + Ly € L™ (E, F).

(ii) Sean A € Ry ST € LT(E,F).SiL =S —-Ty\ > 0, entonces \L =
A(T —S) = AT — \S. En este caso se tiene que L. € L" (E, F) pues sigue siendo
diferencia de operadores lineales positivos ya que £ (E, F)" es un cono.
Por otra parte, si A < 0, entonces (—\) > 0. Luego, AL = A (S —T) = AS — \T =
(=A\) T — (=\S). Lo anterior sigue siendo una diferencia de operadores Ineales positivos.
Se sigue que AL € L (E, F) n

Hemos probado que LT (E, F') es un cono. Con base en la definicién 1.3.4, obtenemos
en L (E, F) el siguiente orden:

S>T si S—-TeL(EF)", (4.1)
se sigue que el espacio L” (E, F') es un espacio vectorial ordenado.

Lema 4.2.3 EIl conjunto de operadores reticularmente acotados L™ (E, F') es un subes-
pacio vectorial de L (E, F).

Demostracion: Ya que £ (E, F) es un espacio vectorial, probaremos que L’ (E, F) es
un subespacio vectorial de £ (E, F'). El operador lineal cero siempre es reticularmente
acotado, por lo que 0 € £°.

Sean S,T € L?(E,F)y A C E un conjunto reticularmente acotado. Entonces existen
x,y € Ftales que x < a < y paracadaa € A. Ya que S es orden acotado, se cumple
que existen x1,y; € F tales que 1 < Sa < y,. Andlogamente para 1" existen zo, yo € F'
tales que xo < T'a < y, para cada a € A. Puesto que (S +T')a = Sa + Ta, se sigue que
1+ 29 < Sa+ Ta < y; + ys. Por lo tanto S + 7' es un operador lineal reticularmente
acotado.

Sean A € Ry T € L°(E, F), entonces si A es reticularmente acotado, se tiene que
existen z,y € F' talesque z < Ta < y.

Para A > 0 se tiene que Az < AT'a < \y. Como \T'a = (AT) a, resulta que \T" es un
operador lineal reticularmente acotado.

El caso en que A < 0 se hace de forma similar, salvo que la desigualdad queda Ay <
MNla < Az.

Por lo tanto £° (E, F') es un espacio vectorial. n

Lema4.2.4 Sea T € L (E, F) un operador lineal positivoy x,y € FE.
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i) Six <y, entonces T'x < Ty.
ii) T es reticularmente acotado.

Demostracion: (i) Supongamos que 7' es positivo. Como =z < y, se cumple que 0 <
y—x.Porlotanto 0 < T (y — x) = Ty — Tz, de lo que se sigue que Tx < T'y.

(ii) Supongamos que A es un conjunto reticularmente acotado en F, esto es, existen
x,y € F tales que v < a < y para cada a € A.Tomemos a € A, observemos que
a—x > 0,entonces T (a —z) =Ta — Tz > 0,estoes, Tx < Ta paracadaa € A. De
la misma manera se prueba que T'a < T'y.

Por lo tanto, Tx < T'a < Ty para cada a € A, lo que prueba que 7 es reticularmente
acotado. |

Lema 4.2.5 Si L : E — F' es un operador regular, entonces H es un operador reticular-
mente acotado. Se sigue que L™ (E,F) C L°(E, F).

Demostracion: Sea L € L (E, F). Entonces L = S — T, donde S,T € LT (E,F) C
LY (E, F).Como L® (E, F) es un espacio vectorial, se concluye que L € L (E,F). =

En general L (E,F)y L" (E, F) no son iguales.

Ejemplo 4.2.1 Sea 7' : R" — R un operador lineal. Entonces,

i) existen ndmeros Unicos ag, ..., a, € R tales que
T(x1,...,2,) = a1x1 + - -+ + ayx,, paracada zy,...,z, € R.
1) T’ es positivo si, y sélo si, aq, ..., a, > 0.

Demostracion: (i) Sea ¢; el i-ésimo vector de la base canoénica. Por lo tanto, para x =
(x1,...,2,) € R", tenemos que x = >, x;¢;. Usando la linealidad, T (Y, z;e;) =
Yo T(xie;) = > xT(e;) = Y i T'(e;)x;. Por lo tanto, a; = T'(e;) para cada i €

{1,...,n}, lo que nos garantiza la existencia.
Supongamos que existen nimeros reales a;, as,...,a, y b;,bo,... b, tales que
Yo ax; = o bx; para cada x = (x1,...,2,) € R™ Basta tomar x = e¢; para

cadai € {1,...,n} para ver que a; = b; paracadai € {1,...,n}.

(ii) ( = ) Supongamos que 7" es positivoy T'(z) = a;x1 + - - - + a,z,. Como e¢; > 0
y T(e;) = a; paracadai € {1,...,n}, se cumple que a; > O paracadai € {1,...,n}.

( <= ) Supongamos que a; > O paracadai € {1,...,n}. Seaz € ET, tenemos que
e; > Oparacadai € {1,...,n}. Porlo tanto, > " , a;z; = Tx > 0. Lo que indica que T’
es positivo. [

Teorema 4.2.1 Sean E'y F' espacios de Riesz tales que E es arquimediano y F' es Dede-
kind completo. Entonces L (E, F) = L°(E, F) es un espacio de Riesz Dedekind com-
pleto. En este caso, si v € E* se cumple
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i) TT () =sup{Ty:0<y <z}
i) T~ (x) =mf{Ty:0<y <z}

i) |T| (x) = sup{|Ty| : |y| < x}.
paracadaT € L" (E, F).

Demostracion: Vedse el teorema 1.3.2 de [6]. [

Estas formulas para T, T,y |T| se conocen como las férmulas de Riesz-Kantorovich.

Definicion 4.2.2 Ya que el conjunto de los nimeros reales es un espacio de Riesz De-
dekind completo, tenemos que los operadores reticularmente acotados y los operadores
regulares coinciden y forman el dual reticular de un espacio de Riesz arquimediano £, al
que denotaremos por ™, que es un espacio de Riesz Dedekind completo bajo el orden
dual.

4.3. Reticulos de Banach

Definicion 4.3.1 Un reticulo normado es un espacio de Riesz con una norma con la pro-
piedad de que |z| < |y| implica que ||z|| < |ly||. La propiedad anterior la llamaremos
reticularidad. Un reticulo normado que ademds es un espacio de Banach, lo llamaremos
un reticulo de Banach.

Observacion: En un reticulo normado FE, siempre se cumple que || |z| || = ||z]|. Lo
anterior se sigue del hecho que | |z| | = |z|.

Ejemplo 4.3.1 Los espacios de Banach reales cldsicos, B (D),C (K),{,ec,
co, son reticulos de Banach con su norma usual y el orden puntual.

Demostracion: Recordemos que para el caso de funciones reales, la funcién médulo y la
funcién valor absoluto coinciden.

Sean fy g € B(D).Si|f| <|g|, entonces |f|(z) < |g|(x). Se sigue que sup{|f|(x) :
ve Dy =[[IfI I =] <supflgl(z) -z € D}y = [ |g] [ = llg]l-

Ya probamos que B(D) es un espacio de Banach, se sigue que B(D) es un reticulo de
Banach.

Por otra parte, como C'(K) C B(K)y C(K) es un espacio de Banach; entonces C'(K')
es un reticulo de Banach.

Recordemos que ¢, = B(N,R) por lo que este caso es un caso especial del anterior.
Por lo tanto, /., es un reticulo de Banach.

Recordemos que ¢ C /... Luego, una sucesién de Cauchy {z,} C ¢, es una sucesion
de Cauchy en /.. Ya que /. es completo, existe una sucesion z € /., tal que =,, — z. Por
lo tanto, basta probar que z € c.
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Expresemos z,, = {ay m }men paracadan € Ny z = {z,, },nen. Para cada e > 0 existe
N € Ntal que sin > N se cumple que

lnm — zm|| < g, para cadam € N. (4.2)
Tomemos N € N. Como z es una sucesion de Cauchy en R, se tiene que
lan s — anm]| < % sim, k> N. 4.3)
Por lo tanto, usando (4.2) y (4.3), resulta

|lzm — 2kl = |l2m — anm + anm — ang + ang — 2|

IN

|2m — anmll + lanm — anpl| + lane — 2|
= 3t3t3=e€

De lo anterior tenemos que z es de Cauchy en R. Ya que R es completo, resulta que
z € c. Por lo tanto, c¢ es un reticulo de Banach.

Seguiremos con la notacién de la prueba anterior. Sea {z,,} una sucesién de Cauchy
en ¢y. Tenemos que {x,} es una sucesién de Cauchy en c. Entonces, existe y € c tal que
x, — y. Debemos probar que para cada € > 0, existe N, € N tal que si m > N, entonces
[yl < e

Sea e > 0, por hipétesis, existe N € N tal que si n > N, entonces ||z, — y|| < 5, es
decir, ||apm — Yml|| < 5 paracadam € N.

Tomando n = N, se cumple que

HymH = Hym_aN,m—i_aN,mH
< Nym — anmll + llanmll-

Puesto que cada a,, ,, €s una sucesion en ¢, para cada n € N, se cumple que para el
¢ > 0 dado existe K € N tal que m > K implica que |lay,,|| < §. Por lo tanto,

€
lgmll < S+ 5 =€

N

Lo que indica que y € ¢j. Se concluye que ¢y es un reticulo de Banach. [

Definicion 4.3.2 Sean (X, d) y (Y, e) espacios métricos. Diremos que la funcién f : X —
Y es uniformemente continua si para cada € > (0 corresponde un ¢ > 0 tal que para cada
z,y € X cond(z,y) < ¢ se cumple que e(f(x), f(y)) < e.

Definicién 4.3.3 Sea £ un espacio de Riesz normado. Definamos la funcién || - || : £ X
FE — F tal que para cada (z,y) € E x E,
1(z, y)|| = max{|]], [ly[l}- (4.4)
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Proposicion 4.3.1 La funcion definida en (4.4) es una norma.

Demostracion: Claramente ||-|| > 0. Ademas ||(x, y)|| = 0si, y s6lo si, max{||z||, ||y||} =
0, si, y sélo si, ||z|| = |ly|| = 0, si, y s6lo si, (z,y) = (0,0).
Sea (z,y) € FE x E. Tenemos que para cada A € R, se cumple que ||(Az, \y)|| =

max{|[Azl, [Ay[[} = Al max{[l], [[y][} = All (2, y)]|
Tenemos que (z,y) + (u,w) = (z + u,y + w) para cada (x,y), (u,w) € £ x E. Ya

que [z +ull < [z]| + [Jull y [ly + wi| < [ly[l + [[w]], resulta que

Gz, y) + (w,w)]| = méx{[le +ul, [ly +wl[}
max{ (||| + [[ull, lyl] + [Jwl[}

IN

< max{]|(z, y)[| + llull, | (2, y) | + [[w]}
< max{||(z, )l + 1w, w)|l; [[ (@, y) || + || (w, w)][}
= [l(@, )] + [|(u, w)]|.
Por lo tanto, (4.4) define una norma. ]

Teorema 4.3.1 Sean E un reticulo normado y x,y € E. Entonces, los operadores x —
|z, v = o, x = 27, (z,y) = = Vyy(x,y) = x Ay son uniformemente continuos.

Demostracion: Probaremos la continuidad uniforme de z — |x|.

Recordemos que del lema 1.4.3 | |z|—|y| | < |x—y]. Por la propiedad de reticularidad,
se tiene que || |z| —|y| || < ||z —y]|. Por lo tanto, para cualquier € > 0 bastard tomar 0 = €
para ver que si ||z — y|| < 4, entonces ||f(z) — f(y)| < e.

El inciso (iii) del teorema 3.2.3 nos dice que [zt —yT | < [z —y|y |z~ —y~| < |z —y].
Usando la propiedad de reticularidad, se cumple que |27 —y™|| < ||[z—y| y [[z7—y | <
|z — y||. Por lo tanto, la continuidad uniforme de + — =" y x — z~ se sigue en forma
andloga al caso anterior.

Para verificar la continuidad uniforme de (z,y) — ' Vyy (x,y) — x A y, probemos
las siguientes desigualdades:

leVy—uVw| <|z—ul+ly—w| y l[zAy—uAw| <|z—u|+]|y—w|. 45)

Basta probar la primera desigualdad puesto que la segunda se prueba andlogamente.
Notemos que del inciso (ii) del teorema 3.2.3 obtenemos que

lzVy—uVuwl lzVy—uVy+uVy—uVuw

IN

lzVy—uVyl+|uVy—uVuw
< e —uf+ ]y —wl.
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Yaque | —u| + |y — w| = | | — u| + |y — w| |, usando una vez mads la propiedad de
reticularidad, resulta que:

levy —uvw| < |lz—ul+[y—wl]
< e =ul [+ 1y —wl |
=z —ul +[ly —wl
< max{|lz —ull, [ly — wll} + méx{||z — ul], ly — wll}

2max{|lz — ull, ly — wl[}
= 2[(@ —u,y —w)| = 2|(z,y) - (u,w)|.

Por lo tanto, dado € > 0, basta tomar 6 = 2¢ para garantizar la continuidad uniforme
de (z,y) =z Vy.

La continuidad uniforme del operador (z,y) — x A y se prueba de forma andloga
usando la segunda desigualdad de (4.5). [

Proposicion 4.3.2 Sea F un reticulo normado, entonces E* es cerrado.

Demostracion: Notemos que £ = {x € E : = = 0}. En vista de la continuidad
del operador x — x~, tenemos que E* es cerrado puesto que es la imagen inversa del
conjunto cerrado {0}. n

Corolario 4.3.1 Un reticulo de Banach E es siempre arquimediano.

Demostracion: Supongamos que nx < y para cada n € N. Por lo tanto, de nx < v,
resulta que nz™ < y* = n|at| < |yT|. Yaque E es un reticulo de Banach, n|xz™|| < ||yl
para cada n € N. Se sigue que ||[z| = 0, lo que indica que x* = 0. Por lo tanto,
r=—x <O0. [

Ejemplo 4.3.2 El espacio ¢y es un ideal en ¢, que no es cerrado.

Demostracion: Sea A C ¢y la familia de sucesiones x,, para cada n € N, definidas como
sigue:

L o sim<n
m

Tnm =
0, sim >n.

Notemos que la sucesion y = {%} € ly y T, — y. Claramente la sucesion y & cqo,
por lo tanto cyy no es un ideal cerrado. ]
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