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Introduccién

El objeto principal de esta tesis es estudiar diferentes cuestiones relacionadas con la tem-
peratura en la superficie terrestre. Historicamente la principal motivacién para estudiar la
temperatura del aire ha sido su aplicacién al estudio de los cultivos, véase [3], [6], [41], [77],
[97], etc. Estd bien documentado que el crecimiento de las plantas (por ejemplo la soya)
varia de acuerdo con la temperatura del aire. En general la temperatura del aire tiene un
rol importante en el ciclo de vida de distintas especies de seres vivientes, como son las co-
sechas o las poblaciones de mosquitos. Por tanto el estudio de la temperatura del aire es de
vital importancia para la planeacién de cosechas, véase [97] y el estudio de su crecimiento,
asi como en el estudio de epidemias, véase [68]. Particularmente la temperatura del aire al
nivel del suelo nos afecta de manera directa, porque vivimos rodeados de este aire y qué
temperatura tiene en cada instante determina aspectos de nuestra vida cotidiana.

El aire es un fluido que rodea al planeta tierra. Su temperatura depende de un sinfin de
variables y determinarla es altamente complicado. La temperatura del aire a bajas alturas (a
ras del suelo) es similar a la temperatura del suelo, véase [11], [28] y [44]. Se ha comprobado
que los datos presentan un comportamiento periédico, [36]. Esto era de esperarse, porque la
principal fuente de calor de la tierra (con diferencia) es el sol. Fisicamente la temperatura
de la superficie terrestre es resultado de la energia térmica que entra por la atmésfera en
forma de radiaciéon menos la energia térmica que emite el planeta tierra. Por este motivo la
cuantificacion de la radiacién solar que llega a la tierra es un factor clave para estudiar la
temperatura. En consecuencia en este marco el estudio de la posicién relativa de la tierra y
el sol es muy relevante. En este trabajo se trata este tema en extenso.

En primer lugar para acometer el estudio de la posicién relativa tierra-sol, es necesario
entender y clarificar una serie de nociones de indole geométrica o espacial y temporal. Esen-
cialmente por un lado se trata de manejar herramientas bésicas que permitan la ubicacién
espacial de objetos, tanto en un entorno del sol, como internamente en el sol o la tierra, y
sus posiciones relativas y movimientos. Por otro lado se trata de tener sistemas efectivos de
medicién del tiempo, para hacer el seguimiento de las dindmicas que estan involucradas. Esto
se desarrolla en el capitulo 1 de la tesis. En primer lugar se habla de las cuestiones teoricas
mas béasicas: medida de dngulos y distancias, la geometria de la tierra y sus movimientos de
traslacion y rotacion, asi como los marcos de referencia més simples para describir la posi-
cién de puntos sobre el globo terrdqueo y sobre el firmamento. Se describen ciertos puntos,
direcciones, angulos y planos que son importantes a la hora de describir estos movimientos, y
formas de describir su variacién temporal. En particular aqui destacan los distintos sistemas
de coordenadas espaciales (coordenadas geogréficas y heliograficas, ecuatoriales y horizon-
tales, que en esencia son coordenadas esféricas con respecto a ciertos puntos y direcciones
de referencia).

En segundo lugar, se trata el tema de la medicién del tiempo, que puede aparentar ser
algo evidente, pero que en realidad es un tema muy complejo. De manera fundamental se
pueden considerar diferentes criterios para los sistemas de mediciéon del tiempo pero que
en esencia estdn determinados por la escala y la metodologia y/o causas involucradas. Ca-
be mencionar aqui la escala anual, ligada al movimiento de traslacién y los calendarios; la
escala diaria, ligada al movimiento de rotacién y el tiempo solar aparente; y la escala até-
mica (segundo atémico y UTC), relacionada con la medida uniforme (constante) del tiempo.

Histéricamente el calendario juliano supuso un gran avance para la medicién del tiempo,
véase [56], [58] v [87]. Fue una solucién para el problema del desfase de los afios a corto
plazo, pero con el pasar de los siglos se desfasé tanto que el papa Gregorio establecié una co-
rreccion que hoy en dia conocemos como calendario gregoriano. Una diferencia entre ambos
calendarios es el instante que se usa para determinar el comienzo de un dia. Para el calen-
dario juliano los dias comienzan en el mediodia solar (cuando el sol alcanza la mayor altura
posible), mientras que en el calendario gregoriano el dia comienza en la medianoche. Por las
particularidades del calendario juliano resulta mas ttil usar una modificacién del calenda-



rio juliano para calcular los instantes de amanecer y atardecer que el calendario gregoriano.
También se dedica una seccion a la conversion de fecha juliana a fecha gregoriana y viceversa.

Es innegable que en el estudio de la radiacién solar los instantes de amanecer y atar-
decer de una fecha y lugar de la superficie terrestre concretos son basicos para describir
el fenémeno (aqui también es relevante lo que se conoce como ecuacién del tiempo). Hay
distintas versiones de lo que se conoce como ecuaciones del amanecer y atardecer, que aqui
son denominadas clasicas. A pesar de su uso extendido la mayoria de las referencias encon-
tradas simplemente las mencionan y hacen uso de ellas. Entre las referencias encontradas
la mas antigua es [43]. Sin embargo, ni en ella ni en las fuentes posteriores ha sido posible
encontrar una deduccién rigurosa y clara. En algunas pocas se hace referencia a Trigonome-
tria esférica para su deduccién, pero sin entrar en muchos detalles. Por este motivo, en el
capitulo 1 se deducen las ecuaciones del amanecer y del atardecer, tanto la version clasica
en la que se supone un sol unipuntual, como una versién mejorada (también cldsica) donde
se toma en consideracién un sol esférico de cierto grosor y donde ademaés se aniade un angulo
asociado a la refraccion. Ademaés se desarrolla un refinamiento, que tiene en cuenta la distan-
cia variable (diaria) de la tierra y el sol. Es importante mencionar aqui que dnicamente se
utilizan nociones elementales de Geometria analitica, en el espacio euclidiano tridimensional.

En el capitulo 2 se describe un catdlogo de modelos de temperatura encontrados a lo
largo de la literatura. Este catdlogo es una ampliacién del capitulo 2 de [68]. Puesto que es
comun que en las bases de datos sean reportadas tnicamente las temperaturas minima y
maxima diarias, en este trabajo se siguié como motivacién para el analisis de los modelos
la misma pregunta planteada en [68]: ;Es posible estimar la evolucién diaria de la tempe-
ratura (con una resolucién temporal al menos de horas) en un lugar dado de la Republica
Mexicana contando dnicamente con datos de temperatura minima y maxima diaria (aparte
de la fecha y la ubicacién geografica)? Existe a lo largo de la literatura una larga lista de
modelos de temperatura, que requieren una mayor o menor cantidad de parametros o datos
para calibrarse, y que atienden a distintos niveles de modelizacién. Muchos de estos modelos
estdn pensados para alguna regiéon en concreto. En este trabajo, aquellos modelos de tem-
peratura que dependen de la temperatura méxima y minima diaria, segtin el lugar (esto es
para una latitud ¢ y longitud A dadas) y tiempo (fecha y en su caso instantes del amanecer
y del atardecer), pero no de instantes como el tiempo de mdxima o minima temperatura,
son considerados admisibles. De acuerdo con este criterio, se realiza una clasificacién de los
modelos analizados.

En general los modelos encontrados son esencialmente descriptivos, aunque algunos de
ellos atienden parcialmente a las causas o la dinamica intrinseca del fenémeno. Sin embargo,
una excepcién notable se da en [37] y [38], donde se tiene en cuenta la radiacién solar co-
mo causa principal del calentamiento de la superficie terrestre. Motivados en parte por este
enfoque, se desarroll6 un modelo fisico-geométrico con la finalidad de describir la geome-
tria y mecanica de la evolucion del sistema tierra-sol, persiguiendo los siguientes objetivos
principales: primero, describir con mayor precisién la radiacién solar recibida en un punto
de la corteza terrestre, lo que abre una puerta para desarrollar un modelo de temperatura
més preciso (entre otras posibles aplicaciones), y segundo, obtencién de un refinamiento
de las ecuaciones del amanecer y atardecer. En el capitulo 3 se desarrolla el modelo fisico-
geométrico, mientras que los objetivos son tratados en el capitulo 4 y en el anexo.

En el capitulo 3 se parte de unas hipdtesis geométricas y mecanicas, entras las que des-
tacan las Leyes de Kepler. Las leyes de Newton y la Ley de gravitacién universal sirven para
deducir las Leyes de Kepler (tema cldsico en Astrofisica). Estas son la base para distintas
parametrizaciones temporales de la ecliptica (movimiento de traslacién), dado un marco de
referencia general. En particular, aparte de la parametrizacion clasica, que usa la anomalia
verdadera, se introdujo una parametrizacion de la ecliptica con un parametro 3, que tiene in-
terpretaciéon geométrica como angulo, pero sobre todo que da lugar a ecuaciones diferenciales
mas sencillas. Esto esta relacionado con el Problema de Kepler, que relaciona las anomalias
media y verdadera. Por otra parte éste se sobrepone a la parametrizacion del movimiento
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de rotacién terrestre, para lo que se introduce un marco de referencia geocéntrico mévil.

En el capitulo 4 se presentan aplicaciones del modelo geométrico, que son esencialmente
dos, como ya se ha dicho. En primer lugar, se introducen unas coordenadas heliograficas
para la ubicacién de puntos en la superficie del sol, para estudiar las posiciones relativas de
puntos en las superficies del sol y la tierra. Con base en esto se introducen las condiciones
de visibilidad, que son las restricciones geométricas (en salida y llegada) que se requieren
para que un fotén pueda llegar de un punto del globo solar al globo terraqueo. Esto permite
definir, describir y estudiar el drea visible (e inclusive parametrizar su frontera) desde un
punto z sobre el globo terraqueo.

Como corolarios de lo anterior se obtiene lo siguiente: por un lado se puede cuantificar la
cantidad de radiacién solar recibida en cada instante por un punto de la superficie terrestre.
En el capitulo 4 se incluye un calculo de la radiacién emitida por la zona visible del sol
para un punto z sobre el globo terrdqueo en un instante t. Esto es importante porque abre
la posibilidad de mejorar los modelos de temperatura existentes. Se ha observado que los
periodos en que los distintos modelos de la literatura tienen un peor desempeno son los
periodos de amanecer y atardecer, lo que es esperable, porque el observador z en el periodo
del amanecer pasa de no ver al sol, a ver un punto y luego un casquete, que se va viendo
parcialmente hasta completar toda su extensién. En el periodo del atardecer naturalmente
viceversa (pasa de ser visible un casquete, a ser visible un punto y luego no ser visible en
absoluto). Por otro lado se obtiene una versién refinada de las ecuaciones del amanecer y
atardecer, con base en el desarrollo anterior. Cabe destacar que se pasa de los instantes del
amanecer y atardecer, al concepto de periodos del amanecer y atardecer. Las dos condiciones
de visibilidad, que toman forma de desigualdades, dan lugar a las restricciones del amanecer y
atardecer, cuando se convierten en igualdades simultaneamente. Esto junto con la complecién
del casquete solar visible, permite definir estos periodos.
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Capitulo 1

Sistemas de medicion espaciales
y temporales a escala humana

1.1. Preliminares matematicos

1.1.1. Funciones techo y piso

Dado un nimero real « se define la funcién piso | | como el mayor entero n menor o
igual que a:

L]

R — Z
(1.1)
a — |la] = mix n.
neZ
n<a

La funcién techo [ | se define de manera similar, como el menor entero mayor o igual que el
nuimero real a:

R — Z
(1.2)
a +— Ja] =: min n.
ne”z
n>«

La diferencia entre la funcién piso y la funcién techo es uno si @ no es un nimero entero,

si no es cero:
0 si acZ,

@l =11 3 aez

Notacién: [n,m] =: {n,...,m}, con n <m y n,m € Z.

1.1.2. Funcién moédulo generalizado

Dados dos nimeros reales r, s € R existen n € Z y q € R, tales que
r=n-s+gq, 0<¢<s. (1.3)
Puede expresarse el valor de n en términos de r y s:
=nt+d  0<cn,
S s

=n.

L » 3
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También puede expresarse el valor de ¢ en términos de r y s:

r r
SHE
S S S

Rt

Se define la funcién mddulo (generalizado) como este niimero g,
mod(r, s) =: q. (1.4)

Esta es una generalizacion de la funcion moédulo, usualmente definida de la misma forma en
matematicas para los nlimeros naturales.

1.1.3. Medicién de angulos

Por angulo se entiende la apertura formada por dos semirrectas que tienen en comun el
origen. Para medir angulos se debe aceptar un convenio, a modo de evitar confusiones sobre
en qué direccién se estd midiendo un dngulo, de lo contrario no hay forma de distinguir un
angulo « del dngulo —a. Se fijan direcciones y un sentido. Por ejemplo para medir latitudes
el convenio es que al moverse hacia el este la latitud aumente.

1.1.3.1. Angulos medidos en grados y radianes

En los textos de matematicas puras los angulos suelen medirse en radianes, unidad de
medida que se usara en este texto. En fisica, especificamente en astronomia, es mas comun
el uso de los grados (360° = 27 radianes), véase [3], [4] o [56]. Los grados se subdividen en
arco-minutos (1° = 60 arco-minutos) y éstos a su vez se subdividen en segundos (1 arco-
minuto=60 arco-segundos).

También se usan los términos hora, minuto y sequndo para hablar de unidades tempora-
les, véase la seccion |1.5.2.1| Hora y dngulo hora solar.

Las funciones trigonométricas seno, coseno, tangente y cotangente se usaran tomando su
argumento en radianes como es usual en matemaéticas, de modo que, por ejemplo: sen(7) = 0.
En [68] se define para trabajar con grados una familia de funciones trigonométricas, que son
las funciones trigonométricas usuales usando el cambio de argumento adecuado. Para este
trabajo se opto por el uso de las funciones trigonométricas con sus argumentos en radianes
como es usual en matematicas, pero para un argumento en grados, por ejemplo la funcién
seno, debe evaluarse del siguiente modo:

sen(a®) =: sen (:@ ~a) . (1.5)

Los angulos al medirse en grados o radianes se toman de acuerdo con alguna convencién en
algtin intervalo, que bien puede ser de la forma [—v,~] o [0, 2my], para v igual a 90, 180 si
se trabaja en grados, o v igual a § o 7 si se trabaja en radianes. La convencién adoptada
depende de qué medicién angular se esté realizando, para cada mediciéon angular a lo largo

del presente trabajo se aclara la convencion.

1.1.3.2. Medicién de angulos en el (1-) toro topolégico

Los dngulos también pueden representarse usando herramientas matematicas méas com-
plejas, usando por ejemplo el (1-) toro topoldgico, que se define como el siguiente conjunto:

T =: R/27Z, (1.6)

sobre este conjunto estd definida una proyeccion candnica, que se acostumbra denotar 7, no
confundir con el nimero 7, esta proyecciéon no es un nimero sino una funciéon dada por:

™
R — T (1.7)
[



Sobre el toro topoldgico no existe el problema de elegir algin intervalo que sea mas o menos
conveniente para representar un angulo, porque aquellos valores que distan un miltiplo en-
tero de 27 son enviados por la proyeccién canénica al mismo valor: 7 (t) = 7(t 4+ 2k7), para
todo k € Z.

En el presente trabajo cuando el angulo estad representado en el toro se usan las mismas

expresiones trigonométricas de senos, cosenos y demés, aunque estrictamente hablando no
sean las mismas funciones, por la siguiente razon:
Dado que las funciones trigonométricas son 2m-periédicas todos sus valores estdn deter-
minados por los valores que toman en [0,27) y para cualquier funcién 27-periédica (por
ejemplo f = sen) existe una tnica funcién del (1-) toro topoldgico que vuelve conmutativo
el siguiente diagramaﬂ

F([351-1)

ft+2n2)=:

t+2n77Z

Como se dijo, por simplicidad en el presente trabajo se denota de la misma forma tanto
a las funciones f =sen, cos y tan como sendas funciones f.

1.2. Consideraciones sobre lugares, movimientos y po-
siciones relativas

1.2.1. Consideraciones geométricas sobre lugares
1.2.1.1. Globo terraqueo

Sabemos que el planeta Tierra tiene una forma que cambia con el transcurso del tiempo:
los mares tienen mareas y la actividad tecténica modifica la superficie terrestre. No obstante
una buena aproximacién es una esfera, a ésta se le conoce como la esfera (o globo) terrestre.
Si los mares se mantuviesen quietos y cubriesen toda la superficie terrestre formarian una
figura conocida como geoide. La geoide es la superficie equipotencial que define la suma de
energfa potencial gravitacional terrestre mas su fuerza centrifuga (debido a su desplazamien-
to) que salvo por el relieve es la forma del planeta (comparte centro de masa). Lo usual es
que se obtenga una buena aproximacion de la geoide mediante series trigonométricas de la
diferencia de ella y la elipsoide, véase |2, pero una mejor aproximacién se obtiene al em-
plear la Teoria de la relatividad, véase [33]. La diferencia entre ambas aproximaciones ronda
1 centimetro. Para el presente texto serd suficiente la aproximacién del globo terraqueo.

1.2.1.2. Rotacién y traslaciéon terrestres

1.2.1.2.1. Traslaciéon y plano ecliptico El planeta Tierra gira alrededor del sol, a la
curva que forma se le conoce como ecliptica y al plano que la contiene plano ecliptico. La
ecliptica es una elipse muy similar a una circunferencia, su excentricidad es de 0.0167 (véase
[56]) y tiene al Sol en uno de sus focos, el cual estd por lo tanto cerca de su centro.

1.2.1.2.2. Rotacion y plano ecuatorial Ademas del movimiento de traslacién el pla-
neta Tierra gira sobre su propio eje. A este movimiento se le denomina rotacion. Al eje
alrededor del cual rota se le conoce como eje de rotacion, las semirrectas que lo conforman
se identifican como los polos positivo y negativo (no coinciden con sendos polos magnéticos
negativo y positivo, pero si son cercanos). Al plano perpendicular al eje de rotacién terrestre

1 Aqui que el diagrama conmute significa que f = f o .
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Interseccién de los planos ecliptico y ecuatorial

Plano £écuatorial

Ecuador terseccion de la tierra con el plano eclitpco

Ecliptica

Plano ecliptico

\
\ Eje de rotacion

Figura 1.1: Plano ecuatorial y ecuador en azul, plano y curva eclipticos en verde.

se le conoce como plano ecuatorial, y a su interseccion con la superficie, es decir con el globo
terraqueo, ecuador.

1.2.1.2.3. Bodveda celeste Es comiin en Astronomia hablar de la posicién de los objetos
sélo en términos de su posicién angular, véase [56] y [87]. A la proyeccién (esférica) de los
cuerpos celestes sobre el globo terraqueo se le llama béveda celeste.

1.2.1.2.4. Puntos Aries y Capricornio La interseccion de los planos ecuatorial y
ecliptico es una recta que pasa por el centro de la Tierra. En esta recta se distinguen dos
sentidos, uno que va desde el centro de la tierra hasta la posicion del sol en el equinoccio
vernal (punto Aries), equinoccio que marca el comienzo de la primavera en el hemisferio
norte terrestre, y otro que parte del centro de la Tierra y va a la posicion del sol en el
equinoccio otofial (punto Capricornio), véase la figura que marca el comienzo del otofio
también en el hemisferio norte, véase [74]. Es decir que los puntos Aries y Capricornio son
los puntos de la posicién del sol en los comienzos de sendos primavera y otofio. Todo lo que
depende de la interseccién de estos dos equinoccios depende de la fecha, porque como se dijo
la oblicuidad no es constante.

1.2.1.2.5. Afelio y Perihelio El afelio y el perihelio son sendos puntos de la ecliptica
més lejano y cercano al sol [56]. De manera general, para un cuerpo que orbita otro cuerpo,
a los puntos de su 6rbita méas lejano y cercano del cuerpo que orbitan se les llama sendos
apoapsis y periapsis.

Dado que la ecliptica es una elipse los puntos Afelio y Perihelio estan conectados por el
eje mayor de la ecliptica, recta que también pasa por los focos, es decir que también pasa

por el centro del sol.

Ecliptica

Figura 1.2: Verde: ecliptica, amarillo: Sol, Afelio, Perihelio y el eje mayor de la érbita. La
excentricidad de la érbita ha sido exagerada para mejorar la claridad.

1.2.1.2.6. Anomalias media y verdadera El sol tiene un movimiento rotacional al-
rededor de su propio eje, asi que se le puede definir su propio plano ecuatorial de la misma
forma en que se define el plano ecuatorial (terrestre). El plano ecuatorial solar y el plano
ecliptico (el plano que contiene la elipse que forma la dérbita terrestre) se intersectan en
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una recta, en la cual se distinguen dos semirrectas que parten del centro del sol, llamadas
nodo descendente y ascendente. La tierra atraviesa el nodo ascendente cuando pasa por el
hemisferio sur solar hacia el norte, y la tierra atraviesa el nodo descendente cuando pasa por
el hemisferio norte del sol hacia el sur.

Se define la longitud del nodo ascendente §2 como el angulo formado por dos semirrectas
que confluyen en el centro de la tierra: la del punto Aries y la del nodo ascendente [56].
Se define el argumento del perihelio andlogamente, como el dngulo comprendido entre la
semirrecta que pasa por el centro del sol y va al nodo ascendente, y la semirrecta que va del
centro del sol al perihelio, de hecho la longitud del perihelio es la suma del argumento del
perihelio y la longitud del nodo ascendente.

La llamada anomalia verdadera es el angulo comprendido entre la semirrecta que va
desde el centro del sol hacia el perihelio (solsticio de invierno) y la semirecta que va desde
el centro del sol a la posicién del centro de la tierra.

La anomalia media (o ficticia) es el dngulo que formaria una tierra ficticia con el perihe-
lio, medido con respecto al sol. Una tierra ficticia que circulase a través de una trayectoria
circular de radio S7, S; la mitad de la distancia del perihelio y el afelio, moviéndose con una
rapidez angular constante tal que tardase el mismo tiempo en darle la vuelta al sol partiendo
del (y volviendo al) perihelio que el tiempo que tarda la tierra, es decir un ano. S; de hecho
es el semieje mayor de la elipse que describe la tierra en su movimiento de traslacién.

Se llama ecuacion del centro a la diferencia entre las anomalias verdadera y media.

1.2.1.3. Combinacién de los movimientos de traslaciéon y rotacién

1.2.1.3.1. Precesiéon y oblicuidad El plano ecuatorial y el plano ecliptico no coinci-
den, sino que forman un angulo de oblicuidad que cambia conforme la fecha, pero que ronda
los 23°, £ ~23.44°= 0.4091 radianes., véase [56].

El eje de la tierra no se mantiene en un mismo lugar respecto al plano ecliptico, a
su movimiento se le conoce como precesion general, ésta por simplicidad se estudia como
la suma de dos movimientos: precesion, parte aperiddica, y nutacién, la parte periddica,
véase |86]. La precesién se debe principalmente a la atracciéon gravitacional de la luna y
los otros planetas del sistema solar. Mientras que la nutacién se debe principalmente a
la atraccién gravitacional solar. Ambos movimientos dependen de la posicién de los otros
cuerpos y de la geometria de la tierra, estructura interna de la tierra, pero se pueden modelar
matematicamente con una precisién razonable.

La oblicuidad no es producida por la precesién, sino por la nutacién, véase [56].

Movimiento polar: Aparte de esto afectan otros fenémenos complejos, dificiles de mode-
lar (variaciones geograficas o meteorolégicas, derretimiento de los glaciares y variacién en la
distribucién en la masa de la tierra). Esto se calibra mediante mediciones astronémicas.

Precesion: movimiento circular del eje de rotacién respecto a la ecliptica; nutacion: per-
turbacion de la precesién. La precesién es un movimiento angularmente uniforme con rapidez
angular w = 50 segundos de arco por ano, el eje polar da una vuelta alrededor de la normal
de la ecliptica en aproximadamente n = 26,000 anos, ya que si n-w = 360° = 360 - 3600”,
entonces

1noSs

360 - 3600” 360 - 600
n= = a
w 50
= 25,920 anos ~ 26,000 anos.

Hay otras aportaciones, la principal es un movimiento sinusoidal de periodo de 18.6 afios de-
bido a la érbita lunar. Se usan aproximaciones trigonométricas con precisién de milisegundos
de arco, véase [87].



Precesion general=Precesion+nutacion

;\,/ ;\/\ 7N

{ Precesion

\
A ~d
S
Notacion

-

Globo terrestre / \‘\

Eje de rotacion
Figura 1.3: En azul la precesién y en verde la precesion general (precesién més nutacion).

1.2.2. Sistemas de coordenadas espaciales

En esta seccién se trata la forma en la que ubicamos puntos en la corteza o superficie
terrestre (globo terrdqueo) de manera cuantitativa, mediante el uso de sistemas de referencia
y coordenadas en ellos.

Un sistema de referencia que toma como origen al centro de la tierra se conoce como
geocéntrico o terrestre, y si toma al del sol, heliocéntrico. Es conveniente usar sistemas de
referencia cartesianos o esféricos, en particular nos interesaremos por coordenadas geocén-
tricas esféricas.

Los marcos de referencia estandarizados en esencia siguen este paradigma, se construyen
tomando como ejes de referencia, para definir las coordenadas angulares, distintos puntos
de referencia. La variabilidad (debida por ejemplo a la oblicuidad) entre ellos hace que no
sean equivalentes.

1.2.2.1. Coordenadas geograficas: latitud y longitud

Como se dijo antes, una esfera es una buena aproximacién de la forma del planeta tie-
rra. Lo usual es trabajar una esfera usando meramente coordenadas angulares, llamémoslas
coordenadas esféricas (de radio constante). Se les llama coordenadas geogrdficas al par (¢, \)
de latitud y longitud, que se definen a continuacion:

Para definir los meridianos y la latitud necesitamos el concepto de circulo mdzimo, un
circulo mdzimo es una circunferencia con centro en el origen (el centro del planeta Tierra)
cuyo radio es el centro de la esfera (en este caso: el globo terrdqueo).

Los meridianos son los circulos maximos que pasan por los polos y por tanto son per-
pendiculares al ecuador en los dos puntos en que se intersectan. La latitud ¢ es una medida
angular, dado un punto sobre el globo terrdqueo se mide siguiendo su meridiano, se mide

de manera que el ecuador esté en la latitud 0 y los polos norte y sur tengan sendos valores

90° = 7 radianes y —90° = —7 radianes. Esta coordenada toma valores en [—90, 90] grados
0 en [fg, g] radianes.



La longitud X es un dngulo en [0, 360] en grados o en [0, 27] en radianes; si se mide la lon-
gitud hacia el oeste se le asigna un valor negativo; la longitud siempre se mide paralelamente
al meridiano de Greenwich proyectando al ecuador sobre la misma longitud y desplazéndose
sobre el ecuador; el meridiano de Greenwich tiene longitud cero. Por otro lado los paralelos
son intersecciones de planos paralelos al ecuador con el globo terraqueo. Los paralelos tienen
latitud constante y los meridianos son curvas con longitud constante.

Las coordenadas geogréficas vienen determinadas por el eje de rotacién, el meridiano
de Greenwich y los sentidos Norte-Sur y Este-Oeste. Por tanto, no cambian con el tiempo
desde una perspectiva intrinseca del globo terraqueo. Tampoco dependen de la posicion de
un observador. Se puede decir entonces que son coordenadas globales en espacio y tiempo.

1.2.2.2. Coordenadas ecuatoriales

Para medir las posiciones sobre la esfera celeste, lo usual es que se empleen angulos ana-
logos a la longitud X y latitud ¢ terrestres, sendos ascension recta « y declinacién d. A este
par («, d) se le llama coordenadas ecuatoriales, en analogia a cémo se describen posiciones en
la tierra usando meridianos y paralelos (longitud y latitud), se usan para medir la posicién
de un cuerpo en la béveda celeste, en particular el sol. § es un dngulo en [—90, 90] en grados
oen [—g, g] en radianes, toma el valor 0 en el ecuador, § = 7 en el polo norte y 6 = —7, en
el polo sur. Mientras que « es un dngulo en [0, 360] en grados o en [0, 27] en radianes, o = 0
en el punto Aries, a = 7, en el punto Capricornio. Estas coordenadas pueden verse como
unas coordenadas geograficas, en las que se asume un desfase en la longitud, de acuerdo con
la posicién del punto Aries.

En el presente trabajo se usan en concreto para describir la posicion del sol, asi que en

particular se usa una declinacion solar y una ascension recta solar.

Las coordenadas geograficas dependen de los polos norte y sur (equivalentemente del
eje de rotacion), andlogamente las coordenadas ecuatoriales dependen de los puntos Aries y
Capricornio, el angulo « es el andlogo del angulo A y el angulo d es el andlogo del angulo ¢;
0 coincide con la medicién de ¢ de la proyeccién sobre el globo terrdqueo, pero o no coincide
con A, estd desfasado (A se mide respecto al meridiano de Greenwich y « respecto al circulo
maximo que conecta a los polos y pasa por el punto Aries, teniendo el valor 0 para dicho
punto). Dependen de la posicién relativa de los planos ecuatorial y ecliptico, o lo que es lo
mismo, de la precesién general. Por tanto, estas coordenadas en el globo terriqueo no estan
definidas de manera intrinseca. Dependen de la fecha, incluso del instante (dependiendo de
la aproximacién que se tome de la precesién general). Fijada la fecha, no dependen de la
posicién de un observador en el globo terraqueo. En resumen, son coordenadas locales en el
tiempo (para una fecha determinada), pero globales en el espacio (en el globo terrdqueo).

Figura 1.4: Longitud y latitud, izquierda y ascensién recta y declinacién solar, derecha



1.2.2.3. Coordenadas horizontales: azimutal y altitud

Un observador en una posicion geografica sobre la superficie terrestre tiene una visién
limitada por su plano tangente. Se le llama horizonte terrestre al limite de su visién sobre la
béveda celeste. En algunas fuentes se define como el plano tangente al observador, véase [42]
v |14], pero esto no es exactamente asi. Recordemos que la bdveda celeste es una proyeccién
esférica del firmamento sobre el globo terrdaqueo, dado que el plano tangente se corresponde
sobre el firmamento con el alcance de su vision, la zona sobre la boveda celeste es la pro-
yeccion esférica del plano tangente, que es una semiesfera. Luego el horizonte astronémico,
que es el limite del alcance de su visién, no puede ser el plano tangente, sino el borde de
su proyeccion sobre la béveda celeste, que es el borde de dicha semiesfera, es decir: una
circunferencia, que de hecho es un circulo maximo perpendicular al vector posicién de un
observador desde el centro de la tierra.

Se le llama cénit (o zénit) a la proyeccién de la semirrecta que conecta la posicién del
observador con el centro de la tierra sobre la béveda celeste, véase [84] y [14]. En [14] se
define como la posicion mazxima que toma el sol sobre el cielo, no obstante solo cuando la
proyeccion del sol sobre la béveda celeste coincide con la proyeccién de la ecliptica sobre
la béveda celeste el sol toma esa posicién. Visto desde la tierra quien gira es el sol y por
esta razén al proyectar sobre la Béveda celeste el centro del sol siempre estd sobre la curva
ecliptica. De modo que cuando el observador no esta sobre la proyecciéon de la curva ecliptica
sobre la béveda celeste al proyectar la posiciéon del sol sobre la béveda jamas coincide con
la proyeccion de la posicién del observador.

El nadir se define de modo que el nadir y el cénit sean puntos antipodales, es decir que
se encuentran en extremos opuestos de la esfera. A menudo se denotan el cénit y el nadir
con zy 2.

Estas coordenadas dependen de la posicion del observador. Cénit y nadir tienen roles si-
milares a los polos norte y sur. En lugar de un meridiano de Greenwich se usa una proyeccién
de los cuatro puntos cardinales sobre el horizonte: para cada punto cardinal se toma el valor
sobre el horizonte mas cercano a cada punto cardinal, véase la figura [1.5] para diferenciar
a los puntos cardinales de sus proyecciones sobre el horizonte se usa una marca sobre los
segundos. Nétese que desafortunadamente estas coordenadas no estan definidas para el polo
norte ni para el polo sur.

Figura 1.5: Los puntos cardinales reales estan indicados con letras verdes; sus proyecciones
al horizonte, azules con virgulilla; el horizonte, amarillo. También son azules el c¢énit (2) y
el nadir (2/).

Dado un objeto en el firmamento se define su altitud andlogamente a la latitud, tomando
en lugar del polo norte la posicién del observador, se mide en [—90, 90] grados o en [—g, g]
radianes, véase la figura de modo que el cénit tiene altitud de 90 grados y el nadir de
-90 grados. Aunque se use el término altitud no se estd hablando de altura, asi como las
coordenadas anteriores, son coordenadas angulares. Se usa el término altitud, porque desde
la perspectiva del observador al medir esta coordenada para la posicion de algiin objeto sobre

la esfera celeste esta coordenada se mide ascendentemente. En consecuencia este sistema de



coordenadas no esta bien definido para un observador que se encuentra en el polo norte o
sur. El analogo del ecuador es el horizonte.

El dngulo azimutal Az se define de manera andloga a la longitud, véase figura [1.6] se
realiza la medicién comenzando en el punto N y avanzando hacia E. En E, Az = 90°; en el
S, Az =180°, y en el W, Az = 270°, véase ﬁgura

Az

E

Figura 1.6: Coordenadas horizontales. El horizonte es amarillo; los nodos del cénit y el
observador, azul celeste; el angulo de altitud, verde, y el angulo azimutal, rojo.

Las coordenadas horizontales son el par (a,Az), donde a es la altitud, y Az, el dngulo
azimutal. Al dngulo complementario al azimutal se le llama (dngulo) cénit 0, (o cenital),
contrario a lo que indica el nombre, no coincide con el cénit, porque el cénit es un punto
en la béveda celeste. El par es andlogo a las coordenadas geogréficas, siendo la altitud un
angulo analogo a la latitud, y el azimutal, a la longitud. En esta analogia los puntos cénit y
nadir ocupan los lugares de sendos polos norte y sur y el horizonte tiene el papel del ecuador.

1.3. Sistemas de medicién del tiempo

A lo largo de esta seccién, se denota con hora, minuto y segundo unidades temporales,
unidades que estdn definidas en el Sistema Métrico Internacional, refiriéndose a la fecha
gregoriana (que es la que usualmente se usa en la vida cotidiana). Estas mediciones son a
escala diaria, mensual y anual. Para las mediciones del tiempo en fracciones del dia (horas,
minutos y segundos), se usa el estdndar conocido como UTC, siendo la unidad de medida el
segundo atémico.

1.3.1. Sistemas de medicién del tiempo a escala anual

En su momento el calendario juliano fue una innovacién que permitié tener un registro
mas preciso del tiempo. La innovaciéon de este calendario fue la introduccién de un afio
bisiesto, no obstante la introduccién de un ano bisiesto sélamente fue una solucién a corto
plazo. Con el pasar de los siglos, el error fue acumuldndose. Hasta que por el siglo XIV el
papa Gregorio decidié realizar un cambio de calendario, este segundo calendario hoy en dia
es el mds usado y el estdndar a nivel mundial, véase [87] y [17].

Hoy en dia acostumbramos contar a partir de uno, de uno en uno, y solemos fijar al
cero como el comienzo. Por ejemplo al fijar el plazo de tiempo que se tiene para preparar
un examen, el dia que se fija este plazo se toma como el dia cero, dia uno cuando se ha
cumplido un dia. No obstante esta concepcién no siempre fue asi, recordemos que el cero es
un concepto relativamente reciente, lo normal es que se comenzara a contar desde el uno. En
la concepcién original de ninguno de los calendarios (ni juliano ni gregoriano) se comienza
a contar desde el cero. En el calendario gregoriano se pasa del ailo —1 (o 1 antes de nuestra
era) al 1 después de nuestra era.

1.3.1.1. Fechas prolépticas

La siguiente es una aclaracién sobre los dias de los calendarios: los calendarios han
sufrido modificaciones a lo largo de su historia, por ejemplo el calendario juliano. A las
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modificaciones posteriores al periodo temporal en que fue establecido un calendario se les
conoce como prolépticas. También se conoce como prolépticas a las fechas que se obtienen
extendiendo el calendario hacia atras, antes de su establecimiento.

1.3.1.2. Calendario juliano

El calendario juliano debe su nombre a que fue implementado por Julio César en el
periodo de transicién de Reptublica a Imperio del imperio romano en el afio 46 antes de
nuestra era (fecha segtin el calendario gregoriano, véase la siguiente seccién). Divide al afio
en doce meses, comenzando en el mes de abril (mayo se toma como el mes 0 y abril como
el mes uno, como se indica en la tabla . El dia juliano es un conteo de los dias transcu-
rridos, los dias julianos comienzan a partir del mediodia, es decir el momento en que el sol
esta arriba del observador. El calendario juliano presenté la innovaciéon del ano bisiesto, los
anos duran lo mismo, excepto cada cuatro afios, pues se agrega un dia mas. El calendario
juliano sufrié modificaciones, alcanzando su forma final en el aflo 8 (fecha en el calendario
gregoriano), véase [58]. El calendario juliano fue el primero en fijar el comienzo del afo el
primero de enero, algo que tiene en comun con el calendario gregoriano. No obstante el dia en
que comienza el ano ha sido desplazado histéricamente, asi como el primer dia del calendario.

Originalmente el calendario juliano comenzaba a contar los dias el mediodia del primero
de enero. Christendom usaba el 25 de marzo, véase [87]. En el siglo XVI, Joseph Justus
Scaliger desplazé el afio uno del calendario juliano, a modo de evitar el uso de nimeros ne-
gativos lo desplazo a la fecha que en el calendario gregoriano es el ano 4713 antes de nuestra
era. Ese ano fue la ultima vez que los siguientes ciclos coincidieran: el ciclo solar de 28 anos
(periodos temporales a partir de los cuales los dias de la semana y las fechas se repiten en
el calendario juliano), el ciclo lunar de 19 anos (periodos temporales a partir de los cuales
las fases de la luna se repiten en las mismas fechas del calendario) y la indiccién romana
de 15 anos. Esta ultima es un periodo de quince anos instaurada anos después de la muerte
de Julio César, que servia como unidad administrativa en el imperio romano, marcaba el
tiempo para la recoleccién de impuestos, véase [87].

(,Cuando volveran a coincidir esos tres ciclos? En su minimo comin multiplo. Desafor-
tunadamente la cantidad de afios que tardan los tres ciclos son primos relativos, sendos:
28, 19 y 15, asi que su minimo comin multiplo se obtiene multiplicando los tres a la vez:
7980. Podemos concluir que coincidirdn de nuevo cuando se cumpla esa fecha en el calen-
dario juliano (con la modificacién de Scaliger) que serd en el calendario gregoriano en el
afio 3628. Se le conoce como ciclo juliano al periodo de 7980 anos, que como se dijo es el
periodo temporal que tardan en coincidir los ciclos solar, lunar y de indiccién; no obstante
es un nombre proléptico, puesto que no guarda relacién con Julio César, ni con el calendario
juliano original, s6lo guarda relacién con la eleccion del primer ano hecha por Joseph Justus
Scaliger en el siglo XVI, véase [58] y [87].

A lo largo de este texto con fecha juliana se hace referencia a la fecha en el calendario
juliano con la modificacién de Justus Scaliger del afio uno (lo que nos evita el uso de niimeros
negativos, el cual es problematico en el calendario gregoriano, véase la siguiente seccién) y
sigue la convencién, también empleada en [68] de que el ano juliano comience el primero
de marzo. El término déa juliano sigue la convencién empleada en [68] y en [58], es la
cantidad de dias transcurridos, contando el dia uno del calendario juliano de Scaliger, para
representarlo no se usan sélamente nimeros enteros. Es decir que el dia D del mes M del
afio A a las h horas con m minutos y s segundos tiene asociado un ntimero cuya parte entera
es la cantidad de dias julianos transcurridos para la fecha dada por A, M y D y la parte
fraccionaria (siendo la unidad el dia) dada por h mas m y s en el UTC, véase
Tiempo Universal Coordinado y véase [87).

1.3.1.3. Calendario gregoriano

Hoy en dia el calendario més usado a nivel mundial es el gregoriano.
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El calendario gregoriano no es (ni siquiera en la época de su creacion) el calendario més
preciso, ya entonces era ligeramente més preciso el calendario persa (véase [17]), pero por
cuestiones historico-politicas ha terminado siendo el calendario dominante. El cambio de ca-
lendario juliano a gregoriano fue bastante irregular alrededor del globo, los primeros paises
en realizar el cambio fueron Espaiia, Portugal e Italia, véase [17].

Tiene su origen en el desfase que experimentd el calendario juliano en la edad media. El
calendario gregoriano fue concebido como una correccién de su predecesor. Ambos parten
de la medicién local del sol, para el calendario juliano el dia comienza en el mediodia solar,
véase la seccién Mediodia solar y Medianoche solar. Dia y noche, porque es mas
facil realizar observaciones directamente al sol. En cambio en el calendario gregoriano el dia
comienza en la medianoche solar. Razén por la cual solia calibrarse mediante observaciones
nocturnas del movimiento estelar.

Para algunas aplicaciones es mas comodo usar la fecha juliana. La innovaciéon que intro-
dujo el calendario juliano fue que introdujo el afio bisiesto (cada cuatro afios se le afiade un
dia al mes de febrero), en el calendario Gregoriano se hizo una correccién: los miltiplos de
400 son bisiestos (a partir del afio 0, o sea 1 antes de nuestra era), por ejemplo: 1200, 1600
y 2000 son bisiestos, los otros miultiplos de 100 (es decir los multiplos de 100 que no son
multiplos de 400) no son afios bisiestos, por ejemplo: 1700, 1800 y 1900; los demds multiplos
de 4 también son bisiestos, por ejemplo: 2004, 2008 y 2024. Se puede extender el calendario
gregoriano a fechas anteriores al ano uno, para ello se pueden adoptar dos convenciones, la
més comun consiste en contar con anos antes de nuestra era (o antes de cristo) que siem-
pre son nimeros naturales y la segunda consiste en contar con nimeros negativos, como se
muestra en la imagen [I.7] Representar los afios de la segunda forma es més conveniente para
identificar los anos bisiestos usando los criterios anteriores, s6lo que ahora son niimeros nega-
tivos, por ejemplo: —4, —8, —16, ..., —400, etc., anos que siguiendo la primera representaciéon
estan desfasados por uno, son sendos: 5,9,16, ...,401, ...

-4712 -1 0 1 2 3628
4713 2 1
anos antes de nuestra era afios después de nuestra era

Figura 1.7: Representacion de los anos en el calendario gregoriano entre el primer ano del
calendario juliano: 4713 antes de nuestra era (-4712), y el afio en que se cumple el primer
ciclo juliano, 3628. Abajo se encuentra la representaciéon de las fechas anteriores a nuestra
era. Arriba del lado izquierdo del afio 1 se encuentran las fechas usando 0 y enteros negativos.

1.3.1.4. Conversién de sistema juliano a gregoriano y viceversa

En esta seccion se presentan algunos algoritmos, primero para pasar de la fecha de un
dfa dado en el calendario gregoriano al dfa juliano. Es comin que se le diga dia juliano (o
Julian date en inglés), no obstante es solamente una cantidad, no una fecha en el calendario
como podria ser alguna festividad. En el presente texto, asi como en la referencia [58], en
lugar del término fecha juliana se opto por el término dia juliano. Las féormulas aqui em-
pleadas fueron tomadas de [40], también se pueden consultar en [6§]. En [58] se encuentra
un algoritmo distinto.

Primero se realizard la conversién de fecha gregoriana: Ag, M, D a juliana: Aj;, M’, D’
y viceversa, para ello se requiere de la variable auxiliar A’. Las variables Ag, M y D re-
presentan sendos afio, mes y dia siguiendo el calendario gregoriano, mientras que A’ es una
variable auxiliar que se usara para calcular el afio juliano Ay, y M’, el mes en la fecha juliana.

Los afios en la convencion aqui usada del calendario juliano comienzan el primero de
marzo, de modo que los meses de enero y febrero deben contarse como parte del afio anterior,
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Mes M | M
Marzo 0 3
Abril 1 4
Mayo 2 5
Junio 3 6
Julio 4 7
Agosto 5 8
Septiembre | 6 9
Octubre 7 10
Noviembre 8 11
Diciembre 9 12
Enero 10 1
Febrero 11 2

Figura 1.8: Relacién de los meses con las variables auxiliares M y M’

por esta razon se define la variable auxiliar:

M representa los meses del afio en el calendario gregoriano, M € [1,12], mientras que
M’ representa para una fecha dada el mes del ano en curso en la versién modificada del
calendario juliano antes mencionada, M’ € [0,11]. M’ comienza a contar los meses en
marzo, como en la figura [1.8

Asf los valores de M’ siguen la siguiente regla (véase la tabla :

wan={ 553 4 e o
relacién que puede expresarse con la funcién médulo como:
M’ = mod(M — 3,12), (1.10)
cuya inversa viene dada por:
M =mod(M' +2,12) + 1. (1.11)

Para determinar el valor D esté el problema de que los dias comienzan en horas distintas
en el calendario gregoriano y en el calendario juliano. Pasadas las 12:00 horas D’ = D, pero
antes de las 12, D' = D — 1:

D' =D'(D,h) =D + U;J (1.12)

y para un mes M y afio Ag D € [1, Dps], donde Dy estd dada como en la figura Méas
adelante se aclara esto del comienzo de un dia.

Como se dijo antes el calendario juliano arranca en el afio 4713 antes de nuestra era (este
aflo también se escribe -4712), véase la seccién Calendario juliano, de modo que el
afnio en la fecha juliana A; estd dado por

Ay =4113+ A'. (1.13)

La cantidad de dias transcurridos dado A; no es simplemente un multiplo de 365, por los
anos bisiestos, asi que hay que contar la cantidad de multiplos de 4 (todos los anos bisiestos
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Mes DM (AG, M)

Enero 31

Febrero 28 si Ag no es bisiesto

29 si Ag es bisiesto

Marzo 31
Abril 30
Mayo 31
Junio 30
Julio 31
Agosto 31
Septiembre | 30
Octubre 31
Noviembre | 30
Diciembre | 31

Figura 1.9: Cantidad de dias Dy, = Dy (Ag, M) que tiene cada mes M en el calendario
gregoriano, siendo Ag el ano gregoriano y M el mes

son multiplos de 4), pero a partir del afio 1 antes de nuestra era (0) hay también que restarle
los multiplos de 100 (por los afios que son miultiplos de 4, pero no son bisiestos) y sumarle
los miltiplos de cuatrocientos (porque de nuevo se trata de anos bisiestos).

Para calcular el dia juliano introduciremos més variables auxiliares: y, ¢ y d. La variable
auxiliar y cuenta la cantidad de dias de los anos transcurridos, siguiendo la convencién de
que los anos multiplos de 4 son bisiestos, es decir:

[ 1365.25(Ag — 1)], si Ay >0,
y(Ay) = { 0, si Ay =0. (1.14)

por ejemplo y(2) = 365, y(3) =2-365, y(4) =3-365y y(5) =4 - 356 + 1.

La cuenta de los dias transcurridos y dada una cantidad de afios necesita refinarse, hace
falta restarle la cantidad de siglos que no son multiplos de 400 . Esta convencién de que
los siglos que no son multiplos de cuatrocientos es vdlida, inicamente a partir del ano 0 (1
antes de nuestra era en el calendario gregoriano), Ay = 4712, por ejemplo los afios julianos
Ay =100, Ay = 4613 (Ag = —100) si son bisiestos. Nétese que de un multiplo de 400 (por
ejemplo 0) al siguiente transcurren 3 siglos (100, 200 y 300) que no son bisiestos, pero el afio
original més 400 si lo es (400). Esto queda expresado con la funcién:

A -1 A1 :
y = Y- \‘ 100 J + { 400 J , side 20, (1.15)
Y, si Ag <0
_ [y P+ [t siAe >0,
. (1.16)
Y, si Ag <0

Sea Dy, =: Dy(Ag(Ay), M(Ag, M’)), es decir que Dy, es la cantidad de dfas que tiene
un mes M’ y ano Ay, siguiendo la convencién de la tabla Mediante evaluacién directa
puede comprobarse que

Dip(M') =: Dy(Ag(As), M(M')) (1.17)
= [30.6- (M'+1)+0.5] — 30.6- M’ +0.5], M’ e [o,11], (1.18)

véase las figuras y Para M’ = 11, es decir febrero, no es necesario hacer esa eva-
luacién, porque una vez que termina el mes de febrero termina el afio, y por ende tampoco
es necesaria la dependencia de A;. Esta es la razén por la cual se adopta en general la
convencion de que la fecha juliana comienza en marzo. Aunque se definié Dy, como funcién
del anio Ag y del mes M, como solamente el valor del mes de febrero M = 2, M’ = 11
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depende del afio Dj, es funcién solamente de M’ para M’ € [0, 11].

Luego dada M’ la cantidad de dias de los meses transcurridos desde el comienzo del afno
hasta el mes M’ estd dada por la siguiente expresién:

M’'—1

d=: Y Dii(n) (1.19)
n=0

=130.6-M'+0.5], M €][1,10]. (1.20)

Para M’ = 0, no hay dias transcurridos, porque estd comenzando el ano. Para M’ = 11 el
mes en curso es febrero, el 1ltimo mes del afio, asi que cuando pasa febrero termina el afno
y por lo tanto no hay necesidad de incluir a febrero en el conteo de los dias de los meses
transcurridos.

. _Cantidad de dias d transcurridos para el mes M'

337—
200 | 306 —
275 —
el 245_
214—
200
184 —

wol 153

122 —
o 92 —

61 —
50 -
31 —

Figura 1.10: Dias de los meses transcurridos d hasta el mes en curso M’ € [0, 11].

Se define la parte entera del dia juliano como la suma de los dias transcurridos desde el
que se considera como el primer dia juliano, sin embargo la convencién de quién es el primer
dia juliano no respeta la convencién anterior de quién es el primer ano, ni cuando comienzan
los afios julianos.

En principio para obtener el dia juliano simplemente habria que sumar los dias de los
anos y’, meses d y dias del mes D transcurridos: ¥’ + d + D. Se aclaré que se cuenta como
afio 1 el afo -4712 (4713 antes de nuestra era, fecha gregoriana) y que se sigue la convencién
de que los afios comienzan en marzo. No obstante, para el dia juliano si se cuentan los dias
desde el 1 de enero del ano -4712. Por ende hay que sumar también estos dias transcurridos;
como el afio -4712 fue bisiesto febrero tuvo 29 dias, asi que los 31 dias de enero més los 29
dias de febrero suman 60.

Aqui hay otro problema: los dias en nuestra convenciéon comienzan a partir de las 12:00
horas, asi que quedaria fuera del conteo la manana del dia primero de enero. Para contar los
dias julianos se toma el primer dia juliano de modo que estas horas entren en la cuenta. Ello
conlleva paradéjicamente a que el primer dia juliano haya comenzado antes que el primer
afio, es decir que el primer dia juliano comenzé a las 12:00 horas del dia 31 de diciembre del
ano -4713 (4714 antes de nuestra era, fecha gregoriana), asi que hay que sumar 61 dias, esto
es:
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h
JDN =y +d+ D + LQJ +60

=y +d+ D + 60.

Llamamos dia juliano J a la suma de la expresiéon anterior més la fraccién del dia
transcurrida. Es comin que la parte entera del dia juliano se denote con JDN (viene del
inglés Julian Date Number, que significa Numero de Dia Juliano) y al dia juliano total co-
mo JD, por simplicidad esta segunda en este trabajo simplemente se denota J, entonces
JDN =: | J].

h—12 m s
= JDN .
=7 + 24 + 1440 + 86400

(h representa las horas; m, los minutos, y s, los segundos transcurridos).

De manera analoga puede deducirse el cambio inverso, de fecha juliana a gregoriana,
primero definimos las variables auxiliares

36524.25
N =g+ JDN.

JDN — 44795
g= {0.75 {J + 0.5J — 37,

Sea d’ el niimero de dias transcuridos desde el primero de marzo:

d' =|mod(N — 59.25,365.25) |

AG:{ N J_4712

365.25

d 405
M=mod (|21 12.12) +1
o Q 30.6J+’ )+

D =|mod(d’ +0.5,30.6)] + 1

1.3.2. Sistemas de medicién del tiempo a escala diaria, tiempo solar
aparente y tiempo solar medio

1.3.2.1. Hora y angulo hora solar

Hora es un término que puede referirse a dos conceptos que aunque fuertemente relacio-
nados no son equivalentes: por un lado, la hora solar es una fraccién del dia, exactamente
una vigesimocuarta parte, desafortunadamente los dias no duran siempre lo mismo y por lo
tanto las horas solares no son siempre de la misma duracién. Por otro lado, la hora atémica,
u hora del Sistema Internacional, es una unidad de medida internacional que se determina
mediante fendmenos fisicos de duracion fija (mds adelante se aclara el concepto de tiempo
atémico).

Los términos de minutos y segundos también pueden referirse a unidades de medidas del
tiempo fijas o a fracciones del dia. Angularmente una forma de dividir el dia es en horas:
360° = 24h; las horas a su vez se subdividen en minutos: 60’ = 1h, y los minutos a su vez

o P, y o1 1" __ 360° __ o r _ 360° __ 1°
se bubdnilden en segundos: 1" = 60”. De modo que 1h = *37- = 15°, 1" = {7/= = &y
n _ 3607 __ 1 : : £ / " :

1" = ¢5i66 = 210+ A diferencia de [68] en este texto se usan los simbolos " y  para minuto

y segundo y no para arco-minuto o arco-segundo, véase |68 y [87]. Visto desde la tierra, el
sol tiene un trayecto casi periédico. Al segmento de arco en el que se encuentre el sol de su
trayecto diario en el que se encuentra se le llama la hora solar, HOR=HOR), el subindice
A significa que depende de la latitud, tomando la convencién de que una hora solar sea una
vigesimocuarta parte del dia, y por lo tanto no es una unidad fija, a esta hora se le asocia
un dngulo w = wy = (HOR) — 12)15° /h que toma valores en [0,360] y se mide en grados,
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véase figura [1.11] véase [68] y [87]. La medicién de los dias se realiza desde un amanecer
hasta el siguiente, asignandole al amanecer el dngulo hora solar de 6 h.

HOR
24h~0h
w=180°
18h 6h
w=90° w=270°
HOR=12 h
w=0°

Figura 1.11: Angulo hora solar. HOR= 6 h en el amanecer, HOR= 12 h en el mediodia solar,
HOR= 18 h en el atardecer y HOR= 24 en la medianoche solar.

Notacién: A lo largo del texto se usard ¢ para referirse al tiempo (de acuerdo con la
hora estandar, véase la seccion Tiempo Universal Coordinado). Para aclarar que
se trata del tiempo en un dia dado se usara el indice superior k, donde k hace referencia al
dia en cuestion. Serd necesario usar valores asociados a cada dia, por ejemplo: el tiempo en
el que se dan las temperaturas maxima y minima para un punto sobre el globo terraqueo
dado, éstos se denotaran t£ . y t¥

max*

1.3.2.2. Tiempo solar aparente (local)

Los dias no tienen siempre la misma duracién, en un lugar determinado depende del
momento del anio. El dia solar aparente es el dia tal como lo observamos, tomando las 12 h
como el momento en que el sol estd frente a nosotros (el dia solar no es igual a lo largo de
todo el globo terrdqueo). El tiempo solar aparente no usa como unidades a la hora, minuto
y segundo temporales, sino angulares, conocidos como dngulo hora solar; es decir que no usa
unidades del sistema métrico internacional, sino que usa fracciones del dia, de este modo el
dia siempre dura 24 horas (horas angulares, HOR). Antafio se media la hora usando herra-
mientas como los relojes de sol, los cuales no miden horas temporales, al menos no horas con
la misma duracién, sino horas solares.

El dia solar aparente depende de la ubicacién geogréfica, es decir que es local, suele
usarse como referencia el dia solar observado desde el meridiano de Greenwich.

1.3.2.3. Sol y tiempo solar medio

El dia tiene duracién variable a lo largo del afio, segin la regiéon. Una forma de disminuir
su variabilidad consiste en fijar en el firmamento un punto de referencia, ubicado geogréfica-
mente entre los dos focos de la ecliptica, donde si estuviese el sol la duracién de los dias seria
mas regular; dado que la excentricidad de la ecliptica es pequena, este punto se encuentra
cercano al centro de la ecliptica y cercano al sol. A este punto se le llama sol (pro)medio
o ficticio. Un dia solar medio es un “dia”, medido de la manera usual, pero tomando en
lugar del sol al sol medio, estos dias tienen una duracién regular, véase [56]. Antaino era mas
popular el tiempo solar aparente, pero la situacién cambié con el advenimiento de los relojes
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mecénicos, que permitian tomar mediciones més regulares del tiempo, véase [56].

1.3.2.4. Tiempo universal coordinado

El desarrollo de la tecnologia, tanto en sistemas de medicién del tiempo (relojes) como
de aplicaciones que requieren mas precision, fue haciéndose mas necesaria la definicién e
implementacién de diferentes sistemas de medicién del tiempo, grosso modo los principales
son:

= UTO: tiempo solar medio con segundos solares, o sea de longitud variable.

= UT1: correcciéon de UTO tomando en cuenta precesiéon. Existen varios UT1, no equi-
valentes.

= UT2: correccién de UT1 teniendo en cuenta mas fenémenos que afectan el movimiento
polar.

= UTC: basado en segundos de longitud fija (atémicos), pero con ajustes cada cierto
tiempo. Para controlar las diferencias de UTC con UT1 (primero se controlaba la
diferencia entre UTC y UT2), al principio se hacfan ajustes de 0.1 o 0.2 segundos,
actualmente de una cantidad entera de segundos. La diferencia entre UTC y TAT (TAI
es el tiempo atémico internacional) es una cantidad entera de segundos.

Los segundos de ajuste empleados en UTC (pueden ser segundos ganados o perdidos) no se
pueden prever completamente, ya que su ajuste no depende sé6lo de la aplicaciéon de modelos,
sino de medidas empiricas.

Actualmente UTC es aceptado internacionalmente como el estdndar. En inglés es llama-
do Coordinated Universal Time y en francés Temps Universel Coordonné, la fecha y hora
dada en UTC puede verse en: [88].

1.3.2.4.1. UTC, precesiéon y tiempo universal coordinado A mediados del siglo
XX el desarrollo tecnoldgico permitié dar una definicién del segundo atémico en términos
de frecuencia atémica natural, en lugar de en términos de fenémenos astronémicos. Esta de-
finicién se adoptd en el sistema internacional de unidades. En 1967 se construyd una escala
temporal que esencialmente hace un promedio de mediciones de relojes atomicos de diferen-
tes centros de investigacion por todo el mundo, que es denominada Tiempo Internacional
Atomico, en inglés International Atomique Time, y en francés: Temps Internationel Ato-
mique, internacionalmente se toman las siglas TAI. Las mediciones requieren correcciones
relativistas, véase [7] y [56].

1.3.2.4.2. Tiempo Atémico Internacional UTC es actualmente reconocido como el
estdndar temporal internacional. Difiere con TAI una cantidad entera de segundos. UTC
como se dijo antes estd basado en segundos de longitud fija (atémicos), pero con ajustes ca-
da cierto tiempo, que actualmente consisten en la adicién (o no) de un segundo cada cierto
tiempo, a modo de que se mantenga cercano a (y continte difiriendo una cantidad entera de
segundos de) TAI, véase [56] y [8].

1.3.2.4.3. Ecuacién del tiempo La ecuacion del tiempo describe a lo largo del afio
la diferencia entre el tiempo solar medio y el tiempo solar aparente, son expresiones de
naturaleza empirica, por eso no existe una tnica ecuaciéon del tiempo, sino que hay varias.
Suele denotarse por F, véase [56]. En este trabajo la letra E' (maytscula) se reserva para un
angulo llamado Anomalia excénitrica, véase |3.3] asi que para la ecuacién del tiempo se usara
la mintiscula e.
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Algoritmos Sea el tiempo local aparente LAT, y LST, tiempo estdndar local.

LAT — LST = 114.591559 1 .

radianes (Ast =A) +e, (1.21)
En [44] a Agt se le llama longitud estdndar. En la practica lo comin para determinar la hora
es determinarla para un punto en particular sobre la superficie terrestre y después hacer
una conversion para determinarla en los demdas puntos. Ag es la longitud de este punto
desde dénde se mide el tiempo. Lo més practico es que este punto de referencia esté en el
meridiano de Greenwich, en particular que sea la interseccién del meridiano de Greenwich
con el ecuador, entonces Ag; = 0. Notemos que la correccion de longitud 114.591559 raéﬂ‘:;es
(Ast — A\) es positiva si el meridiano estd al este del estdndar y es negativa si estd al oeste. La
expresion original estd dada en radianes, el factor 1 factor % ~ 114.591559 convierte esta
expresion en radianes a una expresién en minutos (como la unidad de medicién del tiempo
es el segundo atémico, el resultado estd en minutos atdmicos).

M = (DOY — 1) - <236;) : (1.22)

DOY es el dia del ailo, varfa en [1,365], no toma en cuenta los afios bisiestos. M es el dngulo
dia, el cual nos dice angularmente cudl es el dia del afio.

Es importante ver que si la longitud A se encuentra al este del meridiano donde se hace
el célculo, entonces A\s; — A > 0, por el contrario si se encuentra al oeste es negativo. Se
suele usar la siguiente expresién para estimar la ecuacién del tiempo, véase [44] (el factor
2460 _ 72

5o = 2—7? ~ 114.591559 se debe a que originalmente la expresion estd en radianes, asi que

convierte los radianes a minutos):

e = 114.591559 - (0.000075 + 0.001868 cos(M) (1.23)
—0.032077sen(M) — 0.014615 cos(2M) — 0.04089sen(2M)). (1.24)

1.3.2.5. Periodos notables del dia

1.3.2.5.1. Amanecer y atardecer Tradicionalmente el amanecer es el momento en que
el sol aparente esta por encima del observador, es decir que es cuando desde la tierra el sol
parece estar justo por encima del observador, tocando el horizonte en la manana, y el atar-
decer cuando el sol toca el horizonte en la tarde. Por efecto de la refracciéon atmosférica, la
posicién real del sol no coincide con la posicién observada. Cuando estos fenémenos ocurren
la altitud del sol aparente es 0° = 0 radianes en el sistema de coordenadas horizontales y
el 4ngulo zenit real del sol es de 90°50" = 1.585341 radianes, véase [87] y [4]. Esas conven-
ciones son lo estandar, sin embargo, dado que cualitativamente se observan diferencias en el
comportamiento de la temperatura, diferencias que en la mayoria de los distintos modelos
de temperatura aqui expuestos, se ve reflejada modelando la temperatura entre amanecer y
atardecer con una expresion y con otra, entre el atardecer y el proximo amanecer. Para este
trabajo se usa una convencién distinta, véase Definiciones.

1.3.2.5.2. Refraccién atmosférica Al atravesar la atmoésfera la luz solar se refracta,
en consecuencia el amanecer se adelanta y el atardecer se retrasa, es decir que desde la tierra
no se observan cuando suceden, sino un poco antes o después. En condiciones atmosféricas
normales cuando se observan desde alguna posicion sobre la esfera terrestre el amanecer o
el atardecer el sol se encuentra aproximadamente 50 arco-minutos (ag = 0.83° = 0.014486
radianes) por debajo del horizonte. Cerca de 16 arco-minutos de esta altitud es el radio
aparente del sol, mientras que los 34 arco-minutos restantes se corresponden al efecto de
refraccién atmosférica, véase [56].
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1.3.2.5.3. Mediodia solar y Medianoche solar. Dia y noche El mediodia solar
ocurre en el momento en que el sol se encuentra mas cercano al cénit, mientras que la
medianoche solar ocurre cuando el sol se encuentra en su punto mas cercano al punto
opuesto, llamado Nadir. La hora de los dos eventos varia a lo largo del afio, debido a la
trayectoria de la tierra alrededor del sol y a que el propio camino del sol varia con respecto
al tiempo. La palabra dia suele referirse al lapso entre el amanecer y el atardecer de un dia y
noche como el periodo comprendido entre el atardecer de un dia y el amanecer del siguiente
[68].

1.3.2.5.4. Calculo de los instantes, duraciones A continuacién las ecuaciones que se
emplean en el presente texto para calcular el momento del amanecer y atardecer; la duracion
del dia y la noche, para cualquier dia del afio, en cualquier posicién longitud y latitud, véase
[44].

Primero definamos las siguientes variables auxiliares:

= w dngulo hora solar (medida en radianes).

= ¢ latitud del observador (medida en radianes).

= § declinacién solar (medida en radianes).

= 6 dngulo del zenit del sol (medida en radianes).

= « dngulo de ascensién recta solar (medida en radianes).

= ¢ dngulo azimutal (complementario al zenit) (se mide en grados).

= J fecha juliana.

= n nimero de dias que han transcurrido desde el primero de enero del aiio 2000, 12:00:00.

= J* es una aproximacion del tiempo solar medio en n expresado como el dia juliano mas
la fraccién del dia transcurrida desde su comienzo hasta el instante de la observacion.

= )\ longitud del observador (medida en radianes).

= M anomalia media del sol (medida en radianes).

= C ecuacién del centro para la tierra (medida en radianes).
» \?® longitud ecliptica del sol (medida en radianes).

» Jeq €s la fecha juliana a la que ocurre el mediodia solar.
= J,. es la fecha juliana del amanecer.

= J, es la fecha juliana del atardecer.

= LSN hora a la que ocurre el mediodia, viene del inglés local solar noon (se mide en
horas).

= .y ts son sendas horas del amanecer y el atardecer (se mide en horas).
= Y y Z duraciones de sendos dia y noche (se mide en horas).
Ademés se han hecho las siguientes aproximaciones:
= El valor de la longitud del perihelio se toma como 102.9372° = 1.7966 radianes.
= La fecha juliana equivalente al primero de enero a las 12 : 00 : 00 se toma como 241545.

= Se emplea como aproximacién a la ecuacién del tiempo la expresion
180 360
e ~ 0.0053 - sen (ﬂ . M) — 0.0069 - sen (W . )\@) : (1.25)
= Se toma la oblicuidad € = 23.44° = 0.4091 radianes.
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1.3.2.6. Relacién entre las coordenadas ecuatoriales, horizontales y el angulo
hora solar

Sea un observador en un punto z del globo terrdqueo. Sea ¢ la posicion del sol y sea Cq
el centro de la tierra.

Por simplicidad en esta seccién se trabaja con el 4ngulo de co-altitud 6 del sol en lugar
de su dngulo de altitud a, es decir que para el dngulo de altitud a® (véase la figura [1.12)):

© o T
a” + 5

De este modo:

(@)

cos (09) =T (1.26)
|€aZ]| - 11z
Ademas se toma el dngulo 6© medido de manera que (véase la figura
. (Caz,Ca) .
COS Ry p— .
16 - ||
—
Hcng - R (1.28)

Por simplicidad denotemos las coordenadas de latitud y longitud del punto z simplemente
como ¢ y como \. Para describir la posicién del punto ¢ angularmente primero se proyecta
al globo terrdqueo, sea esta proyeccién (), después se miden sendos angulos de latitud y
longitud, sendos: ¢© y \®, véase la figura Nos auxiliamos de una base ortonormal
positivamente orientada estdndar: (€g,€g,€n), que se describe y explica a detalle en la
secciénm (ésta es la asociada a los dngulos de latitud y longitud), exactamente quiénes son
los vectores no es lo més importante, la idea es usar unas coordenadas esféricas apropiadas,
que nos permitan aprovechar los dngulos ¢, A y 9.

Q=Cc + H%H . Caq (1.29)

=Cqa + Rg - (cos ()\Q) - oS (gb@) - €g + cos (d)@) - sen ()\Q) - €g + sen (gb@) . é'N) (1.30)

z2=Cg + Rg - (cos(A) - cos(d) - €g + cos(d) - sen(A) - €g + sen(9) - €n) (1.31)

Como los rayos del sol provienen de una fuente muy lejana y se suponen todos los rayos
paralelos los angulos #© y 6© son muy cercanos por las hipétesis, y porque la distancia
de la tierra al sol es grande comparada con el tamafio de la tierra; asi que se trabaja por
simplicidad con & (en los momentos de amanecer y atardecer, como el punto ¢ visto desde
la tierra atraviesa el horizonte ambos dngulos coinciden).

El angulo hora solar w suele medirse en grados, como se aclaré en la seccién en el
presente trabajo al cambiar las unidades de medicién de un dngulo no es necesario definir
un nuevo angulo, asi que serd medido en radianes. De la figura [1.12

w=A—\% (1.32)

Recordemos que para medirse la declinacién de un cuerpo sobre el firmamento celeste
primero tiene que proyectarse, la declinacién solar § coincide con el dngulo ¢©. Cumple la
relacion

sen(d) = sen(\?) - sen(e). (1.33)
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Siendo ¢ la oblicuidad y A® la coordenada X de la proyeccién del centro del sol en el globo
terraqueo. Nétese que cos(d) > 0.

0 puede estimarse usando el dngulo dia (dado por la ecuacién mediante la expresion
(véase |44]):
§ = 0.006918 — 0.399912 cos(M) + 0.070257sen(M )
—0.006758 cos(2M) + 0.000907sen(2)M) (1.34)

—0.002697 cos(3M) + 0.00148sen(317).

Por la elecciéon del punto @

—7 - p_ YaG4q,

y por la eleccion del angulo 6°:
cos =
Rg

(@ o)

:T
= cos(\) - cos(e) - cos (¢%) - cos(d)

+ sen(A) - cos(¢) - sen (A?) - cos(8) + sen(¢) - sen(d)
= [cos(A) - cos (A?) + sen(A) - sen (A®)] - cos(¢) - cos(8) + sen(¢) - sen(d)
= cos(w) - cos(¢) - cos(d) + sen(¢) - sen(d)
~cos(0°).

La aproximacion que suele usarse es

cos (09) ~ cos(w) - cos(@) - cos(8) + sen(¢) - sen(d). (1.35)
Recordando que 0° y la altitud a® son angulos complementarios, la ecuacién equivale a
sen (a®) = cos(w) - cos(¢) - cos(8) + sen(¢) - sen(d). (1.36)

Ca+Rg-en /

Ecuador

Co + Rg e DC

Figura 1.12: Representacion geométrica de los dngulos y posiciones geométricas involucradas
en las ecuaciones del amanecer y del atardecer (6 =~ 0©)

1.3.2.6.1. Deduccién de las ecuaciones del amanecer y atardecer, suponiendo sol
puntual La fuente mas antigua donde el autor ha visto una mencién de las ecuaciones del
amanecer y del atardecer es [43], sin embargo no presenta una deduccién rigurosa, se indica
que es consecuencia de la geometria esférica. La versién més simple y més ampliamente
utilizada de las ecuaciones del amanecer y atardecer es la que se obtiene de suponer un sol
puntual e ignorar los efectos atmosféricos, tales como la refraccién.
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Suposiciones
1. El sol consiste en un solo punto.

2. La tierra recorre una érbita circular con velocidad angular constante en su movimiento
de traslacion, estando el sol en el centro. Por esta razén en los tiempos del amanecer
y el atardecer se toman las circunstancias del mediodia solar, obviando el movimiento
de rotacién terrestre en estos momentos.

3. La rotacién terrestre tiene una velocidad angular constante.
4. La tierra es una esfera.
5. No hay efectos de refraccién ni atmosféricos que afecten el paso de la luz.

Ecuaciones del amanecer y atardecer En el amanecer y en el atardecer el punto

q atraviesa el horizonte. Para las coordenadas horizontales eso significa que: Cgz L Cgyg,
69 ~ % y cos (0®) = 0.

Substituyendo en la ecuacién ([1.35)):

0 = cos(w) - cos(¢) - cos(d) + sen(¢) - sen(d), (1.37)
luego
—cos(w) - cos(9) - cos(d) = sen(¢) - sen(d),
dividiendo
() = — sen(¢) - sen(d)
cos(w) cos(¢) - cos(9) (1.38)
= —tan(¢) - tan(9), (1.39)
despejando w:
w = arccos (—tan(¢) - tan(d)) . (1.40)

Los angulos asociados a sendos amanecer y el atardecer se denotan w, y ws. La relacién
con w es: |w| =ws ¥y wr = —|wl.

tn — 12 <ty <ty < ts < tm + 12,

en el amanecer (t,, es el mediodia solar, es un instante intermedio entre ¢, y t5), tomando
w;- el angulo hora asociado al amanecer

—m radianes < w, < 0,
si analogamente se toma el w asociado al atardecer
0 < ws < 7 radianes. (1.41)

t, y ts se obtienen de sendos angulos w, y ws, usando las ecuaciones del tiempo.
1.3.2.6.2. Ecuaciones del amanecer y atardecer suponiendo un sol esférico Pa-

ra esta férmula se usa el centro del sol ¢ = Cg, asi como en la ecuacion (1.38)), se usa la
aproximacién 6° =~ 9.

cos (6°) = cos (g - ao) = sen (ap) , (1.42)

substituyendo en :
sen (ap) = cos(w) - cos(¢) - cos(d) + sen(¢) - sen(d), (1.43)
cos(w) :sen(ao) — sen(¢) - sen(d) (1.44)

cos(¢) - cos(9)
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1.3.3. Relacién entre a® y 6

Sea 3 el angulo suplementario a 0% (es decir que suman 7) y sea 7 el dngulo Z/Cgqz,
q = Cg. En el tridngulo de vértices Cq, z v ¢ = Co, usando el teorema de los senos:

sen(f) _ sen(y)

= , (1.45)
feect] e
recordemos que
HC@ :RGa B:T{'—0®7
F=1—09 —B=1—09 —7406° =0° — 90,
Sea
do = HCGC@ , (1.46)

do se suele tomar como la distancia media entre la tierra y el sol (cuando se supone que la
6rbita terrestre es circular), pero para el k-ésimo dia puede tomarse como la distancia entre
la tierra y el sol en algiin momento en especifico, por ejemplo el mediodia t¥,.

——
o]

sen(0® — 0°) =sen(y) = W -sen(f3)
aCo

_fie sen(0)
de

=sen (9® - 0~®) .

Notese que

0 < Rg < dg,sen (9@ — Hb) ~0,0° ~ 6°.
sen (9® - 9~®) =sen(#®) - cos (0~ ) — cos (6%) - sen (Hb)

_Bg o
=0 sen(9 ),

por lo tanto

- (1.47)
cos (9 ) — gg
cos [ 6° ~
:~(> - tan (9@) . (1.48)
cos <9 ) - %
De trigonometria sabemos que
o1 (tan(69))°, (1.49)
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tomando reciprocos y substituyendo la ecuacién (|1.48)):

A\ 2 1
(cos (9@)) :W

por ende
1= <cos <Hb> - Sg)Q - (tan (96))2 + (cos (Ob))Q (1.50)

= ((tan (06))2 +1

—
—_
o
@]

1)
—
S
®©
S—
S—
[\v]
\
[\)
=
Q
o
—~
%l
~—
+
7N
<
& &
~
(V]
”',3
ot
—
S~—

restando

0= (sec (96))2 . (cos (9@))2 — ZfG - COS (9~@) + (1;@(;)2 -1

O]

Es una ecuacién cuadratica, aplicandole la férmula general se obtienen una raiz positiva y
una negativa, la raiz positiva es:

cos (929) :% + \/4%20 + ( - (sec (9®)>2)

(1.52)

do
2 (sec (09))?
cos (09)) ’
e B e (- (5)) ] e

Substituyendo en (|1.44):

cos (w) = —WM - [sen(¢) - sen(d)

2 2 2
| Leon0%))? [z;%ﬂ/‘*f N (1— (52) ) - sec (99)
)
2

(1.54)

L
| S

7700s(¢)]jcos(6) - [sen(¢) - sen(d

sen(ag))? 2 2 ] 1.55
4 Leen(ao)) .[2(11365;_'_\/4%@_,_(1_(%) ).Sec(ge)l . (1.55)

1.3.3.1. Refraccién

Se han obtenido dos aproximaciones de las ecuaciones del amanecer y atardecer. Los
angulos HOR asociados a sendos amanecer y atardecer se fijan a la misma distancia del
medio dfa solar (angularmente las 12 horas). Estas aproximaciones han sido obtenidas usando
relaciones trigonométricas de los dngulos involucrados (en la tltima aproximacién también
se hizo uso de la distancia del centro de la tierra al centro del sol, el cual varia a lo largo del
ano). Si se quiere tomar en cuenta la refraccién, la forma mas simple de hacerlo es tomar
el angulo ag ligeramente més grande. Recordemos que en condiciones atmosféricas normales
cuando se observa desde alguna posicion sobre la esfera terrestre el amanecer o atardecer el
sol se encuentra 50 arco-minutos (0.83°) por debajo del horizonte. Cerca de 16 arco-minutos
restantes se corresponden al efecto de la refraccién atmosférica, véase [87].
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1.3.3.2. Ecuacion del amanecer

La siguiente ecuacién relaciona el zenit con la latitud, la declinaciéon solar y el angulo
hora solar, véase [44] y [56]:

cos (0) = sen(a) = sen(¢) - sen(d) + cos(¢) - cos(d) cos(w). (1.56)

En el amanecer y atardecer el &ngulo zenit del sol es aproximadamente § = 90° = 7 radianes,
entonces la ecuacién toma la forma:

cos(wp) = —tan(¢) - tan(d), (1.57)

donde wy es el 4ngulo hora solar en el atardecer (si se toma un valor positivo) o el amanecer
(para un valor negativo).

Desafortunadamente para la ecuacion anterior no se tomé en consideracién la distorsién
debida a la refracciéon que se produce cuando la luz entra por la atmdsfera terrestre, debida
a la composicién quimico-fisica atmosférica y al didmetro solar (50 arco-minutos). Al tomar
esto ultimo en consideracién, resulta en cambio:

sen(ag) — sen(¢) - sen(d)
cos(¢) - cos(9)

cos(wp) = (1.58)

Esta expresiéon permite calcular los tiempos en que ocurren tanto el atardecer como el
amanecer siguiendo el siguiente algoritmo:

1. n = [J — 2451545 + 0.0008].

Ky A
=0 -5

2
3. M = mdbd(6.240059 + 0.01720196 - J*, 27).

4. C = 25(1.9148sen(M) 4 0.02 - sen(2 - M) + 0.0003 - sen(3 - M)).
5. A° = méd(M + C + £ + J* + 1.7966, 2).

6. Jimeq = 2451545 + J* + 0.0053sen(M) — 0.0069 - sen(2 - A®).

7. sen(d) = sen(A?) - sen ({55 - 23.44).

8. Se calcula wy con la ecuacién (L1.58).

9

wo

Jr:Jme - 5
4 or
Js:Jmed+ﬂ~
27

Asi se conoce el momento exacto del amanecer y del atardecer.

Para conocer el nimero de horas que tiene un dia dado se sigue lo siguiente: siguiendo

la definicién de dngulo hora solar, podemos deducir que el cociente %2 es igual al intervalo

15
de horas entre el amanecer y el mediodia solar, o entre el mediodia solar y el atardecer.
24
th = LSN — —. 1.
r S om wo ( 59)
24
th=LSN+ . L.
o SN + o wo, ( 60)

de modo que la cantidad de horas que tiene el dia, es el tiempo de horas de luz solar, que es
por tanto:

24
YR =tk k= 0y ~ 7639w (1.61)
T
y el tiempo de noche es por tanto

Zh =+l ¢k (1.62)

S
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1.3.3.3. Husos horarios

La evolucion del dia es diferente para regiones distintas del planeta, por razones geopolitico-
econdmicas se usan por regiones husos horarios. Los husos horarios son la forma en que esta
dividido el planeta respecto de las cuales se tiene una hora u otra, es decir que en un mismo
huso horario se tiene la misma hora, pero dados dos husos horarios diferentes no. Como se
dijo responde no sélamente a razones geograficas, sino también politico-econémicas y por
ello es una divisién irregular.

Salvo por las zonas fronterizas en México se han adoptado cuatro husos horarios segin
la regién: UTC-5,6,7 y 8, véase la tabla[L.1]y la figura véase también la referencia |19].

Zona

Noroeste

Pacifico

Centro

Sureste

Huso
horario

UTC-8

uTC-7

UTC-6

UTC-5

Meridiano

120°
al oeste
de
Greenwich

105°
al oeste
de
Greenwich

90 °
al oeste
de

Greenwich

75°
al oeste
de
Greenwich

Estados

Baja
California
Norte

Baja
California
Sur,
Sonora,
Sinaloa y
Nayarit

Chihuahua,
Durango,
Coahuila,

Nuevo Leon,

Tamaulipas,
Zacatecas,
San Luis

Potosi,
Jalisco,

Guanajuato,

Querétaro,
Hidalgo
Veracruz
Colima

Michoacén,

Estado de
México,
Ciudad de
México,
Morelos,
Tlaxcala,
Puebla,
Guerrero,
Oaxaca,
Tabasco,
Chiapas,
Campeche y
Yucatan

Quintana,
Roo

Cuadro 1.1: Husos horarios en México

La hora en la zona de la frontera estd dictada por el decreto [63].
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Figura 1.13: Husos horarios de México. Las zonas del pais noroeste, pacifico, centro y sureste
estan representadas por sendos verde, amarillo, azul y rosa.
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Capitulo 2

Modelos de evolucion diaria de
temperatura

2.1. Notacion y féormulas basicas

A continuacién se presentan varios modelos de la evolucién de la temperatura. Salvo por
elementos auxiliares, los modelos usan la siguiente nomenclatura En general ¢ significa tiem-

Simbolo Significado
t variable tiempo
k dia
th hora del amanecer
tk hora del atardecer
th mediodia
th o hora en la que se alcanza
la maxima temperatura
th hora en la que se alcanza
la minima temperatura
V& duracién del dia
A duracién de la noche
T temperatura
Tk . maxima temperatura
T minima temperatura

Figura 2.1: Nomenclatura empleada para describir los diferentes modelos de temperatura

po v k es para el k-ésimo dia. En algunos modelos se asume que Y* y Z* tienen la misma
duracién independientemente del dia, en otros modelos se ajustan usando las ecuaciones del

amanecer y del atardecer.

De los simbolos anteriores algunos se calculan estos otros:

Iy =T*(ty)
T, =T*(t;,)
TS =T ()

Tk _ Trlflax + j—llflin
B 2
Yk =th ¢k
ATk :Trlrclax - Tllrclin

k k+1 k
ZF =ttt ¥
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El mediodia solar se aproxima tomando el punto medio entre el amanecer y el atardecer

ko sk k _ 4k
i+ o~k 5 5 =t - (2.8)
En los modelos maés recientes (|78], [37], etc.) se habla de “Ciclo de temperatura diario” y
“Temperatura de la superficie de la zona”, los cuales se abrevian DTC (en inglés: Day Tem-
peratura Cycle) y LST (en inglés: Land Surface Temperature). Esto es as{ porque ajustan
los valores obtenidos con mediciones satelitales.

2.2. Modelos aproximativos

2.2.1. De Carson [18§]

El modelo de Carson [18] es de tipo trigonométrico. No justifica su eleccién de series de
Fourier; como es tratamiento numérico es de hecho una transformada discreta de Fourier.

La forma en que calibra el modelo es interpolar los datos empiricos usando coeficientes
de Fourier. Los datos se toman a distintas profundidades del suelo.

Este modelo sirve siempre y cuando se tengan datos para calibrarlo y en ese caso las
conclusiones/resultados permiten sacar resultados de la temperatura.

Para nuestro problema este modelo no nos interesa por varios motivos. Se podria usar este
modelo para la temperatura del aire. El modelo no estd describiendo fenomenolégicamente
la temperatura, sino que lo que hace es imponer un polinomio trigonométrico y calibrarlo.
También siguen la misma metodologia con los datos del aire, es decir que la aplican para el
suelo y el aire igualmente.

La principal desventaja es que para calibrar este modelo se necesita toda una serie tem-
poral; el modelo usa un filtro de paso bajo. No es aplicable a nuestra situacién, por el tipo
de datos. En este modelo se ajustan series temporales. El enfoque es empirico.

Con muy pocos armoénicos se tienen una buena aproximacién. Se compara con modelos
mas complejos que tienen en cuenta la fisica de los datos y de los medios.
En [45] se reutiliza la técnica para modelar la temperatura de una zona de Nigeria (Lagos y
Abuja). Aunque en [45] no se hace referencia a [1§].

2.2.2. De Richardson, Seeley y Walker [73]

En [73] se propone un modelo de temperatura (véase [41]). Solamente se buscé modelar
la temperatura de las horas de sol, razén por la que el siguiente modelo no estd pensado
para todo el dfa, sino sélo para t € [24 - (k —1),24 - (k — 1) + 12], esto es t € [tk ,tk ]
Esta dado por la expresién:

k

t—1°.
T(t) =Tk, +ATk. — (2.9)

2.2.3. Sanders [77]

En [77] se presenta una mejora del modelo anterior, véase [41]. Se toma t¥. = 24-(k—1)
yth =24-(k—1)+10. Para t € [tk ,t*

max min» max]]

t—thk.
T(t) = T, + AT*. Trmn (2.10)
Para t € [[tlfnaw t;’ijnl]]
k41 k b1y £ b

14
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2.2.4. De Gringorten, [36]
2.2.4.1. De Gringorten

En [36] Irving I. Gringorten fue pionero en el uso de cadenas de Markov para modelar la
evolucién de la temperatura para determinar su evolucién hora con hora (o patrones esto-
césticos, modelando eventos climatoldgicos), a diferencias de enfoques més deterministas. Se
usa una distribuciéon de probabilidad gaussiana para estandarizar series de temperatura en
el tiempo. Sin embargo Sharon en [79] mostré que el modelo de Gringorten tiene dos incon-
venientes: requiere muchas mediciones y sobreestima los eventos climéticos. Sharon mostré
que dado que los datos de temperatura hora con hora estan fuertemente correlacionados no
se requieren tantas mediciones. En 36| se aclara que el calentamiento y enfriamiento diarios
dificultan la aplicacién de un modelo tipo Markov de un pardmetro sin incorporar el ciclo.

2.2.4.2. De Hansen

Una mejora fue presentado por Hansen. Guiado por las observaciones de [79] de [36],
Hansen modela la temperatura combinando una combinacién lineal de senos (polinomio tri-
gonométrico). El primero modela las fluctuaciones de temperatura a escala anual; el segundo,
a escala diaria; el tercero, a escala de 12 horas, y el cuarto, a escala de ocho horas. No queda
claro para cual regién.

2.2.5. De Heurer, Heermann, McKee y Benci [41]

En [41] se presenta un modelo dado por curvas logaritmicas. La eleccién de las funciones
fue empirica.

k

. — 4k ; S ( S
Se asume que ¢, =t’. La idea es separar el dia en dos partes.

Para t € [tF,tF,.)

77 Ymax

T(t) = Th + Af -log (CF - (t —tF) + 1), (2.12)

para t € [th, tF+1)
T(t) =Tk + A5 log (C5- (t—tE,) +1). (2.13)
Para tener continuidad en t*1 y en % deben ajustarse las constantes A% y Ak. To-

mando los limites laterales en t* __:

max-*

lim  T(t) = AY -log (CF - th 4+ 1) + Tk

b \— max
= (Eax)

in

=Tk
= lim T(t)
= (tha) ™
Asi que
& AT*

Lo log (C{c ' (ticnax - tfj) + 1) .

A (2.14)

Tomando los limites laterales en tF11 = ¢k+1;
lim  T(t) = A5 -log (Cy - thil + 1) + Thi!

t— (i)
=Tk
= lim T(¢).

s (tk+1)+

min
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Asi que
TR+ _ ok
k _ min max ) 2.15
2 log (CF - (tFFY — kL) + 1) (2.15)

Luego para t € [t’“ th }

_ ik AT* . k (y_ 4k
T(t) =Tk, + tog (CF - (b —19) + 1) log (Cf - (t—tr) +1). (2.16)
y para t € [th thF1]
k+1 _ mk
T(t) =Tk Tonin — Tmax log (C§ - (t =k, +1), (2.17)

+
" log (CF - (t’fJrl —tha) +1)

_Modelo de Heurer

26

24 ¢

22

20

0 5 10 15 20 25

Figura 2.2: Curva asociada al modelo de Heurer (tiempo contra temperatura). Se ha tomado
C¥ = C¥ = 1. Se han seialado los momentos t* y t*

max*

Observaciones:

1. En [41] se asume que el amanecer es siempre a la misma hora, es decir que no varfa con
la fecha, entonces t**1 —tk = 24y que tampoco varfa la hora de méxima temperatura,
es decir tF+l — ¢k = 24; vrazén por la cual en [41] se define d = t* — ¥ asi

max max max

24 — d = tht1 _ ¢k

max*
No obstante, generalmente no es el caso.

2. La curva estd ajustada de modo que alcance el valor T, en t* y el valor T _ en
tF . Para el valor maximo no hay problema (siempre que T > Tllfl?;ll), porque la
tk].

curva se toma de modo que sea el maximo en los segmentos [tk tk } y [tk

77 “max max’ ’r

3. Las constantes C¥ y C} se ajustan con los datos, asi que requiere varias mediciones
por dia para calibrarse. También requiere de conocer el momento t* _ de cada dia.

max

4. La curva en general no es continuamente diferenciable en t* ni en t* .

2.2.6. De Walter [91]

El objetivo de Walter [91] era modelar las horas de sol, para Kenia. El modelo consistia
en una curva unitaria adecuadamente escalada.

Se reduce la complejidad del modelo porque se reduce el nimero de pardmetros de los
que depende. Los 3 primeros términos de la serie de Fourier tienen la misma importancia,
por eso se toma para ellos una curva unitaria adecuadamente escalada, aunado a que se
asume que las temperaturas diarias siguen el mismo patrén todos los dias del afio.
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Se tienen dos tipos de constantes: amplitud y desfase (como son tres términos seno, son
tres desfases). El modelo depende de los desfases, que dependen a su vez de la posicién del
sol, esencialmente del medio dia solar. Para su modelo usa méximos y minimos de las horas
de sol, afectando cuando se da la minima. Asi pues tiene una caracteristica no admisible:
que depende de datos de temperatura para calibrarse.

Sean Tk, Tk Tk v TF. sendas temperaturas maxima, minima, méxima de la
curva unitaria y minima de la curva unitaria, estos dos tltimos términos se obtienen de
la curva unitaria, es decir que primero debe calibrarse aquella. En el modelo de Walter

Tumax =:0.561 y tyumin =: —0.453.

Sea
3
T,(0)=: > an-sen(n-0+ey,) (2.18)
n=1
para § = 2L (asumiendo dias de 24 horas). Y sea
2t
T(t) =T +R-T, (;J . (2.19)

El término T¥, es la temperatura media (integral), nétese que cumple lo siguiente:

Tr =: /O g T(0)de, (2.20)

y se define la constante v de desviaciéon de la curva unitaria como:

+ Tk

umin

2 )

Tk

__. Tumax
v =

en el articulo de Walter, v =: 0.054.

Calibrar datos de la temperatura

l aj,ej
(a1=%)
Tk Tkminv 75 R

umax? u

Se cumple que

Tk = TJI\C/I +R- qufmax

max
k k k
Tmin = TM +R- 11umin'
Notemos que

27
/ Tu(0)d0 = 0
0

y que para cualquier constante T; (que suele ser una temperatura inicial):

27
2rt
T,—T|(=—|)|dt=1F—-TF.

Por un lado la semisuma (la mitad de la suma) tiene la siguiente forma:

Tk (Th, + R-M,) + (TY, + R-my)

2
Tk Tk .
:le\g/[_'_R umax_2|_ umin

=Ty +R-~.
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y por otro lado

ATk = (TII\C/[ +R- Tllfmax) - (TJI\C/[ +R- Tfmin)
:]%'(T;]J,CmauchlC )a

umin

despejando la R vemos que

R AT*
= - ,
Tumax Tumin
substituyendo el valor de R para 7| 1]\6/13
Tk _ Tk o AT
M - ry Tk _Tk |
. . umax L umin (2.21)
_ Tyt Tymin | ATE
Q(Tzlfmax_T:min)
15 Curva unitaria Ty, o5 Temperatura T
1
05
0 E
-0.5¢
-1 : -5 :
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Figura 2.3: Izquierda: curva unitaria, derecha: modelo de Walter a escala con temperatura
media igual a cero.

En [48] dice que en [91] Walter tomé una funcién de tal suerte que alcanza méximo y
minimo en sendas 4.48 y 18 horas.

2.2.7. De Watanabe [94]

En [94] se usa un modelo sinusoidal para aproximar la evolucién de la temperatura
durante horas de sol.

No queda claro exactamente cémo luce el modelo, porque en el articulo el interés principal
estd en estimar las unidades de calor de la temperatura promedio para predecir el efecto de
la temperatura en un proceso biolégico.

2.2.8. De Allen [3]

La idea principal del articulo [3] es aproximar la temperatura de diferentes partes del
dia usando senos diferentes. La idea consiste en dividir el dia en dos partes. Es similar al
modelo sinusoidal anterior, en cuanto a que se requieren los valores de temperatura maxima,
y minima, que se ajustan andlogamente, pensando en el mediodia, y se repite el proceso para
la segunda mitad del dia. El problema que presenta es que requiere no sélamente conocer
cudles son esas temperaturas maxima y minima, sino también conocer en qué momento se
dan sendas temperaturas. No es un modelo de la temperatura en si, sino de los “grados
de dia”, los cuales son importantes en agricultura para modelar el crecimiento de cultivos.
Asume que la temperatura de un dia dado estd dada por una funcién seno, los “grados de
dia” son el drea comprendida entre la curva y unos parametros llamados “threshold”.

El articulo [3] tiene un enfoque muy algoritmico, con expresiones trigonométricas simi-
lares a los anteriores.
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Para t € [tk tk

min? max)

t—tk;
Tt) =Tk +ATF. |7 — i | (2.22)
o 2: (tfnax - tﬁlin)
Para t € [th th. )
k : k k1 t— Hax
T(t) = Tmax - (Tmax - Tmax - Tmin ) sSen | 7 o5 (+k+1 1k |- (223)
2- (tmin - tmax)
La funcién es continua, pero en general no es continuamente diferenciable en t*. ni en

tk

max*

El modelo requiere de conocer los momentos de maxima y minima temperatura.

2.2.9. De Wilkerson, Jones, Boote, Ingram y Mishoe [96]

Asi como Fitzpatrick y Johnsson o Parton y Logan se hace una division entre el “dia”
y la “noche”; sin embargo estos dos periodos no comprenden las horas de luz y obscuridad,
sino que el primero comienza dos horas después del amanecer y termina al atardecer; el
segundo, desde el atardecer hasta dos horas después del amanecer del dia siguiente.

La descripcién que sigue del modelo se ha tomado de [72], donde se hace referencia a
[96]. Sin embargo en [96] no se encuentra como tal el modelo explicado. Se usa la siguiente
ecuacién para modelar la temperatura, no obstante en |[96] no viene una descripcién de qué
ecuacién se emplea para modelar la temperatura, el articulo se centra en el estudio de ciertas
propiedades y ecuaciones relacionadas al crecimiento de la soya.

Para t € [th=1,tF +2)

Thiin — 0! k-1 k—1
T(t) = = ——0— - (t—t5 ) + 0", 2.24
(0 = G =67 (224)
donde
T (th —th -2
bk = Trl‘fun + ATk - Sen <(tktk)> , (2.25)
(2.26)
y para t € [t’; + 2,t’;):
m(t—th—2
Tk (t) = T, + AT* - sen (W) (2.27)

A diferencia del modelo anterior y al de Johnsson y Fitzpatrick para modelar las horas sin
luz solar usa rectas, pero como ellos usa una trigonométrica para modelar el dia.

Este modelo requiere las temperaturas maxima y minima diaria, el momento del ama-
necer (t¥) y del atardecer (¢¥) diarios.

2.2.10. De Boyer [32]

Douglas G. Boyer presenté un modelo de temperaturas para la zona montanosa de la
regién de los Apalaches del tipo sinusoidal, ajusté el seno usando regresién por minimos
cuadrados. La férmula propuesta es similar a la usada por Anway (2.41)), véase [6]:

T% = by + by -sen((k — 110°) - 0.0172), (2.28)
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30 Modelo de Wilkerson

25 | ]
20 | ]
15 | :
10 - ' -

0 10 20 30 40 50

Figura 2.4: Curva asociada al modelo de Wilkerson. Estan sefialados los puntos en los que
pasa de una curva sinusoidal a una recta y viceversa (t¥ y tk1 4 2).

donde k € [1,365], k es el dia del afio en fecha juliana; by, la temperatura medida del
valor promedio anual (en la férmula anterior es el promedio integral, pues escalando t — ¢

e integrando de 0 a 1: fol T (f) di = by); by la amplitud de la onda de la temperatura de
medio afio (esta amplitud se obtiene como la mitad de la resta de las temperaturas maxima
y minima); en el articulo original la constante que multiplica el argumento es 0.986 ~ %7
es necesaria para convertir la fecha juliana en unidades angulares (360°/365 dias), porque se
usa un seno en grados, asi que deberia cambiarse este 9.86 a 9.86 - 155 ~ 0.0172 para usar el
seno en radianes. T es una funcién de k, no obstante no es una expresién cuyo valor cambie
a lo largo del dia, sino que es una expresion que tiene un valor para un dia determinado,
pudiendo ser: T | la promedio; T, la méxima, o 7%, , la minima motivo por el cual para
que la notacién del modelo sea consistente en lugar de escribir T'(k) se ha optado por T*. En
[32] Boyer dice que el menor error para minimos cuadrados se obtiene cuando sen(t;) = 0 el

20 de abril, de ahi que se le resten los 110° = 1.1919 radianes.

Tk = 29.3 — 0.62 - z — 0.566 - ¢
+(11.8 — 0.16 - z — 0.0002 - ¢) - sen(((k — 110°) - 0.0172), (2.20)
Tk, = 69.5 — 0.54 -z — 1264 - ¢ :

+(—6.73 — 0.14 - z + 0.5092 - @) - sen((k — 110°) - 0.0172).

¢ es la latitud en grados y z la altitud. El modelo requiere para su implementaciéon de datos
de longitud, latitud, altura y fecha juliana, asi que puede extenderse a modelos que también
dependan de la longitud \. A diferencia de los modelos anteriores, no ajusta la temperatura
de un dia hora con hora, sino la temperatura de un ano dia con dia.

Tanto by como b; son transformaciones afines del plano en la recta, es decir que no
son constantes, dependen de la latitud ¢ y de la altitud z, fueron calibradas en [32] usan-
do minimos cuadrados para la zona de los Apalaches y para cualquier otra regiéon deben
recalibrarse.

2.2.11. De Bergh, Wyk, Wyk y Udahemuka [13]

Las mediciones saltelitales pueden usarse para estimar la temperatura tanto en la super-
ficie terrestre como en el aire. Sin embargo las mediciones son interrumpidas por la presencia
de nubes. En [13] se trata de resolver ese problema interpolando. Para ello se presentan dos
modelos de temperatura. A continuaciéon el segundo, en [13] se dice que por la técnica em-
pleada es del tipo estadistico, sin embargo por el nicleo reproductor empleado (un nicleo
de Dirichlet) equivale a truncar con una serie de senos y cosenos, razon por la que ha sido
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clasificado como método trigonométrico.

Se aplica para el problema particular de interpolar la informacién obtenida por los datos
de temperatura la técnica estadistica del nicleo de un espacio de Hilbert. A continuacion
una descripcion:

La idea es usar un ntcleo reproductor. Dado un espacio de Hilbert (H,( ,)) cuyos ele-
mentos sean funciones f
f

a 5 R (2.30)
una funcién
K
R — H (2.31)

(se abrevia K (s)(t) como K (t,s)) se dice nticleo reproductor si para toda f € H

(£, K@) = f(t). (2.32)

La teoria de espacios de Hilbert con ntcleo reproductor tiene una tradicién que se remonta
al menos a los aflos 60, véase [13] y [64].

El problema de aproximacién consiste encontrar la funcién f que se aproxime mejor a la
f anterior en los valores t, para tiempos t, dados {t1,...,tx} C N € N. Los elementos de H
pueden visualizarse como vectores de N elementos:

fo=:2f (t,,), (233)
sujeto a
<f7K(t)> = f, (2.34)

En la préactica suelen descartarse ciertos elementos, por el ruido, asi que se trabaja mas bien
con ciertos datos ¢, con v € [1, M] C N.
En [13] se dice que f debe ser de la forma

M

f(s)=>"a" K (,s) (2.35)

v=1

para ciertos valores t,, conocidos como centros del niicleo. El problema puede verse en forma
matricial, definiendo una matriz

. ~ peL,N]
A= (K (ft) ] e (2.36)
y un vector
= [a*] M (2.37)
la, constriccién se vuelve B
f(s) = Aa, (2.38)

problema que se puede resolver tomando una inversa generalizada de la matriz A (por
ejemplo de Moore-Penrose, véase [10] y [92]:

a=A"1f(s). (2.39)
En [13] se toma el nicleo

_sen((n+3)-u-(s—1))
K(st) = sen (% - (s —1t)) ’

donde u es un parametro de dilataciéon y n es el ndmero armdnico. Esta eleccion se debe
a que por el teorema de la recoleccion de datos de Shannon, que dice que una funcién de
banda limitada puede reconstruirse desde los datos de muestras suficientemente cercanas y
por la periodicidad de los datos.

(2.40)
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2.3. De horas de sol

2.3.1. De Anway, Brittain, Hunt, Innis, Parton, Rodell y Sauer [6]

El modelo sinusoidal de [6] consiste en un seno escalado més una constante, véase [48|:

t—tk
T(t) =: T¥, + AT" . 27+ T 2.41
(0= Th + AT sen (27 5t (2.41)
donde t¥_es la hora de la méxima temperatura; Y*, el nimero de horas de sol; t* la hora

del amanecer; t*, la del atardecer; t&, el tiempo medio, y h es un dngulo hora, exactamente
una vigésima cuarta parte del dia, equivalente a 15° (dngulos hora).

El modelo original esta planteado en términos de las horas transcurridas desde el ama-
necer N* =t — t*. Se asume que la hora de maximo calor es dos horas después del tiempo
Yk gk . YR44a
5, es decir ty, = F5.

La curva se ajusta a los valores de cada dia, no coincide con los valores ni del dia anterior,
ni del dia siguiente: en la noche la temperatura sube y tiene un brinco al comenzar el dia
siguiente.

Este modelo tiene datos inadmisibles para nuestro problema, requiere de conocer los
tiempos de los maximos y minimos.

Figura 2.5: Modelo sinusoidal de J. C. Anway et al.

Observacién:
En [75] se usa el modelo de [6], pero se ajusta estadisticamente.

2.3.2. De de Wit [97]

En el libro [97] se da una descripcién algoritmica y cualitativa ademds de un programa
de la evolucién de la temperatura, pero no se da una férmula explicita. Asi pues presenta
programas en FORTRAN, en los cuales se siguen los pasos descritos. Es también un modelo
sinusoidal, porque expresa la temperatura en términos de sumas de cosenos y una constante.
Sean usan las variables auxiliares: Se hace la suposicién de que la temperatura maxima se
alcanza en las 14:00 horas y la minima en el amanecer, razén por la cual se divide el dia
entre el amanecer y las 14:00 horas, y entre las 14:00 horas y el amanecer del siguiente dia,
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de modo que si t € [tF,24 - (k — 1) 4 14) entonces

K ATFE 7 (t—tF)
T '608(24-(1@—1)“4—7:5)’ (242)

site[24-(k—1)+14,tF"), entonces

Tt)=T

(2.43)

; k+1 k+1

(1) = Tk + Tt N Tk . — T » (7r. (t—24-(k—1)— 14))

2 2 K24 (k—1)—14

Note que la curva de la temperatura crece hasta alcanzar su maximo a las dos de a tarde (las

14:00 horas). La funcién ha sido construida para ser continua en los puntos de transicién.
Calculemos los limites laterales de la curva en los tiempos tF = t£. y:

lim T(t) = Tr’fﬁn
t—th
t<tk
—k
lim T(t) = T - AT
tostt 2 (2.44)
t>tk
_ Tr’f]ax+TrIrcnin7T:1ax+Tn1ink
= 2
&
= Tmin
koo
ypara tmax'
lim T(t) = T,
t—th
t<tk
7" 4 ATt (2.45)
_ Th T eTE T
- 2
= Tax
. _ mF AT
i;tkl‘mx (2.46)
>tk _ Tk

max

Las derivadas también son continuas, porque los limites laterales en ambos puntos valen
cero:

d-T(tF) =0 (2.47)
dtT(tF) =0 (2.48)
d-T(k, . )=0 (2.49)
drrk . ) =0. (2.50)

Como la funcién es continuamente diferenciable para los demads tiempos, lo es siempre. O sea

que existe siempre %(t) y es una funcién continua. Diferenciando lateralmente de nuevo:

- dar k+1 Trll?lax B TI’;in ™ ?
d E(tr ) = 9 ’ tlﬁ—’_l . tfnax (251)
dr AT m
+ 77 (4R — .
At (1) = — (tr’%ax — t7,f> (2.52)
_dT AT* T 2
&G ) =55 (=) (2:53)
T Tk, — T ?
d+7(tk ) _ _ Tmax min 0 ) (254)
dp \max 2 t7]f+1 _ tﬁlax
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Podemos concluir que 7" es dos veces continuamente diferenciable en t* si y sélo si

Tlc _ Tk Tlc—l _ Tk

max min __ - max min (255)

2 172
(ticnax - t?) (tl;: - ticna)lc)

yen tk siy solosi
Tk _ Tk Tk Tk'+1

max min max min (256)

2 2"
(tll?nax - tﬁ) (t:?—‘rl - tfnax)

Condiciones que generalmente no se cumplen.

Modelo de de Wit

24 =
/ X

22 / X

/
2 %

r" \\
18 / \
/ \
16 X
14
\\
12 e
10
5 10 15 20 25 30

Figura 2.6: Curva asociada al modelo de de Wit. Se ha sefialado el valor de la temperatura
en tk

max*

2.4. Del periodo de la noche

2.4.1. De Johnson y Fitzpatrick [48]

Johnson y Fitzpatrick combinaron dos modelos, aunque ambos fueron pensados inicial-
mente para modelar la temperatura durante las horas de sol, el de Walter se usa entre el
momento de maxima temperatura, que se asume que ocurre a las 18 horas, y el de minima
temperatura, que se asume que ocurre a las 4.48 horas; estos valores fueron tomados del
modelo de Walter.

Para las horas del dia t € [tk tk), t en el tiempo local aparente, se usa el modelo sinusoidal

de Anway, es decir que se usa la expresién:
2m - (t —tF)
T(t) =: Tk, + ATF. — T 2.57
() m1n+ Sen<2'(Yk+4)>7 ( )

Johnson y Fitzpatrick hacen uso de la misma curva unitaria 7,, que Walter, ecuacién

—k
2.18[), cambiando la constante T]’\} del promedio integral por la media aritmética T, t €
th )

T

T(t) = T" + AT(Ty(t + a* () + p* (1)), (2.58)

con los mismos coeficientes, véase [91] (el término T%, es interpretado como la media

aritmética, es decir T ) de una funcién auxiliar a* que es la recta que conecta los siguientes
puntos (lado izquierdo) en sendos valores (lado derecho):

a®(th) = 4.48 — tF (2.59)
at(th) =18 — t*, (2.60)

ak (£F+1) = ok (¢k
af(t) =: (t;,ﬁz — (t:) (t—th) +ak (¢F). (2.61)

S
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En [48] se dice que en el modelo de Walter, [91] los valores méximo y minimo son alcanzados
a las 4.48 y 18 horas, la funcién de la recta a* es que esos valores sean alcanzados en el
amanecer y el atardecer.

También hacen uso de una funcién “de fijado™: p”(t). Esta funcién se usa también para
interpolar, se usard para modificar la funcién de Walter, para que en los puntos t¥ y tk+1
im T(t)y lim  T(¢).
tome sendos valores ¢—¢* skt
t<tk t>thtl
Esta dada por:
. =k
lim T(@)-T

t—th

pk (tlsc) _ Sty

N ~ T, (18) (2.62)

Tk, + AT* - sen (2W'<t§_t§)> -7
= T

2-(Yk+4)
ATE - T, (18) (2.63)
Tk, T o - (¢ — )
—_mn -~ NS ) T, (18 2.64
ATk +Sen(2,(yk+4) (18) (2.64)
1 2m - (tF —tF)
lim  T(t)-T"
[
PP (i) =2 _ T, (4.48) (2.66)
" ATk
k+1 () Tk
T+ ATE+L . gen (WM s .
= . ST(448)  (267)
T}Cfl _ el
k(+k+1 k(i
k PR =Pt () k k [k
p (t) = tlﬁ-‘rl ik : (t - ts) +p (ts) . (2'69)

La funcién de la funcién p* es que la curva resultante sea continua, es decir que p*(t)
interpola.

Luego para t € [24k + 18,24(k 4 1) 4 4.48] (hora local aparente) la temperatura esta
dada por la relacion:

T() =:T" + R [Tu(t + ab(t)) + p" ()] (2.70)
3 X
=T" + AT* - Z ap, - sen (27mt+;f(t) + En) +pk(t)] . (2.71)
n=1

(en [48] se usan los valores €1 = 23°28 = 4.0602176 radianes, e2 = 55°21" = 0.9660397
radianes y €3 = 73°19" = 1.2796172299 radianes).
Observaciones:

1. El modelo en [48] estd pensado de manera que no se calibre dia con dia, es decir que
estd pensado en que la temperatura sigue un ciclo de 24 horas. En el presente texto
eso ha sido corregido.

2. Una consecuencia del punto anterior es que el modelo no estd pensado para ser conti-
nuamente diferenciable en las horas en que comienza el modelo t¥ = 4.48 h y termina
t¥ = 18 h. No obstante dada la cantidad de pardmeteros (ai, as y as) si se podria
ajustar para ser continuamente diferenciable.
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25 Modelo de Johnson y Fitzpatrick

Figura 2.7: Curva del modelo de Johnson y Fitzpatrick. Senalados los puntos de amanecer
y atardecer

3. Para adaptarse a una zona distinta tendrian que cambiarse las horas en las que se
toma el Anway y se cambia al modelo de Walter.

4. Para calibrarse el modelo requiere de varias mediciones de la temperatura a lo largo
del dia. Lo que lo vuelve inadmisible.

2.4.2. De Parton y Logan [65]

Asf como el modelo de Johnson y Fitzpatrick, Parton y Logan [65] modelan la temperatu-
ra de las horas de sol usando una funcién trigonométrica, pero a diferencia de ellos modelan
la temperatura de las horas sin luz solar usando una exponencial. Es el primer modelo que
combina una exponencial con una suma de funciones trigonométricas, usa tres parametros:

1. a” es el coeficiente de retraso de la temperatura méaxima del dfa k.

2. b* es el coeficiente de temperatura de la noche del dfa k.

3. c¥ es el coeficiente de retraso de la temperatura minima del dia k.

Estos parametros se exploran més adelante.

el modelo esta dado por las ecuaciones:

Para t € [th;,, t¥]

min»

k
k k 7 (t = tnin)
T(t) = Ty + AT" - sen (ykJr;;Z ) (2.72)
y para t € [t’;,tﬁ’nl]
bk t—t’;)
T(t) = Trlﬁlin + (Tsk - Tr]‘::lin) e zk ) (273)
ademas tk . = tF+c ¥ se toma como un valor pequefio, de modo que t*, vtk coinciden.

Para que la funcion sea continua hay que hacer que los limites derecho e izquierdo coincidan:

—bk (thrl tk)

min s

m  T(t) =Thy + (T8 = Thy) e” 28
t— (tfnfr})
k+1
=T
= lim T()
t (eh50) "
B CEO W e
e z = =
Tk —Tk
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bk _ Zk IOg <Tr]flj;11 Trfnn)

k k
thfnl - t]; Tk Tmln

k k k+1 k
t +1 tS . log Tmln Tl‘ﬂln

k k ’
Tk TE =T

b* esta bien definido si y sélo si TFF1 — Tk > 0, condicién que a menudo no se cumple.

min min

k k
ts mln =Y" - C
= Yk tk + tfnln
k k
- tmm - tr .

(significado de c*).

Por otro lado el seno alcanza el valor maximo 7%, = T(tk ), ent = tF__ es decir
k k
cuando sen (W) =1, lo cual ocurre si y sélo si
k k
(tmax tmln) _ z
Yk + 2ak 2’
VF + 2aF
k k
tmax tmln + T
r k

=thn + th’“ +a”

(significado de a*).
R T R
max 5 min D) 5

:tf+ck+#+ak—w

= c* + d¥, luego

th o = tk;tk +cF +a*
=tk 44 ab,

asi que la maxima se alcanza cF 4+ a* después del medio dia. Para que realmente sea después
del medio dia, es necesario que c* + a* < 0.

Analicemos el argumento del seno: se estd modelando la temperatura con una funcién
seno aproximadamente una cuarta parte de su periodo, para que la funcién seno sea una
expresién positiva tiene que cumplirse la condicién anterior de c® + a* < 0, asi

k_ 4k kE_ 4k _ .k
—thy, _ th—th—c
Yk +2aF  th —tk 4 2aF

cF + aF

=1- 7?5]; —t’;+2a’“’ luego

ck + 2a*
Yk + 2ak

(W(tk tfmn)>
sen | ————=+ | >0, luego

< 1, luego

Yk + 2ak
TF > Tk

min*
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Modelo de Parton y Logan
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Figura 2.8: Curva asociada al modelo de Parton y Logan. Encerrado en circulos estan los
puntos en los que cambia de exponencial a sinusoidal o viceversa

Anélogamente para cf + a¥ > 0 se obtiene TF > T*. . De modo que en el periodo [t’;, tfnfnl]
para b* positiva el modelo es creciente, en lugar de decreciente, contrario a las hipdtesis
originales.

Observaciones:
k .
min

c* a tF y t*. La ecuacién depende de

= El modelo requiere las temperaturas maxima y minima, pero los valores tX_ vyt
se obtienen sumando y restandole los valores a®
los valores de t* y de t*.

Tk+1

= El modelo presupone que TF; < min » lo que no a menudo no sucede.

» Notemos que si T, > TF y b¥ < 0 en la noche subiria la temperatura.

min

Tﬁ;l no puede estar por debajo de T¥, | pues la exponencial (cuando su argumento

es negativo) tiene como asintota a TF, .
] Trlflﬂll debe estar entre T%. 'y T* para que la funcién esté bien definida y en la noche
se muestre decaimiento.

= Puede usarse este modelo sin que muestre decaimiento, pero hay que tomar Tr’fl?;ll
k+1
T

yor que TF. para que sea una funcién continua. No obstante si se toma una
ligeramente menor, dado que la exponencial decae rapidamente la funcién es disconti-
nua, pero la discontinuidad es pequena.

= En [21] se usa este método, pero se ajusta estadisticamente. Naturalmente el resultado
mejora, debido al ajuste, sin embargo contrario a la idea original del método se requiere
de la temperatura de cada hora. Con el pasar de los afos ha sido usado en varios
articulos, por ejemplo en [69].

2.4.3. De Kimball y Bellamy [52]

El modelo de Parton y Logan es un modelo mixto que busca reflejar el decaimiento de
la temperatura en las horas en las que ya no hay luz solar, no obstante, como se aclaré
en la seccién inmediata anterior, el modelo de Parton y Logan tiene ciertos inconvenientes.
El modelo [52] de Kimball y Bellamy es una versién del modelo de Parton y Logan que
busca mediante la introduccién de nuevos parametros mostrar un modelo més realista de
la temperatura. Por ejemplo el modelo de Parton y Logan puede ser discontinuo en ¢, si
Tk > TEH en [52] se introduce una constante d* para evitarlo.

min min
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th . v tr . estdn dadas por las mismas expresiones que en el modelo de Parton y Logan,
165].

Para t € [t’fnm, S]
k. m (t trkmn)
T(0) = Thiy + AT -sen (T i) (2.74)
Para t € [th, t511]
—bk-(t—tfg)
T(t) = ( min dk) ( (Tr]fun - dk)) ce Zhet . (275)

La expresién de Kimball y Bellamy tienen los mismos tres parametros (a®, v* y c*) que el
modelo original de Parton y Logan. d*, t¥ y TF =: T'(t¥) no son pardmetros, sino variables
auxiliares; la variable auxiliar d* es la modificacién que realizaron Kimball y Bellamy del
modelo de [65], modificacién que fue realizada a modo de garantizar la continuidad de la
expresion en tmfnl

Veamos cual es el valor que debe adoptar la variable auxiliar d*, tomando limites laterales
se obtienen las siguientes expresiones en t:

—bkv(tf—t’;)

lim T(t) =Tk, —d"+ (TF - Tk, +d¥) e 757
t—(th)*
=T
y
lim T(t) = + AT sen( ttﬁ““)
t—(th)~ Tin YF + 2aF
comparando:
Th = + AT - sen ( ttﬁ”‘) (2.76)
s m1n Yk + 9

Tomando los limites laterales en t*1!:

min *

bt gkt . Bl _ gkt
, 4 i
lim T@)=T.""+ (ijx Tmm) -sen | - 7}/&: m 22&11 )

GO
k+1
Tmln
y
U )
lim -~ T(t) = mln dk ( mln + dk) ZR ek
t— (fﬁjl})
bk-(t§+1—t’;+ck)
= Tr]‘fun - dk ( mln + dk) tﬁ+17t§+0k

= Tllfqin - dk + (Tk mln + dk) o

En el articulo [52] Kimball y Bellamy no usan Z*, sino 24 — Y*, no obstante para que
las expresiones sean consistentes se hizo la correcién 24 — Y* — ZF.

K+l _ i bE k k Yk —ck
Tmln nnn —d"+e” d”+AT" -sen ( - m s (277)
agrupando:
: Yk - ,
Trl‘flj;ll Tr]rcnn — eibk . ATk - Sen <7T . Yrk—i—QZk) = dk . (eibk — 1) B (278)
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dividiendo
k+1 k —b* k. o Yk _ck
. Tt —Thm —e -AT?" . sen (71' YR IoaF
dF = _ . (2.79)
—b
(e =1)
La expresion que describe la temperatura en las horas de sol puede expresarse equiva-
lentemente en términos de un coseno:

T(t) = TE, +AT" - cos = - B (2.80)
m 2 tﬁlax - tﬁlin ’ .

esta expresién en términos de coseno permite verificar con mayor facilidad que los valores
méximo y minimo se alcancen en t¥. y t&

max*
Kimball y Bellamy a partir de ciertas relaciones le asignan valores fijos a los parametros

introduciendo un prametro nuevo o,

Kimball y Bellamy ahora proceden a reducir en uno el nimero de parametros, expresando

a® en términos de cF:

th 4tk
Fraf=k-14+12- ;r s
th 3tk
=k—-1+12--2 - T
+ 4 4
luego
th + 3tk
ak:k’—l—I—lQ—%—ck, (2.81)
ahora Kimball y Bellamy toman ¢* =: o - Y*, por razones empiricas se toma o = 0.06
para Phoenix, E.U.A., de este modo
aF =k —1+12—aF . (tF k) (2.82)
1 3
:k—1+12—(4+ak)-tf—<4—ak)-t’j, (2.83)
luego
Yk~
t’;:k-1+12+7 o yk
1
=k—1+12+ (2—04’“) - (th - by,
k _ 4k
k _ (kY _ ok k k Tty —thax
Ts =T (ts) - Tmin + (Tmax - Tmin) - COS <2 ! trknmc_tﬁml) )
entonces
th _ 4k YTk _ak.Yyk
tkmax_tfnin B (k_1)+12_t$+%—akyk
_ (—of) Y*
(k- 1) 12—tk 4 X k. yk
] (1= 7"
4 (k—1412—th)+(1—4-ak)- Yk
Sid-(k—1+12—tF) =2-Y" entonces
k gk 1—aok) . vk
tﬁlax_tmin 2+174Yk
1—4-aF
= 2.85
3—4-ak (2.85)
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por otro lado

2 (k—1+12—¢F) =th — ¢
=2 k—1+24=1tF—¢F
th gk

k—1412=
= - 5

2.4.4. De Linvill |53]

/ \

0 5 10 15 20 25

Figura 2.9: Gréfica del modelo de Linvill. Sefialados estdn los puntos t* y ¥

Fisicamente el planeta tierra atraviesa por un periodo de tiempo en el que la superficie se
calienta, pero después la temperatura decrece. Normalmente para modelar la temperatura
se usa un modelo sinusoidal, para que el modelo sinusoidal refleje que las temperaturas
maxima y minima no se alcanzan exactamente en los momentos de amanecer y atardecer, el
argumento de la funcién sinusoidal es una diferencia t — ¢ dividido por £, —t*. = todo
multiplicado por 7.

En [53] se usa la siguiente expresién para modelar la temperatura desde el amanecer hasta
un cierto momento, en el que comienza el periodo de descenso de la temperatura, t € [tk tk] :

7S

_ mk k m-(t— tf)
T(t) =Tk, + AT* - sen (W (2.86)

Se asume que la temperatura minima se alcanza al amanecer: tk = t*.

Para modelar el periodo de enfriamiento (¢ € (t¥,¢51)) Linvill cambia a la siguiente
expresion logaritmica:

Tk _ k—.&-l .
— s _omin o og (t—th 4+ 1), 2.87
log(tF T —tk+1)  ° (t=t+1) (2.87)

T(t) =:TF

S

donde t¥ — t*+1 representa las horas de la noche (del atardecer del dia k al amanecer del dia
k + 1) y la constante T es la temperatura alcanzada en el momento t%.

TF = lm T(t) (2.88)
= (t5) "
7w (th — k)
=(TF  —TF ) sen| ——= " | 4Tk 2.89
( max mln) ben <2 . (t,f:n _tﬁ +2) + min ( )

La funcién T es por construccién continua, pero en los momentos del amanecer y el
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atardecer la derivada no es continua, pues las derivadas laterales son:

ATy =Tk —71F V. ([—— T ) <o 2.90
( S) ( max I]’lll’l) 2 . (tfn _ t"’f + 2) < b] ( )
Tk — Tk dlog
dTT(F) = s min ( t—tk+1> t =t 2.91
(t5) log (47T — ¢k + 1) 7 (t—ts+1)) ( ) (2.91)
_log(’ﬁ“—t’Hl) th—th+1 '
S —
- (Tr]rclax - Trlﬁin) - sen (%) - TI]‘f'lj;ll - TIITCIiIl

_ <0, 2.3
log (tf+1 —th+ 1) (2:93)

es decir que d*T (t’,f) ,d—T (t’,?) < 0, pero viendo las expresiones puede verse que en general
no coinciden sus los valores. Similarmente en el amanecer: d™7T (tF) > 0y d=T (t¥) < 0.

En el amanecer la derivada lateral por la izquierda
drT(th) =1,

que es el valor maximo de la derivada. Es decir que la pendiente después del amanecer
decrece.

2.4.5. De Tejeda Martinez [85]

En [85] se propone un modelo de temperatura para modelar la temperatura media men-
sual y se combina con el modelo de 97|, para obtener la evolucién de la temperatura a
lo largo del tiempo. Para modelar un aumento rapido y descenso lento de temperatura se
partié de la funcién auxiliar:

y(t) =a-t’-e. (2.94)

La temperatura promedio mensual se obtiene con la ecuacién, ¢ € [1, 12]:
T(t) = Toin + AT - y(2). (2.95)
(AT se calcula como el promedio de maxima y minima mensual).

En [85] se asumié que el tiempo de la temperatura minima se alcanza en el amanecer.
Las constantes a, b y ¢ se calibran estadisticamente.

Observacion: Es un método pensado para modelar temperaturas mensuales, asi como
el de [32]. Puede combinarse con cualquier otro método, ajustando las constantes a, by ¢
puede aproximarse temperaturas minimas, maximas o promedio mensuales.

2.4.6. De Cesaraccio, Spano, Duce y Snyder [20]

En [20] se propone un modelo empirico con la meta de ajustar las temperaturas du-
rante el dia (horas de sol). El procedimiento fue el siguiente: se tomaron los datos de las
temperaturas (datos tomados cada hora) de cinco estaciones climatolégicas automatizadas
de SIMS, Sistema de Manejo de Informacién de Riego de California, en inglés: “California
Irrigation Management Information System”. Las estaciones se eligieron para que reflejaran
los diferentes climas de California: zona costeras, desértica y montanosa. Para calibrar el
modelo se usaron los datos de los afios 1993, 1994 y 1995 y los datos de los afios entre 1996
y 1999 se usaron para probar el modelo.

El modelo es comparado con los modelos de De Wit [97], Parton y Logan [65] y el de
Wilkerson [96]. Se calcularon las regresiones entre los valores esperados y obtenidos de tem-
peratura, asi como los coeficientes de determinacién. Se calculd la desviacién estandar y la
desviacion estdndar absoluta con ambos datos se estimé la consistencia de los modelos con
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los datos de temperatura del aire cada dia.
Para el modelo se dividi6 el dia en tres segmentos:

Para t € (. th..]

min’ “max

T(t) = Tk, + (ATF) - sen (g : (M)) . (2.96)

max T

Para t € (tk th

max>? s)

T(t) = TF + (TE,. — TF) - cos (;T : (tjff”)) . (2.97)

Para t € [th, tit!]

S? “min

Tk+1 Tlc
T(t) = TF 4 | —min_—== | ./t —tk. (2.98)

tk—i—l tk

min S

Las variables de entrada del modelo son: TX_ vy TF. (en el modelo se asume que T% = Tk,
y que tF_ sucede dos horas después del atardecer). Se calcula la temperatura Tf“ en el

amanecer del dia siguiente con la expresion:

TF =Tk, —c (Tk.—TF), (2.99)
donde c es una variable estimada empiricamente en 0.39. El modelo depende de las variables

de entrada TF, , Tk, vy T

max? min
i K ki1 Tpia —Ts '
Suponiendo T > Ty, y | —M2—=| < 0, entonces la temperatura comienza desde
Unin _tk
Tk, = T(th,)) v aumenta sinusoidalmente hasta alcanzar el valor Tp = = T (t% —4).

Posteriormente la temperatura desciende hasta alcanzar la temperatura en el atardecer

T (TS””) = t* mediante un coseno. En el tercer periodo la temperatura desciende hasta la
Tk+1

minima 7, del dia siguiente por medio de la raiz cuadrada.

La funcién esté definida de modo que es continua, sin embargo tiene un punto donde no
es diferenciable:

dtT (t5) = o0 (2.100)

En [20] muestran que el modelo que proponen es mejor para el estado de California,
Estados unidos.

2.4.7. De Schidlich, Gottsche y Olesen [78|
2.4.7.1. De Schidlich, Gottsche y Olesen

Para t € [tff, th ) se usa la ecuacién:
T(t) = T* + AT* - cos (Yk (t—th )) (2.101)
La constante Y* es la duracién del k-ésimo dia. Se aproxima mediante la ecuacién:
2
Yk = 5 arccos (—tan(¢) - tan(d)), (2.102)

¢ es la latitud (del observador) y 4 es la declinacién solar relacionada con el dngulo dia solar

§ = 23.45 - sen <2365 (284 + DOY)) (2.103)
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Modelo de Cesaraccio
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Figura 2.10: Curva del modelo de Cesaraccio. Han sido senalados los puntos donde cambia
la curva de raiz cuadrada a seno, luego a coseno y finalmente de nuevo a raiz cuadrada

Nétese que el argumento es el angulo M dia solar desfasado 284 dias (en la expresién origi-
nal, [34], la expresién estd en grados).

s)°r

Para t € [tk t’“‘l] se usa la ecuacion:

k
t—tg

T(t) =Tk, + [ATk - cos (% (th - tfn))] e (2.104)

El parametro x depende del dia. Para el segundo segmento del dia se multiplica por
una exponencial que vale 1 para el tiempo ¢ = t¥, de modo que en ese punto la funcién
T siempre es continua. En [78] se propone el modelo pensando en que este pardmetro sea
ajustado estadisticamente. Sin embargo si se quiere garantizar la continuidad de la funcién
en el tiempo ¢ = t*, tomando limites laterales

. Vs
dim T(t) =T+ AT cos (W) . (2.105)
t§t§‘+1
th ¢k
lim T(t) =T, + [AT’“-cos (% (th —t,’;)ﬂ et (2.106)
e
despejando:
tk _ tk+1
K= r % (2.107)

log Pl — Tt + AT Lcos (e (17 —1) )\
08 ( AT’“'COS(W‘(tf—tk )) >

™
Y m

Asi la funcién es continua en todo su dominio, desafortunadamente en general, las de-
rivadas no. En [78] se toma una exponencial con argumento negativo, para que refleje el
decaimiento de la temperatura, sin embargo la expresiéon anterior puede no ser negativa.

2.4.7.2. Modificacién de Gholamnia, Alavipanah , Boloorani, Hamzeh y Kiavarz
[34]

En [34] se busca un modelo de temperatura del aire, la llaman DTC, en inglés diurnal
temperature cycle,que pueda funcionar con datos obtenidos via remota usando datos obte-
nidos satelitalmente. El modelo propuesto es una modificacién del modelo de [65] y [78].
Para este modelo se usan los datos de LST, en inglés land surface temperature (no confundir

con el tiempo estandar local, véase seccién |1.3.2.4.3)).
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En [34] se modificé el modelo anterior ligeramente, se le afiadié un paramétro experi-
mental que fue ajustado individualmente para cada estacién de temperatura:

Para t € [tff, th ) se usa la ecuacién:

T(t) =Tk —|—ATk~cos< i

in (t—t 2.108
Tt t) (2,108
donde wg;, es una constante asociada al aire, da la amplitud del semiperiodo del coseno,

estd dada por la expresién:
Wair = Y* 42 8. (2.109)

[ es una constante que es usada para adaptar el periodo del coseno a las variaciones de
temperatura del aire.

Andlogamente se modifica la ecuacién para t € [th, thF1):

T(t)=TF + {AT’C - cos ( T
Wair

(ts — tm)ﬂ e R (2.110)

Observaciones:

1. Se us6 el método de minimizaciéon de Levenberg-Marquardt para estimar los parame-
tros libres.

2. Para la elaboracién del modelo, la estimacion de la temperatura del aire DTC, se us6 la
informacién de LST con aquellos dias en los que el cielo fue reportado como despejado,
en una distribuciéon temporal homogénea.

3. En [34] el pardmetro § se estima para cada estacién de temperatura (es decir que es
un parametro local). Se considera un pardmetro experimental.

4. En [34] se dice que el error es aceptable.

5. Es un modelo pensado no solamente para una region de un pais, sino para toda la
nacién de Irén.

2.4.8. De Bergh, Wyk, Wyk y Udahemuka [13]

Las mediciones saltelitales pueden usarse para estimar la temperatura tanto en la super-
ficie terrestre como en el aire. Sin embargo las mediciones son interrumpidas por la presencia
de nubes. En [13] se trata de resolver ese problema interpolando. Para ello se presentan dos
modelos de temperatura. A continuacién el modelo mixto:

T(t) =Ty +TF - cos (5’@ - (t—t,’;)) site[th1 k), (2.111)
1
T(t) =To +TF - cos (55 (t- tfn)> . osite [t th) (2.112)
t—tk
T(t) =To + TF - cos (Jg : (t—tf,L)) cem o site [t (2.113)

La funcién T*(t) estd definida de modo que es continuamente diferenciable por trozos. En
t = t,, ambos cosenos valen uno, asi que la funcién es continua. Més aun

AT (th) = Mmoo () = ~TE Tsen (- (th — k)
1 1
i, (2.114)
t<tk

= m

=0
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aET(th) = Mmoo () = —T, - sen (- (th, — th,))
2

w§
t—ty, (2.115)

t>tk
= O’

sin importar los valores wf y wh que se elijan la funcién es continuamente diferenciable en ¢¥, .
: _ 4k
En el tiempo t = ¢

AT (t5) = lim %(t)z—Tf~ﬁ~sen(J—k-(t’;—tfn))
2 2

it (2.116)
t<tk
y
th ¢k
d*T(t) = lim ‘fg(t)Tg.Lﬂ.sen(;é (th = k) e
k
i;f;; (2.117)
k_ ¢k
#1cos (- (th— 1)) }
Noétese que
d*T(t):d*Tk(t)fT—f-cos Ttk k) (2.118)
K wh Nl '

Sin importar el valor de x en los nimeros reales la funcién T'(¢) no es continuamente dife-
renciable en el tiempo t = t¥.

En t = t* tomando los limites laterales
k k1 4k Al
lim  T(t) =To + T, - cos (wlé (R — tm)> e TR,
t—thtt
t<thtt
lim T(0) = To 4 TEH - cos (e (15— 1511)).
t—sth Tl !
t>thtt

(2.119)

(2.120)

despejando el valor de k
) T+ TE - cos (3 - e+ — b))

thtl ¢k TEF 4 T . cos (w;rﬂ (- tf:nJrl))
1

El término exponencial fue introducido para modelar el decaimiento de la temperatura en
la noche, para lo cual x debe ser un niimero positivo, pero eso ocurre si y sélo si

TF +TF - cos (wlg (T — tfn))

k1 ket k1 _ k1
Tyt + 10t -cos(g},ﬁﬁrl (T =t ))
1

<1 (2.122)

e Y
STy +TF - cos (k (T~ tfn)) < TEtt 4+ TH . cos ( (et - t’?,fl)> :

Wy wf"—l
(2.123)
dependiendo de los valores empleados esto puede o no cumplirse.
Tomando las derivadas laterales
k+1 dT k i k+1 _ 4k

d-T () = lim  L@)=-TF e 7. [wlg - sen (J—g (- tm))

t—thtl

t;i‘:r“ (2.124)

+1 . cos (7 (Rt - tfn))] .
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AT () = dim () = ~TE e sen (S (BT - 1))
st ! ! (2.125)
tzt’,fr“

El valor de wh se puede calcular usando el teorema de la funcién implicita.

La modificacién de este modelo es la divisién del dia, anadiendo una nueva constante
wk para que la funcién se ajuste mejor a los diferentes valores de temperatura del dia, pero
para ello se requeriria de una mayor cantidad de valores de temperatura a lo largo del dia
(no bastan solamente los valores maximo y minimo). Sin embargo también es posible usar
ese valor para que la funcién se ajuste mejor en el mediodia del siguiente dia 5.

Observaciones:

1. No importa cémo se elija un ntimero real  la funcién no es continuamente diferenciable
en el atardecer.

2. Contrario al objetivo original de [13] puede ajustarse para ser continua y continuamente
diferenciable en todo punto, salvo en el amanecer. Si se sigue el enfoque originalmente
propuesto la funcién es discontinua tanto en el amanecer como en el atardecer.

3. No es sencillo determinar analiticamente el valor que w§ debe tener para garantizar la
continuidad y la diferencibilidad en el amanecer.

4. Dada la particién del dia puede la eleccion TF = AT* no ser adecuada, asi que T*
en principio es un parametro que también tiene que ajustarse, asi como el término Ty,
que no es claro si debe tomarse igual a T*. o ajustarse tomando otro valor.

min

2.5. Del comportamiento asintético del decaimiento de
la temperatura en la noche

2.5.1. De Gottsche y Olesen (2001) [37]

El articulo [37] aborda el problema de cémo mejorar la medicién de la temperatura usan-
do satélites. Para ellos se explica la accién y efecto de las nubes y otros factores fisicos, pero
también se plantea un modelo de temperatura.

El modelo, véase [37], estd pensado para mejor la recoleccién de datos satélitales de
temperatura. El término sinusoidal fue elegido con base en la ecuacién de difusion térmica.
El término exponencial se tomd, porque es comun en fenémenos de decaimiento, como en
la ley de enfriamiento de Newton. Es de naturaleza empirica. Las variables de entrada son:
t# la temperatura en la que comienza el decaimiento de la temperatura; t* _ tiempo en el
que ocurre la temperatura maxima, y T%, vy TF. . sendas temperaturas méxima y minima.
TF. es la minima temperatura registrada en la mafnana (se asume que es en un momento

cercano al amanecer).

El término T¥ se define como la hora a la que la temperatura empieza a decaer expo-
nencialmente. Y el término d7" se define usando una expresién que daremos més adelante.
Se divide el dia en dos partes: Para t € [tf, t’;):

m
Para t € [th, tF1):
t—tk
T(t) = (Tr]flin + 5T) + |:ATk " CO8 (tk — tk ’ (t]: - tfnax)) - 5T:| e (2127)
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donde la constante 67" se toma de forma que la funcién T'(t) sea continua en tF*!. Asi-

mismo « se toma de modo que la funcién sea continua en t = t¥.
El modelo es por construccién una funcién continuamente diferenciable en [tF, tF1).
Igualando las derivadas laterales de T (véase ([2.126]) y (2.127):
7 AT*
d-T (t* =—-sen( th— gk )
) =g e g (e~ )
k _ 4k
_ (m cos (tk - (1 tmax)) 6T) (ki)
O () = " | e ad
K
comparando:
T (Tr]:lax — Tllflin) ( (tk tk )> - (t’:fﬁ; - COS (t’;it}; . (t§ — tﬁ]ax)) - (5T>
- - sen (S — = ' .
th —tk th—tk Ve max K
Despejando «:
s s k k k k
(k_k -Cos( R (A ))—5T)-(t —th)
PN t: 1P me M (2.128)
TATE - sen (5 - (15 — tha)
A { < b ko uk ) oT < ™ ko uk ﬂ
=" lcot =tk ) ) = ———— - cesc =t )]
z g ) ) =g e e ()
(2.129)

Ahora calculemos el valor de §7. Comparando ambos limites laterales en ¢5+1:

, k k ™ k 4k St
lim T(t) :Tmin + AT” - cos tk _ ik ! (tr - tmax) e "
t—th Tl ® "
<kt
t—tk
+0T |1+e 7=
, k K m k k
m  T(t) =T} + AT - cos (t’“*l—’“*l (- tmt)lc))
t—tht? ® "
tZté‘*’l

igualando y despejando d7T":
phtl gkl
[Tf"‘l + ATkt . cos (W7t§+1_tg]j)l(> - Tk,
dhtl gk (2.130)

0T =
ik -
(et

k th_¢k _
—AT" - cos <7r- Tt,ii‘;g") e

Usando [2.129] y [2.130] se obtiene un sistema de ecuaciones que determina el valor de x y de
0T que vuelven a la funcién continua en todo punto y diferenciable en todo momento, salvo
en th*1 El sistema de ecuaciones no es facilmente soluble.

Observaciones:

1. Asi como en [78] se usé el método de minimizacién de Levenberg-Marquardt para

estimar los parametros libres.
(2.131)

2. En [37] se dice que
OT =Tk — lim T(t)

min t—+ oo
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(T'(t) dada por la segunda expresion), pero también dice, como se aclaro antes, §T es
una constante que se ajusta de modo que la funcién T' sea continua en tF*1,

0T > 0 asegura que el valor de T'(t) se mantenga por encima del minimo, es decir que

T(t) > Tk, + 86T > Tk, | justificando el rol de TF, . Si ademés tomamos algiin valor
t para el cual T(t) = Tk, (este valor tiene el derecho de llamarse t¥; ), usando la
férmula 2131}
k k k T k k
Tmin = lmin AT" - cos <tk —k ’ (tmin - tmax))
s T
k k
luego cos (tk m (tmm tmax)> 0,
S T

de modo que

. i th gk

S T
tmax = tmin + 2 (2132)

Dada t¥. la expresion anterior determina el valor de t* v por ende deja de ser

min
una variable auxiliar. En éste, asi como en varios de los modelos anteriores, se supone

que la temperatura minima se da cerca del amanecer. En particular para t¥, = t¥
tk — t§+t§
max ~ 2 -

3. En el amanecer T(t¥) no es continuamente diferenciable, porque no coinciden los limites
laterales de las derivadas.

2.6. Del calentamiento: radiacion solar

2.6.1. De Gottsche y Olesen (2009) [38]

En [38] se presenta una mejora del modelo del presentado en [37] tomando en cuenta el
grosor de la atmésfera.

Se asumen dias de 24 horas. Asi el dngulo hora solar puede expresarse en radianesﬂ con
la relacion

HOR = % radianes (2.133)
en grados su dngulo complementario & (expresado en radianefl) cumple la relacién
T (t—tF
o= % (2.134)
Se calcula el dangulo cénit del sol #° siguiendo la expresién
6 =arccos (sen(é) -sen(¢) + cos(d) - cos(¢) - cos (Pﬁ)} (2.135)
=arccos (sen(é) -sen(¢) + cos(d) - cos(¢) - cos <71T;>) . (2.136)

Se propone una correccién del modelo de [37] en [38] en términos del dngulo HOR (equi-
valente puede verse en términos del dngulo @), a continuacién en términos del tiempo:

Para t € [t’~c tk)

e (Mmin 7m(9® ®)))

cos (9®

min)

T (t) = Tz + AT - cos (6°(1)) -

(2.137)

1La unidad habitual de este 4ngulo es la hora angular, pero se ha expresado en radianes por consistencia
dimensional.

2El 4ngulo & suele expresarse en grados, pero se estd expresando en radianes para que todas las expresiones
siguientes estén en radianes.
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Para t € [tk th+1)

sY7r

- (0°(4))) e

T(t) =Tk, + |AT" - cos (6° (tF)) - —6T| e~ = . (2138
() =Tk, 00 ‘ (2.139)
Siendo
69, =: arccos (sen(6) - sen(¢) + cos(8) - cos(¢)) (2.139)
y
Mumin =: m(0;,), (2.140)
para la masa de aire m dada por la ecuacién:
m(09) =: % - cos (69)
(2.141)

2
Rc-g-28.97g | ® . Rc-g-28.97g
+\/< 530456100 * €08 (09)) +2- 35505100 + 1
Observaciones:

1. El modelo es muy parecido al de Parton y Logan, [65] por la combinacién de funcién
sinusoidal y exponencial. Sin embargo la forma en que se asignan los valores es diferente
y por la variabilidad de la masa de aire m es una funcién distinta, el articulo [38] deduce
la expresién aproximando y usando principios fisicos.

2. Asf como en [78] y en |37] se aproximan los pardmetros libres usando el algoritmo de
Levenberg Marquardt.

3. La constante T, (llamada Tp en el articulo [38]) simboliza una temperatura residual

(la temperatura antes de que comience a calentarse la superficie terrestre por accién
del sol).

4. En [38] se explica que la férmula para la masa de aire fue tomada de [90], pero que
expresiones més simples para aproximar el valor de m fueron propuestas antes.

2.6.2. De Felber, Stoeckli y Calanca |31]

En [31] se propone una variacién del modelo de Parton y Logan [65], del desfase y el
seno (para que la curva avanzara desde la mdxima temperatura), también se le afiadié un
término al decaimiento exponencial de la noche para que alcanzara el minimo.

El modelo estda pensado para Suiza, pais caracterizado por su compleja topografia y
amplio rango térmico. Para este modelo se usan dos parametros, que fueron calibrados para
la geografia de Suiza:

1. aF es el retraso de la temperatura maxima.

2. b* es el coeficiente de la noche (depende de la zona y se estima empiricamente).

3. ¢ = c¥ (en el modelo se toma c constante) es el retraso de la temperatura minima

respecto al amanecer. Se usa para corregir la duracion de las horas de sol y de noche.
En [31] no se aclara como se toma.

Se divide al dia en tres partes: Para t antes de la temperatura minima ¢t € [t’sc’l th =tk ck)

» Ymin
k—
_ b'(tfts 1) t— tk—l ®
), e th—tk=1yck s —b

.k k—1 _ ik .
T(t) =Tk, +(T! T T

m min

, t<thpch =tk

min*

(2.142)
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La temperatura 7% se toma siguiendo la expresién:

Ty=: lim T(¢). (2.143)
t—tk
t<tf
Para t € [tF,, =t + ¢, t*) se toma una expresién sinusoidal:
k_ ok
_. 7k k k T (t—tr—cb)
T(t) = Thin + (T ax — Thiiy) - sen (tk e em s son (2.144)

Las horas del amanecer t¥ y el atardecer t* se calcularon para cada zona como funcién de
la latitud y la longitud. Para t € [tk thtl 4y c= tkH] pero tomando sendos dato

sy vr min

G Gl k

i = t— 1ty

T(0) = T + (16 - T - l T e ] L )
T S

k

Ahora calculemos el tiempo ¢, : la funcién seno alcanza su maximo en 7, lo que se

traduce para el modelo en la siguiente igualdad:

(O (trknax

—tf—ck) s

th —th 4 2ak — 2¢k 27

luego
th otk A +22ak — 2! (2.146)
th o =th ¢ w (2.147)
:# + a*. (2.148)

El pardmetro a® es, como en el modelo original de Parton y Logan, el desfase del punto
medio entre el amanecer y el atardecer y el momento de temperatura.

Observaciones:

1. Los pardmetros en [37] se estiman en a* = 2.71, b* = 3.14 y ¢¥ = 0.75, usando estos
pardmetros y suponiendo que las horas de sol son exactamente 12 (12 =tk - t’;), se
estima que t¥ estd a % del semiperiodo de la funcién seno.

.. - 1 ;. t—th—t _pk
2. Como se dijo, se anadi6 un término | — s . e %) amodode queT (t* + ¢) = TF,
JO, th_tk T min

(hipétesis del modelo, t&. = tF + c*).

min

3. En el modelo la temperatura sigue a la exponencial, tomando la temperatura minima
primero hasta llegar a la temperatura de t*. El modelo est4 hecho de modo que pase
por la temperatua méaxima y minima.

4. En el articulo [31] se menciona que el modelo opera con los tiempos dados en TST, en
inglés: true solar time, “tiempo solar real”, se hacen conversiones para la hora local.

5. El modelo es continuo, pero no es suave en los puntos de pegado.

3Si se toma el comienzo del dia en el mediodia, como se hace en la fecha juliana, entonces sélo se separa,
el dia en dos.
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2.7. Estadisticos-Ciencia de datos

2.7.1. De Sadler y Schroll [76]

En [76] se propone un modelo de temperatura que usa tanto temperaturas como tiempos
normalizados. La razon para la normalizacion del tiempo es que la duracién del ano es
variable. Al normalizarlo la hora pasa de estar entre 0 y 24 horas, a estar entre 0 y 1. El
tiempo no se normaliza dividiendo entre 24 horas, dado que las horas de sol varian dia con
dfa, sino que se usan la expresiones siguiente (se asumen dias de 24 horas):

t= i = si0<t<th

. k" .

f= L. s+l sith<t<ik (2.149)
’ =i

t= 1.5 +3 sith<t<n

Expresiones cuyas inversas estan dadas por:

= 4-th.t si0<t<g
t= (th—th)y (2-i-F)+tF sif<i<y (2.150)
t= (24—th)- (4-i-3)+th sii<i<1
Las expresiones anteriores siguen las siguientes relaciones:
Fragmento del dia Segmento del
desde hasta intervalo [0, 1]
la media noche el amanecer [0,0.25]
0h th
el amanecer atardecer [0.25,0.75]
tk tk
atardecer la siguiente medianoche [0.75,1]
th 24h

2.7.1.1. Modelo probabilistico CDF

La temperatura muestra un comportamiento acumulativo. En probabilidad y estadistica
el comportamiento acumulativo suele ser capturado usando expresiones como la distribu-
cidn beta, razén por la cual en [76] fue tomada inicialmente como funcién para modelar la
distribucién de la temperatura:

Pla+p)
I'(a) —T(B)

«a'y [ son parametros positivos que fueron estimados a partir de la media y la varianza de
la temperatura. La media de la distribuciéon beta esta dada por:

f(z;aB) =: 11—zt a,peRY, ze€(0,1]. (2.151)

E=: (2.152)

a+ B’

y la varianza (véase [39]):

_. a-f
SRy Y et (2.153)

Este sistema de ecuaciones puede despejarse para obtener los valores de o y 3.
Las expresiones anteriores pueden escribirse en términos de la temperatura y el tiempo

sin normalizar componiendo las expresiones con las transformaciones inversas a las norma-
lizaciones.
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De modo que la funciéon de temperatura se define como su integral:

T(t) =: /O f(x)dz, (2.154)

en [76] dice que el valor para T'(¢) se obtuvo integrando numéricamente. A este modelo en
[76] se le llamé: CDEF, siglas de: “cumulative distribution function”, que se traduce como:
“funcién de distribucién acumulada”.

Los datos fueron tomados de 14 sitios del pais E.U.A. y se compararon con cuatro mode-
los existentes. Se comparé el modelo usando la prueba de bondad de Kolmogorov-Smirnov
en cada estacion de F lorenceﬂ se tomaron datos correspondientes a los anos de 1985 a 1987.
Concluyeron que el modelo no dio resultados satisfactorios para seis de 20 estaciones. Dado
el bajo porcentaje de estaciones para las que el resultado no fue satisfactorio y el tamafio
del error, se decidi6 continuar con el modelo.

Observaciones:

1. En la formulacién original [76]

t= ,si0<t <tk

~
rna-‘“-

1
4

sin embargo estd expresién no alcanza el valor 1 en ¢ = t*. Valor que se alcanza con

la modificaciéon que se presenté mas arriba, a saber:

i1
4tk

si0<t<th

2. La funcién elegida es continuamente diferenciable para ¢ en (0,1). Pero cada dia de-
pende de sus temperaturas maxima y minima, sin tener en cuenta maxima o minima
del dia anterior o siguiente. Razon por la cual en general presenta discontinuidades en
la medianoche (cuando cambia el dia).

3. La funcién T asi obtenida es estrictamente creciente. No es un buen candidato para
modelar la temperatura.

2.7.1.2. Modelo empirico TFIT

El modelo anterior presenta discontinuidades al cambiar de dias (se evalia la integral
tomando como t = 0 el comienzo de cada dia, de modo que no guarda relacién con la integral
del dia anterior, ni posterior).

Antes de presentar el modelo serd necesaria una variable auxiliar llamada temperatura nor-
malizada hora con hora:

N TkE(t) — Tk,
T (t) = H t e [0,24], (2.155)

donde el término T*(t) es el valor medido el dfa k-ésimo a la hora ¢, no obtenido de alguna
férmula. ¢t no sigue las mismas convenciones que los modelos anteriores (es un entero entre
0 y 24), pero no afecta ningin célculo.

Tal y cémo esta planteada, la ecuacién deberia usarse sblo a partir de datos conocidos.
Sin embargo en el articulo [76] se sugiere su uso en combinacién con la formulacién an-
terior. Es decir que se integra la gaussiana para obtener ciertos datos de temperatura que
no se usan directamente, sino tras ser normalizados son substituidos en la expresién anterior.

El modelo probabilisitico no es por si sélo un buen estimador. Se usa la expresion anterior
para ajustarlo a los datos reales, a este ajuste en [76] se le llama TFIT (para evitar confusién

4Es una ciudad de Carolina del Sur, E.U.A.
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a la funcién que modela la temperatura se le denota Trpyr). Sigue la misma separacién del
dia en tres segmentos:

Tror(t) = That = (1= T80) - (Thal = Th,) . sio<t<it

TTFIT(t) =: T(t) ' (Tr]ﬁlax - Tr]flin) + Trlflirﬁ si tlﬁ st< tlsC (2156)
Trerr(t) = T — (1 - T’“(t)) ATk —THEY), stk <t<o24.

Aqui T*(t) es la temperatura calculada segtin el percentil 50; es decir tomando el valor
que se encuentra en el centro del conjunto de datos, dividiéndolo en partes iguales, véase [22].

El valor Tk(t) se obtiene integrando una distribuciéon probabilistica, asi que es una fun-
cién continua y creciente, de hecho es estrictamente creciente. Al substituir los valores de la
ecuacién continuamente creciente 7' en la ecuacién se obtiene una funcién continua
en cada segmento del dia: de la medianoche al amanecer, del amanecer al atardecer y del
atardecer a la medianoche. Pero para que las tres férmulas describieran una funcién continua
T deberia alcanzar su méximo al amanecer y un valor minimo en la medianoche. Lo cual no
sucede.

Observaciones:

1. El método tiene un enfoque simple: ajustar una curva que parece comportarse bien.
Presupone que la distribucién de la temperatura es homogénea.

2. La curva es continua a trozos, entre la medianoche y el amanecer, entre el amanecer y
el atardecer, y entre el atardecer y la siguiente medianoche.

3. Si se conociera la temperatura en cada instante T%(t) se obtendria el valor de Tk(t)
evaluandola. La funcién T° k(t) serfa continua, pero dependiendo de los datos podria
ser continuamente diferenciable o no. Aun asi la funcién Trr;r presentaria disconti-
nuidades.

4. El modelo asume varias cosas sobre la evolucién de la temperatura. Aunque dado los
resultados que se reportan parecen ser similares a los valores reales, tiene una mode-
lacién deficiente. Asimismo varias de estas suposiciones difieren de las suposiciones de
los modelos anteriores, por ejemplo: la hora en la que se alcanzan las temperaturas
méxima y minima. Partiendo el dia en partes suficientemente pequenas siempre puede
ajustarse mejor que un valor dado, porque se ajustan valores promediando.

2.7.2. De Cresswell, Morse y Thompson [23]

En [23] desarollan un modelo de la temperatura ambiental (del aire) a partir de la tempe-
ratura del suelo. La idea es obtener la temperatura del suelo mediante mediciones satelitales.

Sea Tyuelo = Tsuelo(t) la temperatura del suelo. En [23] se asumié que la temperatura del
aire puede obtenerse de la temperatura del suelo usando un ajuste cuadratico respecto al
angulo cénit solar (0g). Fue calibrado de manera empirica. Se divide el dia en tres periodos:
Para 6 con dngulo hora solar entre las 0 y las 6 horas (0 y 5 radianes)

T'(t) = Tsuelo(t) + (0.0003 : (9@)2 —0.1783 - 60° + 24.18) (2.157)

Para 6© con angulo hora solar entre las 6 y las 12 horas (% y m radianes)
T(t) = Touero (1) + (0.0149 - (09)° — 2.6853 - 0° + 123.78) . (2.158)

Para 6 con dngulo hora solar entre las 6 y las 12 horas (7 y 37” radianes)

T(t) = Tauelo(t) — (—0.0044 (09) +0.1344 -6 + 9.5248) . (2.159)
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Para 6© con dngulo hora solar entre las 6 y las 12 horas (37” y 27 radianes)
T(t) = Tupelo(t) + (0.0016 . (96)2 —0.562 - 0° + 45.158) : (2.160)

Observacion:
El método es de naturaleza empirica. No se justifica la decisién de aproximar la temperatura
del aire con una expresién cuadritica del angulo 6©.

2.7.3. De Brandsma y Konnen [16]

A diferencia de la mayoria de los métodos anteriores, Brandsma y Kénnen usan el algo-
ritmo del vecino mds cercano, para modelar la evolucion de la temperatura.

Se tomaron las mediciones de la temperatura diaria entre los anos 1951 y 2000 de la zona
De Bilt, Paises Bajos para calcular temperaturas méaxima, minima y promedio.

En [16] se compara el método con otros. Se compara su eficiencia a lo largo del afio, no
para valores de cierto dia.

Observaciones:

1. El modelo, por la técnica empleada, es considerado del tipo estadistico. La técnica se
conoce mas propiamente como k-vecino mas cercano, véase [24].

2. No se desarrolla un método propio, méas bien se utiliza un método estadistico estable-
cido, para obtener el valor de las temperaturas maxima, minima y promedio por dia
(por eso se compara con otros métodos a lo largo del afio). Para modelar la evolucién
de la temperatura en un mismo dia se requeririan mediciones a la misma hora de los
distintos dias a lo largo del anio por varios anos, por las variaciones de temperatura a
lo largo del dia para dias distintos en un mismo afno.

3. No modela temperaturas diarias, en ese aspecto es similar al método de [32].

2.7.4. De Smith, McClendon y Hoogenboom [81]

En [81] se entrené una red neuronal con datos de 68 estaciones metereoldgicas a lo largo
del estado de Georgia, E. U. A.

Observacién:

En el articulo no se modelaron las temperaturas, sino que se entren6 una inteligencia
artificial.

2.7.5. De Zeng, Wardlow, Tadesse, Shan, Hayes, Li y Xiang [98§]

Es un modelo simple de temperatura pensado para la zona conocida como “Corn Belt
region of the Midwestern United States” Se basa en andlisis por regresién lineal.

2.8. Resumen

A continuacion en distintas tablas se reportan caracterisitcas de los modelos de tempe-
ratura antes expuestos:
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Modelos sinusoidales
Articulo Autor Fecha Resumen
y lugar
Analysis of Soil and Air J. E. 1963, Estudio y datos de
Temperatures by Fourier Techniques Carson Illinois, y sobre la variacién de la
(18] E. U A. temperatura
en el aire y el suelo
Notes on the utilization A. Walter 1967, Estimacién, a partir
of the records from third order (91 Kenia de datos climatologicos
climatological stations for de las horas de sol
agricultural purpuses en la superficie
Tech Report No 156 J. C Anway, 1972, Se propone un modelo de la
E. G.Brittain, Colorado, temperatura para ajustar las
H. W. Hunt, E.U.A. horas de sol usando un seno
G. S. Innis mas una constante
W. J. Parton,
C. F. Rodell y
R. H. Sauer, |6
A modified sine J. C. 1976 Se aclaran la naturaleza
wave method for Allen Florida de los modelos més simples
Calculating Degree days 3] E. U. A. de temperatura usando sélo
temperaturas maximas y
minimas y se describe
un algoritmo para FORTRAN
The Mounthly Mean M. E. 1977, Se propone una version
Diurnal Temperature Johnson y A. E. | Australia mejorada del modelo de Walter,
Curve Fitzpatrick que resulta de combinarlo con un
(48 seno para el dia
Simulation of assimilation de Wit 1978, Se presenta una
respiration and (97] E.U. A descripcion simple
transportation de un modelo
on crops sinusoidal
Modelling Soybean G. G. 1983, Se divide al dia
Grouth for crop Wilkerson E. U. A. | en dos segmentos que se aproximan
management |96] con una recta y un seno
Estimation of daily D. G. 1984, Se propone un modelo
temperature means using Boyer Virginia, de la temperatura
elevation and latitude [32] E.U.A. que solo requiere de la ubicacién
in mountainous terrain geografica, se ajusta usando
minimos cuadrados
A comparison of data F. van den 2007, Se usa la técnica
driven and model-driven Bergh, M. A. Sudafrica del nicleo
approaches to brightness van Wyck, B. J. reproductor de
temperature diurnal van Wyck y G. un espacio de
cycle interpolation Udahemuka Hilbert
[13]
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Modelos miztos
Articulo Autor Fecha Resumen
y lugar
A Model For Diurnal W. J. 1981, Se propone un modelo mixto
variation in soil Parton Colorado, que usa la funcién seno en el dia
and air Temperature J. A. Logan E.U.A y una exponencial para la noche
|65]

Generation of diurnal solar B. A. 1986, Se propone (entre otras cosas)
radiation, temperature Kimball Phoenix, | una modificacién del modelo sinusoidal
and humidity patterns y L.A. E. U.A. de Parton y Logan.

Bellamy
52)
Calculating D. E. 1990 Se propone un modelo
Chilling Hours Linvill Carolina sinusoidal para las horas de
and [53] del Sur, sol y el enfriamiento de la
Chill Units from E. U. A. noche se modela usando
Daily Maximum and una expresién logaritmica. Es el
Minimum Temperature primero en hacerlo
Observations
Influence of Land S. Schédlich, 2001, Esta pensado para modelar
surface Parameters and F. M. Alemania la temperatura empleando datos
Atmosphere on METEOSAT Gottsche obtenidos satelitalmente. Es
Brightness Temperatures y F.S. similar al modelo de [37]
and Generation of Land Olesen
Surface Temperature Maps [78]
by Temporally and
Spatially Interpolating
Atmospheric correction
Modelling of dirnal cycles F. M. 2001, Esta pensado para modelar
of brightness Gottsche Alemania la temperatura empleando datos
temperature extracted y F.S. obtenidos satelitalmente. Para el
from METEOSAT data Olesen decaimiento se multiplica por
[37] una exponencial, afiade una
constante para ajustar el
valor. No es diferenciable en
el amanecer
An improved model C. 2001, Se modelan las
for determining Cesaraccio, Suiza horas de sol con un
degree days values D. coseno y para las
Spano horas de la
P. Duce noche se usa una
R. L. raiz cuadrada
Snyder

Una clasificacién alternativa es en modelos admisibles y no admisibles. Se han dejado
de lado los modelos estadisticos porque requieren de varias mediciones a lo largo del dia.
Entre los modelos sinusoidales y mixtos se han seleccionado tinicamente aquellos que son
admisibles, los que constituyen una minoria. Los modelos considerados inadmisibles requie-
ren conocer el tiempo t* . ¢* . o varias mediciones de un dia para calibrar pardmetros. Los

max’ “min

modelos admisibles son:

1. G. G. Sanders, [77].

2. J. C. Anway, E. G. Brittain, H. W. Hunt, G. S. Innis, W. J. Parton, C. F. Rodell y R.
H. Sauer, [6].

3. M. E. Johnson y E. A. Fitzpatrick, [4§].

4. C. T. de Wit et al, [97].

5. G. G. Wilkerson, J. W. Jones, K. J. Boote, K. T. Ingram y J. W. Mishoe, [96].
6. D. E. Linvill, [53].
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Modelos miztos
Articulo Autor Fecha Resumen
y lugar
A comparison of data F. van den 2007, Se presenta una variante
driven and model driven Bergh, M. A. Sudafrica del método mixto
approaches to brightness van den Wyck, de [78]
temperature diurnal cycle B. J. van
interpolation den Wyck y G.
Udahemuka, [13]
Modelling the F. M. 2009, Se presenta una mejora
effect of optical Gottsche, Alemania del modelo propuesto
thickness on diurnal F. S. en [37).
cycles of land surface Olesen Se parte de consideraciones
temperature [38] fisicas
Generic calibration R. 2018, Se propone una variante
of a simple model of Felber, Suiza del modelo de Parton y
diurnal temperature S. Logan, pensada para Suiza
variations for spatial Stoeckli,
analysis of accumulated P.
degree days Calanca
131]
Modelos estadisticos—
Ciencia de datos
Articulo Autor Fecha Resumen
y lugar
An Empirical E. J. 1997, Usa temperaturas y tiempos
Model of Diurnal Sadler y Carolina del normalizados. Se divide al dia en 3
Temperature Patterns E. E. Sur, partes. Primero se integra una
Schroll, [76] E. U. A. distribucién Beta y se ajusta después
Estimationg surface M. P. 1999, Se propone un
air temperatures, from Cresswell, Liverpool, método empirico que
Meteosat land surface A. P. Morse, Inglaterra ajusta la temperatura del
temperatures using an M. C. aire usando la del suelo y una
empirical solar zenith Thompson ecuacién cuadratica de 0°
angle S. J. Connor
[23)
Application of T. 2006, Se aplica el algoritmo
nearest-neighbor Brandsma Paises del vecino més cercano
resampling for G. P. Bajos sobre los datos recabados
homogenizing Koénnen de temperatura de distintas de
temperature records [16] la zona de De Bilt entre 1951
on a daily to y 2000, para calcular
sub-daily level temperaturas medias,
minimas y maximas diarias
Estimation of daily L. Zeng, 2015, Se aplica
air temperature Based B. D. “Corn Belt”, la técnica de
on MODIS Land Surface Wardlow, T. E. U. A regresion
Temperature Products Tadasse, J. lineal
over the Corn Belt Shan, M. Hayes
in the US D.Liy
D. Xiang, |9§]

64




7. S. Schadlich, F. M. Gottsche y F. S. Olesen, .

Existe modelos de temperatura para otros contextos: Se encuentra en la literatura un
método pensado para la prediccién de la temperatura mensual: , sin embargo los méto-
dos de v |24] pueden aplicarse para predecir la temperatura a escala diaria o mensual.
Mientras que el segundo y tercer articulo estan pensados para ajustar temperaturas medias,
méaximas y minimas el primero no. Para ajustar y a temperaturas de cada hora se
requeriria de la informacion de temperaturas de cada hora de cada dia del ano de varios anos.

En la literatura se encuentran los siguientes articulos de revisién de modelos de tempe-

ratura: (09, (71, 26), (1, 03, B9), B9, (72 v )

En paises europeos y en Irdn se han desarrollado y adaptado métodos para estudiar la
temperatura del aire y del suelo usando mediciones satelitales. Véase [23], [78], [34], 35).

En la literatura hay varios modelos de cémo los ambientes urbanos modifican la tempe-

ratura del aire. Véase , y .

En la literatura se encuentra una variedad de modelos de temperatura del suelo: de la
superficie y el subsuelo. El problema de determinar la temperatura del aire estd hermanado
con el problema de encontrar la temperatura, tanto del suelo como del subsuelo. Estos

modelos son usados con frecuencia en agricultura. Véase , , , , , .
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Capitulo 3

Modelo fisico-geométrico del
sistema Tierra-Sol

3.1.

Notacién e hipotesis del modelo

3.1.1. Hipbtesis geométricas sobre el sistema Tierra-Sol

A

continuacion se modelan los movimientos de traslacion y de rotacion terrestre. Para

ello se hacen las siguientes suposiciones:

1.

2.

El globo terraqueo es una esfera de radio Rg.

El globo (esfera) solar es una esfera de radio Rg.

El globo solar permanece fijo.

El movimiento de rotacién tiene una velocidad angular uniforme.

El movimiento de rotacién terrestre es una rotacién alrededor del eje e, el cual siempre

apunta a la misma direccién €y (€ = Cgen es siempre el mismo vector). A la duracién
del dia se le denotara T¢.

El movimiento de traslacién terrestre satisface la segunda ley de Kepler (la primera ley
de Kepler dice que la tierra describe una elipse). A la duracién del afio se le denotara
To.

Se supone que el planeta tierra siempre describe la misma figura en su movimiento de
traslacion, independientemente del ano.

Los anos tienen la misma duracién, es decir que el globo terrdqueo tarda siempre el
mismo tiempo en recorrer la ecliptica, independientemente del ano.

3.1.2. Hipodtesis mecanicas: movimiento de traslacion

3.1.2

.1. Las leyes de Kepler y la ecliptica

Las leyes de Kepler son observaciones empiricas realizada por el matematico aleman
Johannes Kepler, véase [50] y [51]. En [30] dice que el primero en deducirlas de las leyes de
Newton fue Johann Bernoulli.

Las tres leyes de Kepler determinan el movimiento de traslacion terrestre (y mds gene-
ralmente de cualquier astro).

1.

2.

La primera ley de Kepler establece que el movimiento de traslacién describe una elipse.

La segunda ley de Kepler reza: la Tierra barre areas iguales en tiempos iguales.
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3. La tercera ley de Kepler reza: el cuadrado del periodo orbital es proporcional al cubo
del semieje mayor de la érbita.

El centro de la Tierra se denota Cg, la posicién del centro de la Tierra cambia respecto
al tiempo Cg = Cg(t), por la primera ley de Kepler se traslada alrededor de una elipse, a
esta elipse se le llama ecliptica y la denotamos E. La segunda ley de Kepler nos habla sobre
las 4reas barridas, pero también determina la rapidez con la que Cg recorre la ecliptica.
La tercera ley e Kepler nos habla del periodo orbital, es decir del afio, sin embargo se esta
tomando el valor del periodo orbital como: Tt;, = 365.25 dias atémicos.

3.1.2.2. Geometria de la ecliptica

Al plano que contiene a la ecliptica se le llama plano ecliptico. El centro de la tierra esta
en el perihelio (en el punto de la 6rbita més cercano al sol) en el tiempo del solsticio de
invierno. Sea O el centro de la ecliptica, se toma Sy el semieje mayor y Sa, el semieje menor.
Se toman ademads la direccién €1 como la direccién del centro del sol al perihelio y se toma
€ como la direccion del centro de la ecliptica a la posicion de la tierra en el equinoccio de
primavera (momento en que la distancia de O a Cg es S3).

Sea € la excentricidadﬂ de la ecliptica. S, simboliza semieje mayor, menor y la distancia
focal para sendos 1, 2 y F. A continuacién daremos una deduccién de los valores de Sy y S
partiendo de datos como la distancia entre la tierra y el sol en el perihelio y afelio.

De hecho estos dos datos (distancia entre la tierra y el sol en los momentos de afelio y
perihelio) también pueden usarse para calcular el valor de la excentricidad.

Sk
Sa

El solsticio de invierno se alcanza en O + S; - €, y el equinoccio de verano esta en el
punto: O + S5 - €5.

&= (3.1)

Las elipses tienen dos focos, uno de los focos de la ecliptica es el sol, al que se le denota
en este trabajo Cg. Por construccién ambos focos se encuentran en el eje del vector €. Por
construccién el centro de la ecliptica se encuentra en el origen. Por ende el segundo foco se
encuentra en —Clg.

Esta curva es una elipse con centro en el origen, semieje mayor S; en el eje 2! y semieje
menor S en el eje 2. En esta seccién se mostrard que esta expresién de hecho cumple con

la segunda ley de Kepler.

Por simplicidad se haran los cdlculos pensando en la misma elipse, puede tanto pernsarse
en el plano complejo como en el plano ecliptico.

O+ 8-
0-5 & 0+5-&

O—5;-¢é

Figura 3.1: Posicién de los solsticios de invierno (O + Sy - €1) y verano (O — Sy - €1), y de
los equinoccios de primavera (O + Sy - €2) y otofio (O — Sy - €3). El sol se encuentra en la
posicion Cg. El segundo foco es el punto —C,. El origen se simboliza con la letra O.

LA menudo se usa la letra ¢ también para representar la oblicuidad. Para evitar confusiones se usa en
este trabajo € para la excentricidad.
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Se toman los vectores €] y €2 como se muestra en la figura para ubicar objetos sobre el
plano ecliptico. Se toma un tercer vector €3 de modo que (€7, €, €3) sea una base ortonor-
mal orientada positivamente (€3 = €; X €3), lo que permite ubicar objetos sobre el espacio
tridimensional.

La posicién del centro de la tierra es C € E. En Seccion[3.2.3 Coordenadas y funciones
auziliares empleadas para la representacion de la posicion del centro de la tierra en el plano
ecliptico se aclaran dos parametrizaciones de la curva ecliptica y en Seccion Leyes de
Kepler se habla de su relacion con las leyes de Kepler. No se tiene una version explicita de
Cg como funcién del tiempo.

El afelio se alcanza en el momento de mayor distancia de la tierra y el sol, cuando la
tierra se encuentra alineada con los focos, en el solsticio de verano: —Sj - €1; y el perihelio,
menor, cuando la tierra se encuentra alineada con ambos focos, en el solsticio de invierno:
S1€1. Es decir que la distancia en el perihelio entre la tierra y el sol es:

d(O+51-1,C5) =51 —||Csl|
y la distancia en el afelio entre la tierra y el sol es:
d(O+(=851-€1),Cq) =51 +1Coll.
Luego dos veces el semieje mayor es:
2:81=d(O+(S1-¢€1),Co) +d(0+ (=51-€1),Ca), (3.2)
expresion que nos permite calcular Sj.
Si se dispone de la excentricidad se puede obtener el valor de Sg multiplicando
Sp=¢€-951. (3.3)

Una propiedad de las elipses es que la suma de las distancias de un punto dado a ambos
focos es constante. En particular para el punto Cqg = O + S5 - é5:

2:51=d(0+ 52,0+ (-Cg)) +d (0 +(S2-¢),Cc) (3.4)
=2.-d(0O+55-8,Cq), (3.5)
luego
d(O+Sg~€2,C®) = 5. (36)
Por otro lado:
S3 = 5% + 52, (3.7)

despejando Ss:

Sy =y/52 — 52 (3.8)

Alternativamente pueden obtenerse los valores de S7 y S2 sin usar el valor de ¢:

2:81=d(0+51-¢1,Cq)+d(O+(=51-¢€1),—Cg)+2-Sp (3.11)
=2-(d(0O+65;-¢1,Cq) + Skr), (3.12)

despejando Sp:
Sp=58—-d(O+5-¢,Cq), (3.13)
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luego

Sy =4/5% — 5% (3.14)
=y/S% — 5% (3.15)

/52— (51— d(0+ 51 - 61.C0))? (316)

/28 d(0+ 81 &,C0) —d(0+ 51 - &,Co). (3.17)

3.1.3. Marco de referencia general

Como se dijo antes, O denota el centro de la ecliptica y se toman los vectores €; como
la direccién de O a la posicién Cg en el solsticio de invierno (entonces la distancia de Cg a
O es S1) y € se toma como la direccién de Cg en el equinoccio de primavera (entonces la
distancia de Cg a O es S3). Ademds se afiade un tercer vector €5 de modo que (€, €, €3)
sea una base ortonormal positivamente orientada

_'3 = 51 X €9. (318)

La referencial (O;é7,€&5,83) con origen en O, es util para ubicar la posiciéon de los astros
sobre el firmamento celeste.

3.1.4. Rotacién terrestre
3.1.4.1. Geometria del globo terraqueo

El globo terrdqueo es una parte del firmamento celeste: una esfera mévil con centro Cg
(es mévil porque el centro Cg se mueve) y radio Rg.

Para ubicar objetos sobre el globo terrdqueo (o més aun sobre el firmamento celeste) se

usan generalmente las siguientes dos bases coordenadas:

1. La base coordenada geogrifica (€, €r,€n) orientada positivamente, donde € es el
vector que apunta en la direccién Greenwich (latitud ¢ = 0,longitud A = 0); €g, este
(latitud ¢ = 0,longitud A = %), y €n, norte (direccién ortogonal a las otras dos).

Paramétricamente el globo terrdqueo estd dado por la expresién

-1 ¢ |, - . . e
o ({ \ } ,t) = Ce(t) + Rg - cos(9) - cos(A)ég (3.19)
+R¢ - cos(¢) - sen(A)ég + Rg - sen(d)én,
cuando se sobreentiende el valor de ¢ indistintamente se usa la notacién ®(¢,\) o
¢
*([3])

En[A.9 La esfera como variedad diferenciable se detalla la funcién anterior y su inversa.
A la funcién inversa ® = (¢, ), se le llama coordenadas geogrificas, véase [1.2.2.1
Coordenadas geogrdficas: latitud y longitud.

2. Denotemos con z un punto sobre el globo terraqueo. Se define el vector

a partir de este vector se definen dos vectores nuevos: €z y €y. La terna (€, €3, €,)
es conocida cémo la base horizontal. Tienen definidas unas coordenadas horizonta-
les similarmente a las geogréficas. Véase la seccién Coordenadas horizontales:
azimutal y altitud y Coordenadas horizontales

A su inversa se le llaman coordenadas horizontales.

3l

W

G

—

€, =

: (3.20)

L

7]
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3.1.4.2. Rotacién terrestre

El planeta tierra realiza dos movimientos rotatorios, llamados rotacion y traslacion. El
movimiento de traslacién serd descrito en la seccién de coordenadas heliocéntricas, a conti-
nuacién una descripcién del movimiento de rotacién (sin tener en cuenta la nutacién):

Primero describamos separadamente el fenomeno de la rotacion terrestre.
Sea un punto z sobre el globo terrdqueo (se ha elegido el simbolo z por el c¢énit). C(t)z es
el vector que apunta del origen al punto z. Para denotar la rotacién terrestre en este trabajo

se usa Rg., se usa indistintamente para representar la funcién

R — Ms(R)

o Reut) (3.21)

o0 la funcién (p un punto indistinto del firmamento celeste, incluyendo el globo terrdqueo)

t —
Rgx <|: » :|> = Rg.«(t)Cap. (3.22)
como el lector puede verificar, se denotan indistintamente ambas funciones porque la primera
se usa para definir la segunda. La rotacion terrestre es descrita méas facilmente en términos
de la base (€g, €, €n), llamemos zg a su representacion en términos de esta base, para zg
la rotacion toma el aspecto:

t-2m

zgreTa g (3.23)

donde se estd usando exponenciacién matricial, explicitamente:

t-2m t-2m
e cos { T —sen (@) 0
t2m,
6™ = | gen (L25)  cos (%> R (3.24)
0
ademas
0 -1 0
we=|1 0 0. (3.25)
0 0 1
Escojamos un tiempo to y sea Ripy el cambio de base
REEn

(€1, €5, €3) — (Eg(to), €r(to), En(to)) (3.26)

(los paréntesis significan que estd mandando una base en la otra respetando el orden).

€1, €5, €3) es una base ortonormal, por lo que matricialmente R, es representado por:
GEN
Répy = [ @a(to) €rlto) én(t)) ] (3.27)

(representando los vectores (€g(to), €x, €n) en términos de la base (€7, @, €3)).

REEn = [ @a(to) €r(to) en(to)) ] (3.28)

(€1,€2,€3)

Aplicando este cambio de base se obtiene la expresion de la rotacién z — zq, es decir:

_ 2 (t—tg)
Reu(t) = (REy) oe T "o Ry, (3.29)
t 1 2m(t—tg) -

Ro. ([ 1]) = R " o™ o mity (Catin) 330

cos (t_;% —sen (%) 0
. . - -1

:[ e(;(to) €E(t0) eN(to)) }(51,62,53) sen (tfégg-Zﬂ- cos ((ti;gc)ﬂ'n') 0
0 0 1

(3.31)

. N N —_—
. [ eG(tO) eE(to) eN(to)) }(é.héz,é.s)CG(t)p (332)



en particular
ev(to) = Ra«(€,(t)), v e{G,E,N}. (3.33)

Nétese que el vector €y es un punto fijo: énx(t) = én(to) Vi, porque no se ha tenido en
cuenta la precesion.

En la seccién Valor explicito de la matriz de rotacion se calcula el valor explicito
de la matriz Rgs.

3.2. El problema de Kepler

3.2.1. Sistema de referencia temporal

Las unidades temporales empleadas son los dias atdmicos. Un dia atémico se entiende
como la coleccién de 60 minutos atomicos, que a su vez se entienden como la coleccién de 60
sequndos atdmicos, recuérdese que el segundo atémico es una unidad de medida fija. Esto
significa que una hora atémica consiste en 24 x 60 x 60 = 86400 segundos atémicos.

Por simplicidad se toma el tiempo inicial ¢y igual a las 12 horas del 19 de marzo (equi-
noccio de primavera) del afio 2024 (fue afo bisiesto), porque es un momento desde el cual
son faciles de calcular las direcciones de Greenwich €g, este geogréafico € y norte €y, que
se describen mas adelante.

Esto es asi para facilitar los calculos.

3.2.2. Coordenadas polares y elipticas

Se usa la convencién de que los puntos son denotados con las letras p, z sobre el plano
o con letras mayisculas cuando son puntos definidos en la recta real (I' o B), los puntos
son constantes o funciones de t, debido a que se la meta de esta descripcién es estudiar una
curva que depende del tiempo. Algunas funciones auxiliares también se denotan con letras
maytsculas, como se aclara a continuacién. Se reservan los simbolos 7, 3 para coordenadas.
Para la posicion del centro de la tierra vista como una funcién que depende de la variable
temporal se usa el simbolo Cg(¢).

Para el angulo «y de las coordenadas polares, o para el parametro 8 que se introduce mas
adelante, puede tomarse como abierto (de la ecliptica) toda la ecliptica menos un punto,
y como abierto (de llegada) en R puede usarse el intervalo abierto (0,27), o si se prefiere
puede tomarse toda la elipse en el espacio de salida y en el de llegada el intervalo semicerrado
[0,27) para parametrizar usando n =~y~! o 7= 371

3.2.2.1. Funciones auxiliares

Primero recordemos que
arg(z) = Im o log(z),

tomando como es usual la parte imaginaria como un niimero real.

Sea Mg (p) = p — Co. En cualquier punto p del plano: dMg(p) = 12 (la identidad en el
plano).

asimismo tomando L; la aplicacién que toma un real y lo multiplica por ¢ (matricialmente

i

La derivada es una derivada de variable real, razén por la cual puede diferenciarse cada
una de las funciones de la descomposicién. Me auxiliaré un poco con calculo complejo,
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porque la derivada real de una funcién de los complejos a los complejos es la matriz cuadrada
asociada al niimero complejo, esto es

o (z) —Imo (2
W= | o) esd)

3.2.2.2. Coordenadas polares
Para ubicar espacialmente puntos en el plano usemos la referencial (Cg); €1, €2): fijamos
el origen en Cy y usamos las direcciones €7 y €5.
Las coordenadas polares estan definidas en todo el plano, estan dadas por la expresion
O(P,T) =Cg + P - (cos(I')éy + sen(I)éy) = (P cos(I') + S1€)ét + Psen(T)és (3.34)

en el plano complejo puede verse como O(P,I") = S16+ P-e'!'. La inversa de las coordenadas
polares es la funciéon que parte del plano ecliptico Il:

(ps7)

donde
—
P =p(p) = ||Can|| = 1Mo )] = Ip - Coll,
——
I' =arg (C@p) = arg(Mo(p)) = arg(p — Co).

Propiamente hablando se usard la carta (E\{O + S1€1},©?), que cubre toda la ecliptica
menos un punto.

En coordenadas polares el radio queda descrito en términos del angulo por la ecuacién,
véase [66] o [89:
S3
S1 - (1 —E&cos())’
de manera que la elipse estd parametrizada en términos de I' por la expresion
S3 S3
Sy (1 —Ecos()) Sy (1 —Ecos())

P=pT)= (3.35)

p=n(l)=: - (cos(Ter + Cg) + -sen(I")es.  (3.36)

(p un punto de E).
n= ~~! como funcién sobre la elipse.

3.2.2.3. Coordenadas elipticas

Para las coordenadas polares nos auxiliamos de la referencial (Cgj; €7, &), sin embargo
para las coordenadas elipticas usaremos la referencial (O;é1,é5). Las referenciales difieren
solo en el origen.

Sea S la aplicacién lineal del plano en el plano con matriz asociada

a-[3 8]

Las coordenadas elipticas estan definidas en todo el plano, son similares a las coordenadas
polares (salvo por S), estan dadas por

e
— 1I,,

R2
{ g } —  R-S(cos(B)é, + sen(B)é,)
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la inversa (r, B) es similar a la inversa de las coordenadas polares, no es necesario conocer
la expresion explicita de r, porque no se usara; 8 estd dada por:

B(p) = argo S~ (p),

El par (E\{O + Si€1}, ) forma una carta de la elipse que solamente no cubre el punto
O + Si€;. La parametrizacion asociada es

7(B) = S (cos(B)e, + sen(B)és),

visto en el plano complejo: .
i(B) = Soe'b.

Notemos que
—
P? = HCQCG

| = S3(cos(B) — 2)? + S3sen(B).

El pardmetro 8 admite una interpretacién geométrica como angulo:

Ptolomeo para describir el movimiento de los astros supuso que sus movimientos alre-
dedor de la tierra eran elipses y las descompuso como la suma de otras dos elipses, una
elipse grande llamada deferente y una elipse mas pequena. Esta idea funciona en general
para describir el movimiento de cualquier astro alrededor de otro, por las leyes de Kepler
(los movimientos descritos son elipses), véase [5].

Se toman dos circunferencias, de radios R; y Rs, de modo que su suma sea igual al
semieje mayor, y su diferencia, al semieje menor como se ilustra en la figura |3.2

Figura 3.2: Ecliptica vista como suma de epiciclos. La deferente es la circunferencia mayor
(primer epiciclo), el segundo epiciclo es una circunferencia mdvil que ha sido dibujada en
tres momentos: en el solsticio de invierno, un valor para mostrar cémo se mide el angulo B
y en el equinoccio de primavera. También se han indicado el centro de la ecliptica (el mismo
que el de la deferente)

El dangulo B es el dngulo del origen O al centro del segundo epiciclo. El dngulo de este
centro a la posicion terrestre es el angulo —B. Es decir que la posicién del centro de la Tierra
estd parametrizada por

Ca =R - (cos(B)éy + sen(B)és) + Ry - (cos(—B)éy + sen(—B)eés)
:(Rl + RQ) COS(B)gl + (Rl — Rg)sen(B) e
=51 cos(B)€é) + Sasen(B)és,

o sea que en efecto se recupera la parametrizaciéon de la ecliptica.

3.2.2.4. Relacién funcional entre v y

Dado que v y 8 son dos parametrizaciones distintas de la ecliptica estan relacionadas
por la relaciéon funcional

yHD) = 57(B),

mas explicitamente

% I)e I)eé: S B)é, + S B)é: 3.37
(sl-u—gcos(r)))'(“s( )61+ sen(D)e) = Sy cos(B)éi + Sysen(B)r. (3.37)
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O+ 651-¢é;
perihelio

afelio

Figura 3.3: Ecliptica (elipse) y érbita de una tierra con duracién de los dias regular. C¢ es la
posicién del centro de la tierra; C(;, de la tierra (pro)medio; C), del sol; O, sol (pro)medio;
FE es el angulo de anomalia excéntrica; M, dngulo de anomalia media, y 7y, la anomalia real
(el 4ngulo asociado al dia del afio comenzando en el perihelio)

3.2.2.5. Anomalias

Para referirse a los tres &ngulos v, M y E se usa el término anomalias, estan representadas
por la figura [3.3]

3.2.3. La ecuacién del centro de Kepler
3.2.3.1. Anomalia media y verdadera

El tiempo local aparente depende de la posicion de la tierra, o sea que depende tanto
del movimiento de rotacién terrestre como de traslaciéon. La variabilidad de la duracién del
dia es consecuencia de la excentricidad de la ecliptica, puesto que si tanto el movimiento
de rotaciéon como el movimiento de traslacién tuvieran velocidad angular constante, los dias
tendrian la misma duracién. Fue por esta razén que se decidié tomar una circunferencia
con centro en el centro de la ecliptica O (recuérdese que el centro de la ecliptica coincide
con el centro del sol ficticio o (pro)medio) para determinar una primera versiéon del tiempo
estandar UTO, recuérdese que hoy en dia se usa una version refinada, llamada UTC, véase
la seccién Tiempo Universal Coordinado o véase [87].

Una tierra ficticia con el mismo radio que el globo terrdqueo pero con una orbita circular
de radio tal que sus dias tienen una duracién regular es llamada tierra media, (promedio o
ficticia). La anomalia media M es la posicién angular de la tierra media, esto es
M=2ri T (3.38)
o
tomando tg el tiempo en que la tierra pasdé por ultima vez por el perihelio. Recuérdese
que T es el periodo de un afio (una vuelta alrededor del sol). Véase la figura B es el
dngulo dia solar, es el angulo asociado al dia en curso. Se proyecta perpendicularmente la
posicion del centro del sol al eje que conecta el afelio y perihelio y después se traza una
recta perpendicular que pasa sobre este punto, donde esta recta intersecta la circunferencia
de la 6rbita de la tierra media, este es el punto A. La anomalia excéntrica E es el dngulo del
perihelio a este punto A en la érbita circular de la tierra media, fue introducida por Kepler
para simplificar los célculos, véase [61].

3.2.3.1.1. La anomalia verdadera v en términos de la anomalia excéntrica £ La
posicion del sol en términos de la excentricidad de la elipse € es

Co=0+8, &
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substituyendo

T
17|

tan(7) —m

a3 |
oo
s |7
S o]
S Sy - sen(E)
7571'51-008(E)—€~~51
_ S sen(E)
81 cos(E)—é&
~V1—22-sen(E)
~ cos(BE)—£&

porque g—l = /1 — €2 es la posicién del centro de la tierra en el perihelio (véase la ecuacién
i.
)

BI0)), i e.
V1 —¢2%-sen(E)

cos(E) —¢& (3:39)

tan(y) =
que también se puede expresar
tan(B) - (cos(E) — &) = Vi-é2. sen(E)
elevando al cuadrado
(tan(y))? - (cos(E) — £)* = (1 — &%) - (sen(E))
luego por trigonometria (y substituyendo la expresién anterior) se tiene la relacién

1
Y T Gt

_ \/ (cos(E) — &)°

(cos(E) —&)° + (1 — &2) - (sen(E))?
_ cos(E)—¢&
" 1—2-cos(E)’

(3.41)

(3.42)

_ J14+& [1—cos(E)
S V1-¢ 1+ cos(E) (3:43)

- 1_§-mn(§). (3.44)




Sea 7' = 3 y sea b de modo que cos(b) = ,/ﬁ, asi

tan (%)

cos(b) ’

, tan (—E2 )
~' = arct
arctan ( cost) |

tan(B')

o equivalentemente

diferenciando:

ﬂ _ cos(b) _ cos(b)
dE 1 — (sen(b))® - (cos (%))2 1~ (sen(b))? - Teox@
_ 2 cos(b)
1+ (cos(b))? — (sen(b))* - cos(E)

Tanto B’ como su derivada son funciones peridédicas. Obtengamos la serie de Fourier de
dB’ .
dE -

1 [*™dB 1
- dE=— [dB =1
“0=or ), dE o / ’

1 2 ’ 1 2m /
tn =5 i QE -cos(nE)dE, b, = %/0 2 1B -sen(nE)dE, neN.

Por simplicidad se haré uso de variable compleja para obtener los coeficientes a,, y b,,, n € N.

1 27
an :f/ dFE
™ Jo

i cos(b) - (22 +272)

< e (-2 Sz

dz, z=e",

la curva I" le da la vuelta dos veces al origen. El denominador tiene las raices
1 —cos(b 2 — (tan b 2 — (tan b 2 1+ cos(b) ? M cot b 2
sen(b) B 2 N 2 Y sen(b) N 2 '

a :1/ cos(b) ' ( 2% + 2% >dz
w e Gen®? \ G (an () o (@t (3)
:1/ cos(b) 2% +27%

r ( )

4 sen(b))2 (tan (g

——i %——i tan 9 "4_ = tan é !
T A G © A Sl

7



esto es

an =2 <tan (;)) ,n >0, n par. (3.45)

Los términos b, se obtienen de manera similar, si n es impar b,, desaparece, sino

L) )

Asi que la serie de Fourier sélo tiene términos cosenos.

La serie de Fourier para 2% y para 7' = 7 es por tanto
LAl 1+23 (¢ A (nE) (3.46)
— = an [ — - cos .
dE 2 "
neN
E & b\ \*" E
B =—+ tan | —  sen(nk) +c (3.47)
2 = 2 n
para una constante c.
Aproximando
1—& 1—2 | 1-£
1-¢ b\\> 1-— cos(b) L=y 1-2y/ =+ 13¢
— =cos(b) = (tan | = = = = = -
1+¢ 2 1+cos(b) . ;2 1— 1=
14 EFT-E-2V1 -2 1—-1-—-¢&2
- 1+é—1+¢ B 5
~2 Y - -
1-0-5-9) _¢ &
5 2 8

Lo que nos permite obtener la aproximacién

[e%s) ~3\ 4 ~3 ~9 ~
E
7_E+%;K§+Z>-“%?)% E+<§+Z)ﬂmﬂﬁ+2%ﬂﬂﬂ+é%dﬂﬂ

(3.48)
3.2.3.1.2. Deduccion de la ecuacion del centro de Kepler

Sean las regiones

= Aj: el segmento de la ecliptica con centro en el origen del punto S; - €1 al punto Cg.
= Ay el tridngulo de vértices O, Cg v Co.

= Aj: el segmento de elipse delimitado por los puntos Cg, Ca v S1 - €1.

= Ap: el segmento de la circunferencia con centro en el origen y de radio uno de radio

S1.
= A,: el tridngulo de vértices O, Co y A

= Aj: el segmento de la circunferencia con centro en el origen y de radio uno de radio
S1 comprendido entre los puntos Cg, Ay Sy - €}.

Lo que se hara es un cambio de variable porque es mas facil obtener areas de secciones
de circulos que de elipses. Sea

=
l e
7]

! ] (3.49)
y2

1
< <
N~
| IS
L —
8 8
N
| I
I
| —
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donde E es la elipse y S es la circunferencia de la figura|3.3

El eje 2! permanece invariante bajo acciéon de a (es decir que a(u - €1) = p - €1). El
cambio de variable transforma las regiones del modo:

alA)) = A, (3.50)

Asi se cumple la relacién de areas

/d:z:l/\dacgz(/ —/)dml/\de
Az Ay As

:( — ~)Jozdyl/\dy2
1 Az

A
s (L L)
== — dy” A dy”.
S s, Ja, Y Y

Del lado izquierdo calculamos las areas usando geometria euclidea:

— —
%. %.(W'Sf)f HOC@HQ. HA/AH gj.(gsfsf,é'sezn(E))
_ 818

5 (E—¢-sen(E)).

Por otro lado, usando M = %2# de la segunda ley de Kepler sabemos que

518
/ dot A da? = 2222 6,
As 2
por ende
E=M+¢- sen(E). (3.51)
Esta ecuacién se conoce como la ecuacion de Kepler.
Dada una expresién de la forma,
2 =2 +xf(2")
(z, 2’ y 2" variables en R) una funcién g(z”) puede aproximarse como serie de Taylor

(x)? 0 {dg(x’)

99 TR ~[f(x’)]2}+... (3.52)

9(@”) = g(a’) + 2= (@) f(2) +

(en [61] le atribuye la expansién a Lagrange), para un pardmetro suficientemente pequefio.
Se toman las variables 2’/ = E, 2’ = M y x = £ y se toman las funciones f(M) =sen(M) y
g(E) = E, f(E) =sen(E). Resultando

B=M 42 sen(M) + o - O (sen(a))? + = 2 _(sen(a))? (3.53)
= £ + Ssen 2 8M Ssen 6 aMQ Ssen .
~2 ~3

=M + & -sen(M) + %sen(ZM) + < (3sen(3M) — sen(M)) + ... (3.54)

5

8
No es posible resolver en forma cerrada la ecuacion de Kepler. Razén por la cual se

suelen usar aproximaciones numéricas, por ejemplo: truncar la serie (3.54]) hasta el término

cubico.
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3.2.3.1.3. La anomalia verdadera v en términos de la anomalia media M Para
expresar el resultado en términos de M primero expandamos en series el seno de 2F y 3E
en series de M:

sen(2F) =sen(2M) + &sen(M) - 2 cos(2M) + ..

=sen(2M) + € - (sen(3M) — sen(M)) .
sen(3E) =sen(3M) + ...

Comparando (3.54) con (3.48))

3 52 =
v =~F + <5+ 54) -sen(FE) + EZ -sen(2F) + % -sen(3E) (3.55)
. & & g
=M + | 26 + 7 sen(E) + i sen(2F) + ITh sen(3E) (3.56)
X 5 , L (1 13 »
~M + 2&sen(M) + Yol sen(2M) +¢&° - —Zsen(M) + Esen(SM) +&%- .. (3.57)

Esta aproximacién solamente hace uso hasta el término cibico (&%), véase [61].

dy _dy dM _ 2w dy (3.58)
dt dM dt To dM '
2w

1 1
N 1+ 2&cos(M) + 252 cos(2M) + &3 - <—4 cos(M) + Z?) cos(SM)ﬂ . (3.59)
®

El término 2T es la velocidad angular media. La tasa de desviacién es de 3.5% (= 2¢),

véase [61].

En [61] se describe también la aproximacién obtenida desde la perspectiva de la tierra,
es decir desde las mediciones que puede realizar el observador. Una deduccion de la ecuacién
del centro de Kepler también puede encontrarse en las referencias [67] y [46] y [82].

3.3. Movimiento de traslacién: Ecuacion diferencial pa-
ra el centro de la Tierra

Recordemos que la segunda ley de Kepler reza: el centro de la Tierra barre areas iguales
en tiempos iguales.
En versién integral:

/ dzt A da? = 727T(t2 — tl),
A(tlﬂfz) T@

donde A(ty,t2) es la zona barrida. En Deduccion de las leyes de Kepler de las leyes de
Newton se deducen las leyes de Kepler a partir de las expresiones de la mecénica newtoniana.

3.3.1. Ecuacién diferencial para la anomalia verdadera

Tomando 7 en un intervalo suficientemente pequenio el segmento de elipse A puede
tomarse una regiéon O como en la figura (3.4

Realizando el cambio de variable a coordenadas polares (recordemos que el dngulo v es
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o)

Figura 3.4: Aunque la figura [J no fue representada de manera exacta, es apreciable cémo
en el plano (p, ), es el drea bajo cierta curva p = p(7)

llamado anomalfa verdadera)

/ d:z:l/\dxzz/Jde/\dV
A(t1,t2) O

99!  9e?
_ o o
= / 851 6(52 dp A d’y
Ol "oy Oy

:/ % % ‘dp/\d’y

O

=/ | e pie |dp/\d’y
O

S~

pdp A dy
O

v(t2) pp(v)
= / / p dpdy
y(t1) Jo
ta 2 d
- / P29 .
L, 2 di

comparando las expresiones

51~SQ~TF _ t2P2 d’)/
To (t2 tl)_/t 5 ar

1

fijando ¢1, por el teorema fundamental del célculo

p2 d’y_Sl'SQTI'
2 dt Ty

(3.60)

La ecuacién (A.1]) fue probada para cuando t2 y t; son suficientemente cercanos, para
comprobar el resultado en general dados dos tiempos t; y to (t1 < t2) dividase el segmento
[t1,t2] en segmentos lo suficientemente pequefios para que la descomposicién tenga sentido.

Por el teorema fundamental del célculo esta tltima ecuacién (A.1) equivalente a la ex-
presion integral ([3.60]). Desafortunadamente la expresién analitica para el dngulo ~, dada p
por la ecuacién (3.35) no es facil de obtener.

3.3.2. Ecuacion diferencial para el parametro [

Ha sido presentada la segunda ley de Kepler en forma integral y en forma diferencial
(para las coordenadas polares). A continuacién con auxilio de la regla de la cadena se pre-
senta la ecuacion diferencial asociada para el pardametro 3. Se hace de dos maneras distintas.
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3.3.2.1. Cambio de variable usando diferenciacion implicita

La ecliptica E estd parametrizada tanto por i como por 7 (véase Seccion Coor-
denadas polares y Seccion Coordenadas elipticas), esto significa que los valores de I’
y de B estan relacionados del siguiente modo

p=n(T) = ().

Como se observé en estas secciones

_ 3
~ S1(1 — £cos(B))

:\/Sf(cos(B) — &) + S3sen?(B),

P

esto es

(Pcos(T") 4+ £51)éey + Psen(I')ey = Sy cos(B)é; + Sasen(B),
que equivale al sistema de dos ecuaciones

Sy cos(B) =P cos(T") + 51,
Sasen(B) =Psen(T).

Como

Sy = 51V1—§,

despejando &2:

por tanto

Derivando P

2 —zsen(T
ap _ 5 Efen( ) (3.61)
dl S1 (1 —¢Ecos())?
_%PQ - (—&sen(I")) (3.62)
53
_ S P, (3.63)
S5
luego
dP\? S2&?
P2+ (—) =P {1+ =L —sen®()P? .64
+<dI‘) {+S§ben() } (3.64)
Derivando
dB dP dr’ dB dP dr’
—S’lsen(B)E = [dF —-P. sen(w)} : ESQ cos(B)E = [dF cos(I") + PCOS(F):| g

La expresién anterior puede reescribirse matricialmente cémo el producto

B [ Sy cos(B) }:[ cos(T)  sen(T) ] { P } dr

dt | —Sisen(B) —sen(I") cos(I) 4 Lt
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tomando la norma

s ) (8) [~ o (5]

(%) ] (&)

S22 425283 1
:P2|:1+ Sil S€n2(r)'P2 Ti(%ﬁ
472 G262 222
:77;;9%25 2 [1 + S;,i sen?(I) -PQ}
0] 2
4725252 22
:% . [1 + Séi Senz(B)]
2
SféQ 2
45282 1+ szsen (B)

T P2, 52(cos(B) — €)% + S2sen?(B)
luego

S

IB\2 4r25253 [1+ 57|
<dt> :T(% [S1sen?(B) + S5 cos?(B)] [S?(cos(B) — )2 + Sasen?(B)]
An2S282 [1 + S%S;;gsenz(B)]
T2 [S3 + (ST — S3)sen®(B)] [S7(cos(B) — €)% + Sysen?(B)]
B 472 5%
T2 [S3 + (5% — 52)sen?(B)] [SE(cos(B) — €)2 + SZsen?(B)]
4725352 {1 + 5%3_335 senz(B)}
T2 [S3 + (57 — 52)sen?(B)] [(S? — 532) - cos?(B) — 2657 cos(B) + S2&2 + S3]
An2S282 [1 + 555553 sen2(B)}
- T2[S2 + (5% — S3)sen?(B)] [257 cos?(B) — 2657 cos(B) + 5262 + S3(1 — &2)]
47253 {1 + SfS;;gsen%B)}

:T(% [S2 + (5% — S3)sen?(B)] [€2 - cos?(B) — 2£ cos(B) + 1]
47252 [1 + Msen%B)}

53
T2 [S2+ (52 — S2)sen?(B)] [1 — £ cos(B))?
_ 4m? [S% + (57 — S3) sen?(B)]
T2 [S3 + (S? — S3)sen(B)] [1 — & cos(B))
472

T T2l - gcos(B)]

)

por ende

aB| 2T
dt |  Te-(1—£écos(B))’

3.3.2.2. Cambio de variable usando geometria diferencial

Aqui puede usarse un poco de la teoria de variedades con borde, de hecho para los pro-
positos de este escrito es mds que suficiente, porque si se toma v (o () definida en toda
la ecliptica no es continua solamente en un punto (el asociado a 8 = v = 0), sin embargo
sus inversas (n o 77) si lo son y eso nos permite bajar diferenciales a la variedad. De he-
cho aunque las variables v y 8 presentan la misma discontinuidad, sus composiciones son
biyecciones del intervalo [0,27) de clase C°, C!, de hecho analiticas. Esto tltimo justifica
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que dy(Cgq) y dB(Cq) permitan levantar la ecuacion diferencial definida en la recta a la va-
riedad de la elipse (el término técnico es: levantar campos vectoriales), véase la figura[3.3.2.3

Introducimos la coordenada 3, ésta no es un angulo, pero por la excentricidad terrestre
toma valores cercanos a los de .

Bon

(0,27) ——— (0,27
H
p

) (0,2m)
r B
n 1
E\{O + 5151}

Figura 3.5: Relacién de las variables involucradas. 7 y 7 son dos parametrizaciones de la
elipse, con inversas vy 6. p = Cg(t)

3.3.2.3. Ecuacién diferencial en la variedad

La ecuacion diferencial a la que hemos llegado es una ecuacion diferencial para el angulo
I'. Usando geometria diferencial podemos levantar esta ecuacion diferencial a la variedad:

Tomamos como coordenada el &ngulo I, es decir que se toma el argumento de la posiciéon
vista como punto en un plano

v(p) = arg(p — Cp) ,

la parametrizacion

S3

n(T) = p-[(S1€ + cos(T))é; + sen(D)&,] = S (-9

- [S1(cos(T) + S1€)é; + sen(I")és]

(como funciones = v~1). Puede resultar conveniente visualizar esta expresién en el plano
complejo:

2
S3

:7.i1—‘ S, &
S(-g ¢ o

luego
p=n().

Ahora nos fijamos no en un punto arbitrario p sobre la elipse, sino en el punto p = Cg(t) en
un tiempo t dado. Derivando

dCe _ ()gfgé
at T oy

El segundo paso se debe a la notacién de geometria diferencial: dn(T") levanta los vectores del
espacio usado en la parametrizacién a vectores tangentes, en este caso: dn(I")1 = % (Cg),por-
que estamos parametrizando usando un abierto de R, que tiene dimensién 1.

Salvo por la notacion la ecuacion diferencial se ve igual que la ecuacion diferencial original
en las coordenadas polares. No conozco herramientas que permitan resolverla analiticamente
sobre la variedad, pero si conozco herramientas que permiten integrar numéricamente di-
rectamente sobre la variedad, no sé si sea conveniente. Por otro lado esta ecuacién funciona
como un paso intermedio para escribir la ecuacién diferencial en otras coordenadas.
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d(Bon)(I)

7N

dar _ 271'5'12'2 dB — Qﬂslggd 1
dt Top R@R dt Top (Bon)(I)
dn(T) = dy~ () di(B) = dp~"(B)
Cg
G = rdn(Ce)l = 25555

Figura 3.6: Las diferenciales dfj(I") y dn(I') bajan, pasa de estar definida en la recta a estar
definida en la elipse. Sus inversas dB(p) y dvy(p). E, es el espacio tangente de la elipse en el
punto p = Cg(t) en el tiempo t.

3.3.3. Ecuacion diferencial coordenadas elipticas

Para resolver este problema llegamos a la conclusion de que posiblemente la dificultad
para presentar una solucién analitica radica en las coordenadas usadas.

Hay dos formas equivalentes de obtener la ecuacion diferencial para estas coordenadas:
. . o2 . dCqa F)
primero, es posible expresar la ecuacién sobre la variedad de la forma <3¢ = f (C’G)%7

para la funciéon f adecuada y luego bajaria al espacio vectorial asociado. Segundo: es posible
aplicar (desde la ecuacién diferencial original) un cambio de variable, lo que equivale a
cambiar de coordenadas (B(t) = 8o~y 1(T)):

4B _dB dy
dt — dU dt
_ dy
_ 1 =T
=d(for) M5
dy
=d(Bo n)(F)E,

auxilidndonos del teorema de la funcién inversa

la funcién Son(I") es una funcién de variable real y se habla de su derivada en el sentido
usual, es decir que ‘é—? =d (ﬂ ) 7*1) (T") es una diferencial en el sentido del célculo clésico,

que podemos descomponer (apoyandonos del célculo complejo y las funciones anteriores:
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d (v o) (B) =dIlmologo Mg o S oei(B)
=[ 0 1 ]odlog(Mo o S(e'P)) 0 dMo (Se™®)[S][e ] 1) { X }
1

(L,0)
Si 0
1 -
-0 grz],, [V s

{ﬁmgﬁwm} )

ls (cos(? Sem_il;senw)](“) 12 [ o ;2 }
{ﬁ%tﬁ@}ﬁ} ’

l ezB Sy 4o [ Sy cos(B) —Sisen(B) ] [ 0 ]

S%(cos(B) — €)% + S3sen?(B) ) Sosen(B) s cos(B) 1
=[0 1]

S%(cos(B) — ) + S2sen?(B)
| Si(cos(B) —€) Sasen(B) Sy cos(B) —Sisen(B) 0
[ —Sssen(B)  Si(cos(B) —€) } [ Sasen(B) Sy cos(B) } [ 1 }
_ 1 0 1] { S1(cos(B) — &) Sosen(B) ]
S2(cos(B) — £)2 + S2sen2(B) —Sysen(B)  Si(cos(B) — &)

| tB) Y

como en general [ 0 1 ] { Z Z ] [ (1) ] = d, no hay que realizar por completo el

producto matricial, solo hay que realizar el producto y la suma de la entrada inferior derecha

dl’
dB ~ S%(cos(B) — £)2 + S2sen?(B)

- (5152(1 — Ecos(B)))

O sea
_ 5%(cos(B) — €)? + S3sen?(B)
S152(1 — £cos(B)) ’

luego

dB 21518, Sf(cos(B) — £)* + Sisen®(B) 1
3

dt - Tp S5152(1 — €cos(B)) p
_ 275153 S{(cos(B) — €)* + Sisen*(B) | 1
Te S152(1 — £cos(B)) HCTCG{H?
218152 S3(cos(B) — €)? + S3sen?(B) 1
T S18(1—écos(B)) |1 (cos(B) — )&; + Sasen(B)és||?
2718153 S3(cos(B) — €)? 4 S3sen?(B) .
Ty S152(1 — £cos(B)) S%(cos(B) — €)% + S2sen?(B)
2m 1

:% "1—Zcos(B)

Expresion que si sabemos como trabajar.
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3.3.4. Parametrizacion de la ecliptica

Como se dijo anteriormente la ecliptica estd parametrizada tanto por la expresién 7(5)
como por (7).

El centro de la Tierra Cg(t) cambia de posicién con respecto al tiempo. Las versiones
diferenciales de la segunda ley de Kepler que se exploraron mads arriba, dictan cémo tiene
que evolucionar Cg en funcién del tiempo. Més propiamente hablando

1(B(t)) = Ca = n(y(t)),

donde B(t) y «(t) son las soluciones de las ecuaciones diferenciales asociadas a la segunda
ley de Kepler. Desde la época de Newton es bien sabido que estas expresiones no se pueden
resolver forma cerrada (no admiten solucién analitica). La solucién por la que se ha optado
desde un inicio ha sido la de aproximar numéricamente, véase [30]. Més recientemente se
han realizado esfuerzos por obtener soluciones cuasianaliticas, véase [12] y [15].

3.4. Movimiento de rotacion

3.4.1. Globo terraqueo fijo

El globo terrdqueo rota y se traslada conforme transcurre el tiempo. Sin embargo puede
resultar mas conveniente visualizar un globo terraqueo fijo, el globo terraqueo tal y como se
encontraba en el instante tg.

Dado z = z(t) sobre el globo terrdqueo sea zg = z(tg). z¢ tiene dngulos de latitud y
longitud, pero no depende del tiempo (porque se ha fijado), y viceversa: dados dos dngulos
de latitud y longitud ¢ y A determinan un tnico valor zg,

wv((3])

Se le asocia al globo terrdqueo un sistema de referencia (co)mévil, la referencial

(Ca(to); €a(to), €r(to), €n), donde €y a diferencia de Cg(t), €c(t) v €n(t) es constante:
no cambia con el transcurso del tiempo. El instante tg fue elegido de manera que fuera
sencillo calcular el valor de la matriz de rotacién a partir de él y los valores de los elementos
de la referencial anterior:
En el instante tg, las 12 horas del equinoccio de primavera del ano bisiesto 2024, por ser
un equinoccio los dias y noches duran lo mismo. En ese momento la tierra pasa por el eje
generado por el vector €;. Por la hora en el meridiano de Greenwich es de medianoche.
Por la oblicuidad y la eleccion de los vectores €1, €3 y €3 el vector €y se encuentra en el
plano que pasa por el centro de la tierra generado por los vectores €1 y €3. La oblicuidad &
es un dato conocido: 0.4091 radianes o 23.44 grados,

en = cos(e)éy + sen(e)és, (3.65)

Por la oblicuidad y elecciéon de los vectores €1, €5 y €3, el vector €y se encuentra en ese
momento también en el plano que pasa por el centro de la tierra generado por los vectores:
€1 y €s. La oblicuidad ¢ es un dato conocido: 6.104 radianes o 23.44 grados.

én = cos(g)é] + sen(e)es (3.66)

(én es constante a lo largo del tiempo).

Por otro lado como € y € se encuentran en el momento o ambos en el plano .Z {€}, €3}
y forman una base ortonormal (€, €y ) positivamente orientada de dicho plano, para obtener
€c hay que usar la misma expresion, pero desfasandola 7:

€a(to) = cos (5 - g) €1 + sen (s - g) €3 (3.67)

=sen(e) - €1 — cos(e) - €3, (3.68)
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por propiedades de senos y cosenos.

Para determinar la posicién del vector €g(tp), como la base (€n,€g,€n) es una base
ortogonal positivamente orientada puede usarse el producto cruz:

gE(tO) :5N X €G (369)
= (cos(e) - €1 + sen(e) - €3) x (sen(e) - &, — cos(e) - €3) (3.70)
=(cos(g))? - & + (sen(g))? - & (3.71)
=& (3.72)

En resumen, en ¢y se tiene la base:

éc(to) =sen(e) - €, — cos(e) - €3 (3.73)
Ex(to) =& (3.74)
én(to) =cos(e)é1 + sen(e)es. (3.75)

3.4.2. Marco de referencia geografico moévil

Para determinar la posicién de los elementos de la base comévil (€g(t),€g(t),en) en
términos de la base (€1, @2, €3) se hard uso del dngulo de oblicuidad y de la expresién antes
obtenida de la rotacién terrestre. Como se dijo el vector € es invariante ante el movimiento
de rotacién, pero no ante el de traslacién Los otros dos vectores: éq(t) v €g(t) no son in-
variantes ante rotacién, ni traslacion. Témese tg como un momento dénde sea facil calcular
los vectores €g, €g y €n, por ejemplo: las 12 horas del equinoccio de primavera de un ano
bisiesto, como es el 19 de marzo de 2024. En los equinoccios los dias y noches duran lo mismo
(aminorando la variabilidad de la duracién del dia). En ese momento la tierra pasa por el eje
generado por el vector €;. Por la hora en el meridiano de Greenwich es de medianoche, o sea
que el sol se encuentra completamente oculto, detras de la tierra visto desde ese meridiano.
Esto geograficamente significa que el vector €g se encuentra en el plano que pasa por el
centro de la tierra generado por los vectores: €] y €3.

3.4.3. Relacién de los marcos de referencia geografico fijo y mévil

Recordemos que el marco de referencia (Cg(to); €a(to), €r(to), €n(to)) no depende del
tiempo y es util para determinar la posicion de los distintos astros sobre el firmamento solar,
respecto a la posiciéon del observador, sin atender al tiempo, o de los puntos sobre el globo
terrdqueo zq, en funcién solamente de sus angulos de latitud ¢ y longitud A.

Los vectores €g, €g, €y varfan como funciones del tiempo. Ellos son de utilidad para
representar la evolucién de los distintos puntos del firmamento celeste (vistos desde algin
punto z sobre el globo terrdqueo) y la evolucién de los puntos z sobre el globo terraqueo.

3.4.4. Parametrizaciéon del movimiento de rotacién
3.4.4.1. Valor explicito de la matriz de rotacién

Notemos que la base (€, €x, €n) tiene la matriz asociada

cos(¢e) 0 sen(e)
0 1 0
sen(e) 0 —cos(e)
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que es su propia inversa. Luego la matriz de rotacién terrestre (véase la seccién
Rotacidn terrestre) adquiere la forma:

* sen(e) —cos(e)
cos QAW':(FtG_tO) —sen (Z'W'Q(fc_t‘))) 0
sen %t;to) cos (%tcﬁto)) 0 (3.76)
0 0 1
cos(e) 0 sen(e)
0 1 0

re ([1]) - 01

sen(e) 0 —cos(e)

cos %G—to) -cos(e) —sen (%G_to)) cos %G—fo) - sen(e)
S| sen (ZmU=t0)) L cos(e)  cos (%‘G*fo)) sen %gfo) - sen(e)
sen(e) 0 — cos(g)

(3.77)

cos (72'7\-'7(.‘2{'0)) . (cos(e))2 + (sen(e)Q) —sen (7247'7(,2;%)) - cos(e) (sen(e) - cos(g)) - (cos (72'7\-»2(.‘2;%)) - 1)
sen (72'7"'7@(;%)) - (cos(e)) cos (72«-;;—%)) sen (72'7"',1(“27%) - sen(e)
(sen(e) - cos(e)) - (cos (%’gm) — 1) —sen (%Gito)) - sen(e) cos (%Gito)) - (sen(£))? + (cos(e))?
(3.78)

3.4.4.2. Rotacion y traslacion terrestre

Finalmente la combinacién de movimientos de traslacién y rotacién toma el aspecto:

RC ({ i ]) —. Co(t) + Ron ( C%(t)z D (3.79)

donde z es un punto sobre la superficie terrestre en el momento ¢t = JDN + ﬁ = 0. Para
el movimiento de traslacién ¢’ no es significativa y para el movimiento de traslacién, por la
perioidicidad JDN tampoco.

La aproximacién de la érbita terrestre con una circunferencia es una buena primera apro-
ximacién para determinar el tiempo estdndar, porque UTO (obtenido con la aproximacion
de la érbita terrestre como una circunferencia de radio adecuado y centro O) y UTC (el
estdndar actual) son cercanos. No obstante si en un momento dado se conoce el tiempo
estandar de acuerdo con UTC, puede emplearse en lugar del valor de UT0 y asi obtener una
mejor aproximacion.

3.4.5. Parametrizacién de puntos sobre el globo terraqueo

Para visualizar un punto sobre el globo terrdqueo fijo, es decir el globo terrdqueo en
el instante ty se usa la notacién zg, este punto estd determinado por las coordenadas de
latitud ¢ y longitud A. Este punto tiene coordenadas (€ (to), €r(to), €n) fijas, que permiten
visualizar los astros sobre el firmamento como son vistos desde la tierra.

Pero cuando se quiere visualizar la evolucién del planeta Tierra o los puntos z sobre él con-
viene tomar un marco moévil. En particular se usa la referencial comévil (Ci(t); €q(t), €r(t), €n)
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que ha sido descrita mas arriba.

La posicién en cualquier instante de tiempo para un punto z = z(t) visto desde el globo
terrdqueo movil toma el aspecto:
¢
A

0= (| gy ])=2(
)

= Ca(t) + R (t)2 <[ ?
= Colt) + Rau(t) - (cos(9) - cos(\)ea (o) + cos(9) - sen(\)ein(to)) + sen(9)en

més arriba se encuentra una expresién explicita de la matriz de rotacién Rg.(t) y para los
vectores de la base fija (€g(to), €r(to), En(to)).

Recordemos que més arriba estan dadas las expresiones que rigen el comportamiento de
Ca(t), pero que dado que no es posible resolver analiticamente la ecuacion diferencial asocia-
da a la segunda ley de Kepler, lo mejor que se puede obtener es una aproximacién numérica.
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Capitulo 4

Aplicaciones del modelo
Geomeétrico

4.1. Geometria del globo (esfera) solar

4.1.1. Parametrizacion del globo solar

Para parametrizar el globo solar primero tomaremos una base ortogonal adecuada, se
obtendra una referrencial afiadiéndole un origen y se describirdn sus propias coordenadas.
A continuacién se presentan dos, puesto que ambas resultan de utilidad: Sea

e
= = C@Z
€o3 = €p3(t, 2(t)) = —=+ (4.1)
e

(el indice 3 se debe a que tendrd un rol andlogo al polo norte). Ahora aplicando un paso del
proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt definimos un vector ortogonal

. €. — (€., €03) €n3
€nl =—— — — 4.2
O =, = (@, Fos) Zosl “2)
— = o\ L
Caz — <CGZ, €®3> €03
_ , (13)

||z - {Ge o)

se elige un tercer vector €go de modo que (€g1, €n2, €n3) sea una base ortonormal positiva
a derechas:

5@2 = g@g X 5@1. (44)
A la base anterior se le anade el punto Cg, lo que nos deja con una referencial mévil (es

moévil porque los vectores cambian, aunque el punto Cg no lo haga): (Caj;€a1, €o2, €n3). La
siguiente funcién parametriza el globo solar:

@61 ({ (ﬁg } ; [ ngt) }) - Co + Ro 'C05(¢®3'COS(/\®)'5®1

+Rg - cos(¢g) -sen (Ag) - €xa + Re - sen (¢g) « €xs.
(4.5)
esta funcién ha sido elegida en analogia con aquella empleada para parametrizar el globo
terrdqueo en términos de longitud y latitud. Cuando ¢ = Ag = 0, entonces @51(¢@, Ao) =
€53. Estas funciones se definen sobre el mismo dominio que la funcién ®~*! de latitud y lon-
gitud terrestres. En La esfera como variedad diferenciable se detalla la funcién anterior
y su inversa.

4.1.2. Espacio normal

Se define el espacio normal, Ng(q), como el complemento ortogonal al espacio tangente.
Primero se mostrard que el espacio tangente I1g(g) es ortogonal al vector Cgq:
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El espacio Il (q) consiste de los vectores tangentes en el punto ¢ a la esfera solar. Asi
que para mostrar el resultado se mostrara que para toda curva suave en el punto ¢, su vector
derivada es ortogonal al vector Cgq. Sea y una curva de un intervalo (—¢,¢) C R a la esfera
solar, que manda el cero al punto g, v diferenciable en 0. La esfera estda dada como la imagen
inversa del cero para la funcién

v=1
notemos que
dgla) = (Cot) (47)
(el dual de q), o equivalentemente
Vo(q) = Cod (4.8)

Se toma la accién del vector tangente ‘;—Z(O) sobre g:

(G0)s- 220 (19)
= dg(a) 2 0) (4.10)
_ <vg(q), ‘(Z> (4.11)
— <@} ‘j;> : (4.12)

— —
luego <C@q, Z—;’> = 0. Como 7 fue arbitraria, 15 L Cggq.

Sea
—
_ Coq

f(q) Ry’ (4.13)

dividir entre el radio del sol hace que 72(q) sea unitario, pero no es necesario.

. e
Que el espacio tangente en un punto ¢ de una esfera sea ortogonal al vector Cnq se
traduce en que:

No(q) =Z{n(q)}, (4.14)

porque Ng(q) tiene dimensién 1.

4.1.2.1. Descomposicién de R? usando el espacio tangente y normal

Notemos que
R? =TI (q) @ No(q), Vg en la superficie solar. (4.15)

La representacion de un vector como suma de un elemento de los espacios normal y tangente
es Unica y por la ortogonalidad de ambos es posible obtener la componente del espacio normal
usando producto interno:

(,7(q)) - 1 (4.16)

la componente en el espacio normal (porque 7 se toma unitario, sino hay que dividir entre
Su norma).
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Figura 4.1: Zona visible del sol desde un punto z en el globo terraqueo entre el fin del periodo
de amanecer y el comienzo del periodo del atardecer

N\,
<7

Figura 4.2: Este diagrama ha sido exagerado para volver mas visible que el area del globo
solar visible para un punto z en un tiempo ¢ es un casquete, no la totalidad de un hemisferio

4.1.3. Area visible del sol durante el dia

Durante el dia la zona visible del sol F(z(t),t) est4 determinada por el instante ¢ y el
punto z = z(t), por las constricciones dadas en la seccién Constricciones de los fotones
que salen de un punto q en la superficie solar para que sean visibles en un punto p en el
globo terraqueo. A continuacién se da una caracterizacién de la regién F(z(t),t) entre el final
del amanecer y el comienzo del atardecer:

Sea z = z(t) un punto sobre el globo terrdqueo. Para el punto z la zona del sol visible
es el conjunto F(z(¢),t), subconjunto del globo solar. La condicién para que un fotén salga
del globo solar en direccién a un punto z sobre el globo terraqueo es

(%,Coa) <0,

para el punto que es visible y estd alineado con el centro del sol y el punto z

—
(el punto S’ = Cq + Rg - Hgiﬂ) puede verificarse que el producto anterior es negativo,
@Z
5 .
pero para los g con S’q 1L Cnq es positivo, de modo que hay puntos en los que el producto
interno anterior vale cero.

Tracemos una recta del punto z al centro del globo solar Cg, tomemos cualquier recta
que también pase por el punto z perpendicular a ésta y tomemos el plano afin formado por
ambas rectas. Este plano corta a la esfera solar en una seccién, por construcciéon este corte
es un circulo méximo (véase la figura . Sea un punto en el que se cumple la condicién
de salida, es decir donde el producto interno anterior vale cero, este punto estd a cierto
angulo del punto z midiendo desde la recta que conecta a z con Cg), por simetria el punto
sobre la superficie del sol que forma menos el mismo dngulo también cumple la condicién del
producto interno (que valga cero). Sean ¢; y g2 estos puntos. Geométricamente eso significa
que los vectores Z y @ son ortogonales. Por ende el cuadrilatero de vértices Cq), q1, g2,
Cq y z tiene al menos dos dngulos rectangulos: Zzq1Cq v 2g2Cq. Sea ¢gg el dngulo Zq1 zqa,
como los angulos de un cuadrildtero suman 2, el dngulo § = Zq1Cxqs tiene angulo

™ e
5:27T—§—5—¢®0
=T — doo



Notemos que por simetria el segmento de recta que conecta z con Cg bisecta a los dngulos
oo vy B. Por lo tanto

Lq12Cq = ? (4.17)
y
Lg1Coz = ﬂ_T(éGO, (4.18)

el tridngulo de vértices ¢1, Co y 2z es un tridngulo rectdngulo, usemos este hecho para cal-
cular el angulo ¢go:

1. El segmento de recta que conecta al centro del sol Cs con el punto ¢; mide Cg.

—
2. El segmento de recta que conecta al centro del sol Cg con el punto z mide HC’@z’ ’

—
3. El segmento de recta que conecta al centro del sol Cg con el punto ¢; mide HC@ql ’ ’

4. Como es un tridngulo rectangulo

sen(gbgo) fo , (4.19)

—_—
HO@Z

por trigonometria el seno y coseno al cuadrado suman uno, asi que

cos (peo) = |1 - | =717 | - (4.20)

Por otro lado

$o0 = 2arcsen (4.21)

5. Como es un tridngulo rectangulo

cos (%50 ) = 0] (1.22)

2/ leer]
luego
I28]| = ||Ca%|| - cos (éo0) (4.23)
2
:H@H 1- HC%%H (4.24)

Por simetria no importa que punto ¢; fue elegido, para todos ellos el angulo ¢ es el mismo.

4.1.3.1. Parametrizacion de la zona visible del globo solar

La razén por la que la parametrizacién @51 se defini6 de esa manera es que para ¢y = 0,
se obtiene el valor del punto S’, aquel que se encuentra sobre el globo solar, entre el punto z
y el centro del sol, si ¢ conforme se aleja g del punto S’ crece. Para ¢g € [0, ¢pgo), al variar
todos los valores de Ag sobre todo [0, 27] (salvo para el punto S’, que es el tinico punto que
tiene asociado el valor ¢¢ = 0 radianes, no obstante que varia Ay no hace diferencia).

B0 = 05" ([0.600] x 0,201 7 ]). (1.5
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Figura 4.3: Representacién de la esfera solar, el punto z se supone en la direccién €égg.
Amarillo regién F, verde base (€51, €a2,€03)

4.1.3.2. Parametrizacion del area visible del sol durante el amanecer y el atar-
decer

Durante el amanecer y el atardecer el sol pasa por el horizonte, lo que significa que la
regién visible pasa de ser un casquete polar a un punto y desaparecer.

Figura 4.4: Zona visible del sol desde un punto z en el globo terrdqueo durante el periodo
del amanecer o del atardecer. Los puntos q; y ¢2 son aquellos dénde se intersecta el borde
de la frontera del casquete visible con el plano tangente del observador.

Parametrizar esta zona de corte es mas sencillo usando la referencial (Cq; €y, €5, €x).
Piénsese en el globo terrdqueo en la parametrizacion usual. Los paralelos son geométrica-
mente equivalentes a la interseccién de un plano perpendicular al vector €. Durante el
amanecer y el atardecer el observador ve cémo el horizonte corta al sol. Unas coordenadas
analogas a las usuales con el vector €, en lugar del vector €y permitirian parametrizar el
corte como un paralelo (razén de la eleccién de una nueva base). Es decir que el corte por
el horizonte estd parametrizado por la circunferencia:

{C@ + R - [cos((ie) . cos(S\@)é'N + cos(q’;@) . sen(j\@) €z

+sen(do) - gz} ‘ $o = P00, Ao € [O,QW}}. (4.26)

Para convertir la circunferencia que contiene el segmento 9(F), 2 en un paralelo basta
usar una rotacién, que en particular deja fijo al vector €3, o sea que es alrededor suyo,

~ "

Figura 4.5: Zona visible del sol en los periodos de amanecer y atardecer. La cercania entre
el punto z y el sol ha sido exagerada, para evidenciar que jamas es visible una semiesfera,
sino el corte de un casquete.
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matricialmente

cos(§) 0 —sen(§)
etz = 0 1 0 , (4.27)

sen(§) 0  cos(§)

el lado izquierdo significa que se trata una rotaciéon alrededor del vector €go un angulo £.
La rotacién transforma un plano en otro, o equivalentemente mueve el vector ortogonal del
primer plano en el vector ortogonal del segundo plano, por ende

& = arccos ((€3, €03)) - (4.28)

& = £(t) es un angulo que estd bien definido en todo momento ¢, pero que es empleado
Unicamente para determinar la regién (OF), o durante los periodos de amanecer y atardecer.
En los periodos de amanecer y atardecer hay tres momentos en que los vectores €, y €3 son
colineales: en el instante del amanecer (atardecer), en el instante en que termina el amanecer
y es tangente el globo solar al plano tangente de la tierra en el pnto z (o atardecer) y cuando
es visible exactamente la mitad del globo solar. Esto significa que el dngulo £ vale cero en
esos tres instantes.

El segmento de arco del sol que intersecta al horizonte y es visible es la interseccién de
la circunferencia anterior y el conjunto

o2 (10.000] x .25 | 7P ])).

El conjunto F(z(t),t) es el subconjunto de este conjunto con los puntos que se encuentran
por arriba del corte del horizonte en la esfera. Un inconveniente es que las bases (€5, €5, €)
v (€o1, €n2, €n3) No comparten vectores, salvo en tres momentos: en el instante del amane-
cer, en el instante del atardecer y cuando el horizonte corta exactamente la mitad del sol.
Puesto que el vector €1, de la segunda base, no es paralelo a €, ni perpendicular a él, en
cambio los vectores €5 y € siempre son perpendiculares al vector €. Asi que parametrizar
la esta regién no es tarea facil. No obstante parametrizar su frontera si lo es.

OF(t, 2(t)) = (OF)2,1 U (9F)2 2, (4.29)
donde (9F)3 1 es el segmento de arco
(0F)21 = {25 (d0: X)) | Ao € [0, Aanls do = oo fija } (4.30)
y ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
(OF)2,2 = {03} <¢®7/\®) | Ao € [=A00; Aao], Po = dao fija }. (4.31)

(OF)2,1, (OF)2,2 son de tal suerte que su interseccién consiste en dos puntos en el amanecer
y atardecer, excepto en el comienzo y en el final (donde s6lo es un punto):

(0F)2,1 N (OF)2,2 = {q1,q2}- (4.32)
/\@07 5\@0 S [—7‘(’,71'].

Para determinar los puntos q; y ¢2 nos servimos de que son los tnicos puntos ¢ que
cumplen las siguientes condiciones:

’ o] = me. (439
2.

(€.,74) = 0. (4.34)
3.

(€03, 20) = 0. (4.35)
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Estas condiciones determinan univocamente a los puntos ¢; y g2, porque son los tinicos pun-
tos que las satisfacen (las dos condiciones de perpendicularidad obligan a qu{ y z—qg> a estar
en una recta que pasa por el origen, pero se le pide que ademads intersecten una esfera, una
esfera sélo intersecta a una recta en dos puntos).

Determinando estos dos puntos se obtienen los valores de las A, y 5\@,, v e {1,2},
extrayendo la segunda componente después de aplicar ®q.

4.2. Descripcion de la regién solar visible

Se llama ecuacion del amanecer (o del atardecer) a una expresién que permita obtener
el tiempo del amanecer (atardecer) en tiempo local aparente a partir de las coordenadas
ecuatoriales y horizontales. En la literatura ([87], [56], [44], [28], entre otras) se encuentra
una aproximacion que se obtiene de hacer simplificaciones como suponer que la tierra re-
corre una érbita circular. Dado que esta ecuacién es la que se maneja en la literatura, es
tratada primero. Posteriormente se tratan aspectos geométricos para proponer una mejor
aproximacion.

4.2.1. Constricciones de los fotones que salen de un punto ¢ en la
superficie solar para que sean visibles en un punto p en el
globo terraqueo

Para que la luz llegue de un punto ¢ sobre la superficie solar hasta un punto p sobre el
globo terraqueo deben cumplirse las siguientes condiciones:

1.
<q_ﬁ, @> >0, (4.36)

la condicién anterior geométricamente significa que el sol no obste el paso del fotén
del punto ¢ al punto p, o equivalentemente que el punto ¢ esté en la cara visible del
sol.

<cﬁ5, CE;> <0. (4.37)

la condicién anterior geométricamente significa que la tierra no obste el paso del foton
del punto, o equivalentemente que el punto ¢ se encuentre en la zona iluminada por el
punto p.

Una deduccién de estas condiciones se encuentra en la seccién Distincion del
primer punto en asomarse en el amanecer y el primer punto en ocultarse al atardecer.

4.2.1.1. Constricciones

Recordemos que
F(p.t) = {a€So | (p4.Coa) = 0. (5. Cap) < 0}. (4:38)

En|4.1.3.1] se dio la parametrizacién del casquete visible.

= Es de dia para z si:
F(z,t) # @. (4.39)

= Es de noche para z si:
F(z,t) = 2. (4.40)
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Asi que para z en el globo terrdqueo y ¢t dados (cuando es de dia para z) zona F es dificil
de describir, pero su frontera es mas simple, véase Seccion Parametrizacion de la
zona visible del globo solar.

En particular nos interesan los instantes exactos del amanecer y del atardecer. En esos
instantes los puntos ¢; y g2 coinciden (q; = ¢2), ademads si ignoramos la accién de la atmds-
fera, la tierra y el sol comparten (en sendos puntos z y q1) el espacio tangente afin, lo que

geométricamente significa que 7% es ortogonal a Cqq1 y a Cgz.

Geométricamente podriamos tomar en esos instantes ¢ = Cg, + Rg - €. Quisiéramos de
estas relaciones recuperar una expresién para determinar ¢ a partir de la posicién geométrica
de z. El problema es que hemos definido a ¢; a partir de z, lo que forza las relaciones de
ortogonalidad

1.
—
it L Coq (4.41)
2. R
a1t L Cgz. (4.42)

Y por tanto no podemos recuperar los instantes del amanecer y del atardecer. Cambiemos la
segunda constriccién. En el momento del comienzo (o final) del amanecer (o del atardecer)
se tiene la relacion

&

Figura 4.6: Representacién del primer punto de la superficie solar visible en un punto z sobre
la superficie terrestre.

_ — q? _ -1,
cos (£q=Cio) = <@ o ||> — 1B Eon ). (4.43)
luego
£42Ce = arceos (||| (s, ) (4.44)
Luego
Co’
(o3, 32) = < —2 . (Rg — Ro)e. + (Ca — C®)>
=
R , — S . . -
< G =25 (Re — Ro)é. + (il(B) — Si e1>>
=]
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Por otro lado por trigonometria

(o3, q?) =cos (£qzCp)

_ Ro

||RG -€, +Cqg — Si€- €1H
__Re
_j7

[Cox||

comparando concluimos que
Ro = Rg(Ra — Ro) + S7&° — Siécos(B) + R (€., 7(B))

lo que nos permite definir una nueva constriccién

G3 ({ ; }) =: Ra(Rg — Rp) + S362 — S16cos(B) + R (€.,7(B)) — R, =0 (4.45)

1
Ahora definimos la funcién G = [ gg } , es una funcién

G

R2 o R (4.46)

)

B

en el plano), es decir que es inversible.

tal que en cada punto { ¢ } la diferencial dG ([ ; ]) es un isomorfismo lineal (del plano

4.3. El amanecer y atardecer en el modelo fisico-geométrico

4.3.1. Definiciones

Cuando se supone un sol puntual el amanecer y atardecer pueden definirse como momen-
tos en los que el Sol atraviesa el horizonte, pero cuando se supone esférico, es més dificil. Si
se toma como referencia el centro del sol, se recuperan nociones similares, pagando el precio
de que se habla de amanecer y atardecer en funcién de que sea visible exactamente la mitad
del casquete delimitado por el dngulo ¢5p maximo de la zona visible. Se ignora el propio
proceso de amanecer y atardecer.

En este trabajo se toma la siguiente convencién: los instantes (exactos) de amanecer y
atardecer son los momentos a partir de los cuales suceden sendas situaciones:

1. Es exactamente visible un tnico punto de la superficie solar, pero siguiendo al tiempo
t el sol se vuelve visible. Se denota t¥.

2. Es exactamente visible un tinico punto de la superficie solar, pero siguiendo al tiempo
t el sol se vuelve completamente invisible. El instante anterior a la noche. Se denota t*

En ambos casos k hace referencia al k-ésimo dia, porque la hora exacta de amanecer y
atardecer varia dia con dia.
Naturalmente se entienden como periodos de dia y noche a los periodos comprendidos entre
thy th y entre tF y tht1,

El periodo del amanecer es el periodo comprendido entre el instante exacto del amanecer
y el instante en que el sol es completamente visible, pero ain hay un punto sobre el horizonte.
Mientras que el periodo del atardecer es el periodo comprendido entre el instante en que el
sol es completamente visible, pero atin hay un punto sobre el horizonte y el instante exacto
del atardecer.
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4.3.2. Punto mas cercano del sol a la superficie terrestre

Sea z un punto sobre el globo terrdqueo. Nos preguntamos cudl es el punto sobre la
superficie del sol mas cercano. En esta seccion se mostrard que si se supone que el sol es una
esfera perfecta, entonces el punto mas cercano es el punto donde la semirecta que conecta
al centro del sol con el punto z corta la superficie solar.

Al punto z se le ha denotado asi por el cénit. Llamemos S’ al punto de la superficie del
sol que esta donde la intersecta al segmento de recta que conecte al punto z con el centro del
sol. Ahora tomemos algin punto S sobre la superficie del sol. A continuaciéon se mostrara
que este punto S tiene una distancia mayor o igual que la del punto S’ a z.

Sea un punto S sobre la superficie solar. Trazamos el tridngulo cuyos vértices son: S,
zy Cq (el centro del sol). Por construccién S estd en la recta que conecta a z con Cg.
Llamamos a los dngulos del siguiente modo:

1. « es el dngulo formado por los segmentos de recta que conectan S con z y S’ con z.
2. [ es el angulo formado por los segmentos de recta que conectan S con S'y z con S.

3. 7 es el dngulo formado por los segmentos de recta que conectan S con Cg y S con
Co.

4. ¢ es el angulo formado por los segmentos de recta que conectan S con S’ y z con S’.

Figura 4.7: Tridngulo que conecta los puntos 2z, S y Cg. S’ es un punto de un lado del
triangulo.

1. El sol visto desde un punto de la superficie terrestre es pequeno. Asi que puede esti-
marse el dngulo « entre 0y 3.

2. Notemos que el tridngulo con vértices S’, Sy Cy es un tridngulo iséceles, debido a
que la distancia del centro C a los puntos S’ y S es la misma. As{ que los otros dos

dngulos son iguales entre si e iguales al valor 5.

3. Por el comentario anterior, de la figura se observa que «, § + 57 y 7 son los tres
dngulos del tridngulo de vértices z, Co y S’. Por ser los tres dngulos de un mismo
tridngulo deben sumar 7 radianes. Restando:

3
e 4.4
/3—2 o 2% ( 7)

s
notemos que 3 < 7.

4. De la figura se observa que «, 8 y J son los tres angulos del tridngulo de vértices z, S
y S’. Como son los tres dngulos de un tridngulo deben sumar 7 radianes. Restando:

d=mr—a—f

:7r—a—§+a+§’y

_7T+3

—9 37
luegoézgzmﬁ
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5. Por el punto anterior § > «, 3, 0 1o que es lo mismo: es el dngulo mayor. Luego el lado
del triangulo opuesto es el lado mayor. Es decir que el lado mayor es el que conecta
al punto S con z. En particular el segmento de recta que conecta al punto S’ con z
es menor o igual (solo pueden ser iguales cuando S = S’). En conclusién S’ es més
cercano a z que S.

Como S fue arbitrario, se puede concluir que S’ es el punto més cercano al sol.

4.3.3. El primer punto que se asoma al amanecer

En la seccién anterior se dedujo cudl es el punto de la superficie del sol mas cercano a
un punto z sobre el globo terrdqueo. Sin embargo este punto no puede ser el primer punto
que se asoma al amanecer, porque este punto esta alineado con el centro del sol, este punto
se asoma cuando se ha asomado la mitad del sol.

Llamemos S al primer punto de la superficie solar que se asoma al amanecer. Fijémonos
en el plano II formado por los tres puntos: z, S'y Cg (el centro del sol). Como S’ estd en la
linea formada por z y Cg), estd en el plano II.

Si no hubiese atmésfera los rayos solares viajarfan en linea recta del sol a la tierra. La
luz del primer punto en asomarse al amanecer viajaria en linea recta, tangentemente a la
superficie terrestre.

En la seccién Constricciones se habla de condiciones que tiene que cumplen el
sol y la tierra en las horas de sol. En las horas de noche los signos de los productos internos
involucrados quedan cambiadas. Esto se puede resumir con las siguientes ecuaciones:

— .
Coq,€4(2) = 0
Cot,()) = 0 (4.48)
(#.022) =0

y en el dia se cumple la condicién:

El primer punto del sol visible en el amanecer se encuentra sobre el plano tangente, porque
cambia de la primera condicién a la segunda. Geométricamente eso queda representado en
la siguiente figura

<

Figura 4.8: Representacion del primer punto de la superficie solar visible en un punto z sobre
la superficie terrestre.

La tangencia respecto al sol implica ortogonalidad con el radio, esto es: el segmento de
recta que conecta al punto S con Cg), el centro del sol, es ortogonal al segmento de recta que
conecta al punto S y z. Como Sz es ortogonal a Cﬁ, entonces Sﬁz es tangente a la superficie
solar en el punto S, puesto que el complemento ortogonal al espacio tangente en un punto
es el generado (linealmente) por el vector del centro al punto, véase la seccién Espacio

101



normal.

El tridngulo de vértices S, S’ y Cg es un tridngulo rectdngulo con dos lados de igual
tamafio (los segmentos que conectan a S’ y S miden el radio del sol), por lo que sus tres
dngulos deben ser: 7, T v 7.
4.3.3.1. Distinciéon del primer punto en asomarse en el amanecer y el primer

punto en ocultarse al atardecer

En esta seccion se dara la expresion que determina al primer punto en asomarse al
amanecer.
Recordemos que el espacio tangente del globo terrdqueo en un punto z (dado un tiempo

t) ﬁz es un plano generado por la base ortonormal (€, €5).

El espacio tangente ﬁg(z) es un espacio vectorial, el espacio tangente afin, consiste en
el espacio tangente trasladado, para que pase por el punto z, es decir:

Mo(z) = Ta(z) + 2. (4.49)

Como se dijo: para un punto z = z(t) sobre el globo terrdqueo, el amanecer y atardecer
son los momentos en los que ciertos puntos de la superficie del sol pasan de no ser visibles a
serlo o viceversa. Antes del amanecer no se cumple el par de condiciones para ningin punto
de la superficie solar, porque estdn fuera del rango de visibilidad del punto z(t). Es visible
para el punto z(t) algin punto ¢ si es que se encuentrepor encima del horizonte y no lo
es si se encuentra por debajo. Estas nociones de estar por arriba o por debajo se pueden
formalizar usando productos internos y proyectando al espacio tangente afin, sin embargo
no es necesario.

4.3.3.1.1. Deduccién de las condiciones En particular al comienzo y final del ama-
necer y atardecer hay un tnico punto ¢ de la superficie terrestre que es visible desde el
punto z(t), eso geométricamente significa que el horizonte es tangente a la esfera solar, o
lo que es lo mismo: la esfera solar y el globo terrdqueo comparten e%pacio tangente afin

(IIg(2) = e(q)), asi que el vector q% esté en el plano tangente: g2 € a(2).

P
Recordemos que el vector Cgq es tangente a cada vector del espacio tangente ﬁ@(q) =

— .
<C@q7 € N> =0
— N
<C@q, € E> =0.
Usaremos estas dos ecuaciones para caracterizar los tiempos ¢ en los que comienzan y ter-
minan el amanecer y el atardecer. Nétese que también el punto ¢ es una incégnita. El punto
q estd en una esfera, esta constriccion nos dice que para determinarlo necesitamos dos ecua-

ciones, como ademads se quiere determinar el tiempo ¢ se requiere de una ecuacién adicional.
Como el vector q? es un elemento del espacio tangente del globo terrdqueo es tangente al

ﬁg(2)7 asi que

vector Cgz; lo que nos deja el sistema de ecuaciones:

<5§§q,5ﬁ> —0 (4.50)
<@7€E~> —0 (4.51)
<@> ?> -0 (4.52)

H@HQ —R2. (4.53)

(la Gltima condicién es la constriccién a la que estd sujeto el punto g, como elemento de la
esfera solar).
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4.3.3.1.2. Suficiencia de las condiciones A continuacién mostraremos que las ecua-
ciones anteriores determinan al punto g y al tiempo t de los comienzos de amanecer y
atardecer.

1. Si se cumplen las ecuaciones (4.50) y (4.51]) entonces los vectores €y y €z son orto-
gonales al vector Cgq, pero como los vectores ortogonales a Cgq forman el espacio

tangente Il (q), entonces €y, €5 € ﬁ@(q). Como ﬁ@(q) es un espacio vectorial de
dimensién 2 y los vectores €5 y €5 son linealmente independientes:

Holq) =2 {e5.75)
~Tl(2),
ﬁ@(Q) = ﬁG(Z)~

——
2. Por 1l 4% es ortogonal a Cgz, luego g% € ﬁg(z) Por otro lado
g=z+,

es decir que

como q es la suma de z y un vector en el espacio tangente ﬁc(Z), q estéa en el espacio
tangente afin Iz (z), es decir: ¢ € I ¢(2).

3. Como los espacios tangentes son iguales los espacios tangentes afines son paralelos y
como comparten un punto son iguales: Il (q) = Hg(z2).

Notese que las ecuaciones y garantizan que los espacios tangentes sean iguales,
pero no que los espacios tangentes afines lo sean. Esto es: las condiciones y
garantizan que los espacios tangentes afines sean paralelos. Para cada momento del dia
existen dos puntos antipodales en la esfera solar tales que sus espacios afines son paralelos
a Ilg(2), razén por la que es necesaria la dltima condicién .

4.4. Ecuaciones del tiempo

El angulo ¢ se mide desde el solsticio de invierno

4.4.1. Cuantificacién de la radiacién emitida por el Sol

Por simplicidad supongamos que el globo solar tiene una superficie con temperatura uni-
forme y constante. Supongamos por simplicidad también que es un cuerpo negro. Entonces
la ley de Stefan-Boltzmann nos dice cudnta radiacién emite, estd dada por la férmula (véase
w) .

o(TY)*R,
Qo = E— = /Sen(¢®) cos (¢o) dpe A dre (4.54)
F
en Radiacion emitida entre el amanecer y el atardecer se hace cuidadosamente el
calculo de la integral en cada caso, a continuacion los valores que toma la integral:

1. Después de que ha amanecido completamente, pero antes de que comience a anochecer
4
Qo = R2o (T®)" - (1 —sen® (dwo)) (4.55)

2. Cuando el punto Cg + Rg - €o3 esta en el plano tangente Ilg(2) se ve exactamente la
mitad del casquete del caso 1:

_ R2o(19)*

Qo = =75

- (1 —sen® (¢0)) (4.56)

3. Durante el comienzo y final del amanecer y atardecer, cerca del comienzo del amanecer
o cerca del final del atardecer

4. Durante el comienzo y final del amanecer y atardecer, cerca del final del amanecer y
del comienzo del atardecer
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Capitulo 5

Conclusiones

El capitulo 1 expone conceptos importantes en Astronomia que son fundamentales para
la comprensién geométrica de los movimientos involucrados, asi como para entender la me-
dicién del tiempo a escala diaria y anual. Dentro de este capitulo se encuentra una deduccién
elemental (se usa unicamente geometria analitica del espacio tridimensional) de la versién
maés extendida de las ecuaciones del amanecer, en la que se supone un sol unipuntual y un
refinamiento en el que se supone un sol esférico de un grosor dado (que para el observador
es pequeno) y se toma en cuenta un pequeno angulo asociado a la refraccién. Esto es de
destacarse, porque el autor no ha encontrado en la literatura una descripciéon detallada. La
referencia més antigua encontrada durante la elaboracion de este trabajo en la que se men-
cionan las ecuaciones del amanecer y atardecer es [43], pero en ella no se hace una deduccién
propiamente, sino que se referencia a la Trigonometria esférica sin dar més detalles.

La medicion del tiempo no es algo que suela aclararse en la mayoria de las referencias
consultadas, sin embargo tiene un rol capital, porque por la geometria de la esfera (por
simplicidad se usa la idealizacién de una esfera llamada globo terrdqueo) los instantes de
amanecer y de atardecer equivalen a que el sol atraviese el horizonte, lo que es mas facilmen-
te determinable a partir de mediciones angulares. Esto es, que es més sencillo determinar
los instantes de amanecer y de atardecer a partir de mediciones angulares. Mediciones que
si estdn relacionadas con el tiempo estdndar (UTC), a través de la ecuacidn del centro de
Kepler y de la ecuacidn del tiempo, véase |58], [44], [56] y [87]. Por esta razén se juzgd ne-
cesario incluir unas secciones para estas ecuacion del centro de Kepler, ecuacion del tiempo,
asi como para aclarar cémo se mide el tiempo estandar UTC y la conversién de calendarios
gregoriano y juliano y el concepto de dia juliano.

Del catélogo de modelos de evolucién de la temperatura presentado en el capitulo 2, se
puede concluir que la mayoria de los modelos no son admisibles, de hecho muchos de ellos
son de porte mas bien estadistico. En tiempos recientes se han aprovechado técnicas estadis-
ticas nuevas para modelar la temperatura, inclusive entrenar redes neuronales para que la
predigan, véase [81]. Un problema con este enfoque es que requiere muchas mediciones de la
temperatura por cada dia del afio por varios afios. Sin embargo también es de destacarse que
el uso de técnicas estadisticas para la estimacién de la evolucion diaria de la temperatura
no es algo nuevo, véase [36].

Los modelos de evolucion diaria de la temperatura ajustan funciones para que alcancen
ciertos valores maximos y minimos en determinados instantes, instantes que de una u otra
forma dependen de los tiempos de amanecer y atardecer para los modelos admisibles, asi que
estos modelos se caracterizan por su uso de los instantes del amanecer y atardecer. Razén
por la cual se decidio en el presente trabajo incluir la deduccién de las ecuaciones clasicas del
amanecer y atardecer, en las que se supone un sol unipuntual, y la mejora (también cldsica)
en la que se afiade un dngulo ag asociado al grosor del sol (visto desde la tierra) y un pequefio
dngulo debido a la refraccién (capitulo 1). También se ha realizado un refinamiento de las
ecuaciones del amanecer y el atardecer al anadir la variabilidad de la distancia existente
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entre el sol y la tierra (capitulo 3). Aquello que determina las ecuaciones del amanecer y
atardecer es la suma de movimientos de rotacién y de traslacion terrestres (una descripcién
dentro del modelo fisico-geométrico empleado en este trabajo se encuentra en el capitulo 3).

Para su adecuada comprension las ecuaciones del tiempo requieren de entender la mecd-
nica del movimiento de traslacién de la tierra alrededor del sol (la versién mejorada de las
ecuaciones del amanecer también requiere del entendimiento de esta mecénica).

Aunado a lo anterior, esta la siguiente observacién realizada durante la elaboracién del
catdlogo de modelos de evoluciéon diaria de la temperatura presentado en el capitulo 2: los
modelos de evolucion diaria de la temperatura presentan dificultades para ajustar la tempe-
ratura en los periodos de amanecer y atardecer. De la lectura y comparacién de los articulos
(v libros) en los que se presentan los distintos modelos y una lectura de la seccién dedicada a
la radiacion solar de un libro especializado de fisica: [70], se puede concluir que el problema
radica en la simplificacién excesiva que se hace al modelar la temperatura en los instantes de
amanecer y atardecer. Se asume para cada punto en la noche no hay radiacién proveniente
del sol, pero que en el instante del amanecer hay un cambio cualitativo (un salto): inmedia-
tamente el sol le irradia a la tierra con la misma intensidad que en el mediodia solar (a las
12 horas en tiempo local aparente). Esto abre para trabajos futuros la posibilidad para una
modelacién mas precisa de la evolucion diaria de la temperatura.

Es pertinente senalar que todo modelo fisico-matematico tiene un rango de aplicacién o
grado de aproximacién a la realidad limitado, dependiente de las simplificaciones asumidas
en el proceso de modelizacién. En el caso que nos ocupa tnicamente se estd teniendo en
cuenta la geometria y mecéanica del sistema tierra-sol, que es el factor principal que influye
en la temperatura de la superficie terrestre. Se estan ignorando otros factores que también
influyen, como la geometria de la superficie terrestre (geoide), véase [2] y [33], la termodi-
namica que rige la evolucién de la temperatura en un medio, la dindmica en la atmoésfera,
como por ejemplo factores climatolégicos como el viento, o la refraccién de la luz.

En resumen los avances mas significativos que presenta este trabajo de tesis son los
siguientes:

1. Compendio de conceptos y herramientas para la ubicacién espacial dentro del planeta
tierra y el sistema solar, y de medicién del tiempo.

2. Repaso de algoritmos para el calculo del dia y la fecha juliana, y el cambio entre
calendarios.

3. Deduccion elemental y refinamiento de las ecuaciones del amanecer y atardecer clasicas.

4. Realizacién de un catdlogo exhaustivo de modelos de evolucién diaria de la temperatura
en la superficie terrestre, y clasificacion de acuerdo a un criterio de admisibilidad de
indole préctica.

5. Estudio de las Leyes de Kepler y su relacién con las leyes de Newton, incluyendo la
Ley de gravitacion universal.

6. Introduccion de una parametrizacién de la ecliptica y del movimiento del centro de
la tierra al recorrerla, que involucra una ecuacién diferencial més sencilla que para la
clasica.

7. Desarrollo de un modelo fisico-geométrico que describe en términos elementales (Geo-
metria analitica en el espacio euclidiano tridimensional), la geometria y mecénica de
la evolucién del sistema tierra-sol.

8. Introduccion de las condiciones de visibilidad, que son las restricciones geométricas
(en salida y llegada) que se requieren para que un fotén pueda llegar de un punto del
globo solar al globo terraqueo, y del concepto de area solar visible desde un punto de
la tierra.

106



9. Introduccion de los conceptos de periodos del amanecer y atardecer y distincién de los
instantes de amanecer y atardecer.

10. Cuantificacion en cada instante ¢ de la radiacién emitida desde la regién solar visible
I, visible desde un punto z.

11. Obtencién de un refinamiento de las ecuaciones del amanecer y atardecer, a partir del
modelo fisico-geométrico y las condiciones de visibilidad.
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Apéndice A
Apéndice

Se ha hecho una distincién entre los valores que toman las funciones de las funciones,
sin embargo esta distincién solo se mantendra en Version diferencial en coordenadas
elipticas de la sequnda ley de Kepler para evitar confusiones, por simplicidad se identifican
v con I', 5 con By pcon P en lo que sigue del capitulo.

A.1. Leyes de Kepler

En esta seccion sea m¢ la masa de la tierra; mg, la del sol; y G la constante de gravita-
cién universal.

Es conveniente visualizar la segunda ley de Kepler en términos de las coordenadas polares.
Hasta ahora han sido expresados los vectores posicion de los puntos sobre el firmamento
celeste en términos de la referencial (O; €}, €3), sin embargo para expresar la segunda ley de
Kepler es mas conveniente la referencial (Cq); €1, €2):

X =0 + (z'é&) + 228,)
:CQ + <C®i3) + (1'151 + $2g2)
:C@ + ((515—1— .Tl) -€1+ 33252) .

Es decir que en la primera coordenada toma el valor (Slé + xl) y en la segunda z2.

A continuacién se derivan las leyes de Kepler de las leyes de Newton (incluida la ley de
gravitacién universal). En [66] se aclara que desde cierta perspectiva pueden pensarse como
equivalentes las leyes de Kepler y la ley de Newton de la gravitacién universal.

A.1.1. Primera ley de Kepler

Para la tierra y el sol la primera ley de Kepler dice que la ecliptica (la curva descrita por
la tierra) es una elipse.

Por la primera ley de Kepler la fuerza es igual a la masa por la aceleracién (segunda
derivada de la posicién), mientras que esta fuerza estd dada por la ley de gravitacién universal

G -
de Newton como 7%, esto es:

d’X G-mg -mg
dt2 ,02 !
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Esto nos da un sistema de 3 ecuaciones

d?xt _ Gmeat
de2 pS
B Gmeax?
- 3
(@) + @) + @)
d?z? _ Gmex?
dt? p3
B Gmea?
- 3
(@) + @) + @)
d?z3 _ Gmea®
de2 p3
Gmer®

3
2

(@) + @) + (@9)?)

Usando dlgebra se obtiene la ecuacién de un plano, véase [66]. Esto significa que la cur-

va descrita est4 en plano. Lo que justifica la eleccién de coordenadas (z!, z%), esto es: 2® =

También puede mostrarse (véase [66]) que la ecuacién diferencial anterior se corresponde
con la ecuacion diferencial de una elipse, que implicitamente estd dada por

21\ ? n 22\ _1
S1 So)
Como se dijo mas arriba el radio p puede describirse en términos del angulo:

_ S3
P= S1-(1—¢-cos(v))’

recuérdese que en funcion del pardmetro 8 queda descrito como

p = Sf cos(B) + S3sen”(B).

A.1.2. Segunda ley de Kepler

La segunda ley de Kepler (para la tierra) reza: el centro de la tierra (el segmento de
recta que conecta el centro de la tierra con el centro del sol) barre areas iguales en tiempos
iguales. Explicitamente para A = A(t1,t2) la regién comprendida por Cg, y los puntos
sobre la ecliptica en los tiempos t1 y to:

S1- 55
/ dot Ada? = 21 22T (g, ). (A1)
Aty t2) T

La ecuacion (3.60) puede verse como consecuencia de la conservacién del momento an-
gular. La conservacién del momento angular a su vez se puede ver como consecuencia de las
leyes de Newton, o equivalentemente de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

En Ecuacion diferencial para la anomalia verdadera se deduce la version diferencial
de la segunda ley de Kepler a partir de la version integral anterior.

Usando coordenadas elipticas (en términos del pardmetro () la expresion diferencial es
més sencilla (véase Version diferencial en coordenadas elipticas de la seqgunda ley de
Kepler):

d 2
U, S (A2)
dt  Te(l—£Ecos(p))
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A.1.3. Tercera ley de Kepler

La tercera ley de Kepler reza: el cuadrado del periodo orbital (T) es proporcional al
cubo del semieje mayor de la 6rbita S;. Puede verse como corolario de los resultados antes
obtenidos en la primera y segunda ley de Kepler, véase [66] o [89].

A continuacién obtendremos una derivacién a partir de las expresiones obtenidas:
Primero recordemos que la segunda ley de Kepler (version diferencial para el éngulo ) toma
el aspecto

g 27

dt  Te(l—Ecos(B(t)))
Se muestra a continuacion que esta expresion es equivalente a una expresién con otro coefi-
ciente, comparando coeficientes se concluye la tercera ley de Kepler.

(A.3)

Sabemos por la primera ley de Kepler que el movimiento del centro de la tierra describe
una elipse y que estd dado paramétricamente por

1(B) = S1cos(B(t)) + Sasen(5(t)) = Cg,

derivando iC a5 a3
o = Sugsen(B)a + Sa7y cos(B(1), (A1)
derivando por segunda vez
d>C, d? g\’ d? ag\’
dt2G =57 [dtfsen(ﬂ(t)) + (le) cos(B(t))| €1+S52- chos(ﬁ(t)) - (df) sen(ﬂ(t))] €s.
(A.5)

Por la primera ley de Kepler el movimiento de Cg(t) se da en el plano ecliptico I, =
O+ Z{é1,&}. Por la ley de gravitacién universal de Newton (y la segunda ley de Newton),
dividiendo entre la masa mg:

a Co(t)Co d*Cq @) (A.6)
" cewed[ |

lo que nos deja con la siguiente ecuacion vectorial

Gmg sen?(B(t)) — cos(B(t)) - (1 — Ecos(B(t)))

S3 (1 —&cos(B(t)))?
=—5;- CClZTfsen(B(t)) + (if) cos(B(t))| €1+ Sa - [Czlitf cos(B(t)) — <Cj£> sen(,@(t))] €a,

agrupando los términos del numerados de la segunda fraccién y reduciendo en uno el
indice del exponente del denominador

Gm@ 1
B S3 .(175(303(5))2

_ 5. [d’Bsen(ﬁ(t)) 4 (‘;f) cos(B(t))

2

G+ 5, ‘jltfcoswu))—(flf) sen(ﬁ(t»] .

Podemos interpretar esta ecuacién vectorial como un sistema de dos ecuaciones. De este
2

. . o d
sistema de ecuaciones podemos despejar de,

@ep__ 1 Gme _ Ecos(B(1)) ds)’
dt?2  sen(B(t)) {_ 5‘136 T —Zeos(B))?  \dt ~cos(ﬁ(t))}

_ 1 ' _Gm@' sen(S(t)) % 2'sen
‘cosw(t)){ S (1—sen(ﬁ(t)))3+< ) v (t))}’
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despejando

dB Gm@ 1
- = . ) A.
dt S3 1 —¢&cos(B(t)) (A7)
Finalmente comparando (A.3]) con (A.7) concluimos que
472 ;
T2 = — - S} A.
® Gm® Sl ) ( 8)

que es la tercera ley de Kepler.

A.2. La esfera como variedad diferenciable

La esfera S? (de radio 1 con centro en el origen) es una superficie, subconjunto del espa-
cio R3. La esfera tiene estructura de variedad diferenciable, como subconjunto del espacio
vectorial R3 es posible inducirle un producto interno.

Sea (@ un punto en la esfera. Los vectores tangentes a la esfera en ese punto forman un
espacio vectorial de dimensién 2, un plano S?é, véase [59]. Como S? C R? la estructura de
producto interno del espacio vectorial R3 le induce un producto interno g.

Una parametrizacién para la esfera S? es la siguientdﬂ

q)—l

(6,0) = cos(@) - cos(A) - & + cos(d) - sen(A) - & + sen(g) - & (A-9)
para una base ortogonal (€1, €2, €3). Al par (4’, (¢, \) = @) se le llama carta, donde A’ es la
esfera menos un semiarco conectando €3 con —é3 (es necesario quitarle este semiarco para
que ®~! sea localmente inversible). Puede invertise ® ! de modo que

m™ T

A=o)=(-33

) % (0,21). (A.10)
Esta carta parametriza toda la esfera salvo en un semiarco que conecta los polos norte y sur
€3 y —es. La funcién anterior puede adaptarse para que abarque abiertos alrededor de los
polos, véase [59] y [60]. Para lo siguiente no es necesario cubrir los polos, porque sélo son
dos puntos.

Diferenciando es posible obtener dos vectores tangentes:

%(Q) = —sen(¢) - cos(N) - €1 — sen(g) - sen(A) - € + cos(¢) - €3 (A.11)
%(Q) = — cos(¢) - sen(\) - € + cos(@) - cos(N) - & (A.12)

(la notacién es tomada prestada de geometria diferencial).

Los vectores anteriores forman una base para el espacio tangente S?Q.

A.2.1. La esfera como variedad riemanniana

Una variedad riemanniana es una variedad diferenciable equipada con un producto in-
terno. El producto interno del espacio vectorial R? induce un producto interno g sobre el
espacio tangente S3):

1Esta notacién no esta relacionada con la empleada a lo largo del escrito, es meramente ilustrativa.
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7Q Q) = (v 5@+ QL' Q)+ v (@) (A13)

—sen(¢) - cos(A) cos(d) - sen(A) ol
= < —sen(¢) - sen(A) cos(¢) - cos(A) { 2 ] , (A.14)
cos(¢) 0
—sen(¢) - cos(A) — cos(¢@) - sen(\) Wl
—sen(¢@) -sen(A)  cos(¢) - cos(A) [ w? ]> (A.15)
cos(9) 0

—T o' o —sen(@) - cos(A) —sen(¢) - sen(A) cos(¢)
=] 2] { cos(¢) - sen(\) cos(¢) - cos(N) 0 ] (A.16)

—sen(¢) - cos(A) — cos(¢) - sen(\) 1
—sen(@) - sen(A)  cos(¢) - cos(A) [ v ] (A.17)
cos(¢) 0
es decir que g se puede representar con la matriz
—sen(¢) - cos(A)  — cos(¢) - sen(X)
[ —sen(e) - A —sen(¢) - sen(\ ¢
lg] =| Tl ) | { —sen(9) son(3)  cos(8) cosC) } (A.18)
_[ (sen(¢) - cos(A))? + (sen(9) - sen(A))? + (cos(¢))* 0
- |: 0 (cos(¢) - sen(A))? + (cos(e) - cos(N))? :| (Alg)
1 0
=10 ot | (420

El par (S%,g) es una variedad riemanniana.

A.2.1.1. Coordenadas geograficas

Asi como se definieron las coordenadas esféricas sobre S?, se definen sobre el globo
terrdqueo, tomando la referencial (Cg;éq, €g, €n), siendo Cg la posicién del centro de la
tierra y (€g, €x, €n) la base ortonormal orientada positivamente con direcciones Greenwich,
este y norte, véase la seccién Coordenadas geogrdficas: latitud y longitud,

dL(p,\) = Ca + cos(¢) cos(N)éq
2 . (A.21)
+ cos(¢)sen(N)ég + sen(¢)en
En este trabajo se denotan igual que las coordenadas anteriores sobre la esfera, porque
las coordenadas anteriores solo se usan en esta seccién.

A.2.1.2. Coordenadas horizontales

Sea z € S¢\{C¢ + én,Cc — én}, entonces a los puntos sobre la interseccién del globo
terraqueo S¢ con el plano tangente del globo en el punto z méas cercanos a sendos €g y €y
se les denota €z y €.

Unas coordenadas igualmente importantes son las horizontales se obtienen después de
realizar una rotacién R, rotaciéon que esté caracterizada por mover una base ortonormal en
otra base ortonormal

R
I L (A.22)
(ereEyeN) — (e]\?;eéaez)a
(aqui los paréntesis significan que manda una base en la otra respetando el orden). Cuando
€r y €n estdn en el espacio tangente no se realiza ningin cambio.
(a,0) = (6, A) o R son las coordenadas horizontales de altitud y dngulo cénit, se define el
angulo azimutal Az como el dngulo complementario del angulo cénit 6.
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A.2.2. Forma volumétrica sobre la esfera

A una variedad riemanniana se le asocia una forma volumétrica candnica, que es un
objeto matematico que se usa para integrar sobre la esfera.
Primero se calcula el determinante

det(g) = (cos(¢))”, (A.23)

después se le extrae raiz cuadrada
det(g) = cos(¢) (A.24)

(el coseno evaluado en (—g, g) no toma valores negativos).
La forma volumétricaP] es

v det(g) dp A dX\ = cos(¢) do A d.

La integral de una funcional f sobre la esfera se define como
F(Q) - cos(e) dé A dA = / Fod(e),\) - cos(d) do A d (A.25)
s2 A

el lado derecho se interpreta como una integral en R? en el sentido usual.

Ahora explicaremos porque esta carta es suficiente para integrar: primero tenemos que
aclarar que no queremos integrar sobre toda la esfera, sino sobre la semiesfera delimitada por
el ecuador (la interseccién de la esfera con el plano generado por €; y €2). La carta (A’, (¢, \))
se puede extender al par (SQ\{é'g, —e3}, %), (¢, )\)), (¢, N)[A] = A = (—g x (0, 271')), desafor-
tunadamente cuando consideramos a (¢, \) sobre todo A” =: S?\{€3, —¢€3} no es continu
sin embargo su inversa ®~! = (¢, A\)~! es una biyeccién (en particular es inyectiva) y sf
es continua. Esto nos permite trasladar la forma de drea cos(¢)d¢ A d\ a una forma de
area cos (xl) dx' A dx? que si estd definida en todo el rectdngulo A. Como ! es una fun-
cién continua e inyectiva, induce una forma sobre A” = S%\{é},é} que por construccién
es una extensién de la forma original cos(¢) d¢ A dA ;Qué hemos ganado con extenderla
de este modo? Integrar sobre cualquier B C A” respecto a la forma cos(¢) do A dA, vista
como forma inducida por ®~1 desde A", consiste en integrar sobre ®[B] respecto a la forma
cos (xl) dz' A dz? sobre el rectangulo A. Este rectangulo es una variedad diferenciable con
borde, que puede verse como subvariedad de algin conjunto mas facil de trabajar como por
ejemplo (=%, %) x [0,27] (que es también una variedad diferenciable con borde) o todo R?,
asi que pueden aplicarse todas las técnicas de integracién. Notemos que si B intersecta la el
arco que conecta a €3 con —€s (y los puntos intersectados son puntos interiores de B), enton-
ces ®[B] intersecta el borde (—%, %) x {0}, pero también ®[B] (cerradura como subconjunto
de R?) intersecta al segmento de recta (—%7 %) x {27}, donde la forma cos (xl) dot A da?
toma los mismos valores que sobre el primer segmento de recta, como ambos segmentos
tienen orientaciones distintas la integral sobre ellos se cancela. O sea que al integrar sobre
los subconjuntos B de A no hay que preocuparse por lo sucedido sobre el arco que conecta
los polos €3 y —e3. Como la idea es aplicar Stokes-Cartan, sélo hay que preocuparse por el
comportamiento de la forma de area en 9B. Por cierto para un subconjunto B, su borde
(visto como subconjunto de A, i.e. nunca se considera a ninguno de los polos, ni &5 ni —é3)
es trasladado por ® al borde de ®[B] (visto como subconjunto de A” y no como subconjunto
de R?).

Mas adelante se habla de la nocién de punto frontera regular de regiones F,,, todo lo di-
cho debe visualizarse en la regién ®[F] vista como suconjunto de A” (o si se prefiere de

s s

(—5, 5) x [0,27], no hay necesidad de usar a todo R?). Para obtener la integral sobre F no

se usard directamente Stokes-Cartan, sino que se ve como limite de las integrales sobre los

2Dado que la esfera es una superficie (es decir que tiene dimensién 2), no se le suele decir de volumen, en
159], |60] se le llama areolar o de drea.

3(4, ) es una biyeccién entre A" y A, asi que en términos técnicos podemos decir que no es continua,
porque la topologia de A es mds fina que la de A".
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conjuntos F,,.

En resumen: para integrar sobre A = S?\{&s, —&} puede usarse al par <f~1, (¢, )\)) como

carta, aunque técnicamente no sea una, porque aplica la misma teoria de integracién, en
particular se puede usar la versién del teorema de Stokes-Cartan que para cada problema
sea mas conveniente, por esta razén en lo sucesivo se le dird carta.

A.2.3. Dos integrales sobre la esfera

Desde un punto z sobre la tierra la zona visible del sol es un casquete esférico entre el
fin del amanecer y el comienzo del atardecer, pero durante el amanecer y atardecer la zona
F es geométricamente mas complicada.

Se mostr6 que la forma areolar, de drea de la esfera (de radio 1), vista candnicamente (es
decir en la forma usual) como variedad riemanniana es cos(¢) d¢ A dA, por la proposicién
11.2.6, |60] pagina 172, la forma areolar canénica del globo solar es R% cos (¢pp) doe Ndrg
(midiendo adecuadamente los dngulos) y del globo terrdqueo es R cos(¢) do A dX (¢, la
latitud, y A, la longitud). Similarmente podria haberse deducido la forma volumétrica tal y
c6mo se hizo para la esfera unitaria, véase también [54] o [55].

La zona visible F es un casquete esférico entre el fin del amanecer y el comienzo del
atardecer, pero cuando amanece y atardece es una regiéon méas complicada. Por esta razén se
usara el teorema de Stokes-Cartan, que nos permite traducir la integral sobre una superficie
en una integral sobre una curva.

Recordemos que la expresién de la radiacién emitida por la zona visible del sol F es:

T7)* R2
Qo = ACK I /FSGH (o) - cos (¢) dde A dre,

™

por esta razén a continuacion se calcula la integral [ sen (¢o)-cos (¢o) dpo AdAq. Para este
célculo se procede por casos: en los periodos de amanecer y atardecer (estos casos se tienen
que subdividir en otros casos, porque el punto Cy + €g3 es muy mal portado, no permite
que se realice el cdlculo teniéndolo en cuenta directamente) y entre los periodos de amanecer
y atardecer. No obstante todos estos casos pueden verse como dos tipos de integrales sobre
la regién F: cuando F es un casquete o cuando F es una porcién del casquete donde el punto
Co + R - €3 no es visible. El primer caso se calcula en la seccién inmediata siguiente y en
la seccién posterior se calcula el segundo caso, pero dentro de todas las posibles situaciones
geométricas que suceden en los periodos de amanecer y atardecer (que el punto Co+ R - €53
no sea visible, o que lo sea, pero que esté en el plano tangente Il (z) o no), que se calculan
a partir de este caso, porque como se dijo antes pueden verse como casos particulares de
estas dos integrales.

A.2.3.1. Radiacién emitida entre el amanecer y el atardecer

En [60] se presentan varias versiones del teorema de Stokes-Cartan (también se habla en
[55], [54] de la generalidad que se puede alcanzar con Stokes-Cartan). Sin embargo antes se
define la nocién punto frontera regular de modo que no dependa de las cartas, y se asume
que siempre se tienen los mapas para las que estos puntos lo verifican. Esto es importante,
porque se usan las coordenadas en sendos mapas, habiendo descompuesto antes la region
adecuadamente. Para usar el mapa (Sg\{Cs £ R - €3}, (¢o, A\o)) hay que comprobar que
se cumplan las hipétesis respecto al abierto Sp\{Cs £ Rg - €3}.

El mapa nuevo cubre a la esfera salvo por Cg £ Rg - €3. En este mapa el casquete que
abarca el polo Cg + R - €3 v estd delimitado por un paralelo de latitud ¢go € [0, g) menos el
polo Cg + Rg - €3, puede verse de nuevo como variedad con borde, cubriendo adecuadamente
con subconjuntos de Sg\{Cqs £ Ry - €3} y restringiendo (¢, Ag). Sus puntos son o bien
puntos interiores o bien puntos frontera. De modo que los puntos frontera (el paralelo de
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latitud ¢o) cumplen la condicién de ser frontera reqular (véase [60], grosso modo significa
que existen cartas coherentes con el atlas usado para S que cumplen la condicién 9, pagina
28) para el mapa (Se\{Cp *+ Rg - €3}, (9o, Ae)). Como se dijo la carta cubre al casquete
menos el polo norte, este conjunto no es compacto, asi que no se puede aplicar directamente
ninguna forma de Stokes-Cartan (en [55] y [54] también se habla de la versién cldsica de
Stokes-Cartan y de la regularidad de los puntos frontera).

Si en cambio tomamos la region F,, comprendida entre los paralelos de latitud ¢go v

57— L comprobamos que esta regiéon puede cubrirse por mapas que la vuelven variedad

n?
con borde descomponiendo en los subconjuntos adecuados y restringiendo los dngulos (¢, \)
adecuadamente. Comprobamos que se verifican las hip6tesis del teorema 11.1.2, [60], padgina
135, para el mapa (Se\{Cs £ Ro - €3}, (9o, Aa)) (véase también [54] o [55]).
Esto nos permite usar Stokes-Cartan sobre los conjuntos F,,, primero notemos que

d ((sen(qb))2 d)\) = 2sen(¢) - cos(¢) do A dA.

Tomando limite y aplicando Stokes-Cartan:
[ sen(90) -cos(90) oo ndo = lim [ sen(9a) cos(60) oo Ao
F n—oo Jp

=3 dim [ a(Gen(e)?ire) = 3 tim [ Gen(6e))?dre

n—oo Jp n—oo Jop,

1 1

3 lim_ </(8Fn)1 (sen (60))” d/\ca) —3 /(6IF)2 (sen (60))” dAo
1 lm 2 1)\ 2

_5 im 27 - (sen (2 — )) -7 (Sen (¢®O))

n—00 n
=7 (1 — sen(¢e0)?),

descomponiendo JF,, como (JF,):: el paralelo de latitud § — %, y (OF,)a: el paralelo
de latitud ¢q. Nétese que para cualquier n, (0F, )2 es el mismo paralelo. El signo menos se
debe a que al ser sendos extremos superior e inferior, tienen orientaciones positiva y negativa.

Esto significa que entre el fin del amanecer y el comienzo del atardecer

o (T°)* R%

™

4
/ sen (¢o) - cos (¢o) dpo Adro = R2o (T®) (1 - (sen(¢®0))2) (A.26)
F
(para T® la temperatura de la superficie del sol).

En cambio durante el amanecer y el atardecer la zona visible del sol es sé6lo una parte
de este casquete. La curva que delimita inferiormente ya no es una circunferencia, sino un
segmento de paralelo conectado con otro segmento de circunferencia. Este segundo segmento
de circunferencia puede verse como un paralelo, en otras coordenadas esféricas, que podemos
tomar de modo que compartan la orientacién.

Repetimos el procedimiento, salvo que ahora dividiremos la curva inferior en dos: (0F)a 1,
el segmento de paralelo de latitud ¢eo, ¥ (OF)2,2, el segmento de latitud ¢go (no en las coor-

denadas (¢g, Ag), sino ((5@, 5\@> = (¢o, A\e) o R, para una rotacién R adecuada).

A.2.3.2. Radiacién emitida durante el amanecer y atardecer

Para los momentos en los que es visible la mitad del casquete (es decir que €5 es visi-
ble desde la tierra) la regién F es geométricamente mas complicada (también su frontera
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JF). Esta regién es una parte del casquete delimitado por un paralelo de latitud ¢g¢ y un
segmento de arco en la frontera, auxiliAndonos de una rotacién R que transforme a este
segmento de arco en un segmento de paralelo, podemos cubrirlo con cartas (U, (¢, A)). Salvo
por los puntos donde comienza y termina este segmento de arco (llamémoslos ¢; y ¢2), son
puntos frontera regulares.

Asi, tomando prestada la notacién Frr de [60] para hablar del conjunto de puntos frontera
regulares, el conjunto N = OF\FrrF = {q1, q2} es diferenciablemente despreciable (definicién
11.1.1, |60], pagina 136). Ni en [55], ni [54] se usa una notacién para denotar el conjunto de
puntos frontera regular.

Antes de proceder a calcular la integral se explicard un cambio de variable del que nos
auxiliaremos.

A.2.3.2.1. Calculo de la integral usando Stokes-Cartan méas cambio de variable
Ahora para aplicar el teorema de Stokes-Cartan procedemos por casos:

1. Cuando el punto Cg + Rg - €3 no es visible
En los instantes en los que el punto Cg + R - €3 no es visible no es necesario aproximar
la region F como un limite, a diferencia del caso anterior, puede aplicarse directamente
el teorema 11.1.3, [60], pdgina 137, porque se cumplen las hipétesis (el soporte de
la funcién a integrar intersectado con la region sobre la que se integra es compacto,
el conjunto N = OF\Frr(F) es diferenciablemente despreciable, y todas las formas
involucradas son integrables, véase también [54] o [55]).

/IFSGH((%) -cos (¢o) doo NdAe = /]Fd <; (sen (¢0))° d>\®>

1 2 1 ) 1 )
- /@ (sen(00))* Ao = 5 /( ECICBNEES /( ICICBNTE
oo -sen(don)’ +5 [ (sen(60))* dho,
(0F)2,2

Ahora para calcular la integral sobre la regién (9F)2 o nos auxiliamos de la técnica de
cambio de variable. Se le advierte al lector que durante el cdlculo de la integral aparecen
expresiones racionales de funciones trigonométricas, asi que para poder calcularlas se
opto por el uso del algoritmo de la divisiéon y por descomponer la integral original en
integrales mas simples:

a) (reparametrizacién de (9F)z 2)

Con la carta (So\{Cs £ Rg - &}, (60, A\e)) la regién (OF )2 2 no es sencilla, a di-
ferencia de un paralelo, donde la latitud ¢q es constante; porque ni ¢g, ni Ag
son constantes. No obstante, si pueden definirse nuevas coordenadas (¢, Ag) de
modo que la integral original se transforme en una integral sobre un paralelo (es
decir: ¢ constante).

Para ello tomaremos cierta rotacién R, después de saber cémo actia podremos
saber cémo tomarla. Queremos transformar un paralelo P en la circunferencia P’
que contiene al segmento (OF)2 2. Buscamos la rotacién que transforme un plano
en otro, para ello necesitamos el angulo formado por ambos planos. Este dngulo
¢ equivale al dngulo formado por los vectores ortogonales al paralelo en P (que
es €p3) v el vector ortogonal a P’. Recordemos que P’ es un arco contenido por
el plano tangente afin que pasa por el pE:co z, y por ende es perpendicular al

vector Cgz, i. e. perpendicular a €, = HE%H El angulo formado por los planos
Gz

tangentes es el dngulo formado por los vectores g3 y €,: cos(§) = (€ps, €2)-
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Por la elecciéon de la base (€g1,€m2,€30) €l vector €xe permanece fijo ante la
rotacion. Matricialmente para la base ordenada (€51, €2, €o3):

lcos(ﬁ) 0 —sen(f)]

[ ](5915@23@3) _
(€01,€02,€03)

0 1 0
sen(§) 0  cos(§)

Definimos nuevas coordenadas con esta rotacién R de la siguiente forma:
(o, Ao) — (@5@5@) = (¢o,Ao) o R.

En estas nuevas coordenadas el teorema de cambio de variable reza:

do
[ Gen@o)tire = [ Gen(éo)? Hodke.
(0F)2,2 (0F)2,2 d\o
b) (célculo de sen(ggg) y de Z?g)
~ Cod.
sen(¢e) equivale a la tercera componente de TS
. 1
sen (¢po) = <€®37 RC@Q> (A.27)
©
= <€®3, R0t <¢~5@, A®0)> (A.28)

= —sen(§) - cos (QNSQO) - cos (5\@) + cos(§) - sen <¢~)@0) . (A.29)

Para calcular la derivada Z;—g nos auxiliaremos de la estructura de variedad rie-
manniana:
Primero notemos que tomando la aplicacién lineal A con matriz asociada
ConfomZon) 0 -1 0
Al eone = | 1 0 0
© O] © 0 0 0
entonces %(q) = Aq. Ademaés %(q) = R~ 'Aq.
Do _No (A.30)
dAe OXg
0
= = ,grad A A3l
o (50 eratro) (A31)
L0
=9 | B~ 57— (2),gradAo(q) (A.32)
122Y0)
0 1 0
=g | R} , — A.33
g ( e (a) (cos(da))? oA (q)> (A.33)
1 0 0
=~ g(R'=—=(q), = A.34
e (e (A3
1 (= e
= g(RA(Coq),A(Cuq) ), (A.35)
g ¢ (1 4(001). 4(E0))
1 —— ——
=~ (R'MR(Cyq ), AR (Cuq (A.36)
g (AR (0d) 4R (Cod))
- - 2 - - 2
=cos(&) - (cos (qS@O) - sen ()\@)> + (cos(£))? - (cos (QS@O) - cos (()\Q))
(A.37)
- 2
+ (sen(g) - sen (¢@0)> (A.38)
— 2cos(&) - sen(&) cos (({5@0) - sen ((;3@0) - cos (5\@) (A.39)
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por las propiedades del gradiente y porque para el plano tangente Il (g) a Sg en

cada punto ¢: g = (, ) |, (q)-
Por otro lado

foos 60" =

= (cos(gz~5@0))2 . ((sen (5\@))2 + (cos(ﬁ) - cos (:\@))2)
+ sen(€) - sen (55@0) : (Sen(ﬁ) - sen (&®0>
—2cos(€) - cos (qi;@o) - COS <;\@)> )

luego

;@Z_‘ i Joos©) - (cos (Be0) - sen (3 )

d: S(€)? (cos (do0) - cos (1))
o 1))

—2cos(§) - sen(&) cos (QS@()) - sen (Q?)QO) - cos (5‘6)]

Tenemos un cociente de polinomios trigonométricos. Tanto numerador como de-
nominador son funciones cuadraticas, asi que es posible reescribir ambos cémo

polinomios trigonométricos de cos ()\@), pongamos al numerador como ag + ... +

as cos? (5\@) y al denominador como by + ... + by cos? (5\@>, entonces

dho _ao + ...+ a2 cos? (5\@)

o bo + ... + b cos? (5\@>

B Z—j (b2 cos? (5\@) + “;—ZZ cos (5\@) + a322>

by + ... + b cos? (5\(9)

as (al — %) coS (5\@> + (ao - ai:“)

ba by cos? <;\@> + by cos (:\@) + bg

C1 COS (5\@) + ¢o
by cos? (5\@) + by cos (5\@) + bo’

=C2 —+

para
ag =cos(€) - cos (¢®o)+sen (&) - sen? (deo ),
a1 = — 2cos(€) - sen(€) - cos ((;S@o) sen (¢@0)
a5 = — cos(€) - cos (¢@0)+cos2(§) cos? ($eo )
by = cos (qs@o) +sen?(€) - sen? ( doo )
by = — 2cos(€) - sen(€) - cos (qs@o) sen (¢@0) sen2(€) - sen? (&@0),
by = — cos? <¢@0)+cos (€) - cos? (¢@0)




De este modo

/(8]1?)2,2 (Sen(¢®)2 d\e = /(B]F)Z2 {—sen(g) . oS (&@0) . COS (5\@)
+cos(§) - sen <d~)®0>} ’

c1 COS (5\@) + ¢co

e by cos? (;\@> + by cos (5\@) + by Do
=C2- (sen2(§) - cos? (é@O)) | Aoo+ Sen(z;\@o)

—4sen(€) - cos (&Q(J) . cos (;\GO) +2cos(€) - sen (éeo) . 5‘@0}
+ /(8]F)2 2 [—sen(f) - coS (qggo) - COS (5\@) + cos(€) - sen (é@o)r

c1 COS (5\@> + ¢co
. by cos? (5\@) + by cos (:\@> + bo

dho

¢) (separacién de f(am);,Q [fsen(f) - COS (gz;@o) - COoS (5\@) + cos(§) - sen (é@oﬂ ’

c1 COs (5\@ “+co

' by cos? (S\Q)+b1 cos (5\@)+b0

d\o en dos integrales més simples)

El problema anterior se ha simplificado. Para calcular la Gltima integral, si la en-
tendemos como la composicién de una funcién racional £ € R(u), compuesta con
un coseno, aplicando el algoritmo de la division podemos simplificar la expresion

%) do + diu
P(u) =dgu+ do + —0 T DY
X(u) s+ 2+b2u2+blu+bo7
donde
b2
c1 - sen?(€) - cos? ((JNS@o)
c1 - cos?(&)sen?(€) cos? (é@e) —ds
ba
) 2 2 (3 _ bz
c1 - cos?(€)sen?(€) cos <¢®0) PRy (43@0)
b ’

dy =—bg-d3z — l% : (b1 - d3 + cosen®(€) cos (GBQO) — 2¢; cos(&)sen(&) cos (ffgeo)) ;

ds =

)

dy =

_ 2 2 (7 bo b1by
do =¢o 0s™(£) - cos (d)@O) by 7C1sen2(§) cos? (d;@o)

+cosen?(€) cos (égo) — 2¢; cos(&)sen(§) cos ((/3@0)) ,

d) (integral de [ -4%)

Para calcular la integral f(am)z , dz cos (:\@> dS\@ nos auxiliaremos de la integral

f(aF)z , Td—_:b (en el siguiente paso):
Para resolver la integral haremos uso de un cambio de variable: queremos una
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w = p(7) tal que ‘;—’: = %—&-b’ porque de ese modo la integral se convierte en

dr /7'0 dr /H(To)
= = dp = p(10) — p(—7o),
/(B]F)zz T+ ) T+0b u(=7o0)

la ecuacion diferencial ‘fi—ﬁ = %er es equivalente por el teorema de la funcién

inversa a

dr
@—T"‘b,

aplicando cambio de variable 7/ = 7 + b:

dr’  dr b
— ==
dyp dp

:T/

)

ecuacién diferencial que tiene como familia de soluciones 7 = 7/(0) - e, luego
7 = (7(0) + b) - e" — b, cuya inversa viene dada por

4 = log (%)

Por simplicidad supongamos que 7(0) = 0, entonces

u = log (% + 1) . (A.40)

dy cos (:\Q ) “+do

6) (CéIClﬂO de ‘[(5F)2,2 bo cos? (5\@)+b1 cos(s\@)+bo d)\Q)
dl COS (X@) + do -
/ — - d\o
(8F)z,2 by cos? ()\@) + b1 cos ()\@) + b

:i / o + e dj\@
b2 J@r)» cos (5\@) —up oS (5\@) — Uy

_2 / 1 n 1 dr
by Jomy,, 15 — w1 155 —up 1+ T

2 !
b2 (8IF)272 1 — 7'2 — U1(1 + T2)

1
d
+1—7'27u2(1+7'2) T

2 / 1 1
_bg (8F)a,2 —Uuy — 1 T2 + 1— U1
1 1

2
. 1—wus-d
—ug — 1 7'2—i-1—uQTJr 2T
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2 / 1 —% %
=— +
b2 (8IF)2,2 —Uu; — 1 T4+ 1—u;y T — 1—uy

1—uy 1—uy
1 _1 1
+ 1 2 2 dr
I R
1 T
=—-|1 1 1 1
bg Og 1—uq + Og _ 1—u;y T
—1—uy —1—uy
To
-
+ log +1 log +1
1—usg _ 1—us
—1—u2 —l—u2 —70
1 tan (5\@) tan (;\@>
=— | log +1) —log| ——=+1

bo d-uy _ [ auy
“1—uq —1—uy

3o

7o
+ log :—Fl) — log (:-ﬁ-l
LTU2 _ [ lzus

—1—us —1—ug —70
1 1 | tan (5\@) N )
= |— o
2 up +1 & 1—wuy
717711
tan (5\@)

f) (resultado final de la integracion)

La integral a calcular es [;sen (¢g) cos (¢o) do A dAe, sin embargo es una ex-
presiéon dificil de manejar. En los pasos anteriores se procedié a descomponerla y
calcular integrales méas simples, sumando el resultado final toma el aspecto:
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/Fsen (60) cos (¢o) ddo A dAo = sen® (do) + %Sen (Aeo) + %)\QO

1 1 tan (S\Q) tan (5\@>
— |- Nlog | ——L 41| —log | ——£L +1
+ 2b2 u + 1 & 1—uy + 08 _ fdl-u +
—1—uy —1—uy
- - Xoo
1 tan ()\@) tan (A@)
——|log| ——=+1] —log +1
U2 + ].

[ 1—usg _ 1—uy
—1—uy —1-u2 S\Q:—S\QO

2. Cuando el punto Cg + R - €3 es visible y no esta en el plano tangente

En los momentos en que si es visible y no esta dentro del plano tangente a la tierra en el
punto z: IIg(2) (geométricamente significa que el observador no lo ve en el horizonte)
de nuevo, aproximamos a la regién con una sucesiéon de conjuntos F,,, que son las
regiones delimitados superiormente por el paralelo 7 — % e inferiormente por OF (para
el siguiente argumento hay que excluir este caso, porque este es el punto no cubierto
por nuestra carta y es parte de la frontera OF). Asi como el caso inmediato anterior,
se cumplen las hipdtesis del teorema 11.1.3, [60], pdgina 137,(el soporte de la funcién
a integrar intersectado con la regién sobre la que se integra es compacto, el conjunto
N = OF\Frr(F) es diferenciablemente despreciable, y todas las formas involucradas son
integrables), véase también [54] o [55].

/ sen (¢p) - cos (9g) dopo Adre = lim sen (@) - cos (pg) doe A dAe
F n— oo

Fr

— lim d (; (sen (¢o))> d>\9> - Y (sen (¢0))* dAo
F

n—oo Jop

I
M| —
=
e
/7
—
=

2 1 2
| (sen(60) dx@> =5 [, G o) axs

1 -
=7 */ sen” (¢o0) dAo
2 J(or),

Para calcular esta iltima integral separamos la regién en dos exactamente como en el
caso anterior: (OF)q = (9F)2,1 U (OF)a,2. La integral sobre la regién (9F)2 1 es facil de
calcular,

1

- / sen? (¢o) dho = sen” (¢o) Ao,
2 J(oF)s 1

para calcular la integral (OF)s 2 usamos la férmula de cambio de variable, teorema
10.3.6, [60], pagina 95 (véase también [54] o [55]):

1 1
= / sen? (¢pn) d\o = f/ sen’ (pp o R)d (Ao o R)
2 Jop2.2 2 Joomy,

1 / N | / ) .
== sen” | oo ) dA\g = = sen” (¢p) dAo,
2 Jeomy , ( ®> 72 Jomy, (o) dhe

donde R es una rotaciéon de 7 radianes alrededor del eje €n3 (es decir que es una
rotacién que deja fijos a los paralelos, pero que los rota media vuelta). Induce las nuevas
coordenadas: 5\@ = A\p o R, que de hecho es el mismo angulo ¢q y &@ = ¢p o R, que es
el dngulo Ao desfasado 7 radianes. (GIF)’(Q’Q) es R71(0F)s2. Esta rotacién nos permite
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visualizar a la integral f(aF)2 , sen? (¢g) dAe como la integral 3 f(aF)z ) sen? (¢) dAo
del caso anterior: 7 Y

d d
[sen(60) cos (66) dro = 7 = sen (6) Aeo ~ ‘ghsen (hoo = ) = 2 (Aon — 7)
F
1 1 tan (Ago — 7) tan (Agg — 7)
S g | B0 T g ) g | PRV T
262 Ul +1 o8 [ 1—uy + o8 _/ 1l=u +
71771/1 717’[1,1
5\@0

1 log tan (Ago — 7) 1] log tan (Ago — 7) 41

u9 + 1 1—uo o 1—uq
—1—u —1—us )\6275\@0

3. Cuando el punto Cg + R - €3 esta en el plano tangente
El valor de la integral para el instante en el cual el punto Cg, + R, - €3 esté en el plano
tangente IIg(z) es la mitad del valor que se alcanzé el primer caso.
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