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Introduccion

El Sindrome de Brugada es una cardiopatia que estd asociada a
muerte sibita y arritmias ventriculares en corazones estructuralmente
sanos [29]. Este sindrome es catalogado como una canalopatia, es decir,
se produce por alteraciones de los canales i6nicos que participan en el
potencial de accion [15].

Se han formulado algunas hipétesis acerca de los factores responsa-
bles de este sindrome, entre ellas esta la Hipotesis de Antzelevitch, que
sugiere que el Sindrome de Brugada se origina debido a un desequilibrio
de las corrientes de entrada y salida que intervienen en la fase 1 del
potencial de accion [114].

Con el fin de poder corroborar la Hipotesis de Antzelevitch desde
un enfoque matemético, nos centramos en ocho tipos de potenciales de
accion (provenientes de células de diferentes sitios del ventriculo derecho,
en situacion sana y con Sindrome de Brugada), a los cuales nos referimos
como casos de interés.

Para poder representar los potenciales de accién de los ocho casos de
interés, es necesario elegir un modelo i6nico apropiado.

El modelo de Rogers-McCulloch [92] es un modelo i6nico fenomeno-
logico simple que consta de dos ecuaciones diferenciales con dos variables
y seis pardmetros. Sin embargo, los pardmetros de este modelo no tienen
sentido fisiologico y no es claro el papel que juega cada uno de estos
parametros en el potencial de accién.

Esto dificulta la eleccién de un conjunto de parametros que nos ayu-
den a asemejar la soluciéon del potencial transmembrana de este modelo
a un potencial de accién real.
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VIII INTRODUCCION

Entonces se decide buscar un modelo maés realista. Un buen candida-
to podria ser el modelo de Bernus et al. [20], ya que este modelo posee
ecuaciones que atienden el comportamiento de las corrientes que inter-
vienen en el potencial de accién.

De esta forma, con el modelo de Bernus et al. seria sencillo asemejar
su solucién para el potencial transmembrana a los potenciales de accién
de los casos de interés, manipulando las ecuaciones relacionadas con las
corrientes idnicas necesarias en base a la informaciéon médica tomada de
la literatura especializada.

Sin embargo, a pesar que el modelo de Bernus et al. consta de pocas
ecuaciones, en comparacién con otros modelos, la complejidad de este
modelo dificulta los célculos, tanto analiticos como computacionales.

Por tanto, uno de los objetivos de este trabajo es estimar los para-
metros del modelo de Bernus et al. para poder simular los potenciales
de accién de los ocho casos de interés. Para esto, se desarrollé una me-
todologia para el anélisis de la morfologia de los potenciales de accion.
Las conclusiones se pueden encontrar en la seccion [4.7]

El otro objetivo es hacer una estimaciéon de los parametros del mode-
lo de Rogers-McCulloch, para que la solucién de este se asemeje, dentro
de lo posible, a las soluciones obtenidas a partir del modelo de Bernus
et al.

El problema de aproximar la solucién del potencial transmembra-
na del modelo de Rogers-McCulloch a la del modelo de Bernus (o de
cualquier otro modelo i6nico), se abordara desde el marco teorico de la
optimizacion [73].

Se planteara con un problema de aproximacion y se usaré el teorema
de los multiplicadores de Lagrange [73] para su resolucion. Después se
empleara el método Forward-Backward Sweep [70] para su implementa-
ciéon computacional.

Por altimo, para ofrecer una estimacion especifica de los pardmetros,
se usaron las funciones de MATLAB fminsearch [6] y fmincon [75]. Las
conclusiones se pueden encontrar en la seccién

En el apendice [A] se dan algunas notaciones y conceptos de analisis
funcional. En el dpendice [B] se demuestran algunos resultados del capi-
tulo 5. Por ultimo, en el dpendice [C] se reproducen los codigos fuente de
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algunos programas que se han utilizado para este trabajo.

Para la facilitacion de la lectura, se elabor6 un glosario con los térmi-
nos relacionados con el drea de la medicina, y se encuentra al final de
este trabajo.

Debido a su simplicidad, se utiliza el modelo de Rogers-McCulloch
para hacer simulaciones de la actividad eléctrica del corazén. De ahi la
importancia de poder estimar los parametros de este modelo para simu-
lar el Sindrome de Brugada.

Este trabajo se enmarca en una linea de investigacion del CEMMAC
(Centro Multidisciplinario de Modelaciéon Mateméatica y Computacio-
nal). En concreto, uno de los objetivos de esta linea es tratar de estudiar
el Sindrome de Brugada y en particular, tratar de corroborar o refutar
la Hipotesis de Antzelevitch, desde un punto de vista de la modelacion
matematica y computacional.
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Capitulo 1

Actividad eléctrica del corazon

En este capitulo se hablara sobre el comportamiento de las células
cuando son activadas eléctricamente y la forma en cémo se propaga esta
actividad a través del corazon.

Ademaés se hablara sobre la importancia del uso del electrocardiogra-
ma y su relacion con la actividad eléctrica del corazon. Para esta seccion
se us6 principalmente como referencias [41], 50, (54 [58), 65, T01].

1.1. Electrofisiologia del corazén

El corazon esté formado por dos bombas separadas por un tabique.
La bomba derecha recibe la sangre desoxigenada del cuerpo y la envia
a los pulmones. La bomba izquierda recibe la sangre oxigenada de los
pulmones y la envia hacia el resto del cuerpo [41], 50, [58].

Esta actividad mecénica del corazén esta relacionada con una activi-
dad eléctrica [101]. Esta empieza a nivel celular y se propaga a través de
todo el tejido cardiaco, activando asi al corazén completo [50]. De esta
forma, la actividad eléctrica es fundamental para el funcionamiento del
corazon [101].

1.1.1. Importancia de las cardiopatias

El 20% de las muertes en la poblacién general son causadas por
muerte stbita cardiacal [22], la cual es causada principalmente por
mias| ventriculares [33]. En el 2006 se report6 que la muerte stbita cardi-
aca es la causa de més de 500,000 muertes al afio en los Estados Unidos
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[102].

Las lenfermedades cardiovasculares| se catalogaron como la causa de
muerte més comun en el 2013, ya que se estima que estas son la causa
del 31.5% de las muertes globales [17]. Del 2013 al 2016, la prevalencia
de las enfermedades cardiovasculares fue del 48 % en adultos mayores de
20 anos [18].

Del 74.1% de las muertes registradas en los Estados Unidos en el
ano 2016, se enlistaron las 10 principales causas, encabezando esta lista
las enfermedades cardiacas [18]. En este mismo aflo, se estimo que apro-
ximadamente 17.6 millones de muertes se atribuyeron a enfermedades
cardiovasculares a nivel mundial [Ig].

En el 2018 se reporté que la muerte subita cardiaca aparecia como
causa de muerte en el 13.5% de los certificados de defunciéon. Esto su-
giere que una de cada 7.4 personas en los Estados Unidos morira de
muerte siubita cardiaca [19]. Se proyecta que para el 2035, mas de 130
millones de adultos de la poblacién de los Estados Unidos, padeceran
alguna enfermedad cardiovascular [19].

Muchas son el resultado o la causa de anomalias en
la actividad eléctrica [I0T]. Es por esto que el estudio de la actividad
eléctrica del corazéon es de suma importancia.

1.1.2. Actividad eléctrica a nivel celular

El cuerpo es un buen conductor de electricidad debido a que los
fluidos del tejido poseen una concentracién alta de idnes que se mueven
creando una corriente, en respuesta a diferencias de potenciales [50].

Las células estdn rodeadas por una barrera semipermeable llama-
da [membrana celular] que separa a la célula de sus alrededores. Asi la
membrana celular acttia como un capacitor [I0T]. Ademaés, la membrana
célular estd compuesta por canales i6nicos, que son proteinas que conti-
enen poros acuosos, los cuales permiten la entrada y salida selectiva de
iones [50, 101].

Los canales i6nicos poseen “puertas”, las que pueden abrirse o cerrar-
se en respuesta a ciertos estimulos. Cuando las puertas de cierto canal
i6nico estan cerradas, la membrana celular es menos permeable, y cuan-
do se abren, la membrana es mas permeable a cierto i6n [50].
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Dos de los canales iénicos més importantes presentes en la membrana
celular, son los canales de sodio (Na™) y potasio (K ™) [50]. Cuando una
célula esta en estado de reposo, los canales de sodio suelen estar cerra-
dos, sin embargo, ocasionalmente se abren y cierran de manera rapida,
permitiendo que algunos iénes de sodio se filtren a la célula. Al contrario
de los canales de sodio, los canales de potasio siempre estan abiertos, por
lo que son llamados a menudo canales de fuga [50]. Por cada dos iones
de potasio que entran a la célula, tres iénes de sodio son expulsados al
exterior [50]. Esta accion hace que la célula sea mas permeable al potasio
que al sodio cuando esta en estado de reposo [50].

Una célula cardiaca en estado de reposo estd cargada negativamente
con respecto a su entorno, debido a la carga eléctrica de los iones en el
citoplasma [50, [I01]. Esto permite que haya un potencial eléctrico dentro
de la célula y un potencial eléctrico en el exterior de la célula, llamados
potencial intracelular y extracelular respectivamente [I01]. Esto posibili-
ta una diferencia de potencial eléctrico llamada potencial transmembra-
na, que se define como la diferencia entre el potencial intracelular y el
potencial extracelular [T0I]. Esta diferencia de potencial es en gran medi-
da el resultado de las propiedades de permeabilidad de la membrana [50].

El potencial transmembrana que mantiene una célula en estado de
reposo, se le conoce como potencial transmembrana de reposo [50]. Este
potencial de reposo puede variar entre diferentes tipos de células [50].
Las células cardiacas pueden tener un potencial transmembrana de repo-
so aproximadamente de -85 a -90 mV [50), 58].

Las células cardiacas son del tipo excitables; esto es, que tienen la
habilidad de reproducir una senal eléctrica o de responder a estimulos
eléctricos [50, I0T]. Cuando un estimulo eléctrico es aplicado a una célula,
se abren los canales i6nicos dejando entrar asi iones con carga positiva, lo
cual provoca cambios en el potencial transmembrana y la célula reaccio-
na segin la ley de todo o nada: si el estimulo es pequeno, las propiedades
de conduccién de la célula no se alteran y el potencial transmembrana
regresa rapidamente a su estado de reposo cuando el estimulo es removi-
do. Si el estimulo es lo suficientemente fuerte para alcanzar el
se activa un proceso que hace que el potencial transmem-
brana cambie bruscamente, llegando a invertirse y regresando después a
su estado de reposo. Este proceso es llamado|potencial de accion|[50, [TOT].

La células poseen una variedad de canales i6nicos que estan involu-
crados con el potencial de acciéon. En las células cardiacas, los tipos de
canales méas importantes son de sodio, calcio y potasio [33] [46] 50, [55]
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Figura 1.1: Fases del potencial de accién y las corrientes que intervienen
en el. Fuente: Cardiac Ion Channels, A. Grant.

El potencial de accién se conforma por cinco fases: en la fase 0, tambi-
én conocida como despolarizacién, se abren los canales rapidos de sodio
permitiendo un rapido flujo de la corriente de sodio (Iy,) hacia el inte-
rior de la célula, haciendo que el potencial transmembrana se incremente
rapidamente de su valor de reposo a un valor positivo o aproximadamen-
te cero. La fase 1, se debe a la salida de potasio por la corriente de I;,.
En esta fase también se abren los canales lentos de calcio. Este es el
punto en el cual se alcanza el valor umbral del potencial de accion [50].
En la fase 2, el potencial se mantiene en equilibrio por un periodo que se
conoce como fase meseta. Esto se debe a un equilibrio de corrientes por
la corriente lenta de entrada de calcio (I¢,) y las corrientes rectificado-
ras tardias de salida de potasio (Ix, y Iks). La fase 3, conocida como
repolarizacion, es el proceso por el cual el potencial de accién regresa a
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su estado de reposo. Se debe a la inactivacién de las corrientes de entrada
de sodio y calcio, provocando un predominio de las corrientes de potasio.
Por 1ltimo, la fase 4 se produce debido a la apertura de los canales rapi-
dos de salida de potasio, permitiendo la salida de potasio por la corriente

rectificadora de ingreso de potasio (Ix1) [33, 46, 50, B35, 58| [85] O1].

En la parte superior de la figura[L.I se muestran las 5 fases del poten-
cial de accion y especifican las corrientes idénicas que interactiian en cada
fase. En la parte inferior de la figura[I.1]indica en que intervalo de tiempo
de tiempo en que intervienen en el potencial de accion.

Existen distintos tipos de células cardiacas y el potencial de accién
varfa segtn el tipo de célula [I0I]. En la parte derecha de la figura[L.3]se
muestran los potenciales de accion de diferentes tipos de células cardia-
cas.

Membrana
deuna
célula

= ?Ja Citoplasma .W

Membrana
deuna
célula

Dos células

interco-

nectadas Proteinas
por gap ) de conexion
junctions Citoplasma formando

gap junctions

Figura 1.2: Se muestra como dos células adyacentes estan unidas por las
gap junctions. Fuente: Human Physiology, S. Fox.

Las células cardiacas son aproximadamente del mismo tamano y
estan acopladas eléctricamente, ya que estan unidas por areas de contac-
to con poca resistencia eléctrica [50]. Las células que son acopladas eléc-
tricamente estan unidas por gap junctions (ﬁgura, que son proteinas
que forman canales entre una célula y otra [50, 101].

Asi, por medio de las gap junctions, se conducen los impulsos eléc-
tricos de una célula a las células adyacentes [50, [101]. Esto permite que
se active una parte del corazén y la senal se propague para activar al
corazon completo [T0T].
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1.1.3. Actividad eléctrica a nivel érgano

El miusculo cardiaco es un sinticio compuesto por células, por las
cuales el potencial de accion se propaga rapidamente de unas células a
otras [58]. El corazon estd compuesto por dos camaras superiores que
son llamadas auriculas, y dos camaras inferiores, llamadas ventriculos
[41), 50, 58]. Las cuatro cdmaras estan separadas por los tabiques interau-
ricular, interventricular y auriculoventricular [41]. Las auriculas poseen
una pared mas delgada que los ventriculos [41]. Esto es debido a que
se necesita mas fuerza para bombear la sangre a través del cuerpo que
a traves de los pulmones [41]. El ventriculo derecho posee una pequena
region, llamada tracto de salida que conecta al ventriculo derecho con la
arteria pulmonar [47].

La actividad eléctrica en el corazén empieza con cada latido y se
origina en el nodo sinoauricular [50} [41], (55, B8, [I0T]. Este se encuentra
sobre la auricula derecha y tiene el ritmo mas rapido, tomando el papel
de marca pasos [50, [41] 58| [T0T]. Las células del nodo sinoauricular que
son auto-excitadoras, tienen la propiedad de producir un potencial de
accion sin necesidad de algin estimulo externo y debido a las gap juncti-
ons, se permite el flujo de corriente eléctrica de una célula a otra, sin
pasar por el espacio entre las células [41], 50, 58, [101]. De este modo se
propaga la actividad eléctrica a lo largo de las auriculas produciendo la
contraccion del musculo [50, A1), (58| [T0T].

Como las auriculas estan separadas de los ventriculos por el tabi-
que auriculoventricular, compuesto por células no excitables, este sirve
de barrera para la conduccion de sefial eléctrica [4I]. Sin embargo, la
senal contintia su propagacién a través del nodo auriculoventricular, que
se localiza en la base de las auriculas, en el interior del tabique inter-
ventricular [50}, 41 58] [101]. De esta forma, el nodo auriculoventricular
representa una conexién entre las auriculas y los ventriculos, siendo el
inicio de un elaborado sistema de tejidos de conduccion [41], 50, 58], [T0T].

La senal eléctrica se propaga por el Haz de His (fasciculo auricu-
loventricular), que consiste en fibras miocéardicas y es una continuaciéon
directa del nodo auriculoventricular [50, I0T]. El Haz de His se extiende a
lo largo del borde inferior del tabique interventricular antes de dividirse
en la rama izquierda y rama derecha [41]. Tanto la rama derecha como la
rama izquierda continuan por el lado derecho (o izquierdo, segun sea el
caso) del tabique interventricular hacia el vértice del ventriculo derecho
(izquierdo) [41] [10T]. En este punto, ambas ramas se ramifican formando
la red de Purkinje (fibras de Purkinje), que se localiza en las paredes
internas de los ventriculos y es la que se encarga de activar a éstos [41].
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Figura 1.3: Anatomia y elec-
trofisiologia del corazon. Se
muestran los diferentes poten-
ciales de accién de cada una
de las células especializadas
en el corazon. Fuente: Mathe-
matical modeling and spectral
simulation of genetic diseases
in the human heart, A. Bueno.
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Es aqui donde se llega al final del sistema de conduccién cardiaca [41].

La conduccién a través del nodo auriculoventricular es bastante lenta,
lo que provoca que las auriculas se contraigan mientras los ven-
triculos siguen relajados. Esto permite el llenado de los ventriculos y
en consecuencia, el bombeo del corazon [I0I]. Los ventriculos se llenan
durante la y se contraen durante la [58]. El sistema de
conducciéon mencionado permite que se mantenga el ritmo cardiaco y
transmite los potenciales de accion por todo el musculo cardiaco [5§].

Ademas, el corazon estd cubierto por dos capas: el [epicardiol que

envuelve la parte externa del corazon, y el lendocardiol que es una capa
muy fina que recubre las auriculas y ventriculos [41].

Al momento de hacer pruebas para estudiar las diferencias de las
caracteristicas electrofisiologicas entre el endocardio y epicardio ventri-
cular, se descubrié una subpoblacién de células en las capas subepicar-
dicas (region M) con caracteristicas electrofisiologicas diferentes a las
células del endocardio o epicardio [72], 99].

Debido a las propiedades conductivas del cuerpo, las diferencias de
potencial que son generadas en el corazén son conducidas a través del
endocardio hacia el epicardio, para ser transmitidas por todo el torso
hacia la superficie de este, donde puede ser medida [50} 101].

1.2. El electrocardiograma

Una manera de representar graficamente la actividad eléctrica del
corazoén de forma no invasiva y de saber el funcionamiento del corazén
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de una forma relativamente facil, es con el uso de los electrocardiogramas
[101} 112]. Un electrocardiograma (ECG) es un registro de las diferen-
cias de potencial generados por el corazon, desde la superficie del cuer-
po, durante cada latido cardiaco [58, [101]. Estos muestran la frecuencia
cardiaca, el ritmo y los efectos de conduccion [41]. Ademas muestra la
funcion global de los lados derecho e izquierdo del corazén y los puntos
de difucion [41].

Las seniales electrocardiogréficas son una herramienta principal en la
medicina, ya que el andlisis del ECG forman parte de cualquier evalua-
cion médica de rutina, debido al papel fundamental que juega el corazén
en la salud humana [112].

Las diferencias de potencial no pueden ser medidas en un punto del
corazoén, solo se pueden medir las diferencias de potencial [I0T]. Estas
son causadas por fuentes de corriente eléctrica que resultan de la activi-
dad eléctrica en las células del que se propagan a través del
cuerpo debido a sus propiedades conductivas, y asi pueden ser registra-
das en su superficie [50] [101].

El primer ECG fue publicado por Augustus D. Waller en 1887. Uno
de sus dispositivos fue modificado después por Willem Einthoven, crean-
do uno mas sensible para registrar las diferencias de potencial. Einthoven
uso tres sujetos a sus brazos y su pierna izquierda, para grabar
tres diferencias de potencial entre esos electrodos [I01].

Estas diferencias de potencial son llamadas derivaciones (bipolares) I,
II y III y estén definidas como las diferencias de potencial entre el brazo
izquierdo y el brazo derecho, la pierna izquierda y el brazo derecho, y

I=9¢ra—9ra, II=vr,—pra vy 11l =91, —¢rA.

Estas derivaciones son llamadas derivaciones de Einthoven y forman el
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Figura 1.5: Se muestran los
seis electrodos precordiales que
dan lugar a las derivaciones
precordiales V1-V6. Fuente:
https://www. ausmed.com
/articles/ecg-lead-placement/

tridngulo de Einthoven (figura[1.4) [101].

Para poder tener una mejor imagen de las condiciones del corazon,
fueron agregadas maés derivaciones. En 1938 se agregaron las seis deri-
vaciones precordiales (o del plano horizontal), V1-V6, colocando seis
electrodos en la parte frontal del pecho (como se muestra en la figura

3 o).

En 1942, Goldberger introdujo las tres derivaciones (unipolares) au-
mentadas aVR, aVL y aVF, donde a es de aumentado (augmented),
V es de voltaje y R, L y F son por brazo derecho, brazo izquierdo y
pie (right arm, left arm y foot). En estas derivaciones aumentadas, el
electrodo explorador es comparado con un electrodo de referencia, que
esta basado en un promedio de los otros dos electrodos. En la derivacion
aV R, el electrodo explorador est en el brazo derecho, el electrodo explo-
rador de aV L es el situado en el brazo izquierdo y en aV F esta situado
en la pierna izquierda [50, [101]. Las derivaciones aumentadas cumplen
la siguiente relacién:

I—1II 11T IT+111
aVL = ——"", _ L

aVR = 5 y aVF 5

Las derivaciones de Einthoven y las derivaciones aumentadas for-
man las derivaciones del plano frontal. Estas 12 derivaciones forman
actualmente el ECG estandar (ﬁgura. Debido a que cada derivacion
reprsenta un punto de vista distinto de un mismo estimulo, no se debe
analizar cada derivacion por separado, se deben analizar en conjunto [44].

En la figura [1.6] se muestra un bosquejo correspondiente a una sola
derivacion del ECG durante un El ECG representa el
potencial transmembrana (medido en mV) en un intervalo de tiempo
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R

Figura 1.6: Bosquejo del ECG de
una sola derivacién durante el

P
ciclo cardiaco. Se muestran los —Aﬂ
Q

eventos importantes del ECG:
la onda P, el complejo QRS, el
segmento ST y la onda T. S

(medido en ms).

Se pueden observar tres eventos importantes en el ECG. Primero
podemos observar la onda P, que es debida a la despolarizacién de las
auriculas. Después tenemos el complejo QRS que se debe a la despo-
larizacién de los ventriculos. Por tdltimo tenemos la onda T que es el
resultado de la repolarizaciéon de los ventriculos. La repolarizaciéon de las
auriculas es demasiado débil para ser registrada en el ECG. Los segmen-

tos de recta equivalen a los lapsos de tiempo del donde no
se detectan diferencias de potencial [41} 53], 68, [TOT].

Los cambios especificos del ECG se relacionan con las areas que han
sido afectadas po un infarto del miocario [41].

Entre el complejo QRS y la onda T, hay un segmento llamado segmen-
to ST, el cuél es de suma importancia para nuestro trabajo y se hablara
de él méas adelante.

Aunque el ECG no es un registro de los potenciales de accion, este es

el resultado de la produccién y conduccion de los potenciales de accion
del corazén [50].
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Figura 1.7: Ejemplo de un ciclo de un ECG de 12 derivacio-
nes. Fuente: hitps://ecqwaves.com/ekg-ecg-leads-electrodes-systems-limb-
chest-precordial/






Capitulo 2

El Sindrome de Brugada

En este capitulo se hablara sobre el sindrome de Brugada: su historia,
caracteristicas, diagnostico y posibles causas, enfocandonos en la hipote-
sis propuesta por el grupo de Antzelevitch, conocida como la Hipotesis
de Antzelevitch [29, 114].

2.1. Descripcion del sindrome

El Sindrome de Brugada enfermedad clinico-electrocardiografica, que
se caracteriza por una elevacién del segmento ST en las derivaciones
precordiales V1 a V3, con predisposicién al desarrollo de fibrilaciéon y
taquicardia ventricular que conducen a la muerte subita cardiaca. A
pesar que en un principio se establecidé que se caracterizaba por un
bloqueo en la rama derecha, no todos pacientes presentan esta carac-
teristica [57, [O8]).

Esta basado en la ocurrencia de multiples episodios de sincope y/o
muerte stubita (resucitada o no) en pacientes con corazén estructural-
mente normal y con un patrén electrocardiografico caracteristico [29].

Se cataloga como una|canalopatial es decir, una enfermedad produci-
da por alteraciones de los canales i6nicos que participan en el potencial
de accion célular con predisposicion a la apariciéon de arritmias [15].

Se manifiesta generalmente en adultos entre 20 y 40 afios de edad, sin
embargo también puede afectar a infantes, teniendo dos anos el paciente
mas joven y 84 el paciente mas viejo [8, [7, 29| [86].

Debido a que el sindrome es més frecuente en ciertos paises, se consi-

13
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dera que es|endémicol pero se ha encontrado en practicamente todos los
paises del mundo [15] 24].

Ademas, estd determinado genéticamente: aproximadamente el 60 %
de los pacientes que sufrieron muerte stubita resucitada que presentaron
el electrocardiograma caracteristico, habia en su historial familiar o bien
algin caso de muerte stubita o algin familiar con el patrén electrocardio-
grafico, o se presentaba una muerte sibita de algiun familiar que no se
dejo investigar [25]. Sin embargo también se han encontrado casos aisla-
dos, en los que se sospecha que podria ser el primer caso en su familia [25].

2.2. Historia

En 1992, los hermanos Brugada introdujeron una nueva entidad clini-
ca que se caracteriza por un |bloqueo de rama derechaly elevaciéon persis-
tente del segmento ST en las derivaciones precordiales V1 a V3. Estas
anomalias no podian ser explicadas por las enfermedades conocidas,
hasta ese momento, las cuales tienen caracteristicas clinicas y electrocar-
diograficas comunes (bloqueo de rama derechal sin [arritmias| cardiacas)

[29].

Los pacientes reportados presentaban episodios recurrentes de[muerte]
abortada sin estructural evidente. La mayo-
ria de los pacientes eran adultos de entre 26 a 53 anos, aunque tambi-
én estaban incluidos ninos de 2 y 8 anos. Entre estos pacientes habia
un notable predominio de hombres. En todos los pacientes, la primera
manifestacion fue un episodio de[sincope|sin [prodromol La mayoria de los
pacientes aparentemente estaban sanos y asintométicos con [rffmo sinusal
antes del episodio de al que le prosiguié un paro cardiocircula-
torio, con periodos que variaban de semanas a anos en cada paciente. En
ninguno de los pacientes se detecté en su historial clinico algin factor
desencadenante al momento del primer paro cardiaco. Se sospech6 que
podria haber un factor hereditario, ya que en algunos pacientes se encon-
traron familiares que murieron a causa de una muerte subita por razones
desconocidas. Sin embargo, en otros pacientes no se encontraron casos
de muerte subita en su historial familiar. En la mayoria de los pacientes
se registraron complejos ventriculares prematuros.

Se document6 que la causa de la muerte subita fue una [taquicar-

ventricular [polimérfical sostenida, y se dedujo que la explicacién mas

probable para las arritmias es el reingreso funcional que puede ser facil-
mente desencadenado por un latido espontaneo o inducido [29)].
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Cuatro anos después, se reportaron méas casos similares. Algunos paci-
entes presentaban al menos un episodio de muerte siibita o sincope desco-
nocido antes de que se identificara el sindrome (pacientes sintométicos).
En otros se detecté un patrén electrocardiografico (de bloqueo de ra-
ma derecha y elevacion del segmento ST en las derivaciones precordiales
V1 a V3) por casualidad o debido a la deteccion de algtn familiar que
sufri6 una muerte subita (pacientes asintomaticos). Se declaré que los
pacientes con ECG anormal consistente en bloqueo de rama derecha y
elevacion del segmento ST en las derivaciones V1 a V3 sin enfermedad
estructural del corazén demostrable estan en riesgo de muerte sibita, y
los pacientes asintométicos con ECG anormal tienen el mismo riesgo de
levento arritmicol asi como los pacientes que han tenido un episodio de
muerte subita abortada [28].

Eventualmente, este sindrome fue conocido como el Sindrome de
Brugada, y el patrén caracteristico (boqueo de rama derecha y elevacion
del segmento ST en las derivaciones precordiales V1 a V3) fue conocido
como el patron electrocardiografico de Brugada.

2.3. Caracteristicas clinicas y genéticas

La mayoria de los pacientes con sindrome de Brugada permanecen
asintométicos, aunque se estima que de un 17 al 42 % presentan sincope
o muerte siibita en alguin momento de su vida [15, 26]. Los pacientes
asintomaéticos suelen ser diagnosticados por accidente y podrian perma-
cener asi por el resto de su vida [10].

Los sintomas que presentan los portadores del sindrome de Brugada
suelen ser fibrilacién ventricular o muerte subita abortada (mas frecuen-
ta durante la noche que en el dia [77, 08, [110]), sincope, r respiracion
agonal nocturna, sincope, palpitaciones y molestias en el pecho [10, [88].

Las mutaciones del gen SCN5A estan ligadas al sindrome de Bruga-
da [35], sin embargo, no todos los pacientes con sindrome de Brugada
presentaron mutaciones en este gen [114]. Se han encontrado mas de 100
mutaciones de este gen que causan el sindrome de Brugada, cuya causa
es la reduccion de las corrientes de sodio [15] 93] [106].

Hasta el 2015, se han encontrado 19 genes cuyas mutaciones estan
relacionadas con el Sindrome de Brugada [6l 10, 46, 107]. En la tabla
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se muestran los 19 genes especificando la pérdida o ganancia de la
funcion de la corriente a la que afecta [10, [46], 107].

Subtipo  Canal i6nico  Gen/Proteina

BS 1 1 Ina SCN5A, Na,1.5

BS 2 1 Ina GPDI1L

BS 3 $Ica CACNA1C, Ca,l1.2
BS 4 Ve CACNB2b, Ca,32b
BS 5 1 Ing SCN1B, Na,31

BS 6 t Ly KCNE3, MiRP2
BS7 3 Inag SCN3B, Na, 3

BS 8 T IKfATP KCNJS, kir6.1

BS9 $Ica CACNA2D1, Ca,a20
BS 10 T 1o KCND3, K,4.3

BS 11 3 Ina RANGRF, MOG1
BS12 | Iy SLMAP

BS13  1Ix_arp  ABCCY, SUR2A
BS14 | Ina SCN2B, Na, 32
BS15 | Ina PKP2, Plakophillin-2
BS16 | Iy FGF12, FHAF1

BS 17 3 Ing SCN10A, Na, 1.8
BS18 | Ina HEY?2

BS19 11, SEMA3A

Tabla 2.1: Genes relacionados con el Sindrome de Brugada. Informacién
obtenida de Brugada Syndrome. Clinical, Genetic, Molecular, Cellular
and Ionic Aspects, C. Antzelevitch y B. Patocskai.

Se han encontrado potenciales de accién tardios en pacientes con
sindrome de Brugada, especialmente en la pared anterior del tracto de
salida del ventriculo derecho [51], B3, [109]. Los potenciales anormales
pueden ser atribuidos a las anormalidades de la repolarizacion [109, 111].
Diversos reportes han senalado que la taquicardia y fibrilacién ventricu-
lar en los pacientes con Sindrome de Brugada, podria ser originadas en
la zona del tracto de salida del ventriculo derecho [8) 59] 82] [103].

Estudios hechos por Nademanee et al. en el 2011 indicaron que el
tracto de salida del ventriculo derecho es el sitio de substracto arritmo-
génico del Sindrome de Brugada [80].



2.3. Caracteristicas clinicas y genéticas 17

2.3.1. Patroémn electrocardiografico de Brugada

En el 2002, Wilde et al. introdujeron tres patrones electrocardiogra-
ficos distintos relacionados con el Sindrome de Brugada [110]:

Patrén tipo I (convexo): Se caracteriza por una elevacion descen-
dente del segmento ST con una amplitud de mayor o igual a 2 mm
en mas de una derivacion precordial derecha (V1 a V3), seguida de
ondas T negativas.

Patrén tipo II (silla de montar): Se caracteriza por una eleva-
cion del segmento ST mayor o igual a 1 mm con una amplitud
mayor o igual a 2 mm en més de una derivacién precordial derecha
seguida de ondas T positivas o bifasicas, lo que confiere al ECG un
aspecto de silla de montar.

Patron tipo III: Se caracteriza por una elevacion del segmento
ST menor a 1 mm con una amplitud mayor o igual a 2 mm en
mas de una derivacién precordial derecha con aspecto de silla de
montar, convexo o ambos.

Sindrome de Brugada Sindrome de Brugada
(patrén tipo I1) (patrén tipo 1)

Gradiente
de voltaje
transmural

Potencial de accion
transmembrana (mV)

Endo
\« Epi

-100

ECG de superficie
(V2)

Figura 2.1: Se muestran los patrones electrocardiograficos de Brugada y
su relacion con el potencial de accién. Fuente: Sindrome de Brugada, B.
Begona et al.

En la figura se observa un bosquejo de un ECG normal y los
patrones electrocardiograficos tipo I y II, y la relacién que estos tienen
con el potencial de acciéon. En los potenciales de accién correspondientes
a los patrones ECG de tipo I y II se puede observar una disminucién del
pico del potencial de accién y una acentuacién en la bajada en la fase
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1, lo cual hace que se forme una muesca. Esto provoca la elevacion del
segmento ST y ondas T positivas o negarivas.

2.3.2. Diagnéstico

El diagndstico definitivo para el sindrome de Brugada es la detecciéon
del patron electrocardiografico de tipo I. Sin embargo, en ocasiones el
patrén no parece tan obvio y sélo es reconocido por un médico con un
gran grado de intuicién y conocimiento de este sindrome. Ademaés, eleva-
ciéon del segmento ST no esta relacionada solamente con el sindrome de
Brugada, diversas enfermedades (como isquemia) presentan este patron
[57].

Existen pacientes sintométicos que en un principio presentan un ECG
normal, y después de un largo seguimiento, su ECG cambia abruptamen-
te a un ECG claramente anormal. También existen pacientes en los que
el sindrome se desenmascara después de la administracién de ciertos
farmacos [24].

El patrén electrocardiografico de Brugada se ha detectado en paci-
entes aparentemente sanos. En ocasiones se encuentra por casualidad
(en exédmenes rutinarios o por motivos de seguro, licencia o deporte) o
debido a que en su historial familiar existen casos de muerte subita [24].
Estos pacientes (asintomaticos) nunca han presentado sintomas de sinco-
pe, arritmia o muerte stubita, sin embargo pueden desarrollar de manera
abrupta una muerte sibita como primer manifestacién de la enfermedad
[24].

El ECG de los pacientes asintomaticos no difiere en nada del de los
pacientes sintométicos y el patrén electrocardiografico del tipo I es un
marcador de la posible ocurrencia de muerte stbita [24].

Una persona que padezca el Sindrome de Brugada puede presentar
cualquiera de los tres patrones en diferentes momentos [I5] [110].

El patrén ECG de Brugada puede estar “oculto”, sin embargo puede
presentarse tras la administracién de ciertos farmacos bloqueadores del
canal de sodio [32] [110].

En el 2002, Wilde et al. propusieron un criterio para el diagnostico del
sindrome de Brugada [110]. Establecieron que el sindrome de Brugada
debe ser fuertemente considerado en los siguientes casos:
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1) Se presenta un patrén tipo I con la presencia o ausencia de un
bloqueador de canales de sodio, ademas de alguno de los siguien-
tes indicadores del Sindrome de Brugada: Fibrilacién ventricular
documentada, taquicardia ventricular polimorfica con terminacion
autondémica, historial familiar con casos de muerte siibita cardiaca
(de menos de 45 afios), familiares con patrén electrocardiografi-
co del tipo I, inducibilidad electrofisiolégica, sincope o respiracién
agobnica nocturna. No deben haber otros factores que puedan expli-
car la anomalia del ECG.

2) Si se presenta un patrén del tipo II y se convierte en un patron
del tipo I después de la aplicaciéon de un bloqueador del canal de
sodio, es considerado como el caso 1.

3) Se presenta un patrén del tipo IIT y se convierte en un patrén del
tipo I después de la aplicacién de un bloqueador de canales de
sodio, es considerado como el caso 1.

Cuando se tiene la presencia del patrén tipo I sin las caracteristicas
clinicas mencionadas en el caso 1, se dice que se tiene un patrén elec-
trocardiografico de Brugada idiopatico, pero no el Sindrome de Brugada
[9, [110].

La posibilidad de tener Sindrome de Brugada deberia aumentar si se
presenta una elevacion del segmento ST mayor a 2 mm tras la aplicacion
de farmacos y hay uno o més de los indicadores del Sindrome menciona-
dos en el caso anterior [110].

El diagnostico diferencial puede dificultarse, particularmente, cuando
el grado de la elevacion del segmento ST es relativamente pequeno [9].
Si el segmaneto ST no cambia cuando se administran bloqueadores de
los canales de sodio, es poco probable que padezca el sindorme [110].

Tanto la conversion del patrén tipo III en un patrén del tipo IT como
la elevacién del segmento ST menos a 2 mm después de la administracién
de farmacos, se considera inconclusa (no se pueden dar resultados) [110].

Los pacientes que no cumplen completamente el criterio anterior,
pero tienen una o mas de las caracteristicas clinicas mencionadas en el
caso 1, deben ser seriamente considerados [110].
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2.3.3. Tratamiento

El tratamiento méas efectivo para pacientes que presentan muerte
stubita abortada o taquicardia o fibrilacion ventricular documentada, es
un desfibrilador automéatico implantable [8] [10} 27, 31], ya que los farma-
cos antiarritmicos no evitan la muerte stbita recurrente [24].

La eficiencia del desfibrilador es muy alta [10] y han mejorado sig-
nificativamente el prondstico de los pacientes con riesgo de presentar
arritmias ventriculares [13]. Sin embargo, esto no es recomendable en
todos los casos, como en ninos o pacientes que no tengan la capaci-
dad econémica para costear uno [80]. Ademas, algunos de los pacientes
con el sindrome que recibieron un desfribilador implantable a menudo
experimentaban shocks del desfibrilador 80} [81]. Hasta un 30 % de los
pacientes experimentan descargas inapropiadas y un 20 % puede recibir
multiples descargas lo cual afecta a su calidad de vida, puede llevar a
hospitalizaciones y aumenta la mortalidad [13].

La administraciéon de quinidina parece ser efectiva como tratamiento,
sin embargo, los efectos secundarios son muy severos para los pacientes
jovenes [16], [80].

En la figura 2.2] se muestra el criterio usado para el tratamiento de
los pacientes con Sindrome de Brugada.

2.4. Estadisticas

El Sindrome de Brugada es la causa mas frecuente de muerte sibita
en adultos jovenes y menos frecuente en ninos, teniendo dos anos el paci-
ente méas joven y 84 afios el més grande [9]. Se estima que es la causa de
un 4-12% de todas las muertes subitas y hasta un 20 % de las muertes
stbitas en corazones aparentemente sanos [8} 25].

Aproximadamente el 20 % de los pacientes con el Sindrome de Bruga-
da desarrollan arritmias supraventriculares y se le asocia un 10-20 %
de los casos de fibrilacion auricular [8]. Su prevalencia es alrededor de
5/10,000 habitantes [8], aunque esta cifra puede no ser del todo cierta,
ya que muchas personas que mueren a causa de este sindrome, posible-
mente no sean reconocidas [13].

Hay un predominio de hombres que padecen este sindrome, con una
relacion de 8:1 [15]. Arriba del 20% de los pacientes con Sindrome de
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Figura 2.2: Diagrama para el criterio para la implantacion del desfibri-
lador automético implantable en los pacientes con Sindrome de Bruga-
da. MS=Muerte subita, EEF=Estudio Electrofisico, TV=Taquicardia
Ventricular, FV=Fibrilacion Ventricular, DAI=Desfibrilador Autométi-
co Implantable. Fuente: Sindrome de Brugada, Begona et al.

Brugada desarrollan arritmias supraventriculares, incluyendo fibrilacién
auricular y el sindrome de Wolf-Parkinson-White [9].

Los pacientes con un ECG de tipo 1 tienen una tasa del 7.7% de
un evento cardiaco por ano en cuando han sufrido una muerte cardiaca
abortada, 1.9% cuando han sufrido una sincope y 0.5% en pacientes

asintomaticos [10], [89].

2.5. Hipoétesis

En las dltimas décadas se ha proporcionado mucha informacién acer-
ca del Sindrome de Brugada, sin embargo, los mecanismos iénicos y

célulares subyacentes a este sindrome, siguen en discusion [11], 111].

Dos de las hipétesis principales més debatidas que explican las mani-
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festaciones electrocardiograficas del Sindrome de Brugada, son la hipo6-
tesis de la despolarizacion y la hipotesis de la repolarizacion (o Hipotesis
de Antzelevitch) [9]. Estas dos teorias no son mutuamente excluyentes
y pueden estar relacionadas, sin embargo, la evaluacion correcta de esta
enfermedad es importante para una terapia adecuada [10].

La hipoétesis de la despolarizaciéon establece que una lenta conduc-
cion en el tracto de salida y otras regiones del ventriculo derecho, junto
con anomalias estructurales provoca el desarrollo de las manifestaciones
electrocardiograficas y arritmicas del sindrome [10, 111 [78] T11].

En este trabajo se hard mas énfasis en la Hipotesis de Antzelevitch,
de la cuél se hablard a continuacion.

2.5.1. Hipotesis de Antzelevitch

Estudios hechos en 1999 por Yan, Antzelevitch et al. dedujeron que
la pérdida del domo del potencial de accién en el epicardio del ventriculo
derecho canino crea un gradiente de voltaje que podria ser el responsable
de la elevacion del segmento ST observado en el Sindrome de Bruga-
da y otros sindromes que presentan manifestaciones electrocardiografi-
cas similares. Sus resultados demostraron que la actividad extrasistélica
debida a la reentrada de la fase 2, podria surgir en la pared del ventriculo
derecho canino y servir de desencadenante de taquicardia y fibrilacion
ventricular [114].

En este estudio se hicieron pruebas administrando un bloqueador de
la corriente Iy, y observaron que esto restauraba el domo del potencial
de accion del epicardio del ventriculo canino, dando como resultado la
normalizacion del segmanto ST.

Concluyeron que la pérdida del domo es debida al desbalance de las
corrientes activas durante la fase 1 del potencial de accién, principal-
mente las corrientes 1y, Ing, Icq (figura . Ademas reportaron que
cualquier agente capaz de provocar un desbalance en las corrientes acti-
vas al final de la fase 1 del potencial de accién del epicardio del ventriculo
derecho, pueden contribuir a la pérdida del domo, por ejemplo, el decre-
mento de las corrientes Io, ¥y Ing 0 €l incremento de las corrientes Iy,
Ix_arpy/oIk_ach [BLH4,[114]. Senalaron que bloqueador de la corrien-
te de I, seria un tratamiento farmacolégico efectivo.

Se ha establecido que las anomalias del potencial de accion presentes
en el Sindrome de Brugada se encuentran exclusivamente en la pared epi-



2.5. Hipotesis 23

*

Corrientes (+)
de entrada

Corrientes (+)
& de salida

Figura 2.3: Potencial de
acciéon transmembrana y
las corrientes i6nicas que
participan en cada una
de sus fases. El area som-
breada corresponde a la
fase 1, determinada prin-
cipalmente por el balan-
ce entre las corrientes de
entrada Iy, € Iog y las
corrientes de salida de
I;,. La muesca (*) es
provocada por el dese-
quilibrio de las corrien-
tes. Fuente: Sindrome de
Brugada, B. Begona et
al.
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cardica del tracto de salida del ventriculo derecho (TSVD) [9] @] [68] [82].

De acuerdo a nuestro criterio en base a la informacién presentada en
esta seccion, tomaremos a la Hipotesis de Antzelevitch de la siguiente
forma:

Hipoétesis de Antzelevitch.

Cualquier mecanismo que produzca un desequilibrio entre las corrien-
tes de entrada y las de salida (ya sea un decremento de Ic, y Ing O
un incremento de It,, Ix—aTp ¥/0 Ix—_acn) al final de la fase 1 del
potencial de accién de las células epicardicas del TSVD, provoca la
pronunciacién de la muesca caracteristica y la pérdida del domo del
potencial de accién, presentes en el Sindrome de Brugada.

Cuando la fase 1 del potencial de accion se repolariza por un voltaje
menor al que se necesita para activar los canales de calcio, se reduce la
duracion del potencial de accién hasta en un 70 %, lo que da como resul-
tado la pérdida del domo del potencial de acciéon en las células subepicar-
diales del ventriculo derecho, donde la corriente I, es mas prominente.
La pérdida del domo en algunos lugares del epicardio crea una disper-
si6n transmural de la repolarizacién.lo cual causa una gran variedad de
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potenciales de acciéon de distinta duracién y |periodos refractariosl Las
células con potenciales de accién con corta duracion pueden ser reexcita-
das por células vecinas con potenciales de accion de larga duracién por
el gradiente eléctrico que se crea en la fase 2, esto lleva al desarrollo de
una extrasistole (reentrada de la fase 2) lo cual precipita la fibrilacion y
taquicardia ventricular [5, 11].

Before ajmaline Ajmaline

Epi2

Stim. marker

ECG —:: o | T"'\_ e

Figura 2.4: Relacién entre la repolarizacién temprana y la elevacion del
segmento ST. Fuente: Ajmaline-Induced Slowing of Conduction in the
Right Ventricular Outflow Tract Cannot Account for ST Elevation in
Patients With Type I Brugada ECG, C. Antzelevitch y B. Patocskai.

En la figura se muestran potenciales de accién del endocardio
y dos sitios del epicardio del tracto de salida de un ventriculo derecho
canino junto con las grabaciones del ECG transmural. Se muestran los
efectos antes y despues de la administracion de Ajmaline [1T].



Capitulo 3

Modelos matematicos

Existen modelos matematicos que nos ayudan a simular la propaga-
cién de la actividad eléctrica en el tejido cardiaco. A estos modelos se
les acopla algun modelo iénico [I01].

Los modelos iénicos describen la actividad eléctrica de una célula.
Existe una gran variedad de modelos iénicos, que usualmente se clasi-
fican en tres categorias: los modelos fenomenolégicos, los modelos de
primera generacion y los modelos de segunda generacion [I0T].

Los modelos fenomenolégicos son aquellos que reproducen el poten-
cial de accion de las células, pero no atienden las causas que lo provocan,
como lo son el intercambio de iones y por tanto, el funcionamiento de los
canales i6nicos. Los modelos de primera generacién reproducen el poten-
cial de accién de las células y describen las corrientes idénicas que son
més importantes para el potencial de accién. Los modelos de segunda
generacion ofrecen una descripcion méas detallada de la fisiologia de las
células [I01].

En esta secciéon se describiran algunos modelos para el tejido cardia-
co y algunos modelos i6nicos, enfocandonos principalmente en los mode-
los de Rogers-McCulloch (modelo fenomenologico) y Bernus (modelo de
primera generacion) [20, 92].

25
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3.1. Modelos para el tejido cardiaco

El proceso de propagacion eléctrica en el corazén, explicado en el
capitulo 1, puede ser descrito por modelos que describen el comporta-
miento de las corrientes eléctricas en el tejido cardiaco, como lo son los
modelos bidominio y monodominio, que se describiran brevemente en
esta seccion.

3.1.1. Modelo bidominio

El modelo bidominio representa al tejido cardiaco como un solo domi-
nio compuesto por los dominios intracelular y extracelular, donde se asu-
me que ambos dominios se superponen y son continuos, pero separados
por la membrana celular [36] [101].

El modelo bidominio esta representado por las siguientes ecuaciones:

ov

V- M;(Vv+ Vu,) = x(C’mE + Lion), (3.1)
V- ((M; + M.)Vue) = =V - (M;Vv), (3.2)
con las condiciones de frontera
n- (M;Vv+ M;Vu,) =0, (3.3)
n- (M. Vu.) =0, (3.4)

donde u; y u. representan el potencial intracelular y extracelular, respec-
tivamente, v = u; —u, representa al potencial transmembrana. Los tenso-
res de conductividad intracelular y extracelular estan representados por
M; y M., respectivamente y C,, es la capacitancia de la membrana celu-
lar. La corriente i6nica esta representada por I;,, y n es el vector normal
unitario exterior. Para I;,,, se tienen varios modelos, los cuales se descri-
biran en la siguiente seccién.

Las ecuaciones — forman un sistema de ecuaciones diferen-
ciales parciales el cual es dificil de resolver y anélizar [I01]. Es por esto
que se hizo una modificacién de este modelo con el fin de simplificar los
célculos y el anélisis de este.

3.1.2. Modelo monodominio

Suponiendo que existe un escalar o € R tal que se cumple que

M, = oM; (3.5)
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el sistema (3.1)-(3.4) se reduce de la siguiente forma:

ov A
T (M v )
XCm % =11 )\V (M;Vv) = xIion, (3.6)

n - (M;Vv) =0. (3.7

El sistema (3.6)-(3.7) es conocido como el modelo monodominio y es
una simplificacion del modelo bidominio [I0T].

Este nuevo modelo es mas sencillo tanto mateméticamente como
computacionalmente, sin embargo tiene desventajas. Una desventaja es
la dificultad para encontrar un valor para A tal que se aproxime a la
relacién [101]. Ademas, la relaciéon hace que se pierdan ciertos
fenémenos electrofisiolégicos entre los dominios intracelular y extracelu-
lar [101].

3.2. Modelo i6nico de Rogers-McCulloch

El modelo de Rogers-McCulloch [92] es un modelo iénico fenome-
nolégico que consta de dos ecuaciones con dos variables, el cual es una
modificacién del modelo de FitzHugh-Nagumo [63], 90]. El modelo esta
dado por las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias:

dv cl
E _Ugmp (U - 'Urest)(v - 'Uth)(vpeak - U)
C2
-3 (v = Vpest)W + Lopps v(0) =0,
amp
d
d—qf =b(V — Vpest — C3W), w(0) =0,

donde v representa al potencial transmembrana y w es una variable de
recuperacién que no tiene significado fisioldgico. Esta variable de recu-
peracion posibilita la bajada del potencial de accién.

El potencial de reposo estd dado por vyest, Upeak €5 €l potencial pico,
la amplitud del potencial de accién estd dada por Vemp = Upeak — Urests ¥
el potencial umbral est4 dado por v, = Upest +Vamp- El término Iy, es
la corriente aplicada, que esta definida en el intervalo de tiempo [50, 60].

Los parametros de este modelo son vpeqk, @, b, ¢1, c2 y c3. La figura[3.1
muestra la solucién del modelo usando los valores de los parametros que
se muestran en la tabla@y con Iy, definida como un pulso rectangular.
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Potencial transmembrana (mV)
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Figura 3.1: Solucion del modelo de Rogers-McCulloch. (a): Solucion del
potencial transmembrana (v). (b): Solucién de la variable de recupera-
cion (w).

Pardmetro Valor

Urest '85
Upeak 40
a 0.13
b 0.013
C1 0.26
Co 0.1
C3 1.0

Tabla 3.1: Valores usados en Computing the electrical activity in the
heart, J. Sundnes, para el modelo de Rogers-McCulloch

Debido a la generalidad y simplicidad de este modelo de solo dos
variables, puede ser usado en diversas aplicaciones [101]. Sin embargo,
una gran desventaja de este modelo es que no atiende el funcionamiento
de los canales iénicos y por tanto el comportamiento de las corrientes
i6nicas. Otra desventaja es su incapacidad para reproducir la morfologia
de muesca y domo, representativa del epicardio del ventriculo derecho.

3.2.1. Un primer anélisis de los parametros

De los pardmetros vpeak, @, b, c1, c2 y c3, sabemos que Vpeqr esta
relacionado con el valor maximo de la solucién v del modelo de Rogers-
McCulloch y el pardmetro a estd relacionado con su valor umbral. De
los parametros restantes no se puede decir mucho de su participacién en
el potencial de accion.
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Con el fin de tratar de entender la influencia de estos parametros
en la solucién del modelo de Rogers-McCulloch, se hicieron una serie de
variaciones de cada uno de los parametros fijando el resto, tomando una
vecindad de los valores de la tabla [B.11

Nos referiremos a la duracion del potencial de accién (DPA) como el
tiempo que le toma al potencial transmembrana para producir el poten-
cial de accion.

Tomando 15 < Vpeqr, < 65 se hicieron variaciones de este pardmetro
fijando los parametros restantes, y efectivamente vpeqi esta relacionado
con la altura del potencial de acciéon: cuando vpeqr aumenta, la altura
del potencial de accion aumenta, como se muestra en la figura [3.2h.

Para a, tomamos 0.105 < a < 0.23. De la figura [3:2k podemos obser-
var que cuando a aumenta, la DPA disminuye, y cuando a disminuye,
la DPA aumenta. Si a disminuye por debajo de un valor menor a 0.11
aproximadamente, v se degenera.

Para b, tomamos 0.008 < b < 0.028. De la figura [3.2p podemos obser-
var que cuando b aumenta, la meseta del potencial de accion se comprime
y cuando b disminuye, la meseta se acentiia, provocando también que la
DPA aumente.

Para c;, tomamos 0.16 < ¢; < 0.285. De la figura observamos
que cuando ¢; aumenta, la DPA aumenta, y cuando ¢; disminuye, la
DPA disminuye.

Para ¢y, tomamos 0.0875 < ¢z < 0.125. De la figura [3.3F observamos
que cuando co aumenta, la DPA disminuye, y cuando ¢p disminuye, la
DPA aumenta.

Para c3, tomamos 0.75 < ¢z < 1.125. De la figura observamos
que cuando ¢z aumenta, la DPA aumenta, y cuando c3 disminuye, la
DPA disminuye.

Notese que el efecto que se causa en el potencial de accién al variar
los pardametros a y c¢; son similares (figura [3.4p y ), al igual que
sucede con los parametros co y c3 (figura y 13.4d).
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Figura 3.2: Variaciones de los pardmetros vpeqk, @ y b. Las graficas (a),
(c) y (e) muestran las soluciones de v cuando se varian los pardmetros
Upeak, @ ¥ b, respectivamente. Las graficas (b), (d) y (e) muestran las
soluciones de w cuando se varian los pardmetros vpeqr, @ y b, respecti-
vamente.
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Figura 3.3: Variaciones de los parametros ¢y, co y c3. Las graficas (a), (c)
y (e) muestran las soluciones de v cuando se varian los pardmetros c1, ¢z
y ¢s3, respectivamente. Las graficas (b), (d) y (e) muestran las soluciones
de w cuando se varian los pardmetros c1, co y c3, respectivamente.

Se podria ahora variar dos pardmetros al mismo tiempo dejando los
otros fijos, variar tres parametros fijando los otros tres, o hacer varia-
ciones de todos los parametros al mismo tiempo, pero tendriamos una
enorme cantidad de combinaciones posibles, lo cual no es conveniente.

Debido a que se nos dificulta entender el comportamiento del modelo
al variar los pardmetros, se harad un analisis de sensibilidad sobre estos



32 CapriTuLO 3. Modelos matematicos

pardmetros, lo cual se tratara en la seccion [3.2.3]

Variacién de a en el modelo de Rogers-McCulloch Variacién de c en el modelo de Rogers-McCulloch
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Figura 3.4: En las figuras (a) y (b) se muestran las variaciones de las
soluciones de v cuando se varian los parametros a y c¢1. En las figuras
(c) v (d) se muestran las variaciones de las soluciones de v cuando se
varian los parametros co y cs.

3.2.2. Notacidén para el modelo de Rogers-McCulloch

Con el fin de usar los pardmetros vpeqk, @, b, €1, c2 ¥ ¢3 como varia-
bles en el modelo de Rogers-McCulloch, haremos un cambio de notacién
de este.

Seanp = (’Upeakvaa b7cl7627c3) = (p17' o 7p6) e R67 F1 :R\{'Urest} X
R” - Ry F, : R® - R dados por:

Fl (p7 U) :”Upﬁ(v - Urest)(v - Uth(p))(pl - U)
- p75 UV — Urest )W,
'Uamp(p)( )

FQ(p7 U) =P3 (U — Urest — pﬁw) P
donde Uamp(p) = P1 — Urest Y vth(p) = (1 7p2)vrest + pop1.
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Sea T > 0. Para cada p € R\ {v,cs } xR, por el teorema fundamental
de existencia y unicidad [83], el problema de valor inicial

di;(t) = Fi(p,u(t)) parate (0,7),
dif(t) = Fa(p,u(t)) parate (0,T),
v(0) = vo ,

tiene solucién tnica u, = (v,,w,) € C*[0,7T], ya que Fy y F son fun-
ciones racionales, y por tanto suaves en ese dominio.

3.2.3. Analisis de sensibilidad

El analisis de sensibilidad es usado para determinar qué tan “sensi-
ble” es un modelo a los cambios en los valores de los pardmetros y a los
cambios en la estructura del modelo [23]. Es decir, estima la influencia
de los parametros en el comportamiento de la solucién.

Para ello, se calculan las diferenciales de las variables del modelo con
respecto a los parametros.

En esta seccién vamos a realizar un analisis de sensibilidad de las
diferenciales de Gateaux de v y w en el modelo de Rogers-McCulloch
con respecto a los parametros p; (¢ = 1,---,6). Este estudio se hara de
manera numeérica, para los valores de p de la tabla[3.1]

La motivacion para hacer esto es tratar de identificar el efecto en la
solucion del modelo de Rogers-McCulloch de cambios en cada uno de los
parametros p; (1 =1,---,6).

Para cada p € R\ {v,est} x R®, se denota u, = (vp, w,,) a la solucion
del modelo de Rogers-McCulloch con pardametros p = (Upeak, @, b, ¢1, €2, €3).

Para el caso del modelo de Rogers-McCulloch tomamos a los parame-
tros p1,- -, pg como los factores de entrada, las soluciones v y w son las
entradas de interés y las funciones de sensibilidad son las diferenciales
de Gateaux de v, y w, con respecto a p;, coni=1,---,6.

Para cada ¢ =1,--- ,6, la diferencial de Gateaux de v, con respecto
a p; [73] se define de la siguiente forma:

L1
Op,Vp = %15)% 7 (Up+hei — Up) € H.
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Para ver la definicién de H', ver apendice [A| Por el Teorema Funda-
mental del Célculo se cumple que

op(t) =vy(0) + / %(s)dSZUO(p)—F /O Fu(p, uy(s))ds

0

para t € [0,T]. Definiendo p = p + he;, donde {ey,---,es} es la base
canénica de RS, tenemos que

vp(t) — vp(t) =vo(P) — vo(p) + /0 t {Fl (P, up(s)) — Fi(p, up(s))} ds.

Asi, obtenemos:

8110 p) + lim % [Fl (P, up(s)) — Fi(p, up(s))] ds.

Ahora, para el término integral, hacemos una completacion de térmi-
nos para obtener

F1(p,up(s)) — Fi(p, up(s)) = F1(p, up(s)) — Filp, up(s)) + Fi(p, up(s))—
Fi(p, vp(s), wp(s)) + Fi(p, vp(s), wp(s)) = Fi(p, up(s)).

Se cumple que

7 |G 69) - A — G0). cumndo 0,
v ademas
| 0. 06(9) = R 0,00, 05() | = (39
g0 =R lo) 1)l _, O,
| P19, 05(5) = Filpy (o)) = (39)
Al ) e Pt sl —e) _, O, 00,

cuando h — 0. Observemos que g%’: =0p,Up ¥ %% = 0p,wp. Entonces
la diferencial de Gateaux de v, con respecto a p; para i = 1,--- ,6 se
reformula de la siguiente forma:

81}
Op, Up(t) O / Gi(p,up(s
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donde

oF;
ov

or;

oF
ow (pa u)(spiw + 71(}7, U)

Gl(p, U) = 8pi

(pv u))épiv +

Derivamos con respecto a ¢ y asi obtenemos

L () = G (pr iy (1)).

Notese que % g—’;‘f = 0yaque g—;‘_’ no depende de t. De manera analoga
se obtiene la diferencial de Gateaux de w, con respecto a p;, para ¢ =
1,-- 6

donde

or,
ov

OF: OF:
Tj(p’ u)(;piw + 72(])7 u)

G2(p7 u) = 6])1

(p, u))dp,v +

Asi obtenemos el siguiente sistema:

d dvg

—0p,0p(t) = Gi(p,up(t)), 6p,v,(0) = —,
ij (t) (P up()) (0) %0 | 510
%%iwp(t) = Ga(p,up(t)), dp,wp(0) = Tpl

Nota: En las ecuaciones —, los divisores podrian anularse para
algunos valores de s. Sin embargo, procediendo como en la demostra-
cion estandar de la regla de la cadena, este argumento puede arreglarse,
dando el mismo resultado.

Sea ug = (vg,wp) el valor inicial del modelo de Rogers-McCulloch. Si
fijamos ug € R? como un valor constante, se tiene:

0p,up(0) = dp,wp(0) = 0.

El sistema |3.10| es el sistema de ecuaciones de sensibilidad para el
modelo de Rogers-McCulloch, cuyas incégnitas son d,,v, ¥ 0p, wp. Resol-
viendo este sistema para cada i = 1,---,6 obtenemos las graficas de
sensibilidad para cada parametro (ﬁgura.

Dividiendo dp,vp y 6p,wp, parat =1,--- , 6, entre v, y wp, respectiva-
mente, obtenemos la sensibilidad relativa, que se muestra en las figuras
1.0l
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Figura 3.6: Solucién del sistema de sensibilidad relativa con los parame-

tros mostrados en la tabla

y valor inicial ug = (—55.2,0).
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En la figura[3.7) se muestra la comparacion de la sensibilidad y sensi-
bilidad relativa, respectivamente, de todos los parametros.

Los indices de sensibilidad dp,v, y p,wp (¢ = 1,---,6) nos dan
informacién sobre cémo cambia la solucién u, = (v, w,) del modelo
de Rogers-McCulloch con respecto a los parametros p.

En las figuras anteriores se puede comprobar como esta sensibilidad
o dependencia de los pardmetros es mas intensa en ciertos periodos, rela-
cionados con las fases del potencial de accion.

De hecho, en la figura [3.7] se pone de manifiesto que, practicamen-
te todos los parametros participan en las fases en momentos clave del
potencial de accién, por lo que no se puede determinar el papel de cada
uno.
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Figura 3.7: Sensibilidad de los parametros para v, (a) y w, (b) y sensi-
bilidad relativa de los parametros para v, (c¢) y w, (d) del modelo de
Rogers-McCulloch.
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3.2.4. Normalizacién del modelo de Rogers-McCulloch

En esta seccién presentaremos una normalizacién del modelo de Rogers-
McCulloch que se hizo sobre el tiempo, las variables y los parametros.

El modelo de Rogers-McCulloch se normaliz6 de esta manera para
tratar de estandarizar la sensibilidad de este a los cambios en los para-
metros. Esto vino motivado por las pruebas realizadas para el capitulo 4,
en las que se observo en las simulaciones numéricas una gran sensibilidad
y disparidad con respecto a los parametros.

Fijamos T'> 0y N; > 0 (¢ = 1,--- ,6). Hacemos los cambios de
variable para el tiempo y para v y w

t ~ UV — Urest ~ w
T ==, V=, w = s
T —Urest —VUrest
~ Vo — Vrest —~ wo
Vo = ) Wo =
—VUrest Urest

y para los pardmetros

~ D1 — Urest ~ .
h=——=y pi=Npi (i=2,---,6).
—Urest

El modelo de Rogers-McCulloch se reescribe de la siguiente forma

By = Figam), 0)=nlq),

~

e
Wy = Byg.a(r), @(0)=aolg),

dr

para q € Q donde
Q={p: peq},

y las funciones F; y F» estan definidas de la siguiente forma:

=~ ~ qa ~ ~ ~ qd5  ~

F =T | ——=V(Nyv — —0) — 11
(g, ) N2N4qfv( 20— q1g2)(q1 — D) Nog V0| (3.11)
~ T

Fy(q, 1) =———q3(NsD — qsd). 3.12
2(q, ) Nch,qg( 60 — qeW) (3.12)

En la figura[3.§se muestra la solucién del modelo de Rogers-McCulloch
normalizado con los parametros presentados en la tablaf3.d]y N; = 1 para
i=1,---,6.



3.3. Modelo i6énico de Bernus et al. 39

Modelo de Rogers-McCulloch normalizado
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Figura 3.8: Solucién del modelo de Rogers-McCulloch normalizado con
los parametros mostrados en la tabla [3.1]y valor inicial ug = (0, 0).

3.3. Modelo i6nico de Bernus et al.

El modelo de Bernus [20] es un modelo para células ventriculares,
que es una modificacién del modelo de Priebe-Beuckelmann [84]. Es un
modelo de segunda generacion y cuenta con 17 variables. Est4 compuesto
por las 6 ecuaciones diferenciales ordinarias:

AV, d
W:_Iion/cmv %:am(l_m)_m'ﬁm’
d d
Va0 n =180 % = eV = 0)/7Vi),
R S 20— (10 10} /720

donde C,,, = 2uF/em? es la capacitancia de la membrana y
Lion = Ing +1Ica + Iio + Ik + 11 + Inap + Icap + INak + INaCa

es la suma de las corrientes iénicas: corriente rapida de Na™, corriente
de Ca®*, corriente transitoria de potasio (I,), corriente de KT, corrien-
te rectificadora de entrada de KT, corriente de Na* de fondo, corriente
de Ca®t de fondo, corriente de bombeo de Na® y K+t y corriente de
intercambio de Nat y Ca?".
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Las ecuaciones que describen a las corrientes iénicas se muestran a
continuaciéon

Ing = 9Na * m3 - v? - (Vm - ENCL)7 ICa,b =4dcCayb (Vm - ECa)a
ICa =JdcCa - doo . f . fCa . (Vm - ECa)a INa,b = dNa,b " (Vm - ENa):
Ito = Gto " Too - tO- (Vm - Eto)a INoK = gNaK * fNaK : fJ/VaK7
Ik = gk - X? - (Vi — Ek), INaca = gNaCa " fNaCa,

IKl = JK1 K]-oo(Vm_EK)y

donde los potenciales de equilibrio estan descritos por:

Ena = (RT/F)log([Na™]./[Na™];),

FEca = (RT/2F)log([Ca**]./[Ca*1);),

Eyo = (RT/F)1og[(0.043 - [Na™]e + [K7]c)/(0.043 - [Na™]; + [KT];)],
Ex = (RT/F)log([K"]e/[K"]:).

El valor para la temperatura es T = 37°C' y el valor de reposo es
RMP = —90.2. Los valores de las conductancias las corrientes ioénicas y
sus concentraciones iénicas se encuentran en las tablas [3.2]y respec-
tivamente.

Las seis variables del modelo son V,,,, f, x, m, v y to. Los parametros
son la capacitancia de la membrana C; y las conductancias de corrien-
tes de entrada (gNa y gCa;) y de salida (gtoa 9k, gNa,b; gNaK 'Y ggNaCa)?

¥y py Vsnife que estan relacionados con la corriente I¢,.

La condicién inicial del modelo es

Up = (Vm(o)’ f(O),X(O),m(O),v(O),to(O)),

donde:
Vm(o) :Vm,O7 m(O) =my,
£(0) =fo, v(0) =vy,
X(0) =Xo, to(0) =top.

En la figura [3.9) se muestra la solucién del modelo de Bernus con
los parametros de la tabla para una célula epicardica y dato inicial
Us = (0,0,0,0,0,0).
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Parametro Unidad Valor
INa nS/pF 16
9Ca nS/pF 0.064
9gK1 nS/pF 3.9
9gNa,b nS/pF 0.001
9gca,b nS/pF  0.00085
9INaK IlS/pF 1.3
9NaCa nS/pF 15000

Tabla 3.2: Valores usados para las conductancias de las corrientes i6ni-
cas en A computationally efficient electrophysiological model of human
ventricular cells, Bernus et al.

Parametro Unidad Valor

[Ca®T]; mM  0.0004
[Ca**]. mM 2
[NCLJF}Z' mM 10
[Na™], mM 138
(K], mM 140
(K], mM 4

Tabla 3.3: Valores usados para las concetraciones i6nicas en A compu-
tationally efficient electrophysiological model of human ventricular cells,
Bernus et al.

Endocardio Epicardio Células M

1/p 2.8 1 1.7
Vnige  mV -12 0 -4

gto  1S/pF 0.13 0.4 0.35

gk nS/pF 0.019 0.019 0.013

Tabla 3.4: Valores usados para células en el endocardio y epicardio
ventriculares en A computationally efficient electrophysiological model
of human ventricular cells, Bernus et al. 1/p es un factor escalar para la
constante de tiempo de inactivacion de la corriente transitoria de potasio
(Ito) ¥ Vshift es el cambio en la media inactivacion de voltage de Iy,.
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(b) o[ |

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

: ool T

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

(d) os

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

-50 05 / N
0
0 5 100 150 200 250 300 350 400 450 500
1

(f) os / / {
100 o . L

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Tiempo (ms) Tiempo (ms)
(a)

Potencial transmembrana (mV)

Figura 3.9: Solucién del modelo de Bernus para una célula epicéardica.
(a): Potencial transmembrana (V,,,). (b): m. (¢): v. (d): f. (e): X. (f):
to.

El resto de las ecuaciones del modelo de Bernus et al. se muestran a
continuacion:

Ecuaciones relacionadas con Iy,
Q =[0.32+ (V}y, + 47.13)] /{1 — exp[—0.1 - (V,,, + 47.13)]},
Bm =0.08 - exp(—V;,,/11),
Voo =0.5 - [1 — tanh(7.74 + 0.12 - V;,)],
Ty =0.25 +2.24 - ([1 — tanh(7.74 + 0.12 - V};,)]/
{1 — tanh[0.07 - (V,,, + 92.4)]}),

Ecuaciones relacionadas con I,
doo =g/ (g + Ba),
org =(14.98 - exp{—0.5 x [(V;, — 22.36)/16.68]2})/[16.68 - V2],
Ba =0.1471 — (5.3 - exp{—0.5 x [(V;, — 6.27)/14.93]2})/[14.93 - /27 ],
7 =(6.87-107%)/{1 + exp[—(6.1546 — V},,) /6.12]},
B ={0.069 - exp[—0.11 - (V,,, + 9.825)] + 0.011}/
{1+ exp[—0.278 - (V;, + 9.825)]} + 5.75- 1074,
fea =1/(1 + [Ca®*];/0.0006),

Ecuaciones relacionadas con I;,

Too :ar/(ar + IBT)a
a, ={0.5266 exp[—0.0166 - (V;, — 42.2012)]}/
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{1 + exp[—0.0943 - (V},, — 42.2912)]},

By ={5.186 - 107 - V;,, 4 0.5149 - exp[—0.1344 x (V,,, — 5.0027)]}/
{1 4 exp[—0.1348 x (V,,, — 5.186 - 107°)]},

o ={5.612-1075 - V,, 4+ 0.0721 - exp[—0.173 x (V},, + 34.2531)]}/
{1 + exp[—0.1732 - (V, + 34.2531)]},

Bro ={1.215-107* - V;,, + 0.0767 - exp[—1.66 - 1077 x (V;,, + 34.0235)]}/
{1 + exp[—0.1604 - (V},, + 34.0235)]},

Tto(Vin) = 1/ [pato(Vm) "‘Pﬁto(vm)}»
1000 (Vi) = to(Vin — Visnige)/ [@to(Vin — Ushigt) + Bto(Vin — Vinipe)]s

Ecuaciones relacionadas con I
Para células endocérdicas y epicardicas:
Xoo =0.988/[1 + exp(—0.861 — 0.0620 - V,,,)],
7y =240 - exp[—(25.5 + V;,,)?/156]
+ 182 - [1 + tanh(0.154 + 0.0116 - V,;,)] + 7';,
T;( =40 - [1 — tanh(160 + 2 - V};,)],
Para células M:
Xoo =0.972/ [1 + exp(—2.036 — 0.0834 - V;,,)],
7 =380 - exp[—(25.5 + V;,,)?/156]
+ 166 - [1 + tanh(0.558 + 0.0169 - V,,,)],

Ecuaciones relacionadas con I
Kly =ak1/ (a1 + Bk1),
ax1 =0.1/{1 + exp[0.06 - (V,,, — Ex — 200)]},
Br1 ={3 exp[2- 10" (V,;, — Ex, + 100)] + exp[0.1 x (V;, — Ex1 — 10)]}/
{1+ exp[-0.5-(V;, — Ex)]},

Ecuaciones relacionadas con Iy.x
fnar =1/[1 4 0.1245 - exp(—0.0037 - V,;,) + 0.0365 - o - exp(—0.037 - V,,,)],

Iiar ={1/[1+ (10/[Na™]i) 2T} [[KF]e /(K F]e + 1.5)],
o =0.1428 - [exp([Na*]./ 67.3) — 1],

Ecuaciéon relacionada con Iy,cq,

fNaca =(87.5° + [Na]3) ™1 (1.38 + [Ca®F]) ™' - {1+ 0.1x
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exp(—0.024 -V, )} 1 - {[Na™]? - [Ca® 7). x exp(0.013 - V},,)
— [Nat)3 - [Ca®T]; - exp(—0.024 - V;,,)}

Una ventaja de este modelo es que involucra a algunas de las corri-
entes idnicas que intervienen en la fase 1 del potencial de accion (las
corrientes de entrada y salida mencionadas en el capitulo 1). Otra venta-
ja de este modelo, es que nos proporciona los pardmetros para simular
células en el endocardio, epicardio y células M (ver tabla.

Para mas informacion del modelo de Bernus et al. véase [20].

3.4. Otros modelos 16nicos

Los modelos i6nicos también podrian clasificarse segun el tipo de célu-
las que modelan. Asi como existen modelos genéricos, como el modelo
de Rogers-McCulloch, también modelos para diferentes tipos de células
(células de purkinje, ventriculares, auriculares, del nodo sinoauricular,
etc.) o diferentes tipos de especies (humanos, conejillos de indias, perros,
conejos, ratas).

Ademas la cantidad de variables que se usan pueden variar desde 2
hasta mas de sesenta variables, como el modelo de Iyer-Mazhari-Winslow
que consta de 67 variables. Para mayor informacion acerca de mas mode-
los i6nicos ver [49].

Al momento de elegir un modelo iénico, se debe considerar que entre
més grande sea el nimero de variables que tenga, serd un modelo que
represente de una mejor forma el potencial de accién, sin embargo, esto
eleva la complejidad del modelo.

Asi que se debe tomar en cosideracion todas las ventajas y desven-
tajas de estos modelos. El peso de estas ventajas y desventajas podria
cambiar dependiendo de los motivos por los cuales se desea usar cierto
modelo iénico.



Capitulo 4

Calibracion del modelo Bernus et al.

En este capitulo nos enfocaremos en la elecciéon de una combinacion
de parametros del modelo de Bernus et al. para células miocardicas sanas
y simulando el Sindrome de Brugada (segtn la hipotesis de Antzelevitch).

Debido a que se cree que el Sindrome de Brugada se origina en la
pared epicéardica del tracto de salida del ventriculo derecho (TSVD) [80],
seran de especial interés ocho casos: células del endocardio y epicardio,
tanto del ventriculo derecho como en el TSVD, en situacién sana y simu-
lando el Sindrome de Brugada. En la tabla[f.1]se resume el tipo de infor-
macién obtenida en la literatura en cada caso de interés.

. i Datos Datos Datos
Caso Tipo de célula . .. L.
experimentales  tebricos numéricos
1 Endo VD S v Vv Vv
2 Epi VD S vV Vv vV
3 Endo TSVD S X X X
4 Epi TSVD S vV X X
5 Endo VD B X X X
6 Epi VD B X X X
7 Endo TSVD B V4 Vv X
8 Epi TSVD B vV N4 X

Tabla 4.1: Se muestra el tipo de informaciéon obtenida de cada caso de
interés. VD= ventriculo derecho, TSVD= tracto de salida del ventriculo
derecho, S=sano, B=Brugrada.

Los “datos experimentales” comprenden las descripciones, mediciones
y graficas de potenciales de accion obtenidas a partir de corazénes extir-
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pados o durante una operacién. Los “datos tedricos” comprenden todas
las hipotesis, comentarios o informacion sobre las corrientes ionicas que
intervienen en el potencial de accién, asi como sobre su morfologia. Por
altimo, los “datos nimericos” comprenden los datos obtenidos a partir
de modelos i6nicos.

Usando esta informacion y los datos detallados en los capitulos 1 y
2, se tratard de simular los ocho casos de interés. Sin embargo, debido
a que es dificil usar ciertas técnicas en el ventriculo derecho, especial-
mente en el tracto de salida, no se dispone de mucha informacién sobre
estas regiones [I03]. Esto podria explicar por que no hay muchos datos
experimentales.

Debido a que no se obtuvo mucha informaciéon detallada acerca de
las caracteristicas de los potenciales de accién en cada caso de interés,
se seguira el siguiente plan de trabajo para poder simular cada uno de
estos casos.

Para los casos 1 y 2, se partird de los valores dados por Bernus et al.
(tabla[3.4) en [20] y se intentara asemejar potenciales de accién basando-
nos en la informaciéon proporcionada por Rong et al. [56]. Para el caso 4,
se partird de la solucién propuesta para el caso 2 y se intentara asemejar
a la morfologia de los potenciales de accion proporcionados por Kurita et
al. [68]. Usando un criterio similar al utilizado para el caso 4, se partira
del caso 1 para obtener el caso 3.

Para el caso 8, se partird de la solucién propuesta para el caso 4 y se
intentard asemejar al potencial de accién proporcionado por Kurita et
al. [68]. Usando un criterio similar al utilizado para obtener el caso 8, se
partird de los casos 1, 2 y 3 para obtener los casos 5, 6 y 7, respectiva-
mente.

Para poder seguir este plan, es conveniente saber cudl es el comporta-
miento de las corrientes en el modelo de Bernus, que estan relacionadas
con el Sindrome de Brugada. Para esto, se debera hacer un anAlisis de
algunos de los parametros del modelo de Bernus et al.

En las secciones posteriores se presenta la informacion recopilada
sobre las regiones de los ocho casos de interés. Pero antes de eso se pre-
senterd un estudio para la eleccion del dato inicial que seré utilizado con
el fin de no usar fuente externa.
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4.1. Metodologia para el analisis de la morfo-
logia de potenciales de accién cardiacos

En el estudio de los potenciales de accién de células cardiacas, espe-
cialmente las células ventriculares, es importante describir adecuadamen-
te la morfologia de éstos, ya que ésta tiene influencia en la propagacion
de la senal eléctrica a través del tejido cardiaco, y puede que juegue un
papel esencial en el desarrollo de patologias como por ejemplo, el Sindro-
me de Brugada.

Por tanto, el desarrollo de una metodologia matematica que permita
una descripcion adecuada de esta morfologia de cardcter cuantitativo, de
forma que se puedan obtener mediciones y realizar analisis numeéricos, se
nos planteé como un objetivo de gran utilidad en este trabajo. En esta
seccion se describe nuestra propuesta, en este sentido.

Los potenciales de accién de células ventriculares tipicamente presen-
tan dos tipos de morfologia: la primera, que denominaremos morfologia
(tipo) tridngulo, a grandes rasgos consiste en una subida casi vertical
(despolarizacién), un méaximo local del potencial transmembrana, y una
bajada moderada hacia el potencial de reposo (repolarizacién). Ver figu-

radIhA.

La segunda la que denominaremos morfologia (tipo) muesca-domo, y
consiste en una subida repentina (despolarizaciéon), un maximo local con
un pico usualmente bien marcado, una leve bajada (fase 1), un minimo
local, una subida méas o menos pronunciada hacia un segundo maximo
local, una bajada gradual (fase 2) y una bajada més marcada hacia el
potencial de reposo (fase 3).

La parte comprendida entre los dos maximos locales se conoce en la
literatura como muesca, y la parte entre el méximo local y el comien-
zo de la bajada de la repolarizacion (fase 3) se conoce como domo. Ver

figura [A1p.

La clasificaciéon de un potencial de acciéon dado en uno de estos dos
tipos, asi como una descripcién mas o menos precisa de estas cualidades
es importante para determinar a posteriori los efectos de la morfologia
en la electrofisiologia general del corazon.

Con el fin de hacer un tratamiento matematico y sistematico, se busca
sintetizar esta informacion geométrica en un conjunto determinado de
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Figura 4.1: Tipos de morfologia del potncial de accion.

magnitudes, que son béasicamente duraciones (longitudes en el eje de
abscisas o eje temporal) y diferencias de potencial o alturas (amplitudes
en el eje de ordenadas o eje del potencial).

Adicionalmente se anaden productos de duraciones y alturas de cier-
tas regiones (que se pueden interpretar como areas de regiones rectan-
gulares que los circunscriben) para estimar su magnitud o tamano.

A continuacién, pasamos a describir las magnitudes consideradas:

- El primer méximo local (relevante) se considera el final de la fase 0 (o de
la despolarizacion). Se define el par (¢4, Vmaz) cOmo sus coordenadas.

La magnitud de la despolarizacién viene descrita por la altura del poten-
cial de accion, definida por:

H= Umax — Urest-

Obsérvese que, a pesar de la notacion, el potencial transmembrana
puede no tener un maximo global (en el potencial de accion) en ¢4z,
dado por v, ya que, por ejemplo, el potencial maximo en el domo
(en caso de existir) puede ser mayor en algunos casos.

- Mientras que la fase de despolarizacion (fase 0) se distingue por un fuer-
te aumento del potencial transmembrana en un tiempo corto, la fase
de repolarizacion (fase 3) consiste en una bajada mas o menos gradual
de este.

Para poder cuantificar este ultimo ritmo de descenso, asi como la dura-
cion global del potencial de accién, se consideran las cantidades dura-
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cion del potencial de accién (DPA) a distintos niveles. En este texto
consideramos las duraciones del potencial de accién al 50 y 90 % de la
repolarizacion total. Definimos

50
— Ures 1——]- Ha
U50 = Urest + < 100)

90
V90 = Upest <1 - 100) - H,

50, = min{t S [O,T] : ’U(t) = 1150}7
tgo’i = ml’n{t S [O,T] : ’U(t) = Ug()},

t507f = méx{t S [O,T} : U(t) = 1)50},
y  teo,r =méx{t € [0,T] : v(t) = vgo}.

Es decir, se toma el grado de desarrollo como la altura del potencial,
normalizado en el intervalo [Vrest, Umaz], ¥ S€ consideran los instantes
primero y tultimo en los que se alcanza ese nivel. A continuacién , se
definen las DPA correspondientes por

DPAsg =tso,f —ts05, y DPAgy = too,f — tgo,s-

- El tamano total del potencial de accién se representa por el area de
este, dado por

A= [ w0 - var

t9o0,i

Estas mediciones se estiman suficientes para una morfologia tipo
tridngulo, pero no para una tipo muesca-domo. Por consiguiente, se ana-
den las siguientes:

- Si posteriormente a la definicién de 42 ¥ Umaz S€ encuentra un mini-
mo local (relevante a un nivel del potencial sobre el potencial de reposo
no despreciable), el potencial de accién se clasifica como tipo muesca-
domo; en caso contrario, se cataloga como tipo tridngulo.

En el primer caso, se definen las siguientes cantidades.

- Para describir la fase 1, la primera parte de la muesca, se define el
par (tmuesca, Umuesca) como las coordenadas del minimo local del punto
anterior. Se define entonces, respectivamente, la altura de la muesca, la
duracién de la muesca, y el area de la muesca, por

Hmuesca = Umaz — Umuesca,
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Figura 4.2: Mediciones para una morfologia tipo tridngulo.

Dmuesca = tmuesca - tmaz

y Amuesca = muesca D’I’I’LUESC(Z'

Notese que H,nyescq mide la bajada del potencial transmembrana desde
el valor final v;,4; tras la despolarizacion, al valor final vy,yescq tras la
fase 1.

Para definir la fase meseta (o fase 2) del potencial de accién, consistente
en la segunda parte de la muesca, que también es la parte ascenden-
te del domo, junto con la parte descendente del domo, se procede de
la siguiente manera. Asumiendo que Upyesca > Urest ¥ €l potencial
transmembrana ha de converger a v,..s; €n un potencial de acciéon com-
pleto estandar, este ha de tener otro maximo local posterior al minimo
local anterior antes de descender.

Asi se define el par (t4omo, Vdomo) como las coordenadas de este segun-
do maximo local (relevante). Asi mismo, para delimitar el domo, se
considera su inicio en el instante t,,yesca, v Su final en el instante

tdomo = max {t € [07 T] : ’U(t) = vmuesca};

es decir, el punto a partir del cual el potencial transmembrana estd por
debajo del nivel v,yesca, €n €l que comenzoé el domo.

Finalmente, se definen respectivamente la altura del domo, la duracion
del domo y el area del domo, por

Hdomo = Vdomo — Umuesca
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Figura 4.3: Morfologia para una morfologia tipo muesca-domo.

Diomo = tdomo,f — trmuesca

y Adomo = Haomo * Ddomeo-

Noétese que Hgomo mide la subida del potencial transmembrana desde
el valor final v,,4escq tras la fase 1, al valor méximo vgome €n la fase
meseta (fase 2).

En las simulaciones de potenciales de accion (con el modelo de Bernus
et al.) se advirtio que existia otra caracteristica geométrica importante
que no era tenida en cuenta por las magnitudes anteriores.

El domo puede aparecer de manera que su cima esté centrada respecto
a la extension de este, o notablemente inclinada hacia la izquierda o la
derecha, estrechando o ensanchando (acortando o alargando) la muesca,
respectivamente. En consecuencia, se anadieron las magnitudes sigui-
entes: la duracion muesca-domo y el drea muesca-domo, que se definen
respectivamente como

Dmd = tdomo — tmuesca y Amd = Hdomo . Dmd~

En las figuras [£.2]y [.3] se presentan las mediciones de los potenciales
de accién de tipo tridngulo y muesca-domo, respectivamente.

En la figura [£.4] se muestran unos ejemplos de potenciales de accion
con distintas morfologias, simulados con el modelo de Bernus et al., y
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con las magnitudes que estan senaladas.
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Figura 4.4: Ejemplos de diferentes morfologias del potencial de accion.

Merece la pena hacer varios comentarios sobre los conceptos presen-
tados anteriormente:

- Las definiciones presentadas en esta secciéon pueden no considerarse
completamente rigurosas desde un punto de vista mateméatico formal,
pues descansan en una descripcion geométrica empirica de los potenci-
ales de accion.

Se podria anadir més rigor tras un anélisis matematico detallado, una
vez fijado el modelo iénico a utilizar. Sin embargo, dada la sofisticacion y
complejidad de los modelos i6nicos “realistas”, incluso los mas sencillos,
ésta no es una tarea facil. Por otra parte, en la practica no es necesario
hacer esto, hasta cierto punto (dependiendo del enfoque que se quiera
adaptar).

- Ademas, la metodologia anterior es aplicable también a sefiales reales
provenientes de mediciones de potenciales transmembrana reales, que
no provienen de modelos matemaéticos, obviamente.

- Ligado a los dos puntos anteriores, para el cidlculo numérico de las medi-
ciones o magnitudes anteriores, una parte de un muestreo finito de la
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sefial del potencial transmembrana en una malla temporal (proveniente
de mediciones reales, o de la solucién numeérica de los modelos i6nicos
matematicos, frecuentemente consistentes en un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias, por ejemplo). Asi, las mediciones de tiempos se
realizan sobre nodos de la malla temporal, teniéndose relaciones como:

t90,i :tk‘goyw t50,i :tk’so,i? tmaac :tkmam
tmuesca :tkmuesca’ tdomo :tk:domoy tdomo,f :tkdomo,fa
t50,f =thso,s> £90,f koo, ;-

Por otra parte, las condiciones de minimo/méaximo local sobre v se obti-
enen como condiciones discretas de minimo/méximo sobre un conjunto
de nodos vecinos (en general, de mas de tres nodos), para eliminar los
efectos adversos del ruido -ya sea real o bien, generado por los errores
en la resolucion de los sistemas-).

Asi mismo, las condiciones de minimo/méaximo sobre ¢ (para puntos
iniciales o finales), restringidos a condiciones tipo v(t) = v, se inter-
pretan como condiciones de “cruce”’” de un valor umbral: vy > vg y
Vp+1 < Vp, etc.

Finalmente, las integrales se discretizan simulando sumas de Riemann:

t90,f kQO,f
A:/ (0(t) = vrest )t~ S v (trsr — 1),
t90,i k=koo.;

Notese que (tx)x vy (vg)r denotan N-tuplas que contienen los puntos de
la malla temporal y el muestreo del potencial transmembrana, respec-
tivamente.

En el apéndice [C-I] se presenta un codigo en MATLAB para la funcion
Mediciones_ PA que realiza todos los calculos descritos anteriormente.

Las cantidades A, Apuesca, Adomo ¥ Ama podrian haberse definido de
manera, diferente:

A=H D,

t”'L'U.eSC(I/
Amuesca :/ (U(t) — Unmuesca )dta
t

max

~ tdomo,f
Adomo :/ (U(t) — Umuesca )dt7
t

muesca
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tdomo
Amd :/ ('U(t) — Unmuesca )dt
t

muesca

Sin embargo, pensamos que las elecciones hechas son adecuadas: en el
caso de los tres iltimos, el producto de la duracién por la altura, aunque
simple, refleja mejor el efecto combinado de esas dos mediciones, y es
maés facil de calcular. Sin embargo, en el caso de A, la variabilidad en
la morfologia hace necesario precisar méas, bajo nuestro punto de vista.

4.2. Eleccion del dato inicial

Con el fin de considerar soluciones que desarrollen efectivamente el
potencial de acciéon, se escogerdn condiciones iniciales para el modelo
de Bernus et a., de tal forma que el potencial transmembrana empiece
por encima de su valor umbral y pueda generar una subida rapida en el
potencial de accién, sin necesidad de un estimulo externo.

Para la eleccién del dato inicial para el modelo de Bernus sin fuente
externa, se hicieron variaciones de la amplitud de la fuente para entender
el efecto que tiene en la solucién del potencial transmembrana. La fuente
fue aplicada en el intervalo de tiempo [50, 60] y se empez6 a variar desde
6 hasta 7, con un paso de 0.005 con un total de 50 iteraciones.

Para cada caso, en cada iteracién se tom6 como el valor inicial el
punto en el tiempo t=61 de la solucién de Bernus. En la figura [£.5] se
muestran las graficas de la amplitud de la fuente contra el dato inicial
del potencial transmembrana escogido.

Con el fin de facilitar la escritura, a partir de este punto se usaréa la
siguiente notacién:

\%4 :Vm, W2 =0, W4 :X,
W1 =m, W3 :f, W5 =to.

con dato inicial U() = (Vo, WL(), W270, Wg’o, W4,0, W570).
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Figura 4.5: Se muestran las graficas de la amplitud de la fuente contra

el dato inicial para el potencial transmembrana.

Cuando la amplitud de la fuente es menor a 6.24 (puntos rojos), el
potencial de accién no logra efectuarse. Cuando la amplitud de la fuen-
te estd entre 6.32 y 6.4 (puntos amarillos), el potencial de accion logra
efctuarse de manera adecuada.

A partir de 6.4 (puntos morados), la amplitud de la fuente es tan alta
que el potencial transmembrana en el tiempo t=61, ya pas6 la fase 0 del
potencial de accion, y el valor del potencial transmembrana comienza a
decrecer.

50
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Figura 4.6: Soluciones del potencial transmembrana del modelo de
Bernus para una célula sana del epicardio variando el dato inicial.

Debido a estas observaciones, se decidié tomar el rango [6.24,6.34]
para la amplitud de la fuente. En la tabla [£:2] se muestran el valor de
la amplitud de la fuente en el rango establecido, junto con el valor del
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potencial transmembrana en el tiempo t=61 correspondiente.

Amplitud Vo WLO W270 W370 W4)0 W570
6.24 -59.7807 0.0796 0.9400 0.3368 0.00582 0.9837
6.26 -59.0467 0.0878 0.9386 0.3368 0.00585 0.9835
6.28 -58.1259 0.0988 0.9370 0.3368 0.00588 0.9834
6.30 -56.8825 0.1150 0.9350 0.3368 0.00592 0.9831
6.32 -54.9723 0.1425 0.9326 0.3368 0.00596 0.9828
6.34 -51.1136  0.2031 0.9289 0.3368 0.00602 0.9823

Tabla 4.2: Valores de la amplitud de la fuente y datos iniciales

En la figura[f.6]se muestran las soluciones para el potencial transmem-
brana para células en el epicardio del ventriculo derecho (tabla|3.4)) sin
fuente externa y datos iniciales presentados en la tabla

Como se puede observar en la figura la forma de la solucién de
potencial transmembrana no se ve afectada cuando el dato inicial varia
de -59.7807 a -51.1136.

Finalmente, se opt6é por tomar el promedio de los valores mostrados
en la tabla[4.2] Asi, el dato inicial escogido es

Uy = [—56.6536,0.1211,0.9353,0.3368,0.0059, 0.9831].

4.3. Ventriculo derecho sano

El potencial de accién varia entre células en el endocardio y epicardio
[72]. En las figuras .7y [4.§ podemos ver las diferencias entre los poten-
ciales de accion del endocardio y epicardio en un ventriculo canino y uno
humano. El potencial de accién del epicardio presenta una morfologia de
“pico y domo” que no se tiene en el endocardio [56} [71].

Varios estudios que se han realizado en ventriculos caninos, han suge-
rido que esta morfologia presentada en las células epicardicas se debe a
la presencia de la corriente de I;,, que es mas prominente en el epicardio
que en el endocardio (de cuatro a cinco veces) [71l [72] [74]. También se
ha demostrado que la intensidad de la corriente de Iy, varia entre espe-
cies. Incluso se dice que la concentracién I;, es mayor en hombres que
en mujeres [39, [71].
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Dado que la corriente de I, provoca la muesca en la fase 1 del poten-
cial de accién, esto lleva a que la muesca sea méas pronunciada en el
epicardio que en el endocardio [I14]. Estas diferencias con respecto a la
participacion de la corriente de I3, en el potencial de accién de este tipo
de células, se han encontrado también en ventriculos de gatos y conejos
[47, 521 [74].

A
B
0- o—
0.5Hz |s0mv i 0.5Hz
1Hz
2Hz 1Hz
] 2Hz
— " 1 1 -
0 200 400 ms

Figura 4.8: Potencial de accién del endocardio y epicardio de una célula
de un ventriculo derecho humano. Modificado de: Transmural heteroge-
neity of action potentials and I, in myocytes isolated from the human
right ventricle. Gui-Rong Li et al.

Litovsky y Antzelevich registraron potenciales de accién del endo-
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cardio y epicardio de un ventriculo canino (figura para estudiar
las diferencias entre estos dos tejidos [71]. La duracion del potencial de
accion (DAP), las magnitudes y amplitudes de algunas de las fases de
los potenciales de accién registrados se muestran en la tabla

‘ Endocardio  Epicardio

Potencial de reposo 82.94+1.8 82.0+4.5
Amplitud
Fase 0 (mV) 106.6+2.9 91.3£5.0
Fase 1 (mV) 99.4+3.1  76.9+6.1
Fase 2 (mV) 91.245.0
Magnitud
Fase 1 (mV) 74429 14.34+5.6
DPA5o (ms) 130.0£13.7 117.0£11.4
DPAgg (ms) 164.0£13.6 143.8+12.6

Tabla 4.3: Mediciones del potencial de acciéon de un ventriculo ca-
nino. Fuente: Transient outward current prominent in canine ventricular
epicardium but not endocardium, S.H. Litovsky y C. Antzelevitch

En 1998, Gui-Rong Li et al. registraron potenciales de accién de célu-
las en ventriculos derechos de corazones humanos extirpados (ﬁgura
[56]. Se observo que la intensidad de la corriente I, era 3 veces maés
potente en el epicardio que en el endocardio [56]. La duracién de los
potenciales de accion del endocardio y epicardio al 50 y 90 % de la repo-
larizacion se muestran en la tabla [£.4

| Endocardio  Epicardio

Potencial de reposo -81+3 -8242
DPAj5p (ms) 198433 227+15
DPAg (ms) 263133 271+£13

Tabla 4.4: Potencial de reposo y duracion de los potenciales de acciéon del
endocardio y epicardio del ventriculo derecho humano. Fuente: Transmu-
ral heterogeneity of action potentials and Iz, in myocytes isolated from
the human right ventricle. Gui-Rong Li et al.

Los valores mostrados en la tabla [3.4 dados por Bernus et al. [20],
son parametros para células endocérdicas y epicardicas del ventriculo
derecho. Estos datos tomaron de base la informaciéon dada por Morgan
et al. [79].
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Bernus et al. dieron un valor para la capacitancia celular de C),, = 2
y es descrita por unidad de superficie. Con los valores mostrados en la
tabla (para el endocardio y epicardio) y C,, = 2, obtenemos las so-
luciones que se muestran en la figura[4.9]

Sin embargo, estas soluciones no coinciden con las mostradas en el
articulo de Bernus et al. (figura 4.10). Observamos que tanto la altura
como la duracion del potencial de accién difieren entre ambas figuras.

Aso———F—r—++—+ B 50 e

Vi (mV)

o0 . . L B ) . . . .
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
time (ms) time (ms)

Figura 4.10: Soluciones para células del epicardio (A) y endocardio (B)
presentadas en A computationally efficient electrophysiological model of
human ventricular cells, Bernus et al.

En el articulo de Priebe y Beuckelmann [84], donde se describe el
modelo del que partieron Bernus et al., dice que todas las corrientes son
calculadas para 1 pF de la capacitancia de la célula.

Dado que, bajo nuestro punto de vista, no queda claro la interpre-
tacion de C,, las unidades en que se mide, el valor que debe tener la
capacitancia celular ni como este parametro afecta la DPA, se opto por
usar un valor que nos ayude a ajustar la DPA sin modificar los demas
parametros del modelo.
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Usando C, = 1 se obtienen soluciones que son mas parecidas a las
mostradas por Bernus et al. (lado izquierdo de la figura [£.11). En las
simulaciones anteriores hechas en este trabajo con el modelo de Bernus
et al., se uso6 este valor para la capacitancia.

Para los casos 1y 2, queremos que las DPA al 50 y 90 % de la repo-
larizacion del potencial de accién esté dentro de los rangos de la tabla
M4 que corresponden a mediciones hechas en potenciales de accion de
un ventriculo derecho humano. Usando C,,, = 0.57 nos acercamos mucho
a estos rangos (lado derecho de la figura [4.11]).

C.=t C,=0.57

Endocardio
APD,=254 55 40+
APD =356 5

Epicardio 201
APD,=260.9

APD=355.7

Endocardio
APD,=208.05
APD =276 5

Epicardio
APD_ =216

APD=274.95

Potencial transmembrana (mV)

100 . . . . . . M I . . . . . .
o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400
Tiempo (ms) Tiempo (ms)

Figura 4.11: Soluciones del modelo de Bernus et al. para el potencial
transmembrana del endocardio y epicardio con C,,, = 0.57 y C,,, = 1.

Para reducir la DPA en el modelo de Priebe y Beuckelmann [84],
se manipularon las corrientes Ix, y Iks. Sin embargo, para el mode-
lo reducido de Bernus et al. [20], estas dos corrientes fueron fusiona-
das en la corriente I . Asi, para ampliar la DPA del endocardio se usé
gk = 0.017. Para que laDPA5q del epicardio estuviera dentro del rango
se usé gx = 0.0189.

Para subir un poco la meseta del endocardio se usé g;, = 0.09. Ya que
el I, es de 3 a 4 veces més intenso en el epicardio que en el endocardio,
se cumple aproximadamente esta proporcion.

Con estos cambios, las DPA5y v DPAgg del endocardio y epicar-
dio entran en los rangos dados por Rong Li et al. (tabla . Ademas
cumplen que la DPA del endocardio es mayor que el epicardio.

Los parametros propuestos para las células endocardicas y epicardicas
del ventriculo derecho sano se muestran en la siguiente tabla [I.5] y las
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soluciones obtenidas a partir de estos parametros se muestran en la figura

4.12|

| p Vinist 9Na  9oa  Gto 9K
I EndoVD S | 1/2.8 -12 16 0.064 0.09 0.0170
2 Epi VDS | 1 0 16 0.064 0.40 0.0189

Tabla 4.5: Pardmetros propuestos para las células endocéardidas y epicar-
dicas del ventriculo derecho sano.

En la tabla[4.6]se muestran las mediciones de las alturas y duraciones
del potencial de accién definidas en la seccion [41]

‘ Endo VDS Epi VD S

q 149.0514  140.3183
Hypuesea 48.0307 47.0643
Haomeo 0.2133 9.1117
Dinuesca 20.3000 8.1000
Daomo 42.8000  138.0000
Do 24.7500 54.5500
DPAso 219.1000  212.1500
DPAg 289.5000  275.5500
Apuesca 975.0230  381.2205
Adomo 9.1296  1257.4112
A 5.2615  449.4289
A 24476.1292  22920.3711

Tabla 4.6: Mediciones de los potenciales de accion de las soluciones
propuestas para el endocardio y epicardio del ventriculo derecho sano.
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4.4. Tracto de salida del ventriculo derecho
sano

Kurita et al. registraron potenciales de accion de dos sitios del epicar-
dio del TSVD (figura 4.13[B) en un paciente control (sin el Sindrome de
Brugada) [68]. No se registraron potenciales de accién en el endocar-
dio del TSVD en pacientes control. Tampoco se da mucha informaciéon
sobre las caracteristicas de estos potenciales. Es posible que esto se de-
ba a que la técnica usada para obtener estos registros es del tipo invasiva.

A x

B 500 ms
*
Epi MAP '
| ‘\ ™
RVOT LADsite_ |
RVOT TV site f\/__\J ﬁ\_/
— 500ms

Figura 4.13: A. Potenciales de acciéon del endocardio y epicardio del
TSVD de un paciente con Sindrome de Brugada. B. Potenciales de accién
de dos sitios del epicardio del TSVD de un paciente sin el Sindrome de
Brugada. MAP= monophasic action potential, RVOT= right ventricu-
lar outflow tract, LAD= left anterior descending coronary artery, TV—=
tricuspid valve. Fuente: The electrophysiologic mechanism of ST-segment
elevation in Brugada Syndrome. Kurita et al.

Dado que estos registros son la tnica informacién que tenemos acerca
de la morfologia de los potenciales de accién del TSVD, se usaran estos
como base para simular los potenciales de acciéon de esta zona a partir
de los parametros propuestos para el caso del ventriculo derecho sano.
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Figura 4.14: Curvas de nivel de las mediciones del potencial de accién,
el domo y la muesca cuando se varian simultaneamente los parametros
DY gto- Tomando de referencia el valor p =1y g4 = 0.4 (punto rojo).
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Haomo
Gto \ P 3 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 4 MaxCol
3 17.227 17.149 17.067 16.983 16.897 16.811 16.724 16.636 16.549 16.461 16.374 17.227
3.2 17.426 17.354 17.276 17.194 17.109 17.023 16.935 16.847 16.758 16.669 16.580 17.426
34 17.583 17.528 17.460 17.384 17.303 17.218 17.132 17.044 16.955 16.865 16.775 17.583
3.6 17.662 17.652 17.608 17.547 17.475 17.395 17.312 17.226 17.138 17.049 16.959 17.662
3.8 17.565 17.677 17.694 17.667 17.614 17.548 17.472 17.391 17.306 17.219 17.130 17.694
4 16.812 17.457 17.654 17.710 17.703 17.664 17.605 17.534 17.456 17.374 17.288 17.710
4.2 3.267 15900 17.256 17.588 17.698 17.718 17.695 17.646 17.582 17.508 17.429 17.718
4.4 0.102 1.624 10.530 16.902 17.468 17.654 17.711 17.707 17.671 17.616 17.548 17.711
4.6 NaN NaN 0.762 4157 16.204 17.274 17.574 17.679 17.702 17.682 17.636 17.702
4.8 NaN NaN NaN 0.303 2.198 13.864 16.966 17.451 17.622 17.678 17.677 17.678
5 NaN NaN NaN NaN 0.072 1.166 5517  16.434 17.271 17.536 17.634 17.634
MaxFila | 17.662 17.677 17.694 17.710 17.703 17.718 17.711 17.707 17.702 17.682 17.677 17.718
Tabla 4.7: Se muestran las alturas del domo obtenidas para 3 <p <4y
3 < gto < 5. El valor maximo se obtiene cuando p = 3.5y g, = 4.2.
Daomo
Gio \ P 3 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 4 MaxCol
3 185.60 184.70 183.90 183.20 182.50 181.85 181.25 180.70 180.15 179.55 179.05 185.60
3.2 187.65  186.55 185.65 184.80 184.00 183.30 182.65 182.05 181.45 180.85 180.35 187.65
34 189.95 188.60 187.50 186.50 185.60 184.75 184.00 183.40 182.70 182.15 181.55 189.95
3.6 19290 191.05 189.55 188.30 187.25 186.30 185.45 184.70 184.00 183.30 182.70 192.90
3.8 196.95 194.15 192.05 190.45 189.10 187.95 186.95 186.05 185.25 184.55 183.85 196.95
4 204.25 198.75 19540 193.10 191.30 189.85 188.60 187.55 186.65 185.80 185.00 204.25
4.2 94.15 208.05 200.85 196.80 194.15 192.15 190.55 189.25 188.15 187.15 186.30 208.05
44 20.95 67.55 184.60 203.35 198.35 19520 193.00 191.30 189.85 188.65 187.60 203.35
4.6 NaN NaN 47.65 104.95  206.55 200.05 196.40 193.85 191.95 190.40 189.10 206.55
4.8 NaN NaN NaN 31.55 76.30  206.70 202.10 197.60 194.75 192.60 190.95 206.70
5 NaN NaN NaN NaN 17.30 56.40 121.55 204.65 199.00 195.65 193.30 204.65
MaxFila | 204.25 208.05 200.85 203.35 206.55 206.70 202.10 204.65 199.00 195.65 193.30 208.05

Tabla 4.8: Se muestran las duraciones del domo obtenidas para 3 < p < 4
v 3 < gto < 5. El valor maximo se obtiene cuando p =3.1y g;, = 4.2

Dinuesca

o \ D 3 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 4 MinCol
3 815 780 745 710 685 660 635 6.15 595 580 5.65 5.65
3.2 875 830 790 755 725 695 6.70 645 625 6.05 5.85 5.85
3.4 945 890 840 800 765 735 T7.05 6.75 6.55 6.30  6.10 6.10
3.6 1020  9.55 9.00 855 810 7.75 740 710 685 6.60 6.40 6.40
3.8 11.15 1035 9.70 9.10 865 820 785 7.50 720 6.90 6.65 6.65
4 12.35 11.30 1050 9.80 920 870 830 7.90 755 725 7.00 7.00
4.2 14.15 1260 1145 1060 990 930 880 835 7.95 7.60 7.30 7.30
44 18.20 14.55 1280 11.60 10.70 10.00 9.40 885 840 8.05 7.70 7.70
4.6 NaN NaN 15.05 13.05 11.75 10.80 10.05 9.45 895 8.50 | 8.10 8.10
4.8 NaN NaN NaN 15.75 13.35 11.95 1095 10.15 9.50 9.00 | 8.55 8.55
5 NaN NaN NaN NaN 16.90 13.65 12.10 11.05 10.25 9.60 9.05 9.05
MinFila | 8.15 7.8 7.45 7.1 6.85 6.6 635 6.15 595 58 565 5.65

Tabla 4.9: Se muestran las duraciones de la muesca obtenidas para 3 <
p<4y3< g, <5. El valor maximo se obtiene cuando p =4y g = 3

De los dos potenciales de accion mostrados en la figura|4.13B, se deci-
di6 tomar como referencia el de la parte inferior, ya que este representa

mejor la morfologia de domo y muesca caracteristica del epicardio y que
no se presenta en el endocardio [56}, 68, [71].
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Para la eleccion de los parametros para el endocardio y epicardio
del tracto de salida del ventriculo derecho (TSVD) en situacion sana, se
hicieron variaciones simultaneas de los pardmetros p y gio.

Esto con el fin de entender los cambios que se provocan en el poten-
cial de accién basandonos en las mediciones de altura, duraciéon y area
del potencial de accién, ademés de su domo y muesca.

Para esto se tomaron los rangos 1 < p <7 y 0.4 < g, < 11 con
saltos de 0.25 y de 8.5 para p y g, respectivamente (figura [4.14]).

El parametro Vipipe no se tomoé en cuenta, ya que el potencial de
accién no parece ser tan sensible a los cambios de este parametro.

Como nos interesa asemejar la morfologia del potencial de accién
del epicardio del TSVD sano presentado en la parte inferior de la figura
en este caso nos enfocaremos en la altura del domo y las duraciones
del domo y de la muesca, poniendo especial interés en la altura del domo.

Debido a que se observd que los valores mayores para la altura del
domo se encontraban en el rango 3 < p <4y 3 < g < 5, se decidid
hacer un refinamiento de la malla en ese rango, con saltos de 0.1 para p
y 0.2 para g;,. Los datos obtenidos se muestran en las tablas [L.7H4.9] y
estan representados en la figura {.15]

Dado que queremos tener un domo alto y largo, y una muesca estre-
cha, tomaremos tres candidatos para la combinacion de p y g, que seran
aquellos valores que alcanzan la altura maxima del domo, la duracén mé-
xima del domo y la duracién minima de la muesca.

Las mediciones de las soluciones en las que se encuentra el maximo
de la altura del domo (a = 3.5 y b = 4.2), el méximo de la duracion del
domo (a = 3.1y b =4.2) y el minimo de la duracion de la muesca (a = 4
y b= 3), se muestran en la siguiente tabla.

‘ Hdomo Ddomo Dmuesca
p =35, g =42 17.7184 192.15  9.30
p=3.1, go=42|15.8097 208.05 12.60
D=4,  go=3 | 163739 179.05  5.65

Tabla 4.10: Mediciones del potencial de accién para los valores de p y g+,
en los que se alcanza la altura maxima del domo, la duracién maxima
de la muesca y la duracién minima de la muesca.
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Figura 4.15: En las graficas se muestran la altura del domo (a), duracion
del domo (b) y duracién de la muesca (c).
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Después de elegir los valores de p y g:, que se usaran para el caso del
epicardio del TSVD sano, se deberéa elegir algin criterio para aplicar un
cambio analogo para el caso del endocardio.

Una propuesta seria calcular la diferencia de los parametros del caso
del epicardio del ventriculo derecho sano y los del caso del epicardio del
TSVD sano y tomarla como un incremento para los parametros del caso
del endocardio del ventriculo derecho sano y asi obtener los pardmetros
para el caso del endocardio del TSVD.

Otra propuesta seria tomar la proporcién de los pardmetros del caso
del epicardio del TSVD sano con respecto a los parametros del caso del
epicardio del ventriculo derecho sano, y asi con esta proporcién obtener
los parametros para el caso del endocardio del TSVD sano a partir de
los pardmetros del caso del endocardio del ventriculo derecho sano.

Sean a y b los valores elegidos para p y g4, para el epicardio del TSVD
sano, respectivamente, p; y ps valores de p del endocardio y epicardio
del ventriculo derecho sano, respectivamente, y gio,1 ¥ Gto,2 10s valores
de g+, para el endocardio y epicardio del ventriculo derecho sano, respec-
tivamente.

Definimos a «; y 5; (i = 1,2) como los valores tentativos para p y
Jto, Tespectivamente, para el caso del endocardio del TSVD sano, de la
siguiente forma:

a;p =p1+ (a - pQ)a ﬂl = Gto,1 + (b - gto,Q);
. b.

g = a pl’ 62 _ gto,l.
b2 Gto,2

Con estas definiciones se hacen las siguientes propuestas para la elec-
cion de los parametros p y g:, para el caso del endocardio del TSVD
sano.

Propuesta 1: tomamos p=a1 y gto = S1.
Propuesta 2: tomamos p=as y gio = Sa.
Propuesta 3: tomamos p=a1 ¥y gto = Sa-
Propuesta 4: tomamos p=as ¥y gito = 1.

Estas propuestas se aplicaran para los valores de p y ¢;, mostrados
en la tabla[4.10] Después se eligira cual de estas propuestas sera el mejor
criterio basandonos en las soluciones obtenidas para el endocardio del
TSVD sano.
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Para el valor méximo de Hgpmo se toma a = 3.5y b = 4.2 (tabla
@. La solucién para el epicardio del TSVD sano con estos cambios
se muestran en la figura Calculando los valores para «; y 3;, con
1 =1, 2, tenemos:

a; = 2.8571, By = 3.89,
Qg = ]..25, ﬁg = 0.945.

En la figura se muestra la comparacion de las soluciones del
potencial transmembrana del endocardio del ventriculo derecho sano
contra cada una de las soluciones del potencial transmembrana obte-
nidas a partir de cada una de las 4 propuestas.

p:35, 9,42 P35, g,:42
a,: 28571, f,:3.89 a,:1.25, §,:0.945

Endo Sano Endo Sano
40 ——— Propuesta 1 40 ——— Propuesta2

Potencial transmembrana mV
Potencial transmembrana mV

O 5 100 150 200 250 300 350 400 0 5 100 150 200 250 300 350 400
Tiempo ms Tiempo ms
p:35, 9,42 Pi35, 9,142
@, 28571, £,0945 @, 1.25, §,:3.89

Endo Sano
Propuesta 4

Endo Sano.
40 ——— Propuesta 3 40

Potencial transmembrana mV
Potencial transmembrana mV

0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350 400
Tiempo ms Tiempo ms

Figura 4.17: Soluciones de las 4 propuestas con a = 3.5y b = 4.2.



4.4. Tracto de salida del ventriculo derecho sano 69

p:3.1, 90° 4.2
60

Epi Sano
TSEpi propuesto

40

20

Potencial transmembrana mV

-20

wl Figura 4.18: Soluciones para el

- potencial transmembrana para el

wl epicardio del ventriculo derecho
..~ sano y del TSVD sano propuesto

% S0 100 150 200 250 300 30 40 oy p= 3.1 Y Gto = 4.2

Tiempo ms

Para el valor méximo de Dgymo se toma a = 3.1 y b = 4.2 (tabla
. La solucién para el epicardio del TSVD sano con estos cambios
se muestra en la figura Calculando los valores para «; y [3;, con
1 =1, 2, tenemos:

ap = 2.4571, B = 3.89,
as = 1.1071, By = 0.945.

En la figura se muestra la comparacion de las soluciones del
potencial transmembrana del endocardio del ventriculo derecho sano
contra cada una de las soluciones del potencial transmembrana obte-
nidas a partir de cada una de las 4 propuestas.

P34, 9,42 P31, 9,42
@,:24571, fB:3.89 a,: 11071, f,:0.945

Endo Sano
Propuesta 1
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Potencial transmembrana mV
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Figura 4.19: Soluciones de las 4 propuestas con a = 3.1 y b = 4.2.
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Para el valor minimo de Dj,yesca S€ toma a = 4 y b = 3 (tabla
. La solucién para el epicardio del TSVD sano con estos cambios
se muestra en la figura Calculando los valores para «; y f3;, con
¢ = 1,2, tenemos:

ap = 3.3571, By = 2.69,
= 1.4286, By = 0.675.

Se implementaron las 4 propuestas para los valores para los para-
metros que se usaran para el caso del endocardio del TSVD sano. Las
solciones obtenidas en base de las 4 propuestas se muestran en la figura
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Figura 4.21: Soluciones de las 4 propuestas con a =4 y b = 3.
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Con estos datos podemos observar que tanto la altura como la dura-
cion del domo no varian tanto y la duracién de la muesca se mantiene
relativamente corta en los tres casos. Debido a esto y a que tenemos
principal interés en la altura del domo, se decidi6 escoger los pardmetros
p=35Yy g, =4.2.

Basandonos en las soluciones de las propuestas para el epicardio se
har4 la eleccién del criterio que se usara para el caso del endocardio del
TSVD sano.

Observando las figuras .17, [£.19] y [£.21] vemos que la propuesta 4
presenta una pérdida del domo mientras que el resto de las propuestas
muestran una morfologia de muesca-domo. Esto es razonable, ya que se
aumenta la intensidad de la corriente de I;,. De entre todas las propu-
estas, la propuesta 2 es la que visualmente tiene una muesca y domo
menos pronunciados, lo que la haria preferible.

Otra opcion, que de alguna manera seria coherente con la literatura
especializada, seria tomar la misma soluciéon usada para el endocardio
sano del ventriculo derecho para la solucién del endocardio del TSVD
sano.

Esta decisién se basaria en que en el endocardio, la corriente I;, no
cambia del ventriculo derecho al TSVD, so6lo en el epicardio, y se justi-
fica en que se ha reportado que no se aprecian muchos cambios en los
potenciales de accion del endocardio del TSVD con respecto al resto del
endocardio del ventriculo derecho [6§].

Puesto que no se tiene informacién més precisa, no nos atrevemos a
elegir cualquiera de las dos opciones. Por este motivo, el caso 3 se divi-
dira en los casos 3a y 3b.

El caso en el que se toman los parametros del endocardio del ventri-
culo derecho sano para el caso del endocardio del TSVD sano, se definira
como el caso 3a. El caso en el que se cambian los pardmetros p y g:, para
el caso del endocardio del TSVD sano, se definird como el caso 3b.

Los parametros para el caso del endocardio (casos 3a 'y 3b) y epicardio
del TSVD sano (caso 4) se muestran en la tabla[d.11] Las soluciones para
el potencial transmembrana para los casos 3b y 4, se muestran en la
figura[£.22] La solucién para el potencial transmembrana del endocardio
del TSVD sano (caso 3a) es la misma que la solucién del endocardio del
ventriculo derecho sano (caso 1) y se muestra en la figura [4.12
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| p Vihift 9Na  9Ca  Gio 9K
3a EndoTSVD S | 1/2.8 -12 16 0.064 0.9 0.0170
3bEndoTSVDS | 1.25  -12 16 0.064 0.945 0.0170
4 Epi TSVDS | 35 0 16 0064 42 0.0189

Tabla 4.11: Parametros propuestos para las células endocardidas y
epicardicas del tracto de salida del ventriculo derecho sano.

Las mediciones de los potenciales de acciéon para los casos del endo-
cardio (caso 3b) y epicardio del TSVD sano (caso 4) se presentan en la
tabla Las mediciones del endocardio del TSVD sano (caso 3b) son
las mismas que para el endocardio del ventriculo derecho sano (caso 1)
y se muestran en la tabla

\ Endo TSVD S Epi TSVD S

H 132.0604 113.7776
Homuesca 44.3019 34.9157
Haomo 11.3042 17.6762
Dimuesca 8.9500 9.2000
Daiome 171.6000 191.7000
Do 51.3500 40.8000
DPAsg 227.0000 231.4000
DP Agp 287.3000 276.5500
Apuesca 396.5024 321.2245
Adomo 1939.8004 3388.5293
A 581.3177 673.7075
A 23323.9743  21858.8220

Tabla 4.12: Mediciones del potencial de accién de células endocardicas y
epicardicas del tracto de salida del ventriculo derecho sano.
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4.5. Tracto de salida del ventriculo derecho
con el Sindrome de Brugada

En el 2010, Wilde et al. reportaron que el tinico estudio en el que
se habian registrado potenciales de accién de las superficies endocar-
dicas y epicardicas del TSVD en pacientes con Sindrome de Brugada,
es el de Kurita et al. [68]. En este estudio, se grabaron potenciales de
acciéon endocérdicos y epicardicos del TSVD de pacientes con Sindrome
de Brugada y pacientes que no lo padecian, durante una cirujia.

En la figura se muestran los potenciales de accién del endo-
cardio y epicardio del TSVD de un paciente con Sindrome de Brugada.
Se puede observar la morfologia de muesca y domo caracteristica de los
pacientes con Sindrome de Brugada. Esta morfologia no se encontré en
otras areas del ventriculo [6§].

La duracién del potencial de accién, registrada al 90 % de la repola-
rizacion, fue de 310 ms en el epicardio y 250 ms en el endocardio.

Para el caso del epicardio del TSVD con Sindrome de Brugada, se
partird de los parametros del caso del epicardio del TSVD sano para
simular el potencial de accion mostrado en la figura A.

Para poder simular la morfologia del potencial de accion del epicardio
mostrado en la figura nos interesa bajar la altura del potencial
de accién, aumentar la altura del domo y aumentar la duracion de la
muesca. Ademés nos interesa que el domo del potencial de accién esté
més “centrado”.

El criterio usado para saber que corrientes manipular para tener la
morfologia del potencial de accién caracteristico del Sindrome de Bruga-
da, es la Hipotesis de Antzelevitch [I14], esto es, el desequilibrio de las
corrientes de entrada (sodio y calcio) y de salida (I,).

Por esto se decidié modificar las conductancias de sodio (gn,) y calcio
(9ca). Para poder entender los cambios que causan estas conductancias
al potencial de accion, se hicieron variaciones simultaneas de gy, ¥ 9ca-
Se tomaron los rangos 0.05 < goo, < 0.12 y 0.1 < gne < 20. El paso
tomado para gc, fue de 0.001 y para gy, se tomoé un paso de 0.1 en el
rango 0.1 < gy, < 0.9 y un paso de 1 en el rango 1 < gy, < 20 (figura
4.23)).
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Figura 4.23: Curvas de nivel de las mediciones del potencial de accién, el
domo y la muesca cuando se varfan simultaneamente las conductancias
de sodio y calcio. El punto rojo indica el valor de referencia: gy, = 16 y
94ca = 0.064.
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Figura 4.24: Curvas de nivel de la mediciéon de D,,; cuando se varian
simultaneamente las conductancias de sodio y calcio. El punto rojo indica
el valor de referencia: gy, = 16 y gno = 0.064.
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Figura 4.25: En las graficas se muestran la altura del domo (a), duracion
del domo (b), la duracion de la muesca (c) y duracién de muesca-domo
(d), en la malla refinada.

De la figura podemos observar que los valores menores para la
altura del potencial de accién se encuentran cuando gy, es pequena.
Ademés, para aumentar la altura del domo se debe aumentar g¢,. Para
una muesca ancha, se necesita un valor pequeno para gog.
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Para obtener un domo centrado, se necesaria que D,,; sea grande, y
por tanto go, pequeiia (figura [4.24).

Bajo estos argumentos, se decidié hacer un refinamiento en la malla
en los rangos 0 < gng <4y 0.06 < gog < 0.07 con pasos de 0.1 para la
conductancia de sodio y de 0.0005 para la conductancia de calcio (figura
4.25)).

Para bajar el pico del potencial de accion, se debe disminuir la
conductancia de sodio, teniendo en cuenta en cémo estos cambios afec-
tardn en la morfologia del endocardio.

En la figura[f.26b vemos que cuando gy, = 1.7, €l potencial de acciéon
del endocardio pierde su pico. Como no se desea afectar drasticamente
la morfologia del potencial de accion del endocardio, se deberd tomar un
valor para la conductancia del sodio mayor a 1.7.

Tomando el valor gy, = 2 (figura [1.261), el pico de potencial de
accion del endocardio se forma levemente. Tomando gy, = 2.5 (figura
4.26(1) podemos apreciar un pico bajo pero més pronunciado. Es por esto
que se decidié tomar gy, = 2.5.

Ahora, para aumentar la altura del domo y la duracién de la muesca
del potencial de accién se deberd modificar la conductancia de calcio.

De la figura [£.25] podemos observar que no se puede obtener un valor
donde tanto la altura del domo y la duracién de la muesca sean ambas
grandes. Esto es debido a que cuando la altura del domo aumenta, la
duracién de la muesca disminuye, y cuando la altura del domo disminu-
ye, la duracion de la muesca aumenta.

Es por esto que se debe dar prioridad a alguna de las dos. Si se desea
tener una muesca muy ancha, se debe bajar la conductancia de calcio.
Pero si se desea obtener un domo alto (como en la figura ), se debe
aumentar la conductancia de calcio.

Como nosotros deseamos asemejar los potenciales de accién presen-
tados por Kurita et al. mostrados en la figura[f.13]A, entonces optaremos
por subir la conductancia de calcio.
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Figura 4.26: Soluciones del potencial transmembrana fijando gy, y vari-
ando gc, de 0.064 a 0.07. En las figuras (a) y (b) se muestran las
soluciones del epicardio del TSVD y endocardio del ventriculo derecho
(respectivamente) cuando gy, = 1.7, en las figuras (c) y (d) cuando
gNa = 2y en las figuras (e) y (f) cuando gy, = 2.5.

En la figura[4.26 se muestran las soluciones para el potencial transmem-
brana del TSVD tomando gy, = 2.5 y variando g¢o, de 0.064 a 0.07. Para
poder obtener un domo alto, sin que la duracién de la muesca sea muy
pequena, se optd por tomar el valor medio de los rangos mencionados
para gcq, esto es goq = 0.067.
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Figura 4.27: Soluciones propuestas para el endocardio y epicardio del

TSVD con Sindrome de Brugada.

En la tabla se presentan los valores de los pardmetros propues-
tos para los casos del endocardio y epicardio del TSVD con Sindrome de
Brugada.

En la figura[f.27)se muestran las soluciones para el potencial transmem-
brana (casos 7b y 8). La solucion para el potencial transmembrana del
endocardio del TSVD con Sindrome de Brugada para el caso 7a seré la

misma que el caso del endocardio del ventriculo derecho con Sindrome
de Brugada (figura [4.29)).

| »p Vshift  9Na  gca Jto 9K
7a EndoTSVD B | 1/2.8 -12 2.5 0.067 0.09 0.0170
7b Endo TSVD B 1.25 -12 2.5 0.067 0.945 0.0170
8 Epi TSVDB 3.5 0 2.5  0.067 4.2 0.0189

Tabla 4.13: Parametros propuestos para las células endocardidas y
epicardicas del ventriculo derecho con Sindrome de Brugada.

Las mediciones de los potenciales de acciéon para los casos del endo-
cardio (caso 7b) y epicardio del TSVD con Sindrome de Brugada se
presentan en la tabla Las mediciones para el caso 7a serdn las
mismas que para el endocardio del ventriculo derecho con Sindrome de

Brugada (tabla |4.16).
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| Endo TSVD B Epi TSVD B

H 102.760 97.859
Hyuesea 12.680 16.551
Hiomo 10.34 17.491
Diuesea 6.950 6.600
Domo 168.550 192.050
Dina 50.800 38.750
DPAs 255.750 242.800
DPAg 291.550 274.200
Apmuesca 88.129 109.240
Adomo 1742.900 3359.100
Apma 525.287 677.775
A 24136.000 22337.000

Tabla 4.14: Mediciones del potencial de accién de células endocérdicas y
epicardicas del tracto de salida del ventriculo derecho con Sindrome de
Brugada.

4.6. Ventriculo derecho con el Sindrome de
Brugada

No hemos encontrado mucha informacion acerca de los potenciales
de accién del ventriculo derecho (excluyendo el tracto de salida) de paci-
entes con Sindrome de Brugada. Es posible que esto se deba a que esa
regién sea irrelevante para el estudio del sindrome, ya que la morfologia
caracteristica de los potenciales de accién en pacientes con Sindrome de
Brugada, es exclusiva del epicardio del TSVD [68].

En varios estudios realizados por Antzelevitch et al. se han hecho ex-
perimentos en ventriculos derechos caninos, donde se estudian las diferen-
cias electrofisiologicas entre el endocardio y el epicardio. En estos estu-
dios se intenta asemejar los patrones electrocardiograficos y las caracte-
risticas en los potenciales de accién en enfermedades como Isquemia y el
Sindrome de Brugada [72], [67, [74].

Eckardt et al. registraron potenciales de accién de la pared del ventri-
culo derecho de un paciente con Sindrome de Brugada (figura [4.28). Los
potenciales de accion fueron registrados en seis sitios, incluyendo el vérti-
ce del ventriculo y el tracto de salida. Sin embargo no se menciona si
fueron tomados del endocardio o epicardio [43].

Debido a la falta de informacion acerca de esta zona cuando se presen-
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Figura 4.28: Potenciales de accién de seis sitios del ventriculo derecho
de un paciente con Sindrome de Brugada antes (izquierda) y después
(derecha) de la administracion de ajmatina. Modificado de: Transient
local changes in right ventricular monophasic action potentials due to
agmaline in a patient with Brugada Syndrome. Eckardt et al.

ta el Sindrome de Brugada y dado que, tanto la conductancia de sodio
como la de calcio, no cambian entre el endocardio y el epicardio, se deci-
di6 tomar de referencia los parametros usados para los casos del ventri-
culo derecho sano, y usando los valores de gy, ¥ gcq escogidos para los
casos del TSVD con Sindrome de Brugada.

Los parametros escogidos para los casos del endocardio y epicardio
del ventriculo derecho con Sindrome de Brugada se presentan en la tabla
Las soluciones para el potencial transmembrana para estos casos
se muestran en la figura [4.29

| » Vinist 9Na  9Ca  Gto 9K
5 EndoVD B | 1/28 -12 25 0.067 0.09 0.0170
6 Epi VDB | 1 0 25 0067 040 0.0189

Tabla 4.15: Parametros propuestos para las células endocardidas y
epicardicas del ventriculo derecho con Sindrome de Brugada.

Las mediciones de los potenciales de acciéon para los casos del endo-
cardio y epicardio del ventriculo derecho con Sindrome de Brugada se
presentan en la tabla
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| Endo VDB Epi VD B
H 107.5400  104.8200
Hpmuesca 6.1956 10.0280
Hoomeo 0.4647 8.8616
Dinucsca 13.200 6.6000
Domeo 59.200  133.2500
D 33.850 55.8500
DPAs 257.100  242.9500
DPAg 295.500  279.2500
Apuesca 81.781 66.1860
Adomo 27.510  1180.8000
A 15729  494.9191
A 25146.0000  23572.0000

Tabla 4.16: Mediciones de los potenciales de accién de las soluciones
propuestas para el endocardio y epicardio del ventriculo derecho con
Sindrome de Brugada.
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Figura 4.29: Soluciones propuestas para el endocardio y epicardio del
ventriculo derecho con Sindrome de Brugada.

4.7. Resumen y conclusiones

En esta seccién se hard un resumen de la calibracion escogida en las
secciones para los casos de interés.

Recordemos que si se decide usar los mismos parametros para todo el
endocardio del ventriculo derecho incluyendo el tracto de salida, el caso
3a es el mismo que el caso 1 y el caso 7a es el mismo que el caso 5.
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En la tabla se presentan todos los parametros propuestos para
los casos de interés. Las columnas sombreadas corresponden a los para-
metros a los que se les hicieron cambios con respecto a los parametros
presentados por Bernus et al. [20].

‘ Casol Caso2 Caso3b Caso4 Caso5 Caso6 Caso7b Caso8

» 128 1 1.25 35 1/2.8 1 1.25 35
Vinigr | -12 0 -12 0 -12 0 -12 0
INa 16 16 16 16 2.5 2.5 2.5 2.5

Jca 0.06400 0.06400 0.06400 0.06400  0.067 0.067 0.067 0.067
Jto 0.09000 0.40000 0.94500 4.20000 0.09000 0.40000 0.94500  4.20000
9K 0.01700 0.01890 0.01700 0.01890 0.01700 0.01890 0.01700 0.01890
Cm 0.57 0.57 0.57 0.57 0.57 0.57 0.57 0.57
9K1 3.90000 3.90000 3.90000 3.90000 3.90000 3.90000 3.90000  3.90000
9gNap | 0.00100 0.00100 0.00100 0.00100 0.00100 0.00100 0.00100 0.00100
gca,p | 0.00085 0.00085 0.00085 0.00085 0.00085 0.00085 0.00085  0.00085
gnaer | 1.30000 1.30000 1.30000 1.30000 1.30000 1.30000 1.30000  1.30000
9YNaCa 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

Tabla 4.17: Pardmetros propuestos para el modelo de Bernus para simu-
lar los ocho casos de interés.

En las figuras y se hace una comparacion de los potenciales
de accién de todos los tipos de células de interés en situacién sana y con
Sindrome de Brugada, respectivamente.
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Figura 4.30: Comparacién de las soluciones del potencial transmembrana
de los distintos sitios de interés en situacién sana.
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Casos con Sindrome de Brugada
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Figura 4.31: Comparacién de las soluciones del potencial transmembrana
de los distintos sitios de interés en situaciéon con Sindrome de Brugada.
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Figura 4.32: Comparacion de cada tipo de célula en situacion sana y con

Sindrome de Brugada.
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En la figura se presenta cada célula por separado comparando
la situacion sana y con Sindrome de Brugada.

En las figuras 4.30 se usaron los casos 3b y 7b para los casos para
las soluciones del potencial transmembrana del endocardio del TDVD
sano y endocardio del TSVD con Sindrome de Brugada.

Podemos observar que para todos los casos, los cambios mas nota-
bles que se presentan cuando se pasa del caso sano al caso con Sindrome
de Brugada, son la reduccién del pico del potencial de accién y un leve
acortamiento de la DPA.

En los casos del epicardio del ventriculo derecho y del endocardio del
TSVD (figuras y[£-32c) podemos observar una muesca ligeramente
més pronunciada. Para los casos del epicardio del TSVD (figura [4.32d),
la pronunciacién de la muesca es mas marcada.

Esto refleja en cierta medida la morfologia del potencial de accién
presente en el Sindrome de Brugada, mediante cambios en ciertas corri-
entes idnicas.

Recordemos que la Hipotesis de Antzelevitch postula que el desequi-
libro de las corrientes al final de la fase 1 del potencial de accién puede
provocarse por el decremento de las corrientes de entrada (In, y Icq) 0
por el aumento de la corriente de salida (1,).

Sin embargo, para acentuar la muesca y asi representar el Sindrome
de Brugada, observamos que era preferible aumentar la conductancia de
calcio, lo cual va en contra de lo que pensamos que pasaria.

Aunque no se haya hecho en este trabajo, podria ser interesante estu-
diar como afectan las variaciones de gx v gx1 en las duraciones del
potencial de accion (DPA5g y DPAgp) e incluso en la muesca y el domo.



Capitulo 5

Calibraciéon del modelo i6nico de Rogers-
McCulloch

Como el objetivo de este trabajo es proporcionar una herramien-
ta para poder estudiar cualquier patologia cardiaca (en nuestro caso el
Sindrome de Brugada), entonces nos seria conveniente elegir un modelo
i6nico que represente la intervencién de las corrientes iénicas que parti-
cipan en el potencial de accion.

Esto hace que el modelo de Bernus et al. [20] sea un buen candidato
que se podria utilizar. Sin embargo, a pesar de que el modelo de Bernus
et al. consta de pocas ecuaciones en comparacién de otros modelos, la
complejidad de este modelo dificulta los calculos, tanto analiticos como
computacionales. Esto nos lleva a buscar otro modelo iénico alternativo
que sea més sencillo de usar y manipular.

Debido a la formulacion simple del modelo de Rogers-McCulloch [92],
nos hace considerar a este modelo para nuestros fines. Pero un gran
problema de esto, es que la solucién para el potencial transmembrana
del modelo de Rogers-McCulloch no representa por completo todas las
fases del potencial de acciéon, como lo es la riapida subida de la fase 0,
la muesca en la fase 1 (que es un elemento importante en el Sindrome
de Brugada) y la fase meseta, mientras que la soluciéon para el potenci-
al transmembrana del modelo de Bernus representa mejor cada una de
estas fases.

Comparando las soluciones para el potencial transmembrana del mode-
lo de Rogers-McCulloch y el modelo de Bernus et al. (ﬁgura, usan-
do los parametros presentados en la literatura correspondiente [20] [92],
podemos observar que estas soluciones no se parecen.

85
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Debido a esto, se desea calibrar el modelo de Rogers-McCulloch para
cada uno de los ocho tipo de células (ocho casos de interés) descritos en
las secciones [4.3H4. 6l

La idea es la siguiente: dado un potencial de accion de referencia (por
ejemplo el dado por la solucién de Bernus et al. en alguno de los casos de
interés), buscar un conjunto de pardmetros p = (Vpeak,a,b, c1,c2,¢3) €
RS tal que, el potencial de acciéon que surja de la solucién del modelo de
Rogers-McCulloch con esta eleccion de pardmetros p, se parezca lo mas
posible al potencial de referencia. Este problema se abordara desde el
marco teorico de la optimizacion [73].

Primero se planteara el problema teérico, que llamaremos problema
de calibracion, en el lenguaje de esta teoria. Se desarrollard un esque-
ma de solucién basandonos en la metodologia de los multiplicadores de
Lagrange [83], y unos algoritmos computacionales para su resolucion
numérica utilizando el método Forward-Backward Sweep [70], basando-
nos en el esquema anterior.

Finalmente, se discutiran los resultados y se ofreceran las calibra-
ciones del modelo de Rogers-McCulloch para cada uno de los casos de
interés.

5.1. Potencial de accion de referencia

Para la eleccion del potencial de referencia, se puede tomar la soluci-
6n del potencial transmembrana de cualquier modelo iénico que se desee
usar. En nuestro caso, se eligi6 el modelo de Bernus et al. para genera el
potencial de accién de referencia.
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Después de elegir el modelo que se usara, se deberd buscar simular
los potenciales de accién de los casos de interés (para el Sindrome de
Brugada serfan los ocho casos de interés descritos en las secciones

15).
Para cada caso de interés denotamos por
Uref € Hl

al potencial transmembrana del modelo de referencia, sin fuente externa
y con dato inicial adecuado, que active al potencial de accion.

5.2. Condiciones iniciales para el modelo de
Rogers-McCulloch

A la hora de calibrar los parametros del modelo de Rogers-McCulloch
para que este se ajuste a otro modelo i6nico de referencia, un punto clave
es la fase 0 (o fase de despolarizacion).

En lugar de fijarnos en el valor inicial del potencial transmembrana (e
imponer una condicién del tipo vg = Vyef (0), donde Vrey €5 el potencial
transmembrana del modelo de referencia, y wg = 0), decidimos imponer
una condiciéon que fuerce el potencial transmembrana a tener un creci-
miento repentino, en la medida de lo posible, similar al del modelo de
referencia.

Notese quee en general el potencial transmembrana de las soluciones
del modelo de Rogers-McCulloch tiene una capacidad de crecer subita-
mente en la fase 0 muy limitada.

La condicion inicial ug se tomard como una funcion que depende de
los pardmetros, esto es

ercl, UOZ(Uo,w0>IQXQ—)R2.

Con esta idea, primero se deben calibrar las condiciones iniciales del
modelo de referencia para que inicie en el tiempo ¢ = 0 en la fase 0, y se
imponen las condiciones iniciales.

dv
—(0) =6, (5.1)
w0y — o, (5.2)

dt
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donde 0 ~ %(0). Esto se justifica del siguiente modo: la variable auxi-
liar w en el modelo de Rogers-McCulloch regula la fase de repolarizacion,
luego su efecto es el de disminuir v para hacerlo regresar al potencial de

TepPOoSO Vyest.

Esto queda claro en la expresiéon de Fj, donde el segundo sumando,
que es en el que aparece w, estd restando (los factores son todos no nega-
tivos en los casos de interés), teniendo como efecto la disminucion de %}-

Por este motivo, se escoge la condicion %’(0) = 0, asumiendo que w
partira de un valor wg, cercano a cero.

Por otro lado, para asemejar el crecimiento sibito de la fase 0, se
escoge imponer la condicién 42(0) = ¢ donde 6 =~ d%ef(o) (dependiendo
de si el sistema resultante da una solucion ug = (vg, wp) factible), que
serd por lo general un valor positivo y alto para la derivada.

Notese que en general no serd posible tomar 6 = d”J;f (0), por lo

comentado anteriormente. Asi, se tendra 6 < d”é';f (0), donde 6 sera cali-
brado empiricamente.

De la segunda condicién se obtiene claramente la ecuacién

wo = Vo — Urest’ (53)
Pe

mientras que la primera da lugar a la ecuacion
Fi(p,ug) = 0. (5.4)

Esta es una ecuacion ctbica en vy dependiente de p y de 6. Fijado 6,
definimos el polinomio cubico:

P4 Ps
’Y(JC) =3 (ZE - vrest)(x - Uth)(pl - .13) - (13 - 'Urest)2 -0,
Uamp P6Vamp

para € Ry vgmp # 0. Notese que vgpmp ¥ V4, dependen de p. Entonces
la ecuacion (5.1)) equivale a v(vg) = 0. Notese que se puede escribir

y(r) = Y323 + y22® + 112 + Y0,

donde
yZ

Y3 =

amp
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_ P4(p1 + vp + vrest) DPs
Yo = -

) ;
’Uamp pGUamp
vy = Pa(P1Ven + P1Vrest + VtnUrest)  2P5VUrest
11— - - )
’Ugmp pﬁvamp
2
_ P1P4VthUrest P5Vrest 0
Yo = 3 - — 0.
vamp p6vamp

Notese que v depende de p y 6, y que la dependencia de 6 aparece
Gnicamente en el término independiente 7.

Siy3 # 0 (ps # 0), ecuacion anterior se puede reescribir como:

/:YJ(UO) = Oa (55)
donde
~0N B~ 2~
y(w) = 27 + 722" + 717 + Y0
y
~ V2 Dbsv
Y2 == _(pl + vip + Urest) + —7P
73 D4De
~ 1 2p5VrestV
"= n = P1Vth + P1VUrest + UthVrest — Sob rest Tamp
73 DaPs
2 2
~ V4 U vi 0
Yo = n = —P1VthUrest + P6TrestYamp + L R
3 P4aPe D4

Notese que todas las expresiones estan bien definidas ya que p; > 0
para j=1,--+ ,6 Y Ugmp >0 sipel

Ahora, para encontrar la condicién inicial vy se debe resolver la ecua-
cién cubica (5.5). Utilizando el método de Cardano [69], definimos
232 — 93991 + 2790
27

p_dn—" §

3 b

y el discriminante A = (£)? + (£)3. Como nos interesa el caso en que

(5.5) tenga tres raices reales distintas, entonces se debe cumplir que
A < 0. En este caso, las raices estan dadas por

R O + 2k v

__Q 3\’
donde cos©® = > =)

Q=
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De este modo obtenemos tres valores para vg. Sin embargo, sélo uno
serd de nuestro interés.

Denotando las raices de 7 como ry, ro y r3 de tal forma que se
cumpla r; < rg < rs, como se muestra en la figura [5.2] Notese que r;
(i=1,---,3) depende de p.

Dado que se desea tomar el dato inicial de tal forma que esté por enci-
ma del valor umbral (para que el potencial de acciéon logre efectuarse),
entonces se tomara

Vo = T2.

Figura 5.2: Polinomio cubico 7 usado para la eleccion del dato inicial
para el modelo de Rogers-McCulloch.

Definimos al conjunto €2 de la siguiente forma

0
Q={p R : p1 # vrears ps £ 0. Ap) <0, Z1(00(p).p) # 0, ¥ = wo(p) }.
Bajo estas circunstancias, ug esta bien definido como funcién de p € Q
y ademaés es una funcién diferenciable, por el teorema de la funcién impli-
cita [100].

Denotamos ug = (vg,wo) al dato inicial (dependiente de los para-
metros) del modelo de Rogers-McCulloch. Entoces, dado p € Q, u, =
(vp, wp) € HY x H' es la solucién del problema de valor inicial:
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Lo (1) = B, upl0), 0(0) = wol),
it (5.6)
Mo (1) = Folp.up(1)), w,(0) = wo(p)

5.3. Problema de calibracion

El problema de escrito anteriormente, se verd como un problema de
aproximacion [73].

Para esto, primero definiremos el conjunto de los parametros para

el modelo de Rogers-McCulloch. Para ¢ = 1,---,6, fijamos w; > 0y
definimos el conjunto

Q={(p1,-,p) ER° : 0<p; <w; (i=1,---,6)}

Asi, para cada p € § existe una solucion u, = (v,,w,) € H' x H' del
modelo de Rogers-McCulloch.

Se busca encontrar el p € Q tal que minimice la distancia de las
funciones v, a vref, €sto es:

f u, — vy lo-

Es decir, se desea encontrar p, € €, si existe, tal que cumpla que
[vp. = vrefllo < lvp — vresllo paratodo p e Q.

Este problema se puede replantear como un problema de distancia
minima con restricciones de igualdad. Dado el funcional

1
J:Q—R J(p)zinvp_vmfllgv

se busca resolver

min J(vp). (5.7)

La metodologia que se usaré para caracterizar el 6ptimo de la solucién
del problema (5.7), serA emplear el teorema de los multiplicadores de
Lagrange [73], que se vera en la seccion
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5.4. Meétodo de los multiplicadores de Lagrange

El problema[5.7]se puede ver como un problema de aproximacioén con
restricciones de igualdad:

min J(vp)

sujeto al sistema  ([5.0) (5.8)

Para resolver el problema (5.8) se utilizara el teorema de los Multi-
plicadores de Lagrange [73].

Teorema 5.4.1 (Multiplicadores de Lagrange). Sean J : X — Ry
G: X — Z,donde X y Z son espacios de Hilbert. Si J tiene un extremo
local bajo la restriccion

G(z) =0,

en el punto x, entonces existe zg € Z* (el espacio dual de Z) tal que la
diferencial de Gateaux del funcional Lagrangiano

L(z,20) = J(x)+ < 20,G(z) >
en cualquier direccion, se anula en xg.

Definimos los espacios X = R® x (H')? y Z = (H?)? x R?. Notemos
que X y Z son espacios de Hilbert. Tenemos que

J:X =R, Jpu) =3 v—ves |2,
G:X—=Z  Gpu) = (Gi(p,u),Ga(p,u), Gs(p,u), Ga(p,u))

donde G; : X — Z, para i = 1,2, 3,4, estan definidas por las ecuaciones
del sistema ([5.6]) de la siguiente forma:

dv

Gl(pa ) E_Fl(pv )a
dv

GQ(]),U) E_F2(p7 )a

G3(p,u) =v(0) — vo(p),
Ga(p,u) =w(0) — wo(p).

El Lagrangiano L : X x Z* — R de J esta definido por:

L(p, u,®) = J(p,u) + ®*(G(p, u)),
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donde ®* € Z*. Por el teorema de representacion de Riesz [66], Z es
isomorfo a Z*. Entonces, L puede ser reescrito como L : X x Z — R tal
que

L(p,u, @) = J(p,u) + ®(G(p,u))

donde ® = (¢, ¢, x,n) € Z es el vector de los multiplicadores de Lagran-
ge. Entonces:

L(p7uaq)) :'](pa U)+ < ¢’ Gl(p7 u) >po + < veQ(pau) > o
+ < X’G3(p7u) >R+ < 777G4(p7u) >R -

Esto es:
Lipu, @) = J(v) + x(v<o> - vo<p>) (w0 - wo<p>)

v/ e 0 - Rt as [ Cu) 0~ Falputt)]
(5.9)

Para encontrar el 6ptimo de este problema, se deben encontrar las
ecuaciones adjuntas y las condiciones de optimalidad asociadas al Lagran-
giano, que se obtienen a partir de igualar a cero las diferenciales de Gate-
aux del Lagrangiano con respecto a las variables v, w y p; (1 < j < 6).
Para esto, primero calculamos las diferenciales de Gateaux con respecto
avy w.

Proposicién 5.4.1. Si ¢, € H', la diferencial de Gateaux de L con
respecto a v con direcciéon v € H' es

bu,5L(p, u, ®) = ¢(T) 0(T) — (6(0) — x)v(0) —/0 p(p; u(t), ®(t)) o(t) dt,

(5.10)
donde

_d¢  OF 0F;
N’(pauaq))*a E(pau)¢+ W(p’u)¢+vref*v~ (511)
La diferencial de Gateaux de L con respecto a w y con direcciéon

w € H! es

T
Suw,a L(p, u, @) = Y(T) w(T) — (¥(0) — n)w(0) */O v(p,u(t), ®(t)) w(t) dt,

(5.12)

donde
dy  OF; OF,
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Ahora veamos cudles son las condiciones necesarias y suficientes para
que se anulen las expresiones ((5.10) y (5.12). Para esto, primero consi-
deremos el siguiente lema.

Teorema 5.4.2. Con la notaciéon anterior para el Lagrangiano y asu-
miendo ¢, € H', se tiene:

a) 6, 7L(p,u,®) = ara todo v € H! siy solosi u(p,u,®) =0
ctp.t€[0,T], ¢ )=0y¢(0)=x

b) Gu.iL(p,u, ®) =
0,7

(
0 para todo w € ]HI1 siysolosi v(p,u,®) =0
ctp.te (

]7’(/}T)_qul)()

De esta proposiciéon obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones
consistente en un problema de valor final asociado a un sistema de dos
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales para ¢ y @ con coeficientes
variables, junto con dos ecuaciones algebraicas para x y n:

921) = 2 w)(t) — T2 (p,up (1) + s (1) — D), O(T) = 0,
(1) = 20 o, wpot) - 22 0w ), p(T) =0,
x=0(0),  n=1(0)

(5.14)
Asi, las derivadas parciales de F; y F5 con respecto a u estan dadas
por

B = 0= )01 =204 0) £ 0= )~ 0] = P
oF Ps

T — (v = Vrest),

oF,

v ps3,

0F,

w —DP3Ds-

Las ecuaciones son llamadas las ecuaciones adjuntas del proble-
ma. Ahora encontraremos las condiciones de optimalidad. Para esto,
calculamos las diferenciales de Gateaux del Lagrangiano con respecto
alosp; (1<i<6).
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Proposicién 5.4.2. Sea {ej, - ,eg} la base canénica de R°. La dife-
rencial de Gateaux del Lagrangiano con respecto a p; con direccion ey,
parai¢=1,---,6, estd dada por

ov ow
8p, L(p,u, @) = —x 8; () —n 6; (»)

(5.15)
T OF, T OF,
- /O ¢(t)78pi (p,u(t))dt — /O w(t)—api (p,u(t))dt.

Nétese que se conoce wy a partir de vg a través de la ecuacion (5.3)).
Asi, de esta ecuacion se obtendran las derivadas parciales de wg con
respecto a p; (i=1,---,6).

Lema 5.4.1. Si p € Q, las derivadas parciales de wg, dada por la ecua-
cién ((5.3), con respecto a p; con i = 1,--- , 6, estdn dadas por:

8’[00 1 (%0 .

= — , ara i # 6, 5.16
ap P = oo, @ P # (5.16)
8'10(] 1 81}() 1

- -7 — (v — Upest). 5.17
G (1) = 5 0) — 5 (00(p) e (5.17)

Notemos que no se tiene una expresion explicita para vg, si no, que se
calcula ntmericamente a partir de la ecuacion (5.4)), para la que aparece
definida implicitamente.

Por tanto, la opcién mas viable es obtener las derivadas parciales de
vo derivando implicitamente en la ecuacion ([5.4).

Lema 5.4.2. Si p € Q, entonces

a’Uo —P4Vamp (p)A + 2py B — %Uamp (p) (UO (p) - 'Urest)Q

Op1 'Uamp(p)c ’
% _ p4vamp(p)('U0(p> - Urest)<p1 - UO(p))

3p2 C ’

81)0

Ops =0

Ovg _ —(vo(p) — vrest)(vo(p) — ven(p)) (P1 — vo(p))

Opa C ’

Ovg _ Vamp(p)(vo(p) — Urest)”

aps psC ’
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81)0 — _pS'Uamp(p) (UO(p) B U’rest)Q

dpe piC ’
donde
A= (Vo — Vpest) (Vo — V1) — P2(Vo — Vrest)(P1 — Vo),
B = (vg — Vpest)(vo — ven)(P1 — v0),

C = pa[(vo — Vrest)(P1 — v0) — (Vo — Vrest) (Vo — ven) + (Vo — ven)(P1 — o)

—%(pl - UTest)(Uo - 'Urest)'

Notese que a piori no se puede asegurar que las ecuaciones del la
proposicién anterior estan bien definidas, pues C' podria anularse.

Igualando a cero se obtendrd un sistema algebraico de seis
ecuaciones. Este sistema se puede resolver explicitamente encontrando
una expresion para cada p;, con ¢ = 1,--- ,6, las cuales son llamadas
condiciones de optimalidad del Lagrangiano.

Proposiciéon 5.4.3. Si d,, L(p, u, ) = 0, entonces

L \ov, v _ T or r 0Fy
<x+pGn> op P =~ /0 o) 5, P ut)dt = /O ¢(t)am(p,u((t5))1d;

paral <t <5,y

1 \ovy, . 1 T OF
(X+p6n)ap6<p>—pgnwo(p)—west)— [ w5 e 6.9

Con esta proposicion se obtienen ecuaciones que dependen de las de-
rivadas parciales de vy con respecto a los pardmetros. Derivando impli-
citamente en , se pueden obtener las expresiones de las derivadas
parciales de vy con respecto a cada p;, parai=1,---,6.

Para poder simplificar las ecuaciones (5.18))-(5.19) y asi facilitar los
célculos, reeformularemos los términos integrales de la parte derecha de

estas ecuaciones.

Lema 5.4.3. Paraj =0,---,3, k=0, 1, definimos p; , = fOT ()07 (t)wk (t)dt
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y ik = [y ()07 (t)wk(t)dt. Entonces

fo 25; p,u)dt = v?iip {(1 + p2)p2,0 — (Ven + P1D2
+(1 4+ p2)vrest)p1,0 + (Ven +p1p2)vrest,00,0:|

— [ — 03,0 + (D1 + Vrest + Ven)p2,0 — (P1(Vrest + Vin)

p
+vrestvth),01,0 erlvrestvthpo,o] U2:w (Pl,1 - Urestpo,l)a

f() g]};l b,u )d (p2 0 — (pl + Urest)pl 0 +p1vrestp0 O)

Uamp

fo ?,f;; p,u)dt = ﬁ [P:&,o — (p1 + Vrest + ven)p2,0

+(P1(Vrest + Veh) + VrestVth)P1,0 — P1VrestVthP0,0 | »

o SO (pwdt = =1 (pr1 = vrestpon),

OT 1/’@)%(107 u)dt = 01,0 — Urest00,0 — P600,1,
o (O (pu)dt = —psoo,

fOT o(t) g}it (p,u)dt =0  param=3,6,

fOT P (t) gﬁj (p,u)dt =0 para q = 1,2,4,5.

Las integrales de la proposicién estan bien definidas:

Como v, w € H' son continuas, entonces v y w* son continuas, luego
vl w* € L2([0,T]). Y por el teorema de Cauchy-Schwarz se tiene que

T .
/ viwkdt < oo.
0

Para este punto ya tenemos todos los elementos necesarios para obte-
ner expresiones para calcular py,- -, pg a partir de las ecuaciones (5.18)

y (19)

Teorema 5.4.3. Si 0p1 L(p, u, ®) = 0, entonces

_ YoPs (P11 — VrestPo,1) + (Vo — Upest) (VrestP1,0 — P2,0)
pG(Pl,l - Urestpo,l) - (UO - vrest)(pl,o - UrestpO,O) ’
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(UO - vrest)D

P2 =7
2 (pl - Urest)E
Py = *n(UO - vrest)[(vO - Urest)F + (UO - Uth)(pl - UO)(Pl,l - UrestpO,l)pG]
P200.1[P6(p1.1 — VrestPo.1) (Vo — ven)(p1 — vo) + (Vo — Vrest) F] ’
_pS(pl - Urest)(vO - Urest)z[piﬁ(pl - vrest)H + Ps(ﬂl,l - vrestpo,l)]
Ps = ’
[(pl - Urest)A - 28] (pl - U'rest)H +p5(UO - Urest)2(2F + (pl - Urest)G)
—-H P1 — Vres
ps = 2 J

_p6(pl,1 - UT'estp0,1)7

_Ul,O — VUrest00,0
Pe = )
00,1

donde

D =(p1 —v0)(p1,1 — Vrestpo,1)P6 + p3,0 — (D1 + 2Vrest)p2,0 + (201 + Vrest)UrestP1,0
*pw?estpo,o,

E =(p1 — v0)(p1,1 — Vrestpo,1)P6 — (Vo — Urest)(—p2,0 + (P1 + Vrest)P1,0 — P1Urest0,0),

F =ps,0 — (p1 + Vrest + Vtn)p2,0 + (P1(Vrest + Vin) + UrestVUth)P1,0 — D1UrestVehP0,0,

G =(1+4 p2)p2,0 — (Vtn + P1P2 + Vrest (1 + p2))p1,0 + Vrest (Ven + P1D2)p0,0,

H =n(vo — Vrest) + P3psoo,i,

siempre que estas expresiones estén definidas, i.e. que lo denominadores
no se anulen.

Notese que para calcular los valores de las p;, para ¢« = 1,--- 6,
asumiendo que el resto de las variables son conocidas, debe hacerse en
el orden en que fueron encontradas en la demostracién de la proposicién
anterior. Esto es,

Pe —> P1 —> P2 —> P3 —> P5 —* P4.

5.5. Método Forward-Backward Sweep

En la seccién anterior se encontraron ecuaciones que debe satisfacen
la solucion del problema de calibracion, en caso de existir. A continua-
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cién se propone un algoritmo basado en el método iterativo Forward-
Backward Sweep [70], para aproximar numéricamente la solucion del
problema.

En esta seccién se explicara la metodologia para la programacién del
algoritmo.

5.5.1. Algoritmo

Para una mejor comprension del método, dividiremos el conjunto de
ecuaciones en cuatro bloques:

Bloque A: Condiciones iniciales.

Vg — U
g3V + q20g + q1vo + qo = 0, wy = ——",

Ds

(de acuerdo a lo visto en la seccion [5.2)).

Bloque B: Modelo de Rogers-McCulloch.

f—Fl p,w),  v(0) = vo(p),

Bloque C: Ecuaciones Adjuntas.

921) = 2 ) (t) — O (p,up (1) + e (1) — o),

. _OF OF,

i - (pu)o(t) — %(p, u)i(t),

Bloque D: Ecuaciones de optimalidad.
pi = Pi(p,u,up, ),  1<i<6.

Los P; vienen definidos por los lados derechos de las ecuaciones del

teorema [5.4.3]

Como se mencioné anteriormente, usaremos el método de Forward-
Backward Sweep para disefiar el algoritmo de la siguiente forma:
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El algoritmo es del tipo iterativo. Cada iteraciéon cuenta de los sigui-
entes pasos.

Dado un valor inicial p para los parametros, con el bloque A se
obtendra un dato inicial ug(p) = (vo(p), wo(p)) para el modelo de
Rogers-McCulloch.

Con estos valores para los pardmetros y dato inicial, se resolvera el
bloque B, usando un método de Euler adaptativo (hacia adelante
en el tiempo), para obtener una solucién u, = (v,, w,) del modelo
de Rogers-McCulloch.

Después se resuelve el bloque C, de las ecuaciones adjuntas, a
partir de p, uo(p) y u, anteriores, usando un método de Euler
adaptativo (hacia atras en el tiempo), para obtener un valor para
los multiplicadores de Lagrange ® = (4,, x,n).

Finalmente, se obtiene un nuevo vector de los parametros con el
bloque D de las ecuaciones de optimalidad.

Con este nuevo conjunto de pardmetros, se vuelve a resolver el
bloque A, y asi sucesivamente.

Este proceso contintia hasta que el método converja. Esto es, que
cumpla una condicién de parada, ya sea que llegue a cierto nimero de
iteraciones o se cumpla que:

| vkt — vk [[2< 7o,
| Wit — wi ||2< Tw,
| Pt + Pr |lRE< Tp,

donde vg, wyi y px son los valores de v ,w y p, respectivamente, en la
iteracion k, y por dltimo, 7,, 7, ¥ 7 son los margenes de error de v ,w
y p, respectivamente.

En la figura[5.3] se muestra el diagrama de flujo del algoritmo propu-

esto.
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Dato inicial para
los pardmetros,

Do.

Bloque A
Dato inicial,

Uo,; = (Uo,m wo,i).

Bloque B
Solucién del modelo de Rogers-
McCulloch (Forward sweep),
U; = (Ui , Wy )

Bloque C
Solucidn de las ecuaciones
adjuntas (Backward sweep),

Qi = (i, i, Xi» M )-

1=1+1

Bloque D
Solucidn de las ecuaciones
de optimalidad,

Di-

Condicién de parada.
No

Aproximacion del 6ptimo.
p* = pi

Figura 5.3: Diagrama de flujo del algoritmo para el método Forward-
Backward Sweep.
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5.6. Problema de calibracién del modelo de
Rogers-McCulloch normalizado

Al ejecutar los programas en MATLAB/OCTAVE que utilizan el
algoritmo descrito anteriormente, se obtenian valores demasiado gran-
des o demasiado pequefios, segin el caso. Se pensd que esto podia ser
resultado de la disparidad en la magnitud de las variables consideradas.

Por este motivo se decidié normalizar el modelo de Rogers-McCulloch
(seccion [3.2.4), para estandarizar estas magnitudes; en particular, el
tamano de las soluciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales or-
dinarias y la sensibilidad del modelo de Rogers-McCulloch con respecto
a sus parametros.

Para esto, primero se normaliza la solucién del potencial transmem-
brana de referencia:
~ _ Uref — Urest
vT@f - - -
—VUrest

Siguiendo el mismo procedimiento que en las secciones [5.3][5.5] se
presentaré el problema de calibracion para el modelo de Rogers-McCulloch
normalizado.

5.6.1. Condiciones iniciales para el modelo normalizado

Al igual que en la seccién se imponen las condiciones iniciales

dv

—(0) =0,
dT(O) ?
dw

dﬁref

para 7 € [0,1] y 8 < =L (0).

De la segunda condicién y de la ecuacion obtenemos

. Ngy
@y = 9% (5.20)
de
y de la primera condicién tenemos
Fy =4. (5.21)

De esta tltima ecuacion y de [3.11] se obtiene el polinomio ctibico

A(x) = 2® +F22” + F1z + Fo
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donde
% _NoNyN6q16s
N5q4q6
ol ZQ%(D y
2

Asi como en la seccién se toma a Uy como la segunda raiz de la
ecuacion cubica
7 =0.

5.6.2. Meétodo de los multiplicadores de Lagrange
para el modelo normalizado

El planteamiento del problema de calibracién para este caso es el
siguiente:

Sean HY, = L?([0,1]) y HL = H!([0,1]). Dado el funcional
~ ~ 1, .
JiHy — R, J@) =5 0= Dres [

Se busca resolver el problema de aproximacion

nf J(0,). (5.22)

qeEN

Para caracterizar la solucién se usara la metodologia de los Multipli-
cadores de Lagrange. El lagrangiano asociado al problema (5.22)) es

E(0.0.8) = J6)+ % (50) - fo(a) ) +7 900) - 00to)

1 I~ 1 ~

~ dv ~ ~ dw ~

+ [0 T - Flaaw |ar+ [ 50| E0 - Rl o
0 T 0 dT

para ¢ €0, @ = (9,@) € (Hy)? y &= (,9,X.7) € (HY) xR?, donde

® es el vector de los multiplicadores de Lagrange. El Teorema de los

Multiplicadores de Lagrange establece que el 6ptimo de la funcién objeti-
vo cumple la cancelacién de las diferenciales de Gateaux del Lagrangiano.

Proposicién 5.6.1. Si ¢,7 € HY,, la diferencial de Gateaux de L con
respecto a 0 con direccion v € H}, es

~ ~

85.5L(q, 0, ®) = (1)5(1) — ($(0) — X ) ¥(0) — /0 fiq, a(r), ® (1)) v(r)dr,
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donde

dqs OF, ~ OF, ~
) E A (b A 1b""vref

)

u(q, u,

La diferencial de Gateaux de L con respecto a w con direccién w €
HYy es

Sa,a (g, ®) = H(1)B(1) = ($(0) = 7) @(0) —/0 D(q,(r), (7)) w(r)dr,

POSPGEN d OF
V(Qau7q)) 7¢+71¢

OF,
dr oW ow

0

Teorema 5.6.1. Considerando las diferenciales de Gateaux usadas en
la proposicién anterior, las condiciones necesarias y suficientes para que
se cumpla que R R

655 L(q,u,®) =0
para todo v € HY;, son:

-~

f(q,u,®) =0,  #(1)=0 y  ¢(0)=X.
Y las condiciones necesarias y suficientes para que se cumpla que
85,5 L(q. 4, ®) =0

para todo w € Hj, son:

o~ ~

7(q.0,®) =0, ¥1)=0 y  ¥0) =7

De esta proposiciéon obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones
consistentes en un problema de valor final asociado a un sistema de dos
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales para ¢ y v con coeficientes
variables, junto con dos ecuaciones algebraicas para X y 7:

9 O 4, 1m)Br) —~ D2, B)D) — Bres(7) (7).
dp  OF, .~ OF .~
W OB )3~ D (g, () (),

(5.23)
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Para resolver el sistema adjunto serd necesario calcular las derivadas
parciales de F; y Fy con respecto a ¥ y w, las cuales se muestran a
continuacion:

8131 ~ qa 9 ~ 2 /3PN
— =—-T|——= (3N — 2q1 (N
9% (q,u) NoNag? (3N2v q1 (N2 + q2)V + ¢1q2) + N5q1w )
oF, Tqs .
~ (qa ) =
871] N5Q1
OF,, . Tgy
7/\( 7u) XT
ov N3
oFy . —Tqsqe
7,\( ,U)
ow N3N6

El sistema de ecuaciones [5.23 es el sistema de ecuaciones adjuntas
del problema normalizado.

Ahora encontraremos las condiciones de optimalidad. Para esto, calcu-

lamos las diferenciales de Gateaux de L con respectoalosgq; (i =1,---,6).
Proposicién 5.6.2. Sea {e;, - ,eg} la base canénica de RS. La dife-
rencial de Gateaux de L con respecto a ¢; (1 = 1,--- ,6), estd dada por:
S . 0y _ 0ty
0q; L D) =— —
¢ L(q. @, ®) = =X 94 (@) =7 24 (a)
1 7 1 o
~ O0F, ~ O0Fy
- (1) —=—(q, u(r dT*/wTiq,UT dr.
| @t — [ 52 @)
(5.24)

Para el célculo con estas diferenciales de Gateaux necesitamos calcu-
lar las derivadas parciales de vy, Wy, F1 y F» con respecto a los para-
metros. Las derivadas parciales de F; y Fb con respecto a ¢; para i =
1,---,6 son:

OF , 2Ns 5 No+gs . SN
l(q,u)T{ qa ( 253 2Jrf12v2)+ 45 vw],

e NoNg \ ¢} i Nsq?
5)131 ~ Tq45 ~

TQQ(CI’U) :]\W(v_ql)’

Gk 00) = o (M = (V2 + )7 + e,
oF,, . -T __

T%(q,U) = quvw’
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8131 ~ 6ﬁ1 ~

5 \q,u)=—7—(qu)= Oa
8%( ) aqG( )

OFy T

772 — NeD —
er0.0) = 5 (Moo - ).
@( oy L 5

9qe ¢ N3Ng '

OF,, ,
—(q,u) =0, ara 1=1,2,4,5.
a4, (g,3) p

Igualando [5.24]a cero, se obtendré un sistema algebraico de seis ecua-
ciones. Este siste,a se puede resolver explicitamente encontrando una
expresion para cada p;, con i = 1,--- , 6, las cuales serdn las condiciones
de optimalidad de L. Sin embargo, para conocer estas expresiones, sera
necesario conocer las derivadas parciales de vp y -

Lema 5.6.1. Si p € Q, las derivadas parciales de Wy, dada por la ecua-

cion [5.20] con respecto a p; con i = 1,--- ,6, estan dadas por:
Owy  Ng O
0 -6 O, para i # 6,
9¢; g6 0g;

8@0 NG 8@0 NG —~
— =—— — —7p.
g5 d6 96 a3
Las derivadas parciales de 7y se obtendran derivando implicitamente
en la ecuacion 5211

Proposiciéon 5.6.3. Si (5qif(q, u, </I\>) = 0, entonces:

~

 Ne N0, . ['e OF, AN
(2+20) G =~ [ 3 Gt - [ 9 5

(g, u(r)) dr,

[ 8QZ
(5.25)
paral <i <5,y
~ NGA)aﬁo /1A OFy Ne .
+ 2= = _ T ,u(T) ) dr + —-nvy. 5.26
(24 250) S = - [ 00 G atm) ar+ e (520

Con este corolario se obtienen ecuaciones que dependen de las deri-
vadas parciales de Uy con respecto a los parametros. Derivando parcial-
mente F(p,up) = 6 con respecto a p; (i = 1,---,6), se pueden obtener
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las expresiones de las derivadas parciales de 7y con respecto a cada p;,
parai=1,---,6.

Lema 5.6.2. Sip € (AZ, se tiene:

N5g4 5 [2N2 vo — q1(N2 + QZ)] + NoN4Ng q;Z"’ 2

9% ) =
Oq q1 C
%(q) _ N5sq1¢4 % (V0 — q1)
g2 C

0o

Y] =0,

s (9)

)

9, —N5 U [N2 03 — q1 (N2 + q2) 0o + Q%(Iz}
87(14((1) =
on —N3N4Ng *71\0
g5 C
oy NaNuNg 55
a @
donde

)

c

)

qs
C = N5qa[3Notg — 2q1( No + g2)00 + ¢7g2] + 2N2N4N6;75'U0
6

Para poder simplificar las ecuaciones (5.25))-(5.25) y asi facilitar los
célculos, reformularemos los términos integrables de la parte derecha de
estas ecuaciones.

Lema 5.6.3. Paraj =0,---,3 y k=0,1, definimos p; , = fOl g(T)gj(T)@j(T) dr
YU]k—fO 7)09(7) w7 (7) dr. Entonces

) ~
~ OF, _ [ (2 No+qo ) B~ }
T)=—(q,u(r))dr =T — + —=— ,
/0 o( )8q1 (q,u(r)) N\ @0 T P20) T g P
L ~
~ 8F1 ~ TQ4 (,\ ~ )
T)=—(q,u(7))dT = — ,
/o o( )6q2 (q,u(r)) NoNaqy P2,0 — q1P1,0

) -
OF; . =T - - -
/ &(1) (g, a(7))dr = ~ v 3 <N203,O —q1(Na + q2) P20 + €1 g2 01,0)7
N2N4q1

1 8/\ _T
/O ¢<T>i;<q,a<7>>d7= Pin,

[ 502 0 dT—/qs O a(r))dr =0,
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L 9, T . ~
[ 30 Gttt = (Nodo - i )

o
~ OFy —Tqs .
7)—(q,u(r))dr = 00,1,

| oG @t = 5 G

) ~
/ gb(T)%(q,ﬂ(T))dT =0, para ¢=1,2,4,5.
o ;

Para este punto ya tenemos todos los elementos necesarios para obte-
ner expresiones para calcular p1,--- , pg a partir de las ecuaciones (5.25)

v 629).

Teorema 5.6.2. Si 5q,j(q,a, EI;) =0(i=1,---,6), entonces

Neo1,0
e =—=——
00,1
:60(N6ﬁ2,0 — q6P1,1)
NeUop1,0 — q6p1,1
NoTy [Ns(ﬁ?,,o — q102,0) — q6p1,1(Vo — %)]
g2 = 5
a1 [%ﬁm(ch — Vo) — NeUo(q1p1,0 — ,32,0)}
N3N T 77{%/71,1% - N6q16002:|
q3 = )
Tq142 00,1 [%Oq P11+ Neas 570]
—N5qy {Q3q2 Go,1 + 7 N3 NE 10 }
6 00,1 T 74V3LVg 7] Vo
q5 = =
N3Nsqsp1,1 ’
—NoN4Neqigs {N5Oé5gé + N3N6QSZ’\1,1}
qa = )

Ny [N5q1a3a5 + N3Ng Q5044}

donde

ay ZNzﬁg — q1 (N2 + 2)%0 + ¢i e,

s =Napsz0 — q1(Na + q2)P.0 + €3 42010
az =2N20y — q1 (N2 + q2),

ay =2N2p30 — q1(N2 + q2)p2,0,
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. 1 PN
a5 =q3q3 00,1 + TNsNGQ??Uo-

Nuevamente, los pardmetros se calcularén en el siguiente orden:
6 — q1 —> q2 — 43 —> 5 —> q4-

Los resultados mostrados en esta secciéon fueron obtenidos de forma
analoga a seccion [5.4]

5.6.3. Método Forward-Barckward Sweep para el mode-
lo normalizado

De manera analoga que en la seccion [5.5] definimos los bloques sigui-
entes:

Bloque A: Condiciones iniciales.

3 o~ ~2 o~ ~ ~ —~
U + Y2V + Y100 + 70 = 0, Wy = )

(de acuerdo a lo visto en la seccion [5.6.1)).

Bloque B: Modelo de Rogers-McCulloch.

v~ . ~

gﬂ: Fi(q,u), v(0) ="7o(q),

= = By(q,8). 9(0) = Bo(q).
Bloque C: Ecuaciones Adjuntas.

B 1) = -2 0)3(r) ~ 24,87 + s () — ),

L) =S @) - G2 @ n)I),

o1)=9(1)=0, Y=0¢(0), 7=1(0).

Bloque D: Ecuaciones de optimalidad.

~

Qi:Qi(qaaaaOa@)a 1 <4 <6.
Los Q; vienen definidos por los lados derechos de las ecuaciones de

la proposicion [5.4.3

Se intentd este método para el sistema normalizado, pero se obtuvie-
ron los mismos resultados que en el sistema sin normalizar.
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5.7. Calibraciéon usando MATLAB

Debido a que no se pudo seguir haciendo pruebas para encontrar el
fallo en la metodologia que se intent6 en las secciones anteriores, se optd
por buscar otra opcién con la que pudiéramos dar resultados aceptables
para nuestra problemética.

Asi que, finalmente se utilizaron dos funciones de MATLAB, fmin-
search [16] y fmincon [[75] para encontrar el conjunto de parametros que
minimizan el problema de calibracién descrito al principio de este capi-
tulo.

5.7.1. Discretizacion del problema de calibracién

Primero se discretiza la funcién objetivo

T
27 (v) = /0 (0(t) — vyer (£))2 dt

de la siguiente forma

n—1

I'(v) =h Z( v(i) = vres (3) )? (5.27)

donde v y v,y son vectores en R™ que son discretizaciones del mode-
lo de Rogers-McCulloch, n es el niimero de nodos y h es el paso temporal.

A continuacion se presenta un codigo para la funcién objetivo de
nuestro problema.

function f = funcion objetivo(p0)
T=400; % Tiempo final
h=0.05; % Paso de la malla
t=0:h:T; % Malla temporal

% Dato inicial para el modelo de Rogers—McCulloch
u0=[—-52.4,0];

© 0 N e o R W N e

-
o

%olucién para el modelo de Roger—McCulloch
[t,u]=0delbs(@(t,y)RMcC(t,y,p0),t,u0);

=
o=

Hotencial transmembrana del modelo de Rogers—McCulloch
v=u(:,1);

= e
o s W

Hotencial transmembrana de referencia
load ’vref.mat’

=
N o
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10 f=hssum((vref—v).*x(vref—v));

21 end

Dado un vecto p0 de los parametros del modelo de Rogers-McCulloch,
la subrutina funcion_ objetivo resuelve el modelo de Rogers-McCulloch,
usando la funcién odel5s por medio de la subrutina RMcC, que contiene
las ecuaciones del modelo.

Después carga la solucién del potencial transmembrana de referencia
(que debe calcularse previamente). El potencial transmembrana de refe-
rencia seré la solucion del potencial transmembrana de cualquiera de los
casos de interés para el modelo escogido, en nuestro caso, el modelo de
Bernus et al. Finalmente calcular la funcién objetivo .

Denotaremos como calibraciéon aproximada al vector p de paradmetros
obtenidos de la calibracién con alguna de las dos funciones de MATLAB
mencionadas anteriormente. Asi mismo, nos referiremos como solucién
aproximada la solucién obtenida a partir de la calibracién aproximada.

5.7.2. Calibracién con fminsearch

Para utilizar la funcion fminsearch [76] se necesita fijar un punto
inicial py para los parametros del modelo de Rogers-McCulloch, con el
que se empezard la aproximacion. Ademés se debe ingresar la funcién
objetivo ([5.27).

A continuacién se muestra el un cédigo en MATLARB para la reso-
lucién del problema de calibraciéon con el uso de fminsearch, que busca
parametros que minimizan la funcién objetivo con el algoritmo de Nelder-
Mead [115].

% Punto inicial para los pardmetros
p0=[40,0.13,0.013,0.26,0.1,1];

N A

[optimo]=fminsearch (@funcion objetivo ,p0);

Usando esta metodologia obtuvimos la calibracién aproximada de los
ocho casos de interés descritos en las secciones 4.3H4.6l Estos resultados
se presentan en la tabla [5.1}
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de

—_—

modelo i6nico de Rogers-McCulloch

Potencial transmembrana (mV) Potencial transmembrana (mV) Potencial transmembrana (mV)
N ) )
8 S S

Potencial transmembrana (mV)
')
S

Endocardio VD S
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0 50

100

150 200
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250
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100
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-100
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150 200
0 (
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100

150 200
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300

350

400

50

100
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Figura 5.4: Comparacién de las soluciones de Bernus (obtenidas en el
capitulo 4) y Rogers-Mculloch con los parametros obtenidos usando

fminsearch
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En la figura se muestra la comparaciéon de los potenciales de
accién obtenidos con el modelo de Bernus et al. y con el modelo de
Rogers-McCulloch usando los parametros 6ptimos de la tabla [5.1] para
los ocho casos de interés.

Caso  Tipo de célula D1 D2 D3 o D5 D6
1 Endo VD S 13.54730  0.22429 0.00902 0.72046 0.03955 -0.37918
2 Epi VD S 12.04057 -2.00504 0.00201 2.79068 0.75539  -7.43356
3 Endo TSVD S 8.27437  -2.37972 0.00096 7.64018 3.53707 -16.45139
4 Epi TSVD S 13.10590  0.09727 0.00118 0.67766 0.42301 -2.85447
5 Endo VD B 12.99277 0.15984 0.00362 1.18279 0.12360 -1.36588
6 Epi VD B 13.60164 0.00004 0.00507 0.22644 0.01192 -2.30623
7 Endo TSVD B 12.24071 -0.40879 0.00333 1.95523 0.34345 -2.31583
8 Epi TSVD B 13.18746  0.26250 0.00655 0.61110 0.06259 -0.15936

Tabla 5.1: Parametros obtenidos usando fminsearch para los casos de
interés.

De la figura notamos que los potenciales obtenidos con los paré-
metros 6ptimos se aproximan bastante bien con los potenciales de accién
de referencia.

Sin embargo, de la tabla podemos observar que se tienen valo-
res negativos para los pardmetros ps y ps. Esto no tiene sentido, sobre
todo para el parametro ps, que esta relacionado con el valor umbral del
modelo de Rogers-McCulloch, y debe cumplir 0 < py < 1.

Este problema se podria arreglar poniendo restricciones sobre los
parametros para que estos sean siempre valores positivos y para el caso
de p2, que sea menor que 1. Sin embargo, la funcién fminsearch no acep-
ta restricciones.

5.7.3. Calibraciéon con fmincon

Para poder arreglar el problema de los pardmetros negativos que se
obtuvieron en la secciéon anterior, se busco otra funcion que permitiera
el uso de restricciones.

La funcién fmincon [75] minimiza problemas con restricciones del
tipo:

Rl * X S RQa
min f(x) sujeto a Rs -z = Ry, (5.28)
“ R5 S X S RG‘
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Para i = 1,---,6, las restricciones sobre los parametros que necesi-
tamos para nuestro problema son

0<pr <1, p; > 0, para i # 2.

Entonces R;,---,Rg son vectores en RS donde Ri,---, R4 seran
vectores vacios (ya que no necesitamos las primeras dos restricciones de
(5.28)), R5 es el vector cero y Rg serd un vector que su segunda compo-
nente tiene el valor de 1, y el resto de sus compomentes serd un valor
muy grande, ya que no tenemos una cota superior para las p; con i # 2.

A continuacién se presenta un codigo en MATLAB para la resoluciéon
del problema de calibracion con el uso de fmincon.

1 % Punto inicial para los pardmetros
> p0=[40,0.13,0.013,0.26,0.1,1];

3

1+ RI=[];

5 R2=[];

s R3=[];

7 Ra=[];

s Rb=zeros(1,6);

o R6=[999,1,999,999,999,999];

11 [optimo]=fmincon(@objectivefcn ,p0,R1,R2,R3,R4,R5,R6);

Los resultados para los ocho casos de interés utilizando esta funcién
se presentan en la tabla [5.2}

En la figura se muestra la comparacién de los potenciales de
accion, obtenidos a usando el modelo de Rogers-McCulloch usando los
parametros de la tabla y los potenciales de accién de referencia,
obtenidos usando el modelo de Bernus et al.

Caso  Tipo de célula P1 P2 D3 D4 J23 De
1 Endo VD S 22.04826 0.11738 0.00536 0.29081 0.09175 0.50731
2 Epi VD S 22.00019 0.11905 0.00488 0.27684 0.09689 0.50307
3 Endo TSVD S 16.83828 0.22099 0.00545 0.42169 0.08641 0.36558
4 Epi TSVD S 22.46478 0.18304 0.00491 0.37853 0.09327 0.18139
5 Endo VD B 22.23960 0.01527 0.00478 1.03260 0.25897 1.01x10~°
6 Epi VD B 21.51793 0.02616 0.00481 1.02932 0.26698 5.8x107°
7 Endo TSVD B 17.56021  0.09854 0.00478 0.94469 0.20109 3.6x107°
8 Epi TSVD B 22.04752 0.11913 0.00488 0.27642 0.09690 0.50315

Tabla 5.2: Parametros obtenidos usando fmincon para los casos de inte-
rés.
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Figura 5.5: Comparacién de las soluciones de Bernus (obtenidas en el
capitulo 4) y Rogers-Mculloch con los parametros obtenidos usando

fmincon
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5.7.4. Analisis de los resultados y conclusiones

Los parametros obtenidos usando fmincon son todos positivos y se
cumple que py < 1, sin embargo las soluciones del modelo de Rogers-
McCulloch no se aproximan tan bien a los potenciales de referencia, como
los obtenidos con frinsearch.

Observando el comportamiento de w en las soluciones obtenidas con
ambas funciones, vemos comportamientos irregulares para esta variable
de recuperacion.

Para las soluciones obtenidas a partir de los pardametros aproxima-
dos con fminsearch, en casi todos los casos, w aparentemente tiene un
comportamiento exponencial (figura . Para las soluciones obtenidas
a partir de los parametros aproximados con fmincon, para algunos casos,
w parece establecerse en un valor constante (figura [5.8).

Estos comportamientos de w pueden explicarse de la siguiente forma:
I dw .
Siv & vpes, entonces tenemos que T~ —TP3pew. Asi, para t cercano
a T se cumple que

w(t) ~ Ce Pspel para C' constante.

Por tanto, para t cercano a T, si pspg < 0, w tiene un crecimiento
exponencial y si pspg > 0, entonces w — 0 cuando t — oo (figura .
Ademés, si pg =~ 0 se sigue que w ~ C'. Para este ultimo caso, eventual-
mente w bajard a cero, pero muy lentamente.

Ce™P3Pst i papg < 0

Ce P3PSt i paps >0

Figura 5.6: Comportamiento de w cuando t — T.



5.7. Calibracion usando MATLAB

117

Endocardio VD sano

Epicardio VD sano

50 50
s s =
£ 0 E o 1
'] @
2 e
g g
= 50 = 50
s 5
[ [
-100 -100
0 50 100 150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350 400
Tiempo (ms) Tiempo (ms)
600 6000
s s =
~ 400 ~ 4000
'] ']
= =
g g
= 200 = 2000
5 <3
[ o
0 0
0 50 100 150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350 400
Tiempo (ms) Tiempo (ms)
50 Endocardio TSVD sano 50 Epicardio TSVD sano
3 3 =
= 0 = 0
'] ']
e 2
g g
= -50 = -50
5 s
o [
-100 -100
0 50 100 150 200 250 300 350 50 100 150 200 250 300 350 400
Tiempo (ms) Tiempo (ms)
4000 T 80
2 3000 Z 60 “
@ ']
§ 2000 E 40
5 1000 B 20
[ [
0 0
0 50 100 150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350 400
Tiempo (ms) Tiempo (ms)
50 Endocardio VD con Brugada 50 Epicardio VD con Brugada
s s =
= 0 = 0
'] )
2 e
S g
= 50 = 50
S <]
[ [
-100 -100
0 50 100 150 200 250 300 350 50 100 150 200 250 300 350 400
Tiempo (ms) Tiempo (ms)
400 6000
s s [—
£ 300 £
= <= 4000
@ @
§ 200 §
= 2000 - 1
5 100 5
[ [
0 0 -
0 50 100 150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350 400
Tiempo (ms) Tiempo (ms)
50 Endocardio TSVD con Brugada 50 Epicardio TSVD con Brugada
s s =
= 0 = 0
) )
2 2
g s
= 50 = 50
5 s
o [
-100 -100
0 50 100 150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350 400
Tiempo (ms) Tiempo (ms)
800 200
2 600 Z 150 ¥
g 400 g 100
3 200 3 50
o [
0 0
0 50 100 150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350 400

Tiempo (ms)

Tiempo (ms)

Figura 5.7: Soluciones del modelo de Rogers-McCulloch para los casos

de interés usando fminsearch.
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Figura 5.8: Soluciones del modelo de Rogers-McCulloch para los casos

de interés usando fmincon.
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Esto podria dificultar la subida rapida del siguiente potencial de
accién ya que, al momento del siguiente estimulo, w en lugar de te-
ner un valor cercano a cero, tendria un valor muy grande.
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Figura 5.9: Comparaciéon de las soluciones del modelo de Rogers-
McCulloch con los pardmetros aproximados con fminsearch para los
casos sanos (a) y con Sindrome de Brugada (b).
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Figura 5.10: Comparacion de cada tipo de célula en situacion sana y con
Sindrome de Brugada con los parametros aproximados con fminsearch.
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En la figura 5.9 se muestra una comparacion de las soluciones obte-
nidas usando los parametros aproximados con fminsearch para los casos
sanos y los casos con Sindrome de Brugada.

De la figura [5.10] observamos que la DPA de los casos con Sindrome
de Brugada es mas corta que para los casos sanos.

Para los potenciales de accion de la figura [5.10k podemos observar
que el caso con Sindrome de Brugada tiene una altura mayor que el caso
sano, mientras que la altura de los potenciales de acciéon de las figuras
a, b y d se mantiene cuando se pasa del caso sano al caso con
Sindrome de Brugada.

Los potenciales de accién de la figura c aparentemente suben
con la misma velocidad. En los casos de la figura[5.10R, el potencial de
acciéon con Sindrome de Brugada sube un més rapido que el del caso
sano, mientras que en los caso de la figura [5.10d el potencial de accion
del caso sano sube un poco mas rapido que el del caso con Sindrome
de Brugada. Finalmente, en los casos de la figura [5.10b, el potencial de
accion del caso con Sindrome de Brugada sube muchisimo mas lento que
el del caso sano.
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Figura 5.11: Comparacién de las soluciones del modelo de Rogers-
McCulloch con los parametros aproximados con fmincon para los casos
sanos (a) y con Sindrome de Brugada (b).

En la figura [5.11] se muestra una comparacién de las soluciones ob-
tenidas usando los parametros aproximados con fmincon para los casos
sanos y los casos con Sindrome de Brugada.

En las figuras a, b y ¢ la meseta del potencial de accién del caso
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con Sindrome de Brugada es mas alta que la del caso sano,sin embargo
el potencial de accién del caso sano termina antes que el del caso con
Sindrome de Brugada. En la figura[5.12ld pasa lo contrario, el la meseta
del caso sano es mas alta y la duracién en este caso es mas corta.

El potencial de accién de los casos con Sindrome de brugada de las
figuras a, b y ¢ sube con mayor velocidad que los casos sanos, pero
para los potenciales de accién de la figura[5.12|d suben casi con la misma
velocidad.
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Figura 5.12: Comparacion de cada tipo de célula en situacion sana y con
Sindrome de Brugada con los parametros aproximados con fmincon.

Debe hacerse notar que los valores obtenidos con ambas funciones
dependen mucho del valor inicial p0 con el que empiece a aproximar y
del dato inicial u0 para el modelo de Rogers-McCulloch, ya que la solu-
cion aproximada depende mucho de estos dos valores.

Cuando u0 es suficientemente grande, la solucién del modelo de Rogers-
McCulloch tiende a aproximar mejor el domo, ignorando la subida y el
pico del potencial de accion. Cuando u0 es cercano al valor umbral, inten-
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ta aproximar mejor la subida, y en algunos casos, el pico del potencial
de accion.

Tanto fminsearch como fmincon nos proporciona un conjunto de
parametros que parecen aproximar bastante bien los potenciales de accién
de referencia. Sin embargo, en ninguno de los casos (usando fminsearch
o fmincon) parece aproximar los cambios en la muesca, en el domo ni en
el pico del potencial de accién (cuando la altura de este es grande), que
son imortantes para el Sindrome de Brugada.

El modelo de Rogers-McCulloch tiene grandes limitaciones para si-
mular potenciales de accién que nos ayuden a estudiar el Sindrome de
Brugada. Sin embargo, los resultados obtenidos pueden usarse en mode-
los para el tejido cardiaco (como el modelo bidominio) y asi poder simular
cardiopatias, como lo es el Sindrome de Brugada.
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Apéndice A

Conceptos de Analisis fucional

A continuacién se hard una breve descripcion de los espacios utiliza-
dos en este trabajo [1l 45]. Fijamos T > 0.

H° = L2(]0, 7)) es el espacio de las funciones de cuadrado integrable
(segin Lebesgue), con norma y producto escalar

1/2

T
I £ llo= ||f||Ho=(/0 ) P dt) . VfeH,

T
<fvg>O: <fag>]]-]10:/0 f(ﬂ@dt vageHO'

H' es el espacio de Sébolev de funciones de H° con derivadas (en el
sentido de Sobolev) en HY, con norma y producto escalar

T T 4 1/2
15 = sl ([ 1r@Pas [ G opa) v e,

T T
— d
<fomi=<fgza= [ i@+ [ Do

dg 1
—(t)dt H-.

Con estos productos escalares, estos dos espacios son espacios de
Hilbert.

A continuaciéon enunciamos un teorema de integracién por partes
para la integral de Lebesgue [94].
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Teorema A.1. Sean f,g € L'(]0,T]) tal que existen %, % (en el sentido

deébil) y 4. 99 ¢ L1([0,77). Entonces
T T
| %= £y - 1090~ [ L g

0

Corolario A.1. Si f,g € H', entonces

[

[ e

| 10 wa = s0)(r) - 10900
0

Demostracién. Se sigue del resultado anterior, ya que L?([0,T]) C
L'([0,T7). [ ]



Apéndice B

Demostraciones

A continuacion se muestran las demostraciones de los resultados de
la seccion [5.4]

B.1. Proposiciéon |5.4.1

Demostracion: Usando integraciéon por partes obtenemos

/ o(1) oATT) ~ 600) - [ f;fmv()du
dip
w()dtodt— Hy(r) ~ w00~ [ % i

(B.1)
Sustituimos (B.1) en (5.9) para reformular al Lagrangiano, obtenien-
do:

L(p,u, ®) =J(v) + ¢(T)o(T) = ¢(0)v(0) + P (T)w(T) — ¢ (0)w(0)

T
/ (O F (p, ult)) di — / Bt Falp,u(t)) dt
T ay

Tdg
Liwwde— [ Zp

0

i x(v(O) ~ @) +1(1(0) - wlo) ).

0

Evaluando el lagrangiano en el punto (p,u + h(7,0), ®) obtenemos:
L(p,u+ h(v,0),®) =J(v+ hv) + ¢(T) [v(T) + ho(T) ] (B.2)
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= ¢(0)[v(0) + hv(0) | + Y(T)w(T) — 1 (0)w(0)

(B.3)

; %(t)[v(t)—kh@(t)]dt— ; %( Hw(t) dt

(B.4)

/sb Fi(p,u(t) + h(T(t), 0)) dt (B.5)
/ B(t)Fa(p, ult) + h(T(1),0)) d (B.6)
; x( (0) + H(0) Uo@)) +n<w(0) - wo<p>)
(B.7)

| v+ hv — Uref ”g
0= vpey I +5 || ho ||3T+ <V = Vpef, U >0

(v) + 12 | 7|2 +h</0 [0(t) — vyes () (1) dt).
(B.8)

Sustituimos (B.8]) en (B.2) y hacemos un reordenamiento de términos
para obtener

Lipu+ A(,0),®) = Lip,u, ) + H(T(T) ~ (6(0) - x)i(0)]
ol -n [vm«u) o(t) + ()} W) dr
/(b [Fy(p, ult) + h(5(t),0)) — Fi(p,u(t))] dt

/w [Fa(p,u(t) + h(5(t), 0)) — Fa(p, u(t))] dt.

(B.9)
Ahora evaluamos el Lagrangiano en el punto (p,u + h(0,w), ®):

(¢
Lo,
dt

7),8) = J(v) + HT)(T) — 6(0)0(0)
0 BO)F (p,ult) + h(0,(1))) di
+lT w<T>+hw< V1= w0 w(0) + hi(0))

O 0w+ na )t~ [ R0 + 10,000

+X(v(0 )+ 0(10(0) + 10) ~ wor) ),
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entonces

L(p.0.®)+ hLo(T)(T) = (0(0) ~n)0)] b [~ G0

/qs [Fy(p, ult) + h(0,@(t)) ) — Fi(p, u(t)) ] dt

/ GOLFa(p, ult) + (0, () ) — Fa(p, u(t)) ] dt.

(B.10)
Denotando z = (p, u(t)), a = (0,hv(t),0) y b = (0,0, hw(t)), usando
el Teorema de Taylor, tenemos para i = 1, 2.

Fi(z +a)— F(z) = DF;(z)(a) +O0(a?) = 38};2 (z)ho(t) + O(h?),
(B.11)
OF;

Fi(z+b) — Fy(x) = DF;(z)(b) + O(b?) = —(2)hw(t) + O(h?).

ow
(B.12)

Sustituyendo (B.11) y (B.12) en (B.9) y (B.10), obtenemos:

Dlp,u+h(3,0),®) = Lp,,8) + HTIIT) - (6(0) ~ )7(0)
ol [ [f ~olt) + 50 | oy
T
- [ o0 G o) 1) + 00|
r OF. )
—/O w(t)[a,f(p t) +O(h?) ]
T
L(p,u + h(0,w),®) = _h/o %( Hw(t) dt
Ll ®) DO - w( > Wi0)]

[ o0 [ 2 ey ey + o | a
/OTW)[%Z’Q@U t) + O(h?) }dt

Asi, la diferencial de Gateaux de L con respecto a v con direcciéon v esta
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dada por:
1 ~
0y 5L(p,u,0),®) = limy, ¢ E[L(p, u+ h(v,0),®) — L(p,u, )]

= ltmy, 0 [¢(T)5(T) — (¢(0) = x)v(0)

T
AT = [ restt) - o) + G0 | 00)

_ATM@[%?@manmw+omﬁ(n
- [ v [t 0+ 0 | dt}

= o(T)o(T) — (¢(0) = x)v(0)
T do OF, aFQ]

_/o [v”ef(t) v(t) + o (1) + ¢(t) 5~ + 9 (1) (t) dt.

La diferencial de Gateaux de L con respecto a w con direccion w esta
dada por:

~ 1 ~
6w775L(pa u+h(0, w)7 (I)) = 11/Inh—>0 E[L(pa u+h(0’ U)), (I))*L(p, u, 0)7 (D)]

— Ity LW (1) = (w(0) = (o) ~ | T
8F1
0 o(0) | St u(0)(0) + O |
[ [w 0+0]
T)w(T) ¢(0 - )
—/[ )+ <> L ult) + 000 G2 ()| 0

Definiendo p y v como se indica en ([5.11)-(5.13) se obtiene el resul-
tado deseado. [ |

B.2. Teorema [5.4.2

Demostracién: Probaremos (a), y para (b) se procede anilogamente.
La condicién suficiente es obvia a raiz del calculo anterior. Probaremos
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la necesidad.

Suponemos entonces que ¢ € H' y &, 5L(p,u,®) = 0 para todo
v € H'. Probaremos que ;1 =0 c.t.p.

Procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe € > 0
y E C[0,7] de medida positiva tales que u(p,u,®) > € parate€ E.

Es claro que existen § >0, F C EN4,T — 6] de medida | F |>0
y U, € H' tales que

0.(0) =0.(T) =0,

U.(t) =0 ctpté E,
0<w.(t) <1 ctptel0,T] vy
Ue(t) =1 ct.pt€F.

Entonces

0= 0,50, ®) = [ o, )07 ()

Zﬂﬂm%@@@@ﬁ
>e| F|>0,

contradiciendo nuestra hipotesis. Si existen € > 0 y E C [0, 7] de medida
positiva tales que u(p,u, ®)(t) < —e para t € E, se procede analoga-
mente.

Es claro que si p(p,u,®) no es idénticamente nulo, se ha de tener
alguno de los dos casos anteriores.

Esto prueba que u(p,u, Phi) = 0 c.t.p. Entonces se tiene
0=10,5L(p,u,®) =o)v+ (x — ¢(0))v(0) para todo v € H'.
Tomando un 7; € H' tal que
01(0) =0 y w(T) =0,
se tiene ¢(T) = 0.
Y tomando un o, € H' tal que
BH0)=1 y 5(T) =0,

se tiene ¢(0)x.
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B.3. Proposicién [5.4.2

Demostracion: Parai =1, --- , 6, evaluamos el Lagrangiano en el punto
(p+ hej,u, D):

L(p + hej,u, ®) = J(v) + X(v(O) —vo(p+ hei)) + n(w(O) —wo(p + hei)>
4 /OT 6(1) [(Z(t) — Fy(p+ hes, u(t))} dt + /OT o(t) {Csf(t) — Fy(p+ hes, u(t))} dt
= 20, ®) — x (w004 1) — o) ) = 0o+ ) — o))
- [ ow Filp s u(t) = Fap )| d
[0 Bt + ) - Pt
— L. ®) = x| 2 () -+ 00| = n| 522 -+ 00)|

-/ " o) S (e - 00| e - [ Lo S u(tn - 0|

Siguiendo la definicién de la diferencial de Gateaux, se tiene el resul-
tado deseado. ]

B.4. Proposicién [5.4.3

Demostracioén: Si d,,L(p, u, ®) =0, de (5.15) y (5.16)) se tiene que para
i # 6,

1 6’00 _ T 6'F1 r aFZ
<X+p6n>apj(p) - /0 d)(t)@(p,u(t))dt— /0 zb(t)@(p,u(t))dt-

Ademés, como g—g(p, u) =0, de l) y 1b tenemos que

1 \ovy, , 1 r 0F;
<X + p6?7> 87)6(1)) = ZT%U(UO(])) — Urest) — /O %D(t)aT)G(P, u(t))dt. u
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B.5. Lema |5.4.2

Demostracion: Sustituyendo (5.3)) en Fy(p, ug), y derivando con respec-
toap;, parat =1, 6, tenemos:

%(pa UO) = (pl_giest)z |:(UO - vrest)(UO - Uth)( - %)
+<'UO - Urest)(pl - )(g;? p2) + (UO - Uth)(pl — U )g;?]
o5 (V0 = Vrest) (Vo — ven) (P1 — v0)
2 o)
ot ey (V0 T Urest) g+ o7 (V0 — rest)* =0,
Gor (D10) = Gr=ht—3z | (vo — rest) (P1 — v0) (532 +v )
Op, o 10 (p1—Vrest)? 0 rest)(P1 0 sz rest — D1

_(UO - 'Urest)('UO - Uth)% + (UO - Uth)(pl - ”O)gzg]

___2p5 _ _
P6(P1—Vrest) (Uo vT@St) 3172 0

TI(P, ug) =0,
p,ug) = m(ﬂo — Urest) (Vo — ven)(p1 — Vo)

ooz | (Vo = vrest) (P1 — v0) — (vo — Vrest) (vo — vin)
) 2 o)
(w0 — v (1 — Uo)] Q2 (4 g2 =),
BFI (pa UO) - m |:(UO - 'Urest)(pl - UO) - (UO - Urest)(vo - vth)
+(UO - Uth)(Pl - UO) %ﬁg - m(vo - Urest)2
2p Ovg __
" pe(p1— zre t)( 'Urest) Bzg - O’
0 0) = e[ (00 = o)1 — ) = 00 = )00 = )
+(vo — ven)(p1 — Uo)] g%z + F(mpi)mt) (V0 — Vrest)?
2ps _
" pe(p1 pU'reat) ( vre“) apg 0.
De las ecuaciones anteriores, despejando ‘g—;’f, parai=1,---,6, ob-

tenemos el resultado deseado. [ |
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B.6. Lema |5.4.3

Demostraciéon: Para cada i = 1,--- , 6, calculamos la derivada parcial
de Fy y F5 con respecto a p;.

oF, D4
8791(1)’ u) :m(v — Vpest) | (0= (1 = p2)Vrest — p1p2) — p2(p1 — v)
2p4
- m(v — Vpest) (v — (1 — p2)Vpest — p1p2)(p1 — V)
Ps
(1= a2 et
P4

:m[(l + p2)v? — (Ven + p1p2 + (1 + P2)Vpest )V

2p4
(pl - Urest)g
- (pl (Urest + vth) + vrestvth)v + pl'Urest'Uth]

+ (vth + p1p2)vrest] - [71}3 + (pl + Upest + Ui&h)’U2

pis(vw - Urestw),
(pl - Urest)Z
oF —Pa
Tpg(p u) :101—71”(“ — Urest)(P1 — v)
res
:pl_piit(zﬂ - (vrest +P1)U +plvrest)7
res
oFy 1
6734(29, u) :m@ — Urest) (v = (1 = p2)vrest — p1p2)(p1 — v),
-1
R TE— [v?’ — (1 + Vrest + i)V + (P1(Vrest + vin)
1 = Urest
+ Urestvth)v - plvrestvth] )
OFy —1
%( , ) P1 — Urest (U B UTESt)w
—1
== (’UU) - Urestw)v
P1 — Urest
OF, OF,
WP =57 —Du)= 07
s (pu) =3 s (P, u)

OFy
87p3(p’ U) =V — PeW — Urest,
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0F;
37176(10’ u) = — psw,
3Fg 3F2 6F2 8F2
Tpl(p,u) Zaim(p, u) = 8774(1?7“) = aT)S(P,U) =0.
Multiplicando cada opr Y Gpo bor ¢ y 1, respectivamente, e inte-
grando de 0 a T, obtenemos el resultado deseado. |

B.7. Teorema [5.4.3

Demostracion: Si dp; L(p.u, ®) = 0, del corolario [5.4.3] tenemos que,
para:

1=1

( n 1 ) |:_p4(p1 - Urest)A + 2]943 - %(Pl - vrest)(UO - 'U'r‘est)2
X J— =

p677 c

—p.
pij {(1 +p2)p2,0 — (Ven + p1p2 + (1 4 P2)Vrest) P10
1 = Urest
2p
+ (ven +p1p2)vrest/00,0:| + 4 5| — P30+ (P1 + Vrest
(pl - Urest)

(B.13)

+ Uth)pQ,O - (pl (Urest + Uth) + Urestvth)pl,o + plvrestvthp0,0:|

Ps
- 7(P1,1 - vrestp0,1)7
P1 — Vrest
1=2
(X + in) (pl - 'Urest)(vo - Urest)(pl - 'UO):l —
Pe C
-1
——————(p2,0 = (Vrest +D1)P1,0 + P1VrestP0,0), (B.14)
P1 — VUrest
1=3
01,0 — Urest00,0 — P600,1 = 0, (B.15)

1=4
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1 _(UO - vrest)(vo - 'Uth)(pl - UO):| F
+— = )
(X D6 77) |: C (pl - Urest)2
(B.16)
1=25
1 (pl - Urest)(UO - 'Urest)Q o 1
(x + 76 n) [ 26C T (P11 — VrestPo,1)
(B.17)
1=206
1 - — Ures Vo — Ures 2
(x + 17677) [ s (P é)( - t } = 1(vo — Vrest) + P3Pgo0,1-

(B.18)

De (B.15) podemos despejar a pg de tal forma que no depende de
otro de los pardmetros:

o 01,0 — VUrest00,0
b6 = —_ —"—-
00,1

Observamos que las ecuaciones (B.13))-(B.18)), a excepcion de la ecua-
cion de (B.15), tienen el término C' en su denominador. Debido que C

depende de pi, p2, ps, P5 V P, €sto nos dificulta encontrar un sistema
desacoplado para p. Asi que se usard una combinacion de estas ecua-
ciones para poder eliminar a C' y de esta forma poder encontrar una
expresion para cada p;.

De la ecuacion (B.14) y (B.17)) tenemos que

Pe(p1 —v0)  —p2,0+ (Vrest + P1)P1,0 — P1UrestP0,0

(UO - Urest) P1,1 — VUrestP0,1

De aqui podemos encontrar una expresioén para p; que sélo depende
de pg:

_ VoP6(P1,1 — Vrestpo,1) + (Vo — Urest) (VrestP1,0 — £2,0)
p6(p1,1 - Urestpo,l) - (Uo - Urest)(ﬂl,o - Urestpo,o)

De las ecuaciones (B.16) y (B.17) tenemos que

—p6(vo — (1 = p2)Vrest — P1p2)(P1 —vo) F

)
Vo — Urest P1,1 - vrestpo,l
donde

F =p3,0 — (p1 + Vrest + (1 — p2)Vrest + p1p2)p2,0 + [P1(Vrest + (1 — p2)Vrest + P1D2)



B.7. Teorema 5.4.3 137

+ 'Urest(l - p2)'U1"est + p1p2)]p1,0 - plvrest((l - pQ)Urest + p1p2)p0,0~

Despejando po obtenemos:
Py = (Vo — Vpest) D
(P1 — Vpest) B
donde
D =(p1 —v0)(p1,1 — Vrestpo,1)P6 + p3,0 — (D1 + 2Vrest)p2,0 + (201 + Vrest)VrestP1,0

2
— P1VrestP0,0

E =(p1 — v0)(p1,1 — Vrestpo,1)P6 — (Vo — Urest)(—p2,0 + (P1 + Vrest)P1,0 — P1Urest £0,0)-

Observamos que ps solo depende de p;. Ahora, de las ecuaciones

(B-16) y (B.18) tenemos que

D5 (UO - Urest) _ [n(vO - Urest) +p3p%0071](p1 - v'rest)

(vo — ven)(P1 — vo) F

Despejando ps obtenemos:

pS(vO - Urest)F - 77(“0 - vrest)(pl - vrest)(vo - Uth)(pl - UO)

p3 =
pgao,l(pl - Urest)(vo - Uth)(Pl - Uo)
(B.19)
De (B.18) y (B.17) obtenemos:
_ [77(1)0 - vrest) + pSP%JO,l](pl - vrest)
—DPsPe = )
P1,1 — Urestf0,1
luego
- - 3 2 - 3
Py = [77(1]0 'Urest) + p3p600,1}(p1 'Urest) ) (BQO)

pG(P1,1 - Urestpo,l)

Sustituyendo (B.20)) en (B.19) podemos encontrar una expresiéon para
p3 que no depende de ps:

—77(1)0 - Urest)[('UO - Urest)F + (UO - Uth)(pl - UO)(pl,l - Urestpo,l)pﬁ]
P200,1[P6(p1,1 — VrestPo,1)(vo — ven)(P1 — v0) + (Vo — Vpest) F]

p3s =

Ahora solo nos falta encontrar ps. De (B.13) y (B.18) obtenemos:

p4(P1 - Urest)A - 2P4B + gf(pl - Urest)(UO - Urest)2

D5 (UO - Urest)2
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_p4(P1 - Urest)G - 2P4F - p5(]91 - vrest)(pl,l - ’UrestpO,l)
(pl - Urest)H

donde
A =(vo — vrest)(vo — vn) — p2(vo — Vrest)(P1 — v0),
B :(UO - U'rest)(vo - 'Uth)(pl - ’Uo),
G =(1+p2)p2,0 = (ven + P12 + Vrest (1 +p2))p1,0 + vrest (Ven + Prp2)po,o,
H :7]('00 - 'Urest) + p3p200,1'

Despejando p4 obtenemos:

_p5(p1 - 'Urest)(UO - vrest)Q[piG(pl - Urest)H +p5(p1,1 - Urestp07l)]

ba = [(pl - vrest)A - 23](?1 - Urest)H + p5(UO - Urest)2(2F + (p1 - Urest)G) .
]




Apéndice C

Implementacién computacional

C.1. Mediciones del potencial de accién

[

function [Medk,Medt,MedV,MedH,MedD,MedA]=Mediciones PA (v,

vrest ,t)
2
3 L=length(v);
4
5 k90i=1;
6 kb50i=1;
7 kmax=NaN(1) ;
s kmuesca=NaN(1) ;
9 kdomo=NaN(1) ;
10 kdomof=L;
11 k50f=L;
12 k90f=L;
13
14 £90i=t (

1)
15 t50i=t(1);
16 tmax=NaN(1) ;
17 tmuesca=NaN(1) ;
18 tdomo=NalN(1) ;
19 tdomof=t (L) ;
20 t50f=t(L);
21 t90f=t (L) ;
23 v90=NalN(1) ;
24 v50=NaN(1) ;
25 vmax=NalN(1) ;
26 vmuesca=NaN(1) ;
27 vdomo—NaN(1) ;

20 H=NaN(1);

30 Hmuesca=NaN(1) ;
31 Hdomo=NaN(1) ;

139
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75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85

APD90=NaN(1) ;
APD50=NaN(1) ;
Dmuesca=NaN(1) ;
Ddomo=NaN(1) ;
A=NaN(1) ;
Amuesca=NaN(1) ;
Adomo=NaN(1) ;

NumVecinos=5;
UmbralRelevancia=(max(v)+vrest ) /2; Jnaz(v)—(maz(v)—
vrest) /2;

bandera=0;
for k=1:L
if (bandera==0)&&(v(k)>=max(v(max([1l,k—NumVecinos]) :...
min ([L,+NumVecinos|) ) ) )&&(v (k)>=UmbralRelevancia)
kmax=k ;
tmax=t (kmax) ;
vmax=v (k) ;
H=vmax—vrest ;
v50=(vrest+vmax) /2;
v90=vrest +0.1x{vmax—vrest);
bandera=1;

for j=kmax:—1:1
if (bandera==1)&&(v(j)<v50)
k50i=j+1;
t50i=t (k50i);
bandera=2;
elseif (bandera==2)&&(v(]j)<v90)
k90i=j+1;
t90i=t (k90i);
bandera=3;
end

end

bandera=3;

end
if (bandera==3)&&(v(k)<=min(v(max([kmax,k— ...
NumVecinos]) : min([L,k+NumVecinos|))))&&(v(k)>=

UmbralRelevancia)

kmuesca=k;
tmuesca=t (kmuesca) ;
vmuesca=v (k) ;
Hmuesca=vmax—vmuesca ;
Dmuesca=t (kmuesca)—t (kmax) ;
Amuesca=HmuescaxDmuesca ;
bandera=4;

end

if (bandera==4)&&(v(k)>=max(v (max(|
NumVecinos|) :min ([L,k+NumVecinos]) )
UmbralRelevancia)

kmuesca ,k— ...
))&kl (k)=
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86 kdomo=k;

87 tdomo=t (kdomo) ;

88 vdomo=v (k) ;

89 Hdomo=vdomo—vmuesca ;

90 bandera=5;

91 end

92

03 if (bandera==>5)&&(v(k)<vmuesca)
94 kdomof=k —1;

95 tdomof=t (kdomof) ;

96 Ddomo—t (kdomof)—t (kmuesca) ;
97 Adomo—Hdomox*Ddomo

08 bandera=6;

99 end

100

101 if (bandera==6)&&(v(k)<v50)
102 k50f=k—1;

103 t50f=t (k50f) ;

104 APD50=t (k50f)—t (k50i);
105 bandera=7;

106 end

107

108 if (bandera==7)&&(v(k)<v90)
109 k90f=k—1;

110 t90f=t (k90f);

111 APD90=t (k90f)—t (k90i);
112 Av=v(k90i:k90f)—vrest;
113 At=t (k90i +1:k90f+1)—t (k90i : k90F);
114 A=sum(At*Av) ;

115 bandera=8;

116 end

117 end

119 Medk=|k90i , k50i ,kmax, kmuesca ,kdomo ,kdomof , k50f , k90f |;
120 Medt=[t901,t50i ,tmax,tmuesca ,tdomo,tdomof,t50f ,t90f];
121 MedV=[vrest ,v90,v50,vmax, vmuesca ,vdomo | ;

122 MedH=[H, Hmuesca ,Hdomo | ;

123 MedD=[APD90,APD50, Dmuesca , Ddomo | ;

124 MedA=[A, Amuesca ,Adomo | ;

C.2. Meétodo Forward-Backward Sweep

En esta seccidén se presenta un cédigo para la implementacién compu-
tacional del método Forward-Backward Sweep usado para la resolucion
del problema de calibracién descrito en la seccion siguiendo el algo-
ritmo presentado en la seccion

1 function [P,U0,ERRORCONV,ERROR|=FBSM _RogersMcCulloch (
parametros2 ,tau,v0gorro)




142

APENDICE C. Implementaciéon computacional

© 0 N G A W

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28

29
30

31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55

% Configuracidn general

global vrest
global T

global h

global FUENTE
global FUENTEpar
global step

vrest =—90.2;

T=400;

h=.1;

mallat=0:h:T}
FUENTE="Fuente Nula’;
FUENTEpar=[]|;

if nargin—
parametros2=[40,.13,.013,.26 ,.1,1];
tau=1;
vOgorro=.1;
cnvx =.25;

end

(4
2

% Preparacion de los parémiros iniciales de Rogers—
McCulloch

fprintf(’\n\t* Calibracion del Modelo de Rogers—McCulloch
:\n’)

pl=parametros2 (1);
p2=parametros2 (2)
p3=parametros2 (3);
p4=parametros2 (4);
(5)
(6)

’

p5=parametros2
p6=parametros?2 ;
if length(parametros2)<8
vamp=pl—vrest ;
vth=vrest+p2xvamp;
parametros2=[parametros2 ,vamp, vth |;
end

p7=parametros2(7);
p8=parametros2 (8);

(74
4

% Preparacién de los pardmetros tau de tolerancia al error

if length(tau)==
tau=[tau,tau,tau,tau];
elseif length(tau)==2
tau=[tau{l) ,tau(l) ,tau(l) ,tau(2)];
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56
57
58
59
60

61
62
63
64
65
66
67
68
69
70

74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84

85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103

end

(14
1

% Eleccion del tipo de fuente externa en los modelos
10nicos

[FUENTE,FUENTEpar|=E _EleccionFuente () ;

fprintf(’\nFuente seleccionada.\n’)

o
U

% Eleccion del modelo de referencia

[carpetamodeloref ,parametrosmodref ,u0ref|=
E EleccionModReferencia () ;
archivomodelorefO=[carpetamodeloref ,sprintf(’/
DatosIniciales .mat’ h)];
archivomodeloref=[carpetamodeloref ,sprintf(’/Solucion %6.4
f.mat’ h)];
archivomodeloref=sprintf(’Solucion Modelo Referencia %6.4f
.mat’ ,h);

CodigomodelorefO=fopen(archivomodeloref0 , ’r+’);
load (archivomodeloref0 , ’ulref’)
fclose (Codigomodeloref0) ;

if exist(archivomodeloref,’file ’)==2
Codigomodeloref=fopen(archivomodeloref, ’r+’);
load (archivomodeloref , ’uref’)
fclose (Codigomodeloref);

else
|uref]|=E SolModReferencia(carpetamodeloref,

parametrosmodref ,ulref);

Codigomodeloref=fopen(archivomodeloref,’a’);
save(archivomodeloref , uref’)
fclose (Codigomodeloref);

end

uref=uref./100;
vref=uref(:,1);

fprintf(’Modelo de referencia calculado.\n’)

o7
L4

% Preparaciéon del pardmetro vlOgorro

dvrefO=(vref(2)—vref(1))/h;

if exist(’v0gorro’)==0
vOgorro=dvref0;

end

o7
L4
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105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119

% Inicializacion de wariables de almacenamiento

I ﬁ Il

njé<<H:<:*U

—-
e
I
| ——

psimax=/[];

(4
2

% Inicio método iterativo
parada=0;

step=0;

FIN=10;

fprintf(’Inicio del metodo iterativo:\n’)

while (parada <0.5)&&(step<=FIN)
step=step+1;

fprintf(’Paso: %2.d.\n’,step)

o7
L4

% Actualizacién de pardmetros de Rogers—McCulloch:
Soluciéon de las ecuaciones de optimalidad

if step>1
parametros2viejo=parametros2;
[parametros2|=D _ SolEcuOptimalidad (u0,u,Fi,h)

if max(abs(parametros2))>10000
error (’Parametros no validos.’)
end

parametros2=(l—cnvx)*parametros2viejo+cnvx*parametros2;
fprintf({’\tParametros de Rogers—McCulloch actualizados
An’)

end




C.2. Método Forward-Backward Sweep 145

158
159
160
161
162
163

165
166
167
168
169
170

172
173
174
175
176
177

179
180
181
182
183

187

P=|P;parametros2 |;

(4
T

% Preparacién variables de pardmetros de Rogers—McCulloch

pl=parametros2 (
p2=parametros2 (
p3=parametros2 (
pd=parametros2 (
p5=parametros2 (
p6=parametros2 (
p7=parametros2 (
p8=parametros2 (

(74
T

% Cdlculo de condiciones iniciales de Rogers—McCulloch

[u0]=A SolEcuDatlIni(parametros2,v0gorro);
v0=u0(1);

w0=u0(2) ;

U0=[U0;u0];

fprintf(’\tDatos iniciales de Rogers—McCulloch
actualizados.\n")

(4
2

% Cdlculo y almacenamiento de solucién de Rogers—McCulloch

vvieja=v;

wvieja=w;

archivomodeloRMcC=[Carpeta ,sprintf(’/Solucion Rogers—
McCulloch  %2d.mat’ ,step) |;

if exist(archivomodeloRMcC,’ file ’)==2
CodigomodeloRMcC=fopen (archivomodeloRMcC , 'r+’);
load (archivomodeloRMcC , 'u’)
fclose ( CodigomodeloRMcC) ;

else
[u]=B _SolRogersMcCulloch(u0, parametros2);
CodigomodeloRMcC=fopen (archivomodeloRMcC , ’a’);
save (archivomodeloRMcC, 'u’)
fclose ( CodigomodeloRMcC) ;

end

u=u./100; %mormalizacion

V:u(:a1)§
w=u(:,2);
U=[U,u];

fprintf(’\tSolucion de Rogers—McCulloch actualizada.\n’)
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236

%
% Cdlculo y almacenamiento de solucidn del sistema adjunto
fivieja=fi;
psivieja=psi;
archivomodeloAdj=[Carpeta ,sprintf(’/
Soluciones Sistema Adjunto %2d.mat’ ,step)|;
if exist(archivomodeloAdj,’file’)==2
CodigomodeloAdj—=fopen (archivomodeloAdj, 'r+’);
load (archivomodeloAdj, Fi’)
fclose (CodigomodeloAdj) ;
else
[Fi]=C SolEcuAdjuntas(u, parametros2,vref);
CodigomodeloAdj=fopen(archivomodeloAdj,’a’);
save(archivomodeloAdj, 'Fi’)
fclose (CodigomodeloAdj) ;
end
fi=Fi(l:end—1,1);
psi=Fi(l:end—1,2);
ji=Fi(end,1);
eta=Fi(end:2) ;
FI=[FI,Fi];
fprintf(’\tSistema adjunto calculado.\n’)
%
% Cdlculo de errores y werificacidn de condicidon de parada
if step>1
errorp=norm(P(end,:)—P(end—1,:));
errorv=norm(v—vvieja);
errorw=norm(w—wvieja) ;

ERRORCONV=[ERRORCONV; [ errorp , errorv ,errorw || ;
parada=(errorp<tau(l));
parada=paradax{errorv<tau(2));
parada=paradax(errorw<tau(3))

end
error=norm{v—vref);

ERROR=|[ERROR, error | ;

parada=paradax(error<tau(4));
fprintf(’\tErrores actualizados.\n’)
%

% FIN DEL METODO ITERATIVO

end

Niter=step;
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265
266

fprintf(’ Algoritmo finalizado.\n’)

C.2.1. Fuente

C.2.1.1. Eleccion de la fuente

© 0 N U A W N e

36

38
39
40

function [FUENTE,FUENTEpar|=E EleccionFuente ()

preguntal=sprintf(’;Qué tipo de fuente desea usar?’);
respuestall=’"Fuente nula.’;
respuestal2=’"Fuente con un pulso.’;

respuestal={respuestall ,respuestal2};

[opl,okl]=1listdlg (’ListString’,respuestal ,
’SelectionMode’,’ Single ’,

'ListSize ’,[220,40],

"Name’ ,’Eleccion de la fuente’,
"PromptString ’ ,preguntal);

if opl==2
pregunta2=sprintf(’;Desea usar los valores
predeterminados (ti=50, tf=60, 1=6)7");
respuesta2l="8i.";
respuesta22="No, los introducird manualmente. ’;
respuesta2={respuesta2l ,respuesta22};

[op2,0k2]=1listdlg ( ListString’,respuesta2,
>SelectionMode’,’ Single ’,
*ListSize’ ,[405,40],
’Name’ ,’Valores para la fuente con un pulso’,
’PromptString ’ ,pregunta2) ;

end

if opl==1%uente nula.
FUENTE="Fuente Nula’;
FUENTEpar=|];
elseif opl==2% uente con un pulso.
FUENTE="Fuente Pulso’;
if op2==1
FUENTEpar=|];
elseif op2==2
ti=input (’\nIntroduzca el instante inicial del pulso

tf=input(’\nIntroduzca el instante final del pulso:
)
I=input(’\nIntroduzca la intensidad del pulso: ’);
FUENTEpar=[ti , tf ,1];
end
end
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C.2.1.2. Fuente nula

1 function [FUENTE|=Fuente Nula(mallat)
2

3 FUENTE=zeros (size(mallat));

C.2.1.3. Fuente con pulso

function [FUENTE|=Fuente Pulso(mallat , ti,tf,T)

L=length(mallat) ;
if nargin=——1
ti=50;
tf=60;
1=6;
end

© 0 N e G A W N e

tL=tf—ti;
FUENTE=|];

= e
M o= O

for k=1:L
t=mallat (k) ;
if (t>=ti)&&(t<=tf)
f=Ixsin(pi/tL*x(t—ti));
else
f=0;
end
FUENTE=|FUENTE, f |;
end

I R T T e = ~ =
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C.2.2. Solucion de sistemas de EDOs

C.2.2.1. Euler adaptativo

1 function [tt,U,t,u]=SolSEDOs_ EulerAdaptativo(U0,P,Ti,Tf,h,
ladoderecho , carpetamodelo)

t=Ti:h:Tf;
Lt=length(t);
tt=Ti;
SUG=size (U0) ;

if SUO(2)==1
Uo0=U0";
end

© 0 N e oA W N
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16 Ukk=U0;

17

18 for k=1:Lt—1

19 tk=t (k) ;

20 tkk=t (k+1);

21 Uk=Ukk

22 [Tk,UUk]=SolSEDOs_EulerAdaptativo_Intervalo(Uk,P,tk ,tkk
,h,ladoderecho ,carpetamodelo);

23 tt=[tt ,Tk(2:end) |;

24 Ukk=UUk(end,:) ;

25 U=[U;UUk(2:end,:) |;

26 u=[u;Ukk];

27

28 titulobarraprogreso=[’Calculando solucion del modelo ’,
carpetamodelo,’ ... %6.2f % %];

29 titulobarraprogreso=sprintf(titulobarraprogreso ,100xk /(
Lt—1));

30

31 if k>1

32 waitbar (k/(Lt—1),barraprogreso ,titulobarraprogreso);

33 else

34 barraprogreso=waitbar (k/(Lt—1),titulobarraprogreso ,’

position ’,[50 250 5350 100]);
35 end
36 end

37 close(barraprogreso)

C.2.2.2. Euler adaptativo intervalo

1 function [tt ,U|=SolSEDOs_ EulerAdaptativo Intervalo(U0,P,Ti
,Tf,href ,ladoderecho ,carpetamodelo)

global FUENTE
global FUENTEpar

cd
cd(carpetamodelo)

© 0w N e U oA W N

href=min ([ href ,Tf-Ti]) ;
10 hmin=power(10,—8);

11 tt=Ti;

12 SUO=size (U0);

14 if SU0(2)==1
15 U0=U0";
16 end

18 UO=U0(1,:);
19 U=U0;

21 tk=Ti;
22 tkk=Ti;
23 Ukk=UO0;
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24

25 while tk<Tf

26 tk=tkk;

27 Uk=Ukk;

28 dUdtk=feval (ladoderecho ,tk , Uk, P ,FUENTE, FUENTEpar) ;
29 SdUdtk=size (dUdtk) ;

30

31 if SdUdtk(2)==1

32 dUdtk=dUdtk ’;

33 end

34

. dUdtk=dUdtk (1 ,:) ;

36 hprop=href /max(abs(dUdtk)+1);
37 hprop=max ([ hprop ,hmin]) ;

38 hk=min ([ href ,hprop]) ;

39 tkk=tk+hk;

40

a1 if tkk>Tf

42 tkk=TTf;

43 hk=Tf—tk;

44 end

45
46 Ukk=Uk+hk+dUdtk;

a1 tt=[tt,tkk];

48 U=[U;Ukk]|;

49

50 end

51

52 cd ..

53 cd( ’SolucionSEDOs ")

C.2.2.3. Runge-Kutta (forward)

1 function [U]=SolSEDOs RungeKutta42 fwd(U0,P,Ti,Tf,h,
ladoderecho , carpetamodelo)

global FUENTE
global FUENTEpar

t=Ti:h:Tf;
Lt=length (t);
SUG=size (U0) ;

© 0 N e G A W N
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if SU0(2)==
Uo0=U0";
end

e~ S I
AW N e

U0=U0(1,:);
U=U0;
Ukk=U0;

= e
N o o

for k=1:Lt—1
tk=t (k) ;

=
©
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20
21
22
23
24
25
26
27
28

29

30
31
32
33
34
35
36
37
38

39

40
41
42
43

45
46
47

tkk=t (k+1);
hk=tkk—tk ;
Uk=Ukk;

cd ..
cd(carpetamodelo)

Kl=hkxfeval(ladoderecho ,tk,Uk,P,FUENTE, FUENTEpar)

K2=hksfeval (ladoderecho , tk+hk/2,Uk+K1/2,P,FUENTE,
FUENTEpar)

K3=hkxfeval(ladoderecho ,tk+hk/2,Uk+K2/2,P,FUENTE,
FUENTEpar)

K4=hkxfeval(ladoderecho , tkk ,Uk+K3,P,FUENTE, FUENTEpar)

cd ..
cd(’SolucionSEDOs )

Ukk=Uk-+ (K1+2+K2+2+K3+K4) . / 6 ;

U=[U; Ukk];
titulobarraprogreso=[’Calculando solucion del modelo ’,
carpetamodelo,’ ... %6.2f % %];
titulobarraprogreso=sprintf(titulobarraprogreso ,100xk /(
Lt—1));
if k>1
waitbar (k/(Lt—1),barraprogreso ,titulobarraprogreso);
else

barraprogreso=waitbar (k/(Lt—1),titulobarraprogreso ,’

position’ ,[50 250 550 100]);
end
end

edose (barraprogreso)

C.2.2.4. Runge-Kutta (backward)

1

© W N e U A W N
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12

function [U]=SolSEDOs RungeKutta42 bckwd(UO,P,Ti,Tf,h,
ladoderecho , carpetamodelo)

global FUENTE
global FUENTEpar

t=Ti:h:Tf;
Lt=length(t);
SUG=size (U0) ;

if SU0(2)==1
Uo=U0";
end

U0=U0(1,:);
U=U00;
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16 Uk=UO0;

17

18 for k=Lt—-1:—-1:1

19 tk=t (k) ;

20 tkk=t (k+1);

21 hk=tkk—tk;

22 Ukk=Uk;

23

24 cd

25 cd(carpetamodelo)

26

a7 Kl=hksfeval (ladoderecho , tkk , Ukk,P ,FUENTE, FUENTEpar) ;

28 K2=hkxfeval(ladoderecho ,tkk—hk/2,Ukk—K1/2,P ,FUENTE,
FUENTEpar) ;

29 K3=hkxfeval(ladoderecho ,tkk—hk/2,Ukk—K2/2,P ,FUENTE,
FUENTEpar) ;

30 K4=hkxfeval(ladoderecho ,tk ,Ukk—K3,P,FUENTE, FUENTEpar) ;

31

32 cd ..

33 cd(’SolucionSEDOs *)

34

35 Uk=Ukk—(K142+K2+2xK3+K4) ./ 6

36 U=|Uk;U];

37

38 titulobarraprogreso=|[’Calculando solucion del modelo ’,
carpetamodelo,’ ... %6.2f % %];

39 titulobarraprogreso=sprintf(titulobarraprogreso ,100xk/(
Lt—1));

40

a1 if k>1

42 waitbar (k/(Lt—1),barraprogreso ,titulobarraprogreso);

43 else

14 barraprogreso=waitbar (k/(Lt—1),titulobarraprogreso ,’

position’,[50 250 550 100]);
45 end
146 end

47
edose (barraprogreso)

C.2.3. Modelo de referencia

C.2.3.1. Eleccion del modelo de referencia

1 function [carpetamodelo ,parametrosmodref,ulref|=
E EleccionModReferencia ()

global vrest

oA W N

preguntal=sprintf(’;Qué tipo de modelo i6nico desea usar
como modelo de referencia (a aproximar)?’);

respuestall="Modelo de Bernus.’;

respuestal2="Modelo de Rogers—McCulloch.’;

respuestal={respuestall ,respuestal2};

©® N o
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10 pregunta2=sprintf(’;Qué tipo de célula desea usar?’);
11 respuesta2l=’Célula del Endocardio sana.’;

12 respuesta22=’"Célula del Epicardio sana.’;

13 respuesta23=">Célula del Tracto de salida sana.’;

14 respuesta24=’Célula del Endocardio con S. Brugada.’;
15 respuesta25=’Célula del Epicardio con S. Brugada.’;

16 respuesta26=’Célula del Tracto de salida con S. Brugada.’;
17 respuesta2={respuesta2l ,respuesta22 ,respuesta23,

respuesta24 ,respuesta25 ,respuesta26 };

19 [opl,okl]=1listdlg(’ListString’,respuestal ,

20 ’SelectionMode’,’Single’,

21 ’ListSize’,[555,40],

22 'Name’,’Elecciéon del modelo iénico’,
23 'PromptString’ ,preguntal};
24

25 |[op2,0k2|=listdlg (’ListString ’,respuesta2,

)

26 ’SelectionMode’,’Single’,
27 ’ListSize’,[290,118],

28 ’Name’,’Elecciéon del tipo de Célula’,

20 ’PromptString’,pregunta2);

30

31 if opl== IModelo de Bernus

32 fprintf ([ ’Modelo de referencia: Modelo de Bernus.\n’])

33 carpetamodelo="Bernus’;

34 parametrosmodref=op2;

35 cd(carpetamodelo)

36 CodigoDatosIniciales=fopen(’DatosIniciales .mat’, 'r4’);

37 load(’DatosIniciales.mat’,’ulref’);

38 fclose (CodigoDatosIniciales);

39 cd ..

40 ulref=[—-57,.1,.74,.09,.0028,.29];

41

42 elseif opl==2 JRogers—McCulloch

43 fprintf( ’Modelo de referencia: Modelo de Rogers—
McCulloch.\n")

44 carpetamodelo="RogersMcCulloch’;

15 parametrosmodref={45,.1,.01,.2,.09,.9];

46 vamp=parametrosmodref (1)—vrest;

a7 vth=vrest+parametrosmodref(2)*vamp;

a8 parametrosmodref=[parametrosmodref ,vamp,vth];

49 ulref=[—60,0];

50

51 end

52

53 1f op2==1

54 fprintf( ’Tipo de Célula: Célula del Endocardio sana.\n’

55 elseif op2—==2

56 fprintf( ’Tipo de Célula: Célula del Epicardio sana.\n’)
57 elseif op2==3
58 fprintf( ’Tipo de Célula: Célula del Tracto de salida

sana.\n’)
50 elseif op2=——4
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65

fprintf(’Tipo de Célula: Célula del Endocardio con S.
Brugada.\n’)
elseif op2==5
fprintf(’'Tipo de Célula: Célula del Epicardio con S.
Brugada.\n’)
elseif op2==6
fprintf( Tipo de Célula: Célula del Tracto de salida
con S. Brugada.\n’)
end

C.2.3.2. Solucion del modelo de referencia

1
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11

function [uref]=E _ SolModReferencia(carpetamodelo,
parametrosmodref ,u0ref)

global vrest
global T
global h

)

ecuacionesmodelo=sprintf([carpetamodelo,’ Equations’]);

cd(’SolucionSEDOs ")

[tt ,Uref,t,uref|=SolSEDOs_ EulerAdaptativo(uOref,
parametrosmodref ,0,T,h,ecuacionesmodelo ,carpetamodelo)

)

cd

C.2.4. Modelo de Bernus et al.

C.2.4.1. Ecuaciones del modelo de Bernus et al.

© 0 N e ok W N e
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function [dydt]=Bernus Equations(t,y,cel ,FUENTE,FUENTEpar)

Cm=0.57;

if cel==
p=1/2.8;
ushift=—12;
gNa=16;
gCa=0.064;
gto=0.09;
gK=0.017;
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20 elseif cel==2

21 p=1;

22 ushift =0;
23 gNa=16;

24 gCa=0.064;
25 gto=0.4;
26 gK=0.0189;
27

28 elseif cel==
29 p=1.25;

30 ushift=—12;
31 gNa=16;

32 gCa=0.064;
33 gt0=0.945;
34 gK=0.017;
35

36

37 elseif cel==
38 p=3.5;

39 ushift =0;
40 gNa=16;

41 gCa=0.064;
42 gto=4.2;
43 gK=0.0189;
44

15 elseif cel==b
46 p=1/2.8;
a7 ushift=—12;
48 gNa=2.5;
49 gCa=0.067;
50 gto=0.09;
51 ¢gK=0.017;
52

53 elseif cel==6
54 p=1;

55 ushift =0;
56 gNa=2.5;
57 gCa=0.067;
58 gto=0.4;
59 gK=0.0189;
60

61 elseif cel==T7
62 p=1.25;

63 ushift=—12;
64 gNa=2.5;
65 gCa=0.067;
66 gt0=0.945;
67 ¢gK=0.017;
68

60 elseif cel==8
70 p=3.5;

71 ushift =0;
72 gNa=2.5;
73 gCa=0.067;

74 gto=4.2;
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76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101

103
104
105

gK=0.0189;
end

INa=Bernus ina(u,u2,u3,gNa);
ICa=Bernus _ica(u,u4 gCa)
Ito=Bernus_ito(u, uG,gto);
IK=Bernus ik (u,u5,gK);
IK1=Bernus_ikl(u);
INab=Bernus inab(u);
ICab=Bernus_icab(u);
INaK=Bernus_inak(u);
INaCa=Bernus 1naca(

(
vinf= Bernus _VinF(u);
taov=Bernus TaoV(u);
alphaf=Bernus Alpha
betaf=Bernus_BetaF (
Xinf=Bernus XinF (u);
taoX=Bernus_TaoX(u);
toinf=Bernus ToinF (
taoto=Bernus TaotO (

cd ..

cd(’Fuentes’)

lapp=feval (FUENTE, t ,FUENTEpar) ;
cd ..

cd( ’Bernus’)

dydt=(—1.0/Cm) *(INa+ICa+It o HIK+IK1+INab+ICab+INaK+INaCa )+
lapp;

dydt=[dydt ,alpham=*(1—u2)—betam=u2|;

dydt=|dydt ,( vinf—u3)/taov |;

dydt=[dydt,alphaf*(1—u4)—betafxud];

dydt=[dydt ,( Xinf—ub) /taoX];

dydt=[dydt ,(toinf—u6)/taoto|;

C.2.4.2. Corriente Iy,

I T N R I I

function INa=Bernus ina(u,u2,u3,gNa)

RTF=26.72;
Napi=10.0;
Nape=138.0;
ENa=RTFxlog (Nape/Napi) ;

INa=gNa*u2+u2*u2*u3*u3*(u—ENa) ;

QO
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1 function alpham=Bernus_ AlphaM (u)

3 alpham=(0.32%(u+47.13)) /(1.0 —exp(—0.1%(u+47.13)));

1 function betam=Bernus BetaM (u)

3 betam=0.08*xexp(—u/11.0);

1 function vinf=Bernus VinF (u)

3 vinf=0.5%(1—tanh(7.74+0.12%u));

3

function taov=Bernus_ TaoV(u)

a=(1—tanh(7.74+0.12xu));
b=(1.0—tanh(0.07*(u+92.4)));

if abs(a)<power(10,—10)
taov=0.25;

elseif abs(b)<power(10,—10)
taov=power (10,10);

10 else

11 taov=0.25+2.24%(a/b);

12 end
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C.2.4.3. Corriente I,

function ICa=Bernus ica(u,ud,gCa)

RTF=26.72;
Ca2pi—=0.0004;

Ca2pe =2.0;

ECa=(RTF/2.0) *log(Ca2pe/Ca2pi) ;
fCa=1.0/(1+Ca2pi/(0.0006));
dinf=Bernus DinfM(u);

© 0w N e U R W N e

ICa=gCaxdinf*ud+fCax*(u—ECa) ;

-
o
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function dinf=Bernus DinfM (u)

alphad=Bernus_AlphaD (u);
betad=Bernus BetaD (u);

LI N

dinf=alphad /(alphad+betad);

g

1 function alphad=Bernus_ AlphaD (u)

3 alphad=(14.98xexp(—0.5%((u—22.36)/(16.68))"2))/(16.68*sqrt
(2xpi));

1 function betad=Bernus BetaD (u)

3 betad=0.1471—(5.3%exp( —0.5%((u—6.27)/14.93)°2)) /(14.93x%
sqrt (2xpi));

1 function alphaf=Bernus_AlphaF (u)

s alphaf=(0.00687)/(1.0+exp(—1%(6.1546—u)/6.12));

1 function betaf=Bernus BetaF (u)

3 betaf=(0.069%exp(—0.11%(u+9.825))40.011) /(1.0+exp(—0.278x(
u+9.825)))+0.000575;

C.2.4.4. Corriente I;,

function Ito—Bernus ito(u,u6,gto)

1

2

3 RTF=26.72;
4 Napi=10.0;
5 Nape=138.0;
6 Kpi=140.0;
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Kpe=4.0;
Eto=RTFxlog ((0.043*Nape+Kpe) /(0.043* Napi+Kpi));
rinf=Bernus RinF(u);

Ito=gtoxrinfxu6*(u—Eto);

Too
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function rinf=Bernus RinF (u)

alphar=Bernus AlphaR(u);
betar=Bernus_BetaR(u);

rinf=(alphar)/(alphar+betar);

Ay

function alphar=Bernus AlphaR(u)

alphar=(0.5266*xexp(—0.0166+(u—42.2912)))/(1.04+exp
(—0.0943%(u—42.2912)));

function alphar=Bernus AlphaR(u)

alphar=(0.5266*xexp(—0.0166+(u—42.2912)))/(1.0+exp
(—0.0943%(u—42.2912)));

function alphato=Bernus AlphatO(u)

alphato=(0.00005612xu+0.0721xexp(—0.173%(u+34.2531)))

J(1.0+exp(—0.1732%(u+34.2531)));

Bto

1
2
3

function betato=Bernus BetatO(u)

betato=(0.0001215%xu+0.0767*xexp(—1.66E—9+(u+34.0235)))

/(1.0+exp(—0.1604%(u+34.0235)));
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Tto

function taoto=Bernus TaotO(u,p)

alphato=Bernus AlphatO (u);
betato=Bernus BetatO(u);

o N

taoto=1.0/(p+alphato+pxbetato);

t0so

function toinf=Bernus ToinF (u,ushift)

1
2
3 alphatot=Bernus AlphatoT (u, ushift);
4 betatot=Bernus_ BetatoT (u, ushift);
5
6

toinf=(alphatot)/(alphatot+betatot);

ato(vm - V;hift)

1 function alphatot=Bernus_ AlphatoT (u, ushift)

2

3 alphatot=(0.00005612+(u—ushift)+0.0721xexp(—0.173%((u—
ushift )+34.2531)))/(1.0+exp(—0.1732%((u—ushift)
+34.2531)));

6t0(vm - ‘/;hift)

1 function betatot=Bernus BetatoT (u, ushift)

2

3 betatot=(0.0001215%(u—ushift)+0.0767xexp(—1.66E—9x((u—
ushift)+34.0235)))/(1.0+exp(—0.1604*((u—ushift)
+34.0235))) ;

C.2.4.5. Corriente Ig

function IK=Bernus_ ik (u,u5,gK)

RTF=26.72;
Kpi=140.0;

Kpe=4.0;

EK=RTFxlog (Kpe/Kpi) ;

Lo T N I

IK=gKx*u5+*ub*(u—EK) ;
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Xoo

function Xinf=Bernus XinF (u)

[ECI

Xinf=0.988/(1.0+exp(—0.861—0.0620%u) ) ;

function taoX=Bernus TaoX(u)

taoxp=Bernus_TaoXP(u);

[ N R

taoX=240.0%exp(—1%(25.5+u) ~2/156.0) +182.0%(1.0+tanh
(0.15440.0116%u) )+taoxp;

/
Tx
1 function taoXp=Bernus TaoXP (u)
2
3 taoXp=40.0%(1—tanh(160.04+2x*u));

C.2.4.6. Corriente Iy

function IK1=Bernus ikl (u)

gK1=3.9;

Kpi=140.0;

Kpe=4.0;

RTF=26.72;

EK=RTFxlog (Kpe/Kpi) ;
Klinf=Bernus klInf(u);

© 0 N O W N e

IK1=gK1*Klinf*(u—EK);

-
=]

K1,

function Klinf=Bernus klInf(u)

alphaK1=Bernus Alphakl(u);
betaK1=Bernus Betakl (u);

o N

Klinf=(alphaK1) /(alphaK1l+betaK1l);
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K1

1 function alphaKl=Bernus_ Alphakl (u)

2

3 Kpi=140.0;

12 Kpe=4.0;

s RIF=26.72;

6 EK=RTFxlog(Kpe/Kpi);

7

s alphaK1=0.1/(1.0+exp(0.06*(u—EK—200.0)));

BKI

1 function betaKl=Bernus Betakl(u)

2

3 Kpi=140.0;

12 Kpe=4.0;

s RTF=26.72;

¢ EK=RTFxlog(Kpe/Kpi);

7

8 betaK1=(3.0%xexp(0.0002%(u—EK+100.0))4exp(0.1%(u—EK—10)))

/(1+exp(—0.5%(u—EK)));

C.2.4.7. Corriente I, ,

© 0 N e R W N e

function INaK=Bernus_ inak(u)

gNaK=1.3;

fNaK=Bernus_ FNAK(u) ;

Napi=10.0;

Kpe=4.0;

fNaKp=(1.0/(1.0+(10.0/Napi) ~1.5) ) *x(Kpe/(Kpe+1.5));

INaK=gNaKx*fNaK+fNaKp;

fNaK

@ o W N =

function fNaK=Bernus FNAK(u)

Nape=138.0;
sigma=0.1428x*(exp(Nape /67.3) —1.0);

fNaK=1.0/(1.0+0.1245%exp(—0.0037%u)+0.0365*sigmaxexp
(—=0.037x%u));
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C.2.4.8. Corriente Iy,cq

@ o W N

function INaCa=Bernus inaca(u)

gNaCa=1000.0;
fNaCa=Bernus_FNaCa(u);

INaCa=gNaCaxfNaCa;

fNaCa

0 N e U A W N e

function fNaCa—Bernus FNaCa(u)

Ca2pi=0.0004;
Ca2pe=2.0;
Napi=10.0;
Nape=138.0;

fNaCa=(Napi~3+Ca2pexexp(0.013xu)—Nape~3xCa2pixexp(—0.024xu
))/((87.5"3+Nape~3)*(1.384+Ca2pe)*(1.0+0.1xexp(—0.024x%u

)
1))

C.2.4.9. Corriente Iy,

© 0 N G A W N e

function INab=Bernus inab(u)

gNab=0.001;
RTF=26.72;
Napi=10.0;
Nape=138.0;
ENa=RTFxlog(Nape/Napi) ;

INab=gNabx*(u—ENa) ;

C.2.4.10. Corriente Ic,

© 0 N e O W N e

function ICab=Bernus icab(u)

gCab=0.00085;
RIF=26.72;

Ca2pi=0.0004;

Ca2pe=2.0;

ECa=(RTF/2.0) *log(Ca2pe/Ca2pi) ;

ICab=gCabx(u—ECa) ;
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C.2.5. Bloque A: Dato inicial

C.2.5.1. Solucion del dato inicial

© 0 N e G A W N e

ol R R A A B B B R b W W W W W W W W W oW NN NN NN NN N R R e e e e
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function [u0]=A SolEcuDatIni(parametros2 ,dvdt0)

global vrest
global T
global h

pl=parametros2 (1)
p2=parametros2 (2)
p3=parametros2 (3);
pd=parametros2(4);
(3)
(6)

)

s

’

pb=parametros?2
p6=parametros2

?

if length(parametros2)<8
vamp=pl—vrest ;
vth=vrest+p2xvamp;

parametros2=[parametros2 ,vamp, vth |;
end

p7=parametros2 (7);
p8=parametros2(8);

Halculo de los coeficientes de la ecuacion para v0.
%v0"8 + gammalxv0~2 + gammalxv0 +gammal = 0.

aux1=pb*p7/(p4*p6);
aux2=pl4vrest+p8;

gammaZ=auxl—aux2;
aux3=plx*(vrest+p8);
aux4d=vrest *xp8;
auxb=2xp5xvrest*p7/(pb6xpd);
gammal=aux3+aux4—aux5 ;
aux6=pbxvrestxvrest*p7/(p6xpd);
aux7=pl*vrest*p8;
aux8=pT7*p7+xdvdt0/p4;
gammal=aux6—aux7+auxs;
Halculo de v0.

gamma—[gamma2 , gammal ,gamma0 | ;

[X]=A SolEcuCubica (gamma) ;

v0=X(2);
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51
52

53
54
55
56
57
58
59
60
61

if vO<=vrest
error (’El valor de v0 obtenido es menor o igual que el
potencial de descanso.’)
end
Walculo de wo.
w0=(vO0—vrest)/pb;

Hevolucion de ul.

u0=[v0 ,w0];

C.2.5.2. Soluciéon de la ecuacidén cibica

© 0 N e o W N e

function [X]=A SolEcuCubica (gamma)

gamma2=gamma(1) ;
gammal-gamma(2) ;
gammal—gamma(3) ;

r=(3xgammal—gamma2*gamma2) /3;
s =(2*xgamma2+gamma2+gamma2—9sgamma2+gammal+27xgammal) /(27) ;

auxl=r/3;
aux2=auxlxauxlxauxl;
delta=s*s/4+aux2;

if delta>=0
error(’La ecuacion cubica del bloque A no tiene tres
soluciones reales.’)
end

costheta=s/(2*xsqrt(—aux2)); %os(theta)
theta=acos(costheta);

x0=2xsqrt(—auxl)*cos(theta/3)—gamma2/3;
x1=2xsqrt(—auxl)xcos ((theta+2«pi)/3)—gamma2/3;
x2=2xsqrt(—auxl)*cos{(thetat+4xpi)/3)—gamma2/3;

X=sort ([x0,x1,x2]);

C.2.6. Bloque B: Modelo de Rogers-McCulloch

C.2.6.1. Solucién del modelo de Rogers-McCulloch

function [u]=B_SolRogersMcCulloch(u0, parametros2)

global vrest
global T
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global h

pl=parametros2 (
p2=parametros?2 (
p3=parametros2 (
(
(
(

© 0 N @ o

10 p4=parametros2
11 pS5=parametros2
12 pb=parametros2
13

14 if length(parametros2)<8

15 vamp—pl—vrest ;

16 vth=vrest+p2xvamp;

17 parametros2=[parametros2 ,vamp, vth|;
18 end

19

20 cd(’SolucionSEDOs )

21

22 [tt ,U,t,u]=SolSEDOs_EulerAdaptativo(u0, parametros2,0,T,h,’
RogersMcCulloch Equations’, ’RogersMcCulloch’);

23

24 cd

C.2.6.2. Ecuaciones del modelo de Rogers-McCulloch

1 function [dudt]=RogersMcCulloch Equations(t,u,parametros2,
FUENTE, FUENTEpar)

2

3 global vrest

4

5 L=length(t);

6 S=size(u);

7

s if S(1)™=L

9 error (’En llamada a ecuaciones de Rogers—McCulloch, las
dimensiones de t y u no coinciden.’)

10 end

11
12 vpeak=parametros2(1);
13 a=parametros2 (2);

14 b=parametros2(3);

15 cl=parametros2(4);

16 c2=parametros2(5);

17 c3=parametros2 (6)
18

19 vamp=parametros2 (
20 vth=parametros2 (8
21

22 v=u(:,1);
23 w=u(: ;

3

7)
)7

24

25 cd ..

26 cd(’Fuentes’)

27 lapp=feval (FUENTE, t ,FUENTEpar) ;
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28 cd ..

20 cd(’RogersMcCulloch )

30

31 Slapp=size (lapp);

32

33 if STapp(l)==1

34 Tapp=Ilapp ’;

35 end

36

37 Fl=cl./(vamp.xvamp).*(v—vrest).*(v—vth).x(vpeak—v);
38 F1=Fl—c2./vamp.*w.x(v—vrest);
30 Fl1=Fl1+Ilapp;

40 F2=b.x(v—vrest—c3.%w);

41 dudt=[F1,F2];

C.2.63. F,

1 function [Fl]=RogersMcCulloch F1(t,u,parametros2 ,FUENTE,
FUENTEpar)

global vrest

L=length(t);
S=size(u);

if S(1)™=L
error (’En llamada a ecuacion para F1 de Rogers—
McCulloch, las dimensiones de t y u no coinciden.’)

© W N e U AW N

10 end

12 vpeak=parametros2(1);
13 a=parametros2(2);

14 b=parametros2 (3
15 cl=parametros2(
16 c2=parametros2 (
17 c3=parametros2 (

)5

4);
5);
6);

’

19 vamp=parametros2 (
20 vth=parametros2 (8

[BF
)

25 cd ..

26 cd(’Fuentes’)

27 lapp=feval (FUENTE, t ,FUENTEpar) ;
28 cd ..

20 ed(’RogersMcCulloch )

31 Slapp=size (lapp);
32 if Slapp(1l)==1

33 Tapp=lapp ’;

34 end
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35

6 Fl=cl./(vamp.*vamp).x(v—vrest).*(v—vth).x(vpeak—v);
F1=F1—c2./vamp.*w.*(v—vrest);

38 F1=F14lapp;

w W
3

C.2.6.4. Fy

1 function [F2]=RogersMcCulloch F2(t,u,parametros2 ,FUENTE,
FUENTEpar)

global vrest

L=length(t);
S=size(u);
if S(1)™=L
error (’En llamada a ecuacion para F2 de Rogers—
McCulloch, las dimensiones de t y u no coinciden.’)

0 N e O A W N

9 end

10

11 vpeak=parametros2(1);
12 a=parametros2(2);

13 b=parametros2(3);

14 cl=parametros2(4);
15 c2=parametros2(5);
16 c3=parametros2(6);
17

18 vamp=parametros2 (
19 vth=parametros2 (8
20

7)
K

21 v=u(

22 w=u(:,2);
23

24 cd ..

25 cd(’Fuentes’)

26 lapp=feval (FUENTE, t ,FUENTEpar) ;

27 ed ..
28 cd(’RogersMcCulloch *)
29

30 Slapp=size(lapp);

31 if STapp(1)==1

32 Tapp=Ilapp ’;

33 end

34

35 F2=b.x(v—vrest—c3.%w);

C.2.6.5. Derivadas parciales de F' con respecto a u

function [dFdu]=RogersMcCulloch dFdu(u,parametros2)

global vrest

N N
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21
22
23
24
25

S=size(u);

vpeak=parametros2(1);
a=parametros2 (2);

b=parametros2 (3
cl=parametros2 (
c2=parametros2 (
c3=parametros2 (

)
1)
5);
6) 3

’

vamp=parametros2 (
vth=parametros2 (8

[BF
)

dFldv=cl./(vamp.xvamp) .*((v—vrest).x(vpeak —2.%v+vth)4(v—
vth).x(vpeak—v));

dF1ldv=dF1dv—c2./vamp.*w;

dFldw=—c2./vamp.*(v—vrest ) ;

dF2dv=b.xones(S(1) ,1);

dF2dw=-b.*xc3.xones(S(1) ,1);

dFdu=|dF1dv,dFldw,dF2dv,dF2dw];

C.2.6.6. Derivada parcial de F; con respecto a v

function [dFldv]|=RogersMcCulloch dF1ldv(u,parametros2)
global vrest

vpeak=parametros2(1);
cl=parametros2(4);
c2=parametros2(5);

vamp=parametros2 (
vth=parametros2 (8

7
)

dF1ldv=cl./(vamp.*vamp) .*((v—vrest).*x( vpeak —2.xv4+vth)+(v—
vth).x(vpeak—v));
dF1ldv=dF1dv—c2./vamp.*w;

C.2.6.7. Derivada parcial de F| con respecto a w

@ o W N

function [dFldw]=RogersMcCulloch dFldw(u,parametros2)
global vrest

c2=parametros2(5);
vamp=parametros2(7) ;
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10

dFldw=—c2./vamp.x (v—vrest );

C.2.6.8. Derivada parcial de F; con respecto a v

N o oA W N e

function [dF2dv]=RogersMcCulloch dF2dv(u,parametros2)
global vrest
b=parametros2 (3);

dF2dv=b.xones(S(1) ,1);

C.2.6.9. Derivada parcial de F5 con respecto a w

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

function [dF2dw]=RogersMcCulloch dF2dw(u,parametros2)
global vrest
S=size (u);

b=parametros2 (3
c3=parametros2 (

)3
6)

dF2dw=Db.*c3.xones(S(1) ,1);

C.2.7. Bloque C: Solucién de las ecuaciones adjuntas

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18

function [Fi]=C SolEcuAdjuntas(u, parametros2,vref)

global vrest
global T
global h

pl=parametros2 (1);
p2=parametros2(2);
p3=parametros2 (3);
pd=parametros2(4);
p5=parametros2 (5);
p6=parametros2(6) ;

if length(parametros2)<8
vamp=pl—vrest ;
vth=vrest+p2*xvamp;
parametros2=[parametros2 ,vamp, vth |;
end
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20 Svref=size(vref);
21

22 if Svref(1)==1

23 vref=vref ’;

24 end

25

26 vref=vref(:,1);
27 N=length (vref);
28

20 v=u(:,1);
30 w=u(: ;
31

32 vaum=|];
33 vaum=|];
34 waum=||
35 vrefaum =[];
36

37 for k=1:N—1

38 vrefaum=[vrefaum ; vref (k) ;(vref(k)+vref(k+1))/2];
39 vaum=[vaum;v (k) ;(v(k)+v(k+1)) /2];

40 waum=[waum;w(k) ; (w(k)+w(k+1)) /2];

41 end

43 vrefaum=[vrefaum;vref(end) |;

44 vaum=[vaum;v (end) |;

45 waum=[waum;w(end) |;

46 uaum=|vaum ,waum | ;

a7

48

40 cd(’RogersMcCulloch )

50 |[dFduaum]=RogersMcCulloch dFdu(uaum, parametros2) ;

51 cd ..

52 dFldvaum=dFduaum (: ,1

53 dFldwaum=dFduaum (: ,2

54 dF2dvaum=dFduaum(:,3

55 dF2dwaum=dFduaum (: ,4

56

57 % Calculo de phi y psi usando el metodo Runge—Kutta (
backward) de orden 4 aplicado a las ecuaciones
adjuntas.

)
)
)
)

NN

58
50 t=0:h:T;

60 N=length(t);
61 Fik=[0,0];

62 Fi=Fik;

63

6a for k=N—-1:—1:1

65 tk=t (k);

66 tkk=t (k+1);

67 hk=tkk—tk ;

68 Fikk=Fik;

69

70 %l valor en el nodo k corresponde al elemento 2k—1 en

la malla aumentada .
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end

Al=dFldvaum (2xk+1
Bl=dF2dvaum(2xk+1
Cl=dFldwaum(2xk+1
Di=dF2dwaum (2+k+1
Fil=Fikk ;
K1l=hk*(—Fil *[Al;Bl]+vrefaum (2xk+1)—vaum(2xk+1));
K12=hk#(—Fil +[C1;D1]) ;

K1=[K11,K12];

)3
)
)
E

A2=dFldvaum(2xk
B2=dF2dvaum (2xk
C2=dFldwaum(2xk
D2=dF2dwaum (2xk
Fi2=Fikk-K1/2;
K21=hk*(—Fi2 x[A2;B2]+vrefaum (2xk)—vaum(2xk) ) ;
K22=hk*(—Fi2 +[C2;D2]) ;

K2=[K21,K22];

)
)
)
)

A3=dFldvaum(2xk
B3=dF2dvaum (2xk
C3=dFldwaum(2xk
D3=dF2dwaum (2xk
Fi3=Fikk—K2/2;
K31=hk*(—Fi3 x[A3; B3|+ vrefaum (2xk)—vaum(2xk) ) ;
K32=hkx(—Fi3 %[C3;D3]) ;

K3=[K31,K32];

);
)
)
)

A4=dFldvaum(2xk—1
B4=dF2dvaum(2xk—1
C4=dFldwaum(2xk—1
D4=dF2dwaum (2xk—1
Fid=Fikk—K3;
K41=hk*(—Fi4 *| A4;B4|+vrefaum (2xk—1)—vaum(2xk—1)) ;
K42=hk+(—Fi4 +[C4;D4]) ;

K4=[K41,K42];

)
)3
)
)3

Fik=Fikk —(K1+2+K2+2+K3+K4) . / 6 ;
Fi=[Fik;Fi];

titulobarraprogreso=|’Calculando solucion del modelo
adjunto ... %6.2f % %]|;
titulobarraprogreso=sprintf(titulobarraprogreso ,100%(N—

k) /(N=1));

if k<N-1
waitbar ((N=k) /(N—1),barraprogreso ,
titulobarraprogreso);
else
barraprogreso=waitbar ((N-k) /(N—1),
titulobarraprogreso , ’position’ ,[50 250 550 100])

)

end
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124

close(barraprogreso)

% Calculo de ji y eta

SR, (1)
eta=Fi(1,2); Tsi(1);
% Devolucion de Fi

Fi=[Fi;[ji,eta]];

C.2.8. Bloque D: Ecuaciones de optimalidad

C.2.8.1. Solucién de ecuaciones de optimalidad

© 0w N e U A W N e

36

function [parametros2]=D SolEcuOptimalidad(u0,u,Fi, h)
global vrest

global T
global h
v0=u0(1)
w0=u0(2)
v=u(:,1);
w=u(:,2);
N=length(v);

fi=Fi(l:end—1,1);
ji=Fi(end,1);

psi=Fi(l:end—1,2);
eta=Fi(end,2) ;

[tho ,sigma]=D RhoSigma(u,Fi,h);
rho=[rho00 ,rho10 ,rho01 ,rholl,rho20,rho30]
rho00=rho (1) ;

rhol0=rho (2);

rho0l=rho(3);
rholl=rho(4);
rho20=rho (5);
rho30=rho (6);

sigma=[sigma00 ,sigmal0 ,sigma0l ]
sigma00=sigma (1) ;

sigmalO=sigma(2) ;
sigma0l=sigma(3);

Halculo de p6
p6=(sigmal0—vrest*sigma00)/sigma0ll

Halculo de pl
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38 auxla=vO0xp6*(rholl—vrest*rho0l);

39 auxlb=(v0—vrest)*(vrest*rhol0—rho20);
10 auxlc=p6x*(rholl—vrest*rhoOl);

41 auxld=(v0—vrest)x(rhol0—vrestxrho00);
42

43 pl=(auxlatauxlb)/(auxlc—auxld)

44

45 vamp=pl—vrest

46

a1 Halculo de p2

48

49 aux2a=p6*(pl—v0)*(rholl—vrest*rho01);
50 aux2b=rho20*(pl+2*xvrest);

51 aux2c=vrest*rhol0*(2xpl+vrest);

52 aux2d=plxvrestxvrest*rho00;

53 D=aux2a+rho30—aux2b+aux2c—aux2d;

54

55 aux2e=p6x*(pl—v0)*(rholl—vrest*rho0l)
56 aux2f=(v0—vrest)*(rho20—rhol0«(pl+vrest)+plxvrest+*rho00)
57 E=aux2efaux2f

58

59 p2=((v0—vrest)=D) /(vampxE)

60

61 vth=vrest+p2*vamp;

62

63 Halculo de p3;

64

65 aux3a=rho20x*(pl4+vrest+vth});

66 aux3b=rholO*(pl«(vrest+vth)+vrestxvth);
67 aux3c=plxvrest*vthxrho00;

68 F=rho30—aux3ataux3b—aux3c;

69

70 aux3d=etax(v0—vrest);

71 aux3e=(v0—vrest )«F;

72 aux3f=p6x(v0—vth)*(pl—v0)=*(rholl—vrest+*rho0l);
73 aux3g=p6xpb6*xsigmall ;

74 aux3h=p6x(rholl—vrest*rho0l)*(v0—vth)*(pl—v0);
75 aux3i=(v0—vrest )xF;

76

77 p3=aux3dx*(aux3etaux3f) /(aux3g+*(aux3htaux3i));
78

79 Yalculo de pb

80

s1 auxba=eta*{v0—vrest);

82 auxbb=p3xpb6*xp6xsigmall;

83 I=auxbHatauxbb;

84

85 auxbc=p6x(rholl—vrest*rho0l);

86

s7 pb——I*vamp/aux5bc;

88

so Halculo de p4

90

01 aux4a=(v0—vrest)*(v0—vth);

92 aux4db=p2x(v0—vrest)*(pl—v0);
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93 A=aux4a—aux4ib;
95 B=(v0—vrest)*(v0—vth)*(pl—v0);

97 auxdc=rho20x(1+p2);

98 aux4d=rholO*(vth+pl*p2+vrest*(1+p2));
99 auxde=vrest*xrho00*(vth+plxp2);

100 G=aux4c—aux4dd+auxde;

102 aux4f=rho20x(pl+vthtvrest);

103 aux4g=rholOx(pl*({vth+vrest)+vrest*xvth);
104 aux4h=plxvrest*vthxrho0O;

105 H=—rho30+aux4f—aux4g+tauxsh;

107 aux4i=pb*vampx(v0—vrest)*(vO0—vrest);

108 aux4j=vampx*I/p6;

100 aux4k=p5x(rholl—vrestxrho0l);

110 aux4l=(vamp*A—2«B) xvampx1 ;

111 aux4dm=p5*(v0—vrest ) *x(vO—vrest ) x(2xH-vamp*G) ;

113 pd=aux4dix(auxdjtauxdk)/(auxdl—auxdm) ;
115 JDevolucion de p

117 parametros=|[pl,p2,p3,p4,p5,p6];
118 parametros2=[parametros ,vamp, vth]|;

C.2.8.2. Calculode py o

function [rho ,sigma]=D_ RhoSigma(u,Fi,h)
global T
global step

v=u(:,1);
w=u(:,2);

N=length (v);
fi=Fi(l:end—1,1);
ji=Fi(end,1);

10 psi=Fi(l:end—1,2);
11 eta=Fi(end,2);

© 0 N O W N e

13 Tletra=13;

14 Alinea=4;

15 mallat=0:h:T;
16 Carpeta=’test ’;

18 f=fi;
19 rho00=Aux Integral(f,h);

21 f=fi.xv;

22 thol0=Aux_Integral(f,h);

24 f=fi.xw;
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25 rho0l=Aux Integral(f,h);
26

27 f=fi .xv.xw;

28 rholl=Aux Integral(f,h);
29

30 f=fi.xv.xv;

31 rho20=Aux_Integral(f,h);
32

33 f=f1.%v.*xv.*Vv;

3¢ rho30=Aux_Integral(f,h);

35

36 f—=psi;

37 sigma00=Aux Integral(f,h);
38

30 f=psi.*xv;

10 sigmalO=Aux _ Integral(f,h);

41

a2 f=psi.xw;

43 sigma0l=Aux _ Integral(f,h);

44

45 rtho=[rho00 ,rho10 ,rho01 ,rholl,rho20,rho30];
46 sigma=[sigma00,sigmall ,sigmall];

C.2.8.3. Auxiliar Integrales

function [I]=Aux Integral(f,h)

I=length(f);

g=sort (f);

clear f

I1=0;

for k=1:L
I=I+hxg(k);

end

© 0 N e U A W N e
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(Glosario

A

arritmia

Transtorno del ritmo cardia-
co debido a una frecuencia
muy rapida, muy lenta o muy
irregular. [2]

B

bloqueo de rama derecha

Bloqueo intracardiaco provo-
cado por una interrupcién de
la conduccién nerviosa a tra-
vés de la rama derecha del
fasciculo de His.

C

canalopatia

Enfermedad producida por
alteraciéon de los canales i6ni-
cos transmembrana que par-
ticipan en el potencial de
accion. [

cardiopatia

Toda enfermedad que afecta
al corazoén, en especial al mio-
cardio. 2l

endémico

Que afecta habitualmente a
una region o pais. [2]

evento arritmico

Si se ha tenido un episo-
dio documentado de arritmia
ventricular sicopal, muerte
sibita o recibido un shock
apropiado de un desfibrilador
implantable. [3]

M

muerte stibita cardiaca

Muerte natural inesperada
por una causa cardiaca, por
periodos menores a una ho-
ra después de que se inician
los sintomas, en una persona
cuya condicién previa no pu-
diera parecer fatal. [2]

P

periodos refractarios
Intervalos durante los cuales
es imposible desencadenar un
segundo potencial de accién
en una célula excitable.

polimorfica
Que puede tener varias for-
mas.

prodromo

Signo o sintoma que indica o
precede al inicio de una enfer-
medad. 2

R

ritmo sinusal

Latido normal del corazoén.
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S T
taquicardia
sincope )
Aumento del ritmo de los
Pérdida repentina del cono- latidos del corazén. Puede
cimiento y de la sensibilidad producirse como un proceso
debida a la suspensién subi- puramente fisiolégico duran-
ta y momentanea de la accién te un esfuerzo fisico intenso,

del corazon. 2 o por causas patolégicas.
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