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2.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.2. Interferencia de dos ondas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.3. Extracción de fase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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3.2. Cilindro eĺıptico de irradiancia . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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Resumen

A lo largo de más de 40 años de investigación se ha logrado introducir

una gran variedad de métodos de evaluación de la función de fase de un inter-

ferograma, siendo el método conocido como interferometŕıa de corrimiento

de fase (PSI, de sus siglas en inglés, Phase-shifting interferometry) uno de

los más usados y más ampliamente estudiados, que como caracteŕıstica t́ıpi-

ca usa siempre la función tangente. La razón yace en su alta precisión y su

alta aplicabilidad en metroloǵıa, por mencionar solo un ejemplo, haciendo

indispensable su uso en investigación básica y aplicada en muchas áreas de

la ciencia y la tecnoloǵıa. El quehacer de la presente tesis estriba en co-

mo calcular la fase del objeto mediante la distancia Eucĺıdea de un punto

a un cilindro de base eĺıptica. Este cilindro eĺıptico es obtenido mediante el

ajuste por mı́nimos cuadrados de puntos de intensidad construidos por un

conveniente acomodo de tres interferogramas cambiados en fase de valores

desconocidos y arbitrarios capturados de la interferencia de dos haces en un

experimento. En este método, llamado el método de la distancia Eucĺıdea

(ED, de sus siglas en inglés, (Euclidean Distance,) es evitado el uso de la

función tangente, lo cual constituye una de las caracteŕısticas más impor-

tantes que podŕıa propiciar, bajo ciertas condiciones de ruido, el de obtener

con mayor precisión y exactitud la extracción de la fase del objeto. En la
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presente tesis se desarrolla un modelo teórico, se implementa una simulación

numérica y se muestra la evaluación de patrones de franjas experimentales.



Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Introducción

PSI es un método capaz de obtener la fase deseada mediante las solu-

ción de un sistema de ecuaciones formado por tres ó mas interferogramas

desplazados en corrimientos de fase conocidos e igualmente espaciados [1-2].

Los intentos de llevar a cabo estos importantes y necesarias condiciones en el

mundo experimental han requerido la cuidadosa y exhaustiva calibración de

los desplazamientos de fase, demandando alto costo y mucho esfuerzo. Debido

a que PSI es una técnica no invasiva, de no contacto, de campo completo, y

de alta aproximación, es empleada en muchos campos de la ciencia y la tecno-

loǵıa, tal como F́ısica, Astronomı́a, Bioloǵıa, Qúımica, Medicina, Mecánica,

Metroloǵıa, Microscoṕıa, Holograf́ıa, además de muchas otras. PSI también

ha sido empleado para medir el ı́ndice de refracción de medios transparentes

incluyendo gases, ĺıquidos, sólidos y plasmas, y además, para medir viscosi-

dad, densidad, difusión, temperatura, homogeneidad, pureza, etc.; también

1



CAṔıTULO 1 INTRODUCCIÓN

PSI ha sido usado para medir desplazamiento angular y lineal a muy cortas

distancias, y ademas estimar grosor, rugosidad, topograf́ıa, modos de vibra-

ción en materiales, y muchas otras mediciones [3-4].

Bruning et al [1] propusieron en 1974 el uso de un transductor piezoeléctri-

co (PZT) como un desplazador de fase para introducir escalones de fase en

los interferogramas y realizar por primera vez el método PSI. Después de

él muchas otras técnicas experimentales para lograr un desplazamiento de

fase fueron propuestas, incluyendo polarización [5], rejillas [6-7], modulado-

res espaciales de luz [8], desplazamiento lateral de la fuente de luz [9], y

recientemente con filtros de amplitud [10-12] basados en la teoŕıa de modu-

lación de amplitud fuera de fase en cuadratura (QAM) [13] y no cuadratura

NQAM [14]. No obstante, a pesar de todos los grandes esfuerzos para desa-

rrollar la detección sincrónica de interferogramas como es requerido por el

método PSI, las condiciones deseadas no son obtenidas experimentalmente,

debido a la inhomogeneidad en los materiales, y otras caracteŕısticas tales

como su respuesta no lineal, histéresis, y su dependencia con la tempera-

tura, y por defectos de fabricación, aśı como de muchas otras condiciones

que forman parte de la configuración experimental, tales como vibraciones

mecánicas, turbulencia atmosférica, gradientes de temperatura, inestabilidad

de las fuentes de luz, no linealidad en el detector, y defectos en el uso de las

componentes ópticas. Las caracteŕısticas intŕınsecas de los desplazadores de

fase y las innatas fluctuaciones en las configuraciones experimentales, intro-

ducen inevitablemente variaciones indeseables no solo en el corrimiento de

fase sino también en la luz de fondo e iluminación de los interferogramas.

Por esta razón muchos estudios para estimar la incertidumbre en la medición

de la fase del objeto han sido ampliamente desarrollados por Schreiber [15],

2



1.1. INTRODUCCIÓN

Hariharan [16], Schmit y Creath [17], y otros investigadores. Una primera

alternativa a la mejora de las desventajas en PSI fue proponer un algoritmo

capaz de demodular la fase de los interferogramas con corrimiento de fase

desigual, conocida como detección asincrónica de interferogramas, nombrado

como interferometŕıa de corrimiento de fase generalizado (GPSI). Sin em-

bargo estos pasos deben ser todav́ıa conocidos, implicando calibración de los

corrimientos de fase. Entonces como una forma para evitar esta dif́ıcil tarea,

una alternativa emerge al estimar los corrimientos de fase desconocidos en los

interferogramas, los cuales son introducidos t́ıpicamente con un cambiador

de fase no calibrado, esta propuesta es conocida como algoritmos de corri-

mientos de fase (PSA) de autocalibración. En 1982 Morgan [18], y en 1984

Grievenkamp [19] presentaron una propuesta basada en el método de mı́ni-

mos cuadrados, y después de muchas interesantes propuestas que combinan

GPSI con métodos de autocalibración como es clasificado por Patit et al [20]

fueron presentados basados en conceptos como la transformada de Fourier

[21], propiedades estad́ısticas [22-23], ajuste a curvas eĺıpticas [24-28], méto-

dos iterativos [29], espacio temporales [30], y optimización [31]. El mérito de

estos métodos esta en como calcular en muchos de los casos los corrimientos

de los interferogramas y después calcular la fase del objeto aplicando algunos

métodos PSA basados en PSI o GPSI. Asumiendo una detección sincrónica

el caso mas simple fue propuesto por Carré [32] en 1996, y un análisis de

incertidumbre aśı como un amplio estado del arte fue presentado por Kemao

et al [33], Novak and Miks [34], Hack [35], Rastogi y Hack [36], y en las re-

ferencias citadas ah́ı dentro. La primera propuesta para autocalibración con

detección asincrónica fue resuelta por el uso de métodos iterativos [37-38] de-

mandando largos tiempos de cálculo de computo al procesar solo unas pocas

muestras o con muchas pero con poca resolución. Métodos no iterativos fue-
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CAṔıTULO 1 INTRODUCCIÓN

ron también propuestos reduciendo considerablemente el tiempo de cómputo

permitiendo muchas muestras de alta resolución y con mejor aproximación

en la demodulación de fase [39-41]. En 1990 Freischlad, y Koliopoulos [42]

presentaron por primera vez esta idea, seguidos por Larkin y Oreb [43], Sch-

mit y Creath [17], y finalmente este método fue generalizado por Servin et

al [44-45], Mosiño et al [46-47], y Tellez-Quiñones et al [48]. Básicamente,

la transformada de Fourier fue usada como una principal herramienta para

desarrollar esta aproximación. Sin embargo otras transformaciones integrales

han sido usadas tal como la transformada wavelet [49], transformada S [50],

y transformada Z usada por Surrel en 1996 [51] para introducir la idea de un

polinomio caracteŕıstico.

Todos los métodos arriba mencionados incluyendo PSI, GPSI, y de auto-

calibración pueden clasificarse bajo los algoritmos de corrimiento de fase, los

cuales tienen como mı́nimo dos caracteŕısticas comunes tal como la unifor-

midad espacial o desplazamiento de fase homogéneo (corrimiento de fase), y

el cálculo de la fase del objeto v́ıa la función tangente. Un método que no

usa la función tangente fue recientemente propuesto por Meneses-Fabián y

Lara-Cortes [52], llamado el método de la distancia Eucĺıdea (ED), aplicado

al caso de tres interferogramas con corrimientos de fase desconocidos y arbi-

trarios y basado en el ajuste de puntos de intensidad a elipses por el método

de mı́nimos cuadrados y en la asociación del parámetro de fase obtenido para

calcular la distancia Eucĺıdea de un punto de intensidad a la elipse ajustada.

Este método es operado por renglones o por columnas.

El presente trabajo de tesis esta englobado dentro de esta idea, con la par-

ticularidad de considerar toda la información del patrón de interferencia en

lugar de ir por renglones o por columnas, por esa razón se construye un

4



1.2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

cilindro eĺıptico en lugar de elipses en el plano.

1.2. Planteamiento del problema

Partiendo de tres patrones de interferencia cambiados en fase, con la

particularidad de ser arbitrarios y desconocidos, se propone un modelo ma-

temático para formar puntos de intensidad que obedezcan a la ecuación de

un cilindro eĺıptico. Sin embargo, dada la naturaleza de la distribución espa-

cial no homogénea de la luz de fondo y modulación de los interferogramas,

aśı como de la presencia de ruido inherente en todo experimento, los puntos

de intensidad, formados usando estos tres interferogramas de acuerdo al mo-

delo matemático, no pertenecerán al mismo cilindro eĺıptico. La alternativa

adoptada en este trabajo es la de realizar un ajuste por mı́nimos cuadra-

dos para obtener un único cilindro eĺıptico que mejor represente a todos los

puntos de intensidad, y posteriormente, con la finalidad de extraer la infor-

mación de fase del objeto, se propone conseguir mediante la asociación del

parámetro de fase obtenido de calcular la distancia Eucĺıdea de un punto de

intensidad al cilindro eĺıptico ajustado.

1.3. Objetivos

OBJETIVO GENERAL

Recuperar la fase del objeto en interferometŕıa de fase generalizado de auto-

calibración aplicando el concepto de la distancia Eucĺıdea de un punto a un

cilindro de base eĺıptica.
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CAṔıTULO 1 INTRODUCCIÓN

OBJETIVOS ESPECÍFICOS Y METAS

1. Desarrollar un modelo teórico.

2. Implementar el método de mı́nimos cuadrados para ajustar puntos

dispersos a un cilindro eĺıptico.

3. Implementar un algoritmo para calcular la distancia Eucĺıdea de un

punto a un cilindro eĺıptico.

4. Evaluar patrones de interferencia experimentales

1.4. Antecedentes

La interferometŕıa estudia la superposición de dos o más ondas, en óptica,

éstas ondas luminosas generalmente coherentes forman un patrón de franjas

brillantes y oscuras. Las franjas brillantes son formadas debido a las ondas

que llegan en fase, efecto conocido como interferencia constructiva, mien-

tras que las franjas oscuras son formadas debido a las ondas que llegan en

contrafase, conocida como interferencia destructiva. Es bien sabido que la

separación entre dos franjas brillantes o dos franjas oscuras es de una longi-

tud de onda y que la forma de las franjas, el contraste de ellas, aśı como el

número, refleja la diferencia de las fases, amplitudes, estados de polarización,

grado de coherencia entre las ondas involucradas en la interferencia [53].

Para el caso de la interferencia de dos ondas coherentes polarizadas lineal-

mente en el mismo plano, suponiendo conocida una de ellas, llamada onda

de referencia, en la mayoŕıa de los casos se considera una onda plana o una

onda esférica, mientras que la segunda se considera onda de prueba u onda

6



1.4. ANTECEDENTES

del objeto, por lo que las variaciones de las franjas en el patrón de interferen-

cia son atribuidas a ésta [54]. Con el anterior punto de vista, la evaluación

de la fase del patrón de interferencia viene a ser la medida de las variaciones

de fase de la onda que cruza el objeto. En general, las variaciones de fase

pueden ser atribuidas a cambios en: la longitud de onda, ı́ndice de refracción,

caminos ópticos, polarización de la luz, cambios del vector de propagación,

etc [55].

Bajo ciertas circunstancias y mediciones espećıficas, la evaluación de fase

puede ser interpretada en diferentes campos de la metroloǵıa para evaluar

o medir diferentes variables o cantidades f́ısicas, dentro de las que se puede

mencionar: pruebas de superficies ópticas, espejos, lentes; estudio de fluidos,

mezclas, densidades, velocidad de flujo; estudio interno de objetos usando

tomograf́ıa, gradientes de temperatura en sólidos, ĺıquidos y gases, como ceras

y parafinas, etc. [56-72]; en el estudio de vibraciones en placas metálicas para

la observación y medición de modos y frecuencias naturales; en la medición

de perfiles de objetos en 3D, a nivel macroscópico y nivel microscópico, en

objetos estáticos y objetos dinámicos, etc.

7



CAṔıTULO 1 INTRODUCCIÓN

1.5. Contexto del trabajo

El presente trabajo se desarrolló en el laboratorio de Óptica Aplicada de

la Facultad de Ciencias F́ısico-Matemáticas de la Benemérita Universidad

Autónoma de Puebla. Este trabajo forma parte de las ĺıneas de generación

y aplicación del conocimiento que el Cuerpo Académico de Óptica practica.

También, la presente es parte de un proyecto de investigación interno pa-

trocinado por Vicerrectoŕıa de Investigación y Estudios de Posgrado de la

Benemérita Universidad Autónoma de Puebla.

El trabajo desarrollado forma parte de una ĺınea de investigación que

se encarga de evaluar patrones de interferencia, la caracteŕıstica principal

de esta técnica es que no usa la función tangente como en la mayoŕıa de

los métodos propuestos a lo largo de mas de 40 años desde que Bruning la

introdujo. Estas ideas iniciaron con el trabajo de licenciatura y maestŕıa del

estudiante Francisco Alejandro Lara Cortés y con su trabajo doctoral a un

en desarrollo sobre la idea de extraer la fase sobre el concepto geométrico de

la distancia Eucĺıdea. En este trabajo doctoral se ha publicado un art́ıculo

que trata sobre ajustar por renglones o por columnas los datos dispersos

dados por los patrones de interferencia a una elipse, y como segundo paso

calcular la distancia Eucĺıdea de un punto a una elipse[52]. El trabajo actual

trata sobre una variante de esta idea, en lugar de ir por renglones o por

columnas se toma en cuenta toda la matriz, es decir, todos los renglones o

todas las columnas simultáneamente para construir, en este caso, un cilindro

de base eĺıptica. Se entiende que existe una gran variedad de posibilidades en

ajustar estos puntos de intensidad, aqúı se ha considerado el caso mas simple,

aśı como también se ha escogido obtener este cilindro eĺıptico por mı́nimos
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1.5. CONTEXTO DEL TRABAJO

cuadrados, quedando abierta la posibilidad de usar otras geometŕıas, tales

como elipsoides o paraboloides, por mencionar solo dos ejemplos, aśı como

también se pueden usar otros métodos de ajuste.
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CAṔıTULO 1 INTRODUCCIÓN

1.6. Organización de la tesis

El presente escrito esta organizado en 5 caṕıtulos, en el caṕıtulo 1 se

muestra el resumen los antecedentes y el planteamiento del problema, aśı co-

mo los objetivos y la forma en que este trabajo es sustentado y desarrollado.

En el caṕıtulo 2 se asientan las bases teóricas para el desarrollo del presente

trabajo. En el caṕıtulo 3 se desarrolla el modelo matemático que sustenta la

idea plasmada en esta nueva técnica de extraer la fase de un patrón de inter-

ferencia. En el Caṕıtulo 4 se demuestra mediante una simulación numérica

que el modelo matemático expuesto en el caṕıtulo 3 es viable, ademas se

muestra la evaluación de patrones de interferencia obtenidos experimental-

mente. En el Caṕıtulo 5 se redactan las conclusiones generales de la tesis

se da una discusión del método juzgando sus ventajas y desventajas y final-

mente se trazan las tareas futuras pendientes por desarrollar para subsanar o

mejorar las posibles desventajas del método de la distancia Eucĺıdea usando

un cilindro eĺıptico.

10



Caṕıtulo 2

Bases Teóricas

2.1. Introducción

2.2. Interferencia de dos ondas

El fenómeno de interferencia [73-75], se produce cuando dos o más ondas

se superponen en un punto del espacio y la onda resultante es igual a la suma

de las perturbaciones constitutivas individuales. Aśı, la interferencia óptica

equivale a la interacción de dos o más ondas de luz que producen una irra-

diancia resultante que se desv́ıa de la suma de las irradiancias componentes y

es definida como la enerǵıa medida por unidad de área por unidad de tiempo

(medida para la potencia óptica de las fuentes).

Para analizar el fenómeno de interferencia es necesario explicar de forma

breve cuales son los argumentos f́ısicos que están involucrados. Utilizando el

principio de superposición consideramos dos fuentes puntuales S1 y S2 que

emiten ondas monocromáticas en un medio homogéneo, ver Figura(2.1). Sea

11



CAṔıTULO 2 BASES TEÓRICAS

su separación a mucho mayor que la longitud de onda λ. Colocando el punto

de observación P lo suficientemente lejos de las fuentes para que en P los

frentes de onda sean planos.

Figura 2.1: Superposición de dos frentes de ondas cuyas fuentes puntuales
están separadas por una distancia a.

Considerando solamente frentes de ondas linealmente polarizados cuya

forma es

−→
E1(
−→r , t) = îA01 cos(

−→
k1 · −→r − wt+ α1), (2.1)

−→
E2(
−→r , t) = îA02 cos(

−→
k2 · −→r − wt+ α2), (2.2)

−→
E (−→r , t) =

−→
E1(
−→r , t) +

−→
E2(
−→r , t), (2.3)

donde
−→
E1 y

−→
E2 es el campo eléctrico de los haces provenientes de S1 y S2 y

A01 y A02 sus amplitudes,
−→
k1 y

−→
k2 los vectores de propagación, −→r el vector

de posición donde se reproduce la interferencia, ω es la frecuencia angular,

α1 y α2 son las fases iniciales de ambas fuentes.

12



2.2. INTERFERENCIA DE DOS ONDAS

Supongamos que estamos en un medio homogéneo expresaremos la irra-

diancia como

I = 〈
−→
E2〉T = 〈

−→
E1 +

−→
E2〉 · 〈

−→
E1 +

−→
E2〉 = 〈

−→
E2

1〉+ 〈
−→
E2

2〉+ 2〈
−→
E1 ·
−→
E2〉. (2.4)

Lo que expresa 〈 〉 es el promedio temporal de la magnitud de la intensidad

de campo eléctrico al cuadrado 〈E · E〉 y T es el tiempo de integración del

detector. Tomando el promedio temporal en el tiempo T de ambos lados, la

irradiancia pasa a ser

I = I1 + I2 + I12, (2.5)

siempre que I1 = 〈
−→
E2

1〉T , I2 = 〈
−→
E2

2〉T , I12 = 2〈
−→
E1 ·
−→
E2〉T . La última expresión

se denomina término de interferencia.

Después de multiplicar y calcular el promedio de la ecuación, obtenemos que

él término de interferencia esta dado por,

I12 = 2
√
I1I2 cos(

−→
k1 · −→r −

−→
k2 · −→r + α1 + α2), (2.6)

donde (
−→
k1 · −→r −

−→
k2 · −→r + α1 + α2) es la diferencia de fase resultante de la

combinación de una diferencia de longitud de camino y una diferencia del

ángulo de desfase inicial reescribiendo la expresión (2.5)

I = I1 + I2 + 2
√
I1I2 cos(φ+ α). (2.7)

considerando a φ =
−→
k1 · −→r −

−→
k2 · −→r y α = α1 +α2. Observemos que el frente

de onda se modifica al pasar por el objeto de fase dejando de ser el de una

onda plana, para estos casos φ toma otros valores. La ecuación (2.7) puede
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ser escrita de la forma

I = a+ b cos(φ+ α) (2.8)

con a = I1 + I2 llamada luz de fondo y b = 2
√
I1I2 luz de modulación.

En varios puntos del espacio, la irradiancia resultante puede ser mayor, menor

o igual a I1 + I2 dependiendo del valor de I12. Un máximo en la irradiancia

se obtiene cuando cos(φ + α) = 1 de modo que Imax = I1 + I2 + 2
√
I1I2,

cuando φ + α = (0,±2π,±4π · · · ) es el caso de interferencia constructiva

total, el desfase entre las dos ondas es un múltiplo entero de 2π mientras que

las perturbaciones están en fase.

Cuando 0 < cos(φ+α) < 1 las ondas están fuera de fase, I1 + I2 < I < Imax.

y el resultado se denomina interferencia constructiva.

Con φ+ α =
π

2
, cos(φ+ α) = 0, las perturbaciones ópticas están desfasadas

90◦ e I = I1 + I2.

Para 0 > cos(φ + α) > −1 disponemos de la condición de interferencia

destructiva, I1 + I2 > I > Imin..

Una irradiancia mı́nima se produce al estar las ondas desfasadas 180o, los

valles se superponen a las crestas, cos(φ + α) = −1 y Imin. = I1 + I2 −

2
√
I1I2. Esto se produce cuando φ+α = (±π,±3π,±5π, · · · ) y se denomina

interferencia destructiva total.

Otro caso especial, aunque muy importante, aparece cuando las amplitudes

de ambas ondas que llegan a P en la Fig. 2.1 son iguales, es decir, A01 = A02.

Ya que las contribuciones a la irradiancia de ambas fuentes son entonces

iguales, hagamos I1 = I2 = I0. La Ec.(2.7) se puede escribir como
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I = 2I0(1 + cos(φ+ α)) = 4I0 cos2(
φ0 + α

2
),

de lo cual se deduce que Imin. = 0 śı
φ0 + α

2
= (±π,±3π,±5π, · · · ) e Imax. =

4I0 śı
φ0 + α

2
= (0,±2π,±4π, · · · ).

2.3. Extracción de fase

2.3.1. Interferometŕıa de corrimiento de fase

Para determinar la fase sin ninguna ambigüedad, necesitamos un mı́nimo

de tres muestras. Consideremos ahora el caso de tres muestras de la señal, con

fases iniciales α1, α2 y α3 conocidas, distintas pero igualmente espaciadas.

Por lo tanto, nosotros podemos escribir

I1 = a(x, y) + b(x, y) cos(φ(x, y) + α1), (2.9)

I2 = a(x, y) + b(x, y) cos(φ(x, y) + α2), (2.10)

I3 = a(x, y) + b(x, y) cos(φ(x, y) + α3), (2.11)

donde a y b son la luz de fondo y modulación respectivamente, estas expre-

siones también pueden escribirse como:

I1 = a+ b cosα1 cosφ− b sinα1 sinφ, (2.12)

I2 = a+ b cosα2 cosφ− b sinα2 sinφ, (2.13)

I3 = a+ b cosα3 cosφ− b sinα3 sinφ, (2.14)
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donde la dependencia de x e y esta de manera impĺıcita para a, b y φ.

Si renombramos a α1, α2, α3 como αk y hacemos que tome los siguientes

valores de fase en este caso:

αk = −α, 0, α; k = 1, 2, 3, (2.15)

sustituyendo los valores de αk

I1 = a+ b cos(φ− α), (2.16)

I2 = a+ b cos(φ), (2.17)

I3 = a+ b cos(φ+ α), (2.18)

utilizando las identidades trigonométricas

I1 = a+ b cosα cosφ+ b sinα sinφ, (2.19)

I2 = a+ b cos(φ), (2.20)

I3 = a+ b cosα cosφ− b sinα sinφ (2.21)

realizando las operaciones siguientes se llega a

I1 − I3 = 2b sinα sinφ, 2I2 − I1 − I3 = 2b(1− cosα) cosφ (2.22)

se encuentra la tangente con las convenientes manipulaciones algebraicas

obtenemos:

tanφ(x, y) =

(
1− cosα

sinα

)
I1 − I3

2I2 − I1 − I3
(2.23)
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Si proponemos que αk tome los siguientes valores α1 = 60◦, α2 = 180◦ y α3 =

300◦ siguiendo el mismo procedimiento obtenemos los siguientes resultados

para la tangente de fase

tan(φ) = −
√

3
I1 − I3

I1 − 2I2 + I3
(2.24)
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CAṔıTULO 2 BASES TEÓRICAS

2.3.2. Interferometŕıa de corrimiento de fase autocali-

brado y generalizado

El estudio de franjas de interferencia asociada a la ecuación (2.8) ha

introducido varias técnicas que recuperan la fase φ, en un principio evaluando

los máximos y mı́nimos de cada patrón de franjas

I = a+ b cosφ (2.25)

A partir del desarrollo de la técnica de corrimiento de fase propuesta por

J.H.Bruning [1] que consideró los valores intermedios entre los máximos y

mı́nimos de intensidad, se han desarrollado varias técnicas de extracción de

fase que involucran N ≥ 3 corrimientos de fase αk con k= 0,1,2,N -1.

Ik = a+ b cos(φ+ αk), (2.26)

αk =
2πk

N
, donde k = 0, 1, 2, 3, · · · , N − 1, N ≥ 3,

tanφ(x, y) =

∑
Ik(x, y) sink∑
Ik(x, y) cosk

. (2.27)

La forma más usual de introducir estos corrimientos es por medio de un

piezo-eléctrico que desplaza un espejo colocado en un brazo de referencia del

interferómetro, en fracciones de longitud de onda modificando la diferencia

de camino óptico entre el brazo de referencia y el brazo donde está colocado

el objeto de prueba, aśı para cada corrimiento de fase se asocia un patrón

de franjas de interferencia. En la práctica hay complicaciones al implementar

con exactitud el corrimiento de fase que se propone teóricamente, debido a

la calibración del piezo-eléctrico y a la estabilidad del arreglo interferométri-
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co que esta sujeta a vibraciones sobre la superficie de trabajo, entre otros

factores. Se han desarrollado otras técnicas de corrimiento de fase en las que

no es preciso conocer de manera inicial estos valores, a estás técnicas se les

asocia el nombre de interferometŕıa de corrimiento de fase autocalibrado y

generalizado (GPSI). Las principales propiedades de las técnicas GPSI son

a) a, b, φ son constantes en el tiempo.

b) αk es desconocido y arbitrario.

c) El número de corrimientos puede ser N ≥ 2.

d) Se forma un sistema de N ecuaciones por (N +3) incógnitas para N

corrimientos, como consecuencia no hay solución bajo el criterio del PSI.

e) Las soluciones son aproximadas, basados en encontrar los N corrimien-

tos αk donde k = 0,1,2,N -1.

f) Encontrar la fase del objeto φ por el método del PSI.

Al igual que con PSI, con GPSI se puede extraer la información de la fase

φ contenida en un patrón de interferencia, para tal fin primero es necesario

encontrar los valores de las fases adicionales αk, mediante las relaciones y

propiedades f́ısicas entre los patrones de interferencia.

Se han propuesto técnicas GPSI con solo dos interferogramas de campos de

difracción con un corrimiento entre ambos de α con 0 < α < π y la intensi-

dad de la onda de referencia constante. Calculando la suma y resta de ambas

interferogramas y promediando estas cantidades se despeja el valor del co-

rrimiento de fase, con el valor de α se encuentra la intensidad del frente de

onda del objeto en el plano donde se registran los patrones de interferencia
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y finalmente calcular el campo del objeto en el plano de entrada aplicando

la transformada inversa de Fresnel [76]. Hay algoritmos que no expĺıcita-

mente tienen el nombre de técnicas de corrimiento de fase como la técnica

de Thomas Kreis [73] que utiliza la transformada de Fourier. Aplicando la

transformada de Fourier a un inteferograma filtra en el espacio de frecuencias

un lóbulo modificando el comportamiento de la fase, generando un cambio

o inversión de signo en puntos cŕıticos de la fase, propone introducir otro

interferograma con corrimiento de fase 0 < α < π y calcular el valor del

corrimiento introducido, en este caso lo que importa es el signo de α que

multiplicará a la fase envuelta y corregirá el cambio de signo, finalmente se

desenvuelve y se recupera el valor de la fase.

2.3.3. Desenvolvimiento de fase

El cálculo de la fase presentará discontinuidades debido a que es obtenida

mediante el uso de la tangente inversa Ec.(2.25). Debido a que la tangente

inversa es una función multivaluada, la solución para φ es una función diente

de sierra Figura (2.2)(ĺınea azul), donde las discontinuidades ocurren cada

vez que φ cambia por 2π . Si φ se incrementa, la pendiente de la función es

positiva y viceversa si la fase decrece. El paso final en el proceso de medición

del patrón de franjas es desenvolver o integrar la fase a lo largo de una ĺınea o

camino contando las discontinuidades en 2π y sumándole 2π cada vez que el

ángulo de la fase haga un salto de 2π a cero y restando 2π si cambia de cero a

2π. La Figura (2.2)(ĺınea roja) muestra los datos de la ĺınea azul después del

desenvolvimiento. La clave de un confiable algoritmo de desenvolvimiento de

fase está en su capacidad de detectar con estos saltos con precisión.
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Figura 2.2: La gráfica en color azul muestra las discontinuidades que se
presentadas en una fase envuelta, en rojo se tiene la fase desenvuelta.

El principio básico del desenvolvimiento de fase es integrar la fase envuelta

(en unidades de 2π) a lo largo de una ĺınea de datos. El gradiente de fase se

calcula para cada pixel

4φ = φn − φn−1, (2.28)

donde n es el número de pixel. Si | 4φ | excede un cierto umbral como

π, entonces se asume una discontinuidad. Este salto de fase es corregido

mediante la suma o resta de 2π dependiendo del signo de 4φ. El principio

más usado para corregir estas discontinuidades en la fase se basa en el hecho

que la diferencia de fase entre cualesquiera dos puntos medida integrando la

fase a lo largo de una trayectoria entre estos dos puntos es independiente del

camino escogido, siempre y cuando no pase a través de una discontinuidad

de fase.
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2.4. Mı́nimos Cuadrados

En ciencia e ingenieŕıa es frecuente el caso que un experimento produzca

un conjunto de puntos de datos, donde las abscisas son distintas. Una meta

de los métodos numéricos es el determinar una fórmula matemática que re-

lacione estas variables. Hay diferentes posibilidades para el tipo de función

que puede ser usada. Frecuentemente hay un modelo matemático, basado en

la naturaleza de la situación f́ısica, que determina la forma de la función.

Considerando que en cualquier experimento se encuentran fuentes de error

(error residual) que deben considerarse al momento de aproximar los datos

a una función que los represente.

Hay muchas formas de calcular el error residual o desviación:

Máximo error: E∝(f) = max1 ≤ N | f(xk)− yk |,

Error promedio: E1(f) =
1

N

∑N
k=1 | f(xk)− yk |,

Error cuadrático promedio: E2(f) =
1

N

∑N
k=1(f(xk)− yk)2.

Plantearemos los conceptos básicos de mı́nimos cuadrados aplicados a encon-

trar la ecuación de una curva que se aproxime a un conjunto de puntos de

datos finitos, y trasladaremos ésta técnica a encontrar la elipse de intensidad

que mejor se ajuste a un conjunto de puntos que se obtienen de la captura

de datos de irradiancia en un experimento.

Elegida la variable que se va a considerar independiente (x, por ejemplo), y

dado el conjunto de puntos (xi, yi), i = 1,2,· · · ,N , se selecciona la función

que mejor se pude adaptar. Supongamos que ésta viene dada en la forma

y = f(x, a1, a2, · · · , an), (2.29)
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donde a1, a2, ..., an son n parámetros, que dependen del tipo de función y que

han de ser determinados.

A cada valor xi de la variable independiente x le corresponden entonces

dos valores de la variable y: uno es el valor yi que corresponde al conjunto

de puntos al que llamaremos observado o real y otro y∗i al que llamaremos

teórico, que se obtiene de sustituir xi en la función elegida:

y∗i = f(x, a1, a2, · · · , an), (2.30)

Se tienen aśı dos distribuciones, una real u observada y otra teórica, depen-

diendo ésta última de los valores que se puedan asignar a los parámetros

a1, a2, · · · , an.

El problema que se plantea es el determinar estos parámetros de forma que

ambas distribuciones se aproximen lo más posible, las distintas formas de

conseguirlo dan lugar a los diversos procedimientos de ajuste. Una mane-

ra de resolver este problema es hallar la diferencia que hay entre el valor

observado yi y el valor teórico y∗i , que representaremos por Ei:

Ei = (yi − yi∗). (2.31)

La idea, en principio, es determinar los parámetros a1, a2, · · · , an para ello

sumamos para todos los valores de i de forma que la suma es

1

N

N∑
i=1

(yi − y∗i ). (2.32)

En esta expresión, habrá sumandos positivos y negativos, que pueden com-

pensarse unos con otros, dando una suma pequeña aún cuando el ajuste no

sea bueno. Por ello, el método de mı́nimos cuadrados consiste en determinar
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los parámetros a1, a2, · · · , an, tratando de hacer mı́nima la siguiente ecuación

E(a1, a2, · · · , an) =
1

N

N∑
i=1

(yi − y∗i )2 =
1

N

N∑
i=1

[(yi − f(xi, a1, a2, · · · , an)]2.

(2.33)

La condición necesaria para que esta expresión sea mı́nima es que las deri-

vadas parciales de primer orden respecto de cada uno de los parámetros se

anulen. De esta manera se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales,

llamadas normales, cuya resolución nos permite obtener los valores de los

parámetros y, por tanto, la expresión de la función ajustada:

∂E

∂a1
= −2

∑N
i=1[yi − f(xi, a1, a2, · · · , an)]

∂f

∂a1
= 0,

∂E

∂a2
= −2

N∑
i=1

[yi − f(xi, a1, a2, · · · , an)]
∂f

∂a2
= 0, (2.34)

...

∂E

∂an
= −2

∑N
i=1[yi − f(xi, a1, a2, · · · , an)]

∂f

∂an
= 0.

2.5. Cilindro eĺıptico

Comúnmente se entiende que un cilindro es aquel que tiene base circular

de radio r y altura h, sin embargo este es un caso particular de una familia de

cilindros. Hay otros tipos de cilindros que son los que tienen base parabólica

y base hiperbólica. En este trabajo ocuparemos los cilindros de base eĺıptica

o también llamados cilindros eĺıpticos.
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La forma de construir un cilindro eĺıptico es construyendo su base de forma

eĺıptica y repitiendo esta base a diferentes alturas.

Tomando como directriz una elipse, se puede generar una superficie ciĺındrica

eĺıptica (que incluye a los cilindros circulares, cuando los semiejes de la elipse

son iguales). En un sistema ortogonal de coordenadas (u, v, w), tomando

como eje w una recta cuya dirección es paralela a la generatriz, si se escoge

como origen el centro de simetŕıa, la ecuación de la superficie ciĺındrica es

similar a la de la superficie cónica correspondiente. La ecuación de un cilindro

eĺıptico canónico es de la forma:

u2

u20
+
v2

v20
= 1, (2.35)

donde u0 y v0 son los semiejes, la ecuación de un cilindro eĺıptico rotado es

u2

u20
+
v2

v20
− 2

uv

u0v0
cosα = sin2 α, (2.36)

la coordenada w vaŕıa de un valor inicial w0 a uno final w0 + h con h un

número real. La representación matemática de la base tiene la forma de las

ecuaciones paramétricas de una elipse.

u = u0 cos(ϕ), v = v0 cos(ϕ+ α). (2.37)

De manera similar utilizando el Método de Mı́nimos Cuadrados planteamos

encontrar el mejor cilindro eĺıptico de intensidad que minimice el error y

represente a los datos experimentales, partimos de la ecuación de la elipse

rotada un angulo ψ en el origen ecuación(2.36), multiplicamos por u20 ambos
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lados de la ecuación y restamos en ambos lados de la igualdad u20 sin2 α,

u2 +
u20
v20
v2 − 2

u0
v0
uv cosα− u20 sin2 α = 0. (2.38)

Para evitar que las variables u0, v0 y α estén ligadas lo que nos plantea bajo

el tratamiento de mı́nimos cuadrados un sistema de ecuaciones sin solución,

realizamos un cambio de variables:

A1 = −u
2
0

v20
; A2 = 2

u0
v0

cosα; A3 = u20 sin2 α. (2.39)

De esta manera la función propuesta para encontrar la mejor aproximación

de los datos a una elipse de intensidades es

u2 − A1v
2 − A2uv − A3 = 0, (2.40)

como se desea encontrar los valores de A1, A2, A3 para luego obtener los de

u0, v0, α se da un tratamiento análogo al de mı́nimos cuadrados para obtener

éstos valores, se eleva al cuadrado la ecuación (2.40),

E(A1, A2, A3) =
N∑
i=1

(u2i − A1v
2
i − A2uivi − A3)

2. (2.41)

Para obtener el mı́nimo error se deriva e iguala a cero con respecto a cada una

de las variables A1, A2, A3 donde los valores de ui, vi se consideran constantes.

∂E(A1, A2, A3)

∂A1

=
N∑
i=1

(u2i v
2
i − A1v

4
i − A2uiv

3
i − A3v

2
i ) = 0, (2.42)
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∂E(A1, A2, A3)

∂A2

=
N∑
i=1

(u3i vi − A1uiv
3
i − A2u

2
i v

2
i − A3vi) = 0, (2.43)

∂E(A1, A2, A3)

∂A3

=
N∑
i=1

(u2i − A1v
2
i − A2uivi − A3) = 0. (2.44)

Se forma un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas que es representado

en forma matricial por


∑
v4i

∑
uiv

3
i

∑
v2i∑

uiv
3
i

∑
u2i v

2
i

∑
uiyi∑

v2i
∑
uivi N



A1

A2

A3

 =


∑
u2i v

2
i∑

u3i vi∑
u2i

 , (2.45)

Si denotamos a las matrices como

D=


∑
v4i

∑
uiv

3
i

∑
v2i∑

uiv
3
i

∑
u2i v

2
i

∑
uivi∑

v2i
∑
uivi N

;
−→
A


A1

A2

A3

;
−→
R =


∑
u2i v

2
i∑

u3i vi∑
u2i

,

entonces la ecuación (2.45) cambia a la forma

D
−→
A =

−→
R, (2.46)

donde las entradas de la matriz D y las del vector
−→
R son valores numéri-

cos puesto que son el resultado de una suma de valores conocidos. Supon-

ga que detD 6= 0. Entonces la solución al sistema (2.46) está dada por

A = D−1R=
1

detD
(adjD)R.

Resuelto el sistema de ecuaciones regresaremos a las variables originales u0,

v0, α ver (2.39) que son parámetros con los que caracterizamos una elipse
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rotada en el origen de coordenadas y función a la que queremos aproximar

los valores medidos de intensidad. Al elevar al cuadrado la variable A2 y

sustituir el valor de A1

A2
2 = 4

u20
v20

cos2 α = −4A1 cos2 α, (2.47)

despejando α

α = arc cos(
A2

2
√
−A1

), (2.48)

para obtener u0 se despeja de las expresiones (2.39) y se obtiene

u0 =

√
A3

sin2 α
, (2.49)

se toma a cos2 α de la ecuación (2.47) para obtener el sin2 α, mediante la

relación cos2 α + sin2 α = 1, se encuentra

u0 =

√
4A1A3

A2
2 + 4A1

, (2.50)

nuevamente de las ecuaciones (2.39) se despeja a v0

v0 =

√
− u

2
0

A1

, (2.51)

se sustituye el valor de u0 obtenido en (2.50), finalmente

v0 =

√
4A3

A2
2 − 4A1

. (2.52)
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La manera de interpretar estos valores para las tres elipses de intensidad que

hemos formado es el poder establecer las ecuaciones paramétricas que mejor

representan a los datos obtenidos experimentalmente.
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Caṕıtulo 3

Extracción de fase por el

Método de la distancia Eucĺıdea

3.1. Introducción

En la presente tesis se desarrolla una variante del Método de la distancia

Eucĺıdea que consiste en utilizar el Método de Mı́nimos Cuadrados para

ajustar puntos de intensidad a un cilindro eĺıptico los puntos son construidos

partiendo de 3 interferogramas cambiados en fase de valores desconocidos y

arbitrarios medidos de la interferencia de dos haces en un experimento, se

halla la distancia Eucĺıdea para asociar el parámetro de fase del punto de

intensidad con el valor de fase del punto que pertenece al cilindro eĺıptico el

cual haga que la distancia entre ellos sea la mı́nima.
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3.2. Cilindro eĺıptico de irradiancia

Se tienen 3 interferogramas de la forma

I0(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cosφ(x, y), (3.1)

I1(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cos(φ(x, y) + α1), (3.2)

I2(x, y) = a(x, y) + b(x, y) cos(φ(x, y) + α2), (3.3)

donde α1, α2 son corrimientos de fase inicial arbitrarios, φ es la fase del ob-

jeto de prueba, a y b la luz de fondo y de modulación respectivamente.

Se forman las siguientes ecuaciones para eliminar a la variable a de los inter-

ferogramas I0, I1, I2

p = I0 − I1; q = I1 − I2, (3.4)

sustituyendo a I0, I1,I2 y realizando algunas las operaciones la Ec.(3.4) queda

como

p = 2b(x, y) sin(
α1

2
) sin(φ(x, y) +

1

2
α1), (3.5)

q = 2b(x, y) sin(
α2 − α1

2
) sin(φ(x, y) +

1

2
(α2 + α1)), (3.6)

notemos que en las ecuaciones (3.5) y (3.6) cambian su valor en cada punto

(x, y) porque dependen de b y φ que son diferentes para cada punto de los

datos de intensidad. Es conveniente expresar a p y q de forma matricial,
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pij = 2 sin(
α1

2
)bij sin(φij +

1

2
α1), (3.7)

qij = 2 sin(
α2 − α1

2
)bij sin(φij +

1

2
(α2 + α1)), (3.8)

Denotamos a pij y qij como los valores que toman en la i-ésima fila y j-

ésima columna de los datos registrados. Ahora observemos que las ecuaciones

(3.7) y (3.8) guardan similitud con las ecuaciones paramétricas de una elipse

excepto por bij que no es constante, entonces con el fin de hacer que los

datos de intensidad obedezcan a la forma matemática de las ecuaciones de

un cilindro eĺıptico se toma una dimensión más y se forman las ecuaciones

paramétricas de un cilindro eĺıptico en analoǵıa a la Ec.(2.37) descrita en la

sección (2.5)

p = pij; q = qij; r = qi1, (3.9)

el valor para r se eligió arbitrariamente ya que no influye en cálculos poste-

riores y su propósito es proporcionar una altura que nos permita visualizar

mejor los puntos, en este caso se eligió qi1 que son los valores de la columna

uno de q.

Formando la triada (p, q, r) para todo renglón i y para toda columna j de los

patrones de interferencia, se puede prever que estos puntos están dispersos

distando de un cilindro eĺıptico. Esto es debido a la influencia de dos ca-

racteŕısticas intŕınsecas de la situación experimental, una es la dependencia

espacial de la amplitud del campo óptico que recae directamente en el com-

portamiento espacial de la luz de modulación b, y dos, debido a la influencia

del ruido presente en todo experimento. La presente tesis esta desarrollada
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suponiendo una variación suave de la luz de modulación y por lo tanto en

una variación suave de la amplitud del campo óptico y, además se considera

la presencia de bajo nivel de ruido. La determinación del umbral acerca del

nivel de variación de b y del nivel de ruido presente están fuera del alcance

de la presente tesis de Licenciatura.

3.3. Cilindro eĺıptico y mı́nimos cuadrados

Una vez que se obtiene el modelo matemático del comportamiento de los

puntos (p, q, r) se busca ajustar toda la colección de puntos a un cilindro

eĺıptico que mejor ajuste los datos de intensidad por el Método de Mı́nimos

Cuadrados.

Se deduce la ecuación de una elipse para ello se parte de las Ecs.(3.5), (3.6)

y se hace un pequeño despeje

p

2b sin(1
2
α1)

= sin(φ+
1

2
α1), (3.10)

q

2b sin(1
2
(α2 − α1))

= sin(φ+
1

2
(α2 + α1)). (3.11)

Las variables b y φ siguen dependiendo de x,y solo se omitió la dependencia

por simplicidad.

Al desarrollar el lado derecho de la ecuación (3.11) y sustituir a (3.10) se

llega a

q

2b sin(1
2
(α2 − α1))

−
p cos(1

2
α2)

2b sin 1
2
α1

= cos(φ+
1

2
α1) sin

1

2
α2. (3.12)
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Elevando al cuadrado y sumando las ecuaciones (3.10) y (3.12)y realizar

algunas operaciones se encuentra que

p2 + q2
sin2(

1

2
α1)

sin2(1
2
(α2 − α1))

− 2pq
sin2(

α1

2
) cos(

α2

2
)

sin(1
2
(α2 − α1))

− 4b2 sin2(
α2

2
) sin2(

α1

2
) = 0.

(3.13)

Si sustituimos la función b por una constante que llamaremos B en princi-

pio desconocida la ecuación (3.13) ya no será exactamente igual a cero por

consiguiente tomará un valor Ei,j que es el error que hay por dicha conside-

ración. En la práctica b no es constante pero se puede lograr al hacer que

b varié muy poco de tal forma que se pueda aproximar a una constante. Se

requiere encontrar nuevos valores de α1, α2 y a B que hagan que el error

total E sea el mı́nimo tomando en cuenta estas consideraciones, la Ec.(3.13)

queda descrita de la siguiente manera

p2ij − C0 − C1pijqij − C2q
2
ij = Eij, (3.14)

donde C0, C1, C2 son las variables a encontrar que dependen a la vez de β1,

β2 que representan los nuevos valores de α1, α2 respectivamente

C0 = 4B2 sin2(
1

2
β1) sin2(

1

2
β2); C1 =

sin(
1

2
β1) cos(

1

2
β2)

sin(
1

2
(β2 − β1))

; (3.15)

C2 =
− sin2(

1

2
β1)

sin2(
1

2
(β2 − β1)

.
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Como parte de la teoŕıa de mı́nimos cuadrados al elevar al cuadrado la ecua-

ción (3.14) y sumar todos los valores de Ei,j se obtiene el error total E

E(C0, C1, C2) =
M∑
i=1

N∑
j=1

(p2ij − C0 − C1pijqij − C2q
2
ij)

2, (3.16)

con M y N la cantidad de datos de intensidad que se tienen.

Como se busca que el error sea el mı́nimo esto se consigue derivando a la

ecuación (3.16) con respecto a C0, C1, C2 e igualando a cero.

∂E

∂C0

= −2
M∑
i=1

N∑
j=1

(p2ij − C0 − C1pijqij − C2q
2
ij) = 0, (3.17)

∂E

∂C1

= −2
M∑
i=1

N∑
j=1

pijqij(p
2
ij − C0 − C1pijqij − C2q

2
ij) = 0, (3.18)

∂E

∂C2

= −2
M∑
i=1

N∑
j=1

q2ij(p
2
ij − C0 − C1pijqij − C2q

2
ij) = 0. (3.19)

Después se procede a resolver el sistema de ecuaciones que se deriva de (3.17),

(3.18), (3.19) donde las variables a encontrar son C0, C1, C2 puesto que los

valores de pi,j y qi,j se conocen de los datos de entrada,

Ax=B (3.20)

donde

A =


∑N

i=1

∑M
j=1 1

∑N
i=1

∑M
j=1 pijqij

∑N
i=1

∑M
j=1 q

2
ij∑N

i=1

∑M
j=1 pijqij

∑N
i=1

∑M
j=1(pijqij)

2
∑N

i=1

∑M
j=1 q

2
ijpijqij∑N

i=1

∑M
j=1 q

2
ij

∑N
i=1

∑M
j=1 pi,jqijq

2
ij

∑N
i=1

∑M
j=1 q

2
ijq

2
ij

,
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x =


C0

C1

C2

, B =


∑N

i=1

∑M
j=1 p

2
ij∑N

i=1

∑M
j=1 p

2
ijpijqij∑N

i=1

∑M
j=1 p

2
ijq

2
ij


Una forma alternativa de calcular cada una de las entradas de las matrices

A y B y aśı resolver el sistema descrito en (3.20) es la siguiente.

A =


Tr[1(1)T ] Tr[pij(qij)

T ] Tr[qij(qi,j)
T ]

Tr[pij(qij)
T ] Tr[p2ij(q

2
ij)

T ] Tr[q2ij(pqij)
T ]

Tr[qij(qij)
T ] Tr[q2ij(pqij)

T ] Tr[q2ij(q
2
ij)

T ]

, B =


Tr[pij(pij)

T ]

Tr[p2ij(pqij)
T ]

Tr[p2ij(q
2
ij)

T ]


donde con Tr denotamos la traza de la matriz [ ],

pqij =



p11q11 p12q12 · · · p1Mq1M

p21q21 p22q22 · · · ...

...
...

. . .
...

pN1qN1 pN2qN2 · · · pMNqMN


, q2ij =



q11q11 q12q12 · · · q1Mq1M

q21q21 q22q22 · · · ...

...
...

. . .
...

qN1qN1 qN2qN2 · · · qMNqMN


,

p2ij =



p11p11 p12p12 · · · p1Mp1M

p21p21 p22p22 · · · ...

...
...

. . .
...

pN1pN1 pN2pN2 · · · pMNpMN


.
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Una vez que se conoce el valor de C0, C1, C2 se despeja β1,β2 y B de la

Ec. (3.15) estos valores nos servirán para formar el cilindro eĺıptico ajustado.

β1 = 2 arctan(
2 + C1√
−(4C2 − C2

1

); β2 = 2 arc cos(
C1

2
√
−C2

); (3.21)

B =
−2
√
−C0C2(C1 − C2 + 1)

4C2 + C2
1

.

Finalmente las ecuaciones paramétricas del cilindro ajustado son:

Pij = 2B sin(
β1
2

) sin(ϕ+
β1
2

), (3.22)

Qij = 2B sin(
β2 − β1

2
) sin(ϕ+

β2 − β1
2

), (3.23)

Rij = qi,1. (3.24)
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3.4. Distancia Eucĺıdea y extracción de fase

La distancia que hay entre un punto de intensidad (p, q, r) a un punto de

la elipse ajustada (P,Q,R) esta dada por

D =
√

(p− P )2 + (q −Q)2 + (r −R)2, (3.25)

sustituyendo a P , Q, R

D(ϕ)2 = (pij − 2B sin(
β1
2

) sin(ϕ+
β1
2

))2 + (qij − 2B sin(
β2 − β1

2
) sin(ϕ+

β2 − β1
2

))2.

Al requerir encontrar el punto en la elipse ajustada que haga que la distancia

sea mı́nima se deriva e iguala a cero a D(ϕ)2

d1 cos(ϕ) + d2 sin(ϕ) + d3 sin(2ϕ) + d4 cos(2ϕ) = 0, (3.26)

donde

d1 = p sin(
β1
2

) cos(
β1
2

) + q sin(
β2 − β1

2
) cos(

β2 + β1
2

),

d2 = p sin(
β1
2

) sin(
β1
2

) + sin(
β2 − β1

2
) sin(

β2 + β1
2

),

d3 = 2B(sin2(
β1
2

) cos(β1) + sin2(
β2 − β1

2
) cos(β1 + β2)),

d4 = B(sin2(
β1
2

) sin(β1) + sin2(
β2 − β1

2
) sin(β1 + β2)).

Es importante mencionar que se quiere encontrar el punto que haga que

la distancia se la mı́nima pero realmente lo que nos interesa es la fase. De

la ecuación (3.26) se encuentran 4 soluciones para el cos(ϕ), el valor de ϕ

entonces es.
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ϕ = ± arg[cosϕ± i
√

1− cos2 ϕ]. (3.27)

Como lo marca la ecuación (3.27) hay 8 valores de ϕ, pero solo existe un

punto que cumple que la distancia sea la mı́nima. Se evalúa cada valor de ϕ

en la ecuación (3.25) y se toma el valor de fase que tenga la mı́nima distancia

y por lo tanto es el valor de fase que se le asocia al punto de intensidad.
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Caṕıtulo 4

Resultados numéricos y

experimentales

4.1. Introducción

En esta sección se presenta una verificación numérica para comprobar

la teoŕıa expuesta en el caṕıtulo anterior. Se explica la metodoloǵıa que se

siguió para poder realizar la simulación numérica y bajo que condiciones se

logró, un diagrama a bloques para ilustrar la metodoloǵıa de implementación.

41
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4.1.1. Diagrama a bloques

Figura 4.1: Método de la distancia Eucĺıdea utilizando un cilindro de base
eĺıptica
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4.2. Implementación numérica
4.2.1. Simulación numérica

Para implementar el método expuesto en el capitulo anterior se escoge

primero un lenguaje de programación y para este trabajo el programa se

utiliza es Wolfram Mathematica.

Como se muestra en el diagrama a bloques se parte de obtener 3 patrones

de interferencia I0, I1, I2 con corrimientos de fase arbitrarios (α1 y α2). A

continuación se explica como se obtienen cada uno de éstos interferogramas.

Definamos las funciones

A1(x, y) =
A01

2
exp(
−(x− x1)2

σx1
− (y − y1)2

σy1
), (4.1)

A2(x, y) =
A02

2
exp(
−(x− x2)2

σx2
− (y − y2)2

σy2
),

donde los valores que se introdujeron para las constantes son: A01 = 1,

x1 = 16, y1 = 3, σx1 = 150000, σy1 = 250000, A02 = 1, x2 = 10, y2 = −3,

σx2 = 150000, σy2 = 250000.

Con el fin de comprobar la teoŕıa del caṕıtulo 3 se elige que xε(
−Dx

2
,
Dx

2
)

con un paso de ∆x =
Dx

Np

y yε(
−Dy

2
,
Dy

2
) con un paso de ∆y =

Dy

Mp

como

el dominio de las funciones A1 y A2. Donde Dx = 10, Dy = 10 y la can-

tidad de puntos por filas y columnas se denotan por Mp = 204, Np = 204

respectivamente.
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Como lo que realmente se necesita es la diferencia de fase de estos 2

campos se hace

φ1(x, y) = 0; φ2(x, y) =
−(x− xh)2

σx
− (y − yh)2

σy
, (4.2)

con xh = 0, yh = 0 σx=1.5, σy=2.5. Entonces los patrones de interferencia se

consiguen con la superposición de los campos

E1 = A1pe
iφ1p , E2 = A2pe

iφ2p . (4.3)

Para poder obtener los patrones de interferencia que resultan de hacer inter-

ferir éstos campos se realizan las siguientes operaciones y lo que se obtiene

se muestra en la figura (4.2)

I0 = (E1 + E2) ∗ (E1 + E2), (4.4)

I1 = (E1e
iα1 + E2) ∗ (E1eiα1 + E2), (4.5)

I2 = (E1e
iα2 + E2) ∗ (E1eiα1 + E2), (4.6)

donde I0,I1,I2 son matrices de tamaño MpxNp y α1 =
π

3
y α2 = π.

El segundo paso es formar las ecuaciones paramétricas como en (3.9).

Como se conoce a I0, I1 e I2 se calcula punto a punto a las ecuaciones

p = I0 − I1; q = I1 − I2, (4.7)

por lo tanto las ecuaciones paramétricas son:

p = pij; q = qij; r = qi1, (4.8)
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(a) I0

(b) I1 (c) I2

Figura 4.2: Patrones de interferencia en el caso de b)I1 tiene un corrimiento

de fase de α1 =
π

3
y c)I2 un corrimiento de α2 = π

Los puntos (p, q, r) se distribuyen siguiendo a las ecuaciones de un cilindro

eĺıptico porque aśı se construyeron, pero recordemos que en cada punto el

valor de bi,j vaŕıa espacialmente por lo tanto cada punto obedece a la ecuación

de un cilindro eĺıptico diferente, como se observa en la gráfica siguiente.
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Figura 4.3: Resultado de evaluar a todos los puntos de la forma p = pi,j,
q = qi,j r = qi,1 que se forman con los patrones de interferencia

El ajustar a un cilindro eĺıptico por mı́nimos cuadrados es el siguiente

paso. De acuerdo a la teoŕıa expuesta en el capitulo 3 se resuelve el siguiente

sistema de ecuaciones para encontrar los valores de C0, C1, C2 se elije la

forma alternativa por simplicidad la cual es,


C0

C1

C2

 =


Tr[1(1)T ] Tr[pij(qij)

T ] Tr[qij(qij)
T ]

Tr[pij(qi,j)
T ] Tr[p2ij(q

2
ij)

T ] Tr[q2i,j(pqij)
T ]

Tr[qij(qij)
T ] Tr[q2ij(pqij)

T ] Tr[q2ij(q
2
ij)

T ]


−1

Tr[pij(pij)
T

Tr[p2ij(pqij)
T ]

Tr[p2ij(q
2
ij)

T ]

 .

(4.9)
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Para formar el cilindro eĺıptico que resulta de hacer el ajuste de acuerdo

a la Ecs.(3.22),(3.23),(3,24) se toman las ecuaciones paramétricas.

P = 2B sin(
β1
2

) sin(ϕ+
β1
2

) (4.10)

Q = 2B sin(
β2 − β1

2
) sin(ϕ+

β2 − β1
2

) (4.11)

R = qi,1 (4.12)

Donde β1 y β2 se calcularon como lo indica la ecuación (3.21), ϕ es sustituida

por (
2π

M + 1
j).

El cilindro eĺıptico ajustado que se obtiene,

Figura 4.4: Cilindro de base eĺıptica ajustado por el Método de Mı́nimos
Cuadrados
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Lo que hasta ahora se ha realizado se muestra la Fig (4.5).

Figura 4.5: Cilindro de base eĺıptica ajustado y puntos (p, q, r)

El paso que sigue es resolver la Ec (3.26) para extraer la fase, el resultado

es el siguiente

cosφ = {sol1, sol2, sol3, sol4}, (4.13)

ϕ = ± arg(cos(ϕ)± i
√

1− cos2(ϕ)). (4.14)

Se toma un punto (p, q, r) y se obtiene la fase del punto que está en el cilindro

eĺıptico ajustado que hace que la distancia al punto que se tomó sea la mı́nima

figura (4.5). Este proceso se hace para todos los puntos del cilindro eĺıptico.
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4.3. EVALUACIÓN DE PATRONES DE INTERFERENCIA
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Figura 4.6: Cilindro de base eĺıptica ajustado y punto (p, q, r).

4.3. Evaluación de patrones de interferencia

experimentales

Como se menciona en la teoŕıa del capitulo 3 se parte de tener 3 patrones

de interferencia, en este caso los patrones de interferencia que se capturan se

muestran en las siguientes imágenes.
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(a) I0

(b) I1 (c) I2

Figura 4.7: Patrones de interferencia I0, I1, I2.

De la figura (4.7) se observa que la cantidad de datos por filas es de 150 y

en columnas de 260. Se obtienen los patrones secundarios a los que llamamos

como p y q (Ec. 3.4).
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(a) p (b) q

Figura 4.8: Patrones Secundarios a) p = I0 − I1, b) q = I1 − I2.

Al formar la triada (p, q, r) donde recordemos que r la obtenemos como

qi1 se obtiene

Figura 4.9: Gráfica de todos los puntos (p, q, r).
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Lo siguiente que se realiza es ajustar esta colección de puntos a un cilindro

eĺıptico. Se obtienen las constantes C0, C1, C2, haciendo los cálculos como lo

marca la Ec. (4.9) es fácil de obtenerlos, luego se obtienen a β1, β2, B como

en la Ec. (3.21) para aśı formar los puntos (P,Q,R) que estos forman un

cilindro eĺıptico como se muestra.

Figura 4.10: Cilindro de base eĺıptica ajustado y puntos (p, q, r).
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Calculamos la distancia Eucĺıdea de cada punto (p, q, r) al cilindro eĺıpti-

co.

Figura 4.11: Cilindro de base eĺıptica ajustado y puntos (p, q, r).

Encontramos la fase como está descrito en la sección (3.4) también se

obtiene la fase utilizando la tangente inversa (método PSA) con fines de

comparación entonces lo que se tiene es
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CAṔıTULO 4 RESULTADOS NUMÉRICOS Y EXPERIMENTALES

(a)

(b)

Figura 4.12: Gráfica de la fase que se recupera con el a)método de la distancia
Eucĺıdea y b)método PSA.

54
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(a)

(b)

Figura 4.13: Fase desenvuelta a) método de la distancia Eucĺıdea b) método
PSA.
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Se muestran la evaluación de otros patrones de interferencia para la ob-

tención de fase siguiendo el mismo procedimiento que los patrones de inter-

ferencia anteriores.

(a) I0

(b) I1 (c) I2

Figura 4.14: Patrones de interferencia I0, I1, I2.
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(a)

(b)

Figura 4.15: Gráfica de la fase que se recupera con el a)método de la distancia
Eucĺıdea y b)método PSA.
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(a)

(b)

Figura 4.16: Fase desenvuelta a) Método de la distancia Eucĺıdea b) Método
PSA.
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EXPERIMENTALES

(a) I0

(b) I1 (c) I2

Figura 4.17: Patrones de interferencia I0, I1, I2.
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(a)

(b)

Figura 4.18: Gráfica de la fase que se recupera con el a)Método de la distancia
Eucĺıdea y b)Método PSA.
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(a)

(b)

Figura 4.19: Fase desenvuelta a) Método de la distancia Eucĺıdea b) Método
PSA.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

5.1. Conclusiones

5.1.1. Conclusiones Generales

Se logró recuperar la fase mediante el método de la distancia Eucĺıdea de

un punto a un cilindro de base eĺıptica del cuál se desarrolló el modelo teóri-

co, se implementó el Método de Mı́nimos Cuadrados para ajustar los puntos

a un cilindro eĺıptico y un algoritmo para calcular la distancia Eucĺıdea que

ayudaron a implementar la obtención de fase de manera numérica. Se eva-

luaron patrones de interferencia experimentales para extraer la fase con el

algoritmo que se implementó.
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5.1.2. Discusión

El algoritmo propuesto en el presente trabajo de tesis fue implementa-

do bajo condiciones controladas en una simulación numérica y también se

aplicó en la evaluación de patrones experimentales para 3 distintos objetos

de fase. En ambos casos, se verificó de manera plausible que los resulta-

dos son aceptables mediante la evaluación de estos mismos interferogramas

usando el algoritmo PSA dado en la Ec.(2.27). La verificación cuantitativa

del método está fuera del alcance del presente trabajo, aśı como también de-

terminar el nivel de variación espacial de la luz de modulación b y el nivel de

ruido presente en la captura de los datos experimentales para que el método

aqúı presentado funcione. Como se puede notar, el error en el cálculo de la

fase del objeto crece con el nivel de variación espacial de la luz de fondo y

con el nivel de ruido, pero determinar un análisis cuantitativo de este pro-

blema esta fuera del alcance de este trabajo. Otro punto que se debe tomar

atención es el método usado para ajustar a un cilindro eĺıptico el conjunto de

datos dispersos dados por el acomodo de los interferogramas, queda abierta la

posibilidad de usar otros métodos alternativos y proponer otras geometŕıas.

64



5.1. CONCLUSIONES

5.1.3. Trabajo a futuro

1.- Analizar la influencia que tienen las variaciones de ruido presente en el

experimento en el cálculo de la fase usando el método de la distancia Eucĺıdea

en un cilindro eĺıptico.

2.- Analizar la influencia que introducen las variaciones espaciales de la

luz de modulación b en el calculo de la fase.

3.- Investigar si existe un rango para el nivel de ruido y para el nivel de

variación de b donde el método de la distancia Eucĺıdea sea más aproximado

que el método tradicional que usa la función tangente.

4.- Proponer otro método de ajuste y probar el método con otro tipo de

geometŕıas.
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