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Introduccion

Un continuo X es un espacio métrico, compacto, conexo y diferente del vacio.
Dado un continuo X, los hiperespacios son familias de subconjuntos de X con
alguna caracteristica particular, considerados con la métrica de Hausdorff, [30],
Teorema 1.2]. Denotamos por 2% y F,,(X) a los espacios {4 C X : A es un
conjunto cerrado en X y no vacio} y {4 € 2% : A tiene a lo mis n puntos},
respectivamente. El hiperespacio F,(X) es conocido como el n-ésimo producto
simétrico de X. El hiperespacio F7(X) es una copia isométrica de X encajada
en cada n-ésimo producto simétrico. El concepto del n-ésimo producto simétrico
fue introducido por K. Borsuk y S. Ulam en [6].

Una grdfica finita es un continuo que se puede expresar como la unién finita
de arcos tales que cualesquiera dos de ellos, o son ajenos o se intersectan en uno
0 en ambos puntos extremos.

Una dendrita es un continuo localmente conexo sin curvas cerradas simples.

Dadon € Ny X un continuo, diremos que X tiene n-ésimo producto simétri-
co unico si cumple con la siguiente implicacién: si para cada continuo Y tal que
F,(X) es homeomorfo a F,,(Y), entonces X es homeomorfo a Y.

En 2002, Alejandro Illanes retoma el tema de n-ésimo producto simétrico
en el articulo Dendrites with unique hyperspace F»(X), [29]; después en 2006,
Enrique Castaneda y Alejandro Illanes, mostraron que las graficas finitas tienen
n-ésimo producto simétrico tnico, [9].

En 2009, G. Acosta, R. Herndndez Gutiérrez, V. Martinez de la Vega, pu-
blicaron el articulo Dendrites and symmetric products, donde prueban que las
dendritas cuyo conjunto de puntos extremos es Fy-cerrada, |2, Teorema 5.2]; y
en el mismo ano D. Herrera Carrasco, M. de J. Lépez, F. Macias Romero mos-
traron que las dendritas cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado tienen
n-ésimo producto simétrico unico [22, Teorema 3.7].

Dado un continuo X, sean

G(X) ={p € X : p tiene una vecindad G en X la cual es una gréfica finita} y

PX)=X-G(X).

Un continuo X es casi enrejado si el conjunto G(X) es denso en X. Un
continuo X es enrejado si X es casi enrejado y X tiene una base de vecindades
B tal que U — P(X) es conexo, para todo U € B, [1].

Un alambre en un continuo X es un subconjunto o de X homeomorfo a
(0,1), [0,1), [0,1] 0 S! y ademds « es una componente de algtin abierto en X.
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Dado un continuo X, sea
W(X) ={a: «aesun alambre n X}.

Un continuo X es alambrado si el conjunto W(X) es denso en X, [I§].

En el ano 2012, D. Herrera Carrasco, F. Macias Romero, F. Vazquez Juarez,
generalizaron el resultado obtenido en [22] Teorema 3.7], ellos mostraron que
para n € N — {2, 3}, la clase de los continuos localmente conexos tal que &,(X)
es denso en F,(X) tienen n-ésimo producto simétrico tinico, més atin, mostraron
que la clase de los continuos casi enrejado localmente conexos tienen n-ésimo
producto simétrico tinico, para n € N— {2, 3}, [28, Teorema 4.3 y Corolario 4.4].

En el ano 2013, se publican los articulos Continua with unique symmetric
product, Uniqueness of hyperspaces for Peano continua y Rigidity of symmetric
products, cuyos autores son J. G. Anaya, E. Castaneda Alvarado, A. Illanes y
R. Herndndez Gutiérrez, V. Martinez de la Vega, respectivamente, vea [B], [16]
y [3].

En 2015, Luis Alberto Guerrero Méndez, David Herrera Carrasco, Maria
de Jesus Lépez Toriz y Fernando Macias Romero, muestran que los continuos
enrejados tienen segundo y tercer producto simétrico tinico [I5], cabe mencionar
que en el tema de n-ésimo producto simétrico tnico, en los casos n =2y n =3
se usan técnicas distintas a los casos cuando n € N — {2,3}.

En el ano 2016, David Herrera Carrasco, Maria de Jesis Loépez Toriz y
Fernando Macias Romero, muestran que los continuos casi enrejados localmente
conexos tienen segundo producto simétrico unico, en su articulo Almost meshed
locally connected continua have unique second symmetric product, vea [24].

El topico de este trabajo estd inmerso en el siguiente problema general:
Dado n € N, jqué condiciones necesita tener un continuo X para que se
garantice la unicidad del n-ésimo producto simétrico tinico?

Este trabajo de tesis esta dividido en tres capitulos, en el Capitulo 1, presen-
tamos conceptos béasicos asi como resultados necesarios para las demostraciones
del Capitulo 3. En el Capitulo 2, introducimos notacién que nos sera de gran
apoyo en el Capitulo 3 y ademas citamos resultados necesarios para este trabajo.

Vianey Cérdova Salazar

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas,
Benemérita Universidad Auténoma de Puebla.
19 de noviembre de 2019.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo exponemos las herramientas necesarias de la teoria de con-
tinuos e hiperespacios, como conceptos y resultados importantes, a los cuales
haremos referencia, y nos seran de gran apoyo para el desarrollo de este trabajo.

El simbolo N, representard al conjunto de los enteros positivos y R al con-
junto de los numeros reales. La cardinalidad de un conjunto B la representamos
por |B|. Denotamos por |N| = 8.

Definicién 1.1. Una familia {A, : a € A} de subconjuntos de un espacio
topoldgico X es localmente finita es un subconjunto A de X, si para cada
punto x de A existe una vecindad V de x en X tal que VN Ay # 0, para a lo
mas un numero finito de indices .

Teorema 1.2. [13, Teorema 9.4] Sean X y Y espacios topoldgicos y {Aq : o €
A} una cubierta de X que satisface (1) o (2):

(1) Todos los conjuntos A, son abiertos en X.

(2) Todos los conjuntos A, son cerrados en X y forman una familia local-
mente finita en X.

Sea {fo : Ao — Y} una familia de funciones continuas tal que para cada (o, §) €
A X A, se cumple que fa|AamAﬁ = fg\AumAﬂ. Entonces existe una unica funcion
continua f : X =Y que es una extension de cada fo, es decir, para cada o € A,
se cumple que fla, = fa-

1.1. Continuos e hiperespacios
En este capitulo enunciaremos algunos conceptos y resultados relacionados

con continuos e hiperespacios, los cuales seran de utilidad en capitulos posterio-
res.
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Definicién 1.3. Un continuo X es un espacio métrico, compacto, conexo y
no vacio.

Si X es un continuo, entonces un subconjunto cerrado, conexo y no vacio de
X recibira el nombre de subcontinuo de X.

Sean X un continuo y p € X, un subconjunto A de X es una vecindad de p
si existe un abierto U en X tal que p e U C X.

Si X es un continuo, Y un subespacio de X y A C Y, entonces Y° o intx(Y),
Y o clx(Y) y Bdx(Y) denotan al interior, la cerradura y la frontera de Y en
X; A°Y ointy (A), AY o cly(A) y Bdy(A) denotaran el interior, la cerradura y
la frontera de A en Y, como subespacio de X.

Dado X un continuo con métrica d y un subconjunto no vacio A de X,
definimos la distancia del punto p € X al conjunto A como

d(p, A) = inf{d(p,a) : a € A}.

También, definimos la distancia entre dos subconjuntos no vacios Ay B de X
como

d(A,B) = inf{d(z,y) :x € Ay y € B}.

Dado un continuo X con métrica d, p € X y € > 0, la bola abierta en X con
centro en p y radio €, denotada por By, (p,€), es el conjunto {z € X : d(x,p) <
¢}. Cuando no haya confusién sobre la métrica escribimos simplemente B(p, ¢).

Dado X un continuo y n € N definimos al hiperespacio de subconjuntos
cerrados de X y al n-ésimo producto simétrico de X, como

2%X = {A C X : A es cerrado en X y no vacio} y
F.(X)={A € 2% : Atiene a lo mas n puntos}.
Observemos que para n = 1, obtenemos a
Fi(X)={{z} €2¥ :2 € X}.

Este conjunto recibe el nombre de hiperespacio de singulares de X y tiene la
propiedad particular de ser isométrico al continuo X.

Para darle una métrica a los hiperespacios de un continuo, basta con definir
una métrica para el hiperespacio de subconjuntos cerrados, para definir esta
métrica es necesario conocer los siguientes conceptos.

Definicién 1.4. Sea X un continuo. Sie > 0 y A € 2%, la nube en X con
centro en A y de radio €, es el conjunto

N(e,A)={z € X : existe a € A tal que d(a,x) < €}.
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Definicién 1.5. Sea X un continuo y sean A, B € 2%, consideremos
H(A,B)=inf{e >0: ACN(¢,B) y BC N(e,A)}.

En [36, Teorema 2.2], se muestra que H es una métrica para 2%, dicha
métrica se llama la métrica de Hausdorff. Esto nos dice que 2X es un espacio
métrico y asi, también lo son sus subespacios. Por este hecho tenemos que F,,(X)
es un espacio métrico con la métrica de Hausdorff.

Los siguientes resultados nos ayudan a entender el comportamiento de la
métrica de Hausdorff.

Lema 1.6. [39, Ejercicio 2.3] Si X es un continuo y A,B € 2%, entonces
H(A,B) <e siysolosi ACN(e,B) y BC N(e, A).

El lector puede encontrar una demostracion del Lema en [IT, Teorema
2.10].

Teorema 1.7. Sea X un continuo. Si A, B € 2% tales que ANB = (), entonces
existe € > 0 tal que N(e, A)N N(e, B) = 0.

Demostracion. Puesto que AN B = () y A, B son compactos en X, tenemos
que d(A,B) > 0. Sea ¢ = @, notemos que € > 0. Si N(e, A)N N(g, B) # 0,
entonces existe z € N(e, A) N N (e, B). Asi, existen a € Ay b € B tales que
d(a,z) < €y d(b,z) < e. Aplicando la desigualdad del tridngulo, d(a,b) <
d(a,z)+d(z,b). Luego, d(a,b) < 2¢ = d(A, B), de manera que d(a,b) < d(A, B),
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, N (e, A) N N(e, B) = 0. O

Teorema 1.8. [32, Lema 2.3] Sea X™ el producto topoldgico de n copias del
continuo X. Entonces la funcion g : X™ — F,,(X) definida por

g((x17x27 cee 7In)) = {$1,l‘27 cee 71'71}7
es uniformemente continua y suprayectiva.

Los siguientes resultados son importantes pues nos dice que los hiperespacios
asociados a un continuo pueden seguir siendo continuos.

Teorema 1.9. [0, Corolario 1.8.8] Si X un continuo, entonces el hiperespacio
2X es un continuo.

Teorema 1.10. [/0, Corolario 1.8.9] Si X un continuo y n € N, entonces el
hiperespacio F,,(X) es un continuo.

La siguiente definicién nos serd de ayuda para la Seccion 1.3, de este trabajo.

Definicién 1.11. Sea X un continuo y sea A un subconjunto de X. Conside-
remos las siquientes subcolecciones del hiperespacio 2.

T'(A)={Bec2X:BcC A},
AMA) ={Be2X:BNnA#£0y
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d(A)={Be2X:ACB}.

Teorema 1.12. [32, Fjercicio 2.7] Sean X un continuo y A un subconjunto de
X. Se tiene lo siguiente

(1) Si A es abierto en X, entonces I'(A) y A(A) son abiertos en 2.
(2) Si A es cerrado en X, entonces I'(A), A(A) y ®(A) son cerrados en 2%.

El lector puede encontrar una demostracién del Teorema [1.12] en [TT] Teo-
rema 2.15].

1.2. Convergencia en hiperespacios

En esta seccién presentamos resultados referentes a la convergencia de suce-
siones de subconjuntos cerrados de un continuo. Veamos ahora la definicién de
limite superior e inferior.

Definicién 1.13. Sean X un espacio topoldgico y {K,}>2, una sucesion de
subconjuntos de X, definimos

(a) El limite inferior de la sucesion {K,}52; como

lim inf K, = {x € X : para cada abierto U en X conx € U, existe N € N
tal que U N K, # 0 para cada n > N}.

(b) El limite superior de la sucesion {K,}22 ; como

lim sup K, = {& € X : para cada abierto U en X con x € U, existe
F C N infinito tal que U N K,, # 0 para cada n € F'}.

Una demostracién del Lema y del Teorema se encuentran en [IT]
Teorema 3.7

Lema 1.14. [32, Ejercicio 2.13] Sean X un continuo y {A,}22, una sucesion
en 2% tal que lim,_,o A, = A, para algin A € 2%, entonces a € A si y solo si
existe una sucesion {a,}52, en X tal que a,, € Ay, para toda n € N y ademds
lim,, o0 an = a.

Teorema 1.15. [32, Ejercicio 2.13] Sean X un continuo, {A,}52 1 y {Bn}52,
sucesiones de elementos de 2% tales que lim A,, = A y lim B,, = B, donde A,
B € 2X. Se cumple lo siguiente

1. Si A, C By, para cada n € N, entonces A C B.
2. lim (A, UB,)=AUB.
3. Si A, N By, # 0 para cada n € N, entonces AN B # ().

4. No siempre ocurre que lim (A, N B,) = AN B.
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1.3. Topologia de Vietoris

En esta seccién exponemos que todos los hiperespacios de un continuo los po-
demos considerar ya sea con la topologia de Vietoris o con la topologia inducida
por la métrica de Hausdorff, indistintamente.

Veamos que dado un continuo X, la topologia inducida por la métrica de
Hausdorff en 2% se puede describir mediante los conjuntos abiertos del continuo
X. Para esto necesitamos lo siguiente

Sean X un continuo, n € Ny Uy, Us,...,U, subconjuntos no vacios de X.
El wvietérico de Uy, Us, ..., U,, denotado por (Uy,Us,...,Uy,), es el conjunto

{A€2X:AC UUiyAﬂUi#Q), paracadai€{1,2,...,n}}.

i=1

El siguiente teorema nos muestra una familia de subconjuntos abiertos de
2% que es una base para 2%.

Teorema 1.16. [50, Teorema 1.2] Si X un continuo, entonces
B={({U,Us,...,U,) :neN yU,Us,...,U, son abiertos en X}

es una base para la topologia de 2%

La topologia generada por B se llama Topologia de Vietoris. En [36, Teorema
3.1], se muestra que la topologia de Vietoris y la topologia generada por la
métrica de Hausdorff son iguales.

Teorema 1.17. [36, Teorema 1.2] Sean X un continuo, n € N y Uy, Us, ..., U,
subconjuntos de X, no vacios. Las siguientes afirmaciones se cumplen.

1. <U1? Us,..., Un> = F(U?:l UZ) N [ﬂ?ﬂ A(Ul)]a
2. para cada A C X, tenemos que I'(A) = (4),
3. para cada A C X, tenemos que A(A) = (X, A).

Corolario 1.18. Sean X un continuo yn € N. Si Ay, ... A, son subconjuntos
cerrados de X, entonces (A1,...A,) es cerrado.

Teorema 1.19. [36, Teorema 1.2] Sean m, n € N, Uy,Us,..., Uy y Vi, Va,. ..,
Vin subconjuntos de un continuo X. SiU =J;_, U; y V =U~, Vi, entonces

<U17U2a-~'aUn>m<V17‘/27--~7Vm> =

VNULVAU,...,VAU, UNV,UNVa,...,UNV,,).
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Teorema 1.20. [36, Teorema 1.2] Sean X un continuo, A € 2% yU,,Us, ..., U,
conjuntos abiertos en X. Si A € (Uy,Us,...,U,), entonces existen conjuntos
abiertos Vi, Vs, ..., V, en X tales que

Ae <V1,V27...,Vn> C <U17U27...7Un>

y V; C U;, para cada i € {1,2,...,n}.

Teorema 1.21. [36, Teorema 1.2] Sea X un continuo. El conjunto S = {I'(U) :
U es un conjunto abierto en X} U{A(U) : U es un conjunto abierto en X} es
una subbase para la Topologia de Vietoris.

Teorema 1.22. [/5, Teorema 0.13] Sea X un continuo. La Topologia de Vie-
toris, Ty, y la topologia inducida por la métrica de Hausdorff, g, en 2% son
iguales.

Ahora, si X es un continuo, m,n € Ny Uy, Us, ..., U, son subconjuntos de
X, entonces consideramos la siguiente subcoleccién de F,,(X):

<U1aU27"°7Um>n =
{AEFn(X):ACU?ilUi y ANU; # 0, para cada i € {1,2,...,m}}.

En esta seccion revisamos los conceptos de gréaficas finitas, conexidad local
continuos enrejados, casi enrejados y alambrados. Ademéds mencionamos resul-
tados generales relacionados con estos conceptos.

Iniciemos con la nocién de gréafica finita y orden, entre otras, asi como de
resultados relacionados con estos conceptos.

Definicién 1.23. Una grdfica finita es un continuo que puede escribirse como
la union de una cantidad finita de arcos, tales que cualesquiera dos de ellos son
ajenos o bien se intersectan en uno o en sus dos puntos extremos, unicamente.

Definicién 1.24. Sean A un subconjunto mo vacio de un espacio topoldgico
X y B un ndmero cardinal. Se dice que A es de orden menor o igual a
B en X, denotado por ord(A,X) < B, si para cualquier conjunto abierto U
de X con A C U eziste un conjunto abierto V de X, tal que A C 'V C U
y | Bd(V) |< 8. Si A = {p} en lugar de escribir ord({p}, X) < B solo se
escribird como ord(p,X) < 8. Se dice que A es de orden ( en X, denotado
por ord(A, X) = B, si ord(A, X) < B y para cualquier nimero cardinal o < B,
tenemos que ord(A, X) £ a.

Definiciéon 1.25. Sea X wuna grdfica finita. Un punto p en X es un punto
ordinario de X si ord(p, X) = 2. El punto p es un punto de ramificacion de
X siord(p, X) > 2. Un punto p es un punto extremo de X si ord(p,X) = 1.

Dado X un continuo, consideramos:
(1) O(X) : {x € X : es un punto ordinario}.

(2) R(X):{x € X : es un punto de ramificacién}.
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Figura 1.1: Ejemplo de un 9-odo simple y un triodo simple

(3) E(X): {x € X : es un punto extremo}.

Con la notacién anterior, tenemos que para cualquier grafica finita X, se
cumple que X = E(X)UO(X) U R(X).

Definicién 1.26. Sean X una grifica finita y p un punto en X. El punto p es
un vértice de X, si el orden de p en X es mayor que 2.

Definicién 1.27. Sea n € N tal que n > 3. Un n-odo simple es un continuo
T, que es una union de n arcos que se intersectan dos a dos en un punto p el
cual es un punto extremo de cada uno de los n arcos. El punto p es llamado el
vértice de T,,. En el caso en que n = 3, decimos que T3 es un triodo simple.

Definicién 1.28. Dado n € N, sea I; = [0,1], para cada i € {1,2,...,n}.
Una n-celda es un espacio topoldgico homeomorfo a [[i_, I; con la topologia
producto.

Teorema 1.29. [/]], Teorema 9.2] Si X yY son grdficas finitas tales que X N
Y £0yXNY es finita, entonces X UY es una grdfica finita.

Teorema 1.30. [{{, Teorema 9.10] Sea X un continuo. Entonces X es una
grafica finita si y solo si se cumple lo siguiente.

(1) Para todo p € X, tenemos que ord(p, X) < No.

(2) Eziste un subconjunto finito M en X tal que para todo punto p € X — M,
el ord(p, X) < 2.

Teorema 1.31. [7], Teorema 9.10.1] Cada subcontinuo de una grifica finita
es una grafica finita.

Teorema 1.32. [/], Ejercicio 9.41] Sea X un continuo. Entonces X es una
grafica finita si y solo si cada punto de X tieme una vecindad cerrada la cual es
un n-odo simple o un arco.
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Definicién 1.33. Sean X un espacio topolégico y x € X. El espacio topoldgico
X es localmente conexo en el punto x si para cada conjunto abierto U en X
tal que x € U existe un conjunto abierto y conexo V en X tal quex € V C U. Si
X es localmente conexo en cada uno de sus puntos decimos que X es localmente
conexo.

El siguiente resultado muestra la relaciéon entre el continuo, el producto
simétrico y la conexidad local.

Teorema 1.34. Sean X un continuo yn € N. Entonces X es localmente conexo
sty solo si Fp,(X) es localmente conezo.



Capitulo 2

Resultados Generales

En el este capitulo vamos a presentar la notacién que usaremos en el resto
de este trabajo y de igual forma vamos a hacer una extracciéon de diversos
teoremas que se encuentran probados en la literatura general (no incluiremos
sus demostraciones, dado que son partes extensas de los respectivos articulos)
y que seran utiles para mostrar los resultados del capitulo principal de este
trabajo.

Definicién 2.1. Una curva cerrada simple es un espacio homeomorfo a S*.

Definicién 2.2. Sea X un continuo, un ciclo es una curva cerrada simple S
contenida en X tal que |Bdx(S)| < 1.

Definicién 2.3. Sea X un continuo, un arco libre es un arco a con puntos
extremos p y q contenido en X tal que o — {p, q} es un conjunto abierto en X.

Definicién 2.4. Sea X un continuo, un arco libre maximal es un arco libre
a, que cumple la condicion de que si B es un arco libre contenido en X, con
a C B, entonces a es igual a 5.

Notemos que si a es un arco libre maximal en X con puntos extremos p
vy q, éste se puede clasificar en dos tipos. Los primeros que vamos a llamar
arcos internos, son aquellos que cumplen que | Bdx(a) N R(X)| = 2, es decir,
p,q € R(X); y los que llamaremos arcos externos, son los que cumplen que
| Bdx (o) N R(X)| = 1; en este sentido si Bdx(«) N R(X) = {p}, entonces ¢q €
E(X). Los arcos libres maximales externos son los que comtinmente conocemos
en la literatura como pelos.

Dado X un continuo, consideramos los siguientes conjuntos
Ar(X)={J C X :J esun cicloen X},
Ap(X)={J C X : J es un arco libre maximal en X y Bdx(J) C E(J)},

Ap(X)={J C X :J es un arco libre maximal en X y Bdx(J)=E(J)} y

9
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As(X) = Ar(X)UAg(X) U A7 (X).

Observemos que el conjunto A7 (X) estd formado por los arcos libres maximales
internos y que el conjunto Ag(X) estd formado por los arcos libres maximales
externos. Por tal motivo y para ahorrar notacién a los elementos de A;(X) y
Ag(X) les lamaremos simplemente arcos internos y arcos externos, respectiva-
mente. De la definicién de Ag(X), podemos observar de manera inmediata que
Ag(X) € C(X) y ademds tenemos lo siguiente:

Observacién 2.5. Sean X un continuo y J,K € Ag(X). Si [KNJ| > 2,
entonces K = J, mds ain, si KNJ # 0, entonces KNJ C Bdx(K) o KNJ C
Bdx (J).

Ademis un resultado importante que se sabe sobre arcos libres es el siguiente.

Lema 2.6. [16, Lema 10] Sea X un continuo localmente conexo. Si J es un
arco libre en X, entonces existe K € Ag(X) tal que J C K.

R. Herndndez Gutiérrez, A. Illanes y V. Martinez de la Vega en [16], intro-
ducen la nocién de continuo enrejado y casi enrejado.

Dado un continuo X, denotemos por

» G(X) ={z € X: z tiene una vecindad G en X tal que G es una gréfica
finita}.

» P(X) =X —-G(X).
Definicién 2.7. Un continuo X es casi enrejado si G(X) es denso en X.

Definicién 2.8. Un continuo casi enrejado X es enrejado si X tiene una base
de vecindades B tal que para cada elemento U € B, se tiene que U — P(X) es
COMETO.

Las siguientes proposiciones muestran relaciones interesantes entre el conti-
nuo y los conjuntos que definimos anteriormente.

Lema 2.9. [16, Lema 8] Sean X es un continuo localmente conexo y {Jm}50_4
una sucesion de elementos diferentes por pares de As(X) y &y € Jp, para cada
n € N. Si lim,, 00 T = &, para algin x € X, entonces lim,, o0 Jpm = {z}.

Lema 2.10. Si X es un continuo casi enrejado localmente conexo, entonces
——~C(X)
As(X) = As(X) U F1(P(X)).

———C(X
Demostracion. Primero mostraremos que Ag(X) ) C As(X)U Fy(P(X)).

Sea J € AS(X)C(X) y supongamos que J ¢ Ag(X). Entonces existe una
sucesion {Jp, }5°_; en Ag(X) la cual converge a J. Como J ¢ Ag(X), podemos
suponer sin perder generalidad que los elementos de la sucesién {J,,, }2°_; esta
formada por elementos diferentes dos a dos. Para todo m € N, sea x,, € J,
como X es compacto podemos suponer que lim,, o T, = T, para algin z € X,
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as{ por el Lema 2.9, lim,,o0o J;n» = {2z}, de donde J = {z}. De esta forma

también tenemos que J no puede tener una vecindad que sea una grafica fini-
—— (X
ta. Por lo tanto J € F;(P(X)). Con esto hemos mostrado que Ag(X) -

As(X) U Fi(P(X)).
Ahora mostraremos que Ag(X) U Fi(P(X)) C AS(X)C(X), para esto es

suficiente probar que F1(P(X)) C .AS(X)C(X)

Sea {z} € F1(P(X)). Como = € P(X), toda vecindad de z en X no es una
grafica finita. Como X es casi enrejado, para 1 = 1, existe x; € B(z,e1) — {z}
tal que 21 € G(X). Notemos que x; pertenece a un arco libre, as{ por el Lema
existe a; € Ag(X) tal que 1 € ay.

Sea €, = min{3, %} Como z € P(X), tenemos que B(z,£3) no es una
grafica finita, asi existe zo € B(x,e2) — {x} tal que x2 pertenece a un arco
libre con la condicién adicional de que si as es el elemento en Ag(X) tal que
ZTo € o, entonces a; # g (observemos que la existencia de aq la tenemos
gracias al Lema.

De forma inductiva, podemos construir una sucesién de puntos {z,,}%5_
en G(X) tal que limy,, 00 Ty = z, y una sucesion {a,}>°_; de elementos en
Ag(X) diferentes dos a dos tal que zy € ay, para todo k € N. Asi, por el Lema
tenemos que lim, o0 @y = limy, oo{zm} = {z}. Por lo tanto, {z} €

7 C(X)
As(X) .
C(x
Con esto mostramos que Ag(X)UF;(P(X)) C Ag(X) ) y terminamos la
demostracién de este lema. O

El siguiente lema es una caracterizacién de las graficas finitas en términos
del conjunto Ag(X).

Lema 2.11. Sea X un continuo casi enrejado localmente conexo. Entonces
As(X) es cerrado en C(X) siy solo si X es una grifica finita.

Demostracién. Supongamos que Ag(X) es cerrado, vamos a mostrar que X
es una gréfica finita. Para esto primero probaremos que P(X) = ). Suponga-
mos que P(X) # (), entonces existe x € P(X). Asi, {z} € F1(P(X)). Como
Fi(P(X)) € F1(P(X)) U As(X), tenemos que {z} € F1(P(X))U As(X), por
el Lema ZI, sabemos que F1 (P(X))UAg(X) = AS(X)C(X). Como Ag(X) es
cerrado, tenemos que F1(P(X)) U Ag(X) = Ag(X), asi {z} € Ag(X). Lo que
es una contradiccién ya que los elementos de Ag(X) son no degenerados. Por
lo tanto, P(X) = 0.

Como P(X) = X—G(X), tenemos que G(X) = X —P(X), dado que P(X) =
(), obtenemos que G(X) = X. De esto podemos concluir que X = UJeAs(X) J.
Para concluir esta implicacién basta mostrar que Ag(X) es finito.

Supongamos que Ag(X) no es finito. Como C'(X) es compacto, existen A €
C(X) y una sucesién de elementos diferentes dos a dos {ax}32, en Ag(X) tal
que limg_,o0 oy = A. Como Ag(X) es cerrado, tenemos que A € Ag(X). Asi,
por el Lema sabemos que A = {z} para algin z € X, lo cual es una
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contradiccién. Por lo tanto, Ag(X) es finito y concluimos que X es una gréfica
finita.

Mostremos la otra implicacién. Supongamos que X es una gréfica finita,
entonces para todo z € X, se cumple que x tiene una vecindad que es una
grafica finita, asi P(X) = 0. Lo que implica que F1(P(X)) = 0 y por el Lema

—
tenemos que Ag(X) 0 _ Ag(X). Por lo tanto, Ag(X) es cerrado en
C(X). O

Dado un continuo X y n € N, denotemos a los siguientes conjuntos:
Po(X) = (X, P(X))n,
R (X) = (X, R(X))n,
Ap(X) = (G(X) = R(X))n ¥
En(X)={A € F,(X) : A tiene una vecindad en F, (X) la cual es una n-celda}.

Para una mejor lectura, de ahora en adelante para m € N y n = 3, adopta-
remos la siguiente notacion:

(U1,Us, ..., Un)s = (U1,Us, ..., Up).

Definicién 2.12. Sean x, y € X. Diremos que z es adyacente a y en X o
que x yy son adyacentes en X, si existe J € Ag(X)— Ar(X) tal que x y y son
puntos extremos de J.

Para entender mejor las definiciones que acabamos de dar consideremos el
siguiente ejemplo, en el cual denotaremos conjuntos y puntos especificos para
ejemplificar dichas definiciones.

Ejemplo 2.13. Seann € N y k € {0,1,...,2"}. En R? consideremos:

w= (0 b (G {2):

X, = {(as,y) cR?: (x—i)2+ (y—;f: (i>2}7
X5 = {t(;l) +(1—t)<i,i> e [0,1]},
w2 Bl

n=

Sea
X=XUXoUX3UXjy.
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Figura 2.1: X = X; U Xo U X3 U X4.

Notemos que el espacio X definido en el Ejemplo es un continuo casi
enrejado localmente conexo.

Denotamos por a = (1,3), b = (3,1), ¢ = (0,3), d = (3,3), e = (3. 3),
al_{}x[:}’Q] = %]X{%} azg = [0, 3] x {3}y Y = [0,1] x {3} U{0} x
[1,1]U[0,1] x {1}U{1}x[% 1]. Observemos que

(a) X2 esun ciclo ya que | Bdx(X3)| = 1, asi X5 es un ejemplo de un elemento
del conjunto Ag(X).

(b) Y es homeomorfo una curva cerrada simple, sin embargo Y no es un ciclo
yaque |Bdx(Y)|=4yasiY & Ag(X).

(¢) ag es un arco libre, sin embargo as no es un arco libre maximal ya que
as C ag, as # a3z y ag es un arco libre.

(d) a1 y ag son ejemplos de arcos libres maximales. Ademés «; y ag son
ejemplos de elementos del conjunto A;(X).

(e) X3 es un ejemplo de un elemento del conjunto Ag(X).
(f) P(X) = [0,1] x {0} U{c} y G(X) = X = P(X).
(g) ces adyacente a d en X.

Definicién 2.14. Sean € N. Un continuo X tiene hiperespacio dnico F, (X)
st para cada continuo Y tal que F,(X) es homeomorfo a F,(Y), entonces X es
homeomorfo a'Y.
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A continuacién daremos una lista de resultados existentes en la literatura
los cuales los cuales nos serdn ttiles en el capitulo principal.

Teorema 2.15. [2, Teorema 4.1] Sean X y Y continuos y n € N. Si existe
h:Fo(X)— F,(Y) un homeomorfismo, entonces h(E, (X)) = Ep(Y).

Teorema 2.16. [15, Teorema 3.4] Si X es un continuo casi enrejado localmente
conexo y n € {2,3}, entonces £,(X) = An(X).

Teorema 2.17. [28, Teorema 3.9] Si X un continuo localmente conexo yn € N,
entonces las componentes de Ap(X) son subconjuntos no vacios de la forma
(J,. oy I, donde m <n y J; € As(X), para cada i € {1,...,m}.

Teorema 2.18. [15, Teorema 3.2] Sean X un continuo y x € X. Si {xm}oo_,
es una sucesion de puntos diferentes dos a dos en R(X)NG(X) tal que {xm }25_
converge a x, entonces x € P(X).

Definicién 2.19. Sea C una clase de continuos y n € N. Diremos que la clase
C es Fy-cerrada si la siguiente implicacion es verdadera: Si para cada X € C y
para cada continuo Y tal que F,(X) es homemorfo a F,(Y), entonces Y € C.

Teorema 2.20. [2], Teorema 3.1] La clase de los continuos casi enrejados
localmente conexo es F, -cerrada, para cada n € N.

Teorema 2.21. [Z], Teorema 4.1] Sea X un continuo casi enrejado localmen-
te conexo. Entonces x € P(X) si y solo si existe una sucesion de elementos
distintos por pares contenida en As(X) la cual converge a {x}.

Teorema 2.22. [Z], Teorema 4.8] Si X es un continuo casi enrejado localmente
conexo y n € N — {3}, entonces X tiene hiperespacio inico Fp,(X).

Sean X un continuo y W un subconjunto abierto de X. Para cualquier
subconjunto U de X definimos ¢(U, W, X) como el nimero de componentes de
U NW, si este nimero es finito, si no ocurre asi definimos ¢(U, W, X)) = co.

Para cada x € clx (W), definimos

v(z, W, X) =min({m € N: existe una base B de vecindades de X tal que
c(U,W, X) =m, para cadalf € B} U {c0}).

Teorema 2.23. [I5, Teorema 3.8] Sean X y Y continuos casi enrejados lo-
calmente conexos yn € {2,3}. Si h: Fo(X) = F,(Y) es un homeomorfismo,
entonces

(¢) h(Rn(X) U Pp(X)) = Bn(Y) U P (Y);

(b) si A€ F,(X), entonces v(A) = v(h(A));
(¢) h(Rn(X) = Pu(X)) = Rn(Y) = Pa(Y);
(d) h(Fi(R(X)NG(X))) = Fi(R(Y)NG(Y));
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(f) si X es un continuo enrejado, entonces h(Fy(P(X))) C Fi(P(Y)).

Lema 2.24. [15, Afirmacion 1 de la prueba del Teorema 3.8] Sean X y Y
continuos casi enrejados localmente conexos. Si h: F3(X) — F3(Y) es un ho-
meomorfismo y A € F3(X) — P3(X), entonces A C R(X) N G(X) si y sdlo
si existe un subconjunto abierto V de F3(X) tal que v(Ay) < v(A), para todo
A eV — {A}

Lema 2.25. [15, Teorema 2.11] Sean X y'Y continuos casi enrejados local-
mente conexos y n € {2,3}. Sih: F,(X) — F,(Y) es un homeomorfismo y A
es un elemento de F,(X) tal que vx(A) es finito, entonces vy (h(A)) < vx(A).

Corolario 2.26. [T, Afirmacion 2 de la prueba del Teorema 3.8] Sean X y
Y continuos casi enrejados localmente conexos. Si h: F3(X) — F3(Y) es un
homeomorfismo y A € F5(X) — P3(X), entonces A C R(X)NG(X) si y sdlo si
h(A) Cc RY)NG(Y).
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Resultados Generales




Capitulo 3

Tercer producto simétrico
inico

En este capitulo mostraremos el teorema principal de este trabajo, el cual
afirma que los continuos casi enrejados localmente conexos tienen tercer pro-
ducto simétrico unico. Para este propdsito, primero mostraremos una serie de
resultados que nos seran de gran utilidad.

Lema 3.1. Sean X y Y continuos casi enrejados localmente conexos y h :
F5(X) — F5(Y) un homeomorfismo. Si J € As(X), entonces existen K, L, M €
As(Y), tales que h({J°)) = (K° L°, M°), mds ain tenemos que h({J)) =
(K°, L°, M°).

Demostracion. Primero observemos que por el Teorema tenemos que E3(X)
=A3(X) y &(Y) = A3(Y). Ademds, por el Teoremalemos que h(&(X))
=& (Y). Asi h(A3(X)) = As(Y).

Sea J € Ag(X), por el Teorema[2.17] tenemos que (J°) es una componente
de A3(X). Como &3(X) = A3(X) y h(A3(X)) = A3(Y), tenemos que h({(J°)) es
una componente de A3(Y"). Asi, por el Teorema existen K, L, M € Ag(Y)
tales que

h({J®)) = (K°,L°, M®). (3.0.1)

Ademds, notemos que h({J)) = h({J°)) = h({J°)) = (K°,L°, M°). Por lo
tanto, h((J)) = (K°, L°, M°). O

Con lo mencionado en el Lema[3.I] cabe preguntarnos cudndo se cumple que
(K°,L°,M°) = (K,L,M).
Observemos que (K°, L°, M°) C (K,L, M) se cumple para cualesquiera K, L,

M € Ag(Y), sin embargo, la contencién (K, L, M) C (K°, L°, M°) no se cumple
de manera general como lo muestra el siguiente lema.

17
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Lema 3.2. Sean'Y es un continuo casi enrejado localmente conexo y K, L, M €
As(Y). Si KN(LUM) =0 y LNM = {z}, donde z € Y, entonces (K°, L°, M°) C
(K,L,M).

Demostracion. Sean z,y € Ky 2 € LN M. Como L° N M° = (), tenemos que
{z,y,2} € (K, L,M) — (K°, L°, M°).

Vamos a probar que {z,y,z} ¢ (K°, L°, M°). Por el contrario, supongamos
que {x,y,z} € (K°,L°, M°). Asi, existe una sucesién {A,,}>_; contenida en
(K°,L°, M°) tal que lim,, o0 Ay, = {z,y,2}. Como K° N (L°U M°) = ),
tenemos que, para todo m € N, existen Z,,,Ym,2zm € X tales que A,, =
{Zm, Ym, 2m}. Como lim,, o Ay = {x,y, 2}, sin pérdida de generalidad, po-
demos asumir que lim,, o0 Ty, = @, iMoo Y = ¥y ¥ limy, 00 2, = 2. Sean
U,V y W abiertos ajenos dos a dos en X que tienen a z, y y z, respectiva-
mente. Ademés cumplen la condicién adicional de que (UU V)N (LU M) = (.
Asi, (U, V, W) es un subconjunto abierto en F3(Y) tal que {z,y,z} € (U, V,W).
Como limy, yoo Ty, = @, My oo Y = ¥ y limy, 00 2 = 2z, existe N3 € N
tal que x,, € U, Yy € V y 2., € W para todo m > N;. Por otro lado, co-
mo lim,, 00 A = {z,y, 2}, existe Ny € N tal que A, € (U,V,W) para toda
m > Ns. Sea N = max{Ny,No}. Como zy € U, yy € Vyzy € Wiy
ademds (UU V)N (LUM) = 0, podemos concluir que {zyn,yn,2n} NL° =0
o {zn,yn,2n} N M° = 0, ya que L° N M° = (. Esto implica que Ay ¢
(K°,L°, M°®), lo cual es una contradiccién.

Esto muestra que (K°, L°, M°) C (K, L, M). O

Pregunta 3.3. Sea Y un continuo casi enrejado localmente conexo. ;Bajo qué
condiciones de K, L, M € Ag(Y), se cumple que (K°,L°, M°) = (K,L,M)?

Una repuesta parcial a la Pregunta [3.3] es cuando K, L y M son ajenos dos
a dos.

Teorema 3.4. Sean X wun continuo casi enrejado localmente conexo, J €
As(X) conp € JNP(X) y 1,22 € J°. Si existe una coleccion € de componentes
en E3(X) — (J) tal que {p,x1,z2} € Y&, entonces ({p}, J°) C (J)ynU¢C.

Demostracion. Sea A € ({p}, J°). Primero verifiquemos que A € [J€.

Sea € > 0. Como By (A,e)N({p},J°) # 0, existe B tal que B € By (A, 5)N
{{p}, J°). Dado que B € {{p}, J°), podemos suponer que B = {p,b’, '}, donde
b, € J°. Notemos que b’ y ¢’ puedes ser iguales o distintos. Analicemos ambos
casos

Caso 1. bV # (.

Sea ¢ € R tal que 0 < ¢ < § y que cumpla con las condiciones
= By, (x1,8) C J°,
[ ] de($27(5) c J° y

= By (21,0) y Bay (22,0) sean ajenas a By, (p,0).
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Como {p, 1,22} € U, existe C' € By ({p, =1, z2},0)N(U &), y denotemos a
C={a",b","}. Como C € By({p,x1,x2},9), tenemos que H(C, {p, z1,x2}) <
d, asi por la eleccién de § y de la condicién de que C C N (4, {p,z1,x2}); po-
demos asumir, sin pérdida de generalidad, que dx (p,a”) < 9, dx (b, x1) <d y
dx(c’,x9) < 4.

Como C € |J€, existen T1,T5,T5 € Ag(X) tales que (I7,75,T5) € €y
C € (T7,Ty,Ts). Sin perder generalidad, podemos asumir que ¢’ € Ty, V" € Ty,
" € Ty. Como dx (V' ,x1) < 6, dx (¢, x2) < §, tenemos que b’ € By, (21,9) y
" € Byy (x2,9), concluimos que b, ¢”” € J°. Luego, V' € TyNJ°y " € TgNJ°y
como J, Ty, T3 € Ag(X), tenemos que Thr = T = J. Asi, (17,5, Tg) = (17, J°)
y por lo tanto, (17, J°) € €.

Consideremos D = {a”,¥,c'}. Notemos que D € (17, J°), lo que implica
que D € |J€. Por otro lado, como dx(p,a”) < 4, tenemos que D C N(4,B) y
B C N(4,D), lo que implica que H(D, B) < 4.

Por lo tanto, hemos mostrado que existe D € |J € tal que H(D, B) <

Caso 2.V = .

Como V' € J°, existen 0"/, c" € J° con 0" # ¢ y que dx(b',0"") < § ¥y
dx(V',c") < §. Aplicando el Caso 1 al punto E = {p,t",c"'}, tenemos que
existe D € (J€ tal que H(D,E) < . Pero como H(B, E) < §, tenemos que
H(B,D)< H(B,E)+ H(E,D) < 5.

Por lo tanto, hemos mostrado que existe D € [J€ tal que H(D, B) < 5.

De los Casos 1y 2, tenemos que existe D € [J€ tal que H(D, B) < 5. Como
H(A, B) < 5, obtenemos que H(A, D) < H(A, B)+H (B, D) < ¢. Esto muestra
que By (A,e)NJ€ # 0 y concluimos que A € [J€.

Para concluir esta demostracién mostraremos que ({p}, J°) C (J).

Dado que p € J, tenemos que ({p},J°) C (J), asi ({p},J°) C (J) = (J).

Por lo tanto, ({p},J°) C (J) N JC. Esto concluye la demostracién de este
teorema. O

£
5

Lema 3.5. Si X es un continuo casi enrejado localmente conexo y A € F3(X).
Entonces A C P(X) siy solo si para cada vecindad U de A en F5(X), se cumple
que U contiene una componente de E3(X).

Demostracion. Mostremos primero la implicacién necesaria. Sea A € F3(X) tal
que A C P(X) y supongamos que A = {a,b,c} para algunos a,b,c € X. Sea U
una vecindad de A en F3(X). Consideremos tres casos.

Caso 1. |[A| =3.

En este caso a,b y ¢ son diferentes dos a dos. Sean n € Ny Vi,...,V,
subconjuntos abiertos de X tales que A € (V1,...,V,,) CU.SeaV, =({Vi:a €
Vi,dondei € {1,....,n}}, Vo =({Vi:beVi,conie{l,....n}}y Ve =({Vi:
c €V;,dondei € {1,...,n}}. Notemos que V,, V;, y V. son subconjuntos abiertos
de X talesquea € V,, b€ Vyyce Ve Ast, A € (V,, Vi, Vo) € (Vh,..., Vo) CU.

Como A C P(X), por el Lema[2.21] existen sucesiones {A,,}55_;, {Bn }55_4
vy {Cn}50_1 en Ag(X) tales que lim A, = {a}, lim B,,, = {b} y im C,,, = {c}.
Luego, existe N € N tal que A,, C V,, B, C V, y Cp, C V., para cada m > N.
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Ast, (A2, BS,,Cr) C (Vg, Vi, Vo), para cada m > N. Por los Lemas y
tenemos que, para cada m € N, tenemos que (A4S, By,, Co,) es una componente
de gg(X)

Caso 2. [A| =2.

Para este caso, sin perder generalidad, asumamos que a # b y ¢ = a. Si-
guiendo la idea del Caso 1, podemos construir subconjuntos abiertos V, y V4 en
X talesquea e V,, beV,y A€ (V,,V,) CU.

Como A C P(X), por el Lema[2:21] existen sucesiones { A, }5o_; v {Bm }55_4
en Ag(X) tales que lim A,,, = {a} y lim B,,, = {b}. Asi, existe N € N tal que
Apm C Vo y By C W, para cada m > N. Asi, (A%, By) C (V,, V), para cada
m > N. Por los Lemas 2.16] y [2.17 tenemos que, para cada m € N, se cumple
que (A5, By,) es una componente de E5(X).

Caso 3. |A| =1

Para este caso, tenemos que a = b = c. Siguiendo la idea del Caso 1, existe
un subconjunto abierto V, en X tal que a € V, y A € (V,) CU.

Como A C P(X), por el Lema[2.21] existe una sucesién {A4,,}5°_; en Ag(X)
tal que lim A,,, = {a}. Asi, existe N € N tal que A,, C V,, para cada m > N.
Luego, (A2,) C (Va), para cada m > N. Por los Lemas y tenemos
que, para cada m € N, se cumple que (A2 ) es una componente de E5(X).

De los Casos 1, 2 y 3, podemos concluir que existen componentes de £3(X)
contenidas en U.

Para mostrar la suficiencia, tomemos A € F3(X) y supongamos que A ¢
P(X). Asi, existe un elemento a € A tal que a € G(X), por definicién, existe
una gréfica finita G de X tal que a € G°. Como G es una gréfica finita, podemos
suponer que J° ¢ G°, para todo J € Ag(X).

Notemos que (G°, X) es una vecindad de A en F3(X). Por hipétesis, existe
una componente W de E5(X) tal que W C (G°, X). Sea W = (L°,T°,K°),
donde L, T, K € Ag(X). Luego, L° ¢ G°, T° ¢ G° y K° ¢ G°, as{ existen
a € L°—G°, b €eT°—G°yc € K°—G° tales que {a,0/,c'} € (L°,T°, K°) y
{a,b, '} € (G°, X), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, A C P(X). O

Teorema 3.6. Sean X y Y continuos casi enrejados localmente conexos y sea
J € As(X). Si existe h: F3(X) — F3(Y) un homeomorfismo y K, L, M €
Ag(Y) son tales que h({J°)) = (K°,L°, M®), entonces

() h({J) N (R(X) NG(X))) = (K°, L°, M°) N (R(Y)NG(Y)).
(b) h({J) N (P(X))) = (K°, Le, M°) N (P(Y)).

Demostracion. Para mostrar la afirmacion (a), veamos primero que se cumple
la contencién A((J) N (R(X)NG(X))) C (K°,L°, M°)N(R(Y)NG(Y)).

Sea Ay € h({(J)N(R(X)NG(X))), entonces existe A € (J)N(R(X)NG(X))
tal que h(A) = A;. Como h({J)) = h({J°)) = h((J°)) y por la hipétesis,
tenemos que h((J)) = h({J°)) = (K°, L°, M°). Como A € (J), entonces h(A) €
(K°, L°, M°).
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Veamos que A1 € (R(Y)NG(Y)). Como A € (R(X)NG(X)), tenemos que
A C R(X)NG(X), asf por el Corolario [2.26] sabemos que h(A4) C R(Y)NG(Y).
Por lo tanto, A1 € (R(Y)NG(Y)).

Asi, A; € (K°,L°,M°) N (R(Y) NG(Y)) y hemos mostrado que h({J) N
(R(X)NG(X))) C(K°,L°, M°)N(R(Y)NG(Y)).

Para mostrar la otra contencién, tomemos B € (K°, L°, M°)N(R(Y)NG(Y)).
Por la hipétesis sabemos que h({J°)) = (K°, L°, M°) y como h es homeomor-
fismo, tenemos que h=1((K°,L°, M°)) = h=1((K°, L°, M°)) = (J°) = (J), asf
obtenemos que h=(B) € (J).

Veamos que h~(B) € (R(X)NG(X)). Como B € (R(Y)NG(Y)), tenemos
que B C R(Y)NG(Y). De nuevo por el Corolario y por ser h homeomor-
fismo, tenemos que h™*(B) C R(X) N G(X). Asi, B € h({R(X) N G(X))) y
obtenemos que (K°, L°, M°) N (P(Y)) C h({J) N (P(X))).

Con esto hemos mostrado la afirmacién (a).

Veamos que la afirmacién (b) es verdadera. Para esto primero veamos que
se cumple la contencién h({J) N (P(X))) C (K°,L°, M°) N (P(Y)).

Sea A1 € h({J)N(P(X))), entonces existe A € (J) N (P(X)) tal que h(A) =
Ay. Como A € (J) y como h({J)) = h({(J°)) = h({J°)) y por la hipétesis,
tenemos que h((J)) = (K°, L°, M°), entonces Ay = h(A) € (K°, L°, M°).

Veamos que 4; € (P(Y)). Como A € F3(X), tenemos que h(A) € F3(Y).
Sea V una vecindad de h(A) en F3(Y), asi h=1(V) es una vecindad de A en
F3(X). Como A € (P(X)), tenemos que A C P(X), por Lema [3.5] existe una
componente W in £3(X) tal que W C h=1(V). Como h es un homeomorfismo,
aplicado el Lema sabemos que h(&5(X)) = &(Y), asi (W) es una com-
ponente de £(Y) y ademds, tenemos que h(W) C V. Dado que h(W) es una
componente en &(Y), por el Lema tenemos que A; = h(A) C P(Y), de
donde A4; € (P(Y)).

Esto muestra que h({J) N (P(X))) C (K°,L°, M°) N (P(Y)).
Para mostrar la otra inclusién, sea B € (K°, L°, M°) N (P(Y)).

Como B € (K°,L°, M°), por la hipdtesis y por ser h un homeomorfismo,
tenemos que h=1(B) € h=1(h({J°))) = h=1(h((J°))) = (J).

Por otro lado, como h es un homeomorfismo y B € F3(Y), tenemos que
h=1(B) € F3(X). Sea U una vecindad de h='(B) en F3(X), asi h(i) es una
vecindad de B en F5(Y"). Como B € (P(Y)), tenemos que B C P(Y), por Lema
existe una componente W in £3(Y) tal que W C h(U). Por el Lema
sabemos que h(£3(X)) = &(Y), asi h~1(W) es una componente de E3(X) y
ademas, tenemos que h=*(W) C U. Dado que h=1(W) es una componente en
E5(X), por el Lema tenemos que h=1(B) C P(X).

De lo anterior tenemos que h™*(B) € (J) N (P(X)), lo que garantiza que
B e h({J) N (P(X))).

Con esto hemos mostrado que h({J)N(P(X))) = (K°,L°, M°)n(P(Y)). O
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Observacion 3.7. Sean X un continuo casi enrejado localmente conexo J €
Ar(X) con puntos extremos p y t tales que p,t € G(X). Supongamos que p y t
son vértices de un my-odo y un me-odo simple, respectivamente. Denotemos por
Ty Y T, a dichos my-odo y ma-odo simple, respectivamente. Dado A € (J),
se tiene lo siguiente

(1) Si A = {p,xa,23} con xo,x3 € J° y xo # x3, entonces las vecindades
locales de A en F3(X) son homeomorfas a Tp,, x [0,1] x [0,1].

(2) Si A={p,x2} conxzy € J°, entonces las vecindades locales de A en F3(X)
son homeomorfas a (Fa(Tp,) % [0,1]) U (Trn, x F2([0,1])).

(3) Si A = {p}, entonces las vecindades locales de A en F3(X) son homeo-
morfas a F3(Ty,).

(4) Si A= {p,t}, entonces las vecindades locales de A en F5(X) son homeo-
morfas a (Fo(Ty,) X Trny) U (Tiny X Fo(Tiny))-

(5) A= {p,x2,t} conxzg € J°, entonces las vecindades locales de A en F3(X)
son homeomorfas a Ty, X [0,1] X Ty,

Teorema 3.8. Sean X y Y continuos casi enrejados localmente conexos, h:

F5(X) — F3(Y) un homeomorfismo, J € As(X) y K,L,M € Ag(Y) tales que
h({J°)) = (K°,L°,M°®). Si existen p € X ya € K° tales que {p} = JNP(X)
y a € h({p}), entonces existe una coleccion de componentes € de E5(X) — (J°),
tal que

(a) it ({ah, L2, 30%)) = (7) nUE.
(v) [}, 7°) € () nUE.

Demostracion. Supongamos que existen p € X y a € K° tales que p € JNP(X)
y a € h({p}). Como {p} € (P(X)), por (b) del Teorema [3.6] tenemos que
h({p}) € (P(Y)), de donde tenemos que a € P(Y).

Como a € h({p}) y h({p}) € (K°,L°,M°) — (K°, L°, M°), existe una su-
cesion {{km, lm, wm }15°_1 en (K°,L°, M°) tal que limy,—oo{km, lm,wm} =
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h({p}). Dado que a € K° — K°, sin perder generalidad, podemos asumir que
para toda m € N, se cumple que k,,, € K° y lim,, 00 km = a.

Como a € P(Y), por el Lema[2.21] existe una sucesién de elementos distintos
dos a dos {K,}5°_1 en Ag(Y) — {K, L, M} tal que lim,, o0 K = {a}. Sea

f={(K°,L° M°) :m e N}.

Para cada m € N, por los Teoremas y[2-17 se cumple que (K,, L°, M°)
es una componente de &3(Y). Como (K2, L°, M°) # (K°, L° M°) para toda
m € N, tenemos que K es una coleccién de componentes en E(Y)—(K°, L°, M°).

Para mostrar la existencia de la coleccién de componentes € deseada, mos-
tremos primero dos afirmaciones que seran de gran utilidad.

Afirmacién 1. (K° L°, M°)NnUR = 0.

Demostracién. Supongamos lo contrario, entonces existe {z,y,z} € (K°,
Le, M°) nJ R Como {z,y, 2} € K, existe j € Ntal que {k,[,w} € (K7, L°, M°).
Dado que K N K = (), tenemos que (K°,L°, M°) N (K5,L°,M°) = 0; y asi
{z,y,2} & (K°,L°, M°) lo cual es una contradiccién. Asi, la Afirmacién 1 es
verdadera.

Afirmacién 2. (K°, L°, M°) N{JR& = ({a}, L°, M°).

Demostracién. Mostremos que (K°, L°, M°) nJ& C ({a}, L°, M°).

Sea {k,l,w} € (K°,L°, M°) N{J&. Por la Afirmacién 1, tenemos que {k,1,
w} € JR — (UR), asf existe una sucesion {{am,bm, cm}}_, en J R la cual
converge a {k,l,w}. De esta forma, para cada m € N, existe [(m) € N tal que
{am,bm,cm} € (Klo(m),Lo,M°>. Sin perder generalidad, podemos asumir que
am € Klo(m), by € L°, ¢, € MP°, para cada I(m) € N, y lim,, 00 a, = Kk,

lim,, 00 by = 1y limy, o0 &y, = w. Con esto tenemos que k € U:le l"(m) —

U _y K['(m)), leLywe M. Como limy, o Ky = {a}, concluimos que
k= lim,, o0 @y = a.

Con lo anterior tenemos que {{a, Ly, wn}}2>_; es una sucesién en ({a}, L°,
M?°) tal que limy,, o0 {a, b, wi } = {a,l,w} = {k,l,w}. Por lo tanto, {k,l,w} €
({a}, L°, M°). Con esto hemos mostrado (K°, L°, M°) N|J R C ({a}, L°, M°).

Ahora mostremos que ({a}, L°, M°) C (K°,L°, M°)NJ&.

Sea {k,l,w} € ({a}, L°, M°), entonces existe una sucesion {{a, Iy, wm } }5°_,
en ({a}, L°, M°) tal que lim,— oo {@, I, wim } = {k, 1, w}. Sin perder generalidad,
podemos asumir que [, € L°, w,, € M°, paracadam € N;y que lim,,, ,, a = k,
Mmoo b = 1y im0 W = w. Asi, k = a y por tanto, {k,l,w} = {a,l, w}.
Veamos que {a,l,w} € [JR.

Para toda m € N, sea k,, € K2,. Como lim,, ,cc K, = {a}, tenemos que
lim;, 00 by = a. Como [, € L° yv w,, € M°, para toda m € N, se cumple
que {kp, lm,wm} € (K, L°, M°), asi {{km, lm, wm}}55—; es una sucesiéon en
(K2, L°, M®) la cual converge a {a,l,w}. Asi, {a,l,w} € |J &

Veamos que {a,l,w} € (K°,L°, M°).

Como a € Bdy (K), existe una sucesién {a,, }>°_; contenida en K° tal que
lima,, = a y dado que para cada m € N, se cumple que I,, € L° y w,, €




24 Tercer producto simétrico tinico

M?, entonces {am,lm,wn} € (K° L° M. Asi, {{am,lm,wm}}_; es una
sucesion en (K°, L°, M°) tal que lim,, —00{ @m, lm, wim } = {a,, w}. Por lo tanto,
{a,l,w} € (K°, L°, M°). L

Con esto hemos mostrado que ({a}, L°, M°) C (K°,L°, M°)N|JRK. En con-
clusién, hemos demostrado esta afirmacion.

De lo anterior obtenemos la sifuiente afirmacion.

Afirmacidén 3. Existe una coleccién de componentes € en E5(X) — (J°) tal que
7t (({ah, Lo, 00 = () nUE.

Demostracién. Por los Teoremas y sabemos que para cada m €
N, (Kp5,, L°, M°) es una componente de E;3(Y).

Como h es un homeomorfismo, por los Teorema y B.16] para cada
m € N, existe Ji;, € Ag(X), con i € {1,2,3} tales que h=*((KS,, L°, M®)) =
(Joms Ioms Jomy)- Dado que para todo m € N, se cumple que (K, L°, M°) #
(K°, L°, M®), tenemos que (J7 .., 5., J5,) # (J°), para todo m € N. Sea

€ = {(J s o Tm) - m € N

Observemos que para cada m € N, se cumple que (J7,,, JS,,, J5,,) €s una
componente de E3(X) y como (J7,, Jo.., Jom) 7 (J°), tenemos que € es una
coleccién de componentes en E3(X) — (J°). Y adem4s,

ht <U <K7(;L7LO’MO>> = U (Tms T2ms I3m)-
m=1

m=1

Asi,

Bl (Uﬁ) —pt <G (K%7L°7M°>> - [j (T T T5) = L €.

m=1 m=1

Por 1o tanto,
bl ((KLM>0U§> — (k! (Ug) —nlJe (302

Por la Afirmacién 2, sabemos que (K°,L°, M°)N{J& = ({a}, L°,M°), y
por la igualdad en (3.0.2)), tenemos que

v (M) =it (e nUs) = v nUe

Con esto terminamos la demostraciéon de la Afirmacién 3.
La Afirmacién 3, muestra la existencia de la coleccién de componentes €
deseada y también que se cumple (a).

Por tltimo, mostremos que se cumple (b). Para esto debemos mostrar que
la coleccién de componentes € en £3(X) — (J°) que obtuvimos de la Afirmacién
3, satisface ({p}, J°) C (J)nJ¢.
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Para esto, consideremos el siguiente conjunto auxiliar C = {{p,t,a} : = €
J}. Observemos que C es homeomorfo a una curva cerrada simple contenida
en (J). Ademéds, notemos que ({a}, L°, M°) contiene una 2-celda, por lo que

({a}, L°, M°) contiene una 2-celda. Dado que h~! (({a}7 Le, M°>> C (J), tene-

mos que h~? <<{a}, Le, M°>) ¢ (CU{{p}}). Asi, existe {k,l,w} € {({a}, L°, M°),
tal que h=1({k,l,w}) ¢ (C U {{p}}). Usando argumentos similares a los de la
Afirmacién 2, podemos suponer que a = k. Sea A = h=*({a,l,w}). Dado que
{a,l,w} € ({a}, L°, M°) y por la Afirmacién 3, tenemos que A € (J)N{JC.

Como {a, I, w}NP(Y) # 0, por (e) del Teorema[2.23] tenemos que ANP(X) #
(. Dado que JNP(X) = {p}, tenemos que p € Ay del hecho que A & (CU{{p}}),
concluimos que A es de la forma {p,z1,22} con x1 y z2 € J°.

Aplicando el Teorema . a la coleccién de componentes € y al punto A,
podemos concluir que ({p}, J°) C (J)ynUC.

Con esto concluimos la prueba de (b) y el teorema queda demostrado. [

Teorema 3.9. Sean X y Y continuos casi enrejados localmente conezxos, h:
F5(X) — F3(Y) un homeomorfismo, J € As(X) y K,L,M € Ag(Y) tales
que h({J°)) = (K°,L°,M®). Si existen p,t € X ya € K° tales que {p,t} =
JNP(X) ya € h(A), donde A € {{p}, {t},{p,t}} entonces existe una coleccion
de componentes € de E3(X) — (J°), tal que

(a) i ({al, L2, 30%)) = (7) nUE.

(b) ({p},7°) < (J)ynUC o ({t},J°) c (J)nUC.
(¢) {p}.{t},7°) c (J)nUC.

Demostracion. Supongamos que existen p,t € X y a € K° tales que {p,t} =
JNP(X). Sean A € {{p},{t},{p,t}} v a € h(A). Como A € (P(X)), por (b)
del Teorema [3.6] tenemos que h(A) € (P(Y)), de donde tenemos que a € P(Y).

Como a € h(A) y h(A) € (K°,L°, M°) — (K°,L°, M°), existe una sucesién
{{kms b, Wi }}5°_1 en (K°, L°, M°) tal que Umy, s oo {km, L, Wm } = h(A). Da-
do que a € K° — K°, sin perder generalidad, podemos asumir que para toda
m € N, se cumple que k,, € K° y lim,,, 0 ky, = a.

Como a € P(Y), por el Lema existe una sucesién de elementos distintos
dos a dos {K,, }2_; en Ag(Y) — {K, L, M} tal que lim,, o0 K,, = {a}. Sea

f={(K®°,L°,M°) : m € N}.

Para cada m € N, por los Teoremas y se cumple que (K2, L°, M°)
es una componente de E(Y). Como (Kp,,L°, M°) # (K° L°, M°) para toda
m € N, tenemos que R es una coleccién de componentes en E3(Y)—(K°, L°, M°).
Siguiendo las demostraciones de las Afirmaciones 1, 2, 3 y 4 del Teorema
podemos mostrar que las siguientes Afirmaciones son verdaderas.
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Afirmacién 1. (K°,L°, M°)N|{J& = (.

Afirmacién 2. (K°,L°, M°)N{J & = ({a}, L°, M°).

Afirmacién 3. Existe una coleccién de componentes € en E(X) — (J°) tal que
7t (({ah, Lo, 000 = (/) nUE.

Notemos que la Afirmacién 3, muestra la existencia de la coleccién de com-
ponentes € deseada y también que se cumple (a).

Mostremos que se cumple (b). Para esto debemos mostrar que la coleccién
de componentes € en £3(X) — (J°) que obtuvimos de la Afirmacién 3, satisface
que ({p},J°) C (J)ynU¢€o {t},J°) Cc (J)nUE.

Para esto, consideremos el siguiente conjunto auxiliar C = {{p,t,z} : = €
J}. Observemos que C es homeomorfo a una curva cerrada simple conteni-
da en (J). Ademés, notemos que ({a}, L°, M°) contiene una 2-celda, por lo

que ({a}, L°, M°) contiene una 2-celda. Dado que h~! (({a},LO,M°>) C (Jy,
tenemos que h~1 (({a},L%M")) ¢ (CU {{p}, {t}}). Asi, existe {k,l,w} €

{{a}, L°, M°), tal que h=({k,l,w}) & (C U {{p}, {t}}). Usando argumentos si-
milares a los de la Afirmacién 2 del Teorema [3.8 podemos suponer que a = k.
Sea A1 = h™'({a.l,w}). Dado que {a,l,w} € ({a}, L°, M°) y por la Afirmacién
3 del Teorema tenemos que A; € (JyNJ¢C.

Como {a,l,w} NP(Y) # 0, por (e) del Teorema [2.23] tenemos que A; N
P(X) # 0. Dado que J NP(X) = {p,t}, tenemos que p € A; ot € A y del
hecho que A & (CU{{p}, {t}}), concluimos que A es de la forma {p, z1,z2} con
x1, x2 € J°, 0 A es de la forma {t,z1,z2} con 1, x5 € J°. Analicemos ambos

casos.
Caso (i) p € A;.

En este caso tenemos que A es de la forma {p,z1,2z2} con x1, zo € J°
y aplicando el Teorema [3.4} a la coleccién de componentes € y al punto A,
podemos concluir que ({p}, J°) C (J)ynJ¢.
Caso (ii) t € A;.

En este caso, A es de la forma {t,z1, 22} con z1,20 € J° y aplicando el
Teorema [3.4] a la coleccién de componentes € y al punto A, podemos concluir
que ({t},J°) Cc(Jyn¢C.

De los Casos (i) y (ii), tenemos que se cumple que ({p}, J°) C (JYNUJC o
({t},J°) c (JyNJE. Con esto concluimos la prueba de (b).

Por ultimo, mostremos que se cumple el inciso (c) de este teorema, es decir,
veamos que se cumple ({p}, {t},J°) C (J) NJC. Por el inciso (b), solo basta
mostrar que se cumple ({p}, {t},J°) C ({p},J°) v ({p}, {t}, J°) < {{t}, J°).

Sea {z,y, 2z} € ({p},{t}, J°), entonces existe una sucesién {{p, t, zm } }oo_, en
{p}, {t}, J°) tal que lim,,—oo{p,t, 2m} = {x,y, z}. Sin perder generalidad, po-
demos asumir que z,, € J°, paracadam € N; y que lim, oo p = @, lim, oo t =
y v im0 2m = 2. Asl, x = p, y = t y por tanto, {x,y,z} = {p,t, z}.
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Dado que p,t € Bdx(J), entonces existen sucesiones {pm}50_1 v {tm}50_;
en J° tales que iMoo P = Dy iMoot = ¢ Asl, {{p,tm, 2m 1 v
{{t, Pm, 2m } }5°_; son sucesiones en ({p}, J°) v ({t}, J°), respectivamente, ta-
les que Hmm—)oo{pv tmazm} = {p,t,z} Y limmﬁoo{tapmazm} = {p,t,z}. Por lo
tanto, {p,,2} € (I}, J°) y {p. b2} € ({t},J°). En conclusion, ({p}, [t} J°) C
{p}, o)y ok At} J°) < ({1}, J°).

Con esto terminamos la demostracién del inciso (c) de este teorema y asf la
demostracién del mismo. O

Teorema 3.10. Sean X y Y continuos casi enrejados localmente conexos,
h: F3(X) — F3(Y) un homeomorfismo. Si J € Aj(X), entonces h({J)) = (K),
para algin K € Ar(Y).

Demostracion. Sea J € Ar(X) y denotemos por p y t a los puntos extremos de
J. Por el Lema [B.1] sabemos que existen K, L, M € Ag(Y) tales que h({J)) =
(K°, L°, M°).

oo 7). {6, 191 € 1), etonces (o)), HGeD), il ) € TR I
Me).

Supongamos que K, L y M no son iguales, asi, podemos suponer que al
menos K # L. Como J es un arco interno, se cumple que p # t y ademads estos
puntos extremos de J pueden ser de tres tipos. Analicemos estos tres casos
Caso 1. {p,t} C R(X)NG(X).

En este caso, por (d) del Teorema se cumple que h({p}), h({t}) €
Fi(R(Y)NG(Y)). Seanl,a € R(Y)NG(Y) tales que h({p}) = {a} y h({t}) = {i}.
Adicionalmente, por el Teorema [3.6] tenemos que h({p,t}) € (R(Y)NG(Y)).

Como h es un homeomorfismo, tenemos que a # I. Dado que {l},{a} €
(K°,L°, M°), existen sucesiones {{ql,q2,,q¢> 1% 1 v {{1L,, 12,,13,}}5°_; en
(K°, L°, M°) las cuales cumplen que lim,, oo {q},, 2,05} = {a} y Hmy— oo
151213} = {l}. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que ¢}, I}, € K°,
@2, 12, € L° y ¢3,13, € M°, para todo m € N. Con estas suposiciones tene-
mos que lim,, .o q}n = a, lim;, o0 qfn = a, lim;, 00 qf;I = a, lim;, 00 l}n =1,
lim,;, oo lfn =1y lim;, e l%T =1, lo que implica que a,l € K°NL°NM°®; y asi
a,l € KNLNM.Dado que a # 1y a,l € G(X), podemos concluir que a y [ son
los puntos extremos de los arcos K, L y M, esto muestra que K, L, M € A;(Y).

Por lo anterior, tenemos que {{a},{l},{a,l}} = (K°,L°,M°) N (R(Y) N
G(Y)), asi por (a) del Teorema tenemos que h({p,t}) = {a,l}.
Afirmacién 1. h=1({{a,l,2} : 2 € K}) = {{p,t,x} :x € J}.

Demostracién. Mostremos primero que h=*({{a,l,2} : 2 € K°}) C {{p, ¢,
z}:x e J%}.

Sea B € h=*({{a,l,z} : z € K°}), entonces existe k; € K° tal que h~!({a, 1,
k1}) = B. Sean m; = Ordx(p) y me = Ordx(t); y denotemos por Tp,, y
T, & los mi-odo y mg-odo simples, tales que p y ¢ son vértices de éstos,
respectivamente.

Por (5) de la Observaci(')n tenemos que las vecindades locales de {a, [, k1 }
en F3(Y') son homeomorfas a Ty, x [0, 1] X T}y, . Esto muestra que las vecindades
locales de B en F3(X) son también homeomorfas a T,,,, X [0, 1] X Tp,.
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Ahora supongamos que B ¢ {{p,t,z} : = € J°}, entonces tenemos los
siguientes casos.

Caso (a). B = {p, 2,23} con xa,23 € J° y 23 # x3.
Por (1) de la Observacién las vecindades locales de B en F3(X) son

homeomorfas a T,,, x [0,1] x [0,1], las cuales no son homeomorfas a T),, X
[0,1] x T}, Lo que muestra que este caso no se puede dar.

Caso (b). B={p,x2} con x5 € J°.
Por (2) de la Observacién las vecindades locales de B en F3(X) son

homeomorfas a (Fa(Tpn,) x [0,1]) U (T, x F2([0,1])), las cuales no son homeo-
morfas a Tp,, x [0,1] X T;p,,. Lo que muestra que este caso no se puede dar.

Caso (c). B = {p}.

Por (3) de la Observacién las vecindades locales de B en F3(X) son
homeomorfas a F5(T,,,), las cuales no son homeomorfas a T)y,, X [0,1] X Tp,,.
Lo que muestra que este caso no se puede dar.

Caso (d). B = {p,t}.

Por (4) de la Observacién las vecindades locales de B en F3(X) son ho-
meomorfas a (Fa(Tpn, ) X Ty ) U (T, X F3(Thn, ), las cuales no son homeomorfas
a Ty, % [0,1] X T)p,. Lo que muestra que este caso no se puede dar.

Caso (e). Si B = {t,x9,23} con xa,23 € J° y 29 # 23 0 B = {t,x2} con
.TQEJOOB:{t}.

Notemos que este caso es similar a los Casos (a), (b) y (c). Lo que implica
que este caso no se puede dar.

Por lo anterior, concluimos que B € {{p,t,z} : & € J°} y obtenemos que
= ({{a,l,2z} : z € K°}) C {{p,t,x} : x € J°}.

Ahora, notemos que {{a,l,z}:z € K°} = {{a,l,z} : z € K} y {{p,t,z}:
xeJo} = {{p,t,x} : x € J°} son ambos homeomorfos a una circunferen-
cia, dado que h=1({{a,l,2} : 2 € K°}) = h=*({{a,l,2} : z € K°}) C {{p,t,x} :
ze Jot = {{p,t,x} : * € J}, concluimos que h='({{a,l,2} : 2 € K}) =
{{p,t, 2z} : x € J} y concluimos la demostracién de esta afirmacién.

De manera andloga a la Afirmacién 1, podemos mostrar que h=*({{a,l, 2} :
ze L)) ={{ptx} x e}ty h({{al,2}:2€ M}) = {{p,t,x} : x € J}.
Lo cual es una contradicciéon al hecho de que h es inyectiva; dado que esta
contradiccién viene de suponer que K, L y M no son iguales, concluimos que
K = L = M, as{ hemos demostrado que h({J)) = (K). Por tltimo, dado que
a y I son los puntos extremos que K y éstos son de R(X), concluimos que
K € A;(X) y con esto terminamos la prueba del Caso 1.

Caso 2.pe P(X)yte R(X)NG(X).

En este caso, por (d) del Teorema tenemos que h({t}) € Fi(R(Y)N
G(Y)). Seal e R(Y)NG(Y) tal que h({t}) = {l}.

Como {I} € (K°,L°, M°), existe una sucesién {{I} 12,13 }}°°_, contenida
en (K°, L° M°) la cual cumple que lim,, ,o.{l},,(2,,13,} = {I}. Sin pérdida de
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Figura 3.1: Posicién de [ en Y.

Figura 3.2: Caso 2.1

generalidad, podemos asumir que [}, € K°, 12 € L° y I3, € M°, para todo
m € N. Con estas suposiciones tenemos que lim,, ,oo I1, =1, lim,, 400 12, =1y
1im,,, oo 12, = I, lo que implica que [ € K°NL°NM° yasil € KNLNM.
Dado que I € R(X) N G(X), podemos decir que ! es un punto extremo comun
de K, L y M (para mejor visualizacién de este caso y que el lector no se pierda
en un futuro, en la Figural se muestra la posicién del punto [ en Y).

Como {p} € (P(X)), por (b) del Teorema[3.6] tenemos que h({p}) € (P(Y)).

Dado que h({p}) es un elemento de F3(Y"), debemos analizar tres casos.
Caso 2.1. |h({p})| = 1.

En este caso, sea a € Y tal que h({p}) = {a}. Como {a} € (K°,L°, M°) —
(K°,L°, M®), existe una sucesion {{kn, lm, wm t}5o_; en (K°, L° M°) tal que
lHm,,— oo {km, lm, wm} = {a}. Sin perder generalidad, podemos asumir que para
todam € N, se cumple que k,,, € K°, [, € L°, w,, € M°. Con estas suposiciones
tenemos que lim,;, oo kb, = a, limy ool = a v limy, oo W = a, lo que
implica que a € K° N L° N M®; y asf, a € KN LN M. Dado que a € P(Y),
obtemos que a es punto extremo de K, L y M. Vea la Figura [3]2.

Asi a y [ son los puntos extremos de los arcos K, L y M, esto muestra que
K,L,M € A;(Y).
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Vamos a aplicar el Teorema (3.8 al punto a de la siguiente manera.
Como a € K°, entonces existe una coleccién de componentes €; de E3(X) —
(J°), tal que
(a) h7t ({a], 22, 00%)) = (1) nUEL.
(b) ({p},J°) < (HnUG.

Como a € L°, entonces existe una coleccién de componentes €5 de E3(X) —
(J°), tal que

(©) b~ ((K*{a}. 207 ) = (1) NU .

(d) {({p}.J°) ¢ (J)nUC.

Como a € M°, entonces existe una coleccién de componentes €3 de £3(X) —
(J°), tal que

(e) h~! ({=,L°{a})) = (/) NU .
() ({p},J°) < ())NUCs.
Por los incisos (b), (d) y (f) tenemos que
{p},J°) C <<J> HUQ) N <<J> “U@) N (<J> mUQ:3>.
De los incisos (a), (c) y (e), se deduce que
1.7 < n (a3 22309 ) o (T {ay 0 ) ! (T, 22 a)) )
Asi,

o}, 7% < h* (a}, 7, M°) 0 (K, {a}, M¥) 0 (K, I°, {a}) )

Afirmacién 2. El conjunto ({a}, L°, M°) N (K°,{a}, M°) N (K°,L°, {a}) es
finito.

Demostracién. Para mostrar esta afirmacién, mostremos que ({a}, L, M) N
(K,{a}, M) N (K, L,{a}) es un conjunto finito.

Si B € ({a},L,M)n(K,{a}, M) N (K, L,{a}), entonces por definicién se
cumple que B C {a}ULUM, BC KU{a}UM y BC KULU {a}. Lo que
implica que

Bc ({aYULUM)N (K U{a}UM)N(KULU {a}) = {a}.

Lo que muestra que B C {a} y obtenemos que ({a}, L, M) N (K,{a}, M) N
(K, L,{a}) es un conjunto finito.



31

Figura 3.3:

Dado que

({a}, L7, M) N (K° {a}, M®) N (K*, L°, {a}) C
{a}, L, M) N (K, {a}, M) N (K, L,{a}),

tenemos que {({a}, L°, M°) N (K°, {a}, M°) N (K°, L° {a}) C {{a}}. Por lo
que concluimos que ({a}, L°, M°)N(K°,{a}, M°)N(K°, L°,{a}) es un conjunto
finito. Esto concluye la prueba de la esta afirmacion.

De la Afirmacién 2, tenemos que h~* ((({a},LO,M") N (K°,{a}, M°) N

(KO,LO,{a}>) es un conjunto finito, como ({p},J°) C {{p},J°) vy {{p}, J°)

es infinito, obtenemos una contradiccién.

Recordando que esta contradicciéon viene de suponer que K, L y M no son
iguales, concluimos que K = L = M, as{ hemos demostrado que h({J)) = (K).
Como ya habfamos mostrado al inicio de este subcaso que K € A;(X), hemos
terminado la prueba del Caso 2.1.

Caso 2.2. |h({p})| = 2.

Sean a,b € Y tal que h({p}) = {a,b}. Por la parte (b) del Teorema [3.6]
tenemos que a,b € P(Y). Como {a, b} € (K°, L°, M°)—(K°, L°, M°), existe una
sucesion {{k, L, wm}}20_; en (K°, L° M°) tal que lim, oo {km, lm,wm} =
{a, b}. Sin perder generalidad, podemos asumir que para toda m € N, se cumple
que k,, € K°, I, € L°, w,, € M®; y que limy,, o0 by = a, limyy oo ly = by
lim, ;00 Wm = a. Lo que implica que a € K°NM°ybe L°;asi,ac KNMy
b € L. Dado que a,b € P(Y), obtemos que a es punto extremo de K y M; y b
es punto extremo de M.

Asi, a y [ son los puntos extremos de los arcos K y M; y by [ son los puntos
extremos del arco M, esto muestra que K, L, M € A;(Y) (ver Figura [3]3).

Vamos a aplicar el Teorema [3.8] al punto a y al punto b, respectivamente,
de la siguiente manera.
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Como a € K°, entonces existe una coleccién de componentes €¢; de 3(X) —
(J°), tal que

(2) A= ({a}, L2, M%) = (7) NUE..

(b) {{p}.J°) < (HHynU¢:.

Como a € M°, entonces existe una coleccién de componentes €5 de E3(X) —
(J°), tal que

(©) h~! ({=,L°{a})) = (/) U .

(d) {p}.J°) < () NUECs.

Como b € L°, entonces existe una coleccién de componentes €3 de E3(X) —
(J°), tal que

(e) n=" ({103, 37°) = (7) U &,
() ({p},J°) € ())NUCs.
Por los incisos (b), (d) y (f) tenemos que
W e (nUea)n (nnUe)n (@nUe).

De los incisos (a), (¢) y (e), se deduce que

{wh, 77} © bt ((ad, 2o, 39y ot (TR 22, ay ) ot (TR, (01, 109))

Asi,

ok 77 < h~* ((ad, 22, MP) N (Ko, L2 {al) N (Ko, (1 M9)) . (3.0.3)

Afirmacién 3. El conjunto ({a}, L°, M°) N (K°,{b}, M°) N (K°,L°,{a}) es
finito.

Demostracién. Para mostrar esta afirmacién, primero mostremos que ({a},
L,M)N(K,{b}, M) N (K, L,{a}) es un conjunto finito.

Si B € ({a},L, M) N (K, {b}, M) N (K,L,{a}), entonces por definicién se
cumple que B C {a}ULUM, BC KU{b}UM y BC KULU{a}. Lo que
implica que

Bc ({aULUM)N(KU{}uM)Nn(KULU{a})={a,b}.

Lo que muestra que B C {a,b} y obtenemos que ({a}, L, M) N (K, {b}, M) N
(K, L,{a}) es un conjunto finito.
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Figura 3.4:

Dado que

({a}, L, M®) N (K°, {b}, M°) N (K°,L°, {a}) C
{a}, L, M) 0 (K, {b}, M) N (K, L, {a}),

tenemos que ({a, L, M%) N (K, (b}, M) 1 (K2, T, {a}) C {{a} {b} {a, b}}-
Por lo que concluimos que ({a}, L°, M°) N (K°,{b}, M°) N (K°,L° {a}) es un
conjunto finito. Esto concluye la prueba de la Afirmacién 3.

De la Afirmacién 3, tenemos que h~* ((({a},LO,M"} N (K°,{b}, M°) N

(KO,LO,{a}>) es un conjunto finito, como ({p}, J°) C {({p},J°) y {{p}, J°)

es infinito, obtenemos una contradiccién.

Recordando que esta contradiccion viene de suponer que K, L y M no son
iguales, concluimos que K = L = M, asi hemos demostrado que h((J)) = (K).
Y como ya habfamos mostrado al inicio de este subcaso que K € A;(X), hemos
terminado la prueba del Caso 2.2.

Caso 2.3. |h({p})| = 3.

Sean a,b,c € Y tal que h({p}) = {a,b,c}. Por la parte (b) del Teorema
tenemos que a, b, ¢ € P(X). Como {a,b,c} € (K°,L°, M°) — (K°,L°, M°®),
existe una sucesion {{km, lm, wn }}5°_1 en (K°, L°, M°) tal que lim,, o0 {km,
Im,wn} = {a,b,c}. Sin perder generalidad, podemos asumir que para toda
m € N, se cumple que k,, € K°, I, € L°, w,,, € M°; y que lim,, 00 ki = a,
iMoo bm = b y iMoo W = c¢. Lo que implica que a € K°, b € L° y
c€ M°;asf,a€ K,be Lycée& M. Dado que a,b,c € P(Y), obtemos que a, b
y ¢ son los puntos extremos de K, L y M, respectivamente.

Asi, a y I son los puntos extremos del arco K, by [ son los puntos extremos del
arco L y ¢ y [ son los puntos extremos del arco M, esto muestra que K, L, M €
A;(Y) (ver la Figura[3]4).

Vamos a aplicar el Teorema |3.8] a los puntos a, b y ¢, respectivamente, de la
siguiente manera.
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Como a € K°, entonces existe una coleccién de componentes €¢; de 3(X) —
(J°), tal que

(2) A= ({a}, L2, M%) = (7) NUE..

(b) {{p}.J°) < (HHynU¢:.

Como b € L°, entonces existe una coleccién de componentes €2 de E3(X) —
(J°), tal que

(0) h=t ({83, 309) ) = () nUE..

(d) {p}.J°) < () NUECs.

Como ¢ € M°, entonces existe una coleccién de componentes €3 de £3(X) —
(J°), tal que

(&) h (K=, L5, {ch)) = (/) nUTs.
() ({p},J°) € ())NUCs.
Por los incisos (b), (d) y (f) tenemos que
W e (nUea)n (nnUe)n (@nUe).

De los incisos (a), (¢) y (e), se deduce que

@} 7Y € bt ((ad, 2o, 20)) ot (TR= (o8, M9) ) o (TR, 22, e )

Asi,

{ph, 77} € b= ((ad, 22, MP) 1 (Ko, {0, Mo) 0 (K, 22, {e}) )

Afirmacién 4. El conjunto ({a}, L°, M°) N (K°,{b}, M°) N (K°,L° {c}) es
finito.

Demostracién. Para mostrar esta afirmacién, mostremos primero que ({a},
L, M)N(K,{b}, M) N (K, L,{c}) es un conjunto finito.

Si B € ({a},L,M) N (K,{b}, M) N (K, L,{c}), entonces por definicién se
cumple que B C {a}ULUM, BC KU{b}UM y B C KULU{c}. Lo que
implica que

Bc ({a}UuLUM)N(KU{}UM)N(KULU{c})={a,b,c}.

Lo que muestra que B C {a,b,c} y obtenemos que ({a}, L, M) N (K, {b}, M) N
(K, L,{c}) es un conjunto finito.
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Dado que ({a},L°, M?) N (K° {b}, M°) N (K*°, L° {c}) C ({a},L, M) N
(K,{b}, M) N (K, L,{c}), tenemos que

({a}, Lo, Me) 0 (K°, {b}, M°) N (K°,L°,{c}) C
{{a}, {b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}}.
Por lo que concluimos que ({a}, L°, M°) N (K°,{b}, M°) N (K°,L°,{c}) es un
conjunto finito. Esto concluye la prueba de la esta Afirmacién 4.

De la Afirmacién 4, tenemos que h~* ((({a},LO,M°> N (K°,{b}, M°) N

<K°,L°,{c}>) es un conjunto finito, como ({p},JJ°) C ({p},J°) v {p}, J°)

es infinito, obtenemos una contradiccién.

Recordando que esta contradiccion viene de suponer que K, L y M no son
iguales, concluimos que K = L = M, asi hemos demostrado que h((J)) = (K).
Y como ya habfamos mostrado al inicio de este subcaso que K € A;(X), hemos
terminado la prueba del Caso 2.3.

Esto concluye el Caso 2.

Caso 3. p,t € P(X).

En este caso, por (b) del Teorema sabemos que h((J) N (P(X))) =
(K°,L°, M°) N (P(Y)), como (J) N (P(X)) = {{p}, {t}, {p,t}}, obtenemos que
(K, Le, Me) 0 (P(Y)) = {h({p}), h({t}), h({p, t})}-

Sea A € {{p}, {t},{p,t}}. por lo anterior tenemos que h(A) € (K°, L°, M°)N
(P(Y)). Consideremos tres casos.

Caso 3.1. |h(4)| = 1.

Sea a € Y tal que h(A) = {a}. Por la parte (b) del Teorema [3.6} tenemos
que a € P(X). Como {a} € (K°,L°, M°) — (K°, L°, M°), existe una sucesién
Hkm, b, Wi } 1591 en (K°, L°, M°) tal que lim,, oo {km, lm,wm} = {a}. Sin
perder generalidad, podemos asumir que para toda m € N, se cumple que k,, €
K° I, € L°, w, € M°. Con estas suposiciones tenemos que lim,, o kmn = a,
iMoo bn = @ y liMyn—o0 Wy = a, lo que implica que a € K° N L° N M°; y
asi, a € KN LN M. Dado que a € P(Y), obtemos que a es punto extremo de
K, Ly M.

Vamos a aplicar el Teorema [3.9] al punto a de la siguiente manera.

Como a € K°, entonces existe una coleccién de componentes €; de E3(X) —
(J°), tal que

(2) h" ({{ah, L2, M%) = () nUE..
(b) WLt} 7°) € (1) nUEs.

Como a € L°, entonces existe una coleccién de componentes €5 de E3(X) —
(J°), tal que

(0) h~t ((E° {a}, M%) = (1) NU .
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(d) {p} {t},J°) c () nUC..

Como a € M°, entonces existe una coleccién de componentes €3 de E3(X) —
(J°), tal que

(€) h~ (KOLO{Q}): YN UG
)

(f) {p}, {t},J°) C (J)nUs.
Por los incisos (b), (d) y (f)

tenemos que

wh < (nnUe)n(wnUe)n(wnUe).
De los incisos (a), (c) y (e), se deduce que
(5 7] < b (a2, 00%)) -t ((R°, {a}, 309))
Ant (1% 20, fa)))
Asi,

(k185 7°) < h~* (el 22, M2) N (K°, {a], M) 0 (K2, L%, {a]) )

Usando los mismos argumentos que en la Afirmacién 2 del Caso 2.1, podemos
probar lo siguiente.

Afirmacién 5. El conjunto ({a}, L°, M°) N (K°,{a}, M°) N (K°,L°, {a}) es
finito.

De la Afirmacién 5, tenemos que hl((<{a},L°,M°> N (K°,{a}, M°) N

(KO,LO,{a}>> es un conjunto finito, como ({p},{t}, J°) C {{p},{t}, J°), te-

nemos que {{p}, {t}, J°) es infinito, asi obtenemos una contradiccion.
Recordando que esta contradiccién viene de suponer que K, L y M no son
iguales, concluimos que K = L = M, asi hemos demostrado que h({J)) = (K).

Caso 3.2. |h(4)| = 2.

Sean a,b € Y tal que h(A) = {a,b}. Por la parte (b) del Teorema tene-
mos que a,b € P(X). Como {a,b} € (K°,L°, M°) — (K°, L°, M°), existe una
sucesion {{km, lm, wm }}5°_1 en (K°,L°, M°) tal que limy, oo {km, lm,wWm} =
{a, b}. Sin perder generalidad, podemos asumir que para toda m € N, se cumple
que k,, € K°, I, € L°, w,, € M®; y que limy, o0 by = a, limyy oo ly = by
lim, ;00 Wm = a. Lo que implica que a € K°NM°ybe L°;asi,ac KNMy
b € L. Dado que a,b € P(Y), obtemos que a es punto extremo de K y M; y b
es punto extremo de M.

Vamos a aplicar el Teorema al punto a y al punto b, respectivamente,
de la siguiente manera.

Como a € K°, entonces existe una coleccién de componentes €; de E3(X) —
(J°), tal que
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(a) b (a}, L2307 ) = (1) U,
(b) {({p}.{t}.J°) c (/)nU¢s.

Como a € M°, entonces existe una coleccién de componentes €5 de E3(X) —
(J°), tal que

(©) b=t ((&°, 2>, {a])) = (/) NUE.
(@ 1 {79 € () U

Como b € L°, entonces existe una coleccién de componentes €3 de E3(X) —
(J°), tal que

(e) h=t (&=, {0}, 3%) ) = (HnUCs.
() WL {81 7°) € (1) UG

Por los incisos (b), (d) y (f) tenemos que

{p} At} J°) (<J>0U¢1) N <<J>mU¢2) N <<J>ﬂU€3>.

De los incisos (a), (¢) y (e), se deduce que

({p} {t}, J°) C
p! (({a},LO,M°>) Ap-1 ((KO,LO,{a}>) nhp-1 (<Ko,{b},Mo>) .

Asi,

() 1. 7% © b~ (({a} Lo, 30%) 0 (K*, 1, {a}) N (K°, {0}, 31%))

Usando los mismos argumentos que en la Afirmacién 3 del Caso 2.2, podemos
probar lo siguiente.

Afirmacién 6. El conjunto ({a}, L°, M°) N (K°,{b}, M°) N (K°,L°, {a}) es
finito.

De la Afirmacién 6, tenemos que h~! (({a},L‘%MO) N (K°,{b},M°) N

(K",LO,{a}>) es un conjunto finito, como ({p}, {t}, J°) C ({p},{t},J°), te-

nemos que ({p}, {t}, J°) es infinito, asi, obtenemos una contradiccién.
Recordando que esta contradicciéon viene de suponer que K, L y M no son
iguales, concluimos que K = L = M, asi hemos demostrado que h((J)) = (K).

Caso 3.3. |h(A)| =3.
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Sean a,b,c € Y tal que h({p}) = {a,b,c}. Por la parte (b) del Teorema
tenemos que a,b, ¢ € P(X). Como {a,b,c} € (K°,L°, M°) — (K°, L°, M®),
existe una sucesion {{kp,, lm, wm }}55_1 en (K°, L°, M°) tal que limy,,— oo {km,
Imswm}t = {a,b,c}. Sin perder generalidad, podemos asumir que para toda
m € N, se cumple que k,, € K°, [,, € L°, w,, € M°; y que lim,, o ki, = a,
iMoo lm = b y iMoo wim = c¢. Lo que implica que a € K°, b € L° y
c€ M°;asf,a € K,be Lyce M. Dado que a,b,c € P(Y), obtemos que a, b
y ¢ son los puntos extremos de K, L y M, respectivamente.

Vamos a aplicar el Teorema[3.9] a los puntos a, b y ¢, respectivamente, de la
siguiente manera.

Como a € K°, entonces existe una coleccién de componentes €¢; de E3(X) —
(J°), tal que

(a) " ({ak 2, 30%)) = (7) nUE,.
() ({p}. {8}, 7°) < (/) nUC.

Como b € L°, entonces existe una coleccién de componentes €2 de E3(X) —
(J°), tal que

(e) n=! ((K= 103, 30°) = (7) U €.
() ({p}{t},J°) () NUE.

Como ¢ € M°, entonces existe una coleccién de componentes €3 de E3(X) —
(J°), tal que

(&) n7 (K=, Lo, {ch)) = (1) nUTs.
(f) ({p}, {t},7°) c (J)ynUCs.
Por los incisos (b), (d) y (f) tenemos que

wr s (wnUe)n (nnUe)n(nnUe).

De los incisos (a), (¢) y (e), se deduce que

{38377 © b7t ({ah 22,209 )
pt (TR o3 P) b (TR, 29,4 ) )

Asi,

(o 185, 7°) © bt (el 2, M2) 0 K, {03, Moy N (K2, L7, {e) ) -
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Usando los mismos argumentos que en la Afirmacién 4 del Caso 2.3, podemos
probar lo siguiente.
Afirmacién 7. El conjunto ({a}, L°, M°) N (K°,{b}, M°) N (K°,L° {c}) es
finito.

De la Afirmacién 7, tenemos que h~! ((({a},L",M°> N (K°,{b}, M°) N

(KO,LO,{C}>) es un conjunto finito, como ({p},{t}, J°) C ({p}, {t}, J°), te-

nemos que ({p}, {t}, J°) es infinito, asi, obtenemos una contradiccién.
Recordando que esta contradicciéon viene de suponer que K, L y M no son
iguales, concluimos que K = L = M, asi hemos demostrado que h({J)) = (K).

Para concluir el Caso 3, observemos que |{J) N (P(X))| = 3, y dado que
h({J)) = (K), tenemos que |(K)N(P(Y))| = 3, asi K es un arco interno tal que
si a y b son sus puntos extremos, entonces a,b € P(Y'). Con esto terminamos la
demostracién de este caso y por consiguiente la de este teorema. O

Observacién 3.11. Sean J € Ag(X) con puntos extremos p y ey tales que
p € G(X) yord(es, X) =1, ym € N. Supongamos que p es vértice de un m-odo
simple. Denotemos por Ty, a dicho m-odo simple. Dado A € (J), no es dificil
comprobar que

(1) Si A ={p,x9,23} con xo,x3 € J° —{es} y xo # x3, entonces las vecin-
dades locales de A en F5(X) son homeomorfas a T,, x (0,1) x (0,1).

(2) Si A ={p,za} con xo € J° — {es}, entonces las vecindades locales de A
en F5(X) son homeomorfas a (Fz(T,,) % (0,1)) U (T, x F»((0,1))).

(3) Si A = {p}, entonces las vecindades locales de A en F5(X) son homeo-
morfas a F3(Ty,).

(4) Si A= {p,es}, entonces las vecindades locales de A en F3(X) son homeo-
morfas a (Fo(T,,) % [0,1)) U (T, x F2([0,1))).

(5) A={p,xa,e5} con xzo € J° —{e;}, entonces las vecindades locales de A
en F5(X) son homeomorfas a T,, x (0,1) x [0,1).

Teorema 3.12. Sean X y Y continuos casi enrejados localmente conezos,
h: F3(X) — F5(Y) un homeomorfismo. Si J € Ag(X), entonces h({J)) = (K),
para algin K € Ag(Y).

Demostracion. Sea J € Ag(X), ast | Bdx(J)NR(X)| =1. Sea {p} =Bdx(J)N
R(X). Dado que p es un punto de ramificacién, tenemos que p puede ser de dos
tipos. Analicemos estos dos casos

Caso 1.p € R(X)NG(X).

En este caso, dado que {p} € F1(R(X)NG(X)), por (d) del Teorema [2.23]
sabemos que h({p}) € Fi(R(Y)NG(Y)). Sea a € Y tal que h({p}) = {a}.
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Por la parte (a) del Teorema tenemos que {a} € (K°, L°, M°), existe una

sucesion {{al a2, a3 }}°°_; en (K° L° M°) la cual cumple que lim,, ,{a},,

aZ, a3} = {a}. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que al € K°,
a2, € L° y a3, € M°, para todo m € N. Con estas suposiciones tenemos que
lim,;,— 0o a}n = a, lim,, afn =ay lim, s af’n = a, lo que implica que a €
K°enL°NM°;yasta€ KNLNM. Dado que a € G(X), podemos concluir que
a es un punto extremo de K, L y M.

Sean m, y m, el orden de los mg-odo y mp-odo los cuales tienen como
vértices a a y p, respectivamente. Denotemos por Ty, vy Ty, a estos mg-odo y
my-odo.

Sean Ex = {{a,z} : 2 € K°}, B, = {{a,z} : z€ L°} y Eyy = {{a,2} : z €
M°}. Notemos que Eg, FEr, v Ej estdn contenidos en (K°, L°, M°).

Observemos que las vecindades en F5(Y") de un elemento de la forma {a, z}
de Ex son de la forma

(i) (Fa(Tom,) % (0,1)) U (T, x F5((0,1))), si K € Ap(Y) y 2 € K°.

(i) (F2(Tm,) x (0,1)) U (T, x F2((0,1))), si K € Ap(Y) y 2 no es el otro
punto extremo de K.

(iii) (F2(Tm,) % [0,1)) U (T, x F2([0,1))), si K € Ap(Y) y z es el otro punto
extremo de K.

Con lo anterior, tenemos que las vecindades locales de h~*({a, z}) en F3(X) son
homeomorfas, respectivamente, a alguna de las listadas en (i), (ii) y (iii).
Afirmacién 1. h™1(Ex) C {{p,z} : 2z € J}.

Demostracion. Para mostrar esta afirmacion, vamos a probar primero que
h~Y(Ek) C {{p,x}:z € J°}.

Para esto, supongamos lo contrario. Entonces existe z € K° tal que h~*({a,
2}) € {{p,z} : 2 € J°}. Sea A = h™1({a, z}). Dado que a € {a,z}, por (c) del
Teorema [2.16] tenemos que p € A. Asi, podemos escribir a A de las siguientes
formas: A = {p,x1,22} tal que 1 # xa, 1,29 € J° y 21 y T2 no son el otro
extremo de J; o alguno de x1 o x2 es el otro punto extremo de J; o A = {p}.
Analicemos los tres casos

Caso (a). A={p,z1,22} y 1 ¥ 22 no son el otro punto extremo de J.

En este caso, por (1) de la Observacién tenemos que las vecindades
locales de A en F3(X) son homeomorfas a T5,, x (0,1) x (0,1), las cuales no son
homeomorfas a las vecindades de A en F5(X). Lo que muestra que este caso no
se puede dar.

Caso (b). A= {p,z1,22} y alguno de x1 0 x5 es el otro extremo de J.

En este caso, por (5) de la Observacién tenemos que las vecindades
locales de A en F3(X) son homeomorfas a T7,, x (0,1) x [0, 1), las cuales no son
homeomorfas a las vecindades de A en F3(X). Lo que muestra que este caso no
se puede dar.

Caso (c). A= {p}.
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En este caso, por (3) de la Observacién tenemos que las vecindades
locales de A en F3(X) son homeomorfas a F3(T5,,), las cuales no son homeo-
morfas a las vecindades de A en F3(X). Lo que muestra que este caso no se
puede dar.

Por lo anterior, concluimos que A € {{p,x} : © € J°} y obtenemos que
h=Y(Ek) C {{p,x} : x € J°}. Ahora, notemos que

Ex={{a,z} :2€ K}y {{p,x} :x € J°} = {{p,x} : x € J}}.

Dado que

h-Y(Eg)=h""Eg)=h"'{{a,2}: 2 € K}) C
{{p.z}:we o} ={{pa}:xeJ}},

tenemos que h™1({{a,z} : z € K}) C {{p,z} : * € J}}, lo cual concluye la
demostracién de esta Afirmacién 1.

De forma andloga a la Afirmacién 1, es posible mostrar que h='(Er) C
{p,x} 2z € Jyy h" Y (Eyn) C {{p,2} : x € J}. Notemos que {{p,z}:x € J}}
€s un arco.

Si alguno de K, L o M fuera un elemento de Ag(Y), por ejemplo K,
tendriamos que Ex seria homeomorfo a una curva cerrada simple, lo que im-
plicarfa que h~!(E) serfa una curva cerrada simple contenida en un el arco
{{p,x} : x € J°} lo cual es absurdo. Por lo tanto K, L y M son elementos de
Ag(Y).

Si por ejemplo sucediera que K # L, tendriamos que Ex N E;, = {a},
lo que implicarfa que h™'(Ex) y h~'(EL) serfan dos arcos contenidos en el
arco {{p,z} : € J°} tales que h™'(Ex) N h~Y(Er) = {{p}} lo que es una
contradiccién a la inyectividad de h, ya que {p} es un extremo de {{p,z} : z €
J°}.

Con lo anterior hemos mostrado que K = L = M y que ademds K € Ag(Y).
Asi concluimos con este caso.

Caso 2. p € P(X).

En este caso, tenemos que {p} € (P(X)), por (b) del Teorema tenemos
que h({p}) € (P(Y)). Dado que h({p}) es un elemento de F3(Y), debemos
analizar tres casos.

Caso 2.1. |h({p})| = 1.

En este caso, sea a € Y tal que h({p}) = {a}. Nuevamente, por la par-
te (a), del Teorema tenemos que {a} € (K°,L°,M°) — (K° L° M°),
existe una sucesion {{km, Iy, W }}59_1 en (K°, L°, M°) tal que lim,, o0 {km,
Im,wn} = {a}. Sin perder generalidad, podemos asumir que para toda m € N,
se cumple que k,,, € K°, l,, € L°, w,, € M°. Con estas suposiciones tenemos
que lim,, oo ki = @, My, oo by, = a v limyy, 00 Wy, = a, lo que implica que
a€ K°NLeNMe;yasf,a € KNLNM. Dado que a € P(Y), obtemos que a
es punto extremo de K, L'y M.
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Vamos a aplicar el Teorema [3.8] a los puntos a, b y ¢ de la siguiente manera.
Como a € K°, entonces existe una coleccién de componentes €; de E3(X) —
(J°), tal que

() h~" (qa}. 22007 ) = (1) U

(b) {p}.J°) < () nUE:.

Como a € L°, entonces existe una coleccién de componentes €5 de E3(X) —
(J°), tal que

(0) b=t (TK® {a}, 31%)) = (7) NUE.

(d) {p}.J°) < () NUEC.

Como a € M°, entonces existe una coleccién de componentes €3 de £3(X) —
(J°), tal que

(e) i~ ((K°. L2 {a})) = (/) NU .
(f) {{p},J°) € (J)ynUCs.
Por los incisos (b), (d) y (f) tenemos que
@< (nnUa)n(wnUe)n (0nUe).

De los incisos (a), (¢) y (e), se deduce que

({p}, J°) C
h1 (<{a},Lo,Mo>) nh-1 ((KO,{a},M°> nh-1 ((KO,LO, {a}>)) .

Asi,

{3, 7% € b~ ({a}, Lo, 20°) 0 (K° {a}, M%) 1 (K, L° {a}) )

Usando los mismos argumentos que en la Afirmacién 2 del Caso 2.1 del
Teorema [3.10, podemos probar lo siguiente.
Afirmacién 2. El conjunto ({a}, L°, M°) N (K°, {a}, M°) N (K°, L°,{a}) es
finito.

De la Afirmacién 2, tenemos que hl((<{a},L°,M°> N (K°,{a}, M°) N

<K°,L°,{CL}>) es un conjunto finito, como ({p},J°) C {{p},J°) v {{p}, J°)

es infinito, obtenemos una contradiccion.
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Recordando que esta contradicciéon viene de suponer que K, L y M no son
iguales, concluimos que K = L = M, asi hemos demostrado que h((J)) = (K).

Caso 2.2. |h({p})| = 2.

Sean a,b € Y tal que h({p}) = {a,b}. Por la parte (b) del Teorema (3.6} te-
nemos que a,b € P(X). Como {a,b} € (K°,L°, M°) — (K°,L°, M®), existe una
sucesion {{km, lm, wm }}5°_1 en (K°,L°, M°) tal que limy, oo {km, lm,Wm} =
{a, b}. Sin perder generalidad, podemos asumir que, para toda m € N, se cumple
que k,, € K°, l,, € L°, w,, € M®; y que limy,, o0 by = @, limyy oo ly = by
lim, ;00 Wm = a. Lo que implica que a € K°NM°ybe L°;asi,ac KNMy
b € L. Dado que a,b € P(Y), obtemos que a es punto extremo de K y M; y b
es punto extremo de M.

Vamos a aplicar el Teorema [3.8] al punto a y al punto b de la siguiente
manera.

Como a € K°, entonces existe una coleccién de componentes €; de 3(X) —
(J°), tal que

() h~* (Qa}. 2007 ) = (1) N U

(b) {({p}.J°) c (Jy)nU¢,.

Como a € M°, entonces existe una coleccién de componentes €5 de £3(X) —
(J°), tal que

(©) b=t ((&°. 2>, {a])) = (/) NUE.

(d) {p}.J°) < ()NUECs.

Como b € L°, entonces existe una coleccién de componentes €3 de E3(X) —
(J°), tal que

(e) =t (K=, o}, 7)) = () N UG,
() {p}, J°) c())ynUCs.
Por los incisos (b), (d) y (f) tenemos que
w77 < (0nUa)n(@nUe)n (nUe).

De los incisos (a), (¢) y (e), se deduce que

{pY, J°) C b} (<{a},Lo,Mo>) nh-1 (<KO,L°, {a}>) nh-1 (<K°7 {b},M°>> .

Asi,

(T}, 7% < h™* ((al, 22, M2) N (K, L2, {a}) N (K°, {0}, M) ).
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Usando los mismos argumentos que en la Afirmacién 3 del Caso 2.3 del
Teorema [3.10, podemos probar lo siguiente.

Afirmacién 3. El conjunto ({a}, L°, M°) N (K°,{b}, M°) N (K°,L°,{a}) es
finito.

De la Afirmacién 3, tenemos que h~* (({a},LO,M") N (K°,{b}, M°) N

(KO,LO,{a}>) es un conjunto finito, como ({p},J°) C {{p},J°) vy {p}, J°)

es infinito, obtenemos una contradiccion.
Recordando que esta contradiccién viene de suponer que K, L y M no son
iguales, concluimos que K = L = M, asi hemos demostrado que h((J)) = (K).

Caso 2.3. |h({p})| = 3.

Sean a,b,c € Y tales que h({p}) = {a, b, c}. Por la parte (b) del Teoremal[3.6]
tenemos que a,b,c € P(Y). Ademds, {a,b,c} € (K°, L°, M°) — (K°,L°, M°),
existe una sucesion {{kp,, lpm, wm }}50_1 en (K°,L°, M°) tal que lim,,— oo {km,
Im,wnm} = {a,b,c}. Sin perder generalidad, podemos asumir que, para toda
meN, k, € K° l,, € L°, w,, € M°; v que lim,, o kiy = a, limy, 00l = b
y lim,n— 00 Wm = ¢. Lo que implica que a € K°, b€ L° y c € M°; asi, a € K,
be Lyce M. Dado que a,b,c € P(Y), obtemos que a, b y ¢ son los puntos
extremos de K, L y M, respectivamente.

Vamos a aplicar el Teorema [3.8] a los puntos a, b y ¢ de la siguiente manera.

Como a € K°, entonces existe una coleccién de componentes €; de E3(X) —
(J°), tal que

() n~" (qa}. 22007 ) = (1) U

(b) {p}.J°) < ()nU¢L.

Como b € L°, entonces existe una colecciéon de componentes € de E3(X) —
(J°), tal que

(©) b ((Ke {8}, 0%)) = (/) nU e,

(d) {p}.J°) c () nUC.

Como ¢ € M°, entonces existe una coleccién de componentes €3 de 3(X) —
(J°), tal que

(e) i~ ((K*. 22, {ep)) = (1) nUCs.
(1) [} 7%} < () NUS.

Por los incisos (b), (d) y (f) tenemos que

HMJ%CQﬂﬂU&)ﬂQﬂﬂUQ>nOﬂmU%)




45

De los incisos (a), (¢) y (e), se deduce que

(k7% < nt ((ad, 2o, 200)) ot (TRe o8 M9) ) o (TR, 22, {eb))

Asi,

{3, %) € b=t ({ad L2, 3% 0 (K, {8, M9) 0 (K, L2 e}

Usando los mismos argumentos que en la Afirmacién 4 del Caso 2.3, podemos
probar lo siguiente.

Afirmacién 4. El conjunto ({a}, L°, M°) N (K°,{b}, M°) N (K°, L° {c}) es
finito.

De la Afirmacién 4, tenemos que h1<<{a},L°,M°> N (K°,{b}, M°) N

<K°,L°,{c}>) es un conjunto finito, como ({p},J°) < ({p},J°) v ({p},J°)

es infinito, obtenemos una contradiccién.
Recordando que esta contradicciéon viene de suponer que K, L y M no son
iguales, concluimos que K = L = M, asi hemos demostrado que h((J)) = (K).

De los Casos 2.1, 2.2 y 2.3, concluimos que si J € Ag(X), entonces h((J)) =
(K),donde K € Ag(Y). Dado que |(J)NP(X)| = 1, tenemos que |(K)NP(Y)| =
1.

Observemos que si K € A;(Y), entonces por el Teorema [3.10]y dado que h
es homeomorfismo, tenemos que J € A;(X), lo cual es una contradiccién, asi
K ¢ Ar(Y). Por lo tanto, K € Ag(Y)U Ag(Y).

Supongamos K € Agr(Y) y por lo anterior sabemos que [(K) N P(Y)| = 1.
Sea {{a}} = (K) N P(Y). Dado que h es un homeomorfismo, tenemos que
h({p}, J)) = ({a}, K). Més atn, sabemos que ({p},J) = {{p,z1, 22} : ©1, 22 €
J}, el cual es homeomorfo a {{p}} x F5(J), por [35], sabemos que Fy(J) es
una 2-celda, donde J es un arco. Y ademds, ({a}, K) = {{a,y1,v2} : y1,92 €
K}, el cual es homeomorfo a {{a}} x F3(K), por [35], sabemos que F5(K) es
homeomorfo a una Banda de Mobius. Como h({({p}, J)) = ({a}, K), obtenemos
una contradiccién. Por tanto, K € Ag(Y) y con esto concluimos la demostracién
del teorema. O

Observacién 3.13. Sean X un continuo, J € Ar(X) yp € J tal que p es
punto de ramificacion de J y p € G(X). Notemos que ({p},J) = {{p, 1,22} :
x1,29 € J}. Consideremos la funcion f : ({p},J) — Fa(J), definida como
f{p,x1,22}) = {x1,22}. Notemos que f es un homeomorfismo, y que dicho
homeomorfismo construye el modelo de ({p},J). Asi ({p},J) es homeomorfo a
Fy(J). Al ser J un elemento de Agr(X) y por [35], tenemos que F5(J) es una
Banda de Mébius. Por lo tanto, ({p},J) es homeomorfo a una Banda de Mébius
(ver la Figura[35).
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Figura 3.6:

Observacién 3.14. Sean X y Y continuos y K, L, M € Ag(Y) tales que
KnLnNnM = {a}, para algin a € Y. Si denotamos por T = KU LU M,
entonces T es un triodo simple con vértice en a. Por [35], sabemos que F5(T)
es homeomorfo a

([0,1] x [0,1] x {0}) U ({0} x [0,1] x [0,1]) U (]0,1] x {0} x [0,1]) U
{(z,y,2) 1 —1<2<0,0<z<1, y=0}U

{(m,y72)—1§2§07 OSygl, x:O}
U{(z,y,2):0<2<1, 0<z<1, y=0} (3.04)

como se muestra en la Figura E.()’. Al modelo del F5(T) lo podemos deformar
para obtener la Figura[3.7, la cual tiene forma de una mesa con tres patas.
SiB={C e (K° L°,M°):ac C}, entonces B es el siguiente conjunto

{a}, K, L) U {a}, K, M) U ({a}, L, M)U

{{a,2} :ze K} U{{a,z}: z € L} U{{a,z}: z € M}.
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Figura 3.7:

No es dificil convencerse que el conjunto B en su representacion geométrica
coincide con

([0,1] x [0,1] x {0}) U ({0} x [0,1] x [0,1]) U ([0,1] x {0} x [0, 1)U
{(1,0,2) : =1 <2 <0} U{(0,1,2): =1 <z < 0}U

{(2,0,1): 0 <z <1},

como se muestra en la Figura[3 8. Por lo tanto, B es homeomorfo a una 2-celda
con tres pelos, vea la Figura[3 9.

Figura 3.8:
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Figura 3.9:

Figura 3.10:

Observacién 3.15. Sean X y Y continuos, K € Agr(Y) y L,M € Ag(X)
diferentes por pares tales que KNLNM = {a}, cona €Y. Sea M = KULUM,
notemos que M es el continuo llamado Medalla. Por [35], sabemos que Fa(M)
es un cilindro con tres 2-celdas pegadas a un costado del cilindro y una Banda
de Mébius, como se muestra en la Figura[3 10.

Sea B={C € (K°,L°,M°) :a € C}. Notemos que {{a,z,w}:z2€ K yw €
LUuM}U{{a,z,w}:2z€ L ywe M} es un subconjunto de B; del modelo, no
es dificil convencerse que este conjunto es homeomorfo a un cilindro con una
2-celda pegada a un costado del cilindro, como se ve en la Figura[3 10.

Observacién 3.16. Sean X y Y continuos, K € Ar(Y) y L € Ag(Y) tales
que KNL = {a}, cona €Y. Sea P = K UL, notemos que P es el continuo
llamado Paleta. Por [35], sabemos que F(P) es la unidon de un cilindro, con
una 2-celda pegada a un costado del cilindro y una Banda de Mdbius, como se
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muestra en la Figura ﬂ]l

Sea B={C € (K°,L°) : a € C} y notemos que B = ({a}, K) U ({a}, L) U
({a}, K, L). Consideremos la funcion f : Fo(P) — B, definida como f({x1,x2}) =
{a,x1,22}. No es dificil convencerse que f es un homeomorfismo, y que dicho
homeomorfismo construye el modelo de B (ver Figura @.11).

Figura 3.11:

Teorema 3.17. Sean X y Y continuos casi enrejados localmente conexos,
h: F3(X) — F5(Y) un homeomorfismo. Si J € Ar(X), entonces h({J)) = (K),
para algin K € Ar(Y).

Demostracion. Sea J € Ar(X), asi | Bdx(J)NR(X)| = 1. Sea {p} =Bdx(J)N
R(X). Dado que p es un punto de ramificacién, tenemos que p puede ser de dos
tipos. Analicemos estos dos casos

Caso 1. p € R(X) NG(X).

En este caso, dado que {p} € F1(R(X)NG(X)), por (d) del Teorema [2.23]
sabemos que h({p}) € Fi(R(Y)NG(Y)). Sea a € Y tal que h({p}) = {a}.

Por la parte (a) del Teorema tenemos que {a} € (K°, L°, M°), existe una
sucesién {{al a2, a3 }}°°_; en (K° L°, M°) la cual cumple que lim,, ,{al,,
a2, a3} = {a}. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que a}, € K°,
a2, € L° y a3, € M°, para todo m € N. Con estas suposiciones tenemos que
lim,;, oo a}n = a, lim,, s afn =ay lim, s a?n = a, lo que implica que a €
KenL°eNMe;yasiae KNLNM. Dado que a € G(Y), podemos concluir que
a es un punto extremo de K, L y M.

Afirmacién 1. h({{p},J)) = {B € (K°,L°,M°) : a € B}.
Sean B = {B € (K°,L°,M°) : a € B} y B € B. Por (c), del Teorema [2.23]
sabemos que B € R,(Y)— P,(Y), y dado que h es un homeomorfismo, tenemos
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que h™1(B) € R, (X) — Pu(X), asi p € h1(B), y dado que B € (K°,L°, M°),
tenemos que h™*(B) € (J), asi p € h~}(B) y h=1(B) C J, lo que implica que
h=Y(B) € {{p}, J). Dado que ({p}, J) C (J), y usando de nuevo (c), del Teorema
2.23] tenemos que h(A) € B, con A € ({p}, J). Por lo tanto, h({{p}, J)) = {B €
(K°,L°,M°) : a € B}.

Afirmacién 2. |{K,L,M}NAr(Y)| < 2.

Demostracion. Supongamos lo contrario, supongamos que K y L son ele-
mentos de Ag(Y). Sea D = {{a,z,w} : 2 € K y w € L}, notemos que D C B.
Dado que D es homeomorfo a K x L, tenemos que D es homeomorfo a S x ST,
y sabemos que S* x S! es homeomorfo a un Toro. Dado que h=1(B) C ({p}, J),
tenemos que h=1(D) C ({p}, J), lo cual no puede ser, ya que ({p}, J) es homeo-
morfo a F5(J) que es una Banda de Mobius, vea [35]. Por lo tanto, no puede
haber dos ciclos. Asi, la Afirmacién 2 esta probada.

La Afirmacién 2, muestra que no puede haber dos elementos de Ar(Y") al
mismo tiempo. Analicemos los siguientes casos generales, en los cuales usaremos
fuertemente la igualdad de la Afirmacién 1.

Caso 1. Sean K, L, M € Ag(Y) y K, L y M diferentes por pares.

En este caso dado que K, L y M son diferentes por pares y dado que a €
KNLNM, tenemos que K U LU M es un triodo simple. Observemos que en
este caso se tiene que

B={{a,z,w}:ze KyweL}U{{a,z,w}:z€ Kywe M}U
{Ha,z,w}:ze Lywe M}U{{a,z}:2z€ K}U
{{a,2} :ze LYU{{a,z} : z € M}.

Por la Observacién tenemos que B es una 2-celda con tres pelos como
se ve en la Figura [3]9. Por otro lado, por la Observacién tenemos que
({p}, J) es homeomorfo a una Banda de Mébius. Lo cual es una contradiccién
a la Afirmacién 1.

Caso 2. Sean K, L € Ag(Y)y K # Ly L=M.

Dado que a € K N L, tenemos que K U L es un arco, asi

B={{a,z,w}:z€ Kywe L}U{{a,z,w}:z,we K}U
{{a,z,w} : z,w € L}.

En este caso notemos que B es homeomorfo al F5(K U L), como K U L es
un arco, tenemos que B es homeomorfo a una 2-celda. Por la Observacion [3.13
tenemos que ({p}, J) es una Banda de Mdbius, lo cual es una contradiccién a la
Afirmacién 1. Por lo tanto, este caso no se puede dar.

Caso 3.Sean K =L=My K € Ag(Y).

En este caso tenemos que

B={{a,z,w}:z,we K} U{{a,z}:2€ K}.
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En este caso notemos que B es homeomorfo al Fy(K), como K es un arco,
tenemos que B es homeomorfo a una 2-celda. Por la Observacién tene-
mos que ({p},J) es una Banda de Mobius, lo cual es una contradiccién a la
Afirmacién 1. Por lo tanto, este caso no se puede dar.

Caso 4. Sean K € Agr(Y) y L,M € Ag(Y).

Como a € KN LN M, en este caso tenemos que K UL U M es el continuo
llamado Medalla. Observemos que en este caso se tiene que {{a,z,w} : z €
KyweLUM}U{{a,z,w}:2€ Lywée M} es un subconjunto de B.

Por la Observacion tenemos que este conjunto es homeomorfo a un
cilindro con una 2-celda pegada a un costado del cilindro, como se ve en la Figura
10. Por otro lado, por la Observacién tenemos que ({p}, J) es homeomorfo
a una Banda de M&bius. Lo cual es una contradicciéon a la Afirmacién 1.

Caso 5. Sean K € Ar(Y), L=M y L € Ag(Y).

En este caso tenemos que K UL es el continuo llamado Paleta. Sea P = KUL.
Observemos que en este caso tenemos que

B = ({a}, K) U ({a}, L) U {{a}, K, L).

Por la Observacién [3.16] tenemos que B es F5(P) como se ve en la Figura 3] 11.
Por otro lado, por la Observacién tenemos que ({p},J) es homeomorfo a
una Banda de Mobius. Lo cual es una contradiccién a la Afirmacién 1.

Con los casos anteriores hemos mostrado que K = L = M y que ademds
que K € Ar(Y). Por lo tanto, h((J)) = (K). Asi, concluimos con este caso.

Caso 2. p € P(X).

En este caso, tenemos que {p} € (P(X)), por (b) del Teorema tenemos
que h({p}) € (P(Y)). Dado que h({p}) es un elemento de F3(Y), debemos

analizar tres casos.
Caso 2.1. |h({p})| = 1.

En _este caso, sea a € Y tal que h({p}) = {a}. Por la parte (b) del Teo-
rema tenemos que {a} € (K°,L°, M°) — (K°, L°, M°), existe una suce-
sion {{km, b, Wi } }2°_1 en (K°, L°, M°) tal que lim, oo {km, lm, wm} = {a}.
Sin perder generalidad, podemos asumir que, para toda m € N, k,, € K°,
lyn, € L°, wy,, € MP°. Con estas suposiciones tenemos que lim,, o kn = a,
Mmoo b = @ y liMun—00 W = @, lo que implica que @ € K° N L° N M°; y
asi, a € KN LN M. Dado que a € P(Y), obtemos que a es punto extremo de
K, Ly M.

Vamos a aplicar el Teorema a los puntos a, b y ¢ de la siguiente manera.

Como a € K°, entonces existe una coleccién de componentes €; de E3(X) —
(J°), tal que

() h~* ({a). 22,007 ) = (1) nU .

(b) {p}.7°) c (J)nU¢,.
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Como a € L°, entonces existe una coleccién de componentes €5 de E3(X) —
(J°), tal que

(©) b= ((K® {a}, %)) = (/) NU .

(d) {p}.J°) < () NUEC.

Como a € M°, entonces existe una coleccién de componentes €3 de E3(X) —
(J°), tal que

(@) b=t (K=, 22, {a])) = (/) NU .
() {p},J°) < ())NUCs.
Por los incisos (b), (d) y (f) tenemos que
({p}, J°) <<J> N UQ) N <(J> N Ue:2> N (<J> N Uet3>.

De los incisos (a), (¢) y (e), se deduce que

(7% ¢ b7 (Tad 29, 20)) = ((K=, al, M9)) = ((R2, Lo, {al))

Asi,

{9}, 7% € b= (({ad, L2, M) 1 (K>, {a}, M°) N (K2, L°, {a}))

Usando los mismos argumentos que en la Afirmacién 2 del Caso 2.1 del
Teorema [3.10, podemos probar lo siguiente.
Afirmacién 1. El conjunto ({a}, L°, M°) N (K°,{a}, M°) N (K°,L°, {a}) es
finito.

De la Afirmacién 1, tenemos que h_1(<{a},L°,M°> N (K°,{a}, M°) N

(KO,LO,{a}>) es un conjunto finito, como ({p},J°) C {{p},J°) vy {{p}, J°)

es infinito, obtenemos una contradiccion.
Recordando que esta contradiccién viene de suponer que K, L y M no son
iguales, concluimos que K = L = M, as{ hemos demostrado que h({J)) = (K).

Caso 2.2. |h({p})| = 2.

Sean a,b € Y tal que h({p}) = {a,b}. Por la parte (b) del Teorema
tenemos que {a, b} € (K°, L°, M°)—(K°, L° M°), existe una sucesion {{k,, L,
W P01 en (K°,L°, M°) tal que limy,—oo{km, lm,wn} = {a,b}. Sin perder
generalidad, podemos asumir que para toda m € N, se cumple que k,, € K°,
lm € L°, wy, € M°; y que limy, 00 by = @, limyy oo by = 0y limy, 00 Wy = a.
Lo que implica que a € K°NM° y b€ L°; asi, a € KNM y b € L. Dado que
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a,b € P(Y), obtemos que a es punto extremo de K y M; y b es punto extremo
de M.

Vamos a aplicar el Teorema al punto a y al punto b de la siguiente
manera.

Como a € K°, entonces existe una coleccién de componentes €¢; de 3(X) —
(J°), tal que

(2) h ([l L2, 30%)) = (1) NUE..

(b) ({p}.J°) c (J)ynU¢:.

Como a € M°, entonces existe una coleccién de componentes €5 de E3(X) —
(J°), tal que

(©) b=t (K=, 22, {a])) = (/) U

(d) {({p}.J°) c (J)ynUC..

Como b € L°, entonces existe una coleccién de componentes €3 de E3(X) —
(J°), tal que

(e) b=t (K=, {61.00°)) = (/) N UG,
(f) {{p},J°) € (/)yNUCs.
Por los incisos (b), (d) y (f) tenemos que
w7 (o) n(wnUe)n (nnUe)

De los incisos (a), (¢) y (e), se deduce que

{pY, J°) C b~} (<{a}, e, Mo>) np-1 (<Ko, e, {a})) nh-1 (<K°7 T, Mo>) .
Asi

)

v}, 7°) € (M}, Lo, 20°) 1 (K, L7, {a}) 1 (K, {0}, 37) ).

Usando los mismos argumentos que en la Afirmacién 3 del Caso 2.3 del
Teorema [3.10, podemos probar lo siguiente.

Afirmacién 2. El conjunto ({a}, L°, M°) N (K°,{b}, M°) N (K°,L°, {a}) es
finito.

De la Afirmacién 2, tenemos que h1<<{a},L°,M°> N (K°,{b}, M°) N

<m¢wm)%mmmmwmmmmmmﬂc«mrwqmﬁ>

es infinito, obtenemos una contradiccién.
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Recordando que esta contradiccién viene de suponer que K, L y M no son
iguales, concluimos que K = L = M, asi hemos demostrado que h({J)) = (K).

Caso 2.3. |h({p})| = 3.

Sean a,b,c € Y tal que h({p}) = {a,b,c}. Por la parte (b) del Teorema [3.6]
tenemos que a,b,c € P(X). Ademss, {a,b,c} € (K°,L°, M°) — (K°, L°, M°®),
existe una sucesion {{k, L, wm }}5°_; en (K°, L° M°) tal que lim,, oo {km,
Im,wm}t = {a,b,c}. Sin perder generalidad, podemos asumir que para toda
m € N, se cumple que k,, € K°, [,, € L°, w,, € M°; y que lim,, o ki = a,
iMool = by limy, oo wy, = c¢. Lo que implica que a € K°, b € L° y
ce M°;asi,ae K,be Lyce M. Dado que a,b,c € P(Y), obtemos que a, b
y ¢ son los puntos extremos de K, L y M, respectivamente.

Vamos a aplicar el Teorema[3.8] a los puntos a, by ¢ de la siguiente manera.

Como a € K°, entonces existe una coleccién de componentes €; de E3(X) —
(J°), tal que

() h~* (e}, 2,319 = (/) N U

(b) {{p},J°) c (J)nUC.

Como b € L°, entonces existe una coleccién de componentes €2 de E3(X) —
(J°), tal que

() b= (= (51.00°) ) = (/) nU .

(d) {{p},7J°) € (J)nUC.

Como ¢ € M°, entonces existe una coleccién de componentes €3 de E3(X) —
(J°), tal que

(&) h (K=, L5, {ch)) = (/) nUSs.
() {p}.J°) c (/)ynU&s.
Por los incisos (b), (d) y (f) tenemos que
({p}, J°) <<J> n Uel) N <(J> N U¢2> N <<J> N Uetg).

De los incisos (a), (¢) y (e), se deduce que

{pY, J°) C h~! (({a}, I M°>> Ap-1 (<Ko, T, Mo>) Ap-1 (<Ko, e, {c})) .

Asi,

o}, 77} © bt (el 22, M2) 0 (K=, {0, M2) 0 (K, 22, {e}) )



55

Usando los mismos argumentos que en la Afirmacién 4 del Caso 2.3, podemos
probar lo siguiente.

Afirmacién 3. El conjunto ({a}, L°, M°) N (K°,{b}, M°) N (K°,L°, {c}) es
finito.

De la Afirmacién 3, tenemos que h1<<{a},LO,M°> N (K°,{b}, M°) N

<K°,L°,{c}>) es un conjunto finito, como ({p},J°) C ({p},J°) v {p},J°)

es infinito, obtenemos una contradiccién.
Recordando que esta contradiccion viene de suponer que K, L y M no son
iguales, concluimos que K = L = M, asi hemos demostrado que h((J)) = (K).

De los Casos 2.1, 2.2 y 2.3, concluimos que si J € Ar(X), entonces h({J)) =
(K), donde K € Ag(Y'). Dado que |[(J)NP(X)| = 1, tenemos que [(K)YNP(Y)| =
1

Observemos que si K € A;(Y), entonces por el Teorema y dado que h
es homeomorfismo, tenemos que J € A;(X), lo cual es una contradiccién, asi
K & A;(Y). Por lo tanto, K € Ag(Y)U € Ar(Y).

Si K € Ag(Y), entonces por el Teorema y dado que h es homeomor-
fismo, tenemos que J € Ag(X), lo cual es una contradiccion, asi K ¢ Ag(Y).
Por lo que concluimos que K € Agr(Y) y con esto concluimos la demostracién
del teorema. O

Corolario 3.18. Sean X y Y son continuos casi enrejados localmente conexos,
h: F5(X) — F5(Y) un homeomorfismo. Si J € As(X), entonces h({J)) = (K),
para algin K € Ag(Y). Mds ain, se cumple lo siguiente:

(a) Si J es un arco interno, entonces K es un arco interno.
(b) Si J es un arco externo, entonces K es un arco externo.
(c) SiJ es un ciclo, entonces K es un ciclo.

Demostracion. La demostracién de este corolario se sigue inmediatamente de
los Teoremas [3.10} [3.12] y [3.17] respectivamente. O

Teorema 3.19. Sean X y Y son continuos casi enrejados localmente conexos.
Si existe h : F3(X) — F5(Y) un homeomorfismo, entonces h(F(P(X))) =
F(P(Y)).

Demostracion. Como h es un homeomorfismo, es suficiente probar que h(F;(
P(X))) C Fi(P(Y)). Sea A € F1(P(X)), luego existe x € P(X) tal que A =
{z}. Como Fi(X) C F5(X), sabemos que A € F5(X) y como z € P(X),
entonces ANP(X) # 0, asi A € P3(X). Por la parte (e), del Lema[2.23] tenemos
que h(A) € P3(Y), es decir, h(A) NP(Y) # 0.

Como z € P(X), Por el Lema existe una sucesion {Jp, }5°_; conteni-
da en Ag(X), con elementos diferentes dos a dos, tal que lim,, o0 Jrn = {2}.
Como X es un continuo casi enrejado localmente conexo, podemos suponer que
existe una subsucesién {J},}5°_; de la sucesién {J,,}>°_; tal que J, N(R(X)N
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G(X)) # 0, para todo m € N. Para todo m € N, tomemos z,, € J/,, tal que
Tm € R(X)NG(X), para todo m € N. Como lim, o0 Jin = {2} y {J},}20_;e8

una subsucesién de la sucesién {J,,}2°_;, entonces lim,, o J), = {x} Por
construccién, la sucesion {z,, }ro—; estd contenida en |J,,cy /), v ademds, como

lim,, 00 J},, = {x}, implicamos que lim,,,— o0 Z;n, = . Como h es un homeomor-
fismo, en particular h es continua, tenemos que lim,;, o A(2;,) = h(x). Més atn,
la sucesién {{z,,}}5—; estd contenida en (J,,cn(/r,) ¥ My soc{zm} = {2}
Por la continuidad de h inferimos que lim,, oo A({z:mm}) = h({z}). Por la parte
(d), del Lema [2.23] sabemos que h(Fi(R(X) NG(X))) = Fi(R(Y)NG(Y)), as
h({zm}) = {ym}, para toda m € N, donde y,, € R(Y)NG(Y), para todo m € N.
Como im0 {ym } = h({z}) y el conjunto F;(Y") es un conjunto cerrado, tene-
mos que h({z}) € F1(Y). Notemos que {yn, }2o_; es una sucesién de elementos
distintos por pares en R(Y)NG(Y). Supongamos que la sucesion {y, }5°_; con-
verge a ¥y, para algin y € Y. Por el Lema tenemos que y € P(Y). Entonces
lHm,, oo {ym} = {y}, y asi im,,, oo A({xm}) = {y}. Por lo tanto, {y} = h({x}).
Por lo que concluimos que h({z}) € F1(P(Y)).

Ahora supongamos que J,, N"P(X) # 0, para cada m € N. Por los Teoremas
[3.10] [3.12] y [3.17 existen K,,, € As(Y), con m € N, tales que h({J,)) = (K,,),
para cada m € N. Sea A, € (J,) tal que A,,, N P(X) # ), para toda m € N.
Notemos que A,, € P3(X), para todo m € N. Sea h(4,,) = B, para todo
m € N. Por la parte (e), del Lema tenemos que B, € P3(Y), para todo
m € N, es decir, B,, NP(Y) # 0, para todo m € N. Como para todo m € N,
tenemos que A, € (Jn) v h({(Jm)) = (Kp), entonces para todo m € N, se
cumple que By, € (Kp,) y B,y NP(Y) # 0. Por lo tanto, K,,, N P(Y) # 0, para
todo m € N. Sea y,, € By, NP(Y). Luego {ym} € (K > para todo m € N, asi
{{ym}}55_; es una sucesién contenida en | °_, (K,y,). Como lim,,_so0 Jrm = {x}
implicamos que lim,, . K,, = h({z}) y por lo tanto, lim,,—co{¥ym} = h({x}).
Como F;(Y) es cerrado, existe {z} € F1(Y) tal que h({z}) = {z}, luego h({z})N
P(Y) ={z} nP(Y), inferimos que z € P(Y). O

Sean X y Y continuos casi enrejados localmente conexos, si existe h : F3(X) —
F5(Y) un homeomorfismo y 2 € P(X). Por el Teorema [3.19] tenemos que

h({z}) = {y},
para algin y € P(Y). Sean
Ay, ={JeAs(X):zeJ}y A, ={K e As(Y):y € K}. (3.0.5)

De los Teoremas[3.10} [3.12)y .17, obtenemos que |A,| = |4, |, ademés si J € Ay,
entonces h((J)) = (K), para algin K € A,,.

Lema 3.20. Sean X yY continuos casi enrejados localmente conezxos. Si existe
h: F3(X) — F3(Y) un homeomorfismo y v € P(X), entonces existe y € P(Y)
tal que h({z}) = {y}, mds ain, podemos encontrar una biyeccion g, de Ay a

A,.
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Demostracion. Sean h : F3(X) — F3(Y) un homeomorfismo y z € P(X). Por
el Teorema tenemos que h({z}) = {y}, para algin y € P(Y). Sea

ot Az = Ay

una funcién definida, para cada J € A, por g,(J) = K, donde K € A,. Sea
J € A, por definicién J € Ag(X) y x € JNP(X), as{ JNP(X) # . Por los
Teoremas [3.10} [3.12] y [3.17, tenemos que h((J)) = (K), para algin K € Ag(Y).
Como z € J, entonces {z} € (J), asi h({z}) € h({J)), luego {y} € (K), con
y € P(X). Por lo tanto, y € K. En conclusiéon K € A, y asi la funcién g, esta
bien definida.

Veamos que g, es inyectiva. Sean Jq,Jo € A, tales que g,(J1) = gz(J2).
Sean g, (J1) = K1y g.(J2) = Ko, donde K1, Ky € A,. Como K; = Ky, se tiene
que (K1) = (Ka2), asi h((J1)) = h({(Jz2)). Como h es inyectiva, implicamos que
(J1) = (J2). Por lo tanto, J; = Jo.

Resta ver que g, es suprayectiva. Sea K, € A,. Del Corolario tenemos
que h'((Ky)) = (J), para algtn J € Ag(X). Note que J € A, luego h((J)) =
(K,).

O

Lema 3.21. Sean X yY continuos casi enrejados localmente conexos. Si existe
h: F3(X) — F3(Y) es un homeomorfismo y x € (R(X)NG(X))UP(X), entonces
existe un dnico y € (R(Y)NGY))UP(Y) tal que h({z}) = {y}.

Demostracion. Supongamos que z € R(X) N G(X), por la parte (d), del Lema
existe y € R(Y) NG(Y), tal que h({z}) = {y}. Si x € P(X), por el
Teorema [3.19] existe y € P(Y), tal que h({z}) = {y}. Para mostrar que y es
tnico, supongamos que existe y' € (R(Y)NG(Y))UP(Y), tal que h({z}) = {v'}.
Luego, en cualquier caso, {y} = {y'}, por lo tanto y = ¢’ O

Teorema 3.22. Sean X y Y continuos casi enrejados localmente conexos. Si
h: F5(X) — F5(Y) es un homeomorfismo, entonces existe una funcidn continua
y biyectiva f1 1 (R(X)NGX)UPX) = (RY)NG(Y))UPY).

Demostracion. Sean h : F3(X) — F3(Y) un homeomorfismo y
i (RX)NG(X))UPX) = (RY)NG(Y)) UP(Y)

una funcién definida por fi(z) = y, para cada z € (R(X) N G(X)) U P(X),
donde y es el unico punto de (R(Y)NG(Y)) UP(Y) tal que h({z}) = {y} (vea
el Lema. Por el Lema la funcién f estd bien definida.

Veamos que fi es biyectiva. Sean z,w € (R(X) N G(X)) UP(X), tales que
fi(x) = fi(w). Por el Lema fi(x) es el tnico punto tal que h({z}) =
{fi(@)} v fi(w) es el tinico punto tal que h({w}) = {fi(w)}, como fi(z) =
f1(w), tenemos que h({z}) = h({w}), por la inyectividad de h, se tiene que
{z} ={w}, asl z = w.

Veamos que f; es suprayectiva. Sea y € (R(Y) N G(Y)) UP(Y), notemos
que {y} € FA(RY)NG(Y)) U F1(P(Y)). Supongamos que {y} € Fi(R(Y) N
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G(Y)), por la parte (d), del Lema[2.:23] tenemos que {y} € h(F(R(X)NG(X))),
asi existe z € R(X) N G(X) tal que h({z}) = {y}. Supongamos ahora que
{y} € F1(P(Y)), por el Teorema sabemos que h(F(P(X))) = P(Y),
como h : F3(X) — F3(Y) es un homeomorfismo, se cumple que h=* : F3(Y) —
F3(X) es un homeomorfismo, también. Asi, h=*({y}) € h=1(F1(P(Y))), es decir,
h=t({y}) € F1(P(X)). Luego, existe x € P(X) tal que h~!({y}) = {z}. Como
h(h=t({y})) = h({x}), implicamos que h({z}) = {y}. Por lo tanto, para todo
y € (RY)NGY))UP(Y), existe z € (R(X)NG(X))UP(X) tal que h({z}) =
{y}. Por el Lema[3.21] tenemos que existe un tnico y € (R(Y)NG(Y))UP(Y) tal
que h({z}) = {y}. Asi, f1(z) = y. Por lo tanto, y € f1((R(X)NG(X))UP(X))
y asi la funcién f; es suprayectiva.

Ahora mostremos que la funcién f; es continua. Sea z € R(X) N G(X). Por
la parte (d) del Lema existe y € R(Y) N G(Y), tal que h({z}) = {y}.
Luego, f1(x) = y. Por definicién, existe una gréfica finita G' contenida en X tal
que z € intx(G). Sea U un conjunto abierto en X tal que x € U C intx (G) y
UNR(X) = {z}. Veamos que f; es continua en el punto x. Supongamos que
x € P(X) y consideremos los siguientes casos:

Caso 1. Sea {z,,}>°_; una sucesién contenida en R(X) N G(X) la cual converge
a .

Como z,, € R(X)NG(X), para todo m € N, tenemos que {z,,} € (R(X) N
G(X)), para todo m € N, asi la sucesién {{zn,}}5°_; esta contenida en (R(X)N
G(X)) vy es tal que converge a {x}. Como h es un homemorfismo, en particular
h es continua, y por la parte (d) del Lema sabemos que h(F;(R(X) N
G(X))=F(RY)NG(Y)), ast h({zm}) € (R(Y)NG(Y)), para todo m € N,
luego, la sucesién {h({xm})}22_; estd contenida en (R(Y)NG(Y)) y es tal que
converge a h({z}). Por la parte (d) del Lema [2.23] existe y,, € R(Y)NG(Y) tal
que h({z,}) = {ym}, para todo m € N, y por el Teorema [3.19] existe y € P(Y)
tal que h({z}) = {y}. Notemos que f1(2) = ym, paratodom € Ny fi(x) = y.
Por lo tanto, la sucesién {f1(x.,)}5_; converge a fi(x).

Caso 2. Sea {x,,}22_; una sucesién contenida en P(X) la cual converge a x.

Por la hipdtesis de este caso, x,, € P(X), para todo m € N, luego {z,,} €
(P(X)), para todo m € N, asi la sucesién {{z,,}}>_; estd contenida en (P(X))
y es tal que converge a {x}. Como h es un homemorfismo, en particular h es
continua, y por el Teorema sabemos que h(Fy(P(X))) = F1(P(Y)), asi
h({xm}) € (P(Y)), para todo m € N, luego, la sucesién {h({xm,})}>0_, estd
contenida en (P(Y)) y es tal que converge a h({z}). Por el Teorema[3.19] existe
ym € G(Y) tal que h({zmm}) = {ym}, para todo m € N, y existe y € P(Y) tal
que h({z}) = {y}. Notemos que fi(zm) = ym, para todo m € Ny fi(z) = y.
Por lo tanto, la sucesién {f1(x.,)}50_; converge a fi(x).

Caso 3. Sea {z,, }5°_; una sucesién contenida en (R(X)NG(X))UP(X) la cual
converge a x.

Para este caso, usamos el Caso 1 y el Caso 2, para obtener que la sucesion
{fi(zm)}S0_1 converge a fi(x).
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Caso 4. No existe una sucesién en R(X) N G(X) la cual converge a z, ni una
sucesién en P(X), la cual converge a x.

Sea U un conjunto abierto en X talquez € Uy UN((R(X)NG(X))UP(X)) =
{z}. Asi f1 es continua en z.
Con los casos anteriores concluimos la demostraciéon de este teorema. O

Teorema 3.23. Sean X y Y continuos casi enrejado localmente conexos y
h : F5(X) — F3(Y) un homeomorfismo. Si f1 : (R(X)NG(X))UPX) —
(RY)NG(Y))UP(Y) es la funcidn definida como en el Teorema entonces
se cumplen las siguientes propiedades:

(a) Siz, z€ R(X)NG(X) y los puntos x y z son adyacentes en X, si y solo
si, fi(x) y f1(2) son adyacentes en Y .

(b) Siz, z€ R(X)NG(X) son adyacentes en X, entonces el nimero de arcos
en As(X) que unen x y z coincide con el nimero de arcos en Ag(Y') que

unen f1(x) y fi(z).
(c) Sixz € R(X)NG(X), entonces ord(z, X) = ord(f1(z),Y).

(d) Sea x € R(X)NG(X), supongamos que el nimero de ciclos en X (res-
pectivamente en Y') que contienen a x (respectivamente a fi(x)) es ki
(respectivamente ki ); el niimero de puntos extremos de X (respectivamen-
te en' Y ) adyacente a x (respectivamente a fi(x)) es ko (respectivamente
kL ); y el nimero de arcos de X (respectivamente en'Y ) que une x (res-
pectivamente a fi(x)) con otro punto de R(X) U P(X) (respectivamente
a RY)UP(Y)) es k3 (respectivamente kj ). Entonces k1 = ki, ka = kb y
ks = k.

(e) x € P(X) yze (RX)NG(X))UP(X) son adyacentes en X, si y solo
st, f1(z) y f1(2) son adyacentes en'Y.

(f) SizeP(X)yze (RX)NG(X))UP(X) son adyacentes en X, entonces
el nimero de arcos de Ag(X) que une a x con z coincide con el nimero
de arcos que As(Y) que une a f1(z) con f1(z).

(9) Seax € P(X), supongamos que el nimero de ciclos de X (respectivamente
deY ) que contiene a x (respectivamente f1(x)) es ki (respectivamente kf );
el nimero de puntos extremos de X (respectivamente de Y ) adyacentes a
x (respectivamente f1(x)) es ko (respectivamente kb ); y el nimero de arcos
de X (respectivamente en'Y ) que une x (respectivamente a f1(x)) con otro
punto de (R(X)NG(X))UP(X) (respectivamente a (R(Y)NG(Y))UP(Y))
es ks (respectivamente k% ). Entonces k1 = ki, ko = kb y ks = kb.

(h) X es homeomorfo a Y.

Demostracion. En la prueba de los enunciados (a)-(d), en [I5], Teorema 3.9], las
propiedades usadas para las pruebas de dichos enunciados son
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(1) G(X) y G(Y) son densos en X y Y, respectivamente.
(2) X y Y son localmente conexos.

La condicién de tener una base de vecindades R tal que U — P(X) es conexo,
para cada elemento U € K, nunca es usado. Asi, las pruebas de las afirmaciones
(a)-(d), en [I5, Teorema 3.9], son la mismas para los enunciados (a)-(d), en este
teorema.

Para mostrar las afirmaciones (e)-(h), tomemos z € P(X), z € (R(X) N
G(X))UP(X) tal que z y z son adyacentesen X,y J € A, tal que E(J) = {z, z}.
Como z € P(X), por el Teorema [3.19] existe y € P(Y) tal que h({z}) = {y}.
Ademsds, por el Teorema el punto y es dnico. Si z € R(X) N G(X), por
la parte (d), del Lema [2.23] existe w € R(Y) N G(Y) tal que h({z}) = {w},
nuevamente por el Teorema el punto w es dnico; si z € P(X), por el
Teorema[3.19] existe w € P(Y') tal que h({z}) = {w}. Asi, w € (R(Y)NG(Y))U
P(Y). Como y y w son los dnicos punto en (R(Y)NG(Y)) UP(Y) tales que
h({z}) = {y} y h({z}) = {w}, por los Lemas[3.21)y[3.22] tenemos que f1(z) =y
y fi(z) = w.

Veamos (e). Sean = y z adyacentes en X, asf existe J en Ag(X)— Ar(X) tal
que E(J) = {z, z}. Notemos que J € A,. Como J € Ag(X), por los Teoremas
B10ly[B-12 existe K € As(Y)—Ar(Y) tal que h({J)) = (K), como {{z},{z}} C
(J), entonces {{y}, {w}} C (K), luego y,w € K, asi K € A,. Por el Lema [3.20]
tenemos que g, (J) = K, donde g, es biyectiva. Por lo tanto y y w son adyacentes
enY.

Veamos (f). Sea i1 el nimero de arcos de A, que une z y z, donde z y y son
adyacentes. Sea i} el nimero de arcos de A, que une y y w. Por los Teoremas
[3.10} [3.12 y [3.17] para cada J € A, tal que {z},{z} € (J), existe K € A, tal
que {y},{w} € {J) y por el Lema [3.20] tenemos que g,(J) = K. Por lo tanto,

iy =1,

Veamos (g). Sean z € P(X) y J € Ar(X) tales que = € J, por el Teorema
existe K € Ar(Y), tal que h((J)) = (K). Luego {z} € (J), asi {y} € (K),
y por consiguiente y € K. Por lo tanto, k; = k.

Sean z € P(X) y J € Ag(X) tales que x € J, notemos que J € A,. Por
el Teorema [3.12] existe K € Ag(Y), tal que h((J)) = (K). Luego {z} € (J),
asi {y} € (K), y por consiguiente y € K. Entonces g,(J) = K. Por lo tanto,
ko = k).

Sea k3 el nimero de arcos de A, que une x con z y kj el nimero de arcos de
Ay que une y con w. Por el Teorema [3.10] para cada J € A, tal que {z},{z} €
(J), existe un tnico arco K € A, tal que {y},{w} € (K) y asi g,(J) = K. Por
lo tanto, ks = kj.

Veamos (h). Encontremos un homeomorfismo entre X y Y. Para cualesquiera
x,z € (R(X)NG(X))UP(X) tales que x y z son adyacentes en X, definimos
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los siguientes conjuntos
Ip.,={J€A,:Jesunarcoqueunea zy z} y

Tt (), 1) = 1K € Ay : K es un arco que une a fi(z) y f1(2)},

donde f; es la funcién continua y biyectiva dada en el Teorema [3.22] Por la afir-
macién (f), de este teorema, la funcion g.|z, . : Ze. — Iy, (2), 1, (=) € biyectiva.

Veamos que para cada J € 7, ., existe un homeomorfismo f, . : J — g,(J),
tal que fy.(x) = f1(x) ¥ fz,2(2) = f1(2). Sea J € I, ,. Como J y g,(J) son
arcos, tenemos que existen homeomorfismos ¢ : J — [0,1] y ¢4, () : [0,1] —
9z (J) tales que @ (2) =0, s(2) =1, ¥4, (1)(0) = fi(z) ¥ g, ()(1) = fi(2).

Sea fr. = ¥y, (1yows. Como la composicién de homeomorfismo es un homeo-
morfismo, tenemos que f, . es un homeomorfismo. Observemos que f; .(z) =
wgz(J) O(PJ<x) = ’L/)gz(.])((pJ(m)) = ’(/}gx(.l) (0) = fl(‘r) Yy fa:,z(z) = ’(/)gz(.]) O@J(z) =
Vg, (1) (@1(2) = Vg, (1)(1) = fi(2).

Dado z € P(X), sean
E:={J €A, :June a x con un punto externo de X} y

Ef (w) = {K € Af,(z) : K une a fi(z) con un punto externo de Y'}.

Por la afirmacién (g), de este teorema, la funcién g.|e, : £ — Ef, (2) es biyectiva.

Sea J € &, y supongamos que {e,} = E(J) —{z} y {ef, (o)} = E(g2(J)) —
{fi(z)}. Veamos que existe un homeomorfismo f,. : J — g(J), tal que
fm,em ($) = fl(x) Yy ff,em (er) = €f(x) Se tiene que Jeé& y {em} = E(J) - {(ﬂ}
Como J y g,(J) son arcos, tenemos que existen homeomorfismos ¢ : J — [0, 1]
Y Vg, (1) 1 10,1] = go(J) tales que p;(x) =0, ws(es) = 1, g, (1)(0) = fi(z) y
Vg, (1) = ef(a)-

Sea fye, = Vg, (1) © ps. Como la composicién de homeomorfismo es un ho-
meomorfismo, tenemos que f; ., es un homeomorfismo. Observemos que f; ¢, ()
= g, (1) © Pa(@) = g, (1) (0s(2)) = g, (1)(0) = f1(®) ¥ fae.(€x) = Vg, (1) ©
pi(ex) =Yg, (1) (pi(ex)) = g, (n(1) = €f,(a)-

Dado z € P(X), consideremos los conjuntos
C, ZAmﬂAR(X) y Cfl(x) Z,Afl(m) ﬂAR(Y).

Por la afirmacién (g), de este teorema, la funcién g.|c, : C» — Cy, () es biyectiva.

Sea J € C,. Veamos que existe un homeomorfismo f, : J — g,(J), tal que
fz(x) = fi(z). Sea J € C,. Luego, existe un homeomorfismo ¢ : J — St
Ademds J N R(X) = {z}. Como g,(J) € Cy,(y), existe un homeomorfismo
'l/ng(J) (St — gz(J)v como fl(x) € gz(J) y fl(x) € R(Y)a tenemos que gz(J) N
R(Y) = {f1(x)}.

Sea fi = 1y, (1) °ps. Como la composiciéon de homeomorfismo es un homeo-
morfismo, tenemos que f, es un homeomorfismo. Observemos que f, () = f1(x).

Sea

Zy = U U{E(J) :J es un arco interno en X y J € Ax} y
z€P(X)
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U U{ : K es un arco interno enYyKGAy}.
yeP(Y)

Notemos que {J —P(X) : J € ApUAgy J C U,epxyUA} U {J -
E(J) : J es un arco interno y J C U,ep(x UA } es una cubierta abierta de
Usepx) UAz — (P(X) U Zx). Por el Teorema | existe una unica funcién,

U Ua-rx)vz) - | UJA — (PO UZy)

z€P(X) yeP(Y)

la cual es una extensién de las funciones fo .[7—(z.:}, foreoli—{a} ¥ foli—{a}s
respectivamente. Es decir, para cada J € Z, ,, se cumple que fa|j = fo -
Para cada J' € &, se cumple que fa|;/_1z) = fre, |1 —{c}- Para cada J” € Cg,
se cumple que folr— (o) = folyr—(a}-

Notemos que cly (U,cp(xy U Az = (P(X)UZx)) = U epx) U As — (P(X)U
Zx) U {z € P(X) : existe J E Ag(X) tal que z € J} U Zx y ademds notemos
que la funcion f, es biyectiva.

Sea

U UAm - (P(X) UZX) U ((R(X) NG(X)) up()()) N

z€P(X)

U UA, - (P(Y) U zy) U ((R(Y) Ng(v)) UP(Y)), (3.0.6)

yeP(Y)

una funcién definida por

faiey = | P0) st Unepp Uds - (P(X) u zX),
filz) size (R(X)NG(X))UP(X).
Como f1 y f2 son funciones biyectivas, tenemos que la funcién f3 es una
funcién biyectiva.

Ahora para cada par de puntos adyacentes x y z en X tales que z,z €

R(X)NG(X), sean
Ton ={J € Ag(X):J esun arcoque uneax y 2}y
Tt@) i) = 1K € As(Y) : K es un arco que une a fi(z) y fi(2)}.
Por la aﬁrma(non (b), de este teorema, podemos elegir una biyeccién
a2t Tnz = Th(a),f1(2)-

Veamos que para cada J € [J, ., existe un homeomorfismo h,, : J —
0u,2(J), tal que hy.(x) = fi(z) y he(2) = fi(2). Sea J € Jp.. Como J
Y @u..(J) son arcos, tenemos que existen homeomorfismos f; : J — [0,1] y

=)+ [0,1] = a2 (J) tales que fi(x) =0, f5(2) =1, fo, .(1)(0) = fr(z) ¥
ftpzz J)( ) fl( )
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Sea hy . = f,, (s © fs. Como la composicién de homeomorfismo es un ho-
meomorfismo, tenemos que h, . es un homeomorfismo. Observemos que hy ()
= for.n o fi(®@) = fo, . (f5(@) = fo, .(0) = [1(@) ¥ ha2(2) = foo, (1) ©
J1(2) = foo . (f1(2) = foo.(n(1) = fi(2).

Dado x € R(X) NG(X), sean
Fr={J € Ag(X) : J es un arco que une a x con un punto externo de X}y

Fr@) = 1K € As(Y) : K es una arco que une a fi(x)
con un punto externo de Y}.

Por la afirmacién (d), de este teorema, la funcién o, .|z, : Fo — Ff (2) €5
biyectiva.

Sea .J € F, y supongamos que {e;} = E(J) —{z}y {eﬁ(w)} = E(‘Pm,z(‘])) -
{fi(z)}. Veamos que existe un homeomorfismo hy ., : J — @5 .(J), tal que
hee, () = f1(2) ¥ hoe,(ex) = €f,(z). Sea J € Fpe,. Como J y @, .(J) son
arcos, tenemos que existen homeomorfismos hy :J — [0,1] y hy, (5 : [0,1] —
Pa,2(J) tales que hy(z) = 0, hy(es) = 1, hy, .(1)(0) = fi(2) ¥ he, .(1)(1) =
€f (2)-

" (Szea fr,en = Py, . (5)0hy. Como la composiciéon de homeomorfismo es un ho-
meomorfismo, tenemos que f; ., es un homeomorfismo. Observemos que f ., ()
= hg, (1) © hy(®) = he, .()(hs(2)) = he, .(1)(0) = fi(z) ¥ foe.(6x) =
T, () @ halex) = h, (hy(ex)) = hy, (1) (1) = €f,@)-

Dado z € R(X) NG(X), consideremos los conjuntos
D,={JeAs(X): JeAr(X)yz e J}y

Do) = {K € As(Y) : K € Ap(Y) y fu(z) € K}.

Por la afirmacién (d), de este teorema, la funcién g.|p, : Dy — Dy () €s
biyectiva.

Sea J € D,. Veamos que existe un homeomorfismo h; : J — ¢,(J), tal que
h.(z) = fi(z). Sea J € D,. Luego, existe un homeomorfismo hy : J — St.
Ademas J N R(X) = {z}. Como g,(J) € Dy, (a), existe un homeomorfismo
hg. sy St = g2(J), como fi(z) € g(J) v fi(z) € R(Y), tenemos que g,(J) N
RY) = {f1(a)}.

Sea hy = hgy, () o hy. Como la composicién de homeomorfismo es un ho-
meomorfismo, tenemos que h, es un homeomorfismo. Observemos que h, (x) =
fi(@).

Notemos que {J € As(X) : J € U,epx) U Az} es una familia localmente

finita en (X - (UmE’P(X) UA, U P(X))) U (R(X)NG(X)), vea la Definicién
ya que para todo z € (X - (Uxep(x) U A UP(X))) U (R(X)NG(X)),
existe una gréfica finita G, contenida en X tal que z € intx(G,) y para a lo

mds una cantidad finita de elementos J € {J € As(X) : J & U,ep(x) U Az}
se cumple que intx (G.) NJ # 0.
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Luego, por el Teorema [1.2| existe una tnica funcién

fio(x=( U UAauprx))u(rx)ngx) -

reP(X)

(v=( U Uaurm))u(rRe)ng)), (6.07)

yeP(Y)

la cual es una extensién de las funciones hy ., hyc, ¥ hs, respectivamente. Es
decir, para cada J € J, ., se cumple que f4|; = h, .. Para cada J' € F,, se
cumple que fi|y_(z} = hee,. Para cada J” € Dy, se cumple que fq|j_(z3 =
hg.

Notemos que para cada z € R(X) N G(X), se cumple que fy(z) = fi(x).
Y ademds, para cada J € Ag(X), se cumple que f4(J) € Ag(Y). Més atin, la
funcién f4 es una funcién biyectiva.

Ahora, sea

f:X—=Y

una funcién definida por

fa) = fa(z) siw € UpepxyUAs = (P(X) UZX) u ((R(X) NG(X)) uP(X)),
f4($) siz e (X - (UIE’P(X) U-Az UP(X))) U (R(X) ﬂg(X))

Como f3 y fi son funciones biyectivas y como f3|px)ngx) = falr(x)ng(x)
tenemos que la funcién f es una funcién biyectiva. Por lo tanto X es homeomorfo
aY. O

Teorema 3.24. Si X es un continuo casi enrejado localmente conezro, entonces
X tiene tercer producto simétrico unico.

Demostracion. Sea Y un continuo tal que F5(X) es homeomorfo F3(Y), por el
Teorema [2.20, sabemos que la clase de los continuos casi enrejados localmente
conexos es Fi3-cerrada, asi Y es un continuo casi enrejado localmente conexo.
Por la parte parte (h), del Teorema tenemos que X es homeomorfo a Y y
por lo tanto, obtenemos que X tiene tercer producto simétrico tinico. O

Corolario 3.25. Si X es un continuo casi enrejado localmente conexo yn € N,
entonces X tiene n-ésimo producto simétrico unico.

Demostracion. Por el Teorema [2.22] sabemos que X tiene n-ésimo producto
simétrico uinico, para cada n € N — {3} y por el Teorema [3.24] concluimos este
corolario. O

Problema 3.26. [15, Pregunta 3.13] Dado X wun continuo alambrado y n €
{2,3}, stiene X n-ésimo producto simétrico inico?
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