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Resumen

En esta tesis se realiza el andlisis Hamiltoniano de una teoria de gravedad en tres dimensio-
nes sin dinamica, propuesta por Vigar Husain. Se reportan las transformaciones de norma y
los paréntesis de Dirac. Ademds, se realizé un analisis a la teoria usando el formalismo de
Faddeev-Jackiw (FJ), donde se encontraron las transformaciones de norma y se calcularon los
paréntesis generalizados de FJ. De manera alterna, se verifica que coinciden los paréntesis de
FJ con los de Dirac. Por ltimo, se discute brevemente las similitudes y ventajas de cada uno
de estos formalismos.

Palabras clave: sistemas singulares, gravedad, andlisis Hamiltoniano, andlisis de Faddeev-
Jackiw, teorias de norma.
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Introduccion

A lo largo de la historia, los fisicos han desarrollado diferentes teorias que aparentemente no
tenian relacion entre si, pero posteriormente lograron unificarse. Por citar algunos ejemplos, se
tienen por separado, la electrodindmica y la mecanica Newtoniana como teorias que entran en
esta categoria. En particular, la unificacién de esas teorias se ha conseguido por las siguientes
tres razones; 1) la observacién de nuevos fendmenos, 2) la consistencia matemadtica entre
las teorias y 3) la creacién de nuevos conceptos. De esta manera se dio paso a teorias mas
generales que tienen como casos particulares a las teorias conocidas. En efecto, Sir. Isaac
Newton al publicar su obra Principios matemdticos de la filosofia natural (1687), introdujo
el concepto de fuerza y escribié su ecuacién de gravitacién universal, con los que mostré que
la cinemética celeste descrita por las leyes de Johannes Kelpler!, y los trabajos de Galileo
Galilei?, en realidad son parte de una misma teorfa, lo que hoy se conoce como la mecénica
Newtoniana. Otro ejemplo lo dieron Michael Faraday y James Clerk Maxwell. Por un lado,
Faraday descubrié la induccién electromagnética en 1831 gracias a una serie de experimentos
con corrientes, con la cual encontré una relacién entre el campo eléctrico y el campo magnético.
Por otro lado, Maxwell escribié mateméticamente los resultados de Faraday y dio consistencia
matematica al conjunto de ecuaciones que describen la electricidad y el magnetismo en su obra
Una teoria del campo electromagnético (1865), de esta forma, se unificaron ambas teorfas en
una sola, actualmente conocida como electrodinamica. En adicién, se dio una explicacion a
los fenémenos 6pticos como oscilaciones de los campos antes mencionados. Un tltimo ejemplo
es la unificacién hecha por Albert Einstein en su teoria de Relatividad General (RG). Para su
desarrollo, Einstein se inspir6 en el principio de Mach, el cual versa La inercia de cualquier
sistema es el resultado de su interaccion con el resto del universo (1893). Después de un
arduo trabajo, pudo concluir que la materia-energia determina la forma del espacio-tiempo y
viceversa, como se puede ver en las llamadas ecuaciones de Einstein

871G
G,w/ = 7T,uu7

A
donde G, el tensor de curvatura de Einstein, T}, el tensor de energia-momento, G la cons-
tante de la gravitacién universal y ¢ la constante de la velocidad de la luz. De esta manera,
los conceptos de espacio, tiempo y materia quedan unificados en lo que se conoce como la
dindmica de la geometria del espacio-tiempo. Estas tres unificaciones han mostrado ser muy
provechosas para el conocimiento humano, pues se obtuvo una explicacién a observaciones

! Astronomia nueva (1609) para la primera y segunda ley, y Epitome antrondmico Coperniciano (1617-1621)
para la tercera ley.

2Principalmente por su obra Discursos y demostraciones matemdticas en torno a dos nuevas ciencias refe-
ridas a la mecdnica y a los movimientos locales (1638).



9 INTRODUCCION

antes incomprensibles, se entendié que algunos fendmenos de naturaleza aparentemente dis-
tinta, en realidad son manifestacién de diferentes propiedades de un mismo fenémeno y se
consiguieron predicciones que posteriormente se observaron en el laboratorio, entre otras cosas.

En este mismo contexto, a mediados del siglo XX, se habia logrado construir dos teorias que
explicaban muy bien los datos experimentales de sus respectivos campos de aplicacion, por
un lado estaba la Teoria Cudntica de Campos (TCC) y por otro lado la RG. La primera
explica la estrucutra de la materia y los fenémenos a escalas subatémicas, y la segunda la
dindmica del cosmos y los fenémenos a grandes escalas. Sin embargo, no existe una teoria
que logre unificar TCC con RG, la llamada gravedad cuantica, con la que podriamos estudiar
escenarios tales como el Big Bang [1]. Los fisicos han optado por formular gravedad cuéntica
buscando consistencia matematica y conceptual entre ambas teorias. No obstante, a pesar de
que se ha hecho un arduo trabajo teérico desde los anos 50’s hasta el dia de hoy, el problema
de la gravedad cudntica no se ha logrado resolver, sin embargo, se tienen dos propuestas que
podrian resolver dicho problema; una es la Gravedad Cudantica de Lazos (GCL) y la otra es la
Teoria Supersimétrica de Cuerdas (TSC). GCL es una teoria que busca unificar RG y mecani-
ca cudntica, conservando sus principios y simetrias, en particular las simetrias de RG, a saber,
invariancia ante difeomorfismos e independencia de fondo [2]. La teoria tiene la virtud de des-
cribir el campo gravitacional sin necesidad de recurrir a métodos perturbativos, lo cual es de
relevancia, pues conserva las simetrias de RG, ademaés la teoria ya ha arrojado predicciones,
como que el espacio-tiempo a la escala de Planck (10723¢m) es granular, es decir, se tienen
cuantos de drea y volumen [2]. Pero asi como GCL tiene éxitos, también tiene problemas,
pues no se ha logrado reproducir RG a bajas energias o lo que es lo mismo a distancias mucho
mayores a la escala de Planck [2]. Por otro lado, TSC es una teoria que parte de la suposicién
de que los objetos elementales de la naturaleza no son particulas, sino pequenos objetos uni-
dimensionales llamados cuerdas, las cuales oscilan con diferentes frecuencias, asociando cada
frecuencia a una particula, entre ellas al gravitén, particula hipotéticamente portadora del
campo gravitacional. Ademas, la teoria debe recurrir a un conjunto de hipétesis adicionales
para su consistencia, como son la existencia de 6 dimensiones espaciales extra, asi como la
compactacién de dichas dimensiones y la existencia de supersimetria®. No obstante, la teoria
no presenta independencia de fondo, sin embargo, hay evidencia de que existe una teoria mas

general que no es perturbativa, la llamada teoria M, con la que podria rescatarse las simetrias
de RG.

Podemos mencionar que existen al menos dos formas més de abordar el problema de grave-
dad cudntica; 1) obtener evidencia experimental y 2) construir una teoria que extienda los
principios de la mecédnica cudntica y/o RG, pero que aun asi explique a la gravedad tanto
a nivel cdantico como cldsico. Por un lado, la obtencién de datos experimentales parece aun
lejana, pues no se cuenta con la tecnologia adecuada para su estudio. Sin embargo hay algunas
propuestas interesantes que podrian realizarse en un plazo razonable, como la posibilidad de
que la presencia de gravedad cudntica logre dispersar en vacio a fotones y neutrinos emitidos
por una explosién de rayos gamma [3,4]. Por otro lado, la formulacién de una teoria que
extienda los principios de la mecdnica cudntica y/o RG, es una idea que pocos cientificos

3Esto puede hacer pensar al lector que la teorfa no es muy alentadora, pues la historia nos a ensefiado que
regularmente la teoria mas simple suele ser la correcta, tal como ocurrié entre la relatividad especial y el éter,
sin embargo, podria no ser asi.
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toman en serio, pero personas como Erik Verlinde (2010) apuestan a esta idea. En general, él
propone que la gravedad y la dindmica del espacio-tiempo son un fenémeno emergente debido
al principio hologréfico [5], similar a como ocurre con la temperatura debido al movimiento
aleatorio de las moléculas.

Por otra parte, para resolver el problema de la gravedad cuantica desde el punto de vista de
GCL, la comunidad cientifica usualmente se ha inclinado por partir de una teoria de campos
cldsica y posteriormente cuantizarla. El método mas usado es el llamado candnico, el cual
consiste en Hamiltonizar una teoria singular, para luego promover a las variables dindmicas a
operadores y finalmente cuantizar la teoria. Debido a que se trabaja con una teoria singular,
usualmente trae cosigo una simetria muy importante, llamada simetria de norma. Teorias de
importancia fisica como la electrodinamica, RG y las teorias de Yang-Mills son teorias de nor-
ma, es decir, teorias con una clase de equivalencia entre sus estados fisicos. La Hamiltonizacion
puede efectuarse de varias formas, la méas usada es el formalismo Hamiltoniano de Dirac [6].
No obstante, es un algoritmo largo debido a que se necesita separar a las constricciones entre
primera y segunda clase, por lo que en anos relativamente recientes se han dado alternativas,
tales como el formalismo simpléctico de Faddeev-Jackiw [7-9], el cual es mateméticamente
mas econémico que el formalismo de Dirac y se espera que sean equivalentes®.

Atendiendo este contexto, en esta tesis se aborda una teoria que es un modelo de juguete,
el cual es de interés porque analiza las simetrias de una teoria topoldgica, lo cual esté estre-
chamente relacionado con gravedad [10-13]; es independiente de fondo y no tiene dindmica,
lo que la vincula con la constriccion Hamiltoniana, que es de gran interés para la fisica ac-
tual, pues no se conoce mucho de ella a nivel cudntico. Ademads de que un modelo de juguete
puede servir como laboratorio para probar nuevos métodos e ideas fisicas. En este sentido, la
presente tesis se centra en estudiar los formalismos de Dirac y FJ, asi como en la aplicacién
de los mismos a una accién propuesta por Vigar Husain [14] y finalmente se comparan los
resultados de ambos formalismos. La accién propuesta por Husain, es una teoria que surge
de una teoria de Chern-Simon en tres dimensiones con grupo interno ISO(2), esto lleva a
tener una métrica degenerada y es necesario definir un algebra de Lie con dos generadores y
constante cosmoldgica [14]. Esta accién tiene la propiedad de que su Hamiltoniano extendido
es debilmente cero, lo cual coincide con otras formulaciones que describen RG, como ADM,
Ashtekar, entre otras [15]. Esta teorfa no tiene dindmica en el contexto clasico, pues si se hace
una foliacion a la subvariedad del espacio fase donde ocurre la dindmica del sistema y se hace
evolucionar, se obtiene el mismo estado fisico [14].

El presente trabajo de investigacion esta estructurado de la siguiente forma. En el capitu-
lo uno, se explica el formalismo de Dirac, partiendo de definiciones basicas del formalismo
Lagrangiano aplicado a teoria de campos hasta llegar a las transformaciones de norma y los
paréntesis de Dirac. En el capitulo dos, se estudia el formalismo de FJ y al igual que en el
capitulo anterior, con dicho método se estudian las transformaciones de norma y se construyen
los paréntesis generalizados de FJ. En el capitulo tres se aplican los formalismos mencionados
anteriormente a la accién propuesta y finalmente en el capitulo cuatro se dan las conclusiones.

4Regularmente son equivalentes, sin embargo, al desarollar el marco teérico del método, formalmente existe
ambiguedad en la equivalencia.
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Adems4s se tiene un conjunto de apéndices donde se explica la matematica esencial para esta
tesis, la cual posiblemente no sea conocida por estudiantes de licenciatura.

Finalmente es importante mencionar que del presente trabajo se obtuvo una publicacién en
la revista Annals of Physcis [16].



Capitulo 1

Formalismo de Dirac-Bergmann

1.1. Definiciones y resultados elementales

El concepto de densidad Lagrangiana es el simil de Lagrangiana para un sistema continuo.
Asi, la densidad Lagrangiana local queda definida por la funcional®

L=1L <t, (8), dq;f”) L L= L(e, B(x), 0,0(2)) (1.1)

donde x denota el conjunto de coordenadas que describen a la variedad, el subinidice y =
0,...,3 corre sobre el nimero de pardmetros y ® es un campo tensorial definido sobre una
variedad Pseudoriemanniana orientada’ espacio-temporal M. En este trabajo £ depende so-
lo de derivadas de primer orden, pero en general puede depender de derivadas de cualquier
orden. Una diferencia importante respecto al caso discreto, es que ahora las coordenadas ge-
neralizadas son cada una de las componentes del campo.

Llamaremos Lagrangiana a la integral sobre el espacio de la densidad Lagrangiana
L= /E(m,@(m),@ué(x))d%, (1.2)

sin embargo, en la practica es comun que £ no dependa de x explicitamente.

Para un campo tensorial ®,, se define la accién local como®

S[®a(x)] = /D (o), 0uPa(x))d s = / i (1.3)

LComentemos dos cosas. Uno, a lo largo de la tesis, llamaremos de manera indistinta Lagrangiana tanto a la
densidad Lagrangiana como a la Lagrangiana en si. Dos, a manera de transicion, los campos pueden ser vistos
como una descripcién puntual y discreta de n particulas en el limite cuando n — co (véase [17], Capitulo 13),
donde cada particula tiene al menos un grado de libertad y por consiguiente, desde este punto de vista, un
campo tiene infinitos grados de libertad.

2Véase Apéndice C.

3Comentemos dos cosas. Uno, hay formas més generales de definir a la accién, véase por ejemplo [18,19],
pero usualmente esta es la que se usa en la literatura. Dos, esta ecuacién se cumple siempre que las coordenadas
x sean ortogonales, si no es asi, el factor faltante para el diferencial de volumen se incluye implicitamente en
el diferencial.
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donde el subindice a = 1,2,.., N y 4 =0,---,3. Aplicando el principio variacional, las ecua-
ciones de Euler-Lagrange (E-L) para acciones locales, estdn dadas por?
08 oL oL
=0, — =0. (1.4)
0P, 0(0,%,) 0%,

Supondremos que la variedad M se puede descomponer como ¥ X R, es decir, en una parte
espacial y una temporal, de esta forma, podemos reescribir las ecuaciones (1.4) en términos
de derivadas variacionales como

05 6oL  d &L

0, (1.5)
0o 0Bq it g5

donde el subindice 0 denota que es a tiempo fijo.

Al desarrollar la derivada de la ecuacién 1.4, encontramos que la matriz Hessiana queda
definida como

0’L
9(0,Pa)0(9uPp)

Hyp = (16)

Si detHg, # 0 se dird que es un sistema regular, de lo contrario se dird que es un sistema
singular, que es el caso de interés para nosotros.

Definicion 1.1 Definimos a la densidad de momento generalizado como
DL(Du(2), 0,80(2))
0D, (z)

Pa(2) (1.7)

Aplicando la transformada de Legendre a la Lagrangiana, con P%y <i>a las variables conjuga-
das, obtenemos la densidad Hamiltoniana

H = {cbapa - c] , (1.8)
D=V,

asi

H=H(Po(z),0;Po(x), P (x)), (1.9)

donde el subindice 7 = 1, 2, 3 corre sobre las coordenadas espaciales.

Llamaremos Hamiltoniana 6 Hamiltoniano canoénico a la integral sobre el espacio de la densi-
dad Hamiltoniana

H= /H(@a(x),6i<I>a(:L‘),P“(x))d3x. (1.10)

*Véase [17], Capitulo. 13.
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De esta forma, usando (1.8) y comparando las derivadas variacionales, las ecuaciones de
movimiento en el formalismo Hamiltoniano estdn dadas por®

. oH
b, = 2 1.11
5pa (1.11)
. oH oH
po—_9" Lo (2 ), 1.12
5%, " (8@-%)) -
si se reescriben en términos de derivadas variacionales, las ecuaciones (1.11) y (1.12) toman
la forma®
. 0H 0 OH
(I)a = W, P = _Fi)a’ (113)

ademads, usando la definicién de paréntesis de Poisson, dada por

Definicion 1.2 Sean F,G dos funcionales que dependen de ®,(x) y P%(x), se define el
paréntesis de Poisson de F y G como

) 6G(y)  6F(x) 6G(y)
F@),60)} = /{ )5Pe(z) ~ 5Pa(x) 50,02 | L (1.14)

De esta forma, usando la definicién 1.14, las ecuaciones de Hamilton (1.11) y (1.12) se rees-

criben como”

By = {24, 1}, (1.15)

={P* "}, (1.16)

y en general para una funcional F' que depende de ®,, 0;®, y P?%, su evolucién temporal esta
dada por

F={FH}. (1.17)

1.2. Sistemas singulares

Para sistemas singulares existen ciertas relaciones que se obtiene directamente de (1.7), lla-
madas constricciones primarias y tales relaciones tienen la forma

1 (Pa, 0;Pq, P*) ~ 0, (1.18)

donde ®, es alguno de los N campos tensoriales, m = 0, ..., M, con M < N y se ha usado el
simbolo = en vez del simbolo =, para indicar que las relaciones son cero solo sobre la superficie
de constricciones, de lo cual se habla algunas lineas méas abajo. Notar que estas constricciones

®Véase [17], Capitulo 13.
6Véase ecuacién (B.19) y (B.20) de Apéndice B.
"En el Apéndice B se hacen todos los célculos.
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definen al sistema en cuestién, de igual forma a como las constricciones de un sistema de
particulas lo hacen en mecanica cldsica de sistemas regulares®.

Estas constricciones definen una subvariedad llamada superficie de constricciones primarias.
Notemos que hay solo M’ < M contricciones independientes?, pues es posible que algunas de
ellas dependan de las otras, por lo que la subvariedad tiene dimensién M’. Si la subvariedad
original en el espacio de configuraciones es de dimensién N, al existir constricciones tendremos
una variedad en el espacio fase de dimensién 2N — M’, por lo que no hay una relacién uno a
uno entre ambos espacios.

Para saber el niimero de constricciones primarias independientes, es suficiente con calcular el
rango de la matriz Hessiana H

rango (Hy) = N — M, (1.19)

pues si hay una constriccién, abra al menos una ®, que no pueda invertirse y por ende una
funcién multivaluada de variable ®,, o lo que es lo mismo se puede encontrar una relacién

funcional entre alguna de las q.Da y otra de ellas.

A la superficie de constricciones primarias se les impone la condiciéon de que su dimensién
M’ no cambie conforme el sistema evoluciona, pues de ser asi, habria ambigiiedad en las
contricciones y el sistema no quedaria bien definido. Formalmente lo que se pide es lo que se
llama condiciones de reqularidad, las cuales estan dadas por

rango 8§0m
99\ (@, 0;0,, P?)

> = M’ = cte. (1.20)

1.2.1. Hamiltoniano primario

El Hamiltoniano candnico se tiene que redefinir cuando hay constricciones por el hecho de

que no es posible despejar todas las ®,. A continuacién deduciremos un hamiltoniano que es
adecuado para sistemas con constricciones primarias'’. Consideremos el siguiente conjunto de

ecuaciones!!

pve_ 0L

el >, =V, 1.21
v, Ve (1.21)

donde el superindice v significa que se ha sustituido <i>a por V.

8Tomemos un ejemplo bésico de mecdnica para aclarar la idea: un péndulo de masa m y longitud . Este
tiene como constriccién que la longitud | = cte, notar que sin esta condicién se pierde la naturaleza del propio
sistema, pues si [ varfa como [(t) = O(to — t)lo(1 —t) con © la funcidén escalén de Heaviside, en algtin momento
nos quedaremos sin péndulo y por ende perderiamos la naturaleza oscilante del sistema.

9Las constricciones dependientes no siempre es ficil hallarlas y en algunos casos es imposible debido a
obstrucciones topolégicas. En caso de que se tengan, se dice que el sistema es reducible.

0Esta deduccién se extrajo de la referencia [20], Capitulo 2.

1,as V, no necesariamente son ®, expresadas en términos de variables del espacio fase.
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Por otro lado, observemos que las ecuaciones de E-L (1.4) se pueden separar como

% <8(§fba)> o (a(gfba)> - ;Ii =0, (1.22)

dado que el primer término es P, podemos expresar las ecuaciones de E-L en la siguiente
forma

Ve oLy oLY
P = iy —0; (&-%)’ (1.23)

Definamos una funcién que tiene la misma forma a una transformada de Legendre

H* = PYV, — LY, (1.24)

esta funcién depende de H* = H*(®,, 0;®,, PV+,V,), pues existen V, que no pueden expre-
sarse en términos de ®,, 9;®, y PV2. Ahora tomemos dH*, por un lado

oLy oLy oLy
dH* = PYeqV, + V,dP"" — dd, d(9;®,) + ——dV, 1.2
H Vo +V, <8<I>a +8(82-<I>a) (o Hava V), (1.25)
por otro lado
oM oMH* ., OH* oM
dH* = v, dpP"e dd, d(0;9,), 1.26
=G Vot gpr i + 55, 1%+ 5,5, 10i®) (1.26)
entonces
oOH* v oLv OH* oLY oOH*
= P a — = ——— =, — as ].2
oV, ov,’ od, od,’ OPVa V. (1.27)
oM oL (1.28)

8(6¢PV‘1) 8(8i<1>a)’

sustituyendo la ecuacién (1.21-1) en (1.27-1), la ecuacién (1.21-2) en (1.27-3) y la ecuacién
(1.23) en (1.27-2) obtenemos

oM oM Ve oL on
~0 =—-P -0 =], — = P, 1.29
A ’ 0P, <8(8i<1>a) ) OPVa ( )
donde la primera ecuacion es cero solo en la supericie de constricciones. Si ademés derivamos
(1.28) como sigue
OH* oL’
Oi| =—=— ) =-0i| =——— |, 1.30
<a(8i¢’a)> (3(3@(1)) (1:30)

sustituyendo esta ecuacién en (1.29) se obtiene
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OH* v, OH* [ OH* L OH
v, 0 P = 0%, o (a(aicba)) ’ o= Hpve (131)

Notar que dos de estas ecuaciones tienen la misma forma que las ecuaciones de Hamilton,
entonces, al igual que en el caso regular, podemos reescribir estas ecuaciones en términos de
paréntesis de Poisson

oH* Ve \% * T *
v ~ 0, P = {P a H }, b, = {(I)a,H } (1.32)

Ahora separemos las N velocidades en [ velocidades resolubles y M que no lo son de la
siguiente forma

v, =V,, r=1,--,1, (1.33)

Um = Vigm, m=1,---,M. (1.34)
Al sustituir ambas V's en H* y fijandonos en la primera ecuacién de (1.32), obtenemos

OH*
Oum,

~ 0, (1.35)

pues para V., la tltima ecuacién de (1.32) es resoluble y por tanto %%: es idénticamente cero.
Consideremos las V, que se pueden escribir como V, = Va(q)m, 1™, u,, ). Denotaremos F' |Va:7a

como F, con F' = F(V,). Notar que al sustituir V;, en (1.35), no hay dependencia de u,, pues
si asi fuera tendriamos el caso de V., asi

oH m oL’
My, Oupm, ¥

donde la ultima igualdad es posible por identificacién de las constricciones ¢7* definidas en la
seccién anterior.

i (1.36)

Asi, después de hacer la sustituciéon mencionada, la ecuacién (1.32) toma la forma

P~ 0, PYe = {PYe 7"}, D, = (D4, H'}. (1.37)

Observar que

oH* a oLv o 1, OH oLY
Vaa—va =V,P*— Vaa—va & V,P¢ = Vaa—va + Vaa—va, (1.38)
entonces
oLv OH*
«_ vy 9L° _ v 1.

H =V, oV, + Vs v, LY, (1.39)

luego
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= a 1.4
H 8Va Va ‘C Va 3Va 9 ( 0)
sin embargo
oL’ —
==V, -, 1.41
H v, Vo—L ( )
asi
— oM oM
H —H+Va%+um%, (142)
como H' no depende de V,, entonces
Hi=Ho + umpl’, (1.43)

donde renombramos a H por H¢, pues a lo largo del formalismo apareceran mas Hamiltonianos
y es importante reconocer al candnico. A este nuevo Hamiltoniano se le llama Hamiltoniano
primario y lo denotaremos por H;. Notemos que (1.37) son las ecuaciones de movimiento de
H1.12 A las u,, se les llama multiplicadores de Lagrange debido a la similitud en la forma
de la ecuacién y el contexto del problema con el método para hallar puntos extremos de una
funcional sujeta a alguna restriccion.

De manera anéloga al caso no degenerado, para cualquier funcional F' que depende de ®'s, 0d's

y P’s, se tiene que F= {F,H1}. Esta ecuacién se puede simplificar usando las propiedades
del paréntesis de Poisson

F = {FH)}
{F7 %C} + {F7 umgoin}
= {F Het +un{F o'} + {F untel, (1.44)

donde se usé la propiedad [I] de la seccién B.3.1 en la segunda igualdad y la propiedad [III]
de la misma seccién en la tercera igualdad.

Dado que una de las ecuaciones de movimiento de H; exige que ¢ ~ 0, entonces sobre la
superficie de constricciones se tiene que
F = {(F,Ho} + un{F, ¢}, (1.45)

Es posible que al evolucionar en el tiempo a las constricciones primarias, emerjan mas res-
tricciones, es por ello que se necesita analizar mas a detalle este caso.

2También es posible deducir las ecuaciones de movimiento usando el principio variacional, donde la accién

estd dada por S1(®q, 0;Pa, P, um) = fD(<i>aP“ —He — umoT)d .
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1.2.2. Constricciones secundarias

Comencemos esta seccién demostrando el siguiente resultado

Proposicion 1.1 Sea F' una funcion del espacio fase tal que es cero sobre la superficie de
constricciones ™ == 0, con todas las constricciones independientes entre si, entonces

F = fno™, (1.46)
para algunas funciones fp,.

Prueba.

Dado que es posible elegir localmente constricciones independientes ¢™ como las primeras
coordenadas de un sistema coordenado (y™,x,) con y™ = ™, entonces se tiene sobre la
superficie de constricciones

0=F(0,z), (1.47)
asi
Ld
F(y,z) = /Oth(tym,:L‘)dt
' d
= ym/o %F(tym,:r)dt
= fmo™, (1.48)
con'?
La
fm:/o %F(tym,x)dt. (1.49)

con esto, damos por terminada la prueba.

Tal como sucede con la mecénica de particulas de sistemas regulares, exigimos que las cons-
tricciones primarias " no tengan evolucién temporal, a esto se le conoce como condiciones
de consistencia, asi

n
$1 = {90711,7'[()} + um{@?a (Pin} ~ 0, (1'50)

esta condicién permite hallar el valor explicito de algunos multiplicadores de Lagrange .,
como se vera en las siguientes lineas. Definamos

o= e Hel, (L51)
W = () (1.52)

De esta manera, tenemos cuatro posibles escenarios

13Esta es solo una prueba local, para una prueba global véase [6] Capitulo. 1.
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1]

(1]

[111]

V]

Si h™ # 0y det(W™™) # 0, entonces el sistema es invertible y se pueden conocer todas
las uy,

Uy = —h" (W™ 7L, (1.53)

Sustituyendo (1.53) en (1.45)

F={FHc} — {FeM el ot )~ Hel Het = {F. Hep, (1.54)

se define un nuevo paréntesis llamado paréntesis de Dirac, del cual se hablard mas
adelante. Hay que notar que si encontramos todos los multiplicadores, el sistema tiene
evolucién tnica.

Si A" #£ 0y det(W™™) = 0. Sea r = rango(W™™), entonces W™ tendra vectores nulos
U* cona=1,---,M —r, con los cuales tenemos que

WS ~ 0, (1.55)

luego, contrayendo (1.50) con los vectores nulos % y usando la ecuacién (1.55), obtene-
mos que

h"UC A 0, (1.56)

entonces, en caso de que no sean vectores trivialmente nulos, pueden surgir nuevas
relaciones llamadas constricciones secundarias

o~ 0, m' =M+1,---,L. (1.57)
Donde la igualdad débil hace referencia a una nueva superficie de constricciones, pero

no se hara distincién con la superficie de constricciones primarias para evitar demasiada
notacién.

Si A" = 0y det(W™) = 0, el sistema tiene M — r soluciones no triviales y el resto
triviales.

Si A" =0y det(W™™) # 0, el sistema solo tiene soluciones triviales.

A las constricciones secundarias se les exige que igualmente se conserven en su evolucién

temporal, pero ahora tanto con las constricciones primarias como con las secundarias

es

14, esto

14Se puede exigir que solo se conserven respecto a las constricciones primarias, pero se hace respecto a todas
las constricciones dado que tomamos la conjetura de Dirac como cierta (véase el final de la Seccién 1.85).
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nl

. S
¢ ={eh Hot +um{eh, o™ R0, (1.58)

con Ss la superficie definida por la interseccion de la superficie de constricciones primarias
con la superficie de constricciones secundarias.

Haciendo un anélisis analogo al del Hamiltoniano primario se obtiene un nuevo Hamiltoniano,
llamado Hamiltoniano secundario, definido por

Ho = He + ume™, (1.59)

cuyas ecuaciones de movimiento son

Qe

m

‘2
conm=1,--- M, M+1,--- L

0, F = {F,H,)}. (1.60)

Ahora se tiene el mismo escenario del principio de esta seccién, en caso de encontrar nuevas
constricciones (llamadas terciarias) se repite el proceso nuevamente y asi consecutivamente
hasta ya no encontrar més constricciones nuevas. Luego del proceso mencionado, se tendra el
siguiente Hamiltoniano

Hr = He + upph, (1.61)

S .
o' =0, F ={F,H}, (1.62)

donde ¢* es el conjunto de todas las constricciones encontradas, cuyo nimero total es L =
M+L +L"+---+ LW y S denota la interseccién de todas las superficies de constriccién y
pw=1,--- L. Al conjunto de constricciones secundarias, terciarias, etc. se les llamard simple-
mente secundarias, pues en este formalismo no es relevante su distincién.

1.2.3. Condiciones sobre los multiplicadores

Hay que observar que la solucién a los multiplicadores de Lagrange no es unica, pues

LV Y Y S
o ={¢" Het +uude”, ¢} =0, (1.63)

es un conjunto de ecuaciones lineales no homogéneas, entonces, en general los multiplicadores
de Lagrange tienen la forma

u, =U, +V,, (1.64)
donde U, es una solucién particular y V), es la solucién general de la ecuacién homogénea

v S
Vide”, ¢t} =0, (1.65)

la cual, en general es una combinacién lineal de soluciones linealmente independientes de la
parte homogénea, entonces
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uy = Uy + vV, (1.66)
donde v. son funciones arbitrarias, pues no se les impuso ninguna condiciéon, u =1,---, Ly
c=1,---,A con A < L. Esta arbitrariedad tiene mucho que ver con una simetria importante

llamada simetria de norma, de lo cual se hablard méas adelante.

Observar que las funciones v, aparecen solo en los casos [II] y [III] de la seccién 1.2.2.

1.2.4. Hamiltoniano total

Notemos que al sustituir los multiplicadores (1.66) en (1.61) obtenemos

Hi =Ho + (Up + Vi)t (1.67)
Hi =H + v = Hr, (1.68)
con
H =He + Uyph, (1.69)
¢ =Vt (1.70)
yu=1,---, L. A este nuevo hamiltoniano se le llama Hamiltoniano total.

De esta forma, las ecuaciones de movimiento sobre la superficie de constricciones toman la
forma

F={FH}+v{F, ¢ = {F,Hr}, (1.71)

asi, las ecuaciones de movimiento del sistema tienen una parte totalmente determinada y una
parte arbitraria por la presencia de los coeficientes v,.

1.3. Teorias de norma

Es importante mencionar que se tiene dos significados para el término teoria de norma. Para
la fisica de particulas elementales, una teoria de norma es aquella que puede ser expresada en
términos de conexiones valuadas en el dlgebra de Lie de algiin grupo, al cual se le llama grupo
de simetria, que deja invariante la accién al actuar sobre esta. Aqui se definird una teoria de
norma como aquella que posee las llamadas transformaciones de norma, que al ser aplicadas
a las ecuaciones de movimiento y a la accién extendida las deja invariantes.
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En la seccién 1.2.2 se vio que si se determinan todos los multiplicadores de Lagrange, el siste-
ma evoluciona sin ambigiiedad alguna, tal como sucede en los sistemas regulares. Sin embargo,
si no pueden determinarse todos los multiplicadores, existe una arbitrariedad en la evolucion
del sistema como se mostré en la seccién 1.2.3. Un ejemplo bastante conocido de teoria de
norma, es la transformacién encontrada en los potenciales de electrodindmica clésica, a saber
AL = A, + 0,&. Esta transformacién no modifica las ecuaciones de movimiento del sistema,
V,F* =0,con F* =V A, — V,,Aum. Para este caso, se pueden hallar las transformaciones
facilmente, pero para teorias mas complicadas las transformaciones no son evidentes.

En las siguientes secciones se mostrara que los generadores de las transformaciones de nor-
ma son combinaciones lineales de unas constricciones llamadas constricciones de primera clase.

1.3.1. Constricciones de primera y segunda clase

El conjunto de constricciones ¢* contiene todas las constricciones que posee el sistema, sin
embargo, no siempre estas transformaciones son las adecuadas para describir la evolucién del
sistema. Para ello definamos las constricciones de primera y segunda clase.

Definicion 1.3 Sea F' una funcional del espacio fase. Diremos que es de primera clase si

S
{F,¢"} =0, (1.72)
conpu=1---,L.

St F' no cumple con la condicion anterior se dird que es de sequnda clase. En la literatura se
denota a las constricciones de primera y sequnda clase como 7y y x respectivamente.

Notar que por la proposicién 1.1, las constricciones de primera clase toman la forma
(g} = 17,0 20 (1.73)
, P - pQO ~ Y. .
Ahora demostraremos tres resultados muy importantes.

Proposicion 1.2 Las constricciones ¢ = Vil definidas en la ecuacion (1.69), son de
primera clase.

Prueba.

{¥° "} {Vie” o}

ViA@' +{V0 M te”

Vide”, ¢}, (1.74)
donde se usé la regla de Leibniz (propiedad [III] de la seccién B.3.1) en la segunda igualdad
y en la tercera igualdad se usé la igualdad débil de las constricciones ¢*. Dado que VS es la
solucién de la ecuacién (1.65), podemos concluir que

Qo

15V éase [21], Parte 1, Capitulo 5 y Parte 1, Capitulo 6
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c S
{¢% ¢} = 0. (1.75)

Proposicion 1.3 El Hamiltoniano H' = Hc + Uy definido en la ecuacion (1.70) es de
primera clase.

Prueba.

Partiendo de (1.63) y sustutiyendo (1.64)

Qo

0 {¢", Het +uu{e”, o'}
{o", "oy +U{e", 0"} + Vou{e”, 0"}, (1.76)
usando (1.65)
0 ~ {¢" He}+U " ¢"}

{0”, Hot +{", Uty = {0", U "

{o", Het +{9", Unp"}
= {o", H'}, (1.77)

donde se usé la la regla de Leibniz (propiedad [III] de la seccién B.3.1) en la segunda igualdad,
en la tercera igualdad se usé6 la igualdad débil de las constricciones ¢ y en la cuarta igual-
dad se usé la linealidad (propiedad [I] de la seccién B.3.1).Con esto, damos por terminada la
prueba.

Qo |l

De estos dos resultados, es evidente que Hr definido en la seccion 1.2.4, estd conformado de
solo constricciones de primera clase.

Proposiciéon 1.4 El paréntesis de Poisson de dos cantidades de primera clase es una canti-
dad de primera clase.

Prueba

Sean F'y G dos cantidades de primera clase, {F, ot} = f# ot v {G, ot} = g° ,o*. Conside-
remos {{F, G}, ¢"} y usemos la identidad de Jacobi, propiedad [IV] de la seccién B.3.1

{F,G)¢"y = {F,¢"},G) - {{G, 4"}, F)

{fpp(pu7 G} - {gﬂpgplﬁ’ F}

= fpp{spu’ G} + {fppa G}SON - gpp{90M> F} - {gppv F}QDM

= (0 e — " )%+ ({0 G — (g™, FHP R0, (1.78)

donde en la tercera igualdad se usé la regla de Leibniz (propiedad [III] de la seccién B.3.1) y
en ultima igualdad se hizo uso de la proposicion 1.1 de la seccién 1.2.2.
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1.3.2. Separacién de constricciones de primera y segunda clase

Determinar si una constriccion es de primera clase o no, no siempre es una tarea sencilla,
pues podria tomarse cada una de las constricciones primarias y secundarias y calcular los
paréntesis entre cada una de ellas y determinar cudles son de primera y cudles de segunda,

sin embargo esto no es correcto, pues en general éstas son combinaciones de constricciones

primarias y secundarias'®.

Proposicion 1.5 Sea {¢"} el conjunto de constricciones primarias y secundarias de un sis-
tema singular, y sea la matriz W = {p®, P} con ¢, ©° € {p*} tal que det(W) = 0, entonces
el sistema tiene al menos una constriccion de primera clase.

Prueba.

Dado que det(W) = 0, el rango de W es R < L =dimension de W y la nulidad es L — R,
entonces existen L — R vectores nulos w' tales que

: S
wi{e® "1 20, (1.79)
S
usando las propiedades del paréntesis de Poisson y el hecho de que ¢p® ~ 0, se obtiene que

, S
{wie®, ¢"} =0, (1.80)

esta ecuacién cumple con la definicién (1.72), por lo tanto

w %, (1.81)

coni=1,---,L — R son constricciones de primera clase'”.

Notar que al demostrar que existen L — R constricciones de primera clase, también se demostré
que existen R constricciones de segunda clase.

Dado que se pueden redefinir las constricciones ¢® como Agapﬂ 18 con Ag una matriz anti-

simétrica e invertible, es posible hacer que la matriz W tome la forma'?

16Se debe aclarar que en muchos libros y articulos es comin encontrar ejemplos donde no sea necesario el
proceso de separacion, por lo que se puede llevar una falsa impresion de esta parte del formalismo.

Notar que las constricciones no pueden ser de otra forma, pues este conjunto ya contiene todas las cons-
tricciones de primera clase.

8Esto es posible porque siempre podemos cambiar de sistema coordenado, ver Apéndice A.

19 Algunas veces es més facil hacer esta redefinicién varias veces hasta obtener la matriz deseada.
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) oY) o (y)
@) [ {e " {0t o {0 eh)
et@) | {oh e {ehe't o {oh et}
W - . . N .. .
el (@) \ {oh ¢ {l 0!} .0 {oF o'}
' () X ()
Y (x) (0 O
7ox@) Lo ¢ )
donde
C*P = {x*(z),X" ()}, (1.82)

es antisimétrica e invertible?’. Es importante observar que la dimensién de C' es par?!.

Con esto se han separado las constricciones de primera clase de las de segunda y ademaés
se han expresado en una matriz muy simple, sin embargo, esta matriz no es tunica, pues es
posible hacer otra redefinicién con la que se obtenga el mismo resultado.

1.3.3. Transformaciones de norma

Una vez encontrada la subvariedad donde evoluciona el sistema, podemos elegir cualquier
terna (®'s, 9;®’s, P's) sobre la superficie, la cual representa un estado fisico del sistema, sin
embargo, en las ecuaciones de movimiento (1.71) es necesario especificar los coeficientes arbi-
trarios v’s, por lo que no existe una unica terna (®’s, 9;®’s, P’s) que especifique algin estado
posterior al estado inicial. De esta forma, hay un conjunto de ternas (®’s,9;®’'s, P's) que
corresponden al mismo estado (ver Figura 1.1) y entonces cobra relevancia saber identificar
dichos estados.

Para identificar el conjunto de estados equivalentes entre si, hagamos una expansién en serie
de Taylor de F' = F(®,0;®, P) y observemos sélo la parte temporal hasta derivadas de primer
orden??.

20Es invertible porque la dimensién de C' es igual al rango de W
21Si R fuese impar, entonces det(C) = det(C') = det(—C) = det(~T)det(C) = (—1)%det(C), pero R es
impar, entonces det(C) = —det(C) <= det(C) = 0, jpero eso contradice que sea invertible!. Es importante

comentar que este resultado es sélo para sistemas bosénicos.

s
22E] sfmbolo 2¢ denota aproximacién, mientras que el simbolo ~ denota igualdad sobre la superficie de

constricciones.
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t+ At

Figura 1.1: transformacion de norma sobre la superficie de constricciones.

F(t) + Fét

F(t) + {F, Hp}ét
F(t) + {F, H'}6t + v{F, ©°}t, (1.83)

= F(t+0t)

Qon R

donde se usé la ecuacién (1.71) en la segunda y tercer igualdad. Luego, si consideramos
otra funcién F’ que difiere de F solo en los coeficientes v, por v/, es decir, F'(t + 0t) =
F(t)+{F, H }ot+v./{F, p°}dt, y luego se comparan, obtenemos las transformaciones buscadas,
es decir

SE(t+6t) = F(t+6t) — F'(t + 0t) = 6t(ve — v ){F, p°}, (1.84)
SF(t + 6t) = e.{F, o} & {F, eop°), (1.85)

con
€c = 0t(ve — v.'). (1.86)

Estas tranformaciones se llaman transformaciones de norma, las cuales no modifican el estado
fisico del sistema y a las funcionales

€cp’, (1.87)

se les llama generadores de norma.

Es relevante mencionar que en principio los coeficientes v's dependen de ®’s, 9;®’s, P’s y t,
sin embargo, regularmente se usa que dependen unicamente del tiempo.

Las constricciones de primera clase estdn muy relacionadas con las tranformaciones de norma.
Recapitulemos los resultados. Por la proposicién 1.2, sabemos que ¢¢ son constricciones de
primera clase y por la proposicion 1.4, el paréntesis de dos constricciones de primera clase,
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también es de primera clase, en particular, si " y ¢"son constricciones de primera clase, en-
tonces {pH, ©”} es primera de clase. Se puede demostrar que {p*, ¢”} genera transformaciones
de norma??

OF = eum A F. {0, "} (1.88)

Se debe mencionar que existen constraejemplos sin relevancia fisica donde se muestra que no
todas las constricciones secundarias de primera clase generan transformaciones de norma?*
y precisamente por ello se tomard como cierta la conjetura de Dirac (1991), que dice que la
evolucion temporal de constricciones primarias de primera clase genera constric-
ciones secundarias de primera clase.

1.3.4. Paréntesis de Dirac

La utilidad de las constriccines de segunda clase radica en definir el paréntesis de Dirac y tra-
bajar la evolucion del sistema con este nuevo paréntesis como se verd en la siguiente seccion.
Este paréntesis se defini6 en la ecuacién (1.54), sin embargo, la forma en que se definié este
paréntesis no puede hacerse exactamente igual si existen constricciones de primera clase, en
dado caso, se toman en cuenta sélo las constricciones de segunda clase.

Dado que la matriz C*? (1.82) es invertible, definimos el paréntesis de Dirac como

Definicion 1.4 Sean F y G dos funcionales del espacio fase, definimos el paréntesis de Dirac
como

{F’ G}D = {F7 G} - {Fa Xa}CaB{Xﬂv G} (189)

donde Cop es la matriz inversa de C*P definida en la ecuacion (1.82).

Este paréntesis tiene las siguientes propiedades?”

2La demostracién consiste en sustituir cuatro veces seguidas tranformaciones de norma de la siguiente
manera

» FI = F+e{F,¢%}.

I EF1—|—7]b{F1,<pb}.
w F3=Fs — €. {F2,¢°}.
2 Fy = F3 —na{F3, 0%}

Despreciando terminos cuadraticos en € y 7, se puede escribir F4 como

Fy = F 4 neeo{F, {9, ©"}}.

De esta forma

6Fy = (naes — moer) {Fa, {0, "} }.

21V éase [6] Capitulo 1, pag. 19.
ZEstas propiedades se pueden probar ficilmente directamente de la definicién.
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[1] Linealidad: {E,oF + 8G}p = o{E, F}p + 8{E,G}p.
[1I] Antisimetria: {E, F}p = —{F, E}p.
[ITI] Regla de Leibniz: {E, FG} ={E,F}pG+ F{E,G}p.
[IV] Identidad de Jacobi: {E,{F,G}p}p +{G,{E,F}p}p +{F,{G,E}p}p =0,

que son las propiedades que cumple el paréntesis de Poisson. Ademads cumple con las
siguientes tres propiedades més

[V] Para toda F: {x“, F}p =0.
S
[VI] Para G primera clase y cualquier F: {F,G}p ~ {F,G} .

[VII] Para E y F primera clase y cualquier G: {G,{E,F}p}p g {G,{E,F}}.

1.3.5. Hamiltoniano extendido

Hasta ahora hemos tratado la evolucién del sistema con el Hamiltoniano total, que aunque
contiene todas las constricciones, no es el Hamiltoniano mas 1til para manejar con facilidad
las simetrias de norma. Por esta razén definimos el Hamiltoniano extendido como

He = H + ugy”, (1.90)
donde H es un Hamiltoniano de primera clase que en general es diferente a H’'.
Notemos que Hr = Hco + ugy® + AaX®, pues al hacer la separacién se conservé la misma

informacién. Asi, al exigir que las constricciones de segunda clase se conserven, podemos
encontrar el valor de A\, en términos de las variables candnicas

o
{n
>
Q

{X(X’HE}
(X" He} +ualx® 7" + A {x®, X7}
{X*, He} + XC%, (1.91)

Qe Rw |l

donde el segundo término de la segunda igualdad es cero por haber constricciones de primera
clase en el paréntesis y C*? es la matriz que aparece en la ecuacién (1.82), asf

Ag = Ag(Dy, 0Dy, P) 2 [ He ) OoP, (1.92)
Definimos

H=He + Aax, (1.93)

el cual es de primera clase como se vera a continuacion
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Proposicion 1.6 El Hamiltoniano H es de primera clase.

Prueba.

{quﬂfHT}

{¢%, He} + ua{d™, 7"} + Ag{o®, X"}

{6°, He} + Ag{o®, X"}

{6°, Het + {6, Apx} — {0, Ag}x”

{6, He} + {0, Apx”}

{o", H}, (1.94)

R 2w ||

Qo

donde en la segunda igualdad se usé la igualdad débil de las constricciones v* y x?, en la ter-
cera igualdad se usé que el paréntesis de Poisson de constricciones v¢ con cualquier funcional
es cero, en la cuarta igualdad se hizo uso de la regla de Leibniz (propiedad [III] de la seccon
B.3.1), en la quinta igualdad se volvié a usar la igualdad débil de las constricciones x”.

Entonces podemos ver que Hg = Ho + Ao x® + ugy?, es un Hamiltoniano de primera clase.
De esta forma, las ecuaciones de movimiento se pueden reescribir como

F={FHg} (1.95)

Dado que Hp es de primera clase y usando la propiedad [VI] de la seccién 1.3.4

FR{FHg)p. (1.96)

De esta forma, podemos trabajar con el paréntesis de Dirac la evolucién del sistema. Otra
)

propiedad importante del Hamiltoniano extendido es que su accion es un invariante de norma.

La accién se define como

SE(q)aaai(I)aaPaaAaauﬁ) = / ((i)apa —He — AaXa - uﬂa)d4xv (1'97)
D

del cual se pueden deducir las ecuaciones de movimiento a partir del principio variacional.
Esta accién es de interés para nosotros pues es un invariante de norma, salvo por términos de
frontera cuando las restricciones de primera clase son cuadréticas o de orden superior en los
momentos o no son homogéneas de primer orden en los momentos, lo cual significa que

55 R0, (1.98)

esto se puede ver al variar los multiplicadores de Lagrange

Sy = €q + ueer O + AaebC’ga - ebVab, (1.99)

0Ny = uceng%Xﬁ — ebVé’BXB + AgebC’ZB, (1.100)
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donde los coeficientes son los coeficientes encontrados en las ecuaciones (1.103) de la siguiente
seccion.

1.3.6. Algebra entre transformaciones de norma

Los resultados de esta seccién no se demuestran, simplemente se enunciaran®. Por la ecuacién
(1.85), las transformaciones de norma tienen la forma

dse®

(5ey2 = Rzo)aea + R%l)aé +- st)a% = R,Laea7 (1101)
con y' las variables que describen alguna accién S, los coeficientes RéO)a’ Rél)a, e 7R€s)a de-

penden de 3’ y sus derivadas, y €* son funciones arbitrarias del tiempo.

Dadas dos transformaciones de norma 8¢y’ y d,y’, definiendo {, 6, }y* = 8.(6,y") — 6,(0ey?),
es facil mostrar que

{66, 0}y" = Ory".
{ude + v6y, 62} y" = p{de, Ox}y" + v{6y, r}y'".

{63, {0, 631} + {09, {0x, 0}y + {0e, {0, a1}y’ = 0.

Lo anterior claramente forma un algebra, ademas es bien sabido que transformaciones que de-
jan algin objeto matemaético invariante, obedecen los axiomas de grupo, por lo tanto, existe
un grupo de Lie y un algebra de Lie en las transformaciones de norma.

Se puede demostrar que existen transformaciones de norma de la forma 6.y° = (R%Mg )€,
con lo cual se puede concluir que

Syt = u“R + Mijg;, (1.102)

donde MY = —MJt,

En términos de constricciones de primera y segunda clase, podemos expresar el resultado
anterior como

) = Ca®e + T xaxs

(Yo Xa} = Chom+Cl x5

{Hv} = Vol +Vxaxs

{H,xa} = Viw+Vixs (1.103)

#6Para ello consulte la referencia [6], Capitulo 3.
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1.3.7. Fijacion de norma

Es posible eliminar la arbitrariedad encontrada en las ecuaciones de movimiento al imponer
ciertas condiciones adecuadas a las transformaciones de norma para que haya una correspon-
decia uno a uno entre los estados y las variables candnicas, las cuales son permisibles porque
no afectan al estado fisico del sistema. A este proceso se le conoce como fijacion de norma.

Antes de proseguir al algoritmo para fijar la norma, nos sera ttil introducir el concepto de
orbitas de norma. Una érbita de norma es una subvariedad de la superficie de constricciones
donde cada punto es fisicamente equivalente, es decir, una drbita de norma es el conjunto de
estados fisicos equivalentes.

La forma de imponer estas condiciones en muchas ocasiones no es trivial, pues estas condicio-
nes deben ser de tal manera que en cada orbita de norma toque uno y solo un punto a la vez.
Ademss, el formalismo no proporciona dichas condiciones, por lo que se deben introducir a
mano. En este trabajo, no es necesario fijar la norma en el formalismo de Dirac, sin embargo,
si lo es para el formalismo de Faddeev-Jackiw (FJ) como se vera en el siguiente capitulo, no
obstante, las condiciones de fijacién de norma en FJ no son las mismas.

Sean

S
CY(Dy, 0;Pq, P*) < 0, (1.104)
donde el superindice b corre sobre el ntimero de constricciones de primera clase®” y Sg es una
nueva superficie que reduce el tamano del espacio fase, al que se le llama espacio fase fisico.
C? debe cumplir que

S
€{C’ 7"} =0 = €0 =0, (1.105)

lo cual significa que no hay generadores de norma y que

det{C®,~*} #0, (1.106)

entonces, C’ es invertible y no es débilmente cero, o lo que es lo mismo, C® son constricciones
de segunda clase. De esta forma tendremos que redefinir el paréntesis de Dirac que incluya

estas nuevas contricciones?®.

1.3.8. Grados de libertad

De manera similar a como se hace el conteo de grados de libertad en sistemas de particulas en
mecanica clisica de sistemas regulares, el nimero de grados de libertad para teorias singulares

2TE] ntimero de constricciones de primera clase y el nimero de condicioines debe ser el mismo, pues las
constricciones son linealmente independientes.

285 posible que C? tenga menos elementos que v%, entonces queda cierta arbitraiedad, que se le llama norma
residual.
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es el numero total de coordenadas generalizadas menos el niimero de constricciones. Dicho
esto, es razonable que el niimero de grados de libertad sea

1 Ntmero de Nimero de Numero de
GL = 3 variables — | constricciones de | — 2 | constricciones de
candnicas segunda clase primera clase
(1.107)
El factor % es debido a que se consideran coordenadas generalizadas solo a las ®’s y no a

sus momentos P’s, y el factor 2 es porque las constricciones de primera clase aparecen como
generadores de norma y como restricciones en si mismas.

Si al hacer el conteo de grados de libertad obtenemos cero, se dice que la teoria es topoldgica.
En esta tesis se trabajara con una teoria de este tipo.

1.3.9. Observable

Para sistemas de particulas en mecédnica clasica de sistemas regulares, los observables son
aquellas cantidades que pueden expresarse en términos de variables del espacio fase, sin em-
bargo, el equivalente para nosotros sera el siguiente

Definicion 1.5 Sea F' una funcional del espacio fase, diremos que es un observable si
S
{F,7"}p =~ 0. (1.108)

Por 1ltimo comentemos dos cosas. Primero, el significado fisico de estas funcionales va més
alla del propdsito de esta tesis. Segundo, que llegados a este punto del formalismo, se procede
a cuantizar por el método mas conveniente, sin embargo, esto también excede los propédsitos
de esta tesis.



Capitulo 2

Formalismo de Faddeev-Jackiw

A diferencia del formalismo de Dirac discutido anteriormente, el formalismo de FJ tiene como
marco de trabajo el Lagrangiano del sistema. Hay que mencionar que el formalismo desarro-
llado en el articulo original de FJ de 1988 [7], no es quivalente al formalismo de Dirac, por
lo que se hizo una modificacién a éste desarrollado por Leng Liao y Yong Chang Huang en
2007 [9], el cual si coincide con el formalismo de Dirac. Este método tiene la virtud de no
requerir de clasificacién de constricciones en primera y segunda clase, lo cual es muy grato,
pues la clasificacién es una tarea dificil, ademéas de que regularmente tiene un menor nimero
de constricciones.

2.1. Ecuaciones de movimiento

Se busca que la Lagrangiana del sistema tenga la forma

A

£© (&é,&f) = as(6) — VO£, 9), (2.1)

donde & es un simbolo abstracto que define nuevas variables que dependen de las variables
originales, es decir £ = £(®), a éstas nuevas variables se les llama variables simplécticas; la de-
rivada 0; es una derivada espacial de la variedad M, los indices A, B,C,--- corrende 1,--- ,n,
donde n es el nimero de variables simplécticas y a V(© se le llama potencial simpléctico.

Si la Lagrangiana tiene derivadas de orden superior a uno, es posible llevarla a la forma (2.1)
a través del método de Orstrogradski [22].

Aplicando las ecuaciones de E-L dadas por la ecuacién (1.4)

oL oL

0 — =0
g (6(6u53)> o&b
oV das .t ovO

27
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dag:t  Bay-A OVO (av<0)>

ot ~aert e %\ G
daq dap\ A V(O
o ()t - e e

donde en la segunda igualdad se separé las derivadas espacial y temporal del primer término
de la primera igualdad, se reordenaron los términos y se usé regla de la cadena en la tercera
igualdad y finalmente, se cambiaron las derivadas parciales por derivadas variacionales (ecua-
ciones (B.19) y (B.20) de la seccién B.2) en la dltima igualdad.

Definiendo a la matriz simpléctica como

0) _ (5GA (5CLB

BA= §5¢B ~ §eA” (2.3)
la ecuacién (2.2) toma la forma
) A B 5 (0) 04
notar que f(© es antisimétrica.
Para el caso regular, f (0) es invertible y entonces las ecuaciones de movimiento son
A -19y(0)
_ (¢
£ (), 25
las cuales son las ecuaciones de Hamilton en forma simpléctical.
A partir de la matriz inversa ( f (0))71, definimos el paréntesis generalizado de FJ como
0\ -1
(fzgu)%> = {" % p. (2.6)

Ahora proseguimos a demostrar su equivalencia con el paréntesis de Dirac dado por la ecuacién
(1.89) definido en el capitulo anterior.

Proposiciéon 2.1 Sea f© invertible, entonces
0\ —1
(fﬁxf)z> = {¢4,¢"}p. (2.7)
esto es, (f(o))_1 es igual al paréntesis de Dirac entre las variables simplécticas €.
Prueba.

Partiendo de la ecuacién (2.1), obtenemos los momentos generalizados

Véase [17], Capitulo. 9, Sec. 4 y Sec. 5.
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oL
PA =22 = au(€) & pt =aa(§)— PP =0. (2.8)
23
Si existe {p?, 0P}, entonces
{et "} = {aa—PYap - PP}
= {aa,ap}™ ' = {P% ap}™" —{aa, PP} + (P4, PP}
= {ap, P}~ {aa, PP} (2.9)

donde se us6 la regla de Leibniz (propiedad [I] de la seccién B.3.1) en la segunda igualdad, en
la tercera igualdad se usé la antisimetria (propiedad [II] de la seccién B.3.1) y las propiedades
[I] y [II] de la seccién B.3. Luego, usando las propiedad [VIII] de la seccién B.3, obtenemos
que

0 ] -1
et e =5k s = (M) (2.10)

Partiendo de la definicién del paréntesis de Dirac (1.89)

P = (AP - (6460 (10) P
=~ ((€h ack (€ PO (F5) ({ap €%} — {PP,€PY)
sAC <fé02)>’1 sDB

- (fgg)‘l, (2.11)

donde se usé linealidad (propiedad [I] de la seccién B.3.1) y la propiedad [I] de la seccién B.3
en la segunda igualdad, en la tercera igualdad se volvié a usar la propiedad [I] de la seccién
B.3 y también se empled la propiedad [IV] de la seccién B.3.

Si {goA, ©P}7! no existe, se hace un proceso anslogo a la separacién de constricciones de pri-
mera y segunda clase y se procede de la misma manera en la prueba.

Una vez probada la equivalencia entre ambos paréntesis, la ecuacién (2.5) se puede reescribir
como

A oV (0)
& =" Nrr e

Por otro lado, para nosotros el caso de interés es cuando la matriz simpléctica (2.3) no es
invertible.

(2.12)
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2.2. Lagrangiano singular

Si £ no es invertible, entonces existe un conjunto de vectores nulos V% con v = 1, -+ , myg
el nimero de vectores nulos. Al contraerse por la izquierda la ecuacién (2.4) con los vectores
nulos, obtendremos funciones igualadas a cero, o lo que es lo mismo, constricciones inherentes
al sistema definidas por

sV
QO = P0)ad = 0. 2.13
6§A ( )
Estas constricciones son llamadas constricciones de FJ y en general son distintas a las cons-
tricciones encontradas en el formalismo de Dirac. Es importante notar que al pedir que f 0)
se contraiga con los vectores nulos V(@24 £(0) deja de ser antisimétrica por la forma en que

se deben renombrar los indices para poder contraerse.

Andlogamente al formalismo de Dirac, exigimos que Q) ge conserve en el tiempo, esto es

Lo 500)a A
Q =—F7¢ =0. 2.14

Dado que f(©) no es invertible, la ecuacién (2.4) contiene parte de la informacién sobre la
evolucién del sistema, que junto con la ecuacion (2.14), se recopila toda la informacién del sis-
tema encontrada hasta el momento. Esta informacién puede reescribirse en una sola ecuacién
como

B
1) 1
fagé =2z, (2.15)
donde A’ corre sobre el niimero de variables (1, -- - ,n) y el nimero de vectores nulos (1, --- ,mg),
es decir, A/ =1,--- ,n' con n’ =n+mo; y fU, ZW estdn definidos como
(0) sV
1 f 1
fas= ( b ) . ZY©= ( o7 ) . (2.16)
5EA 0
Dado que f (M no es una matriz cuadrada, f (M no es invertible, por lo que tendremos un nuevo
conjunto de vectores nulos VIV con o/ = 1,--- ,m; y al contraerlos con la ecuacién (2.15),
obtenemos que
! 1 Al 1
Qe — pme'a’ 70 _ o (2.17)

Llegados a este punto existen dos posibilidades, por un lado tenemos que (2.17) son idéntica-
mente cero y por otro que pueden aparecer nuevas constricciones. Si (2.17) es idénticamente
cero, el sistema ya no tiene mas constricciones, si no es asi, debemos pedir consistencia a las
nuevas constricciones

Q(l)a’ _ sQma’ -,
5EA

Ahora la informacién completa del sistema queda descrita con las ecuaciones (2.17) y (2.18).
De esta forma, podemos reescribir nuevamente toda la informacién en una sola ecuacién que

= 0. (2.18)



2.3. SIMETRIA DE NORMA 31

se define de manera anédloga a (2.15). Este algoritmo debe repetirse hasta ya no encontrar
nuevas constricciones o hasta encontrar identidades.

Ahora definimos una Lagrangiana que contiene toda la informacién del sistema
A

£ (g,é,@-s,v) —au(O)F — 30 - V(e 0e), (2.19)

donde © son todas las constricciones halladas, 4 son funcionales arbitrarios® que se les lla-
ma multiplicadores de Lagrange asociadas a las constricciones 2’s que se hallaron, el indice

b= 17 e,Mmy V(g) = V(O)’QCZO'

Si consideramos las variables originales £’s y los multiplicadores de Lagrange 7’s, podemos
definir un nuevo conjunto de variables simplécticas dado por

~A
£ =" (2.20)
y una nueva matriz simpléctica
~ 5E§ 5@:\/4
0§ ¢
con a~ = a~ + ’yb‘s—QNb, de tal forma que obtenemos
A A 5eA
B
~y oV
€ = — (2.22)
0¢

Si (2.21) no es singular, calculamos su inversa y obtenemos los paréntesis de FJ, con lo que
habremos terminado. Si (2.21) no es invertible, significa que la teorfa tiene transformaciones

de norma, las cuales se obtienen contrayendo f con sus vectores nulos como se muestra a
continuacién.

2.3. Simetria de norma

~B ~
Proposicion 2.2 SeaV los vectores nulos de f, entonces

~A ~BA
5E =esV (2.23)
~BA

donde €5 es un pardmetro infinitesimal. A gV se les llamard generadores de transforma-
ciones de norma, los cuales dejan invariante a la accion de la Lagrangiana (2.19).

2Notar que no afecta en nada si vemos a los multiplicadores de Lagrange como la derivada temporal de otra
funcién.
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Prueba.

Usando las ecuaciones de movimiento en la accién de la Lagrangiana (2.19)

_ Tz oV 4
0S = /M fzgf — 6§ d'z

_ /M }‘Zgg ~ ey dia, (2.24)

~

~BA A

~ ~BA ~
dado que fzgeﬁv =0yegV %. Luego, definimos nuevas constricciones dadas por

~B  ~BA AU
Q vy, (2.25)
agA

entonces 65 = €gf{)l = 0. Esto es, la variacién de la accién es una combinacién de constriccio-
nes, las cuales estan igualadas a cero. Con esto, damos por terminada la prueba.

Finalmente daremos las ecuaciones de movimiento para sistemas con simetria de norma, para
ello es necesario fijar la norma adecuadamente?, lo cual se logra imponiendo condiciones sobre

~!

las variables simplécticas, de tal manera que al definir una nueva matriz simpléctica f con
estas condiciones, ésta sea invertible. Para que se vea reflejada dicha condicion en el sistema,

/
se agrega a la Lagrangiana en forma de otra constricciéon dada por v,.¢¢

. .A !
£® (5,5,&5,%7’) = aa(§)& — Q"+, V(08 (2.26)

Al tomar a los multiplicadores asociados a las nuevas constricciones como variables dinamicas,
se vuelve a extender el conjunto de variables simplécticas, que ahora estan dadas por

~7

~IA A
£ =) (2.27)

~/ ~/
con la cual podemos construir f . Invirtiendo f obtenemos el paréntesis generalizado de FJ,
dado por

~/

~! -1 N/:ll ~IB
(fZ/§'> ={¢ & }rs (2.28)

3Véase Seccién 1.3.7 para compararlo con el formalismo de Dirac.
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Analisis de la accion de Husain

3.1. Equivalencia entre la accién de Palatini y la acciéon de
Chern-Simons

Para obtener una equivalencia entre la teoria de Palatini y la teoria de Chern-Simons, es bien
sabido que en una teoria de Chern-Simons en tres dimensiones con constante cosmolégica, se
pueden definir tres grupos de simetria dados por SO(4), ISO(3) y SO(3,1), dependiendo del
signo de la constante cosmoldgica, la cual puede ser positiva, cero o negativa respectivamente
[23-25]. El dlgebra de los generadores de los anteriores grupos estd dada por

[Ji, J]] = Gz‘ijk, [Jz> Kj] = eiijk, [Ki, Kj] = Seijkjk, (31)

donde s = —1,0,1, correspondiendo al signo de la constante cosmolégica, ,5,k = 1,2,3
y Ji, K; son rotaciones y boosts respectivamente. Para construir una teoria Chern-Simons
equivalente a la acciéon estandar de Einstein, elegimos el siguiente producto interno

(Ji, Kj) = 644, (Ji, J;) = 0 = (K;, K;). (3.2)
Del apéndice D, sabemos que la accién de Chern-Simons en tres dimensiones tiene la forma,
2
SCS[A]:/ Tr <A/\dA+3A/\A/\A>, (3.3)
M

usando la accién (3.3), el dlgebra entre los generadores J;, K; dados por las ecuaciones (3.1)
y el producto interno definido por las ecuaciones (3.2), la accién de Chern-Simons se escribe
como

1 1
Sosldl = = [ (4B + 5 (A 4 4 ) (3.4
VIAl S m 3
donde la conexién en términos de los generadores K; y J; estd dada por

Ay = w4+ VIAeu K, (3.5)

con w la conexién interna y e la triada. Luego, usando la definicién de conexién dada por la
ecuacién (3.5), y usando las relaciones (3.1) y (3.2), la accién (3.4) se puede reescribir como

33
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1 . )
Scs w,e] = m /M et <\/ ]A|6L8pri + |A\wfl8yepi ewk (\/ |A| wuwl], o — VIA| w wy eJ
+\/|A\w3w -l— VA \A|seuef, I;)) x,

renombrando indices y permutdandolos, obtenemos

) 1 . 1
Scs w,e] = / <€WﬂeL <8uwpi — Opwyi + 26z’jkwiwl,§> 3|A|€“ Peijnelel k) dx
M
+ /M PO, (e;wui) Bz, (3.7

identificando la curvatura como F,,; = 0,wp; — Opwyi + %eijkwf,w]; y eliminando el término de
frontera, obtenemos la accién de Palatini en tres dimensiones con constante cosmoldgica

1
Splw,e] = /M elr <e Fopi+ 3613k5|A|6/,L6}7/ ’;) dx. (3.8)

De esta forma, podemos ver que eligiendo la conexidn, el algebra y el producto interno ade-
cuados, obtenemos que la accién de Palatini es equivalente a una accién de Chern-Simons,
salvo por un término de frontera. Sin embargo, en esta tesis trabajaremos con un algebra y
conexion diferentes, lo cual tiene como consecuencia una teoria carente de dinamica, tal como
se vera posteriormente.

3.2. Analisis de Dirac

En esta seccién se hace con detalle el analisis canénico de la accién propuesta por Husain [14].
Se parte de una teorfa Chern-Simons en tres dimensiones (véase ecuacién (D.11)), donde se
toma como espacio interno a ISO(2), el cual da una métrica de espacio-tiempo degenerada
(0,4, +), la cual causa problemas en la accién, pero puede removerse al definir un dlgebra de
Lie con generadores P; y J, y una constante cosmoldgica A diferente de cero. Estos generadores
satisfacen las siguientes relaciones

[P, Pj] = AeijJ, [J, P}) = € P, (3.9)

y tienen una métrica interna (+,+) para A positivo y (—,+) para A negativo; sin embargo
nosotros consideraremos el caso para A positivo. Finalmente se define la conexiéon como A, =
el P* 4+ wqyJ y el producto interno dado por

(J,J) =1, (P, P}) = A6y, (J,P) =0, (3.10)

de esta forma, al sustituirlo en la accién (3.3), obtenemos la siguiente accién

Sle,w] = / e [wa65w7 + /\efxagefy + )\eijegegww d3z, (3.11)
M
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donde €, es la diada que representa al campo gravitacional, w, es una conexién del espacio
interno, al cual se le relaciona con el campo de norma, z* son las coordenadas de la variedad
tres dimensional M. Denotaremos con letras griegas a los indices de espacio-tiempo, los cuales
corren de 0 a 2 y con letras latinas de mitad del alfabeto a los indices del espacio interno que
toman valores i, j, k,--- = 1,2. Los indices internos pueden subir y bajar usdndose la métrica
n con signatura (+,+). El nimero de variables del sistema es nueve, seis para la tétrada e,
y tres para la conexion wg.

Antes de proseguir a descomponer la variedad, es importante mencionar que la teoria tiene
la propiedad de tener una direccién degenerada, es decir, que la variedad tiene una direccién
privilegiada dada por

Ng = eaﬂ7e%effeij. (3.12)

Esto es importante, pues se tiene una teoria candidata a resolver el problema del tiempo, pero
de ello se hablard al final de esta seccién.

Regresnado al analisis de Dirac, supondremos que la variedad se puede descomponer como
241, es decir, que tiene topologia M = ¥ x R. De esta forma, la parte espacial se ha separado
de la parte temporal y podemos escribir la densidad Lagrangiana como

L = Wiy + Ae"Pelé s 4 wo{262%0 D,y + )\eoabeijeéei} + eb {20 Dy ep; + 20 ¢ el wp ),
(3.13)

donde a,b,c =1, 2.

Debido a que las variables dindmicas de la accién (3.11) son e!, y wg, la matriz Hessiana est4
dada por

0L 0*L o0*L

. ___, ‘ -0, -0, 3.14
9(0,.€%,)0(9uel) 0(0,€t,)0(0wp) 0(0,wa)0(0uwg) (3:14)

y es idénticamente cero, por lo que esperamos nueve constricciones primarias. Para identifi-
carlas, calculemos los momentos candénicos conjugados

e oL

T b

oL
= A", P = = Dby, (3.15)

RN

Entonces podemos identificar las siguientes nueve constricciones primarias

¢ Y — AePbey,; ~ 0,
¢a . pe_ anbwb ~0,

0 . 0

Z' . ]:[Z ~~ 0’

¢ P'=o0. (3.16)
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De esta forma, el Hamiltoniano candnico toma la forma

H, = — / {eb (20a11¢ + 2X€;j€l, P?) + wo (20, P + €55¢,11%) }da, (3.17)

y el Hamiltoniano primario se define como

Hi = He+ / (Lo + Xa@® + ubd? + upg”] d*a, (3.18)

donde A}, A\q, u), up son multiplicadores de Lagrange que fuerzan a las restricciones primarias.
Los paréntesis fundamentales de Poisson estan dados por

{eo(@). T} ()} = 85000 (x — ), (3.19)

{ws(x), P*(y)} = 656°(x — y). (3.20)

A fin de saber si el sistema tiene constricciones secundarias, calculemos la condiciéon de con-
sistencia del sistema, con lo que obtenemos las siguientes tres constricciones

Vi 0TI + Aejjel PO~ 0, (3.21)
1 ) )
Vo 0aP" + See TV & 0. (3.22)

Al calcular la consistencia de las nuevas constricciones no se obtienen nuevas constricciones.
De esta manera hemos obtenido el conjunto completo de constricciones del sistema, nueve
constricciones primarias y tres secundarias.

Prosigamos a clasificarlas en constricciones de primera y segunda clase. Calculemos la matriz
de 12 x 12 cuyas entradas son WY = {¢', ¢’ }, de la cual, sélo los siguientes paréntesis no se
anulan

{0(2),d0()} = —2Xe"m;;6°(x — ),

{6¢(2),05(1)} = Xei PU(y)8°(x — y) + Ae™ni;0y0% (2 — ),

{6°(2),¢" (1)} = —2e"8*(x—y),

{¢%(2), ¥;(y)} = —AeYezehd®(x —y),

{¢%(x), ¥(y)} = e*0,6°(z —y), (3.23)

esta matriz tiene rango 6 y nulidad 6, por lo que esperamos que 6 constricciones de primera
clase y 6 de segunda clase. En este caso es simple determinar los multiplicadores de Lagrange,
los cuales estan dados por



3.2. ANALISIS DE DIRAC 37

Ub = /\61‘]‘666{) — (,U()ab,
. o 1 . . . 1 ..
b b
U, = eab(-:;»ef)P — ﬁeabe}woﬂ' T — e(0q — 5‘”06}6{)’ (3.24)

y asi obtener Hr, el cual contiene solo constricciones de primera clase. Después de un compli-
cado trabajo, se identificé que la estructura de las constricciones de primera clase esta dada
por

7o Y =0,
A PYxo,
— 9.1I% j pa 1 lpd a 1 a A J b
Vi = Oulli + Aejjel P + §€ad€¢ o — B} WP — §€ijeb¢ ~ 0,
1 , . 1 livrd 1 I 1 b
v = 0,P*+ 56”621_[‘” ~ ) Cade T} ¢ — G ‘el by — 581@ ~ 0, (3.25)

donde se puede ver que 7 es el equivalente a la constriccién Gaussiana', +; esta relacionada
con la constriccion vectorial y no hay analoga a la constriccion Hamiltoniana, en este sentido
la teorfa no tiene dindmica®. De hecho, v genera transformaciones Abelianas sobre el campo
w, ¥ Totaciones sobre el campo ef,. Observaremos este punto mas adelante. Por lo tanto, las
constriccines de segunda clase estdn dadas por

Xy o I — )\eoabebi ~ 0,
X? @ P — %y~ 0. (3.26)
Y es importante comentar que las dos primeras constricciones primarias (3.16) son las cons-

tricciones de segunda clase (3.26), las cuales ayudaran a construir los paréntesis de Dirac. Por
otro lado, se identificé que el dlgebra de constricciones estd dada por

{vi(2),v(y)} = %em52(w—y) - %eacxﬁxﬁz(ﬂc—y),
(i), ()} = —%eml52(9«" —y) — ieabx”x%z(aﬁ — ),
{r(@),v(y)} = 0,
DW= a8 o),
P W) = e ), (3.27)

donde podemos ver que el algebra entre constricciones es cerrada y es consistente con las
ecuaciones (1.103).

1 Y . . « e , . .
Se le llama constriccién Gaussiana a cualquier constriccién que contenga un término que sea la derivada
espacial de algin momento.
*Véase [14]
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Como ya se comento, las constricciones de segunda clase coinciden con las primeras constric-
ciones primarias, por lo que la matriz definida por la ecuacién (1.82), estd dada por

—2Xe®n 0
C®(x,y) = < 0 > 8z —y), (3.28)
y su inversa
Leapn’ 0
Car) = ( ZYT 0 Y e (3.20)
2 ta

Por lo tanto, usando (3.29) obtenemos que los paréntesis de Dirac no nulos entre las variables
€, Y Wa, y los momentos II{ y P estan dados por

{ei(@).qgW}p = Sxn’s*(@—y),

fwol@) @l = sead@—y),

(@) WD = 500 —y),

). W) = 2engo(e —y),

P, Pl = 50— ),

{wa(x), PP(y)}p = %5%52(:1:—?/). (3.30)

Con todo lo recabado hasta ahora, solo falta obtener los generadores de las transformaciones
de norma definidos por la ecuacién (1.87), los cuales estan dados por

G = /[Ai% + 0y + CS%Q + Eowo]de, (3.31)

asi, las transformaciones de norma para las variables e/, y w, toman la forma

A 1 AR 0 .
(562 = —iaaAl — 76]4;1(.«]@ + 5614326];,
1 1.
dw, = —5&10 - §A €€y, (3.32)

Con esto damos por terminado el anglisis con el formalismo de Dirac. Ahora, con toda la
informacién encontrada y usando la ecuacién (1.107), podemos realizar el conteo de grados
de libertad. Tenemos 18 variables dinamicas en total, 6 constricciones de primera clase y 6
més de segunda clase, por lo que usando la ecuacién (1.107) concluimos que la teoria no tiene
grados de libertad, asi, tenemos una teoria topoldgica. Es importante comentar que en gra-
vedad estdndar en tres dimensiones, si el espacio-tiempo es topolégicamente trivial, entonces
no hay grados de libertad gravitacionales. Por otro lado, si el espacio-tiempo tiene un grupo
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fundamental no trivial, entonces habré grados de libertad globales.

Finalmente, expongamos explicitamente la ausencia de dindmica de la teoria, para ello, recor-
demos que la teorfa posee una direccién degenerada dada por la ecuacién (3.12). Si se calcula
la derivada de Lie de €}, y w, en la direccién de N,, obtenemos

Lnel = e el
Lowa = 0ab
Lngoag = 0. (3.33)

Esta derivada de Lie dice como es que 'fluye’ alguno de los campos anteriores en la direccién
N,. Si hacemos el parametro A = 0 en las transformaciones de norma dadas por (3.32), se
obtienen los resultados de la ecuacién (3.33), de esta forma, la teoria no tiene dindmica, pues
el flujo es una transformacién de norma.

Una vez terminado el analisis Hamiltoniano, prosigamos al analisis alternativo de FJ, para su
comparacién con el de Dirac.

3.3. Analisis de Faddeev-Jackiw

Ahora analicemos a la teoria con el formalismo de Faddeev-Jackiw. Para ello escribamos la
densidad Lagrangiana (3.13) como

() .
L = ePuyig + Ae®eiég — VO, (3.34)
donde

VO = —w{2¢®0,wp + )\e“bezjezei} — e {20 Dyep; + 22 eijelwy (3.35)
es el potencial simpléctico, las variables simplécticas estan dadas por

(0) o
5 = (631, eé,wa,wo) ) (336)

y las 1-formas

0
@ = (Aeabebi, 0, ey, 0) . (3.37)

Asi, la matriz simpléctica definida por la ecuacién (2.3), estd dada por

2)\€agmj 0 0 0
o) 0 0 0 0 2.
f” - 0 0 2€ab 0 5 (CL‘ y)’ (338)
0 0 0 0



40 CAPITULO 3. ANALISIS DE LA ACCION DE HUSAIN

donde podemos observar que f(©) es singular y tiene como vectores nulos a

(0) |
Vi = (0, .0, 0) , (3.39)

(0)
V3 =(0,0,0,v*), (3.40)

donde v y v“° son funciones arbitrarias. Por lo tanto, de los vectores nulos obtenemos las
siguientes constricciones de FJ.

0) , 05 ,(0) ) b
Qi = /dm Vfﬁ /dy V(f) = f)aebi + € eijeflwb = 0, (3.41)
J et
(0) 0) 0) o
g = /d:c2VQZfO) /dyZV(ﬁ) = Py + geabeijeflei =0, (3.42)
J et

Exijamos consistencia a estas constricciones para saber si el sistema tiene mas constricciones

de FJ. Para ello es necesario construir una nueva matriz simpléctica dada por la ecuacion
(2.15)

Frei€07 = 7,,(¢), (3.43)
donde
fi(]Q) sy
- 500 5¢(0)4
68 0
5€00

de esta forma, construimos la siguiente matriz simpléctica

2N 0 0 0
0 0 0 0
. 0 0 2¢99 0.,
fij = 0 0 0 ' 0 0 (I‘ - y), (3'45)
€911 0q + ng’Ez‘lwb 0 €eijer 0
AeYe; el 0 €9, 0

observemos que esta matriz no es cuadrada, sin embargo, podemos calcular sus vectores nulos,
los cuales estan dados por

Vi = (810u0" — dhwat®, 0, Aegjele!, 0,~220",0) (3.46)

Dy = (eg.egu*,o, —89,0,0,0, —2&) . (3.47)
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Por otro lado, Z; esta dado por

—2/\(4}060&761]'6{7 + 2)\6ba8beol - 2)\e“beuwbeg

(0)
5<‘o/> —Q;
_ 7 ba _ i ba
7 — 68 _ €200 (02)/\606 ez]eb (3.48)
0 p
0
0

La contraccién de los vectores nulos con Zj, se hace cero. Efectivamente, si se contrae la matriz
(3.45) con el primer vector nulo obtenemos que

_ S A by
WWZ, = 2\woei{e®ue] + e*e®epawp v’ + 2Xehen{e®Oawy + 5 et ebe e}

) ! ;O
= woe Vv + 2Xehey f o' = 0, (3.49)

y de la contraccién del segundo vector nulo obtenemos

VM 7 ij(o) A
QZM = €€ Qj’U :0, (3.50)

Por lo tanto, no hay més constricciones de FJ. Ahora proseguimos a agregar las constricciones
al Lagrangiano simpléctico, introduciendo como multiplicadores de Lagrange a « y (, es decir

1) , A A L@
L = ePuwpi, + )\eabebiéfl — (e 0D pwp + 26 e”e eb> & — (eabé?aebi + eabeijeflwb> ¢-Vv,
(3.51)
donde
1) ()

2]

se anula por la covarianza general de la teoria. Se observa que & = wy y C = 66 han sido
tomadas en cuenta. Del Lagrangiano simpléctico (3.51), identificamos las siguientes variables
simplécticas

o
£ = (€, ¢" wa, @) (3.53)

y las 1-formas

1 . A
(a) = ()\eabebi, —(e“baaebi + eabeijeéwb),e“bwb, (€ by wp + 26 e”e eb)> (3.54)
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donde la nueva matriz simpléctica tiene la siguiente forma

2Xe9n); — €910, — 9wy 0 —AeYeel,
(}) | €10, + ePe; 0 6“96ijej 0 52(
o 0 —eageijej 2% —€490, Ty,
e el 0 €90, 0

Podemos observar que la matriz es singular. De hecho, esto significa que el sistema tiene
simetria de norma y es bien sabido que los vectores nulos de la matriz (3.55) son los generadores
de simetria de norma. En efecto, los vectores nulos de la matriz (3.55) estan dados por

0 . 1
Ty = (sen'eh,0,—5040, -
1 <26k eaaoa 28 07 9) 3
1 AR A
FQ - (_28(1AZ - 76kzwaa _)\sz _2A16il€270> ’ (356)

donde A y 0 son pardmetros de norma. Usando los vectores nulos, encontramos las siguientes
transformaciones de norma de la teoria para las variables e/, y wq

i 1 i AR ik
de;, = —if)aA — 5 k' Wa + 3¢k €a;
1 1.,
5(.{)@ = —§8a9 — §A €il€qs (357)

donde podemos observar que estas transformaciones coinciden con aquellas encontradas en el
esquema de Dirac. Ademds, ya hemos comentado que la teoria de Husain es invariante ante
difeomorfismos y no hay anélogo a la constriccion Hamiltoniana. De hecho, podemos observar
esos puntos redefiniendo los pardmetros de norma como A® = 2¢!7% y § = —2w,7® y por lo
tanto las transformaciones de norma toman la forma

5@2 = ﬁTez + 70 [8(162 — 81,62] + Tbﬁik [elgwb — elgwa} ,
dwa = Lrwg+T1° [aawb — Opwq + Tbeileéefl} , (3.58)

que corresponde via ecuaciones de movimiento a difeomorfismos y es una simetria interna de
la teorfa. De esta manera, hemos reproducido de otra manera los resultados obtenidos en [14].

Por otro lado, hemos mostrado que no hay més constricciones de FJ y que la teoria tiene
simetria de norma, por lo tanto, a fin de obtener un tensor simpléctico, fijamos la norma
temporal como

ey = 0,
wp = 0, (3.59)

(3.55)
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esto implica que a = cte y (* = cte. Asi, agregando la norma temporal como constriccion, la
nueva Lagrangiana simpléctica esta dada por

@ b - b i b A : b b g L
L = ePwupwg+ Ae®eyiél — | € O0qwp + e el]e eb —pla-— (e“ Oaepi + €ejelwp — ai) ¢,
(3.60)

donde elegimos las siguientes variables simplécticas

(2) o
§ = (62707(«%,0@07 Ui) (361)

y la 1-forma

(2)

A
a = ()\e“bebi,—(e“bﬁaebz—i—e ewe]wb —0i), ey, — —(e Dewp + =€ eweaeb p),0,0

2
(3.62)
Ahora, la matriz simpléctica toma la siguiente forma
2XeMn; — €90, — €950 0 — e eel, 0 0
€910, + €900 0 €€ el, 0 0 —5;
(]20)‘ o 0 —€eYe;jel, 2¢%9 —€*0, 0 0
* AeYe; el 0 €99, 0 -1 0
0 0 0 1 0 0
0 o3 0 0 0 0
X52 (I‘ - y)u
(3.63)
obervemos que esta matriz es un tensor simpléctico y su inversa estd dada por
L €9y 0 0 0 —%jefl % ( 5;18‘ + € wa)
0 0 0 0 0 o5
1 .
}2) _ 0 0 %eab 0 ;('9@ %eij el
4 0 0 0 0 1 0
%eg 0 %8a -1 0 qjﬁaaei
. . . - ...ab .
% ((5;8a — ezjwa> —(5;- —%eijefl 0 —6”26 8,16?7 0
X6 (x —y)

Por lo tanto, del tensor simpléctico (3.64) podemos identificar los paréntesis generalizados de
FJ, que estan dados por
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o 1 g
{ew el }rs = ﬂfabn”y(i*y),

1
{wa,wptry = §6ab(52(x—y), (3.65)

de esta forma, podemos concluir que los paréntesis de FJ y de Dirac coinciden.



Capitulo 4

Conclusiones

Se realiz6 un andlisis Hamiltoniano y simpléctico de la accién propuesta por V. Husain (3.11),
la cual carece de dindmica. En el primero, se encontrd la estrucutura completa de las cons-
tricciones de primera y segunda clase, los paréntesis fundamentales de Dirac y las transfor-
maciones de norma; respecto a las constricciones, es importante mencionar que no se hall6
analogo a la constriccién Hamiltoniana. En el segundo, se obtuvieron las constricciones de FJ,
los paréntesis generalizados de FJ y las transformaciones de norma. En cuanto a las constric-
ciones, se hallaron un menor nimero que en el analisis Hamiltoniano, las cuales, coinciden
con las constricciones de Dirac, cuando se construyen los paréntesis de Dirac y se hacen las
constricciones de segunda clase fuertemente cero.

Por otro lado, se corroboré que tanto los paréntesis de cada formalismo como las transforma-
ciones de norma, coinciden como era de esperarse. En adicion, es importante resaltar que en
el formalismo Hamiltoniano, la separacién de constricciones entre primera y segunda clase es
una tarea dificil de efectuar, sin embargo, la identificaciéon de constricciones de FJ es una ta-
rea mas simple, por lo que podemos decir que el formalismo de FJ es més econémico y elegante.

Es importante comentar que de los resultados de esta tesis, se obtuvo la siguiente publicacion
en la revista Annals of Physcis [16].
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Apéndice A

Aclaraciones matematicas

A.1. Delta de Dirac

La “funcién”delta de Dirac para mas de una variable se define como

0 x;#a;

oo Ty = ay

(X —A)=0(x1 —a1)d(ze —ag) - 0(xy —ap) = { A, X eR", (A1)

tal que

/ 0(X —A)d'x = 1
/5(X —A)F(X)dx = F(A) (A.2)
donde la integral se evalta sobre todo el espacio y F' es una funcién integrable.

Es importante notar que la delta de Dirac no es una funcién en el sentido usual del célculo,
pues se sabe de calculo elemental que la integral de un funcién identicamente nula excepto en
un punto es cero!. Esta transformacion pertenece a un nuevo tipo de aplicaciones que se les

llama distribuciones?.

A.1.1. Propiedades

Finalmente enlistaremos algunas de sus propiedades, las cuales se pueden demostrar facilmen-
te con la definicién de delta de Dirac, usando integracién por partes y regla de la cadena?®.

Véase [26].

2La definicién dada al inicio de la seccién es un tanto informal, sin embargo para fines practicos es suficiente
con ello.

3Por ejemplo, demostremos [V]. Notar que en la integral fix;o flz,y)d(xz — 2)6(y — z)dz podemos tomar
Fi(z) = f(z,y)0(x — 2) 6 Fa(z) = f(x,y)d(y — z) para poder evaluar la integral, asi [* Fi(2)d(y — z)dz =
ST 0z = y)Fi(2)dz = Fi(y) = f(z,y)d(x —y) 6 [7 d(x — 2)Fa(z)dz = [T 6(z — 2)Fa(2)dz = Fa(x) =
f(x,y)d(y — ). Usando la propiedad [I] concluimos que las integrales son iguales.
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Sea f una funcién integrable y f’ su derivada, entonces

1]
o(x) =6(—x). (A.3)

[11]
f(@)d'(z) = —f'(x)d() (A.4)

[111]
§'(x) = 0'(—2) (A.5)

con ¢'(x) la derivada de 6(x).

[1V]

Oz0(z —y) = —0yd(z — y). (A.6)
V] .

| @b = 215 - 2)dz = fa)d ). (A7)

A.2. Tensores

Se debe aclarar que los tensores se pueden definir de dos maneras distintas, pero equivalentes.
Por un lado se definen a partir del producto tensorial

Definicion A.1 Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, que usualmente es R y sea
V* el espacio dual asociado a V. Se define un tensor como la transformacion

T:VeVe.eVeV'aV*'®..eV* =R, (A.8)
que se denota
T3 dai (A.9)

Por otro lado, se definen mediante una regla de transformacién entre dos bases coordenadas®.
A continuacién daremos una serie de definiciones y posteriormente se definiran los tensores.
Sean z = (2!, 22,--- ,2N) yz = (z',72%,--- , V) dos sistemas coordenados de dimensién N,
que se relacionan entre si por las transformaciones®

*Véase [27], Capitulo 4, Sec. 4.
SEn general, cada sistema coordenado estd definido sobre una carta de alguna variedad diferenciable (véase
[21] Parte 1, Capitulo 3.).
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, (A.10)

=7z (2,22, 2N). (A.11)

2

1 .o N
Se denotard al Jacobiano de las transformaciones J (£) = J (%) solamente con .J.

L raragas | EEii2eds
Definicion A.2 5i 7T, > " yT . se transforman como

Jigae e
Firizs W oz gz oz's 0xP 9z Oabr o0, (A12)
J1gzdr Ox1 9oz " Qs 9T 92 T ogdr brbzbe 7 '

se dird que es un tensor r veces covariante y s veces contravarianted” .

Definicion A.3 Se define la delta generalizada de Kronecker como

5, 6 .. 4
g S O ... O
.k p
Oep = | . . . .| (A.13)
I R
donde cada indice corre sobre un subconjunto de los naturales.
La delta generalizada de Kronecker tiene dos propiedades muy ttiles®.
€N € o iy = 5j11j22.::jNN' (A.14)
[11]
ekle"'kmiliQ""iN_m671]2.“]7”1/122.“”\]_”1 - (N - m)'éﬁjkéjlgzq (A15)

Ahora enunciaremos algunos resultados sobre la métrica muy usados en la tesis.

Observar que el tensor métrico definido en el Apéndice C puede escribirse tensorialmente co-

oy Oy™
mo gij = A

Ozt OxJ -

Proposicion A.1 El tensor métrico es un tensor dos covariante.

6Si W = 0, se dice que es un tensor absoluto.

"Notar que las cantidades 7 y T son las mismas.

8Comentemos dos cosas. Uno, las propiedades pueden demostrarse facilmente por induccién. Dos, para
n = 3, obtenemos la conocida expresién §92 = ¢9P¢,,,, = 65,69 — §.69,.

mnp



50 APENDICE A. ACLARACIONES MATEMATICAS

Definimos al tensor métrico contravariante como”

B ox' OxI

i el
oy™ Oym’

(A.16)

Proposicion A.2 Sea g el tensor métrico, entonces g g1, = 5%.

9Al tensor métrico contravariante también se le llama tensor métrico conjugado.



Apéndice B
Calculo variacional

El célculo variacional es la rama de la matemadtica que extiende el céalculo infinitesimal a
funcionales’.

B.1. Variaciones

Definicion B.1 Sea T el conjunto de tensores, definimos una funcional como la aplicacion

F:T >R (B.1)

Definicion B.2 Sea ® € T. Dada una trayectoria de ® en el espacio de configuraciones,
definimos una nueva trayectoria

O(z,a) = O(x) + an(x), (B.2)

con o € R yn una funcion arbitraria diferenciable tal que se desvanece en la frontera de la
variedad, entonces la variacion de ® la definimos como

00(z) = ®(z, ) — P(,0), ®|5p =0. (B.3)
Proposicion B.1 Sea §® la variacion del campo ®, entonces

5(9,®) = 9,(6D). (B.4)

B.2. Derivada variacional

Definicion B.3 Sea F una funcional, definimos la derivada variacional como

SFO@)] _ | Fl®() + eb(z — y)] - F[B(x)]
3B(y) 50 ¢ ’

donde 6(x — y) es la delta de Dirac.

(B.5)

!Para un estudio més minucioso véase [28] y [29)].

51
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Proposicion B.2 Sea F[®(x)] = ad,P(z) entonces

0[a0,®(x)]

5(y) = a0,0(z —y). (B.6)

Prueba.

0[ad,@(x)]  _ lim a0, [®(x) + €d(x — y)] — ad,P(x)
5@(3/) e—0 €
— 1im aa,uq)(l‘) + ea@ué(.x — y) — a@HQ)(:L')
e—0 €

= ad,d(x —y). (B.7)

De igual forma es muy facil mostrar que

50(y) =d(x —y), =0, (B.8)

donde C es una funcional constante.

Definicion B.4 Se define la suma, resta, multiplicacion, division y composicion de funcio-
nales de la manera usual.

Se puede demuestrar de manera casi analoga a la hecha en calculo diferencial las siguientes
propiedades

m
SCRE@IHOE)] o OHO@)] @]
sl — a4 25 o) (B.9)
]
S(GlB(x)] + H(x)))  6G[8(x)]  SH[®()]
55(y) = Tsal) T ey (B.10)
[I11]
o (i) _ He*Gi — Gicla) (.11
o) Ho (@) | '
Y
SIH(®(x))] _ SGLH(@(2))] H(®(y)) -~

5P (2) 0H(®(y)) 69(2)
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Proposicion B.3 Sea F[®(x)] una funcional, entonces

OF[®(x)] _ OF[®(x)]
50 (y) 09 (x)

5(x—1v), (B.13)

a este resultado se le llama primera variacion de F[®(x)] respecto a ®(z).

Prueba

Hagamos una expansién en serie de Taylor de F[®(x, «, )], donde el tercer indice indica que
n(x) =d(x —y), ast (z,®,0) = ®(x) + ad(z — y), con lo que obtenemos

F®(z,0,8)] = F[®(z,a,0)]lpq + aF[ggc(S’d)] " )[(I)(J:,oz,é) —®(x)] +---
= Flo(@)] + 8F[§g”(f)"5” LA

(B.14)

si cortamos la serie en los dos primeros términos, se tiene la siguiente triple igualdad

OF[®(z) + ad(x — y)]
0P (x) ®(z)

IF[®(x,,0)] = F|®(x) + ad(z — y)] — F|®(x)] = ad(z —yB.15)

notemos que d®(x) = ad(x — y). Si dividimos la igualdad anterior por @ y tomamos el limite
cuando o — 0, se obtiene la definicién de derivada variacional, entonces

OF[®(z)] _ OF[®(x)]

500 090 Sz —y). (B.16)
Si no dividimos por « y tomamos el mismo limite
sF(o() = 2E2@ g 0. (B.17)

9% (x)

Con el mismo razonamiento se puede generalizar facilmente a mas de un campo

_ " OF[®i(x)]

SF@i()) = 3 -y 0% (B.18)

SF[@i(x)] _ OF[@:(x)]

iz —y). (B.19)

Si F = F[®;(z), 0,Pi(x)], se procede de forma similar a la demostracién anterior, pero ahora
se corta la serie en el tercer sumando y obtenemos?

*Véase [18].
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5F[<I>z(x),6#<1>i(:c)] B 6F[<I>i(g;),auq>i(g;)] B OF[®;(x) 8#<I>i(x)] .
004(y) a { 0®;(x) a“( 9(0,0;(x) >}5( y), (B.20)

al cual se le llama segunda variacién de F[®;(x),0,®;(x)] respecto a ®;(x).

B.3. Paréntesis de Poisson

Esta seccién estd dedicada a demostrar la mayor parte de los siguientes resultados (se usaran
los resultados del Apéndice A).

Proposicion B.4 Sean ®,, ®y,, P* y P® variables independientes del espacio fase de un sis-
tema no necesariamente regular, entonces

aj
{@a(z), Pp(y)} = 0. (B.21)

1]
{P*(z), P’(y)} = 0. (B.22)

[II1]
{®u(@), P'(y)} = 026 (z — ). (B.23)

Ivj
D, = { g, H}. (B.24)

[vi
P = {P* H}. (B.25)

Sea F = F[(I)a(x),f)i@a(x),Pa@)] s

[vij
F={FH}. (B.26)
Sea F = F[®,(z)]
[VII]
{®g, F} = (;5]1;- (B.27)

Sea F' = F[P*(x)]

3Donde el subindice 4 corre sobre las coordenadas espaciales.
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[VIII]
a oF
{F,P%} = 53, (B.28)
Dado que cada una de las variables del espacio fase es independiente de las otras, es evidente
que
0D, (x) 0P(x)
=0= ——=, B.29
oPb(y) 3Pp(y) (B.29)
0P, (x) dP*(x)
=00z —y) = ———=. B.30
sty (y) 0O ) = Spiy) (B.30)
Prueba. (1]
Partiendo de la definicién (1.14) y usando (1.21) y (1.23)
B 0Pa(x) 6Py(y)  0Pa(w) 0Pp(y)] 5
{(Pa(x)aq)b(y)} - / |:(5(I)C(Z) (;PC(Z) 6PC(Z) 6(1)0(2) d’z = 0. (le)
De manera analoga se puede demostrar el segundo resultado.
Prueba.[IT1]
8@, () 6P (y ) 5@, () 6P (y)
®4(z), P = 3
(@ P = [ [ i~ T |
= /50 x—2)0%0(y — 2)d>z
= /525(3; —2)0(y — 2)d*z, (B.32)
usando la propiedad 5. del Apéndice A.1 podemos concluir que
{@a(2), P'(y)} = 028(z — ). (B.33)

Prueba.[IV]

Por razones de espacio omitimos los campos en H

B 0D, (x) IH(y) 0Pu(x) dH(y)
o) 1) = [ | T — S et

“z)
_ (55 ) ORW) 4o
_ /5 )iy (B.34)

dado que el Hamiltoniano solo depende de los momentos y no de sus derivadas, podemos usar
la ecuacién (B.20), asi

d3z
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(@) M)} = [ oa = 21500 - ) A
_ OH(y)
= pily) (B.35)
usando una de las ecuaciones de Hamilton (1.11)
D, = {Bg, H}- (B.36)

La demostracién del quinto resultado es andloga.
Prueba.[VI]

Las funcionales F' y H dependen de ®,(z), 0;®,(x) y P*(z), pero se omitird por razones de
espacio

{F(x), H(y)} =

| )P
: ? o om0 (s~ (e )

P(2)8(y — z)] &z, (B.37)
usando la regla de la cadena y expresando la dependencia temporal explicitamente?.

/ [0F(x) 6H(y)  6F(x) 5H(y)} B
)
0

OF (z) 6®c(2) OF (x) dP(2) .
- / [5@0(7;) dxo oy —2)+ IP<(z) dxo oy - z)] @
= /F(z)é(y —2)d%z
= F(y). (B.38)

B.3.1. Propiedades

Por dltimo mencionaremos que este paréntesis de Poisson tiene las mismas propiedades que
el paréntesis de Poisson usual, pues las reglas de derivacién para derivada covariante son las
mismas que las de derivada usual (véase la seccién B.2). Aqui las enlistamos solo por comple-
tez.

Sean E = E(®;, P!), F = F(®;, P") y G = G(®;, P") funciones del espacio fase y a,b € R

(I] Linealidad: {E,aF + bG} = a{E, F} + b{E,G}.

4E] subindice 0 denota la coordenada temporal.
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[ITI] Antisimetria: {E, F'} = —{F, E}.

[III] Regla de Leibniz: {E, FG} = {E, F}G + F{E,G}.

[IV] Identidad de Jacobi: {{E,F'},G} + {{F,G}, E} + {{G,E},F} = 0.

o7



98

APENDICE B. CALCULO VARIACIONAL



Apéndice C
Geometria diferencial

La geometria diferencial, es la rama de la matematica que estudia los objetos geométricos
curvos a través del calculo infinitesimal.

C.1. Variedades

Las definiciones usadas en este apéndice no son las més generales', pero si lo suficiente para
nuestros fines.

Definicion C.1 Sea U subconjunto abierto conexo de RF con k < n. Definimos un k—parche
o carta coordenada a cualquier aplicacion

q:U — R" (C.1)

q(u17"' 7uk) - (ql(u17"' 7uk>7'” 7qn+l(u17"' 7uk))7 (02)

que sea suave, invertible y los vectores tangentes de q linealmente independientes, donde los
vectores tangentes se definen como

1 n+1
8iq5<8q ..o >, i=1,--- k. (C.3)

out’ 7 oud

Notar que una carta coordenada es simplemente una parametrizacion de un subconjunto de
Rn—l—l

Definicion C.2 Sea M C R 1. Diremos que M es una variedad® si puede cubrirse por k
cartas coordenadas®, tales que si dos de ellas q; : U; — R ™1 y q;:U; — R™1! con interseccion
no vacia, Su COMPOSICIon

'Véase [21] Parte 1, Capitulo 2-4.
2En ingles se le conoce como manifold.
3Esto quiere decir que cualquier punto de M esta en la imagen de al menos una carta coordenada.

99
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¢ij = dj0 07" q N (qi(Ui) N q;(U)) — Uj, (C.4)

es suave(ver Figura C.1), donde ¢; es qz-_l.

" P .
L@’ e

i (U;) thij = ; ° P! b (U;)

Figura C.1: variedad dos dimensional (dona).

Ejemplos

= n-esfera

s n-cilindro?*

Cr={(g",- " @)+ + (") =1} (C.6)
Demos un par de comentarios

= La dimension de M es el valor de k.
= Se le llama ambiente al espacio R”*! donde se encuentra embebida la variedad.

Definicion C.3 Sea M una variedad de dimension k. Definimos el espacio tangente de M
en p € M como el espacio vectorial generado por el conjunto {0,4q|p t.q. p = 1,--- k} y
lo denotamos por T,(M). Cuando se sobreentiende cual es la carta, se denota a la base de
Tp(M) simplemente por {0, }.

Definiciéon C.4 Definimos el fibrado tangente de M como®

TM = Upe mTp(M). (C.7)

4E] n-cilindro también se puede escribir como S"~! ® R.
®Comentemos dos cosas. Uno, TM tiene estructura de variedad, véase [21] Parte 2, Capitulo 2. Dos, bajo
este contexto, a un solo espacio tangente también se le llama fibra tangente.
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C.1.1. Variedades Riemannianas y Pseudoriemannianas

Definicion C.5 Sea <,> un producto interno definido sobre T,(M), definimos una métrica
Riemanniana a la aplicacion g que asocia un producto interno a cada p € M. Al par (M, g)
le llamaremos variedad Riemanniana.

Definicion C.6 Definimos el tensor métrico como®
g:Tp(M) x T,(M) = R, (C.8)
9ij =< 0idlp, 9jqlp > . (C.9)

Definicion C.7 Sea <,> un producto interno degenerado, definimos una pseudométrica de-
finida sobre T,,(M) a la aplicacion g que asocia un producto interno degenerado a cada p € M.
Al par (M, g) le llamaremos variedad Pseudoriemanniana.

Fijémonos en un diferencial de longitud cuadratico en la vecindad de p € M, expresada en

términos de coordenadas cartesianas’

ds® = (dg")* + - - - + (dg"™1)?, (C.10)

expresando las coordenadas cartesianas en términos de las coordenadas de alguna carta y
usando regla de la cadena, se puede llegar con céalculo directo a que

ds? = gijdu’du’. (C.11)

Es importante notar que cada sumando es una forma cuadratica.

Definicion C.8 Definimos la signatura de g como el par (p,q), donde cada entrada es el
nimero de formas cuadrdticas en ds®, p para las positivas y q para las negativas.

Una forma diferente de definir una variedad Riemanniana es exigiendo que el tensor métrico
de la variedad tenga solo signatura positiva, mientras que al tener signatura positiva y nega-
tiva queda definida una variedad Pseudoriemanniana.

Las variedades Pseudoriemannianas cuadridimensionales son usadas para describir el espacio-
tiempo en GR, tres coordenadas para el espacio y una para el tiempo.

SHay formas menos generales de definirla, por ejemplo en una base reciproca (véase [30] Parte 1, Capitulo
1.2), pero la esencia es que todas tienen la informacién necesaria para representar una n-ada en diferentes
bases.

"Los diferenciales son 1-formas y por ende son tensores contravariantes, véase la Seccién C.1.2.
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Definicion C.9 Llamaremos variedad Lorentziana a la variedad Pseudoriemmaniana cuya
pseudométrica tenga signatura (p,1).

El ejemplo més usado de una variedad Lorentziana es el espacio plano de Minkowski, cuya
signatura es la mas simple posible para una variedad cuadridimensional (3, 1). Usualmente se
denota la métrica como 7 y a la signatura como (—, +, +, +) para referirse a la forma explicita
de ds?, a saber

100 0
0 100

1 0 010 (C.12)
0 00 1

C.1.2. k-formas

Definimos las 0-formas simplemente como las funciones escalares. Ahora defininamos las 1-
formas. Se les llamara 1-formas a los elementos del espacio dual del espacio tangente. Se
denotard por df a las 1-formas y {dz"} a la base de dicho espacio, asf dz"(9,) = J},.

Consideremos la 1-forma definida por

da(v#) = dal”. (C.13)
que es la derivada direccional. Se puede demostrar que la base candnica de la 1-forma anterior
es el conjunto {dz* | p=1,--- ,k} 8, asi

dq = Oyq|pdat, (C.14)
donde cada dz es un diferencial.

Prosigamos a definir las 2-formas. Dadas dos 1-formas dq;, dq,, definimos una 2-forma a la
funcién ¢ dada por

¥(dqy, day) = det(0,4,0,9s), (C.15)
la cual se denota como dq; A dg,y. Esta funciéon cumple con las siguientes dos propiedades

(ardqy + azdqy) Ndqs = ai(dgy Adgs) + az(dgs A dgs)

Finalmente, una k-forma es la generalizaciéon natural de una 2-forma para k 1-formas, la cual
cumple con las mismas dos propiedades para cualquier par de 1-formas, esto es

day A---Ndg; A---ANdg; A ANday, = dgy A--- Adg; A--- Adg; A Adgg. (C.17)

Linealidad
8Véase [21] Parte 1, Capitulo 4 y [31] Capitulo 8, Sec. 6.
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Derivada exterior

Un operador muy util en geometria diferencial y topologia es el operador derivada exterior, el
cual es un mapeo que convierte una k-forma en una k+1-forma que cumple con las siguientes
propiedades

= Sea f una 0-forma, entonces df es 1-forma.

» Sea « una k-forma y 8 una p-forma, entonces d(da) =0y d(aAB) = daAf+(—1)P(aA
dg).

C.2. Haces fibrados

Intuitivamente un haz fibrado es la generalizacion de un campo vectorial sobre M, recordemos
que un campo es el mapeo f: M — V con V un espacio vectorial.

Definiciéon C.10 Un haz fibrado® consiste de dos variedades E y M, y un mapeo

T E— M. (C.18)

A FE se le llama espacio total, a M espacio base y a m proyeccion. Para cada p € M existe
una fibra definida por

E,={qe E : 7(q) =p}, (C.19)

tal que £ = UpepmE),. Esta es la razon por la que se le llama haz fibrado.

Un ejemplo muy claro y simple es el haz tangente. Intuitivamente un haz tangente es un
campo vectorial que asigna un vector a cada punto de la variedad (ver Figura C.2).

T,(M) N

M M

Figura C.2: haz tangente.

Definicion C.11 Definimos al haz tangente de M como el mapeo

Tm:TM— M. (C.20)

9En ingles se les conoce como bundle.
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Es comtn que en la literatura se denote a un haz fibrado simplemente con E, asi, para el haz
tangente se denota como T M.

Definicion C.12 Se define a un haz trivial como aquel haz que E = M x F yn(p, f) =p
para todo (p, f) € M x F. Con F una fibra estindar.

Notar que

E,={(p,f) e Mx F : =n(p, f) =p} ={p} x F. (C.21)

Una propiedad de los haces triviales es que existe un diferomorfismo!'® entre cada fibra E,y
la fibra F'. Este tipo de haces tienen propiedades que uno suele buscar, sin embargo, los haces
de mayor interés en gravitacién, son los haces que son triviales solo localmente. Para poder
definir estos haces, necesitamos definir los isomorfismos.

Definicion C.13 Seaw: E — M yn' : E' — M’ haces fibrados. Llamaremos morfismo al
mapeo ¢ : E — E' junto con el mapeo ¢ : M — M’ tal que 1 mapea cada fibra E, a la fibra
E(;(p) (ver Figura C.3).

St y ¢ son difeomorfismos, se dird que hay un isomorfismo sobre el haz fibrado .

Figura C.3: morfismo.

Definicion C.14 Sea 7 : E — M un haz fibrado, decimos que hay una trivializacion local't

st para cada p € M hay una vecindad U de p y un isomorfismo sobre w

Vi E|ly = U x F, (C.22)

con

Elg={¢qeE : n(q) €U}, (C.23)

el cual envia cada fibra E, a la fibra {p} x F. En este caso U = M = M', E = E|y,
E'=UXxF y¢p: M— M es la transformacion identidad (ver Figura C.}).
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Figura C.4: trivializacién local.

Es comin que a v se le denote por ¢ y a la antigua ¢ se le omita.

Definicion C.15 Se define al haz vector como el isomorfismo sobre el haz fibrado, cuya
variedad F' = R"™ y M es una variedad n-dimensional, asi

¢: Ely — U xR" (C.24)

Se dijo al inicio de esta seccién que un haz fibrado es una generalizacion de los campos vec-
toriales, esta generalizacién es lo que se llama seccion.

Definicion C.16 Sea 7 : E — M un haz fibrado. Se define una seccion de w a la funcion

s:M—E, (C.25)

tal que para cualquier p € M, s(p) € Ej,.

Esto quiere decir que una seccion asigna a cada punto en el espacio base un vector en la fibra
sobre el punto en cuestién.

C.2.1. Tétrada

Definicion C.17 Sea M una variedad n-dimensional orientada'?. Definimos un campo de
referencia como el haz vector con trivializacion local dado por

e: M xR" - TM, (C.26)

mandando cada fibra {p} x R™ de M x R™ a su correspondiente espacio tangente T,(M).

10Un difeomosfirmos en un mapeo biyectivo diferenciable.

1Se puede mostrar que cualquier haz fibrado es trivialmente local, sin embargo no cualquiera lo es global-
mente.

128e dice que una variedad es orientada si puede definirse un diferencial de volumen en cada punto de M, el
cual se define como dv = \/@dml A -+ Adzx", con g el determinante del tensor métrico.
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Si M es 4-dimensional, al campo de referencia se le llama tétrada o vierbein (dependiendo si
se quiera griego o alemén), si es 3-dimensional, triada o dreibein y si es 2-dimensional, diada
o zweibein.

C.2.2. Meétrica interna

Dada una seccién s : M — M x R"™, existe una base canénica {£} dada por

¢(p) = (0,0, , 1 o, 0), (C.27)

i—esimo lugar

de esta forma podemos escribir

s = s'¢;. (C.28)

Dada una tétrada, definimos

e(&i) = €' 0a, (C.29)

donde €' son funciones sobre M y 9, la base coordenada de T, M. A R" se le conoce como
espacio interno, a los indices latinos de la base {{} se les llama indices internos y a los indices
griegos se les llama espacio-temporales. En ocasiones se le denota a e(&;) simplemente como e;.

Notar que hay un cierto parecido con el haz tangente.

Definicion C.18 Sea s y s’ secciones, definimos el siguiente producto interior

n(s,s’) = mjsi(s’)j, (C.30)

donde n;; es la métrica de Minkowski y se le llama métrica interna.

Definicion C.19 Ahora definimos la métrica sobre campos vectoriales como

g(v,v) = gijvi(v’)j, (C.31)

con g;; el tensor métrico.

Se dice que la tétrada es ortonormal si g(e;, ej) = 71;;. Cuando sucede esto, existen las siguien-
tes relaciones!'?

1] o
Gap = Nij€aCh- (C.32)

13Véase [21] Part. 3 Chap. 3.
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(1]

0% = eq €. (C.33)

%
«

donde e, es la seccion inversa de e y se le llama cotétrada.

C.2.3. Conexion

No es trivial la diferenciacién de una seccién de un haz fibrado, pues la definicién de derivada
requiere de dos puntos'?, pero una seccién esta definida en un solo punto, por lo que no es
posible usar una definicién similar, sin embargo, existe una forma de hacerlo llamada conexién.

Definicion C.20 Sea E un haz vector sobre una variedad M. Definimos una conexién D
sobre M, asignando cada campo vectorial v sobre M una funcion

D, :T(E) - I(EB), (C.34)

satisfaciendo las siguientes propiedades

Dy(as) = aDys,
Dy(s+t) = Dys+ Dyt,
Dy(fs) = v(f)S+ fDus,
Dyiws = Dys+ Dys,
Dygys = [Dys, (C.35)
con v,w € Vect(M), s,t € T'(E), f € C®°M) y a € R, donde Vect(M) es el espacio

vectorial de campos vectoriales sobre M y T'(E) es el espacio vectorial de secciones sobre E'®
(ver Figura C.5).

Figura C.5: cada semicirculo representa una fibra y la seccién tiene como imagen un tnico
punto de la fibra.

Para clarificar lo que es una conexién, tomemos como ejemplo una base {J,} del espacio
Vect(M)(se toma que los campos vectoriales estan definos sobre T,(M)) y una base {e;} del
espacio I'(F), notemos que'®

1Por ejemplo, en el caso més sencillo Y = limayp_s

o , se necesita de los puntos x y Ax.
15A D,s también se le llama derivada covariante y se denota por V,s.

6Recordar e; se puede expresar en términos de una combinacién lineal de otra base y que D,, : T'(E) — I'(E).

fz+Az)—f(z)
0 Az



68 APENDICE C. GEOMETRIA DIFERENCIAL

Dyej = Al je;. (C.36)

Usando las propiedades de la definicién anterior

D,s = Dwa“(siei) (C.37)
= v“(@usi—}—Astj)ei, (C.38)

de esta forma podemos definir (D,s)" como 9,s° + A;"Ljsj , la cual es la componente i de la
derivada covariante D, s. Ademds, podemos definir A : I'(E) @ I'*(E) ® T,/ (M) — C*(M)

A= Afmei ® el @ dxt, (C.39)
de tal forma que
A(v)s = ALjv“sjei. (C.40)

Notar que podemos escribir A, = Azjei ® e/, lo cual se asemeja mucho al potencial electro-
magnéticol”, por tal razén a A se le llama potencial vectorial, que es una generalizacién de éste.

Conexion plana estandar

Proposicion C.1 Si D° es cualquier conexion sobre E con potencial vectorial A, entonces
D = DO + A también es una conezion, asi

D% = DP%s + A(v)s, (C.A41)
para su demostraciéon véase [21] Part. 3, Chap. 3.

En particular, si DYs = v#(d,s')e; se le llama a D° conezion plana estandar sobre E, que es
la conexién que se usd anteriormente.

C.2.4. Conexién interna
Dado que ¢!, puede cambiarse por e, —» e?l = ief;, entonces
7. TAd K
62673772?”. = AZA{eaeﬁrrz?
54 Nl = A}’gn{;AJ, (0.42)
esta condicién define al grupo de Lorentz, y de hecho este es el grupo interno més grande

posible para tétradas ortonormales, por lo que podemos decir que la tétrada se comporta
como vector sélo bajo transformaciones de Lorentz. Si queremos una conexién que transforme

1"V éase [21] Parte 1, Capitulo 5 y Parte 1, Capitulo 6.



C.2. HACES FIBRADOS 69

tétradas como vectores bajo transformaciones de Lorentz, es necesario definir una conexién
plana estandar para las tétradas como (lo cual simplemente se enunciard)

(Dye)' = e’ + wzjej, (C.43)

cuyo potencial vectorial es wy,.

La conexién interna puede pensarse como un campo de norma generado por transformaciones
de Lorentz locales.

C.2.5. Curvatura

Definicion C.21 Sea E un haz vectorial sobre una variedad M con conexion D. Definimos
la curvatura de la conexion

F(u,w)s = DyDys — Dy Dys — Dy )5, (C.44)

con [v,w)], el conmutador entre v y w'®.

Denotaremos a F(9,,0,) como F,,. Se puede mostrar que'”

Fl = 0,4, — 0,A, + [Ay, A, (C.45)

donde A es el potencial vectorial.

Intuitivamente, la curvatura mide si hay o no transporte paralelo “exacto”, de lo cual no se
hablara, pero se puede encontrar en cualquier libro de relatividad?’

8 También llamado paréntesis de Lie.

9V éase [21] Parte 2, Capitulo 3. Por otro lado, notemos que el campo electromagnético y el potencial
electromagnético tienen la misma relacién salvo por [A,, A.].

20Es importante mencionar que cuando se exige que D,D,s = D,D,s, se obtiene la conexién se Levi-Civita
y el potencial vectorial queda definido por los simbolos de Christoffel (véase [32] Capitulo 3).
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Apéndice D
Teorias de Chern-Simons

En esta seccién se da una introduccién de las teorias de Chern-Simons, véase [33] para un
estudio mas detallado.

En teoria de haces fibrados, la curvatura F', como su nombre lo indica, tiene informacién local
sobre cémo el haz fibrado se “dobla” sobre cada punto del espacio base. Como se menciona en
el Apéndice C, cualquier haz fibrado es localmente trivial pero globalmente no necesariamente
lo es, y esto depende sencillamente del tipo de conexiones que se pueden definir sobre el haz
fibrado y que son compatibles con la estructura del mismo.

Dado que las conexiones son estrucutras mas complejas que la variedad en donde esta definida
en si, cabe preguntarse jpor qué introducir estas estructuras? Una respuesta razonable es que
las conexiones nos permiten construir invariantes topolédgicos de variedades, lo cual se relacio-

na mucho con teorias topoldgicas y a su vez con gravedad como se menciona en el Apéndice E.

Veremos que la teoria de clases caracteristicas construye invariantes topolégicos a través de
polinomios invariantes definidos sobre haces fibrados.

Definicion D.1 Sea G un grupo de Lie definido sobre la curvatura F' y g su dlgebra aso-
ciada. Se define una aplicacion multilineal simétrica G-invariante como

P: ®g —F con F=R,C, (D.1)
T

donde @g es el producto exterior sobre todos los elementos del dlgebra de Lie g, ademds, P
T

satisface que

» P es simétrico para todo t,j

P(Al’...’A%...’Aj7...7AT):P(A1’...’Aj’...’Ai,...7Ar). (D_Q)

1Véase Seccién C.2.5 del Apéndice C.
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= Para todo g € G, P es invariante

P(Adg(Ay), -+, Adg(Ay), -+, Ady(A,)) = P(Ay, -+, Ay, -+ A),  (D.3)

donde Adg es la matriz adjunta de la representacion matricial de g.

Se denotara por I"(G) al conjunto de todas las funciones simétricas G — invariantes.

Con todo esto, podemos definir lo que es un polinomio invariante homogéneo, el cual es
fundamental para las teorias de Chern-Simons

Definicion D.2 Llamaremos a P un polinomio invariante homogéneo de grado r si

P:g — F

P(A) = P(A, -, A) con Pel(G). (D.4)
N——

T—veces
Se puede mostrar que la curvatura F' es un elemento de g, por lo que tiene sentido operar

P(F). Aqui es donde cobra relevancia el estudio de los polinomios invariantes, pues se tiene
el siguiente resultado de suma importancia para gravedad y otras areas de la fisica

Proposicion D.1 Teorema de Chern-Weyl

Sea P un polinomio invariante homogéneo de grado r y F' la curvatura asociada a la conexion
A, entonces

» dP(F) =0, donde dP(F) es la derivada exterior de P(F). Lo anterior dicho en palabras
es dP(F) es una forma diferencial cerrada.

» dP(Fy) —dP(F1) = dT'P;, es decir, es una forma diferencial exacta, donde

1
TP; :j/ ?j(Aa Fy, - Fydt, (D.5)
0

con Fy = tdA+t>ANA yt es un pardmetro. Notar que esto es un polinomio invariante
homogéneo.
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D.1. Formas de Chern-Simons

Como consecuencia del teorema Chern-Weyl (D.1) tenemos?

dP;(F) = dCy;_1(A, F), (D.6)

con Caj—1 € g ® QP71 (M) y Cg—1 toma la forma

1
Czj_l = j/ StT(A,Ft, tee ,Ft)dt, (D?)
0
donde
1
StT(A, Fi, - 7Ft) = ﬁ ; tr(AU(l)v Ft,0(2) T aFt,o(r))¢ (DS)

con S, un grupo simétrico, es decir, el grupo formado por todos lo automorfismos sobre algiin
conjunto dado, cuya operacion de grupo es la composicién de funciones.

El caso de interés para nosotros es cuando j = 2, en ese caso, la ecuacién (D.7) se reduce a
2
C3(A)=Tr <A/\dA+3A/\AAA) . (D.9)

Las teorfas Chern-Simons son teorias cuya accién se puede expresar en términos de la conexién
como

Scs[A] = / Caj-1(A), (D.10)
M
para el caso j = 2 la accién se reduce a
Scs[A] :/ Tr <A/\dA+§AAA/\A), (D.11)
M

la cual es la accién de interés para nosotros. Ahora prosigamos con el andlisis de Hamiltoniano
de trabajo.

%Véase [33], Capitulo 1, Sec. 2.
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Apéndice E

Simetrias y constricciones en
gravedad

La aportacién méas importante que dio RG fue el cambio en la concepcién del espacio-tiempo
y las simetrias que trae consigo, a saber, la independencia del espacio-tiempo de fondo y la
invariancia bajo difeomorfismos. Como ya se habia comentado en la introduccién, GCL es
una teoria que conserva las simetrias de RG y los principios de mecanica cuantica. En este
capitulo se hablara de las constricciones que tiene RG.

E.1. Simetrias

Independencia del espacio tiempo de fondo

Como se mencioné en al introduccién, la independencia del espacio-tiempo de fondo fijo sig-
nifica que no hay un escenario donde evolucionen los campos. Lo anterior equivale a decir que
una teoria independiente del espacio-tiempo de fondo es una teoria cuyos campos que definen
a la teoria junto con el espacio-tiempo, son todos dindmicos. Por ejemplo, en el caso de Chern-
Simons, el 1inico campo presente es la conexién A, la cual se trata como variable dindmica.
De igual manera, en el caso de GR, la variable dindmica que aparece en la accién de Einstein-
Hilbert es el tensor métrico; de aqui se lo que usualmente se dice en los textos, que el hecho
de que el espacio-tiempo sea dinamico equivale a la independencia del espacio-tiempo de fondo.

Invariancia bajo difeomorfismos

Existen dos tipos de invariancia ante difeomorfismos. El primero de ellos es la invariancia ante
difeomorfismo activos, la cual puede verse como aquella que se mantiene invariante bajo un
“arrastre de los campos” sobre la variedad. Debido a lo que ya se menciond anteriormente,
en una teoria independiente del espacio-tiempo de fondo todos los campos son dinamicos, si
“arrastramos” todos los campos y sus interacciones la teoria resultante seguird siendo basi-
camente equivalente, puesto que los puntos en la variedad sélo tienen importancia debido a
lo que fisicamente sucede en ellos, y si trasladamos todo el sistema (campos e interacciones)
los puntos finales seran fisicamente equivalentes a los primeros. Es en este sentido es que

75



76 APENDICE E. SIMETRIAS Y CONSTRICCIONES EN GRAVEDAD

la independencia del espacio-tiempo de fondo se traduce en la invariancia bajo difeomorfis-
mos activos. Cuando se habla de invariancia del espacio-tiempo de fondo, en realidad se est4
hablando de invariancia ante difeomorfismos activos. El segundo tipo de invariancia ante di-
feomorfismos son los pasivos, los cuales son los que se ensenan usualmente en los textos de
GR, es decir, cambios generales de coordenadas. Asi, una teoria que es invariante bajo difeo-
morfismos pasivos, es aquella que se mantiene invariante bajo transformaciones generales de
coordenadas, podemos citar como ejemplo a la teoria electromagnética. La teoria de Maxwell
descrita por la siguiente accién

1
SulA] = -7 /M F, F"d'z, (E.1)
es invariante bajo difeomorfismos pasivos, pero no bajo difeomorfismos activos.

Cuando una teoria posee ambas simetrias, se dice que la teoria posee covariancia general. Las
teorias topoldgicas son importantes en gravedad porque éstas tienen covariancia general.

Definiciones formales

Formalmente, dada una variedad M, un diferomorfismo activo ¢ es un mapeo suave invertible
de M en M. Un campo escalar T" en M es un mapeo 7' : M — R. Dado un difeomorfismo ¢
y un nuevo campo escalar T', se dird que es un difeomorfismo activo si T se transforma como

T(P)=T(¢(P)). (E.2)
Notar que las coordenadas no tienen ningin papel aqui.

Un sistema de coordenadas x en una variedad M, d-dimensional, es un mapeo invertible
y diferenciable de un conjunto abierto de M a R Dado un campo T en M, este mapeo
determina la funcién ¢t : R — R definida por t(x) = T(P(z)), llamada “el campo T en
coordendas z”. Entonces un difeomorfismo pasivo es un mapeo invertible y diferenciable ¢ :
R? — R? que define un nuevo sistema de coordenadas zo en M por z(P) = ¢(xo(P)). El
valor del campo T en coordenadas xg estd dado por

to(xo) = t(9(20)). (E-3)

Hay que tener cuidado de no confundir las ecuaciones (E.2) y (E.3), debido a la similitud que
hay entre ellas.

E.2. Constricciones

Cuando GR se escribe en la forma ADM (véase [15]), aparecen dos constricciones, la llamada
constriccion vectorial y la constriccién Hamiltoniana, las cuales estan dadas por
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1 e 1, .2
= (i L iV2 o3 200 403) .2y | o
H = 56 (7’[’ i < 5 (m})” =2 R —4¥e A) 0
H, = - Dyt 0, (E.4)

con 7% = w“ieﬂ, Ble = det(eq;), () D, 1a conexién tal que @) Dyeqi = 0y R el escalar de Ricci,
donde €}, es la tétrada y 7% es el momento conjugado de la tétrada. La importancia de estas
constricciones es la forma que tienen, H, es una constricciéon de un indice libre no polinomial y
‘H es una constriccién sin indices también no polinomial. Es importante mencionar que usando
el formalismo ADM no se ha podido cuantizar RG, asi como ninguna otra teoria a excepcién
de GCL, sin embargo, esta teoria es incompleta. Por lo tanto, la cuantizacion de RG adn es
un problema abierto en la fisica fundamental.
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