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I

Resumen

En esta tesis se realiza el análisis Hamiltoniano de una teoŕıa de gravedad en tres dimensio-
nes sin dinámica, propuesta por Viqar Husain. Se reportan las transformaciones de norma y
los paréntesis de Dirac. Además, se realizó un análisis a la teoŕıa usando el formalismo de
Faddeev-Jackiw (FJ), donde se encontraron las transformaciones de norma y se calcularon los
paréntesis generalizados de FJ. De manera alterna, se verifica que coinciden los paréntesis de
FJ con los de Dirac. Por último, se discute brevemente las similitudes y ventajas de cada uno
de estos formalismos.

Palabras clave: sistemas singulares, gravedad, análisis Hamiltoniano, análisis de Faddeev-
Jackiw, teoŕıas de norma.
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Introducción

A lo largo de la historia, los f́ısicos han desarrollado diferentes teoŕıas que aparentemente no
teńıan relación entre śı, pero posteriormente lograron unificarse. Por citar algunos ejemplos, se
tienen por separado, la electrodinámica y la mecánica Newtoniana como teoŕıas que entran en
esta categoŕıa. En particular, la unificación de esas teoŕıas se ha conseguido por las siguientes
tres razones; 1) la observación de nuevos fenómenos, 2) la consistencia matemática entre
las teoŕıas y 3) la creación de nuevos conceptos. De esta manera se dio paso a teoŕıas más
generales que tienen como casos particulares a las teoŕıas conocidas. En efecto, Sir. Isaac
Newton al publicar su obra Principios matemáticos de la filosof́ıa natural (1687), introdujo
el concepto de fuerza y escribió su ecuación de gravitación universal, con los que mostró que
la cinemática celeste descrita por las leyes de Johannes Kelpler1, y los trabajos de Galileo
Galilei2, en realidad son parte de una misma teoŕıa, lo que hoy se conoce como la mecánica
Newtoniana. Otro ejemplo lo dieron Michael Faraday y James Clerk Maxwell. Por un lado,
Faraday descubrió la inducción electromagnética en 1831 gracias a una serie de experimentos
con corrientes, con la cual encontró una relación entre el campo eléctrico y el campo magnético.
Por otro lado, Maxwell escribió matemáticamente los resultados de Faraday y dio consistencia
matemática al conjunto de ecuaciones que describen la electricidad y el magnetismo en su obra
Una teoŕıa del campo electromagnético (1865), de esta forma, se unificaron ambas teoŕıas en
una sola, actualmente conocida como electrodinámica. En adición, se dio una explicación a
los fenómenos ópticos como oscilaciones de los campos antes mencionados. Un último ejemplo
es la unificación hecha por Albert Einstein en su teoŕıa de Relatividad General (RG). Para su
desarrollo, Einstein se inspiró en el principio de Mach, el cual versa La inercia de cualquier
sistema es el resultado de su interacción con el resto del universo (1893). Después de un
arduo trabajo, pudo concluir que la materia-enerǵıa determina la forma del espacio-tiempo y
viceversa, como se puede ver en las llamadas ecuaciones de Einstein

Gµν =
8πG

c4
Tµν ,

donde Gµν el tensor de curvatura de Einstein, Tµν el tensor de enerǵıa-momento, G la cons-
tante de la gravitación universal y c la constante de la velocidad de la luz. De esta manera,
los conceptos de espacio, tiempo y materia quedan unificados en lo que se conoce como la
dinámica de la geometŕıa del espacio-tiempo. Estas tres unificaciones han mostrado ser muy
provechosas para el conocimiento humano, pues se obtuvo una explicación a observaciones

1Astronomı́a nueva (1609) para la primera y segunda ley, y Eṕıtome antronómico Coperniciano (1617-1621)
para la tercera ley.

2Principalmente por su obra Discursos y demostraciones matemáticas en torno a dos nuevas ciencias refe-
ridas a la mecánica y a los movimientos locales (1638).
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2 INTRODUCCIÓN

antes incomprensibles, se entendió que algunos fenómenos de naturaleza aparentemente dis-
tinta, en realidad son manifestación de diferentes propiedades de un mismo fenómeno y se
consiguieron predicciones que posteriormente se observaron en el laboratorio, entre otras cosas.

En este mismo contexto, a mediados del siglo XX, se hab́ıa logrado construir dos teoŕıas que
explicaban muy bien los datos experimentales de sus respectivos campos de aplicación, por
un lado estaba la Teoŕıa Cuántica de Campos (TCC) y por otro lado la RG. La primera
explica la estrucutra de la materia y los fenómenos a escalas subatómicas, y la segunda la
dinámica del cosmos y los fenómenos a grandes escalas. Sin embargo, no existe una teoŕıa
que logre unificar TCC con RG, la llamada gravedad cuántica, con la que podŕıamos estudiar
escenarios tales como el Big Bang [1]. Los f́ısicos han optado por formular gravedad cuántica
buscando consistencia matemática y conceptual entre ambas teoŕıas. No obstante, a pesar de
que se ha hecho un arduo trabajo teórico desde los años 50’s hasta el d́ıa de hoy, el problema
de la gravedad cuántica no se ha logrado resolver, sin embargo, se tienen dos propuestas que
podŕıan resolver dicho problema; una es la Gravedad Cuántica de Lazos (GCL) y la otra es la
Teoŕıa Supersimétrica de Cuerdas (TSC). GCL es una teoŕıa que busca unificar RG y mecáni-
ca cuántica, conservando sus principios y simetŕıas, en particular las simetŕıas de RG, a saber,
invariancia ante difeomorfismos e independencia de fondo [2]. La teoŕıa tiene la virtud de des-
cribir el campo gravitacional sin necesidad de recurrir a métodos perturbativos, lo cual es de
relevancia, pues conserva las simetŕıas de RG, además la teoŕıa ya ha arrojado predicciones,
como que el espacio-tiempo a la escala de Planck (10−33cm) es granular, es decir, se tienen
cuantos de área y volumen [2]. Pero aśı como GCL tiene éxitos, también tiene problemas,
pues no se ha logrado reproducir RG a bajas enerǵıas o lo que es lo mismo a distancias mucho
mayores a la escala de Planck [2]. Por otro lado, TSC es una teoŕıa que parte de la suposición
de que los objetos elementales de la naturaleza no son part́ıculas, sino pequeños objetos uni-
dimensionales llamados cuerdas, las cuales oscilan con diferentes frecuencias, asociando cada
frecuencia a una part́ıcula, entre ellas al gravitón, part́ıcula hipotéticamente portadora del
campo gravitacional. Además, la teoŕıa debe recurrir a un conjunto de hipótesis adicionales
para su consistencia, como son la existencia de 6 dimensiones espaciales extra, aśı como la
compactación de dichas dimensiones y la existencia de supersimetŕıa3. No obstante, la teoŕıa
no presenta independencia de fondo, sin embargo, hay evidencia de que existe una teoŕıa más
general que no es perturbativa, la llamada teoŕıa M , con la que podŕıa rescatarse las simetŕıas
de RG.

Podemos mencionar que existen al menos dos formas más de abordar el problema de grave-
dad cuántica; 1) obtener evidencia experimental y 2) construir una teoŕıa que extienda los
principios de la mecánica cuántica y/o RG, pero que aún aśı explique a la gravedad tanto
a nivel cúantico como clásico. Por un lado, la obtención de datos experimentales parece aún
lejana, pues no se cuenta con la tecnoloǵıa adecuada para su estudio. Sin embargo hay algunas
propuestas interesantes que podŕıan realizarse en un plazo razonable, como la posibilidad de
que la presencia de gravedad cuántica logre dispersar en vacio a fotones y neutrinos emitidos
por una explosión de rayos gamma [3, 4]. Por otro lado, la formulación de una teoŕıa que
extienda los principios de la mecánica cuántica y/o RG, es una idea que pocos cient́ıficos

3Esto puede hacer pensar al lector que la teoŕıa no es muy alentadora, pues la historia nos a enseñado que
regularmente la teoŕıa más simple suele ser la correcta, tal como ocurrió entre la relatividad especial y el éter,
sin embargo, podŕıa no ser aśı.



INTRODUCCIÓN 3

toman en serio, pero personas como Erik Verlinde (2010) apuestan a esta idea. En general, él
propone que la gravedad y la dinámica del espacio-tiempo son un fenómeno emergente debido
al principio holográfico [5], similar a como ocurre con la temperatura debido al movimiento
aleatorio de las moléculas.

Por otra parte, para resolver el problema de la gravedad cuántica desde el punto de vista de
GCL, la comunidad cient́ıfica usualmente se ha inclinado por partir de una teoŕıa de campos
clásica y posteriormente cuantizarla. El método más usado es el llamado canónico, el cual
consiste en Hamiltonizar una teoŕıa singular, para luego promover a las variables dinámicas a
operadores y finalmente cuantizar la teoŕıa. Debido a que se trabaja con una teoŕıa singular,
usualmente trae cosigo una simetŕıa muy importante, llamada simetŕıa de norma. Teoŕıas de
importancia f́ısica como la electrodinámica, RG y las teoŕıas de Yang-Mills son teoŕıas de nor-
ma, es decir, teoŕıas con una clase de equivalencia entre sus estados f́ısicos. La Hamiltonización
puede efectuarse de varias formas, la más usada es el formalismo Hamiltoniano de Dirac [6].
No obstante, es un algoritmo largo debido a que se necesita separar a las constricciones entre
primera y segunda clase, por lo que en años relativamente recientes se han dado alternativas,
tales como el formalismo simpléctico de Faddeev-Jackiw [7–9], el cual es matemáticamente
más económico que el formalismo de Dirac y se espera que sean equivalentes4.

Atendiendo este contexto, en esta tesis se aborda una teoŕıa que es un modelo de juguete,
el cual es de interés porque analiza las simetŕıas de una teoŕıa topológica, lo cual está estre-
chamente relacionado con gravedad [10–13]; es independiente de fondo y no tiene dinámica,
lo que la vincula con la constricción Hamiltoniana, que es de gran interés para la f́ısica ac-
tual, pues no se conoce mucho de ella a nivel cuántico. Además de que un modelo de juguete
puede servir como laboratorio para probar nuevos métodos e ideas f́ısicas. En este sentido, la
presente tesis se centra en estudiar los formalismos de Dirac y FJ, aśı como en la aplicación
de los mismos a una acción propuesta por Viqar Husain [14] y finalmente se comparan los
resultados de ambos formalismos. La acción propuesta por Husain, es una teoŕıa que surge
de una teoŕıa de Chern-Simon en tres dimensiones con grupo interno ISO(2), esto lleva a
tener una métrica degenerada y es necesario definir un álgebra de Lie con dos generadores y
constante cosmológica [14]. Esta acción tiene la propiedad de que su Hamiltoniano extendido
es debilmente cero, lo cual coincide con otras formulaciones que describen RG, como ADM,
Ashtekar, entre otras [15]. Esta teoŕıa no tiene dinámica en el contexto clásico, pues si se hace
una foliación a la subvariedad del espacio fase donde ocurre la dinámica del sistema y se hace
evolucionar, se obtiene el mismo estado f́ısico [14].

El presente trabajo de investigación está estructurado de la siguiente forma. En el caṕıtu-
lo uno, se explica el formalismo de Dirac, partiendo de definiciones básicas del formalismo
Lagrangiano aplicado a teoŕıa de campos hasta llegar a las transformaciones de norma y los
paréntesis de Dirac. En el caṕıtulo dos, se estudia el formalismo de FJ y al igual que en el
caṕıtulo anterior, con dicho método se estudian las transformaciones de norma y se construyen
los paréntesis generalizados de FJ. En el caṕıtulo tres se aplican los formalismos mencionados
anteriormente a la acción propuesta y finalmente en el caṕıtulo cuatro se dan las conclusiones.

4Regularmente son equivalentes, sin embargo, al desarollar el marco teórico del método, formalmente existe
ambiguedad en la equivalencia.
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Además se tiene un conjunto de apéndices donde se explica la matemática esencial para esta
tesis, la cual posiblemente no sea conocida por estudiantes de licenciatura.

Finalmente es importante mencionar que del presente trabajo se obtuvo una publicación en
la revista Annals of Physcis [16].



Caṕıtulo 1

Formalismo de Dirac-Bergmann

1.1. Definiciones y resultados elementales

El concepto de densidad Lagrangiana es el śımil de Lagrangiana para un sistema continuo.
Aśı, la densidad Lagrangiana local queda definida por la funcional1

L = L

(
t, qn(t),

dqn(t)

dt

)
→ L = L(x,Φ(x), ∂µΦ(x)) , (1.1)

donde x denota el conjunto de coordenadas que describen a la variedad, el sub́ınidice µ =
0, ..., 3 corre sobre el número de parámetros y Φ es un campo tensorial definido sobre una
variedad Pseudoriemanniana orientada2 espacio-temporal M. En este trabajo L depende so-
lo de derivadas de primer orden, pero en general puede depender de derivadas de cualquier
orden. Una diferencia importante respecto al caso discreto, es que ahora las coordenadas ge-
neralizadas son cada una de las componentes del campo.

Llamaremos Lagrangiana a la integral sobre el espacio de la densidad Lagrangiana

L =

∫
L(x,Φ(x), ∂µΦ(x))d3x, (1.2)

sin embargo, en la práctica es común que L no dependa de x expĺıcitamente.

Para un campo tensorial Φa, se define la acción local como3

S[Φa(x)] ≡
∫
D
L(Φa(x), ∂µΦa(x))d4x =

∫
dtL , (1.3)

1Comentemos dos cosas. Uno, a lo largo de la tesis, llamaremos de manera indistinta Lagrangiana tanto a la
densidad Lagrangiana como a la Lagrangiana en śı. Dos, a manera de transición, los campos pueden ser vistos
como una descripción puntual y discreta de n part́ıculas en el ĺımite cuando n→∞ (véase [17], Caṕıtulo 13),
donde cada part́ıcula tiene al menos un grado de libertad y por consiguiente, desde este punto de vista, un
campo tiene infinitos grados de libertad.

2Véase Apéndice C.
3Comentemos dos cosas. Uno, hay formas más generales de definir a la acción, véase por ejemplo [18, 19],

pero usualmente esta es la que se usa en la literatura. Dos, esta ecuación se cumple siempre que las coordenadas
x sean ortogonales, si no es aśı, el factor faltante para el diferencial de volumen se incluye impĺıcitamente en
el diferencial.
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6 CAPÍTULO 1. FORMALISMO DE DIRAC-BERGMANN

donde el sub́ındice a = 1, 2, .., N y µ = 0, · · · , 3. Aplicando el principio variacional, las ecua-
ciones de Euler-Lagrange (E-L) para acciones locales, están dadas por4

δS

δΦa
= ∂µ

(
∂L

∂(∂µΦa)

)
− ∂L
∂Φa

= 0. (1.4)

Supondremos que la variedad M se puede descomponer como Σ × R, es decir, en una parte
espacial y una temporal, de esta forma, podemos reescribir las ecuaciones (1.4) en términos
de derivadas variacionales como

δS

δΦa
=
δ0L
δΦa
− d

dt

δ0L

δ
�

Φa

= 0, (1.5)

donde el sub́ındice 0 denota que es a tiempo fijo.

Al desarrollar la derivada de la ecuación 1.4, encontramos que la matriz Hessiana queda
definida como

Hab =
∂2L

∂(∂µΦa)∂(∂µΦb)
. (1.6)

Si detHab 6= 0 se dirá que es un sistema regular, de lo contrario se dirá que es un sistema
singular, que es el caso de interés para nosotros.

Definición 1.1 Definimos a la densidad de momento generalizado como

P a(x) ≡ ∂L(Φa(x), ∂µΦa(x))

∂
�
Φa(x)

. (1.7)

Aplicando la transformada de Legendre a la Lagrangiana, con P a y
�
Φa las variables conjuga-

das, obtenemos la densidad Hamiltoniana

H ≡
[
�
ΦaP

a − L
]

�
Φa=Va

, (1.8)

aśı

H = H(Φa(x), ∂iΦa(x), P a(x)), (1.9)

donde el sub́ındice i = 1, 2, 3 corre sobre las coordenadas espaciales.

Llamaremos Hamiltoniana ó Hamiltoniano canónico a la integral sobre el espacio de la densi-
dad Hamiltoniana

H =

∫
H(Φa(x), ∂iΦa(x), P a(x))d3x. (1.10)

4Véase [17], Caṕıtulo. 13.
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De esta forma, usando (1.8) y comparando las derivadas variacionales, las ecuaciones de
movimiento en el formalismo Hamiltoniano están dadas por5

�
Φa =

∂H
∂P a

, (1.11)

�
P a = − ∂H

∂Φa
+ ∂i

(
∂H

∂(∂iΦa)

)
, (1.12)

si se reescriben en términos de derivadas variacionales, las ecuaciones (1.11) y (1.12) toman
la forma6

�
Φa =

δH
δP a

,
�
P a = − δH

δΦa
, (1.13)

además, usando la definición de paréntesis de Poisson, dada por

Definición 1.2 Sean F ,G dos funcionales que dependen de Φa(x) y P a(x), se define el
paréntesis de Poisson de F y G como

{F(x),G(y)} ≡
∫ [

δF(x)

δΦa(z)

δG(y)

δP a(z)
− δF(x)

δP a(z)

δG(y)

δΦa(z)

]
d3z. (1.14)

De esta forma, usando la definición 1.14, las ecuaciones de Hamilton (1.11) y (1.12) se rees-
criben como7

�
Φa = {Φa,H}, (1.15)

�
P a = {P a,H}, (1.16)

y en general para una funcional F que depende de Φa, ∂iΦa y P a, su evolución temporal está
dada por

�
F = {F,H}. (1.17)

1.2. Sistemas singulares

Para sistemas singulares existen ciertas relaciones que se obtiene directamente de (1.7), lla-
madas constricciones primarias y tales relaciones tienen la forma

ϕm1 (Φa, ∂iΦa, P
a) ≈ 0, (1.18)

donde Φa es alguno de los N campos tensoriales, m = 0, ...,M , con M 6 N y se ha usado el
śımbolo ≈ en vez del śımbolo =, para indicar que las relaciones son cero solo sobre la superficie
de constricciones, de lo cual se habla algunas ĺıneas más abajo. Notar que estas constricciones

5Véase [17], Caṕıtulo 13.
6Véase ecuación (B.19) y (B.20) de Apéndice B.
7En el Apéndice B se hacen todos los cálculos.
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definen al sistema en cuestión, de igual forma a como las constricciones de un sistema de
part́ıculas lo hacen en mecánica clásica de sistemas regulares8.

Estas constricciones definen una subvariedad llamada superficie de constricciones primarias.
Notemos que hay solo M ′ 6M contricciones independientes9, pues es posible que algunas de
ellas dependan de las otras, por lo que la subvariedad tiene dimensión M ′. Si la subvariedad
original en el espacio de configuraciones es de dimensión N , al existir constricciones tendremos
una variedad en el espacio fase de dimensión 2N −M ′, por lo que no hay una relación uno a
uno entre ambos espacios.

Para saber el número de constricciones primarias independientes, es suficiente con calcular el
rango de la matriz Hessiana Hab

rango (Hab) = N −M ′, (1.19)

pues si hay una constricción, abrá al menos una
�
Φa que no pueda invertirse y por ende una

función multivaluada de variable
�
Φa, o lo que es lo mismo se puede encontrar una relación

funcional entre alguna de las
�
Φa y otra de ellas.

A la superficie de constricciones primarias se les impone la condición de que su dimensión
M ′ no cambie conforme el sistema evoluciona, pues de ser aśı, habŕıa ambigüedad en las
contricciones y el sistema no quedaŕıa bien definido. Formalmente lo que se pide es lo que se
llama condiciones de regularidad, las cuales están dadas por

rango

(
∂ϕm

∂(Φa, ∂iΦa, P a)

)
= M ′ = cte. (1.20)

1.2.1. Hamiltoniano primario

El Hamiltoniano canónico se tiene que redefinir cuando hay constricciones por el hecho de

que no es posible despejar todas las
�
Φa. A continuación deduciremos un hamiltoniano que es

adecuado para sistemas con constricciones primarias10. Consideremos el siguiente conjunto de
ecuaciones11

P Va =
∂Lv

∂Va
,

�
Φa = Va, (1.21)

donde el supeŕındice v significa que se ha sustituido
�
Φa por Va.

8Tomemos un ejemplo básico de mecánica para aclarar la idea: un péndulo de masa m y longitud l. Este
tiene como constricción que la longitud l = cte, notar que sin esta condición se pierde la naturaleza del propio
sistema, pues si l vaŕıa como l(t) = Θ(t0− t)l0(1− t) con Θ la función escalón de Heaviside, en algún momento
nos quedaremos sin péndulo y por ende perdeŕıamos la naturaleza oscilante del sistema.

9Las constricciones dependientes no siempre es fácil hallarlas y en algunos casos es imposible debido a
obstrucciones topológicas. En caso de que se tengan, se dice que el sistema es reducible.

10Esta deducción se extrajo de la referencia [20], Caṕıtulo 2.

11Las Va no necesariamente son
�
Φa expresadas en términos de variables del espacio fase.
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Por otro lado, observemos que las ecuaciones de E-L (1.4) se pueden separar como

∂0

(
∂L

∂(∂0Φa)

)
+ ∂i

(
∂L

∂(∂iΦa)

)
− ∂L
∂Φa

= 0, (1.22)

dado que el primer término es
�
P , podemos expresar las ecuaciones de E-L en la siguiente

forma

�
P
Va

=
∂Lv

∂Φa
− ∂i

(
∂Lv

∂iΦa

)
. (1.23)

Definamos una función que tiene la misma forma a una transformada de Legendre

H∗ ≡ P VaVa − Lv, (1.24)

esta función depende de H∗ = H∗(Φa, ∂iΦa, P
Va , Va), pues existen Va que no pueden expre-

sarse en términos de Φa, ∂iΦa y P Va . Ahora tomemos dH∗, por un lado

dH∗ = P VadVa + VadP
Va −

(
∂Lv

∂Φa
dΦa +

∂Lv

∂(∂iΦa)
d(∂iΦa) +

∂Lv

∂Va
dVa

)
, (1.25)

por otro lado

dH∗ =
∂H∗

∂Va
dVa +

∂H∗

∂P Va
dP Va +

∂H∗

∂Φa
dΦa +

∂H∗

∂(∂iΦa)
d(∂iΦa), (1.26)

entonces

∂H∗

∂Va
= P Va − ∂Lv

∂Va
,

∂H∗

∂Φa
= −∂L

v

∂Φa
,

∂H∗

∂P Va
= Va, (1.27)

∂H∗

∂(∂iP Va)
= − ∂Lv

∂(∂iΦa)
, (1.28)

sustituyendo la ecuación (1.21-1) en (1.27-1), la ecuación (1.21-2) en (1.27-3) y la ecuación
(1.23) en (1.27-2) obtenemos

∂H∗

∂Va
≈ 0,

∂H∗

∂Φa
= −

�
P
Va

− ∂i
(

∂Lv

∂(∂iΦa)

)
,

∂H∗

∂P Va
=
�
Φa, (1.29)

donde la primera ecuación es cero solo en la supericie de constricciones. Si además derivamos
(1.28) como sigue

∂i

(
∂H∗

∂(∂iΦa)

)
= −∂i

(
∂Lv

∂(∂iΦa)

)
, (1.30)

sustituyendo esta ecuación en (1.29) se obtiene
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∂H∗

∂Va
≈ 0,

�

P Va = −∂H
∗

∂Φa
+ ∂i

(
∂H∗

∂(∂iΦa)

)
,

�
Φa =

∂H∗

∂P Va
. (1.31)

Notar que dos de estas ecuaciones tienen la misma forma que las ecuaciones de Hamilton,
entonces, al igual que en el caso regular, podemos reescribir estas ecuaciones en términos de
paréntesis de Poisson

∂H∗

∂Va
≈ 0,

�
P
Va

= {P Va ,H∗},
�
Φa = {Φa,H∗}. (1.32)

Ahora separemos las N velocidades en l velocidades resolubles y M que no lo son de la
siguiente forma

Vr = Vr, r = 1, · · · , l, (1.33)

um = Vl+m, m = 1, · · · ,M. (1.34)

Al sustituir ambas V ′s en H∗ y fijándonos en la primera ecuación de (1.32), obtenemos

∂H∗

∂um
≈ 0, (1.35)

pues para Vr, la última ecuación de (1.32) es resoluble y por tanto ∂H∗
∂Vr

es idénticamente cero.

Consideremos las Va que se pueden escribir como Va = V a(Φm,Π
m, um). Denotaremos F |Va=Va

como F , con F = F (Va). Notar que al sustituir Va en (1.35), no hay dependencia de um pues
si aśı fuera tendŕıamos el caso de Vr, aśı

∂H∗

∂um
= Πm − ∂Lv

∂um
= ϕm1 , (1.36)

donde la última igualdad es posible por identificación de las constricciones ϕm1 definidas en la
sección anterior.

Aśı, después de hacer la sustitución mencionada, la ecuación (1.32) toma la forma

ϕm1 ≈ 0,
�

P Va = {P Va ,H∗},
�
Φa = {Φa,H

∗}. (1.37)

Observar que

Va
∂H∗

∂Va
= VaP

a − Va
∂Lv

∂Va
⇔ VaP

a = Va
∂H∗

∂Va
+ Va

∂Lv

∂Va
, (1.38)

entonces

H∗ = Va
∂Lv

∂Va
+ Va

∂H∗

∂Va
− Lv, (1.39)

luego
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H∗ =
∂Lv

∂Va
Va − L

v
+ Va

∂H∗

∂Va
, (1.40)

sin embargo

H =
∂Lv

∂Va
Va − L

v
, (1.41)

aśı

H∗ = H+ Va
∂H∗

∂Va
+ um

∂H∗

∂um
, (1.42)

como H∗ no depende de Va, entonces

H1 = HC + umϕ
m
1 , (1.43)

donde renombramos aH porHC , pues a lo largo del formalismo aparecerán más Hamiltonianos
y es importante reconocer al canónico. A este nuevo Hamiltoniano se le llama Hamiltoniano
primario y lo denotaremos por H1. Notemos que (1.37) son las ecuaciones de movimiento de
H1.12 A las um se les llama multiplicadores de Lagrange debido a la similitud en la forma
de la ecuación y el contexto del problema con el método para hallar puntos extremos de una
funcional sujeta a alguna restricción.

De manera análoga al caso no degenerado, para cualquier funcional F que depende de Φ′s, ∂Φ′s

y P ′s, se tiene que
�
F = {F,H1}. Esta ecuación se puede simplificar usando las propiedades

del paréntesis de Poisson

�
F = {F,H1}

= {F,HC}+ {F, umϕm1 }
= {F,HC}+ um{F,ϕm1 }+ {F, um}ϕm1 , (1.44)

donde se usó la propiedad [I] de la sección B.3.1 en la segunda igualdad y la propiedad [III]
de la misma sección en la tercera igualdad.

Dado que una de las ecuaciones de movimiento de H1 exige que ϕm1 ≈ 0, entonces sobre la
superficie de constricciones se tiene que

�
F = {F,HC}+ um{F,ϕm1 }. (1.45)

Es posible que al evolucionar en el tiempo a las constricciones primarias, emerjan más res-
tricciones, es por ello que se necesita analizar más a detalle este caso.

12También es posible deducir las ecuaciones de movimiento usando el principio variacional, donde la acción

está dada por S1(Φa, ∂iΦa, P
a, um) =

∫
D

(
�
ΦaP

a −HC − umφm1 )d4x.
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1.2.2. Constricciones secundarias

Comencemos esta sección demostrando el siguiente resultado

Proposición 1.1 Sea F una función del espacio fase tal que es cero sobre la superficie de
constricciones ϕm ≈ 0, con todas las constricciones independientes entre śı, entonces

F = fmϕ
m, (1.46)

para algunas funciones fm.

Prueba.

Dado que es posible elegir localmente constricciones independientes ϕm como las primeras
coordenadas de un sistema coordenado (ym, xα) con ym ≡ ϕm, entonces se tiene sobre la
superficie de constricciones

0 = F (0, x), (1.47)

aśı

F (y, x) =

∫ 1

0

d

dt
F (tym, x)dt

= ym
∫ 1

0

d

dm
F (tym, x)dt

= fmφ
m, (1.48)

con13

fm =

∫ 1

0

d

dm
F (tym, x)dt. (1.49)

con esto, damos por terminada la prueba.

Tal como sucede con la mecánica de part́ıculas de sistemas regulares, exigimos que las cons-
tricciones primarias ϕm1 no tengan evolución temporal, a esto se le conoce como condiciones
de consistencia, aśı

�
ϕ
n

1 = {ϕn1 ,HC}+ um{ϕn1 , ϕm1 } ≈ 0, (1.50)

esta condición permite hallar el valor expĺıcito de algunos multiplicadores de Lagrange um,
como se verá en las siguientes ĺıneas. Definamos

hn ≡ {ϕn1 ,HC}, (1.51)

Wnm ≡ {ϕn1 , ϕm1 }. (1.52)

De esta manera, tenemos cuatro posibles escenarios

13Esta es solo una prueba local, para una prueba global véase [6] Caṕıtulo. 1.
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[I] Si hn 6= 0 y det(Wnm) 6= 0, entonces el sistema es invertible y se pueden conocer todas
las um

um = −hn(Wnm)−1. (1.53)

Sustituyendo (1.53) en (1.45)

�
F = {F,HC} − {F,ϕm1 }({ϕm1 , ϕn1})−1{ϕn1 ,HC} ≡ {F,HC}D, (1.54)

se define un nuevo paréntesis llamado paréntesis de Dirac, del cual se hablará más
adelante. Hay que notar que si encontramos todos los multiplicadores, el sistema tiene
evolución única.

[II] Si hn 6= 0 y det(Wnm) = 0. Sea r = rango(Wnm), entonces Wnm tendrá vectores nulos
Ua, con a = 1, · · · ,M − r, con los cuales tenemos que

WnmUan ≈ 0, (1.55)

luego, contrayendo (1.50) con los vectores nulos Ua y usando la ecuación (1.55), obtene-
mos que

hnUan ≈ 0, (1.56)

entonces, en caso de que no sean vectores trivialmente nulos, pueden surgir nuevas
relaciones llamadas constricciones secundarias

ϕm2
′ ≈ 0, m′ = M + 1, · · · , L′. (1.57)

Donde la igualdad débil hace referencia a una nueva superficie de constricciones, pero
no se hará distinción con la superficie de constricciones primarias para evitar demasiada
notación.

[III] Si hn = 0 y det(Wnm) = 0, el sistema tiene M − r soluciones no triviales y el resto
triviales.

[IV] Si hn = 0 y det(Wnm) 6= 0, el sistema solo tiene soluciones triviales.

A las constricciones secundarias se les exige que igualmente se conserven en su evolución
temporal, pero ahora tanto con las constricciones primarias como con las secundarias14, esto
es

14Se puede exigir que solo se conserven respecto a las constricciones primarias, pero se hace respecto a todas
las constricciones dado que tomamos la conjetura de Dirac como cierta (véase el final de la Sección 1.85).
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�
ϕ
n′2

= {ϕn2
′,HC}+ um{ϕn2

′, ϕm}
S2≈ 0, (1.58)

con S2 la superficie definida por la intersección de la superficie de constricciones primarias
con la superficie de constricciones secundarias.

Haciendo un análisis análogo al del Hamiltoniano primario se obtiene un nuevo Hamiltoniano,
llamado Hamiltoniano secundario, definido por

H2 ≡ HC + umϕ
m, (1.59)

cuyas ecuaciones de movimiento son

ϕm
S2≈ 0,

�
F = {F,H2}. (1.60)

con m = 1, · · · ,M,M + 1, · · · , L′.

Ahora se tiene el mismo escenario del principio de esta sección, en caso de encontrar nuevas
constricciones (llamadas terciarias) se repite el proceso nuevamente y aśı consecutivamente
hasta ya no encontrar más constricciones nuevas. Luego del proceso mencionado, se tendrá el
siguiente Hamiltoniano

HL ≡ HC + uµϕ
µ, (1.61)

ϕµ
S
≈ 0,

�
F = {F,HL}, (1.62)

donde ϕµ es el conjunto de todas las constricciones encontradas, cuyo número total es L =
M + L′ + L′′ + · · ·+ L(l) y S denota la intersección de todas las superficies de constricción y
µ = 1, · · · , L. Al conjunto de constricciones secundarias, terciarias, etc. se les llamará simple-
mente secundarias, pues en este formalismo no es relevante su distinción.

1.2.3. Condiciones sobre los multiplicadores

Hay que observar que la solución a los multiplicadores de Lagrange no es única, pues

�
ϕ
ν

= {ϕν ,HC}+ uµ{ϕν , ϕµ}
S
≈ 0, (1.63)

es un conjunto de ecuaciones lineales no homogéneas, entonces, en general los multiplicadores
de Lagrange tienen la forma

uµ = Uµ + Vµ, (1.64)

donde Uµ es una solución particular y Vµ es la solución general de la ecuación homogénea

Vµ{ϕν , ϕµ}
S
≈ 0, (1.65)

la cual, en general es una combinación lineal de soluciones linealmente independientes de la
parte homogénea, entonces
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uµ = Uµ + vcV
c
µ , (1.66)

donde vc son funciones arbitrarias, pues no se les impuso ninguna condición, µ = 1, · · · , L y
c = 1, · · · , A con A 6 L. Esta arbitrariedad tiene mucho que ver con una simetŕıa importante
llamada simetŕıa de norma, de lo cual se hablará más adelante.

Observar que las funciones vc aparecen solo en los casos [II] y [III] de la sección 1.2.2.

1.2.4. Hamiltoniano total

Notemos que al sustituir los multiplicadores (1.66) en (1.61) obtenemos

HL = HC + (Uµ + vcV
c
µ )ϕµ, (1.67)

HL = H′ + vcϕ
c ≡ HT , (1.68)

con

H′ ≡ HC + Uµϕ
µ, (1.69)

ϕc ≡ V c
µϕ

µ, (1.70)

y µ = 1, · · · , L. A este nuevo hamiltoniano se le llama Hamiltoniano total.

De esta forma, las ecuaciones de movimiento sobre la superficie de constricciones toman la
forma

�
F = {F,H′}+ vc{F,ϕc} = {F,HT }, (1.71)

aśı, las ecuaciones de movimiento del sistema tienen una parte totalmente determinada y una
parte arbitraria por la presencia de los coeficientes va.

1.3. Teoŕıas de norma

Es importante mencionar que se tiene dos significados para el término teoŕıa de norma. Para
la f́ısica de part́ıculas elementales, una teoŕıa de norma es aquella que puede ser expresada en
términos de conexiones valuadas en el álgebra de Lie de algún grupo, al cual se le llama grupo
de simetŕıa, que deja invariante la acción al actuar sobre esta. Aqúı se definirá una teoŕıa de
norma como aquella que posee las llamadas transformaciones de norma, que al ser aplicadas
a las ecuaciones de movimiento y a la acción extendida las deja invariantes.
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En la sección 1.2.2 se vio que si se determinan todos los multiplicadores de Lagrange, el siste-
ma evoluciona sin ambigüedad alguna, tal como sucede en los sistemas regulares. Sin embargo,
si no pueden determinarse todos los multiplicadores, existe una arbitrariedad en la evolución
del sistema como se mostró en la sección 1.2.3. Un ejemplo bastante conocido de teoŕıa de
norma, es la transformación encontrada en los potenciales de electrodinámica clásica, a saber
A′µ = Aµ + ∂µξ. Esta transformación no modifica las ecuaciones de movimiento del sistema,
∇µFµν = 0, con Fµν = ∇µAν−∇νAµ15. Para este caso, se pueden hallar las transformaciones
fácilmente, pero para teoŕıas más complicadas las transformaciones no son evidentes.

En las siguientes secciones se mostrará que los generadores de las transformaciones de nor-
ma son combinaciones lineales de unas constricciones llamadas constricciones de primera clase.

1.3.1. Constricciones de primera y segunda clase

El conjunto de constricciones ϕµ contiene todas las constricciones que posee el sistema, sin
embargo, no siempre estas transformaciones son las adecuadas para describir la evolución del
sistema. Para ello definamos las constricciones de primera y segunda clase.

Definición 1.3 Sea F una funcional del espacio fase. Diremos que es de primera clase si

{F,ϕµ}
S
≈ 0, (1.72)

con µ = 1, · · · , L.

Si F no cumple con la condición anterior se dirá que es de segunda clase. En la literatura se
denota a las constricciones de primera y segunda clase como γ y χ respectivamente.

Notar que por la proposición 1.1, las constricciones de primera clase toman la forma

{F,ϕµ} = fρρϕ
µ S≈ 0. (1.73)

Ahora demostraremos tres resultados muy importantes.

Proposición 1.2 Las constricciones ϕc = V c
µϕ

µ definidas en la ecuación (1.69), son de
primera clase.

Prueba.

{ϕc, ϕµ} = {V c
ν ϕ

ν , ϕµ}
= V c

ν {ϕν , ϕµ}+ {V c
ν , ϕ

µ}ϕν
S
≈ V c

ν {ϕν , ϕµ}, (1.74)

donde se usó la regla de Leibniz (propiedad [III] de la sección B.3.1) en la segunda igualdad
y en la tercera igualdad se usó la igualdad débil de las constricciones ϕµ. Dado que V c

ν es la
solución de la ecuación (1.65), podemos concluir que

15Véase [21], Parte 1, Caṕıtulo 5 y Parte 1, Caṕıtulo 6
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{ϕc, ϕµ}
S
≈ 0. (1.75)

Proposición 1.3 El Hamiltoniano H′ = HC + Uµϕ
µ definido en la ecuación (1.70) es de

primera clase.

Prueba.

Partiendo de (1.63) y sustutiyendo (1.64)

0
S
≈ {ϕν ,HC}+ uµ{ϕν , ϕµ}
= {ϕν ,HC}+ Uµ{ϕν , ϕµ}+ Vµ{ϕν , ϕµ}, (1.76)

usando (1.65)

0
S
≈ {ϕν ,HC}+ Uµ{ϕν , ϕµ}
= {ϕν ,HC}+ {ϕν , Uµϕµ} − {ϕν , Uµ}ϕµ
S
≈ {ϕν ,HC}+ {ϕν , Uµϕµ}
= {ϕν ,H′}, (1.77)

donde se usó la la regla de Leibniz (propiedad [III] de la sección B.3.1) en la segunda igualdad,
en la tercera igualdad se usó la igualdad débil de las constricciones ϕµ y en la cuarta igual-
dad se usó la linealidad (propiedad [I] de la sección B.3.1).Con esto, damos por terminada la
prueba.

De estos dos resultados, es evidente que HT definido en la sección 1.2.4, está conformado de
sólo constricciones de primera clase.

Proposición 1.4 El paréntesis de Poisson de dos cantidades de primera clase es una canti-
dad de primera clase.

Prueba

Sean F y G dos cantidades de primera clase, {F,ϕµ} = fρρϕ
µ y {G,ϕµ} = gρρϕ

µ. Conside-
remos {{F,G}, ϕµ} y usemos la identidad de Jacobi, propiedad [IV] de la sección B.3.1

{{F,G}, ϕµ} = {{F,ϕµ}, G} − {{G,ϕµ}, F}
= {fρρϕµ, G} − {gρρϕµ, F}
= fρρ{ϕµ, G}+ {fρρ, G}ϕµ − gρρ{ϕµ, F} − {gρρ, F}ϕµ

= (fµρg
ρ
α − gµρfρα)ϕα + ({fµρ, G} − {gmuρ, F})ϕµ

S
≈ 0, (1.78)

donde en la tercera igualdad se usó la regla de Leibniz (propiedad [III] de la sección B.3.1) y
en última igualdad se hizo uso de la proposición 1.1 de la sección 1.2.2.
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1.3.2. Separación de constricciones de primera y segunda clase

Determinar si una constricción es de primera clase o no, no siempre es una tarea sencilla,
pues podŕıa tomarse cada una de las constricciones primarias y secundarias y calcular los
paréntesis entre cada una de ellas y determinar cuáles son de primera y cuáles de segunda,
sin embargo esto no es correcto, pues en general éstas son combinaciones de constricciones
primarias y secundarias16.

Proposición 1.5 Sea {ϕµ} el conjunto de constricciones primarias y secundarias de un sis-
tema singular, y sea la matriz W = {ϕα, ϕβ} con ϕα, ϕβ ∈ {ϕµ} tal que det(W) = 0, entonces
el sistema tiene al menos una constricción de primera clase.

Prueba.

Dado que det(W) = 0, el rango de W es R < L =dimension de W y la nulidad es L − R,
entonces existen L−R vectores nulos ωi tales que

ωiα{ϕα, ϕβ}
S
≈ 0, (1.79)

usando las propiedades del paréntesis de Poisson y el hecho de que ϕα
S
≈ 0, se obtiene que

{ωiαϕα, ϕβ}
S
≈ 0, (1.80)

esta ecuación cumple con la definición (1.72), por lo tanto

ωiαϕ
α, (1.81)

con i = 1, · · · , L−R son constricciones de primera clase17.

Notar que al demostrar que existen L−R constricciones de primera clase, también se demostró
que existen R constricciones de segunda clase.

Dado que se pueden redefinir las constricciones ϕα como Aαβϕ
β18 con Aαβ una matriz anti-

simétrica e invertible, es posible hacer que la matriz W tome la forma19

16Se debe aclarar que en muchos libros y art́ıculos es común encontrar ejemplos donde no sea necesario el
proceso de separación, por lo que se puede llevar una falsa impresión de esta parte del formalismo.

17Notar que las constricciones no pueden ser de otra forma, pues este conjunto ya contiene todas las cons-
tricciones de primera clase.

18Esto es posible porque siempre podemos cambiar de sistema coordenado, ver Apéndice A.
19Algunas veces es más fácil hacer esta redefinición varias veces hasta obtener la matriz deseada.
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W =

ϕ0(x)
ϕ1(x)

...
ϕL(x)

ϕ0(y) ϕ1(y) ... ϕL(y)
{ϕ0, ϕ0} {ϕ0, ϕ1} . . . {ϕ0, ϕL}
{ϕ1, ϕ0} {ϕ1, ϕ1} . . . {ϕ1, ϕL}

...
...

. . .
...

{ϕL, ϕ0} {ϕL, ϕ1} . . . {ϕL, ϕL}



→ γi(x)
χα(x)

γj(y) χβ(y)(
0 0
0 Cαβ

)
,

donde

Cαβ ≡ {χα(x), χβ(y)}, (1.82)

es antisimétrica e invertible20. Es importante observar que la dimensión de C es par21.

Con esto se han separado las constricciones de primera clase de las de segunda y además
se han expresado en una matriz muy simple, sin embargo, esta matriz no es única, pues es
posible hacer otra redefinición con la que se obtenga el mismo resultado.

1.3.3. Transformaciones de norma

Una vez encontrada la subvariedad donde evoluciona el sistema, podemos elegir cualquier
terna (Φ′s, ∂iΦ

′s, P ′s) sobre la superficie, la cual representa un estado f́ısico del sistema, sin
embargo, en las ecuaciones de movimiento (1.71) es necesario especificar los coeficientes arbi-
trarios v’s, por lo que no existe una única terna (Φ′s, ∂iΦ

′s, P ′s) que especifique algún estado
posterior al estado inicial. De esta forma, hay un conjunto de ternas (Φ′s, ∂iΦ

′s, P ′s) que
corresponden al mismo estado (ver Figura 1.1) y entonces cobra relevancia saber identificar
dichos estados.

Para identificar el conjunto de estados equivalentes entre śı, hagamos una expansión en serie
de Taylor de F = F (Φ, ∂iΦ, P ) y observemos sólo la parte temporal hasta derivadas de primer
orden22.

20Es invertible porque la dimensión de C es igual al rango de W
21Si R fuese impar, entonces det(C) = det(Ct) = det(−C) = det(−I)det(C) = (−1)Rdet(C), pero R es

impar, entonces det(C) = −det(C) ⇐⇒ det(C) = 0, ¡pero eso contradice que sea invertible!. Es importante
comentar que este resultado es sólo para sistemas bosónicos.

22El śımbolo ∼= denota aproximación, mientras que el śımbolo
S
≈ denota igualdad sobre la superficie de

constricciones.
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Figura 1.1: transformación de norma sobre la superficie de constricciones.

⇒ F (t+ δt) ∼= F (t) +
�
Fδt

S
≈ F (t) + {F,HT }δt
= F (t) + {F,H′}δt+ vc{F,ϕc}δt, (1.83)

donde se usó la ecuación (1.71) en la segunda y tercer igualdad. Luego, si consideramos
otra función F ′ que difiere de F solo en los coeficientes vc por vc

′, es decir, F ′(t + δt) =
F (t)+{F,H′}δt+vc′{F,ϕc}δt, y luego se comparan, obtenemos las transformaciones buscadas,
es decir

δF (t+ δt) ≡ F (t+ δt)− F ′(t+ δt) = δt(vc − vc′){F,ϕc}, (1.84)

δF (t+ δt) = εc{F,ϕc}
S
≈ {F, εcϕc}, (1.85)

con

εc ≡ δt(vc − vc′). (1.86)

Estas tranformaciones se llaman transformaciones de norma, las cuales no modifican el estado
f́ısico del sistema y a las funcionales

εcϕ
c, (1.87)

se les llama generadores de norma.

Es relevante mencionar que en principio los coeficientes v′s dependen de Φ’s, ∂iΦ’s, P ’s y t,
sin embargo, regularmente se usa que dependen unicamente del tiempo.

Las constricciones de primera clase están muy relacionadas con las tranformaciones de norma.
Recapitulemos los resultados. Por la proposición 1.2, sabemos que φc son constricciones de
primera clase y por la proposición 1.4, el paréntesis de dos constricciones de primera clase,
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también es de primera clase, en particular, si ϕµ y ϕνson constricciones de primera clase, en-
tonces {ϕµ, ϕν} es primera de clase. Se puede demostrar que {ϕµ, ϕν} genera transformaciones
de norma23

δF = εµην{F, {ϕµ, ϕν}}. (1.88)

Se debe mencionar que existen constraejemplos sin relevancia f́ısica donde se muestra que no
todas las constricciones secundarias de primera clase generan transformaciones de norma24

y precisamente por ello se tomará como cierta la conjetura de Dirac (1991), que dice que la
evolución temporal de constricciones primarias de primera clase genera constric-
ciones secundarias de primera clase.

1.3.4. Paréntesis de Dirac

La utilidad de las constriccines de segunda clase radica en definir el paréntesis de Dirac y tra-
bajar la evolución del sistema con este nuevo paréntesis como se verá en la siguiente sección.
Este paréntesis se definió en la ecuación (1.54), sin embargo, la forma en que se definió este
paréntesis no puede hacerse exactamente igual si existen constricciones de primera clase, en
dado caso, se toman en cuenta sólo las constricciones de segunda clase.

Dado que la matŕız Cαβ (1.82) es invertible, definimos el paréntesis de Dirac como

Definición 1.4 Sean F y G dos funcionales del espacio fase, definimos el paréntesis de Dirac
como

{F,G}D ≡ {F,G} − {F, χα}Cαβ{χβ, G}. (1.89)

donde Cαβ es la matriz inversa de Cαβ definida en la ecuación (1.82).

Este paréntesis tiene las siguientes propiedades25

23La demostración consiste en sustituir cuatro veces seguidas tranformaciones de norma de la siguiente
manera

F1 ≡ F + εa{F,ϕa}.
F2 ≡ F1 + ηb{F1, ϕ

b}.
F3 ≡ F2 − εc{F2, ϕ

c}.
F4 ≡ F3 − ηd{F3, ϕ

d}.

Despreciando terminos cuadráticos en ε y η, se puede escribir F4 como

F4 = F + ηaεb{F, {ϕa, ϕb}}.
De esta forma

δF4 = (ηaεb − η′aε′b){F4, {ϕa, ϕb}}.

24Véase [6] Caṕıtulo 1, pag. 19.
25Estas propiedades se pueden probar fácilmente directamente de la definición.
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[I] Linealidad: {E,αF + βG}D = α{E,F}D + β{E,G}D.

[II] Antisimetŕıa: {E,F}D = −{F,E}D.

[III] Regla de Leibniz: {E,FG} = {E,F}DG+ F{E,G}D.

[IV] Identidad de Jacobi: {E, {F,G}D}D + {G, {E,F}D}D + {F, {G,E}D}D = 0.

que son las propiedades que cumple el paréntesis de Poisson. Además cumple con las
siguientes tres propiedades más

[V] Para toda F : {χα, F}D = 0.

[VI] Para G primera clase y cualquier F : {F,G}D
S
≈ {F,G} .

[VII] Para E y F primera clase y cualquier G: {G, {E,F}D}D
S
≈ {G, {E,F}}.

1.3.5. Hamiltoniano extendido

Hasta ahora hemos tratado la evolución del sistema con el Hamiltoniano total, que aunque
contiene todas las constricciones, no es el Hamiltoniano más útil para manejar con facilidad
las simetŕıas de norma. Por esta razón definimos el Hamiltoniano extendido como

HE ≡ H+ uaγ
a, (1.90)

donde H es un Hamiltoniano de primera clase que en general es diferente a H′.

Notemos que HT = HC + uaγ
a + λαχ

α, pues al hacer la separación se conservó la misma
información. Aśı, al exigir que las constricciones de segunda clase se conserven, podemos
encontrar el valor de λα en términos de las variables canónicas

0
S
≈

�
χα = {χα,HE}

S
≈ {χα,HC}+ ua{χα, γa}+ λβ{χα, χβ}
S
≈ {χα,HC}+ λβC

αβ, (1.91)

donde el segundo término de la segunda igualdad es cero por haber constricciones de primera
clase en el paréntesis y Cαβ es la matriz que aparece en la ecuación (1.82), aśı

Λβ ≡ λβ(Φa, ∂iΦa, P
a)

S
≈ {χα,HC}Cαβ. (1.92)

Definimos

H ≡ HC + Λαχ
α, (1.93)

el cual es de primera clase como se verá a continuación



1.3. TEORÍAS DE NORMA 23

Proposición 1.6 El Hamiltoniano H es de primera clase.

Prueba.

0
S
≈

�
φµ = {φµ,HT }

S
≈ {φα,HC}+ ua{φα, γa}+ Λβ{φα, χβ}
S
≈ {φα,HC}+ Λβ{φα, χβ}
= {φα,HC}+ {φα,Λβχβ} − {φµ,Λβ}χβ
S
≈ {φα,HC}+ {φα,Λβχβ}
= {φµ,H}, (1.94)

donde en la segunda igualdad se usó la igualdad débil de las constricciones γa y χβ, en la ter-
cera igualdad se usó que el paréntesis de Poisson de constricciones γa con cualquier funcional
es cero, en la cuarta igualdad se hizo uso de la regla de Leibniz (propiedad [III] de la seccón
B.3.1), en la quinta igualdad se volvió a usar la igualdad débil de las constricciones χβ.

Entonces podemos ver que HE = HC + Λαχ
α + uaγ

a, es un Hamiltoniano de primera clase.
De esta forma, las ecuaciones de movimiento se pueden reescribir como

�
F = {F,HE}. (1.95)

Dado que HE es de primera clase y usando la propiedad [VI] de la sección 1.3.4

�
F

S
≈ {F,HE}D. (1.96)

De esta forma, podemos trabajar con el paréntesis de Dirac la evolución del sistema. Otra
propiedad importante del Hamiltoniano extendido es que su acción es un invariante de norma.
La acción se define como

SE(Φa, ∂iΦa, P
a,Λα, ua) =

∫
D

(
�
ΦaP

a −HC − Λαχ
α − uaγa)d4x, (1.97)

del cual se pueden deducir las ecuaciones de movimiento a partir del principio variacional.
Esta acción es de interés para nosotros pues es un invariante de norma, salvo por términos de
frontera cuando las restricciones de primera clase son cuadráticas o de orden superior en los
momentos o no son homogéneas de primer orden en los momentos, lo cual significa que

δSE
S
≈ 0, (1.98)

esto se puede ver al variar los multiplicadores de Lagrange

δua =
�
εa + ucεbC

bc
a + ΛαεbC

bα
a − εbV b

a , (1.99)

δΛα = ucεbT
bc
αβχ

β − εbV b
αβχ

β + ΛβεbC
bβ
α , (1.100)
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donde los coeficientes son los coeficientes encontrados en las ecuaciones (1.103) de la siguiente
sección.

1.3.6. Álgebra entre transformaciones de norma

Los resultados de esta sección no se demuestran, simplemente se enunciarán26. Por la ecuación
(1.85), las transformaciones de norma tienen la forma

δεy
i = Ri(0)αε

α +Ri(1)α

�
ε
α

+ · · ·+Ri(s)α
dsεα

dts
≡ Riαεα, (1.101)

con yi las variables que describen alguna acción S, los coeficientes Ri(0)α, R
i
(1)α, · · · , R

i
(s)α de-

penden de yi y sus derivadas, y εα son funciones arbitrarias del tiempo.

Dadas dos transformaciones de norma δεy
i y δηy

i, definiendo {δε, δη}yi ≡ δε(δηy
i)− δη(δεyi),

es fácil mostrar que

{δε, δη}yi = δλy
i.

{µδε + νδη, δλ}yi = µ{δε, δλ}yi + ν{δη, δλ}yi.

{δλ, {δε, δη}}yi + {δη, {δλ, δε}}yi + {δε, {δη, δλ}}yi = 0.

Lo anterior claramente forma un álgebra, además es bien sabido que transformaciones que de-
jan algún objeto matemático invariante, obedecen los axiomas de grupo, por lo tanto, existe
un grupo de Lie y un álgebra de Lie en las transformaciones de norma.

Se puede demostrar que existen transformaciones de norma de la forma δεy
i = (RiβM

β
α )εα,

con lo cual se puede concluir que

δyi = µαRiα +M ij δS

δyi
, (1.102)

donde M ij = −M ji.

En términos de constricciones de primera y segunda clase, podemos expresar el resultado
anterior como

{γa, γb} = Cab
cγc + Tαβab χαχβ

{γa, χα} = Cbaαγb + Cβa αχβ

{H, γa} = Va
bγb + V αβ

a χαχβ

{H,χα} = V b
αγb + V β

α χβ. (1.103)

26Para ello consulte la referencia [6], Caṕıtulo 3.
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1.3.7. Fijación de norma

Es posible eliminar la arbitrariedad encontrada en las ecuaciones de movimiento al imponer
ciertas condiciones adecuadas a las transformaciones de norma para que haya una correspon-
decia uno a uno entre los estados y las variables canónicas, las cuales son permisibles porque
no afectan al estado f́ısico del sistema. A este proceso se le conoce como fijación de norma.

Antes de proseguir al algoritmo para fijar la norma, nos será útil introducir el concepto de
órbitas de norma. Una órbita de norma es una subvariedad de la superficie de constricciones
donde cada punto es f́ısicamente equivalente, es decir, una órbita de norma es el conjunto de
estados f́ısicos equivalentes.

La forma de imponer estas condiciones en muchas ocasiones no es trivial, pues estas condicio-
nes deben ser de tal manera que en cada órbita de norma toque uno y solo un punto a la vez.
Además, el formalismo no proporciona dichas condiciones, por lo que se deben introducir a
mano. En este trabajo, no es necesario fijar la norma en el formalismo de Dirac, sin embargo,
śı lo es para el formalismo de Faddeev-Jackiw (FJ) como se verá en el siguiente caṕıtulo, no
obstante, las condiciones de fijación de norma en FJ no son las mismas.

Sean

Cb(Φa, ∂iΦa, P
a)

SG≈ 0, (1.104)

donde el supeŕındice b corre sobre el número de constricciones de primera clase27 y SG es una
nueva superficie que reduce el tamaño del espacio fase, al que se le llama espacio fase f́ısico.
Cb debe cumplir que

εa{Cb, γa}
S
≈ 0 ⇒ εa = 0, (1.105)

lo cual significa que no hay generadores de norma y que

det{Cb, γa} 6= 0, (1.106)

entonces, Cb es invertible y no es débilmente cero, o lo que es lo mismo, Cb son constricciones
de segunda clase. De esta forma tendremos que redefinir el paréntesis de Dirac que incluya
estas nuevas contricciones28.

1.3.8. Grados de libertad

De manera similar a como se hace el conteo de grados de libertad en sistemas de part́ıculas en
mecánica clásica de sistemas regulares, el número de grados de libertad para teoŕıas singulares

27El número de constricciones de primera clase y el número de condicioines debe ser el mismo, pues las
constricciones son linealmente independientes.

28Es posible que Cb tenga menos elementos que γa, entonces queda cierta arbitraiedad, que se le llama norma
residual.
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es el número total de coordenadas generalizadas menos el número de constricciones. Dicho
esto, es razonable que el número de grados de libertad sea

GL =
1

2


 Número de

variables
canónicas

−


Número de
constricciones de

segunda clase

− 2


Número de

constricciones de
primera clase


 .

(1.107)
El factor 1

2 es debido a que se consideran coordenadas generalizadas solo a las Φ’s y no a
sus momentos P ’s, y el factor 2 es porque las constricciones de primera clase aparecen como
generadores de norma y como restricciones en śı mismas.

Si al hacer el conteo de grados de libertad obtenemos cero, se dice que la teoŕıa es topológica.
En esta tesis se trabajará con una teoŕıa de este tipo.

1.3.9. Observable

Para sistemas de part́ıculas en mecánica clásica de sistemas regulares, los observables son
aquellas cantidades que pueden expresarse en términos de variables del espacio fase, sin em-
bargo, el equivalente para nosotros será el siguiente

Definición 1.5 Sea F una funcional del espacio fase, diremos que es un observable si

{F, γa}D
S
≈ 0. (1.108)

Por último comentemos dos cosas. Primero, el significado f́ısico de estas funcionales va más
allá del propósito de esta tesis. Segundo, que llegados a este punto del formalismo, se procede
a cuantizar por el método más conveniente, sin embargo, esto también excede los propósitos
de esta tesis.



Caṕıtulo 2

Formalismo de Faddeev-Jackiw

A diferencia del formalismo de Dirac discutido anteriormente, el formalismo de FJ tiene como
marco de trabajo el Lagrangiano del sistema. Hay que mencionar que el formalismo desarro-
llado en el art́ıculo original de FJ de 1988 [7], no es quivalente al formalismo de Dirac, por
lo que se hizo una modificación a éste desarrollado por Leng Liao y Yong Chang Huang en
2007 [9], el cual śı coincide con el formalismo de Dirac. Este método tiene la virtud de no
requerir de clasificación de constricciones en primera y segunda clase, lo cual es muy grato,
pues la clasificación es una tarea dif́ıcil, además de que regularmente tiene un menor número
de constricciones.

2.1. Ecuaciones de movimiento

Se busca que la Lagrangiana del sistema tenga la forma

L(0)

(
ξ,
�
ξ, ∂iξ

)
= aA(ξ)

�
ξ
A

− V (0)(ξ, ∂iξ), (2.1)

donde ξ es un śımbolo abstracto que define nuevas variables que dependen de las variables
originales, es decir ξ = ξ(Φ), a éstas nuevas variables se les llama variables simplécticas; la de-
rivada ∂i es una derivada espacial de la variedadM, los ı́ndices A,B,C, · · · corren de 1, · · · , n,
donde n es el número de variables simplécticas y a V (0) se le llama potencial simpléctico.

Si la Lagrangiana tiene derivadas de orden superior a uno, es posible llevarla a la forma (2.1)
a través del método de Orstrogradski [22].

Aplicando las ecuaciones de E-L dadas por la ecuación (1.4)

∂µ

(
∂L

∂ (∂µξB)

)
− ∂L
∂ξB

= 0

⇔ ∂0(aA)δAB − ∂i

(
∂V (0)

∂ (∂iξB)

)
− ∂aA
∂ξB

�
ξ
A

+
∂V (0)

∂ξB
= 0

27



28 CAPÍTULO 2. FORMALISMO DE FADDEEV-JACKIW

⇔ ∂aB
∂ξA

�
ξ
A

− ∂aA
∂ξB

�
ξ
A

+
∂V (0)

∂ξB
− ∂i

(
∂V (0)

∂ (∂iξB)

)
= 0

⇔
(
δaA
δξB
− δaB
δξA

)
�
ξ
A

=
δV (0)

δξB
, (2.2)

donde en la segunda igualdad se separó las derivadas espacial y temporal del primer término
de la primera igualdad, se reordenaron los términos y se usó regla de la cadena en la tercera
igualdad y finalmente, se cambiaron las derivadas parciales por derivadas variacionales (ecua-
ciones (B.19) y (B.20) de la sección B.2) en la última igualdad.

Definiendo a la matriz simpléctica como

f
(0)
BA ≡

δaA
δξB
− δaB
δξA

, (2.3)

la ecuación (2.2) toma la forma

f
(0)
BA

�
ξ
A

=
δV (0)

δξB
, (2.4)

notar que f (0) es antisimétrica.

Para el caso regular, f (0) es invertible y entonces las ecuaciones de movimiento son

�
ξ
A

=
(
f

(0)
BA

)−1∂V (0)

∂ξB
, (2.5)

las cuales son las ecuaciones de Hamilton en forma simpléctica1.

A partir de la matriz inversa
(
f (0)

)−1
, definimos el paréntesis generalizado de FJ como(

f
(0)
AB

)−1
≡ {ξA, ξB}FJ . (2.6)

Ahora proseguimos a demostrar su equivalencia con el paréntesis de Dirac dado por la ecuación
(1.89) definido en el caṕıtulo anterior.

Proposición 2.1 Sea f (0) invertible, entonces(
f

(0)
AB

)−1
= {ξA, ξB}D. (2.7)

esto es,
(
f (0)

)−1
es igual al paréntesis de Dirac entre las variables simplécticas ξA.

Prueba.

Partiendo de la ecuación (2.1), obtenemos los momentos generalizados

1Véase [17], Caṕıtulo. 9, Sec. 4 y Sec. 5.
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PA ≡ ∂L

∂
�
ξ

= aA(ξ) ⇔ ϕA = aA(ξ)− PA = 0. (2.8)

Si existe {ϕA, ϕB}−1, entonces

{ϕA, ϕB}−1 = {aA − PA, aB − PB}−1

= {aA, aB}−1 − {PA, aB}−1 − {aA, PB}−1 + {PA, PB},−1

= {aB, PA}−1 − {aA, PB}−1 (2.9)

donde se usó la regla de Leibniz (propiedad [I] de la sección B.3.1) en la segunda igualdad, en
la tercera igualdad se usó la antisimetŕıa (propiedad [II] de la sección B.3.1) y las propiedades
[I] y [II] de la sección B.3. Luego, usando las propiedad [VIII] de la sección B.3, obtenemos
que

{ϕA, ϕB}−1 =
δaB
δξA
− δaA
δξB

=
(
f

(0)
AB

)−1
. (2.10)

Partiendo de la definición del paréntesis de Dirac (1.89)

{ξA, ξB}D = {ξA, ξB} − {ξA, ϕC}
(
f

(0)
CD

)−1
{ϕD, ξB}

= −
(
{ξA, aC} − {ξA, PC}

) (
f

(0)
CD

)−1 (
{aD, ξB} − {PD, ξB}

)
= δAC

(
f

(0)
CD

)−1
δDB

=
(
f

(0)
AB

)−1
, (2.11)

donde se usó linealidad (propiedad [I] de la sección B.3.1) y la propiedad [I] de la sección B.3
en la segunda igualdad, en la tercera igualdad se volvió a usar la propiedad [I] de la sección
B.3 y también se empleó la propiedad [IV] de la sección B.3.

Si {ϕA, ϕB}−1 no existe, se hace un proceso análogo a la separación de constricciones de pri-
mera y segunda clase y se procede de la misma manera en la prueba.

Una vez probada la equivalencia entre ambos paréntesis, la ecuación (2.5) se puede reescribir
como

�
ξ
A

= {ξB, ξA}FJ
∂V (0)

∂ξB
. (2.12)

Por otro lado, para nosotros el caso de interés es cuando la matriz simpléctica (2.3) no es
invertible.



30 CAPÍTULO 2. FORMALISMO DE FADDEEV-JACKIW

2.2. Lagrangiano singular

Si f (0) no es invertible, entonces existe un conjunto de vectores nulos V(0)α con α = 1, · · · ,m0

el número de vectores nulos. Al contraerse por la izquierda la ecuación (2.4) con los vectores
nulos, obtendremos funciones igualadas a cero, o lo que es lo mismo, constricciones inherentes
al sistema definidas por

Ω(0)α ≡ V(0)αA δV
(0)

δξA
= 0. (2.13)

Estas constricciones son llamadas constricciones de FJ y en general son distintas a las cons-
tricciones encontradas en el formalismo de Dirac. Es importante notar que al pedir que f (0)

se contraiga con los vectores nulos V(0)αA, f (0) deja de ser antisimétrica por la forma en que
se deben renombrar los ı́ndices para poder contraerse.

Análogamente al formalismo de Dirac, exigimos que Ω(0) se conserve en el tiempo, esto es

�
Ω

(0)α

=
δΩ(0)α

δξA

�
ξ
A

= 0. (2.14)

Dado que f (0) no es invertible, la ecuación (2.4) contiene parte de la información sobre la
evolución del sistema, que junto con la ecuación (2.14), se recopila toda la información del sis-
tema encontrada hasta el momento. Esta información puede reescribirse en una sola ecuación
como

f
(1)
A′B

�
ξ
B

= Z
(1)
A′ (ξ), (2.15)

dondeA′ corre sobre el número de variables (1, · · · , n) y el número de vectores nulos (1, · · · ,m0),
es decir, A′ = 1, · · · , n′ con n′ = n+m0; y f (1), Z(1) están definidos como

f
(1)
A′B ≡

(
f

(0)
AB

δΩ(0)

δξA

)
, Z

(1)
A′ (ξ) ≡

(
δV (0)

δξA

0

)
. (2.16)

Dado que f (1) no es una matriz cuadrada, f (1) no es invertible, por lo que tendremos un nuevo
conjunto de vectores nulos V(1)α′ con α′ = 1, · · · ,m1 y al contraerlos con la ecuación (2.15),
obtenemos que

Ω(1)α′ = V(1)α′A′Z
(1)
A′ = 0. (2.17)

Llegados a este punto existen dos posibilidades, por un lado tenemos que (2.17) son idéntica-
mente cero y por otro que pueden aparecer nuevas constricciones. Si (2.17) es idénticamente
cero, el sistema ya no tiene más constricciones, si no es aśı, debemos pedir consistencia a las
nuevas constricciones

�
Ω

(1)α′

=
δΩ(1)α′

δξA

�

ξA = 0. (2.18)

Ahora la información completa del sistema queda descrita con las ecuaciones (2.17) y (2.18).
De esta forma, podemos reescribir nuevamente toda la información en una sola ecuación que
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se define de manera análoga a (2.15). Este algoritmo debe repetirse hasta ya no encontrar
nuevas constricciones o hasta encontrar identidades.

Ahora definimos una Lagrangiana que contiene toda la información del sistema

L(1)

(
ξ,
�
ξ, ∂iξ, γ

)
≡ aA(ξ)

�
ξ
A

− �
γbΩ

b − V (ξ, ∂iξ), (2.19)

donde Ω son todas las constricciones halladas,
�
γ son funcionales arbitrarios2 que se les lla-

ma multiplicadores de Lagrange asociadas a las constricciones Ω’s que se hallaron, el ı́ndice
b = 1, · · · ,m y V (ξ) = V (0)|ΩC=0.

Si consideramos las variables originales ξ’s y los multiplicadores de Lagrange γ’s, podemos
definir un nuevo conjunto de variables simplécticas dado por

∼
ξ

∼
A

≡ (ξA, γb) (2.20)

y una nueva matriz simpléctica

∼
f∼
A
∼
B
≡
δ
∼
a∼
B

δ
∼
ξ

∼
A
−
δ
∼
a∼
A

δ
∼
ξ

∼
B
, (2.21)

con
∼
a∼
A
≡ a∼

A
+ γb

δΩb

δξ
∼
A

, de tal forma que obtenemos

∼
f∼
A
∼
B

�
∼
ξ

∼
B

=
δ
∼
V

δ
∼
ξ

∼
A
. (2.22)

Si (2.21) no es singular, calculamos su inversa y obtenemos los paréntesis de FJ, con lo que
habremos terminado. Si (2.21) no es invertible, significa que la teoŕıa tiene transformaciones

de norma, las cuales se obtienen contrayendo
∼
f con sus vectores nulos como se muestra a

continuación.

2.3. Simetŕıa de norma

Proposición 2.2 Sea
∼
V
β

los vectores nulos de
∼
f , entonces

δ
∼
ξ

∼
A

= εβ
∼
V
β
∼
A

, (2.23)

donde εβ es un parámetro infinitesimal. A εβ
∼
V
β
∼
A

se les llamará generadores de transforma-
ciones de norma, los cuales dejan invariante a la acción de la Lagrangiana (2.19).

2Notar que no afecta en nada si vemos a los multiplicadores de Lagrange como la derivada temporal de otra
función.
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Prueba.

Usando las ecuaciones de movimiento en la acción de la Lagrangiana (2.19)

δS =

∫
M

∼f∼A∼B
�
∼
ξ

∼
B

− ∂
∼
V

∂ξ
∼
A

 δ
∼
ξ

∼
A

d4x

=

∫
M

∼f∼A∼B
�
∼
ξ

∼
B

− ∂
∼
V

∂ξ
∼
A

 εβ
∼
V
β
∼
A

d4x, (2.24)

dado que
∼
f∼
A
∼
B
εβ
∼
V
β
∼
A

= 0 y εβ
∼
V
β
∼
A
∂
∼
V

∂ξ
∼
A

. Luego, definimos nuevas constricciones dadas por

∼
Ω
β

≡
∼
V
β
∼
A ∂

∼
V

∂ξ
∼
A

= 0, (2.25)

entonces δS = εβ
∼
Ω
β

= 0. Esto es, la variación de la acción es una combinación de constriccio-
nes, las cuales están igualadas a cero. Con esto, damos por terminada la prueba.

Finalmente daremos las ecuaciones de movimiento para sistemas con simetŕıa de norma, para
ello es necesario fijar la norma adecuadamente3, lo cual se logra imponiendo condiciones sobre

las variables simplécticas, de tal manera que al definir una nueva matriz simpléctica
∼
f
′

con
estas condiciones, ésta sea invertible. Para que se vea reflejada dicha condición en el sistema,

se agrega a la Lagrangiana en forma de otra constricción dada por
�
γ
′
cζ
c

L(2)

(
ξ,
�
ξ, ∂iξ, γ, γ

′
)

= aA(ξ)
�
ξ
A

− �
γbΩ

b +
�
γ
′
cζ
c − V (ξ, ∂iξ) (2.26)

Al tomar a los multiplicadores asociados a las nuevas constricciones como variables dinámicas,
se vuelve a extender el conjunto de variables simplécticas, que ahora están dadas por

∼
ξ
′
∼
A
′

≡ (ξA, γb, γ
′
c) (2.27)

con la cual podemos construir
∼
f
′
. Invirtiendo

∼
f
′

obtenemos el paréntesis generalizado de FJ,
dado por

(
∼
f
′
∼
A
′∼
B
′
)−1

≡ {
∼
ξ
′
∼
A
′

,
∼
ξ
′
∼
B
′

}FJ (2.28)

3Véase Sección 1.3.7 para compararlo con el formalismo de Dirac.



Caṕıtulo 3

Análisis de la acción de Husain

3.1. Equivalencia entre la acción de Palatini y la acción de
Chern-Simons

Para obtener una equivalencia entre la teoŕıa de Palatini y la teoŕıa de Chern-Simons, es bien
sabido que en una teoŕıa de Chern-Simons en tres dimensiones con constante cosmológica, se
pueden definir tres grupos de simetŕıa dados por SO(4), ISO(3) y SO(3,1), dependiendo del
signo de la constante cosmológica, la cual puede ser positiva, cero o negativa respectivamente
[23–25]. El álgebra de los generadores de los anteriores grupos está dada por

[Ji, Jj ] = εij
kJk, [Ji,Kj ] = εij

kKk, [Ki,Kj ] = sεij
kJk, (3.1)

donde s = −1, 0, 1, correspondiendo al signo de la constante cosmológica, i, j, k = 1, 2, 3
y Ji,Ki son rotaciones y boosts respectivamente. Para construir una teoŕıa Chern-Simons
equivalente a la acción estándar de Einstein, elegimos el siguiente producto interno

〈Ji,Kj〉 = δij , 〈Ji, Jj〉 = 0 = 〈Ki,Kj〉. (3.2)

Del apéndice D, sabemos que la acción de Chern-Simons en tres dimensiones tiene la forma

SCS [A] =

∫
M
Tr

(
A ∧ dA+

2

3
A ∧A ∧A

)
, (3.3)

usando la acción (3.3), el álgebra entre los generadores Ji,Ki dados por las ecuaciones (3.1)
y el producto interno definido por las ecuaciones (3.2), la acción de Chern-Simons se escribe
como

SCS [A] =
1√
|Λ|

∫
M
εµνρ

(
〈Aµ, ∂νAρ〉+

1

3
〈Aµ, [Aν , Aρ]〉

)
, (3.4)

donde la conexión en términos de los generadores Ki y Ji está dada por

Aµ = ωµiJ
i +
√
|Λ|eµiKi, (3.5)

con ω la conexión interna y e la triada. Luego, usando la definición de conexión dada por la
ecuación (3.5), y usando las relaciones (3.1) y (3.2), la acción (3.4) se puede reescribir como

33
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SCS [ω, e] =
1√
|Λ|

∫
M
εµνρ

(√
|Λ|eiµ∂νωρi +

√
|Λ|ωiµ∂νeρi +

1

3
εijk

(√
|Λ|ωiµωjνekρ −

√
|Λ|ωiµωkρejν

+
√
|Λ|ωjνωkρeiµ +

√
|Λ||Λ|seiµejνekρ

))
d3x,

(3.6)

renombrando ı́ndices y permutándolos, obtenemos

SCS [ω, e] =

∫
M

(
εµνρeiµ

(
∂νωρi − ∂ρωνi +

1

2
εijkω

j
νω

k
ρ

)
+

1

3
s|Λ|εµνρεijkeiµejνekρ

)
d3x

+

∫
M
εµνρ∂ν

(
eiρωµi

)
d3x, (3.7)

identificando la curvatura como Fνρi = ∂νωρi− ∂ρωνi + 1
2εijkω

j
νωkρ y eliminando el término de

frontera, obtenemos la acción de Palatini en tres dimensiones con constante cosmológica

SP [ω, e] =

∫
M
εµνρ

(
eiµFνρi +

1

3
εijks|Λ|eiµejνekρ

)
d3x. (3.8)

De esta forma, podemos ver que eligiendo la conexión, el álgebra y el producto interno ade-
cuados, obtenemos que la acción de Palatini es equivalente a una acción de Chern-Simons,
salvo por un término de frontera. Sin embargo, en esta tesis trabajaremos con un álgebra y
conexión diferentes, lo cual tiene como consecuencia una teoŕıa carente de dinámica, tal como
se verá posteriormente.

3.2. Análisis de Dirac

En esta sección se hace con detalle el análisis canónico de la acción propuesta por Husain [14].
Se parte de una teoŕıa Chern-Simons en tres dimensiones (véase ecuación (D.11)), donde se
toma como espacio interno a ISO(2), el cual da una métrica de espacio-tiempo degenerada
(0,+,+), la cual causa problemas en la acción, pero puede removerse al definir un álgebra de
Lie con generadores Pi y J , y una constante cosmológica λ diferente de cero. Estos generadores
satisfacen las siguientes relaciones

[Pi, Pj ] = λεijJ, [J, Pi] = εijP
j , (3.9)

y tienen una métrica interna (+,+) para λ positivo y (−,+) para λ negativo; sin embargo
nosotros consideraremos el caso para λ positivo. Finalmente se define la conexión como Aα ≡
eiαP

i + ωαJ y el producto interno dado por

〈J, J〉 = 1, 〈Pi, Pj〉 = λδij , 〈J, Pi〉 = 0, (3.10)

de esta forma, al sustituirlo en la acción (3.3), obtenemos la siguiente acción

S[e, ω] =

∫
M
εαβγ

[
ωα∂βωγ + λeiα∂βe

i
γ + λεije

i
αe
j
βωγ

]
d3x, (3.11)



3.2. ANÁLISIS DE DIRAC 35

donde eiα es la diada que representa al campo gravitacional, ωα es una conexión del espacio
interno, al cual se le relaciona con el campo de norma, xµ son las coordenadas de la variedad
tres dimensionalM. Denotaremos con letras griegas a los ı́ndices de espacio-tiempo, los cuales
corren de 0 a 2 y con letras latinas de mitad del alfabeto a los ı́ndices del espacio interno que
toman valores i, j, k, · · · = 1, 2. Los ı́ndices internos pueden subir y bajar usándose la métrica
η con signatura (+,+). El número de variables del sistema es nueve, seis para la tétrada eiα
y tres para la conexión ωα.

Antes de proseguir a descomponer la variedad, es importante mencionar que la teoŕıa tiene
la propiedad de tener una dirección degenerada, es decir, que la variedad tiene una dirección
privilegiada dada por

na = εαβγeiβe
j
γεij . (3.12)

Esto es importante, pues se tiene una teoŕıa candidata a resolver el problema del tiempo, pero
de ello se hablará al final de esta sección.

Regresnado al análisis de Dirac, supondremos que la variedad se puede descomponer como
2+1, es decir, que tiene topoloǵıaM = Σ×R. De esta forma, la parte espacial se ha separado
de la parte temporal y podemos escribir la densidad Lagrangiana como

L = ε0abωbω̇a + λε0abeibėai + ω0{2ε0ab∂aωb + λε0abεije
i
ae
j
b}+ ei0{2λε0ab∂aebi + 2λε0abεije

j
aωb},
(3.13)

donde a, b, c = 1, 2.

Debido a que las variables dinámicas de la acción (3.11) son eiα y ωβ, la matriz Hessiana está
dada por

∂2L
∂(∂µeiα)∂(∂µeiβ)

= 0,
∂2L

∂(∂µeiα)∂(∂µωβ)
= 0,

∂2L
∂(∂µωα)∂(∂µωβ)

= 0, (3.14)

y es idénticamente cero, por lo que esperamos nueve constricciones primarias. Para identifi-
carlas, calculemos los momentos canónicos conjugados

Πα
i =

δL
δėiα

= λε0abebi, Pα =
δL
δω̇α

= ε0abωb. (3.15)

Entonces podemos identificar las siguientes nueve constricciones primarias

φai : Πa
i − λε0abebi ≈ 0,

φa : P a − ε0abωb ≈ 0,

φ0
i : Π0

i ≈ 0,

φ0 : P 0 ≈ 0. (3.16)
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De esta forma, el Hamiltoniano canónico toma la forma

Hc = −
∫
{ei0
(
2∂aΠ

a
i + 2λεije

j
aP

a
)

+ ω0

(
2∂aP

a + εije
i
aΠ

aj
)
}d2x, (3.17)

y el Hamiltoniano primario se define como

H1 = Hc +

∫ [
λiaφ

a
i + λaφ

a + ui0φ
0
i + u0φ

0
]
d2x, (3.18)

donde λia, λa, u
i
0, u0 son multiplicadores de Lagrange que fuerzan a las restricciones primarias.

Los paréntesis fundamentales de Poisson están dados por

{eiα(x),Πβ
j (y)} = δijδ

β
αδ

2(x− y), (3.19)

{ωβ(x), Pα(y)} = δαβ δ
2(x− y). (3.20)

A fin de saber si el sistema tiene constricciones secundarias, calculemos la condición de con-
sistencia del sistema, con lo que obtenemos las siguientes tres constricciones

ψi : ∂aΠ
a
i + λεije

j
aP

a ≈ 0, (3.21)

ψ : ∂aP
a +

1

2
εije

i
aΠ

aj ≈ 0. (3.22)

Al calcular la consistencia de las nuevas constricciones no se obtienen nuevas constricciones.
De esta manera hemos obtenido el conjunto completo de constricciones del sistema, nueve
constricciones primarias y tres secundarias.

Prosigamos a clasificarlas en constricciones de primera y segunda clase. Calculemos la matriz
de 12× 12 cuyas entradas son W ij = {ϕi, ϕj}, de la cual, sólo los siguientes paréntesis no se
anulan

{φai (x), φbj(y)} = −2λεabηijδ
2(x− y),

{φai (x), ψj(y)} = λεijP
a(y)δ2(x− y) + λεagηij∂gδ

2(x− y),

{φa(x), φb(y)} = −2εabδ2(x− y),

{φa(x), ψj(y)} = −λεagεjkekgδ2(x− y),

{φa(x), ψ(y)} = εab∂bδ
2(x− y), (3.23)

esta matriz tiene rango 6 y nulidad 6, por lo que esperamos que 6 constricciones de primera
clase y 6 de segunda clase. En este caso es simple determinar los multiplicadores de Lagrange,
los cuales están dados por
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Ub = λεije
i
0e
j
b − ω0∂b,

U ia = εabε
i
je
j
0P

b − 1

2λ
εabε

i
jω0π

bj − ei0∂a −
1

2
ω0ε

i
je
j
b, (3.24)

y aśı obtener HT , el cual contiene solo constricciones de primera clase. Después de un compli-
cado trabajo, se identificó que la estructura de las constricciones de primera clase está dada
por

γ0
i : Π0

i ≈ 0,

γ0 : P 0 ≈ 0,

γi = ∂aΠ
a
i + λεije

j
aP

a +
1

2
εadε

l
iP

dφal −
1

2
∂aφ

a
i −

λ

2
εije

j
bφ
b ≈ 0,

γ = ∂aP
a +

1

2
εije

i
aΠ

aj − 1

4λ
εadε

liΠd
l φ

a
i −

1

4
εlielaφ

a
i −

1

2
∂bφ

b ≈ 0, (3.25)

donde se puede ver que γ es el equivalente a la constricción Gaussiana1, γi esta relacionada
con la constricción vectorial y no hay análoga a la constricción Hamiltoniana, en este sentido
la teoŕıa no tiene dinámica2. De hecho, γ genera transformaciones Abelianas sobre el campo
ωa y rotaciones sobre el campo eiα. Observaremos este punto más adelante. Por lo tanto, las
constriccines de segunda clase están dadas por

χai : Πa
i − λε0abebi ≈ 0,

χa : P a − ε0abωb ≈ 0. (3.26)

Y es importante comentar que las dos primeras constricciones primarias (3.16) son las cons-
tricciones de segunda clase (3.26), las cuales ayudarán a construir los paréntesis de Dirac. Por
otro lado, se identificó que el álgebra de constricciones está dada por

{γi(x), γj(y)} =
λ

2
εijγδ

2(x− y)− 1

2
εacχ

c
jχ

a
i δ

2(x− y),

{γi(x), γ(y)} = −1

2
εilγ

lδ2(x− y)− 1

4
εabχ

bχai δ
2(x− y),

{γ(x), γ(y)} = 0,

{γi(x), χa(y)} =
1

2
εi
lχal δ

2(x− y),

{γi(x), χaj (y)} = −λ
2
εijχ

aδ2(x− y), (3.27)

donde podemos ver que el álgebra entre constricciones es cerrada y es consistente con las
ecuaciones (1.103).

1Se le llama constricción Gaussiana a cualquier constricción que contenga un término que sea la derivada
espacial de algún momento.

2Véase [14]
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Como ya se comentó, las constricciones de segunda clase coinciden con las primeras constric-
ciones primarias, por lo que la matriz definida por la ecuación (1.82), está dada por

Cab(x, y) =

(
−2λεabηij 0

0 −2εab

)
δ2(x− y), (3.28)

y su inversa

Cab(x, y) =

(
1

2λεabη
ij 0

0 1
2εab

)
δ2(x− y). (3.29)

Por lo tanto, usando (3.29) obtenemos que los paréntesis de Dirac no nulos entre las variables
eia y ωa, y los momentos Πa

i y P a están dados por

{eia(x), ejb(y)}D =
εab
2λ
ηijδ2(x− y),

{ωa(x), ωb(y)}D =
1

2
εabδ

2(x− y),

{eia(x),Πb
j(y)}D =

1

2
δbaδ

i
jδ

2(x− y),

{Πa
i (x),Πb

j(y)}D =
λ

2
εabηijδ

2(x− y),

{P a(x), P b(y)}D =
1

2
εabδ2(x− y),

{ωa(x), P b(y)}D =
1

2
δbaδ

2(x− y). (3.30)

Con todo lo recabado hasta ahora, sólo falta obtener los generadores de las transformaciones
de norma definidos por la ecuación (1.87), los cuales están dados por

G =

∫
[Λiγi + θγ + ζi0γ

0
i + Ξ0γ

0]d2x, (3.31)

aśı, las transformaciones de norma para las variables eia y ωa toman la forma

δeia = −1

2
∂aΛ

i − Λk

2
εk
iωa +

θ

2
εk
ieka,

δωa = −1

2
∂aθ −

1

2
Λiεile

l
a, (3.32)

Con esto damos por terminado el análisis con el formalismo de Dirac. Ahora, con toda la
información encontrada y usando la ecuación (1.107), podemos realizar el conteo de grados
de libertad. Tenemos 18 variables dinámicas en total, 6 constricciones de primera clase y 6
más de segunda clase, por lo que usando la ecuación (1.107) conclúımos que la teoŕıa no tiene
grados de libertad, aśı, tenemos una teoŕıa topológica. Es importante comentar que en gra-
vedad estándar en tres dimensiones, si el espacio-tiempo es topológicamente trivial, entonces
no hay grados de libertad gravitacionales. Por otro lado, si el espacio-tiempo tiene un grupo
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fundamental no trivial, entonces habrá grados de libertad globales.

Finalmente, expongamos expĺıcitamente la ausencia de dinámica de la teoŕıa, para ello, recor-
demos que la teoŕıa posee una dirección degenerada dada por la ecuación (3.12). Si se calcula
la derivada de Lie de eiα y ωα en la dirección de Na, obtenemos

Lneiα = λθεije
j
α

Lnωα = ∂αθ

Lngαβ = 0. (3.33)

Esta derivada de Lie dice como es que ’fluye’ alguno de los campos anteriores en la dirección
Na. Si hacemos el parámetro Λ = 0 en las transformaciones de norma dadas por (3.32), se
obtienen los resultados de la ecuación (3.33), de esta forma, la teoŕıa no tiene dinámica, pues
el flujo es una transformación de norma.

Una vez terminado el análisis Hamiltoniano, prosigamos al análisis alternativo de FJ, para su
comparación con el de Dirac.

3.3. Análisis de Faddeev-Jackiw

Ahora analicemos a la teoŕıa con el formalismo de Faddeev-Jackiw. Para ello escribamos la
densidad Lagrangiana (3.13) como

(0)

L = εabωbω̇a + λεabeibėai − V (0), (3.34)

donde

V (0) = −ω0{2εab∂aωb + λεabεije
i
ae
j
b} − e

i
0{2λεab∂aebi + 2λεabεije

j
aωb}, (3.35)

es el potencial simpléctico, las variables simplécticas están dadas por

(0)

ξ =
(
eia, e

i
0, ωa, ω0

)
, (3.36)

y las 1-formas

(0)
a =

(
λεabebi, 0, ε

abωb, 0
)
. (3.37)

Aśı, la matriz simpléctica definida por la ecuación (2.3), está dada por

f
(0)
ij =


2λεagηij 0 0 0

0 0 0 0
0 0 2εab 0
0 0 0 0

 δ2(x− y), (3.38)
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donde podemos observar que f (0) es singular y tiene como vectores nulos a

(0)

V i1 =
(

0, ve
i
0 , 0, 0

)
, (3.39)

(0)

V i2 = (0, 0, 0, vω0) , (3.40)

donde ve
i
0 y vω0 son funciones arbitrarias. Por lo tanto, de los vectores nulos obtenemos las

siguientes constricciones de FJ.

(0)

Ω i =

∫
dx2

(0)

V i
1

δ

δ
(0)

εi

∫
dy2

(0)

V (ξ) = εab∂aebi + εabεije
j
aωb = 0, (3.41)

(0)

β =

∫
dx2

(0)

V i
2

δ

δ
(0)

εi

∫
dy2

(0)

V (ξ) = εab∂aωb +
λ

2
εabεije

i
ae
j
b = 0, (3.42)

Exijamos consistencia a estas constricciones para saber si el sistema tiene más constricciones
de FJ. Para ello es necesario construir una nueva matriz simpléctica dada por la ecuación
(2.15)

f̄kj ξ̇
(0)j = Zk(ξ), (3.43)

donde

f̄kj =


f

(0)
ij

δΩ
(0)
i

δξ(0)j

δβ(0)

δξ(0)j

 , Zk =

 δ V(0)

δξ(0)j

0
0

 , (3.44)

de esta forma, construimos la siguiente matriz simpléctica

f̄ij =



2λεagηil 0 0 0
0 0 0 0
0 0 2εag 0
0 0 0 0

εagηil∂a + εgbεilωb 0 εagεije
j
a 0

λεagεile
i
a 0 εag∂a 0

 δ2(x− y), (3.45)

observemos que esta matriz no es cuadrada, sin embargo, podemos calcular sus vectores nulos,
los cuales están dados por

V̄1 =
(
δlk∂av

k − εlkωavk, 0, λεljejavl, 0,−2λvk, 0
)
, (3.46)

V̄2 =
(
εlje

j
av
λ, 0,−∂avλ, 0, 0,−2vλ

)
. (3.47)
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Por otro lado, Zk está dado por

Z̄k =

 δ
(0)

V
δξi

0
0

 =



−2λω0ε
abεlje

j
b + 2λεba∂be0l − 2λεabεilωbe

i
0

−
(0)

Ωi

εba2∂bω0 − 2λei0ε
baεije

j
b

(0)

β
0
0


. (3.48)

La contracción de los vectores nulos con Z̄k se hace cero. Efectivamente, si se contrae la matriz
(3.45) con el primer vector nulo obtenemos que

V̄µ1 Z̄µ = 2λω0εlj{εab∂aejb + εjkεabekaωb}vl + 2λei0εil{εab∂aωb +
λ

2
εkjεabeakebj}

= ω0εlj

(0)

Ωjvl + 2λei0εil
(0)

β vi = 0, (3.49)

y de la contracción del segundo vector nulo obtenemos

V̄µ2 Z̄µ = e0iε
ij

(0)

Ω jv
λ = 0, (3.50)

Por lo tanto, no hay más constricciones de FJ. Ahora proseguimos a agregar las constricciones
al Lagrangiano simpléctico, introduciendo como multiplicadores de Lagrange a α y ζ, es decir

(1)

L = εabωbω̇a + λεabebiė
i
a −

(
εab∂aωb +

λ

2
εabεije

i
ae
j
b

)
α̇−

(
εab∂aebi + εabεije

j
aωb

)
ζ̇i −

(1)

V ,

(3.51)

donde

(1)

V =
(0)

V |(0)

Ω i,
(0)

β
= 0, (3.52)

se anula por la covarianza general de la teoŕıa. Se observa que α̇ = ω0 y ζ̇ = ei0 han sido
tomadas en cuenta. Del Lagrangiano simpléctico (3.51), identificamos las siguientes variables
simplécticas

(1)

ξ =
(
eia, ζ

i, ωa, α
)

(3.53)

y las 1-formas

(1)
a =

(
λεabebi,−(εab∂aebi + εabεije

j
aωb), ε

abωb,−(εab∂aωb +
λ

2
εabεije

i
ae
j
b)

)
, (3.54)
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donde la nueva matriz simpléctica tiene la siguiente forma

(1)

f ij =


2λεagηij −εagηil∂a − εgbεilωb 0 −λεagεileia

εagηil∂a + εgbεilωb 0 εagεije
j
a 0

0 −εagεijeja 2εag −εag∂a
λεagεile

i
a 0 εag∂a 0

 δ2(x− y),

(3.55)

Podemos observar que la matriz es singular. De hecho, esto significa que el sistema tiene
simetŕıa de norma y es bien sabido que los vectores nulos de la matriz (3.55) son los generadores
de simetŕıa de norma. En efecto, los vectores nulos de la matriz (3.55) están dados por

Γ1 =

(
θ

2
εk
ieka, 0,−

1

2
∂aθ,−θ

)
,

Γ2 =

(
−1

2
∂aΛ

i − Λk

2
εk
iωa,−λΛi,−1

2
Λiεile

l
a, 0

)
, (3.56)

donde Λ y θ son parámetros de norma. Usando los vectores nulos, encontramos las siguientes
transformaciones de norma de la teoŕıa para las variables eia y ωa

δeia = −1

2
∂aΛ

i − Λk

2
εk
iωa +

θ

2
εk
ieka,

δωa = −1

2
∂aθ −

1

2
Λiεile

l
a, (3.57)

donde podemos observar que estas transformaciones coinciden con aquellas encontradas en el
esquema de Dirac. Además, ya hemos comentado que la teoŕıa de Husain es invariante ante
difeomorfismos y no hay análogo a la constricción Hamiltoniana. De hecho, podemos observar
esos puntos redefiniendo los parámetros de norma como Λi = 2eiaτ

a y θ = −2ωaτ
a y por lo

tanto las transformaciones de norma toman la forma

δeia = Lτeia + τ b
[
∂ae

i
b − ∂beia

]
+ τ bεik

[
ekaωb − ekbωa

]
,

δωa = Lτωa + τ b
[
∂aωb − ∂bωa + τ bεile

i
be
l
a

]
, (3.58)

que corresponde v́ıa ecuaciones de movimiento a difeomorfismos y es una simetŕıa interna de
la teoŕıa. De esta manera, hemos reproducido de otra manera los resultados obtenidos en [14].

Por otro lado, hemos mostrado que no hay más constricciones de FJ y que la teoŕıa tiene
simetŕıa de norma, por lo tanto, a fin de obtener un tensor simpléctico, fijamos la norma
temporal como

ei0 = 0,

ω0 = 0, (3.59)
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esto implica que α = cte y ζi = cte. Aśı, agregando la norma temporal como constricción, la
nueva Lagrangiana simpléctica está dada por

(2)

L = εabωbω̇a + λεabebj ė
j
a −

(
εab∂aωb +

λ

2
εabεije

i
ae
j
b − ρ

)
α̇−

(
εab∂aebi + εabεije

j
aωb − σi

)
ζ̇i,

(3.60)

donde elegimos las siguientes variables simplécticas

(2)

ξ =
(
eia, ζ

i, ωa, α, ρ, σi
)

(3.61)

y la 1-forma

(2)
a =

(
λεabebi,−(εab∂aebi + εabεije

j
aωb − σi), εabωb,−(εab∂aωb +

λ

2
εabεije

i
ae
j
b − ρ), 0, 0

)
.

(3.62)

Ahora, la matriz simpléctica toma la siguiente forma

(2)

f ij =



2λεagηil −εagηil∂a − εgbεilωb 0 −λεagεileia 0 0

εagηil∂a + εgbεilωb 0 εagεije
j
a 0 0 −δij

0 −εagεijeja 2εag −εag∂a 0 0
λεagεile

i
a 0 εag∂a 0 −1 0

0 0 0 1 0 0
0 δij 0 0 0 0


×δ2(x− y),

(3.63)

obervemos que esta matriz es un tensor simpléctico y su inversa está dada por

(2)

fij

−1

=



1
2λε

agηij 0 0 0 − εij
2 e

j
a

1
2λ

(
−δij∂a + εijωa

)
0 0 0 0 0 δij
0 0 1

2εab 0 −1
2∂a

1
2εije

j
a

0 0 0 0 1 0
εij
2 e

j
a 0 1

2∂a −1 0 εij
εab

2 ∂ae
j
b

1
2λ

(
δij∂a − εijωa

)
−δij −1

2εije
j
a 0 − εijε

ab

2 ∂ae
j
b 0


×δ2(x− y).

(3.64)

Por lo tanto, del tensor simpléctico (3.64) podemos identificar los paréntesis generalizados de
FJ, que están dados por
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{eia, e
j
b}FJ =

1

2λ
εabη

ijδ2(x− y),

{ωa, ωb}FJ =
1

2
εabδ

2(x− y), (3.65)

de esta forma, podemos concluir que los paréntesis de FJ y de Dirac coinciden.



Caṕıtulo 4

Conclusiones

Se realizó un análisis Hamiltoniano y simpléctico de la acción propuesta por V. Husain (3.11),
la cual carece de dinámica. En el primero, se encontró la estrucutura completa de las cons-
tricciones de primera y segunda clase, los paréntesis fundamentales de Dirac y las transfor-
maciones de norma; respecto a las constricciones, es importante mencionar que no se halló
análogo a la constricción Hamiltoniana. En el segundo, se obtuvieron las constricciones de FJ,
los paréntesis generalizados de FJ y las transformaciones de norma. En cuanto a las constric-
ciones, se hallaron un menor número que en el análisis Hamiltoniano, las cuales, coinciden
con las constricciones de Dirac, cuando se construyen los paréntesis de Dirac y se hacen las
constricciones de segunda clase fuertemente cero.

Por otro lado, se corroboró que tanto los paréntesis de cada formalismo como las transforma-
ciones de norma, coinciden como era de esperarse. En adición, es importante resaltar que en
el formalismo Hamiltoniano, la separación de constricciones entre primera y segunda clase es
una tarea dif́ıcil de efectuar, sin embargo, la identificación de constricciones de FJ es una ta-
rea más simple, por lo que podemos decir que el formalismo de FJ es más económico y elegante.

Es importante comentar que de los resultados de esta tesis, se obtuvo la siguiente publicación
en la revista Annals of Physcis [16].
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Apéndice A

Aclaraciones matemáticas

A.1. Delta de Dirac

La “función”delta de Dirac para más de una variable se define como

δ(X −A) ≡ δ(x1 − a1)δ(x2 − a2) · · · δ(xn − an) =

{
0 xi 6= ai
∞ xi = ai

A,X ∈ Rn, (A.1)

tal que

∫
δ(X −A)dnx = 1∫

δ(X −A)F (X)dx = F (A) (A.2)

donde la integral se evalúa sobre todo el espacio y F es una función integrable.

Es importante notar que la delta de Dirac no es una función en el sentido usual del cálculo,
pues se sabe de cálculo elemental que la integral de un función identicamente nula excepto en
un punto es cero1. Esta transformación pertenece a un nuevo tipo de aplicaciones que se les
llama distribuciones2.

A.1.1. Propiedades

Finalmente enlistaremos algunas de sus propiedades, las cuales se pueden demostrar fácilmen-
te con la definición de delta de Dirac, usando integración por partes y regla de la cadena3.

1Véase [26].
2La definición dada al inicio de la sección es un tanto informal, sin embargo para fines prácticos es suficiente

con ello.
3Por ejemplo, demostremos [V]. Notar que en la integral

∫∞
−∞ f(x, y)δ(x − z)δ(y − z)dz podemos tomar

F1(z) = f(x, y)δ(x − z) ó F2(z) = f(x, y)δ(y − z) para poder evaluar la integral, aśı
∫∞
−∞ F1(z)δ(y − z)dz =∫∞

−∞ δ(z − y)F1(z)dz = F1(y) = f(x, y)δ(x − y) ó
∫∞
−∞ δ(x − z)F2(z)dz =

∫∞
−∞ δ(z − x)F2(z)dz = F2(x) =

f(x, y)δ(y − x). Usando la propiedad [I] concluimos que las integrales son iguales.
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Sea f una función integrable y f ′ su derivada, entonces

[I]
δ(x) = δ(−x). (A.3)

[II]
f(x)δ′(x) = −f ′(x)δ(x). (A.4)

[III]
δ′(x) = δ′(−x). (A.5)

con δ′(x) la derivada de δ(x).

[IV]
∂xδ(x− y) = −∂yδ(x− y). (A.6)

[V] ∫ ∞
−∞

f(x, y)δ(x− z)δ(y − z)dz = f(x, y)δ(x− y). (A.7)

A.2. Tensores

Se debe aclarar que los tensores se pueden definir de dos maneras distintas, pero equivalentes.
Por un lado se definen a partir del producto tensorial

Definición A.1 Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, que usualmente es R y sea
V ∗ el espacio dual asociado a V . Se define un tensor como la transformación

T :

r veces︷ ︸︸ ︷
V ⊗ V ⊗ ...⊗ V ⊗

s veces︷ ︸︸ ︷
V ∗ ⊗ V ∗ ⊗ ...⊗ V ∗ → R, (A.8)

que se denota

T i1,i2···isj1,j2···jr . (A.9)

Por otro lado, se definen mediante una regla de transformación entre dos bases coordenadas4.
A continuación daremos una serie de definiciones y posteriormente se definirán los tensores.

Sean x ≡ (x1, x2, · · · , xN ) y x ≡ (x1, x2, · · · , xN ) dos sistemas coordenados de dimensión N ,
que se relacionan entre śı por las transformaciones5

4Véase [27], Caṕıtulo 4, Sec. 4.
5En general, cada sistema coordenado está definido sobre una carta de alguna variedad diferenciable (véase

[21] Parte 1, Caṕıtulo 3.).
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xi = xi(x1, x2, · · · , xN ), (A.10)

xi = xi(x1, x2, · · · , xN ). (A.11)

Se denotará al Jacobiano de las transformaciones J
(
x
x

)
= J

(
x1,x2,··· ,xN
x1,x2,··· ,xN

)
solamente con J .

Definición A.2 Si T a1a2···as
b1b2···br y T i1i2···isj1j2··· ,jr se transforman como

T i1i2···isj1j2···jr = JW
∂xi1

∂xa1

∂xi2

∂xa2
. . .

∂xis

∂xas
∂xb1

∂xj1
∂xb2

∂xj2
. . .

∂xbr

∂xjr
T a1a2···as
b1b2···br , (A.12)

se dirá que es un tensor r veces covariante y s veces contravariante67.

Definición A.3 Se define la delta generalizada de Kronecker como

δij...kmn...p :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δim δin . . . δip
δjm δjn . . . δjp
...

...
. . .

...
δkm δkn . . . δkp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (A.13)

donde cada ı́ndice corre sobre un subconjunto de los naturales.

La delta generalizada de Kronecker tiene dos propiedades muy útiles8.

[I]

εk1k2...kN εj1j2...jN = δk1k2...kN
j1j2...jN

. (A.14)

[II]

εk1k2···kmi1i2···iN−mε
j1j2···jmi1i2···iN−m = (N −m)!δj1j2···jmk1k2···km . (A.15)

Ahora enunciaremos algunos resultados sobre la métrica muy usados en la tesis.

Observar que el tensor métrico definido en el Apéndice C puede escribirse tensorialmente co-
mo gij = ∂ym

∂xi
∂ym

∂xj
.

Proposición A.1 El tensor métrico es un tensor dos covariante.

6Si W = 0, se dice que es un tensor absoluto.
7Notar que las cantidades T y T son las mismas.
8Comentemos dos cosas. Uno, las propiedades pueden demostrarse fácilmente por inducción. Dos, para

n = 3, obtenemos la conocida expresión δijpmnp = εijpεmnp = δimδ
j
n − δinδjm.
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Definimos al tensor métrico contravariante como9

gij =
∂xi

∂ym
∂xj

∂ym
. (A.16)

Proposición A.2 Sea g el tensor métrico, entonces gijgjk = δik.

9Al tensor métrico contravariante también se le llama tensor métrico conjugado.



Apéndice B

Cálculo variacional

El cálculo variacional es la rama de la matemática que extiende el cálculo infinitesimal a
funcionales1.

B.1. Variaciones

Definición B.1 Sea T el conjunto de tensores, definimos una funcional como la aplicación

F : T → R. (B.1)

Definición B.2 Sea Φ ∈ T . Dada una trayectoria de Φ en el espacio de configuraciones,
definimos una nueva trayectoria

Φ(x, α) ≡ Φ(x) + αη(x), (B.2)

con α ∈ R y η una función arbitraria diferenciable tal que se desvanece en la frontera de la
variedad, entonces la variación de Φ la definimos como

δΦ(x) ≡ Φ(x, α)− Φ(x, 0), δΦ|∂D = 0. (B.3)

Proposición B.1 Sea δΦ la variación del campo Φ, entonces

δ(∂µΦ) = ∂µ(δΦ). (B.4)

B.2. Derivada variacional

Definición B.3 Sea F una funcional, definimos la derivada variacional como

δF [Φ(x)]

δΦ(y)
≡ ĺım

ε→0

F [Φ(x) + εδ(x− y)]− F [Φ(x)]

ε
, (B.5)

donde δ(x− y) es la delta de Dirac.

1Para un estudio más minucioso véase [28] y [29].
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Proposición B.2 Sea F [Φ(x)] = a∂µΦ(x) entonces

δ[a∂µΦ(x)]

δΦ(y)
= a∂µδ(x− y). (B.6)

Prueba.

δ[a∂µΦ(x)]

δΦ(y)
= ĺım

ε→0

a∂µ[Φ(x) + εδ(x− y)]− a∂µΦ(x)

ε

= ĺım
ε→0

a∂µΦ(x) + εa∂µδ(x− y)− a∂µΦ(x)

ε
= a∂µδ(x− y). (B.7)

De igual forma es muy fácil mostrar que

δΦ(x)

δΦ(y)
= δ(x− y),

δC(x)

δΦ(y)
= 0, (B.8)

donde C es una funcional constante.

Definición B.4 Se define la suma, resta, multiplicación, división y composición de funcio-
nales de la manera usual.

Se puede demuestrar de manera casi análoga a la hecha en cálculo diferencial las siguientes
propiedades

[I]
δG[Φ(x)]H[Φ(x)]

δΦ(y)
= G[Φ(x)]

δH[Φ(x)]

δΦ(y)
+
δG[Φ(x)]

δΦ(y)
H[Φ(x)]. (B.9)

[II]
δ(G[Φ(x)]±H[Φ(x)])

δΦ(y)
=
δG[Φ(x)]

δΦ(y)
± δH[Φ(x)]

δΦ(y)
. (B.10)

[III]

δ
(
G[Φ(x)]
H[Φ(x)]

)
δΦ(y)

=
H[Φ(x)] δG[Φ(x)]

δΦ(y) −
δH[Φ(x)]
δΦ(y) G[Φ(x)]

H[Φ(x)]2
. (B.11)

[IV]
δG[H(Φ(x))]

δΦ(z)
=
δG[H(Φ(x))]

δH(Φ(y))

δH(Φ(y))

δΦ(z)
. (B.12)
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Proposición B.3 Sea F [Φ(x)] una funcional, entonces

δF [Φ(x)]

δΦ(y)
=
∂F [Φ(x)]

∂Φ(x)
δ(x− y), (B.13)

a este resultado se le llama primera variación de F [Φ(x)] respecto a Φ(x).

Prueba

Hagamos una expansión en serie de Taylor de F [Φ(x, α, δ)], donde el tercer ı́ndice indica que
η(x) = δ(x− y), aśı Φ(x, α, δ) = Φ(x) + αδ(x− y), con lo que obtenemos

F [Φ(x, α, δ)] = F [Φ(x, α, δ)]|Φ(x) +
∂F [Φ(x, α, δ)]

∂Φ(x)

∣∣∣∣
Φ(x)

[Φ(x, α, δ)− Φ(x)] + · · ·

= F [Φ(x)] +
∂F [Φ(x, α, δ)]

∂Φ(x)

∣∣∣∣
Φ(x)

α δ(x− y) + · · · ,

(B.14)

si cortamos la serie en los dos primeros términos, se tiene la siguiente triple igualdad

δF [Φ(x, α, δ)] = F [Φ(x) + αδ(x− y)]− F [Φ(x)] =
∂F [Φ(x) + αδ(x− y)]

∂Φ(x)

∣∣∣∣
Φ(x)

α δ(x− y),(B.15)

notemos que δΦ(x) = αδ(x− y). Si dividimos la igualdad anterior por α y tomamos el ĺımite
cuando α→ 0, se obtiene la definición de derivada variacional, entonces

δF [Φ(x)]

δΦ(y)
=
∂F [Φ(x)]

∂Φ(x)
δ(x− y). (B.16)

Si no dividimos por α y tomamos el mismo ĺımite

δF [Φ(x)] =
∂F [Φ(x)]

∂Φ(x)
δΦ(x). (B.17)

Con el mismo razonamiento se puede generalizar fácilmente a más de un campo

δF [Φi(x)] =
∑
i

∂F [Φi(x)]

∂Φi(x)
δΦi(x), (B.18)

δF [Φi(x)]

δΦi(y)
=
∂F [Φi(x)]

∂Φi(x)
δ(x− y). (B.19)

Si F = F [Φi(x), ∂µΦi(x)], se procede de forma similar a la demostración anterior, pero ahora
se corta la serie en el tercer sumando y obtenemos2

2Véase [18].
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δF [Φi(x), ∂µΦi(x)]

δΦi(y)
=

{
∂F [Φi(x), ∂µΦi(x)]

∂Φi(x)
− ∂µ

(
∂F [Φi(x), ∂µΦi(x)]

∂(∂µΦi(x))

)}
δ(x− y), (B.20)

al cual se le llama segunda variación de F [Φi(x), ∂µΦi(x)] respecto a Φi(x).

B.3. Paréntesis de Poisson

Esta sección está dedicada a demostrar la mayor parte de los siguientes resultados (se usarán
los resultados del Apéndice A).

Proposición B.4 Sean Φa, Φb, P
a y P b variables independientes del espacio fase de un sis-

tema no necesariamente regular, entonces

[I]

{Φa(x),Φb(y)} = 0. (B.21)

[II]

{P a(x), P b(y)} = 0. (B.22)

[III]

{Φa(x), P b(y)} = δbaδ(x− y). (B.23)

[IV]
�
Φa = {Φa,H}. (B.24)

[V]
�
P a = {P a,H}. (B.25)

Sea F = F [Φa(x), ∂iΦa(x), P a(x)] 3

[VI]
�
F = {F,H}. (B.26)

Sea F = F [Φa(x)]

[VII]

{Φa, F} =
δF

δP a
. (B.27)

Sea F = F [P a(x)]

3Donde el sub́ındice i corre sobre las coordenadas espaciales.
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[VIII]

{F, P a} =
δF

δΦa
. (B.28)

Dado que cada una de las variables del espacio fase es independiente de las otras, es evidente
que

δΦa(x)

δP b(y)
= 0 =

δP a(x)

δΦb(y)
, (B.29)

δΦa(x)

δΦb(y)
= δab δ(x− y) =

δP a(x)

δP b(y)
. (B.30)

Prueba.[I]

Partiendo de la definición (1.14) y usando (1.21) y (1.23)

{Φa(x),Φb(y)} =

∫ [
δΦa(x)

δΦc(z)

δΦb(y)

δP c(z)
− δΦa(x)

δP c(z)

δΦb(y)

δΦc(z)

]
d3z = 0. (B.31)

De manera análoga se puede demostrar el segundo resultado.

Prueba.[III]

{Φa(x), P b(y)} =

∫ [
δΦa(x)

δΦc(z)

δP b(y)

δP c(z)
− δΦa(x)

δPc(z)

δP b(y)

δΦc(z)

]
d3z

=

∫
δcaδ(x− z)δbcδ(y − z)d3z

=

∫
δbaδ(x− z)δ(y − z)d3z, (B.32)

usando la propiedad 5. del Apéndice A.1 podemos concluir que

{Φa(x), P b(y)} = δbaδ(x− y). (B.33)

Prueba.[IV]

Por razones de espacio omitimos los campos en H

{Φa(x),H(y)} =

∫ [
δΦa(x)

δΦc(z)

δH(y)

δP c(z)
− δΦa(x)

δP c(z)

δH(y)

δΦc(z)

]
d3z

=

∫
δcaδ(x− z)

δH(y)

δP c(z)
d3z, (B.34)

dado que el Hamiltoniano solo depende de los momentos y no de sus derivadas, podemos usar
la ecuación (B.20), aśı
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{Φa(x),H(y)} =

∫
δ(x− z)δ(y − z) ∂H(y)

∂P a(y)
d3z

=
∂H(y)

∂P a(y)
, (B.35)

usando una de las ecuaciones de Hamilton (1.11)

�
Φa = {Φa,H}. (B.36)

La demostración del quinto resultado es análoga.

Prueba.[VI]

Las funcionales F y H dependen de Φa(x), ∂iΦa(x) y P a(x), pero se omitirá por razones de
espacio

{F (x),H(y)} =

∫ [
δF (x)

δΦc(z)

δH(y)

δP c(z)
− δF (x)

δP c(z)

δH(y)

δΦc(z)

]
d3z

=

∫ [
δF (x)

δΦc(z)

∂H(y)

∂P c(z)
− δF (x)

δP c(z)

(
∂H(y)

∂Φa(z)
− ∂i

(
∂H(y)

∂(∂iΦa(z))

))]
d3z

=

∫ [
δF (x)

δΦc(z)

�
Φa(z)δ(y − z) +

δF (x)

δP c(z)

�
P a(z)δ(y − z)

]
d3z, (B.37)

usando la regla de la cadena y expresando la dependencia temporal expĺıcitamente4.

=

∫ [
δF (x)

δΦc(z)

δΦc(z)

δx0
δ(y − z) +

δF (x)

δP c(z)

δP c(z)

δx0
δ(y − z)

]
d3z

=

∫
�
F (z)δ(y − z)d3z

=
�
F (y). (B.38)

B.3.1. Propiedades

Por último mencionaremos que este paréntesis de Poisson tiene las mismas propiedades que
el paréntesis de Poisson usual, pues las reglas de derivación para derivada covariante son las
mismas que las de derivada usual (véase la sección B.2). Aqúı las enlistamos solo por comple-
tez.

Sean E = E(Φi, P
i), F = F (Φi, P

i) y G = G(Φi, P
i) funciones del espacio fase y a, b ∈ R

[I] Linealidad: {E, aF + bG} = a{E,F}+ b{E,G}.

4El sub́ındice 0 denota la coordenada temporal.
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[II] Antisimetŕıa: {E,F} = −{F,E}.

[III] Regla de Leibniz: {E,FG} = {E,F}G+ F{E,G}.

[IV] Identidad de Jacobi: {{E,F}, G}+ {{F,G}, E}+ {{G,E}, F} = 0.
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Apéndice C

Geometŕıa diferencial

La geometŕıa diferencial, es la rama de la matemática que estudia los objetos geométricos
curvos a través del cálculo infinitesimal.

C.1. Variedades

Las definiciones usadas en este apéndice no son las más generales1, pero si lo suficiente para
nuestros fines.

Definición C.1 Sea U subconjunto abierto conexo de Rk con k 6 n. Definimos un k−parche
o carta coordenada a cualquier aplicación

q : U → Rn+1, (C.1)

q(u1, · · · , uk) = (q1(u1, · · · , uk), · · · , qn+1(u1, · · · , uk)), (C.2)

que sea suave, invertible y los vectores tangentes de q linealmente independientes, donde los
vectores tangentes se definen como

∂iq ≡
(
∂q1

∂ui
, · · · , ∂q

n+1

∂ui

)
, i = 1, · · · , k. (C.3)

Notar que una carta coordenada es simplemente una parametrización de un subconjunto de
Rn+1

Definición C.2 Sea M ⊂ Rn+1. Diremos que M es una variedad2 si puede cubrirse por k
cartas coordenadas3, tales que si dos de ellas qi : Ui → Rn+1 y qj : Uj → Rn+1 con intersección
no vaćıa, su composición

1Véase [21] Parte 1, Caṕıtulo 2-4.
2En ingles se le conoce como manifold.
3Esto quiere decir que cualquier punto de M esta en la imagen de al menos una carta coordenada.
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φij ≡ φj ◦ φ−1
i : q−1

i (qi(Ui) ∩ qj(Uj))→ Uj , (C.4)

es suave(ver Figura C.1), donde φi es q−1
i .

Figura C.1: variedad dos dimensional (dona).

Ejemplos

n-esfera

Sn ≡ {(q1, · · · , qn+1)|(q1)2 + · · ·+ (qn+1)2 = 1}. (C.5)

n-cilindro4

Cn ≡ {(q1, · · · , qn+1)|(q1)2 + · · ·+ (qn)2 = 1}. (C.6)

Demos un par de comentarios

La dimensión de M es el valor de k.

Se le llama ambiente al espacio Rn+1 donde se encuentra embebida la variedad.

Definición C.3 Sea M una variedad de dimensión k. Definimos el espacio tangente de M
en p ∈ M como el espacio vectorial generado por el conjunto {∂µq|p t.q. µ = 1, · · · , k} y
lo denotamos por Tp(M). Cuando se sobreentiende cual es la carta, se denota a la base de
Tp(M) simplemente por {∂µ}.

Definición C.4 Definimos el fibrado tangente de M como5

TM = ∪p∈MTp(M). (C.7)
4El n-cilindro también se puede escribir como Sn−1 ⊗ R.
5Comentemos dos cosas. Uno, TM tiene estructura de variedad, véase [21] Parte 2, Caṕıtulo 2. Dos, bajo

este contexto, a un solo espacio tangente también se le llama fibra tangente.
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C.1.1. Variedades Riemannianas y Pseudoriemannianas

Definición C.5 Sea <,> un producto interno definido sobre Tp(M), definimos una métrica
Riemanniana a la aplicación g que asocia un producto interno a cada p ∈ M. Al par (M, g)
le llamaremos variedad Riemanniana.

Definición C.6 Definimos el tensor métrico como6

g : Tp(M)× Tp(M)→ R, (C.8)

gij ≡< ∂iq|p, ∂jq|p > . (C.9)

Definición C.7 Sea <,> un producto interno degenerado, definimos una pseudométrica de-
finida sobre Tp(M) a la aplicación g que asocia un producto interno degenerado a cada p ∈M.
Al par (M, g) le llamaremos variedad Pseudoriemanniana.

Fijémonos en un diferencial de longitud cuadrático en la vecindad de p ∈ M, expresada en
términos de coordenadas cartesianas7

ds2 = (dq1)2 + · · ·+ (dqn+1)2, (C.10)

expresando las coordenadas cartesianas en términos de las coordenadas de alguna carta y
usando regla de la cadena, se puede llegar con cálculo directo a que

ds2 = gijdu
iduj . (C.11)

Es importante notar que cada sumando es una forma cuadrática.

Definición C.8 Definimos la signatura de g como el par (p, q), donde cada entrada es el
número de formas cuadráticas en ds2, p para las positivas y q para las negativas.

Una forma diferente de definir una variedad Riemanniana es exigiendo que el tensor métrico
de la variedad tenga solo signatura positiva, mientras que al tener signatura positiva y nega-
tiva queda definida una variedad Pseudoriemanniana.

Las variedades Pseudoriemannianas cuadridimensionales son usadas para describir el espacio-
tiempo en GR, tres coordenadas para el espacio y una para el tiempo.

6Hay formas menos generales de definirla, por ejemplo en una base rećıproca (véase [30] Parte 1, Caṕıtulo
1.2), pero la esencia es que todas tienen la información necesaria para representar una n-ada en diferentes
bases.

7Los diferenciales son 1-formas y por ende son tensores contravariantes, véase la Sección C.1.2.
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Definición C.9 Llamaremos variedad Lorentziana a la variedad Pseudoriemmaniana cuya
pseudométrica tenga signatura (p, 1).

El ejemplo más usado de una variedad Lorentziana es el espacio plano de Minkowski, cuya
signatura es la más simple posible para una variedad cuadridimensional (3, 1). Usualmente se
denota la métrica como η y a la signatura como (−,+,+,+) para referirse a la forma expĺıcita
de ds2, a saber

η =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 . (C.12)

C.1.2. k-formas

Definimos las 0-formas simplemente como las funciones escalares. Ahora defininamos las 1-
formas. Se les llamará 1-formas a los elementos del espacio dual del espacio tangente. Se
denotará por df a las 1-formas y {dxν} a la base de dicho espacio, aśı dxν(∂µ) = δνµ.

Consideremos la 1-forma definida por

dq(vµ) = ∂µq|pvµ, (C.13)

que es la derivada direccional. Se puede demostrar que la base canónica de la 1-forma anterior
es el conjunto {dxµ | µ = 1, · · · , k} 8, aśı

dq = ∂µq|pdxµ, (C.14)

donde cada dx es un diferencial.

Prosigamos a definir las 2-formas. Dadas dos 1-formas dq1, dq2, definimos una 2-forma a la
función ψ dada por

ψ(dq1, dq2) ≡ det(∂µq1∂νq2), (C.15)

la cual se denota como dq1 ∧ dq2. Esta función cumple con las siguientes dos propiedades

(a1dq1 + a2dq2) ∧ dq3 = a1(dq1 ∧ dq3) + a2(dq2 ∧ dq3)

dq1 ∧ dq2 = −dq2 ∧ dq1. (C.16)

Finalmente, una k-forma es la generalización natural de una 2-forma para k 1-formas, la cual
cumple con las mismas dos propiedades para cualquier par de 1-formas, esto es

dq1 ∧ · · · ∧ dqi ∧ · · · ∧ dqj ∧ · · · ∧ dqk = dq1 ∧ · · · ∧ dqj ∧ · · · ∧ dqi ∧ · · · ∧ dqk. (C.17)

Linealidad
8Véase [21] Parte 1, Caṕıtulo 4 y [31] Caṕıtulo 8, Sec. 6.
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Derivada exterior

Un operador muy útil en geometŕıa diferencial y topoloǵıa es el operador derivada exterior, el
cual es un mapeo que convierte una k-forma en una k+1-forma que cumple con las siguientes
propiedades

Sea f una 0-forma, entonces df es 1-forma.

Sea α una k-forma y β una p-forma, entonces d(dα) = 0 y d(α∧β) = dα∧β+(−1)p(α∧
dβ).

C.2. Haces fibrados

Intuitivamente un haz fibrado es la generalización de un campo vectorial sobreM, recordemos
que un campo es el mapeo f :M→ V con V un espacio vectorial.

Definición C.10 Un haz fibrado9 consiste de dos variedades E y M, y un mapeo

π : E →M. (C.18)

A E se le llama espacio total, a M espacio base y a π proyección. Para cada p ∈ M existe
una fibra definida por

Ep ≡ {q ∈ E : π(q) = p}, (C.19)

tal que E = ∪p∈MEp. Esta es la razón por la que se le llama haz fibrado.

Un ejemplo muy claro y simple es el haz tangente. Intuitivamente un haz tangente es un
campo vectorial que asigna un vector a cada punto de la variedad (ver Figura C.2).

Figura C.2: haz tangente.

Definición C.11 Definimos al haz tangente de M como el mapeo

π : TM→M. (C.20)

9En ingles se les conoce como bundle.
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Es común que en la literatura se denote a un haz fibrado simplemente con E, aśı, para el haz
tangente se denota como TM.

Definición C.12 Se define a un haz trivial como aquel haz que E = M× F y π(p, f) = p
para todo (p, f) ∈M× F . Con F una fibra estándar.

Notar que

Ep = {(p, f) ∈M× F : π(p, f) = p} = {p} × F. (C.21)

Una propiedad de los haces triviales es que existe un diferomorfismo10 entre cada fibra Ep y
la fibra F . Este tipo de haces tienen propiedades que uno suele buscar, sin embargo, los haces
de mayor interés en gravitación, son los haces que son triviales solo localmente. Para poder
definir estos haces, necesitamos definir los isomorfismos.

Definición C.13 Sea π : E →M y π′ : E′ →M′ haces fibrados. Llamaremos morfismo al
mapeo ψ : E → E′ junto con el mapeo φ :M→M′ tal que ψ mapea cada fibra Ep a la fibra
E′φ(p) (ver Figura C.3).

Si ψ y φ son difeomorfismos, se dirá que hay un isomorfismo sobre el haz fibrado π.

Figura C.3: morfismo.

Definición C.14 Sea π : E →M un haz fibrado, decimos que hay una trivialización local11

si para cada p ∈M hay una vecindad U de p y un isomorfismo sobre π

ψ : E|U → U × F, (C.22)

con

E|U = {q ∈ E : π(q) ∈ U}, (C.23)

el cual env́ıa cada fibra Ep a la fibra {p} × F . En este caso U = M = M′, E = E|U ,
E′ = U × F y φ :M→M es la transformación identidad (ver Figura C.4).
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Figura C.4: trivialización local.

Es común que a ψ se le denote por φ y a la antigua φ se le omita.

Definición C.15 Se define al haz vector como el isomorfismo sobre el haz fibrado, cuya
variedad F = Rn y M es una variedad n-dimensional, aśı

φ : E|U → U × Rn. (C.24)

Se dijo al inicio de esta sección que un haz fibrado es una generalización de los campos vec-
toriales, esta generalización es lo que se llama sección.

Definición C.16 Sea π : E →M un haz fibrado. Se define una sección de π a la función

s :M→ E, (C.25)

tal que para cualquier p ∈M, s(p) ∈ Ep.

Esto quiere decir que una sección asigna a cada punto en el espacio base un vector en la fibra
sobre el punto en cuestión.

C.2.1. Tétrada

Definición C.17 Sea M una variedad n-dimensional orientada12. Definimos un campo de
referencia como el haz vector con trivialización local dado por

e : M × Rn → TM, (C.26)

mandando cada fibra {p} × Rn de M × Rn a su correspondiente espacio tangente Tp(M).

10Un difeomosfirmos en un mapeo biyectivo diferenciable.
11Se puede mostrar que cualquier haz fibrado es trivialmente local, sin embargo no cualquiera lo es global-

mente.
12Se dice que una variedad es orientada si puede definirse un diferencial de volumen en cada punto deM, el

cual se define como dv =
√
|g|)dx1 ∧ · · · ∧ dxn, con g el determinante del tensor métrico.
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Si M es 4-dimensional, al campo de referencia se le llama tétrada o vierbein (dependiendo si
se quiera griego o alemán), si es 3-dimensional, triada o dreibein y si es 2-dimensional, diada
o zweibein.

C.2.2. Métrica interna

Dada una sección s :M→M× Rn, existe una base canónica {ξ} dada por

ξi(p) = (0, 0, · · · , 1︸︷︷︸
i−esimo lugar

, · · · , 0), (C.27)

de esta forma podemos escribir

s = siξi. (C.28)

Dada una tétrada, definimos

e(ξi) ≡ eαi ∂α, (C.29)

donde eαi son funciones sobre M y ∂α la base coordenada de TpM. A Rn se le conoce como
espacio interno, a los ı́ndices latinos de la base {ξ} se les llama ı́ndices internos y a los ı́ndices
griegos se les llama espacio-temporales. En ocasiones se le denota a e(ξi) simplemente como ei.

Notar que hay un cierto parecido con el haz tangente.

Definición C.18 Sea s y s′ secciones, definimos el siguiente producto interior

η(s, s′) ≡ ηijsi(s′)j , (C.30)

donde ηij es la métrica de Minkowski y se le llama métrica interna.

Definición C.19 Ahora definimos la métrica sobre campos vectoriales como

g(v, v′) ≡ gijvi(v′)j , (C.31)

con gij el tensor métrico.

Se dice que la tétrada es ortonormal si g(ei, ej) = ηij . Cuando sucede esto, existen las siguien-
tes relaciones13

[I]

gαβ = ηije
i
αe
j
β. (C.32)

13Véase [21] Part. 3 Chap. 3.
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[II]
δij = eiαe

α
j . (C.33)

donde eiα es la sección inversa de eαi y se le llama cotétrada.

C.2.3. Conexión

No es trivial la diferenciación de una sección de un haz fibrado, pues la definición de derivada
requiere de dos puntos14, pero una sección esta definida en un solo punto, por lo que no es
posible usar una definición similar, sin embargo, existe una forma de hacerlo llamada conexión.

Definición C.20 Sea E un haz vector sobre una variedad M. Definimos una conexión D
sobre M, asignando cada campo vectorial v sobre M una función

Dv : Γ(E)→ Γ(E), (C.34)

satisfaciendo las siguientes propiedades

Dv(αs) = αDvs,

Dv(s+ t) = Dvs+Dvt,

Dv(fs) = v(f)S + fDvs,

Dv+ws = Dvs+Dws,

Dfvs = fDvs, (C.35)

con v, w ∈ V ect(M), s, t ∈ Γ(E), f ∈ C∞(M) y α ∈ R, donde V ect(M) es el espacio
vectorial de campos vectoriales sobre M y Γ(E) es el espacio vectorial de secciones sobre E15

(ver Figura C.5).

Figura C.5: cada semićırculo representa una fibra y la sección tiene como imagen un único
punto de la fibra.

Para clarificar lo que es una conexión, tomemos como ejemplo una base {∂µ} del espacio
V ect(M)(se toma que los campos vectoriales están definos sobre Tp(M)) y una base {ei} del
espacio Γ(E), notemos que16

14Por ejemplo, en el caso más sencillo df
dt
≡ lim∆x→0

f(x+∆x)−f(x)
∆x

, se necesita de los puntos x y ∆x.
15A Dvs también se le llama derivada covariante y se denota por ∇vs.
16Recordar ei se puede expresar en términos de una combinación lineal de otra base y que Dµ : Γ(E)→ Γ(E).
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Dµej = Aiµjei. (C.36)

Usando las propiedades de la definición anterior

Dvs = Dvµ∂µ(siei) (C.37)

= vµ(∂µs
i +Aiµjs

j)ei, (C.38)

de esta forma podemos definir (Dµs)
i como ∂µs

i + Aiµjs
j , la cual es la componente i de la

derivada covariante Dµs. Además, podemos definir A : Γ(E)⊗ Γ∗(E)⊗ T ∗p (M)→ C∞(M)

A = Aiµjei ⊗ ej ⊗ dxµ, (C.39)

de tal forma que

A(v)s = Aiµjv
µsjei. (C.40)

Notar que podemos escribir Aµ = Aiµjei ⊗ ej , lo cual se asemeja mucho al potencial electro-

magnético17, por tal razón a A se le llama potencial vectorial, que es una generalización de éste.

Conexión plana estándar

Proposición C.1 Si D0 es cualquier conexión sobre E con potencial vectorial A, entonces
D = D0 +A también es una conexión, aśı

D0
vs = Do

vs+A(v)s, (C.41)

para su demostración véase [21] Part. 3, Chap. 3.

En particular, si D0
vs = vµ(∂µs

i)ei se le llama a D0 conexión plana estandar sobre E, que es
la conexión que se usó anteriormente.

C.2.4. Conexión interna

Dado que eiα puede cambiarse por eiα −→ êia = Λîke
k
α, entonces

êiae
ĵ
β η̂iĵ = ΛîkΛ

ĵ
l e
k
αe
l
β η̂iĵ

⇔ ηkl = Λîkη̂iĵΛ
ĵ
l , (C.42)

esta condición define al grupo de Lorentz, y de hecho este es el grupo interno más grande
posible para tétradas ortonormales, por lo que podemos decir que la tétrada se comporta
como vector sólo bajo transformaciones de Lorentz. Si queremos una conexión que transforme

17Véase [21] Parte 1, Caṕıtulo 5 y Parte 1, Caṕıtulo 6.
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tétradas como vectores bajo transformaciones de Lorentz, es necesario definir una conexión
plana estandar para las tétradas como (lo cual simplemente se enunciará)

(Dµe)
i = ∂µe

i + ωiµje
j , (C.43)

cuyo potencial vectorial es ωµ.

La conexión interna puede pensarse como un campo de norma generado por transformaciones
de Lorentz locales.

C.2.5. Curvatura

Definición C.21 Sea E un haz vectorial sobre una variedad M con conexión D. Definimos
la curvatura de la conexión

F (u,w)s = DvDws−DwDvs−D[v,w]s, (C.44)

con [v, w], el conmutador entre v y w18.

Denotaremos a F (∂µ, ∂ν) como Fµν . Se puede mostrar que19

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ], (C.45)

donde A es el potencial vectorial.

Intuitivamente, la curvatura mide si hay o no transporte paralelo “exacto”, de lo cual no se
hablará, pero se puede encontrar en cualquier libro de relatividad20

18También llamado paréntesis de Lie.
19Véase [21] Parte 2, Caṕıtulo 3. Por otro lado, notemos que el campo electromagnético y el potencial

electromagnético tienen la misma relación salvo por [Aµ, Aν ].
20Es importante mencionar que cuando se exige que DνDµs = DµDνs, se obtiene la conexión se Levi-Civita

y el potencial vectorial queda definido por los śımbolos de Christoffel (véase [32] Caṕıtulo 3).
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Apéndice D

Teoŕıas de Chern-Simons

En esta sección se da una introducción de las teoŕıas de Chern-Simons, véase [33] para un
estudio más detallado.

En teoŕıa de haces fibrados, la curvatura F , como su nombre lo indica, tiene información local
sobre cómo el haz fibrado se “dobla” sobre cada punto del espacio base. Como se menciona en
el Apéndice C, cualquier haz fibrado es localmente trivial pero globalmente no necesariamente
lo es, y esto depende sencillamente del tipo de conexiones que se pueden definir sobre el haz
fibrado y que son compatibles con la estructura del mismo.

Dado que las conexiones son estrucutras más complejas que la variedad en donde esta definida
en śı, cabe preguntarse ¿por qué introducir estas estructuras? Una respuesta razonable es que
las conexiones nos permiten construir invariantes topológicos de variedades, lo cual se relacio-
na mucho con teoŕıas topológicas y a su vez con gravedad como se menciona en el Apéndice E.

Veremos que la teoŕıa de clases caracteŕısticas construye invariantes topológicos a través de
polinomios invariantes definidos sobre haces fibrados.

Definición D.1 Sea G un grupo de Lie definido sobre la curvatura F 1 y g su álgebra aso-
ciada. Se define una aplicación multilineal simétrica G-invariante como

P :
⊗
r

g −→ F con F = R,C, (D.1)

donde
⊗
r
g es el producto exterior sobre todos los elementos del álgebra de Lie g, además, P

satisface que

P es simétrico para todo i, j

P (A1, · · · , Ai, · · · , Aj , · · · , Ar) = P (A1, · · · , Aj , · · · , Ai, · · · , Ar). (D.2)

1Véase Sección C.2.5 del Apéndice C.
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Para todo g ∈ G, P es invariante

P (Adg(A1), · · · , Adg(Ai), · · · , Adg(Ar)) = P (A1, · · · , Ai, · · · , Ar), (D.3)

donde Adg es la matriz adjunta de la representación matricial de g.

Se denotará por Ir(G) al conjunto de todas las funciones simétricas G− invariantes.

Con todo esto, podemos definir lo que es un polinomio invariante homogéneo, el cual es
fundamental para las teoŕıas de Chern-Simons

Definición D.2 Llamaremos a P un polinomio invariante homogéneo de grado r si

P : g −→ F

P (A) = P (A, · · · , A)︸ ︷︷ ︸
r−veces

con P ∈ Ir(G). (D.4)

Se puede mostrar que la curvatura F es un elemento de g, por lo que tiene sentido operar
P (F ). Aqúı es donde cobra relevancia el estudio de los polinomios invariantes, pues se tiene
el siguiente resultado de suma importancia para gravedad y otras áreas de la f́ısica

Proposición D.1 Teorema de Chern-Weyl

Sea P un polinomio invariante homogéneo de grado r y F la curvatura asociada a la conexión
A, entonces

dP (F ) = 0, donde dP (F ) es la derivada exterior de P (F ). Lo anterior dicho en palabras
es dP (F ) es una forma diferencial cerrada.

dP (F2)− dP (F1) = dTPj, es decir, es una forma diferencial exacta, donde

TPj = j

∫ 1

0
P j(A,Ft, · · · , Ft)dt, (D.5)

con Ft = tdA+ t2A∧A y t es un parámetro. Notar que esto es un polinomio invariante
homogéneo.
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D.1. Formas de Chern-Simons

Como consecuencia del teorema Chern-Weyl (D.1) tenemos2

dPj(F ) = dC2j−1(A,F ), (D.6)

con C2j−1 ∈ g⊗ Ω2j−1(M) y C2j−1 toma la forma

C2j−1 = j

∫ 1

0
str(A,Ft, · · · , Ft)dt, (D.7)

donde

str(A,Ft, · · · , Ft) ≡
1

r!

∑
σ∈Sr

tr(Aσ(1), Ft,σ(2) · · · , Ft,σ(r)), (D.8)

con Sr un grupo simétrico, es decir, el grupo formado por todos lo automorfismos sobre algún
conjunto dado, cuya operación de grupo es la composición de funciones.

El caso de interés para nosotros es cuando j = 2, en ese caso, la ecuación (D.7) se reduce a

C3(A) = Tr

(
A ∧ dA+

2

3
A ∧A ∧A

)
. (D.9)

Las teoŕıas Chern-Simons son teoŕıas cuya acción se puede expresar en términos de la conexión
como

SCS [A] =

∫
M
C2j−1(A), (D.10)

para el caso j = 2 la acción se reduce a

SCS [A] =

∫
M
Tr

(
A ∧ dA+

2

3
A ∧A ∧A

)
, (D.11)

la cual es la acción de interés para nosotros. Ahora prosigamos con el análisis de Hamiltoniano
de trabajo.

2Véase [33], Caṕıtulo 1, Sec. 2.
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Apéndice E

Simetŕıas y constricciones en
gravedad

La aportación más importante que dio RG fue el cambio en la concepción del espacio-tiempo
y las simetŕıas que trae consigo, a saber, la independencia del espacio-tiempo de fondo y la
invariancia bajo difeomorfismos. Como ya se hab́ıa comentado en la introducción, GCL es
una teoŕıa que conserva las simetŕıas de RG y los principios de mecánica cuántica. En este
caṕıtulo se hablará de las constricciones que tiene RG.

E.1. Simetŕıas

Independencia del espacio tiempo de fondo

Como se mencionó en al introducción, la independencia del espacio-tiempo de fondo fijo sig-
nifica que no hay un escenario donde evolucionen los campos. Lo anterior equivale a decir que
una teoŕıa independiente del espacio-tiempo de fondo es una teoŕıa cuyos campos que definen
a la teoŕıa junto con el espacio-tiempo, son todos dinámicos. Por ejemplo, en el caso de Chern-
Simons, el único campo presente es la conexión A, la cual se trata como variable dinámica.
De igual manera, en el caso de GR, la variable dinámica que aparece en la acción de Einstein-
Hilbert es el tensor métrico; de aqúı se lo que usualmente se dice en los textos, que el hecho
de que el espacio-tiempo sea dinámico equivale a la independencia del espacio-tiempo de fondo.

Invariancia bajo difeomorfismos

Existen dos tipos de invariancia ante difeomorfismos. El primero de ellos es la invariancia ante
difeomorfismo activos, la cual puede verse como aquella que se mantiene invariante bajo un
“arrastre de los campos” sobre la variedad. Debido a lo que ya se mencionó anteriormente,
en una teoŕıa independiente del espacio-tiempo de fondo todos los campos son dinámicos, si
“arrastramos” todos los campos y sus interacciones la teoŕıa resultante seguirá siendo bási-
camente equivalente, puesto que los puntos en la variedad sólo tienen importancia debido a
lo que f́ısicamente sucede en ellos, y si trasladamos todo el sistema (campos e interacciones)
los puntos finales serán f́ısicamente equivalentes a los primeros. Es en este sentido es que
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la independencia del espacio-tiempo de fondo se traduce en la invariancia bajo difeomorfis-
mos activos. Cuando se habla de invariancia del espacio-tiempo de fondo, en realidad se está
hablando de invariancia ante difeomorfismos activos. El segundo tipo de invariancia ante di-
feomorfismos son los pasivos, los cuales son los que se enseñan usualmente en los textos de
GR, es decir, cambios generales de coordenadas. Aśı, una teoŕıa que es invariante bajo difeo-
morfismos pasivos, es aquella que se mantiene invariante bajo transformaciones generales de
coordenadas, podemos citar como ejemplo a la teoŕıa electromagnética. La teoŕıa de Maxwell
descrita por la siguiente acción

SM [A] = −1

4

∫
M
FµνF

µνd4x, (E.1)

es invariante bajo difeomorfismos pasivos, pero no bajo difeomorfismos activos.

Cuando una teoŕıa posee ambas simetŕıas, se dice que la teoŕıa posee covariancia general. Las
teoŕıas topológicas son importantes en gravedad porque éstas tienen covariancia general.

Definiciones formales

Formalmente, dada una variedadM, un diferomorfismo activo φ es un mapeo suave invertible
de M en M. Un campo escalar T en M es un mapeo T :M→ R. Dado un difeomorfismo φ
y un nuevo campo escalar T , se dirá que es un difeomorfismo activo si T se transforma como

T (P ) = T (φ(P )). (E.2)

Notar que las coordenadas no tienen ningún papel aqúı.

Un sistema de coordenadas x en una variedad M, d-dimensional, es un mapeo invertible
y diferenciable de un conjunto abierto de M a Rd. Dado un campo T en M, este mapeo
determina la función t : Rd → R definida por t(x) = T (P (x)), llamada “el campo T en
coordendas x”. Entonces un difeomorfismo pasivo es un mapeo invertible y diferenciable φ :
Rd → Rd que define un nuevo sistema de coordenadas x0 en M por x(P ) = φ(x0(P )). El
valor del campo T en coordenadas x0 está dado por

t0(x0) = t(φ(x0)). (E.3)

Hay que tener cuidado de no confundir las ecuaciones (E.2) y (E.3), debido a la similitud que
hay entre ellas.

E.2. Constricciones

Cuando GR se escribe en la forma ADM (véase [15]), aparecen dos constricciones, la llamada
constricción vectorial y la constricción Hamiltoniana, las cuales están dadas por
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H ≡ 1

2(3)e

(
πijπij −

1

2

(
πii
)2 − 2(3)e2(3)

R− 4(3)e2λ

)
≈ 0

Ha ≡ −e(3)
ai Dbπ

bi ≈ 0, (E.4)

con πij ≡ πaieja, (3)e ≡ det(eai), (3)Da la conexión tal que (3)Daeai = 0 y R el escalar de Ricci,
donde eja es la tétrada y πai es el momento conjugado de la tétrada. La importancia de estas
constricciones es la forma que tienen, Ha es una constricción de un ı́ndice libre no polinomial y
H es una constricción sin ı́ndices también no polinomial. Es importante mencionar que usando
el formalismo ADM no se ha podido cuantizar RG, aśı como ninguna otra teoŕıa a excepción
de GCL, sin embargo, esta teoŕıa es incompleta. Por lo tanto, la cuantización de RG aún es
un problema abierto en la f́ısica fundamental.
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