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“El hogar estd atrds, el mundo por delante, y hay muchos ca-
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de de la noche, hasta que las estrellas estén encendidas.
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El senor de los Anillos: La comunidad del anillo (1954)



Indice general

RESUMEN

1.

2

Marco tedrico 1
1.1. Preliminares . . . . . . . . . . . . e e e e 1
1.2. Ecuaciones diferenciales . . . . . . . .. ... oL 2
1.2.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales homogéneas con coeficientes constantes 2
1.2.2. FEigenvalores y eigenvectores . . . . . . . . .. ... Lo 3
1.2.3. Estados de equilibrio . . . . . . . . ... oo 3
1.2.4. Estabilidad de estados de equilibrio . . . . . . . ... ... ... ... ... 4

1.3. Procesos estocasticos . . . . . . . . Lo 5
1.4. Ecuacién Maestra . . . . . . . . . .. L 6
1.4.1. Procesos de Markov . . . . . .. .. ... 6
1.4.2. Ecuacién de Chapman-Kolmogorov . . . . . . . .. .. ... ... ...... 7
1.4.3. Ecuacidén Maestra . . . . . . . . . . . . .. 7

1.5. Algoritmo de Gillespie . . . . . . . . . ... 9
0

1.6. Modelo minimal de Goldbeter sobre oscilaciones de Ca®* . . . ... ... .. ... 1
2. Funcion de Hill y funcién de Hill corregida 13
2.1. Funcion de Hill . . . . . . . . . . e 13
2.2. Funciéon de Hill corregida . . . . . . . .. ... Lo 15
2.2.1. Funcién de Hill determinista con correcciones . . . . . . . .. .. ... ... 15
3. Analisis al modelo de Goldbeter con la funcién de Hill determinista, la funcién
de Hill corregida y el algoritmo de Gillespie 19
3.1. Soluciones con la funciéon de Hill determinista . . . . . . . ... .. ... ... ... 19
3.2. Soluciones con la funciéon de Hill corregida, . . . . . . . . . ... ... ... ..... 20
3.3. Soluciones del algoritmo de Gillespie . . . . . . . . . . ... ... ... ... ..., 23
3.4. Comparacion ente el modelo estocéstico y el modelo con correcciones . . . . . . . . 27
4. Conclusiones 31
A. Script de Phyton recreaciéon de modelo de Goldbeter 33
B. Modelo con Ecuacién de Hill Corregida 35
B.1. Variaciéon de los valoresde o . . . . . . . . .. Lo 35
B.2. Variacion de valores de 2 . . . . . . .. 38
C. Algorimo de Gillespie 41
Bibliografia 45

VII






RESUMEN

La dindamica de la concentracién de calcio dentro de la célula juega un papel esencial en el
correcto funcionamiento celular. La célula cuenta con diversos mecanismos para regular su con-
centracion y es empleado para diversas funciones celulares. Entre algunas de sus funciones esté el
desencadenar la muerte programada que se le conoce como apoptosis celular. Este mecanismo de
muerte celular es importante para evitar la reproduccion de células cuyo ADN ha sido danado de
forma irreparable. Ademas, se ha observado que en las células cancerigenas este mecanismo se ha
inhibido. Es por esto, que el estudio de la apoptosis ayuda a evaluar tratamientos para controlar
el cancer. En particular, la terapia fotodinamica genera estrés en las células desencadenando la
apoptosis al ser liberadas elevadas concentraciones de calcio en el ambiente intracelular.

El modelo méas usado para describir la dinamica de calcio intracelular es el llamado modelo
de Goldbeter. El modelo de Goldbeter es un modelo planteado en términos de un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Sin embargo, en los modelos basados en ecuaciones diferenciales
ordinarias que describen concentraciones, se ha asumido que las poblaciones son elevadas y los
efectos estocasticos se han despreciado. Por otro lado, a nivel celular las concentraciones de calcio
y proteinas pueden llegar a ser muy bajas durante algunos periodos de la dindmica donde los
efectos estocésticos pueden jugar un papel relevante. Por tal motivo, se hace necesario analizar la
dindmica del calcio a bajas concentraciones donde las fluctuaciones relativas toman importancia.
En este trabajo, se compara la dindmica de calcio promedio basada en el modelo de Goldbeter
con una dindmica con correcciones estocéasticas. En particular se analizan la estabilidad de las
oscilaciones de calcio intracelular caracteristicas del estado normal celular llamado Homeostasis.

IX






Capitulo 1

Marco tedrico

1.1. Preliminares

El calcio es un mineral necesario para muchas funciones del cuerpo, siendo la mas conocida el
de estructurar y fortalecer huesos y dientes, es también el encargado de la movilidad muscular, la
transmisién de mensajes de los nervios al cerebro, la circulacion de la sangre y la liberaciéon de
las hormonas necesarias para determinadas funciones de nuestro organismo. Sin embargo, el calcio
en altas concentraciones dentro de las células puede llegar a ser perjudicial, causando la muerte
celular programada, conocida como apoptosis celular, por lo que el cuerpo tiene mecanismos de
control para la liberacién de Ca®*.

El calcio es liberado del citoplasma ya sea mediante un bombeo exterior a la célula por la
membrana plasmatica o mediante un aislamiento en ’depésitos’ internos reducidos a la membrana.

Muchas células responden a la estimulaciéon con oscilaciones del ion Ca?t que pueden depen-
der de un potencial periédico de la membrana celular y de la entrada periddica de Ca* [6].
Asi mismo las oscilaciones pueden ocurrir por receptores de rianonina o al ion de Inositol 1,4,5-
trifosfatico (InsPs3). Una caracteristica importante de las oscilaciones dependientes de este ion es
que se mantiene durante algiin instante de tiempo en ausencia de Ca?* extracelular. Lo que implica
un transporte de calcio hacia y desde los depdsitos internos.

Estas oscilaciones funcionan como una sefial codificada que permite a las células utilizar a Ca?t
como un segundo mensajero, todo esto para evitar los efectos nocivos de las altas concentraciones
de Ca?*.

El interés principal de estas oscilaciones del ion C'a?* es su uso en terapias para cancer. Nuestro
organismo necesita que cada célula individual regule su proliferacion, supervivencia y se diferencien
entre ellas para que cada una pueda atender su tarea y funcionar en conjunto como un sélo
organismo; sin embargo, para células cancerosas no existe dicha regularizacion, por lo que estas se
multiplican y esparcen descontroladamente invadiendo otros tejidos haciendo que estos no puedan
trabajar con normalidad. Este descontrol puede ocurrir con cualquier célula del cuerpo.

Como se sabe, la quimioterapia es uno de los tratamientos méas ocupados para tratar de “curar’el
cancer. Sus principales metas son el de reducir el tamafno del tumor para su facil extraccion, destruir
las células cancerosas que hayan quedado después de una extracciéon o después de un tratamiento
por radiacion (radioterapia) y como soporte para otros tratamientos; sin embargo, muchos de estos
tratamientos son bastante invasivos.

Por lo que el objetivo de muchos tratamientos anticancerigenos es el de inducir apoptosis en
células cancerigenas, uno de estos tratamientos es la terapia fotodindmica o PDT por sus siglas en
inglés (photodynamic therapy). Esta terapia utiliza una droga sensible a la luz, llamada fotosensi-
bilizador mas luz con una onda de luz especifica para generar citoxicidad, es decir, un dafio celular
debido a ciertos anticuerpos, esto debido a la generaciéon de singletes de oxigeno y otras especies
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de moléculas reactivas.

1.2. Ecuaciones diferenciales

En ciencia, ingenieria y muchas areas del conocimiento se utilizan modelos matematicos que
buscan describir alguna caracteristica del sistema que se desea estudiar.

Estos sistemas son descritos por modelos matematicos que muchas veces generan ecuaciones
que contienen derivadas de alguna de las incognitas que se desea estudiar, a estas ecuaciones se les
llama como ecuaciones diferenciales.

Los sistemas de mayor interés para sus estudio son aquellos que evolucionan con el tiempo a
los cuales se les llaman como sistemas dindmicos.

Estas se pueden dividir en:

1. Ecuaciones diferenciales ordinarias: En la cual sélo existe la derivada con respecto a una
variable.

2. Ecuaciones diferenciales parciales: En la cual las derivadas son con respecto a dos o méas
variables.

Estas ecuaciones tiene la forma

dy

dr (x) (1.1)
ou Ou
e + a—y =0 (1.2)

Donde a la variable dependiente también se le puede llamar funcidn incdgnita.

1.2.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales homogéneas con coeficientes
constantes

Aligual que con los sistemas de ecuaciones algebraicas se puede encontrar sistemas de ecuaciones
diferenciales que se expresan como:

7 = A% (1.3)

Donde A es una matriz constante de n xn y x’ es la derivada temporal de z. Para estos sistemas
se buscan soluciones de la forma:

z(t) = e (1.4)

Donde £ y A son cantidades a determinar. Si se sustituye la ecuacion (1.4) en la ecuacion (1.3)
v luego se deriva, se puede observar que:

MM = AfeM (1.5)

Al cancelar las exponenciales se puede observar que tiene la forma de una ecuacion de eigen-
vectores.

AE = A€ (1.6)

Por lo que para encontrar soluciones de algin sistema de ecuaciones diferenciales es necesario
resolver algin problema de eigenvalores y eigenvectores.
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1.2.2. Eigenvalores y eigenvectores

En algebra lineal, [7], un sistema de ecuaciones lineales de 'n’ variables tiene la forma

1121 + a12x2 + - -+ a1y, = by

a21%1 + A22%2 + -+ + A2y = b

Ap1%1 + Ap2Z2 + -+ + AppTn = bn
Puede expresarse como:
AT=1b (1.8)

Donde A es una matriz de coeficientes, T es el vector de variables y b es el vector de soluciones.
Un problema importante en algebra lineal es saber si existen vectores & diferentes de cero tales
que multiplicados por alguna matriz A de n x n de un multiplo escalar de %, es decir:

AZ = \7 (1.9)
Que también se puede ver como:
(A= XDNZ=0 (1.10)

La ecuacion (1.10) tiene soluciones diferentes de cero si se escogen valores de A tales que
satisfagan:

Det(A— ) =0 (1.11)

Donde a los valores de A que satisfagan a la ecuacion (1.11) se le conoce como eigenvalor de la
matriz A y a las soluciones de la ecuacion (1.10) obtenidas de usar los eigenvalores se les conoce
como eigenvectores.

1.2.3. Estados de equilibrio
Considerando un sistema descrito por la siguiente ecuacion:
i= f(x) (1.12)
Donde:
1. &: es el sistema de ecuaciones que varia con el tiempo.
2. f(x): es cualquier funcion que depende de x
Una solucion, o estado, a este sistema seria cualquier funcion x(*) que satisfaga:

o(t) = f(x(t)) (1.13)

Se define una solucion de equilibrio a cualquier solucién que sea constante en el tiempo, es
decir, que satisfaga:

z(t) = a° (1.14)

A z° se le conoce como estado de equilibrio. Los estados de equilibrio deben de satisfacer la
condicion de equilibrio, es decir, deben de satisfacer la ecuacion (vectorial):
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f(z®)=0 (1.15)
En términos escalares:
Ji(zf, 25, 25,) =0
falaf,zs, ... 25) =0
(1.16)
falaf,zs, ..., 28) =0

Este principio se puede extrapolar para ecuaciones diferenciales ordinarias de mayor orden.

1.2.4. Estabilidad de estados de equilibrio

Si se tiene un estado de equilibrio de un sistema descrito por la ecuaciéon 1.12, se puede deter-
minar la estabilidad de ese estado de equilibrio, cada estado debe de cumplir con determinadas
definiciones [2].

Se dice que un estado de equilibrio es estable cuando:

Para cada € > 0, existe un 6 > 0, tal que ||z(0) — z°|| < 0 y ||z (t) — z°|| < € para todo t > 0.

Si ¢ no cumple con la definicién anterior el estado es inestable.
Se dice que un estado de equilibrio es asintdticamente estable cuando:

1. Es estable.
2. Existe R > 0 siempre y cuando ||2(0) — z¢|| < R, es decir

lim x(t) = z° (1.17)

t—00
Y es globalmente asintéticamente estable cuando:
1. Es estable.
2. Cada solucion z(x) converge a z¢ cuando el tiempo incrementa, es decir:

lim x(t) = z° (1.18)

t—o0

Cuando el estado de equilibrio es globalmente asintoticamente estable el sistema no tiene otros
estados de equilibrio.

Se dice que un estado de equilibrio es exponencialmente estable con radio de convergencia o > 0
cuando:

1. Es estable.
2. Existe R > 0y 8 > 0 siempre y cuando ||z(0) — €°|| < R tenga
[l (t) — || < Bl|2(0) — z°[le™*" (1.19)
Para todo ¢ > 0

Y finalmente, un estado de equilibrio es globalmente exponencial estable con radio de conver-
gencia o > 0 cuando:

1. Es estable.
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2. Existe > 0 y cada solucion satisfaga
|z (t) = z°|| < Bl|z(0) — z°[|e™* (1.20)
Para todo ¢t > 0

Las definiciones anteriores son para sistemas lineales, estas definiciones también tienen su con-
traparte para sistemas no lineales, que se estudian usando la teoria de estabilidad no lineal de
Lyapunov ([2]).

1.3. Procesos estocasticos

Los modelos deterministas se usan muy frecuentemente en varios campos de la ciencia, sin
embargo, cuando las interacciones intrinsecas del sistema, como por ejemplo; sistemas con muchas
particulas en movimiento, no se pueden ignorar es necesario el uso de sistemas estocésticos. La
interaccion entre estos movimientos se les conoce como ruido o fluctuaciones.

El ejemplo mas famoso es el movimiento Browniano, en honor a Robert Brown, que a través
de un microscopio observé y registré el movimiento de particulas de polen suspendidas en agua.
Observo que las particulas presentaban un movimiento erratico y aleatorio, sin importar el material
y el solvente utilizado, el resultado era el mismo. Al final del siglo XIX gracias al trabajo de Guoy
se dedujeron varias propiedades al movimiento browniano.

= El movimiento de las particulas es muy irregular, su camino no tiene alguna tangente a un
punto.

= Las particulas tienen un movimiento aparentemente independiente una de otra, incluso cuan-
do estan cerca entre si.

» La masa y la densidad de las moléculas parecen no tener un efecto sobre ellas.

= Cuanto menor viscoso sea el solvente, mas rapido sera el movimiento.

= Mientras méas pequeno sea el radio de la particula, méas rapido sera el movimiento.
= A mayor temperatura mayor movimiento.

= El movimiento nunca cesa.

No seria hasta 1905 cuando Einstein describiria de manera satisfactoria el movimiento Brow-
niano. Los trabajos realizados entre 1905 y 1960 dieron un mayor avance al anélisis del ruido gracias
al estudio de los circuitos eléctricos y la propagacion de ondas de radio.

El trabajo de Einstein anticipé mucho de los procesos estocasticos en fisica, como:

1. La Ecuacién de Chapman-Kolmogorov

fz,t + 7)dx = dx /00 flz— A t)p(A)dA (1.21)

Donde f(x,t + 7)dz son el nimero de particulas por unidad de volumen. La ecuacion nos
dice que los estados de probabilidad de una particula de estar en un punto z en algin tiempo
t + 7 dada por la suma de probabilidades de todos los posibles “empujes” A de posiciones
x — A, multiplicada por la probabilidad de estar en x — A en algin tiempo ¢. Mientras que
el término ¢(A) es la suposicion de la existencia de una ley de frecuencias para A.
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2. La ecuaci6én de Fokker-Plank of o
L _pZ ... 1.22
ot Ox? (1.22)
Donde f(z,t) es la densidad de particulas y D es una constante llamada coeficiente de
difusion. Un caso particular de la ecuacion (1.22) es la ecuacion de difusion la cual describe

un sistema con un camino simple y continuo.

3. La expansion de Kramers-Moyal: la aproximacion es usada para remplaza un proceso
cuyo muestreo de caminos no necesitan ser continuos con aquellos con camino continuo.

4. La relaciéon de fluctuacion-disipacion: Es la relacion de la disipacion del sistema con la
magnitud de las fluctuaciones a equilibrio térmico.

El desarrollo de los procesos estocéasticos es importante ya que es una aproximacién mas exacta
a sistemas microscépicos con muchas particulas en los que las aproximaciones deterministas son
simples e inexactas.

Para definir un proceso estocéstico es necesario primero una funcion de distribucion, el proceso
estocéstico se escribe como £(t), por lo que la funcion de distribucion estara dada como:

Fz,t) = P{&(t) < a} (1.23)

Donde P es la probabilidad de que el evento {{(¢) < z} ocurra. Si se toma la parcial con
respecto a  de (1.23), se obtendria la densidad de probabilidad de la funcion de distribucion:

flat) = LFa(i; 2

Esto considerando solo un &(t) pero se puede generalizar esto con una distribucion de probabi-
lidad conjunta para n procesos estocasticos en n instantes de tiempo:

(1.24)

F(fEl,IQ,"' 7xn;t1;t2;' cc ’tn) - P{g(tl) S xl?f(tQ) S 1:27"' ;g(tﬂ) S xn)} (1'25)
anF(x17x27"' 7xn;t17t27“' 7tn)

s Tt e, L) = 1.26

UCIREE Tni L t2 ) 0x10xg - - - Oxy, (1.26)

1.4. Ecuaciéon Maestra

1.4.1. Procesos de Markov

De acuerdo con el orden de la ecuacion (1.25) o la densidad de la ecuacion (1.26), se pueden
clasificar a los procesos estocésticos en:

= Procesos puramente aleatorios
Son procesos en los que la ecuacion (1.26) tiene la propiedad de que

f(1'17.'172, e 7mn;t17t27 e 7t’n) = f(x1>t1) X f(x27t2) e f(xn7tn) (127)
es decir, los valores de £(t) se satisfacen de manera independiente.

= Procesos de Markov
Su principal propiedad es que se rigen por una densidad de probabilidad condicional, es decir:

f(xn7tn|x17m27 T axnfl;tlvt% e atnfl) = f(irnvtn|mn717tn71) (128)

Se dice que los procesos de Markov "no tienen memoria", debido a que si la probabilidad en
ty, dado el valor x,,_1 en el instante ¢,,_1 no se ve afectado por los valores dados en tiempos
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pasados, en palabras mas claras, el futuro estado del sistema se determina por el estado
presente del sistema y no por estados pasados.

Se puede determinar un proceso de Markov de manera satisfactoria utilizando simplemente dos
funciones:

flxy,t1) & f(ao,to|z1,t1) (1.29)

Esta propiedad hace que los procesos de Markov sean muy faciles de manejar, por ejemplo, si
se tuvieran tres instantes de tiempo:

flx1, xe, x35t1, o, t3) = f(as, ta|r1, xasti, ta) X f(xe, ta|z1,t1) X f(21,t1)

= f(w3,ts]wa, t2) X f(wa, tolzr,t1) X fla1,t1) (1.30)

1.4.2. Ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov

La ecuacién de Chapman-Kolmogorov es una ecuacién funcional que nos relaciona todas las
densidades de probabilidad de un proceso de Markov, cuyas soluciones dan una completa des-
cripcion de cualquier proceso de Markov, la obtencion de la ecuacion de Chapman-Kolmogorov es
sencilla partiendo de la definicion de probabilidad condicional:

flx1, e t1,t2) = f(xa, ta]ar, tr) f(x1,t1) (1.31)

Al integrar ambos lados de la ecuacion con respecto a xi:

(o]
f(aig,tg) :/ f(l‘g,tg‘l’l,tl)f(.’lﬁl,tl)dl‘l (1.32)
—o0
Tomando en consideracion la identidad:
flz1,zs;t1,t3) = f(thfz)/ f(x3,t3]wa, t2) f (w2, t2|z1, t1)dT2 (1.33)
Usando:
Jf(wy, w35t1,t3) = f(as, 3|21, t1) f (22, t2|v1, 1) (1.34)

Se concluye que la ecuacion de Chapman-Kolmogorov es:
f(zs,t3],21,11) :/ f(xs,t3]@a, t2) f (22, t2|21, t1)dxo (1.35)

1.4.3. Ecuacion Maestra

La razon de la importancia de la ecuacion (1.35) es la construccion de densidades de probabilidad
de un intervalo de tiempo grande (t1,¢3) a intervalos de tiempo mas cortos (t1,t2), (t2,t3), lo cual
es una propiedad de gran ayuda.

Considerando un proceso de Markov estacionario que cumple con:

f($27t2|$1,t1) Zp(.l‘2|l‘1,7') (136)
Donde 7 =ty — 3.
Entonces para un proceso estacionario (1.35) se escribe como:

oo

paslar, 7 — ') = / p(@3lz, ' )p(@2, |1, 7)ds (1.37)

— 00
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Tomando en cuenta las siguientes propiedades:

/:’0 p(xz|zy, T)dry =1 (1.38)
/_OO p(x2|z1, 7) f(21)dz2 = f(22) (1.39)
/_Oo /_OO T122p(22|z1, 7) f(21)dT1dT2 = B(T) (1.40)

Expandiendo en serie de Taylor para 7’s pequenas:

0
plalz ) 2 p(alz,0) + G lror’ 4+ = plalz,0) + w(a]2)” (141)

Que se cumple si y solo si 7/ < 1.

El término w(z|z) se le conoce como la probabilidad de transicion del estado z al estado z,
aunque en realidad es la probabilidad de transicién por unidad de tiempo o simplemente la tasa
de probabilidad.

Entonces se tiene :

plalz ™) = p(a]z, 0) + w(a] ) (1.42)

Y dos casos, el primero es x # z, entonces

p(z[z,0) =0

1.43
p(alz.0) = w(zl)r )
Para el segundo caso en el que = = z:
p(x|z,0) =1 (1.44)
En este caso hay un cambio debido a que el sistema se ’sale’ del estado z:
plr = 2|z, 7)) =1 - 7"/ w(z|z)dx (1.45)

Donde la integral se puede escribir como:

ap(z) = /OO w(z|z)dx (1.46)

— 00

Si se juntan ambos casos, se sustituye en la ecuacion (1.35) reescribiendo y dividiendo entre 7/,
se obtiene:

p(xs|z, 7+ 7)) — plas|z, T
(ol TET) ZPERLT) (st 7)

. (1.47)
+T// w(ws, w2)p(wa|z1, T)d2o

Sustituyendo la definicién en la ecuacion (1.46) y tomando el limite de cuando 7’ tiende a 0,
finalmente se obtiene:

D faafes,) = [ wtoaloalpoalorr) — wlaslas)pleafen, idss (1.48)
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Que es la ecuacidn maestra para un espacio y un tiempo continuo. Cabe mencionar que también
existe una ecuacién maestra para un proceso en tiempo discreto:

d

%pn (t) = Z[wnmpm (t) - wmnpn(t)] (1'49)

m

Donde n son los posibles estados en los que el proceso estocéstico £(t) puede estar, mientras que
Wpm €s la probabilidad de una transicion entre el estado m al estado n en un pequeno incremento
de tiempo dt.

Este formalismo es ocupado en varios fendémenos fisicos, pero también en reacciones quimicas.
Las reacciones quimicas son descritas en términos de tasas de reaccién quimica determinista, la cual
muchas veces adopta la forma de un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales. Sin embargo,
las reacciones no se presentan de manera continua en intervalos de tiempo infinitesimales, estos
se presentan como una serie de pasos en un tiempo finito, es decir no se presentan de manera
continua, sino de manera discreta.

Se puede escribir esta descripcién como una relaciéon entre el niimero de reacciones n propor-
cional a la densidad X, cuya constante de proporcionalidad es el tamano del sistema 2, es decir:

n=0xX (1.50)

A Q normalmente se le conoce como el volumen de la reaccion.
Se puede describir la dindmica de la reacciéon quimica con la ecuacion (1.49) regida por la
densidad de probabilidad de reacciéon del nimero de moléculas n:

OP(n,t)
— = > won P(n/ ) = wrm P(n, t) (1.51)
n/

Donde wy,,,s al igual que en (1.49) es la probabilidad de transicion de un estado n a uno n’
mientras que P(n,t) es una distribucion de probabilidad multivariable que depende de todos los
productos y residuos en los que se esté interesado.

1.5. Algoritmo de Gillespie

Debido a que la mayoria de las veces dar una solucién analitica a las ecuaciones maestras es prac-
ticamente imposible, es recurrente utilizar algoritmos y métodos computacionales para encontrar
una soluciéon numérica para alguna ecuacion y determinar como se observaria el comportamiento
del proceso estocastico. Existen muchos algoritmos para la solucién de ecuaciones maestras, pero
solo se utilizara el algoritmo de Gillespie.

El algoritmo de Gillespie es usado principalmente para la modelacion de procesos quimicos y
bioquimicos. Dado que para muchas ecuaciones maestras las transiciones de probabilidad se dan
de manera no lineal, el algoritmo de Gillespie se encarga, por medio de un camino simple y con
una sola condicién inicial; simular toda la distribucién de probabilidad desconocida buscada.

El algoritmo es:

1. Empezar en t < tg, n < ng.

2. Escoger un 7 en el que se llevara a cabo la siguiente reaccion en concordancia con la funcién
de densidad de probabilidad:
pi(7]n,t) = a(n)e~ ™7 (1.52)

Donde a(n) es la tasa global de reaccion.

3. Se escoge que reaccion seré la siguiente escogiendo un p de acuerdo con

po(Ann, ) = ”:((;‘)) (1.53)




Marco tedrico
1.6 Modelo minimal de Goldbeter sobre oscilaciones de Ca?t

4. Se actualizan las variables n; <= n; + Siu, t <t + 7.
5. Repetir y graficar.

Una cosa importante es conocer de donde procede la ecuacion (1.52). Se define la probabilidad
de que el sistema cambie de estado en el instante ¢ durante un intervalo dt

q(t) = dt (1.54)

La probabilidad de que el estado no cambie es:

1 —q(t)dt (1.55)
Si se tiene un intervalo de tiempo muy grande se divide 7 en NN intervalos, entonces:
TN
1—q(t)— 1.56
1= a(t) 1 (1.56)

La ecuacion (1.56) es la probabilidad de que haya alguna reaccién en N intervalos. Si se toma
N — oo, la probabilidad de que no exista una reaccion es en forma exponencial; por lo que la
probabilidad de que exista una reaccion al tiempo 7 es:

q(t)e” 17 dr (1.57)

Pero:

q(t) = Zyidt (1.58)

Donde v; es la probabilidad de reaccién por unidad de tiempo, por lo que nuestra densidad de
probabilidad es (1.52).

Con estos pasos se puede conocer cudl serd la siguiente reaccion quimica y en qué tiempo se
realizara.

1.6. Modelo minimal de Goldbeter sobre oscilaciones de Ca?*

Como se menciond anteriormente, en una gran cantidad de células las senales hormonales
y neurotransitivas generan varios picos intracelulares de Ca?T, estos picos tienen periodos de
oscilacion de entre <1 segundos a 30 minutos dependiendo del tipo de célula.

De acuerdo con [1] la razén de estas oscilaciones se debe por la retroalimentacion negativa
debida al ion InsPs que interviene en las acciones de muchas senales externas que inducen la
liberacién de Ca®t en los depositos intracelulares; es decir, estas sefiales generan un incremento
constante de InsP; dentro de las células, lo que desencadena la liberacion de Ca®t intracelular.

La propuesta de [1] es un modelo simple por sefial inducida de oscilaciones de Ca?T, ya que a
determinadas concentraciones el ion presenta oscilaciones el cual se trata de mostrar que se pueden
ver como una respuesta celular dependientes de la frecuencia.

La periodicidad de Ca?* puede ocurrir entre el citosol y el depésito insensible a InsPs, por lo
cual el modelo de Goldbeter es un sistema de ecuaciones acopladas. El sistema de ecuaciones que
describe la dinamica del calcio viene dada por el sistema de ecuaciones diferenciales:

dz zn ym zp
4 _ Ve 4V
vo +v18 — Ve + M3KE1+Ym*K1p4+Zp

kY —KZ 1.59
dt K5+ Zn Ry (1.59)

v _ ooz Y7
at — MEpyzr o MEpyym T KL 4 zp

— kY (1.60)

Donde:
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s 7 es la concentracién de Ca?t libre dentro del citosol.
= Y es la concentracion de InsPs en los depositos.

= 97 es la magnitud de entrada del depoésito sensible de InsP5; que es tomado como proporcional
a la funcién de saturacion 5 (dependiente de InsPs).

s vy es la entrada extracelular de Ca?t.

» K es la salida de Ca?t.

s Vo es la tasa maxima de bombeo entrante de Ca?t del depésito intracelular.
» Virs es la tasa méaxima de bombeo saliente de Ca?™.

s K5 es la constante del umbral de bombeo.

» K g es la constante del umbral de liberacion.

» K4 es la constante del umbral de activacion.

Este proceso esta descrito por dos funciones de Hill, la primer funcion de Hill (con término V)
representa la tasa de bombeo de Ca?* del citosol al deposito sensible de InsP3, mientras que la
segunda (con término Vj3) representa la tasa de transporte del depdsito al citosol. Los coeficientes
de cooperatividad son n y m; p es el grado de cooperatividad del proceso de activacion.

El conjunto de ecuaciones (1.59), (1.60) permiten una tinica solucion estacionaria. El anélisis de
estabilidad lineal dado en [1] de estas ecuaciones indican que el estado estacionario no siempre es
estable, de acuerdo con estudios en sistemas fisicos-quimicos, los sistemas que presentan oscilaciones
de ciclo limite que se generan cuando el estado de no equilibrio se vuelven inestables.
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Capitulo 2

Funcién de Hill y funcién de Hill
corregida

2.1. Funcion de Hill

Para el estudio de procesos enzimaéticos es requerido el uso de funciones de entrada, una de las
maés usadas y utiles es la llamada funcion de Hill, en particular, una derivaciéon de:

XTSX
XSx| = ——— 2.1
[XSx] = g 21

conocida como la ecuacion de Michaellis-Menten, donde:

= X es una proteina represora.

= Sx es pequena molécula inducida.

» [XSx] es la forma de unién compleja de las moléculas.

» X7 es la concentracion total de la proteina represora dada como

Xr =X + [XSx] (2.2)

= K x es una constante de disociaciéon dada como la razon entre las tasas de uniéon y disociacion
de [XSX]

k
Ky = lff / (2.3)

La funcion de Hill es una derivacion de la ecuacion (2.1), siguiendo la derivacion de [4]; se
asume que la proteina X puede unirse a n moléculas Sx, descrito por [X Sx], o pueden separarse
denotadas por Xg. La concentracion total de la unién y separacion de X serd X7 y por ley de
conservacion esta dada por:

[nSXX} + Xo=Xr (2.4)

El término [nSx X| esta formada por la colision de n moléculas de Sx, por lo que la tasa de
colisiones esta dado por el producto de la concentracion libre de X, X y la concentraciéon de Sx
elevado a la cantidad de moléculas n:

konXOS;L( (25)
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2.1 Funcién de Hill

Mientras que la tasa de disociaciéon esté dada por:

kosr[nSx X] (2.6)

donde ko, kofs son las tasas de entrada y salida respectivamente. El cambio de la tasa de
concentracion viene a ser la diferencia entre las ecuaciones (2.5) y (2.6):

d
%[TLSXX} = k‘onXoS} — k‘(,ff[nSXX] (2.7)
. d

Cuando la ecuacion (2.7) alcanza el equilibrio; & [nSx X] = 0. La relaciéon entre la disociacion
y la colision:

koff[nSXX] = konX()S}L( (2.8)

Usando la ecuacién (2.4), despejando para X y sustituyendo:

(S22 08.,X] = (Xr — [nSx X])S§ (2.9)

Finalmente resolviendo para la razoén de uniéon de X tenemos:

= 2.10
X;r  Ku+Sp (2.10)
El lado derecho de la ecuacion (2.10) es la ecuacidn de Hill.
S%
L S (2.11)
Ky + 5k
Donde:
» K% es la razén
ko
K7 = ~off (2.12)

kO’I’L

= 7 es un parametro conocido como coeficiente de Hill.

Una de las caracteristicas mas importantes de la ecuacion (2.11) es que cuando los valores de
n son muy grandes esta tiende a volverse una funcién escalén, como se muestra en la figura ([4]):

1 n-4

nSyX

¥ 102

S,/K

X

Figura 2.1: Funcién de Hill

Como se puede observar, la derivacion tomada de [4] es determinista; sin embargo, los sistemas
que se estudian son muy pequenos o con muchas variables, haciendo que los modelos usados sean
muchas veces incompletos.
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2.2 Funcién de Hill corregida

2.2. Funciéon de Hill corregida

En [5] se propone una funcion de Hill con correcciones estocasticas. Esta funcion de Hill sera
utilizada para el analisis de la dindmica del calcio en el modelo de Goldbeter. En este capitulo se
abordara brevemente el proceso de derivaciéon para su obtencion.

La forma en que se llegd a la ecuacion (2.11) fue a través de la ley de accion de masas, que
en resumen nos dice que para una reaccion quimica reversible a temperatura constante, existe una
relaciéon constante entre las concentraciones y los reactivos, y ademaés utiliza la hipotesis en lo que
solo existen dos reacciones, en las cuales se supone que se tiene una proteina p a la cual se le pueden
unir n enzimas e las cuales llegan a formar:

s = pep (2.13)

Donde s es la concentracién de la unién entre proteinas y enzimas.
Es necesario que la enzima e llegue o se vaya del sistema, también pueden degradarse, por lo
que el sistema esta descrito por las siguientes procesos reversibles:

Ap ky
lSe p+ness (2.14)
A ke

Se supone que la velocidad de estas reacciones son rapidas por lo que facilmente se llegaria a la
ecuacion (2.11), pero cuando los sistemas se acompanan por mas reacciones se utiliza un enfoque
estocastico. La ecuacién maestra de la que se parte en el analisis estocéstico es:

. ! 1
P(e,p,s,t)=k_(s+1)Ple—n,p—1,s+1,t) — kg)ﬁmP(e,p,s,t)
1
+k+(p+1)@§ (e—l—n,p—l—l,s—l,t)—k_SP(e,p,s,t) (215)

+A1QP(e —1,p,5,t) — A_eP(e,p,s,t) + A_(e + 1) P(e, p, 5,1)
- QP(e,p,s,t)

Para dichos sistemas, considerando un estado en equilibrio. Se tiene que:

! 1
k_(s+1)Ple—n,p—1,s+1)— kurpei—P(e,]Ls) =0
(e —n)! QU
|1 (2.16)
k"r(p_'_ l)wﬁp(e—‘rnap—"_ 1a3 - 1) - k‘_sP(e,p,s) =0

La solucién a la ecuacién 2.16 da una expresion para la funcion de Hill. Para encontrar sus
soluciones se pueden realizar varias aproximaciones.

2.2.1. Funcion de Hill determinista con correcciones

Para comenzar se tomaran las siguientes tasas de reaccion:

=y =X
! - 2.17
t =kt tr = kg @17)

Sacando los limites deterministas ([5]) se obtienen las tasas:

RP+ =\ RP—=)_¢
1 + 1 s (2.18)

RPT =k per RY™ =k
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Tomando el limite estacionario, los términos del lado derecho del conjunto de ecuaciones (2.18)
son iguales a cero, entonces se tendria:
R (s;
| = Bils) (2.19)
R (s;)

K2

se considera que el sistema no es muy grande, realizando correcciones se obtiene:

KF(RP™ (5) + S oy “5422) [ 52557 (RP* (5))

1=— T (2.20)
ks (Ri (33) + le 212 2?2é = [85116812 (Ri (83))} Sj= sj)
Al sustituir los términos dados por las tasas en (2.18) en la ecuacion (2.20) se obtiene:
ki (ﬁé" + 7U2§(262’6)né"_1 + 702562’6)71(71 — 1)]3é”‘2>
1= — (2.21)
ki
Despejando para §:
ok o o?(p,e o o?(e e e
§= ﬁ <pe + 522 )ne 14 §22 )n(n —1)pé 2) (2.22)

Para construir la nueva funcién de Hill se necesita determinar los valores de las covarianzas.
Las covarianzas deben de cumplir ([5]):

a%(p,e) (e, e)

2 0 g 70 (2.23)
Entonces la ecuacién (2.22) queda como:
k’+ 2
=t (pén +2 é@; ) (n - 1)15@”2) (2.24)
1

Al recordar la definicion de la funciéon de Hill (ecuacion (2.11)) y las correcciones estocasticas
([5]) tendriamos:

en + 7‘72&(;’6)71(71 —1)en—2

Hce = N o2(e,e) N
Kn 4 én + 23 n(n — 1)éen—2

(2.25)

La ecuacion (2.25) es valido para reacciones en las que se unen enzimas, es decir una funcidn
de Hill para un activador, con un razonamiento similar se puede llegar a una funcidn de Hill para
un represor, es decir que es valida para reacciones que separan enzimas, que viene a estar dada de
la forma:

K’ﬂ

D¢ = - o2(e0) - (226)
Kn4eén + Z—5%n(n —1)en—2
Finalmente se obtienen las siguientes funciones de Hill:
én + Ip(n—1)ent
Hop = L (1 ) - (2.27)
Kn+4eén + gn(n —1)éen—1

Kn

Dy = (2.28)

K" +én+ &n(n —1)en—1
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Donde al igual que las ecuaciones (2.25) y (2.26), las ecuaciones (2.27) y (2.28) son funciones
de Hill para un activador y un represor respectivamente, donde podemos observar que si tomamos
el limite cuando el tamano del sistema () es muy grande, es decir, lo hacemos tender al infinito,
obtendremos la funcién de Hill clésica.
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Capitulo 3

Analisis al modelo de Goldbeter con
la funcién de Hill determinista, la
funcién de Hill corregida y el
algoritmo de Gillespie

3.1. Soluciones con la funcion de Hill determinista

De acuerdo con [1] las oscilaciones se deben a una retroalimentacion negativa debida al ion
InsPs, los autores muestran un modelo de dos variables con dos de sus tasas definidas con la
funcion de Hill.

Lo primero que se realizo fue una recreacion del modelo, es decir, se resolvié numéricamente el
sistema de ecuaciones:

dz z" ym™ P

_ _ - ky— K 1
g vt v1B = Ve Ki+ 2 + Vs Kp+vym K42 + Ry z (3.1)
ay n Y™ 2P
& ViV, - — kY 3.2
dat — MPKpyzn MPRmyym KR 4ze Y (3:2)

Utilizando los parametros dados en el articulo, algunos parametros permaneceran constantes
durante la realizacion de los tres codigos y cuyos valores son:

v9 =1
vy =173
Vg =175
Vs = 500
Ky=1
Kr=2
Kis=09

m=mnconn=2
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3.2 Soluciones con la funcion de Hill corregida

p=4

k=10

k=1

B8 = 0,305

Una vez realizado el codigo (ver A) la grafica obtenida se muestra a continuacion:

S 2.0 ! A
0]
2
T 15
o
o
¢ 1.0
+
™~
0.5
Q

Tiempo(s)
Figura 3.1: Grafica de la recreacion

Como se puede observar, la grafica 3.1 es semejante a la grafica obtenida de [1].

3.2. Soluciones con la funcién de Hill corregida

Para la simulacion con la funcién de Hill corregida, se emplearon las ecuaciones (2.25) y (2.26)
que remplazarian a las tasas dadas en el articulo ([1]), de forma que el sistema de ecuaciones a
resolver es:

2
dz PR CO Ry Y (o
il +v18 — Varz sz?a(e 652 )
t K3 4 Zn + Zg57—n(n — 1)Zn—2
ym 4 U(gf)Zm(m . 1)Y7n—2 . 7P + ‘7(57726)2]7(]) _ 1>Zp—2

Kp+ym 4 28 mn —1)ym=2 K5 4 zp 4 ZED% ) 1) Z0-2

+ Vs

+kf — K=z (33)

dy 2"+ 70(826)2n(n —1)zn2

M2
dt Kp+ 2Zn + 280 (n — 1) Zn—2

2 2
Y™ 2D (m — 1)y ™2 Zv 4+ 28 p(p — 1) zr=2
M3 m 4 o(ee)? m—2 * o o(e,e)? o kpY (3.4)
Kp+Ym+ Zg7=m(m —1)Y K%+ Zr + Z57=p(p — 1) ZP
Los parametros para realizar la simulacién son:

’1)0:1
’U1=7,3

Vaz =75
Vars = 500
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Hill corregida y el algoritmo de Gillespie
3.2 Soluciones con la funcién de Hill corregida

Ky =1
Kp=2
Ki=0,9

m=mnconn =2
p=4
k=10
k=1
£ = 0,305
o/2=1/10"2
Donde se agregan dos nuevos parametros, 2 y o, que de acuerdo con lo explicado en el capitulo

anterior ([5]) nos permitiran conocer el comportamiento del sistema conforme van aumentando.
Los parametros 2 y ¢ se fueron variando, los primeros resultados obtenidos son:

— — 2.0
8 1.5 ! "‘l r‘f A\ "‘. ; ‘\' / 8 ", “, ; "|| ,," v ‘,’\. ;f Vo 8
E R A Y R R A Y B VS [=]
i (N} 1 1 1 I 1 1 ! i 1 A
‘S T T T VA T A L I I
Tiolf VY PV Y YV VY Y g
= d =
u v 1.0
& &
<m 0.5 <m 0.5
o o
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Tiempo(s) Tiempo(s)

(a) Grafica con funcion de Hill corregida con va- (b) Grafica con funcién de Hill corregida con
lores pequeiios (0/Q = 15) valores grandes (/9 = 155)

Figura 3.2: Analisis del modelo de Goldbeter con ecuaciéon de Hill Corregida

Como se puede observar en la grafica de la izquierda 3.2a cuando 0/ no es lo suficientemente
pequetio, el ruido estocastico muestra una graficas que no se asemeja a la del articulo [1]. Algo
importante a considerar es que para que el ruido estocastico sea despreciable basta con hacer tender
a € a infinito, para que asf el parametro o/ tienda al caso determinista.

De acuerdo con lo registrado en [1] las oscilaciones del Ca?* citosdlico (Z figura 3.1 linea
azul) son provocados por un incremento en 8 del 30,1 % disparado por una estimulacion externa,
acompafiado por unas oscilaciones en forma de sierra (Y figura 3.1 linea verde) que hacen referencia
a la concentracién del ion de Ca?t en el depésito intracelular insensible de InsP3.

Sin embargo con el conjunto de graficas (3.2a) y (3.2b) no es suficiente para ver si la propuesta
con la funcion de Hill corregida (2.25) proporciona informacion de como el ruido afecta al sistema.
Lo que se realizo fue un anélisis a la amplitud de las oscilaciones para observar su comportamiento
cuando el parametro o/ adopta diferentes valores.

Se realizaron varias simulaciones variando, primero, los valores de ¢ manteniendo un valor de )
fijo y después se variaron los valores de {2 manteniendo un valor fijo de o. Para obtener las graficas
de las amplitudes de oscilacién de cada variable se determinaron los valores de los méximos y de
los minimos para posteriormente realizar la sustracciéon y graficar.

A continuacion se presenta primero el comportamiento que el méximo y minimo de cada variable
obtiene conforme se fue variando o y se dejo a 2 con un valor fijo.
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Hill corregida y el algoritmo de Gillespie
3.2 Soluciones con la funcion de Hill corregida

Minimo de ¥ N
(1]
5
2 0.66785 © 10
o]
¥ 0.66780 £
£ 9
‘E 0.66775 =
E %]
v 0.66770 v 8
S ]
© ©
g 0.66765 g 7
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Valores de sigma Valores de sigma
(a) Minimo de Y (b) Minimo de Z
Figura 3.3: Minimo de Z, Y. Valor de € fijo, 2 = 10000
Maximo de Y Maximo de Z
2.0850 1.3375 —_
> N R
8 2.0825 2 1.3350 N
£ E ™
2% 2.0800 X1.3325
E E
@ 2.0775 § 1.3300
= 2.0750 = 1.3275
g2 st
2.0725
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Valores de sigma Valores de sigma
(a) Maximo de Y (b) Méximo de Z

Figura 3.4: Méaximo de Z, Y. Valor de 2 fijo, Q = 10000

Después de realizar la sustraccién entre maximo y minimo, las graficas de las amplitudes se
presentan a continuacion:

Amplitud de v Amplitud de Z
1.4175
1.4150 1.1225
N
514125 3 11200
= =
g 1.4100 £ 1.1175
< <
1.4075 1.1150
1.4050 1.1125
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Valores de sigma Valores de sigma
(a) Amplitud de Y (b) Amplitud de Z

Figura 3.5: Amplitud de Z, Y. Valor de ( fijo, 2 = 10000

Se puede observar que conforme el valor de o va en aumento las amplitudes tanto de Z como
de Y presentan un comportamiento decreciente. De acuerdo con la hipétesis, para que el ruido
estocastico se vuelva despreciable el término o en la ecuacion (2.25) debe de ser pequeno, entre
més grande o mayor seré la presencia de las fluctuaciones.
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Analisis al modelo de Goldbeter con la funciéon de Hill determinista, la funcién de
Hill corregida y el algoritmo de Gillespie
3.3 Soluciones del algoritmo de Gillespie

Se continué ahora con el analisis pero variando los valores de Q(ver B.2). Las graficas del
comportamiento de los minimos y los maximos se presentan a continuaciéon:
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Figura 3.6: Minimo de Z, Y. Valor de ¢ fijo, ¢ = 0,001
. 9.00 N 700
wu w
g 8.75 g 6.75
= =
\E 8.50 \E 6.50
0 n 6.25
2 8.25 g
+ 2 6.00
= 8.00 s
. . . . . 5.75 . . . . .
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Figura 3.7: Méaximo de Z, Y. Valor de o fijo, o = 0,001

Al sustraer los minimos de los méximos las graficas de las amplitudes son:

Para el caso en el que se varia ). Se puede observar que las graficas tienen un comportamiento
creciente y que, llegando al punto méaximo comienzan a obtener un comportamiento asintotico.
Este punto es cuando el sistema comienza a comportarse como el modelo determinista, ya que, de
acuerdo con la hipétesis, conforme 2 va creciendo, el ruido estocéastico comienza a ser despreciable,
ya que el término de la ecuacion (2.25) se vuelve cero cuando 2 tiende a infinito.

El conjunto de graficas: (3.3), (3.4), (3.5), (3.6), (3.7) y (3.8). Son los resultados obtenidos
mediante la implementacion de la propuesta de la funciéon de Hill corregida (2.25). Siendo el con-
junto de gréficas (3.8) las que se compararan con las graficas que arroje el analisis con el modelo
completamente estocéstico que se desarrollaréd en la siguiente seccién.

3.3. Soluciones del algoritmo de Gillespie

Para esta seccién primero se determiné la ecuaciéon maestra que describira el sistema estocéstico
de oscilaciones de Ca?t. Que se presenta a continuacion:
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Analisis al modelo de Goldbeter con la funcién de Hill determinista, la funcién de
Hill corregida y el algoritmo de Gillespie
3.3 Soluciones del algoritmo de Gillespie
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Figura 3.8: Amplitud de Z, Y. Valor de ¢ fijo, ¢ = 0,001
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o = (BB = 1)(vo + f)QP + (B By — )0, P

+ (B 'EY — 1)QuaP + (By YB3 — 1)Qkno P + (E1EY — 1)Qkn P (3.5)

Ademas de solucionar la ecuacion maestra (3.5), también se utilizo el algoritmo de Gillespie
para determinar trayectorias estocéstica.

Los pardametros con el que se programo el algoritmo son los mismos con el que se realiz6 la

recreacion del sistema determinista y la propuesta con la funcién de Hill corregida (2.25), en las
secciones anteriores:

’Uozl
’U1:7,3

Vg =65

Vs = 500

p=4
k=10
kp=1
B8 = 0,305

Steps=1000000
Al igual que en la seccion anterior, cuando el tamafio del sistema (£2) es muy grande, (especifi-
camente, cuando se le empiezan a dar valores mayores a 1 x 10%)) se obtiene la misma grafica que
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Analisis al modelo de Goldbeter con la funciéon de Hill determinista, la funcién de
Hill corregida y el algoritmo de Gillespie
3.3 Soluciones del algoritmo de Gillespie
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Figura 3.9: Soluciones con el algoritmo de Gillespie

en [1]. Cuando el tamano del sistema adopta valores muy grandes se obtiene como resultado las
siguientes graficas:

Como se puede apreciar en la grafica 3.2b que corresponde a la funcién de Hill corregida y la
grafica 3.9a correspondiente a la solucién del sistema completamente estocastico. Las formas de
estas no cambia con respecto a la grafica que se presenta en el articulo de Goldbeter ([1]).

En la grafica 3.9a se puede apreciar que no es del todo una linea suave, se observa que las lineas
trazan un camino sinuoso, sobre todo en las crestas de la grafica en amarillo y en el valle de la
grafica en azul.

En la figura 3.9b cuando  se establece como 1210° la grafica empieza a suavizarse, el camino
sinuoso comienza a difuminarse, pero ain es algo perceptible.

Para hacer la comparacion con respecto al modelo con la ecuacion de Hill corregida, también se
determiné el comportamiento de las amplitudes de las oscilaciones. Se realizaron varias simulaciones
con el algoritmo de Gillespie (C). Se fue cambiando el valor de 2, por lo que se obtuvieron varias
graficas. Cada una da informacion dependiendo del valor que se le fue dando a 2. A continuaciéon
se presentan algunas para su anélisis:

Ca™2+ en el citosol

Promedio de la trayectoria
F=

Bl g

0 100 200 300 200 ) 100 200 300 400
Tiempo (s) Tiempaf(s)
(a) Grafica algoritmo de Gillespie (b) Promedio de simulaciones

Figura 3.10: Resolucion del algoritmo de Gillespie y el promedio de las simulaciones con valores
pequenos de 2

Como se puede observar, cuando 2 es pequeno, las fluctuaciones predominan en el sistema
(grafica (3.10a)). Cualitativamente no se pueden apreciar oscilaciones, la grafica es bastante ruidosa.
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Analisis al modelo de Goldbeter con la funcién de Hill determinista, la funcién de
Hill corregida y el algoritmo de Gillespie
3.3 Soluciones del algoritmo de Gillespie

Al igual que con el promedio de las simulaciones (grafica 3.10b).
Si a Q se le da un valor méas grande los resultados que nos arroja la simulacién son:

200000
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5 5 150000
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] & 125000
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-
o £ 75000
5 £
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o 01 : . . : : ;
o 1 2 3 2 z : 0 1 2 3 4 5 6
Tiempo {s) Tiempa(s)
(a) Grafica algoritmo de Gillespie (b) Promedio de las simulaciones.

Figura 3.11: Resolucion del algoritmo de Gillespie y el promedio de las oscilaciones con valores
grandes de €.

Si se observa la figura 3.11a el camino que la grafica realiza no es del todo suave y las ampli-
tudes de las oscilaciones se muestran que no estan del mismo nivel. En cuanto a la figura 3.11b,
que describe al promedio de las simulaciones. La primera oscilacion tiene la forma del modelo
determinista, sin embargo, después las oscilaciones no se juntan y la grafica pierde forma.

Al igual que en la seccion anterior, para el analisis de la amplitud de las oscilaciones, se deter-
minaron los valores méximos y minimos para posteriormente realizar la sustraccién y obtener la
amplitud de las oscilaciones.

Como se mencion6 con antes, se fue cambiando los valores de €2, lo que fue brindando los puntos
méximos y minimos dependiendo del valor que se fuera dando. Estos puntos se fueron guardando
para la siguiente simulacién. A continuacién se presentan las graficas de los puntos méximos y
minimos:

Minimo de Y Minimo de Z
7 acso
a0 6 e smee
5 em e o
£
o o4 -e e
E E
E z
£ =3 same os®
2 smem o
10
1 emmmoo
0 01 ——————————
0 20 2 &0 80 100 0 0 a0 &0 80 100
Valores de omega Valores de omega
(a) Comportamiento del minimo de Y (b) Comportamiento del minimo de Z

Figura 3.12: Comportamiento de los minimos del sistema

Se puede observar varios puntos del conjunto de gréaficas 3.12 no se encuentran alineados, esto
debido a que el ruido estocastico es predominante en el sistema, causando que los la grafica no se
muestre suave. Para los maximos y las amplitudes ocurre algo similar:
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3.4 Comparacion ente el modelo estocastico y el modelo con correcciones
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Figura 3.14: Comportamiento de la amplitud de Y y Z

Se puede observar que las graficas de amplitud 3.14a y 3.14b presentan un comportamiento
creciente. Asi mismo, muchos puntos se encuentran dispersos, debido a que el valor de 2 ain es
pequetio haciendo que las fluctuaciones sean importantes en el sistema. Con valores mayores de 2
se que los puntos se comporten como una linea suave.

3.4.

Comparacion ente el modelo estocastico y el modelo con

correcc

iones

Una vez ya obtenido los resultados de las simulaciones con el modelo con correcciones y el
modelo completamente estocastico podemos ver qué informacién brinda acerca de las fluctuaciones
en las amplitudes de las oscilaciones de Z y Y.

Para el caso de la amplitud de Y, se puede observar que ambas son graficas crecientes. Sin

embargo, la forma de la grafica cambia en su concavidad. Ademaés, la grafica del modelo corregido
3.15b muestra el punto en que comienza a tener el comportamiento asintética, mientras que la
grafica completamente estocastica no. Pero si muestra como las fluctuaciones hacen cambiar el
tamano de la amplitud al mostrar puntos dispersos.
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Hill corregida y el algoritmo de Gillespie

3.4 Comparacion ente el modelo estocastico y el modelo con correcciones
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Figura 3.15: Comparacion de la amplitud de Y con el modelo completamente estocastico y modelo
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Figura 3.16: Comparacion de la amplitud de Z con el modelo completamente estocastico y modelo

con correcciones

Se tiene el mismo comportamiento que con las graficas anteriores 3.15. Mientras que el modelo
con correcciones, (grafica 3.16b), muestra la asintota en que el sistema se comporta como un sistema
determinista, el modelo estocéstico, (grafica 3.16a), muestra como las fluctuaciones hacen variar el
valor de las oscilaciones. Siendo en las oscilaciones de Z doénde se puede apreciar mas el efecto del
ruido que con las oscilaciones de Y 3.15a.

Para complementar, en el caso del sistema de
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Figura 3.17: Comparacion del sistema estocastico con respecto al sistema con correcciones
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Analisis al modelo de Goldbeter con la funcién de Hill determinista, la funcién de
Hill corregida y el algoritmo de Gillespie
3.4 Comparacion ente el modelo estocastico y el modelo con correcciones

El sistema con correcciones estocasticas 3.17b muestra un comportamiento con mayor semejanza
al modelo determinista de Gillespie, mientras que el modelo completamente estocastico muestra
las gréficas un poco sinuosas debido al ruido. Un cambio importante es que la escala de la grafica
del sistema estocastico 3.17a no estéd normalizado se muestra el nimero de moles. Mientras que en
la grafica 3.17b el proceso esta normalizado e indica concentraciones.
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Capitulo 4

Conclusiones

El principal objetivo del presente trabajo es presentar el efecto de las fluctuaciones del modelo
de Goldbeter original a través de un modelo que presenta una correccion a la funciéon de Hill y
comparandolo con un modelo completamente estocastico. Para que se observe como las fluctuacio-
nes son importantes, se hizo el anélisis cualitativo de las amplitudes de las oscilaciones tanto en el
modelo de Goldbeter con correcciones como en el modelo estocéstico.

Se observa tanto en el modelo estocastico como en el modelo de Goldbeter con correccién que
se pueden despreciar las fluctuaciones del sistema cuando el tamano del sistema () toma valores
muy grandes; es decir, cuando {2 — co. Tanto en el modelo de Goldbeter con correccién como en el
modelo estocastico. Cuando las fluctuaciones son despreciables, los modelos tienden a comportarse
como el modelo de Goldbeter original; es decir, al modelo determinista.

Como se puede observar en el conjunto de graficas 3.9b, 3.10a y 3.11a, asi como en las graficas
de las amplitudes, (figuras 3.14a y 3.14b). Se puede apreciar como las fluctuaciones del sistema
afectan a los resultados. La serie de puntos que se obtiene cuando se realizan varias simulaciones con
el algoritmo de Gillespie, (ver C), arroja que si el tamafio del sistema (£2) no es lo suficientemente
grande, las amplitudes no tienen un mismo valor, cualitativamente se aprecia que los puntos no
generan una grafica suave y continua, sino que la grafica presenta ruido significante. Demostrando
que, cuando el tamano del sistema es pequeno, las fluctuaciones intrinsecas del sistema influyen
en el comportamiento de las oscilaciones de Ca?T. Pero si se toma un €2 mas grande los puntos
comenzaran a ordenarse en una sola linea mas suave. Asi mismo se corrobora que cuando el volumen
del sistema tiende a infinito, el ruido estocastico comienza a volverse despreciable.

Con el modelo que implementa la ecuacion de Hill corregida la informacién de las fluctuaciones
es menor comparado a la informaciéon arrojada por el modelo estocastico. Observando las graficas
de las amplitudes (figuras 3.5a, 3.16a, 3.8a y 3.7b). Las graficas se presentan como una linea suave
y continua. Hablando especificamente de las graficas en donde se hace variar los valores de Q y o
se mantiene fijo. Conforme () se vuelve méas grande, la grafica de la amplitud deja de comportarse
como una funcién creciente y comienza a comportarse como una constante.

El modelo estocastico, en comparacion con el modelo de Goldbeter con correccion, brinda mayor
informacién de las fluctuaciones del sistema. Mientras que el modelo de Goldbeter con correccion
describe una aproximacion de las fluctuaciones para un uso con mayor eficiencia computacional.

Para finalizar, se puede concluir que la propuesta del modelo de Goldbeter corregido describe
de forma mas precisa el efecto de las fluctuaciones del ion de Ca?t que el modelo de Goldbeter
original. Sin embargo, este solo da una aproximacion. La propuesta del modelo estocastico permite
apreciar con mejor detalle el efecto de las fluctuaciones, pero con un mayor costo computacional. Sin
embargo, de manera cualitativa, tanto el modelo con correciones, como el modelo completamente
estocastico muestran un comportamiento semejante de como intervienen las fluctuaciones en el
sistema. Por lo que, si no es necesario conocer por completo el efecto de las fluctuaciones en algin
otro modelo, se puede emplear la propuesta con una funciéon de Hill corregida con un menor costo
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computacional.
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Apéndice A

Script de Phyton recreaciéon de
modelo de Goldbeter

#Librerias a usar

from scipy.integrate import odeint
import numpy as np

from pylab import % # for plotting commands
import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib

from mpl toolkits.mplot3d import Axes3D
matplotlib.rc(’xtick’, labelsize=18)
matplotlib.rc(’ytick’, labelsize=18)
matplotlib.rc(’axes’, labelsize=18)
#Parametros:

v_0=1.0

v _1=7.3

V_M2=65.0

V_M3=500.0

K 2=1.0

K R=2.0

K A=0.9

n=2.0

m=n

p=4.0

k=10.0

k f=1.0

beta=0.305

#Condiciones iniciales
Zi=1.65
Yi=0.25

#El sistema

def system(s,t):
Z=s|0]
Y=s[1]
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Script de Phyton recreaciéon de modelo de Goldbeter

v_2=V_M2x((Z#*n) /((K_2%xn)+(Z+*n)))
v 3=V M3 ((Yssm) /(K Resm)+(Yssm) ) ) ((Zxxp) /(K _Axxp)+(Z**p)))

dZ=v_0+v_1xbeta—v_ 24v_ 3+k f*xY—kxZ
dY=v_2—v 3k fxY

return np.array ([dZ,dY])
#se resuelve el sistema
time=np.linspace (0,10,10000)
y=odeint (system ,[Zi,Yi], time)

#Figuras

plt.plot (time,y[:,0],"g—")
plt.plot (time,y[:,1],"b——")
plt.xlabel (" Tiempo(s)")
plt.ylabel ("Ca™2+ en el citosol")
plt .show ()
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Apéndice B

Modelo con Ecuacion de Hill
Corregida

B.1. Variacion de los valores de o

#Librerias a usar
from scipy.integrate import odeint
import numpy as np
from pylab import x # for plotting commands
import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib
from mpl toolkits.mplot3d import Axes3D
matplotlib.rc(’xtick’, labelsize=18)
matplotlib.rc(’ytick’, labelsize=18)
matplotlib.rc(’axes’, labelsize=18)
#Parametros:
v_0=1.0 #
v _1=7.3 #
V_M2=65.0
V_M3=500.0
K 2=1.0
K R=2.0
K A=0.9
n=2.0
m=n
p=4.0
k=10.0
k f=1.0
beta=0.305
sigma=10000
omega=1000000

#Condiciones iniciales
7i=1.65 #
Yi=0.25#
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Modelo con Ecuacion de Hill Corregida
B.1 Variacion de los valores de o

Max ||
MAX—{]
Min =[]
MIN— ]
Sigma =[]
for i in np.arange(0, 10000, 10):
sigma=i
#E]l sistema
def system(s,t):
Z=s[0]
Y=s[1]

v 2=V M2« ((Zx*n
+(sigma=*x2/omega**2)*nx(n—1)«xZxx(n—2)) /(K 2x*ntZx+*n
+((sigma**2/omega**2)*n*(n—1)*(Zxx(n—2)))))

v_ 3=V M3« ((Y*+m
+(sigmax*%2/omega**2)*m# (m—1)*Yxx(m—2)) /(K _Rs+mtYs+m
+((sigmax*2/omegax*2)+m* (m—1)*(Ysx(m—2)))))*((Z*xp
+(sigmax**2/omegax**2)*p*(p—1)xZ+x(p—2)) /(K Axxp

+Z#xp+(sigmax*x2/omegax*2)xpx(p—1)*(Zxx(p—2))))

dZ=v 0+v_1xbeta—v_ 2+v_ 3+k fxY-—kxZ
dY=v_2-—v 3-k fxY

return np.array ([dZ,dY])
#se resuelve el sistema
time=np. linspace (0,10,10000)
y=odeint (system ,[Zi,Yi], time)

max_value=np.max(y[5000:,
Max . append (max_value. copy (
min_value=np.min(y[5000:,0
Min . append (min_value. copy
Max_value=np.max(y[5000:
MAX. append (Max_value. cop
Min_value=np.min(y[5000:
MIN. append (Min _value. cop
Sigma . append (sigma)

<.
A~ =~ =~

<.

Lamda=np . array (Max)
Eta=np. array (Min)

T=Lamda—Eta

Nu=np. array (MAX)
eta=np.array (MIN)
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Modelo con Ecuacion de Hill Corregida
B.1 Variacion de los valores de o

H=Nu—eta
#Figuras
plt.plot (time,y[:,0],"r—")
plt.plot (time,y[:,1],"b—")
plt.title ("Modelo con funcion de Hill corregida")
plt.xlabel (" Tiempo(s)")
plt.ylabel("Ca"2+ en el citosol")
plt .show ()
plt.plot (Sigma, MAX)
plt.xlabel (’Valores de sigma’)
plt.ylabel (’Valores maximos Y’)
plt .show ()
plt.plot (Sigma, Max, c="grey")
plt.xlabel(’Valores de sigma’)
plt.ylabel (’Valores maximos Z’)
plt .show ()
plt.plot (Sigma, Min, c="red")
plt.xlabel (’Valores de sigma’)
plt.ylabel (’Valores minimos de Z’)
plt .show ()
plt.plot (Sigma, MIN, c="green")
plt.xlabel (’Valores de sigma’)
plt.ylabel (’Valores minimos de Y’)
plt .show ()
plt.plot (Sigma, T, c="red")
plt.xlabel (’Valores de sigma’)
plt.ylabel (" Amplitud Z’)
plt .show ()
plt.plot (Sigma, H)
plt.xlabel (’Valores de sigma’)
plt.ylabel (’Amplitud Y’)
plt.show ()
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Modelo con Ecuacion de Hill Corregida
B.2 Variacion de valores de 2

B.2. Variacion de valores de (2

#Librerias a usar
from scipy.integrate import odeint
import numpy as np
from pylab import % # for plotting commands
import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib
from mpl toolkits.mplot3d import Axes3D
matplotlib.re(’xtick’, labelsize=18)
matplotlib.rc(’ytick’, labelsize=18)
matplotlib.rc(’axes’, labelsize=18)
#Parametros:
v_0=1.0 #
v _1=7.3 #
V_M2=65.0
V_M3=500.0
K 2=1.0
K R=2.0
K A=0.9
n=2.0
m=n
p=4.0
k=10.0
k f=1.0
beta=0.305
sigma=10
omega=10000

#Condiciones iniciales
Zi=1.65 #
Yi=0.25#

Max— ||
MAX~{]
Min=/[]
MIN- ]
Omega=/]
for i in np.arange(300, 10000, 10):
omega—i
#E]l sistema
def system(s,t):
Z=s [0]
Y=s[1]

v_2=V_ M2« ((Z*#*n
+((sigma/omega)**2)*n*(n—1)*Z**x(n—2))/(K_2x*nt+Z**n
+(((sigma/omega)**2)*n*(n—1)x(Z+x(n—2)))))

v_3=V_M3x* ((Ys*+m
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Modelo con Ecuacion de Hill Corregida
B.2 Variacion de valores de 2

sigma /omega ) **2)*mx (m—1)*Y*x(m—2)) /(K Rkt Ys+m
(sigma/omega)*#2)*m* (m—1)*(Yx(m—2)))))* ((Z**p
sigma /omega ) **2)xp*(p—1)xZxx(p—2))/(K_Axxpt+Z**p
sigma /omega)**2)xp*x(p—1)*(Z*x(p—2))))

A~~~

dZ=v_0+v_1xbeta—v_ 24v_ 3+k fxY-kxZ
dY=v_2-v_ 3-k fxY

return np.array ([dZ,dY])
#se resuelve el sistema
time=np. linspace (0,10,10000)
y=odeint (system ,[Zi,Yi], time)

max_value=np.max(y[5000:, 0]
Max . append (max_value. copy ())
min_value=np.min(y[5000:, 0]
Min . append (min_value.copy ())
Max value=np.max(y[5000:, 1]
MAX. append (Max _value. copy ())
Min value=np.min(y[5000:, 1]
MIN. append (Min_value. copy ())
Omega . append (omega)

Lamda=np . array (Max)
Eta=np.array (Min)

T=Lamda—Eta

Nu=np . array (MAX)
eta=np.array (MIN)

H=Nu-eta
#Figuras
plt.plot (time,y[:,0],"r—")
plt.plot (time,y[:,1],"b—")
plt.title ("Modelo con funcion de Hill corregida")
plt.xlabel (" Tiempo(s)")
plt.ylabel ("Ca"2+ en el citosol")
plt .show ()
plt.scatter (Omega, MAX)
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Modelo con Ecuacion de Hill Corregida
B.2 Variacion de valores de 2

plt

plt.
plt.

plt

plt.
plt.
plt.

plt
plt

plt.
plt.
plt.
plt.

plt

plt.
plt.
plt.
plt.

plt

plt.
plt.
plt.
plt.

plt

plt.
plt.
plt.
plt.

plt

.title ("Maximo de Y")

xlabel (’Valores de omega’)
ylabel (’Valores maximos Y’)
.show ()

scatter (Omega, Max, c="grey")
title ("Maximo de Z")

xlabel (’Valores de omega’)
.ylabel (’Valores maximos Z’)
.show ()

scatter (Omega, Min, c="red")
title ("Minimo de Z")

xlabel (’Valores de omega’)
ylabel (’Valores minimos de Z7)
.show ()

scatter (Omega, MIN, c="green")
title ("Minimo de Y")
xlabel ('’ Valores de omega’)
ylabel (’Valores minimos de Y’)
.show ()

scatter (Omega, T, c="red")
title (" Amplitud de Z")
xlabel (’Valores de omega’)
ylabel ("’ Amplitud Z’)
.show ()

scatter (Omega, H)

title (" Amplitud de Y")
xlabel (’Valores de omega’)
ylabel (" Amplitud Y")
.show ()

40



Apéndice C

Algorimo de Gillespie

import numpy as np
import math

import random as rnd
import matplotlib.pyplot as plt
#Condiciones iniciales
t0=0

n 1=20

n_ 2=20

#Parametros:

v_0=1.0 #

v _1=7.3 #
V_M2=65.0
V_M3=500.0

K 2=1.0

K R=2.0

K A=0.9

n=2.0

m=n

p=4.0

k=10.0

k f=1.0

beta=0.305
Steps=1000000

Trayectoria=np.zeros ([2, Steps—+1])
for 1 in range(0, 10000):
Omega—10000%((10000 1) /10000)
for i in range(0, 10000):
#Tasas de Goldbeter
def Z(n_1):
return n_1/Omega

def Yi(n 2):
return n_2/Omega

def v_2(n_1):
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Algorimo de Gillespie

def

return V. _M2x(((n_1/Omega)**n)/((K 2%+n)+((n_1/Omega)**n)))

v_3(n_2, n_1):

return V_M3x(((n_2/Omega)**m) /(( (K _Rs##m)+((n_2/Omega)*+m)) )

*(((n_1/0Omega)**p)/( (K Axxp)+((n_1/Omega)**p)))

V=[v_0+v_1lxbeta,v_2,v_3 k f k]
Matriz estequiometrica
S=[[t.,— 1., 1., 1., —1.],[0., 1., —1., —1, 0.]]

Y =
t =

Y[0]
Y[1]

def

def

for

np.zeros ([2,Steps+1])
np.zeros (Steps+1)

[0]= 50
[0]= 50

dist _exp(a):
r = rnd.random ()
return —(1./a)*math.log(r)

dist _reaction(ni,A):

r = rnd.random ()

if (r < ni[0]/A):
return 0

elif (r < (ni[0] + ni[l])/A):
return 1

elif (r < (;11[0] + ni|l] + ni[2])/A):
return

elif (r < (;11[0] + ni[1] + ni[2] + ni[3])/A):
return

elif (r<= (ni[0] + ni[l] + ni[2] + ni[3] + ni[4])/A):
return 4

j in range(Steps):

ni = np.array ([(v_0+v_1xbeta)+*Omega,
v_2(Y[0][j])*Omega, v_3(Y[1][j],¥[0][j])*Omega, \
k,f*Y[lglj%7 kY [O][511)

tau = dist_exp(a)

mu = dist reaction (ni,a)
Y[0][j+1] = Y[O][j] + S[O][mu]
YIU[G+1] = Y[1][5] = S[1][mu]
t[j+1] = t[j] + tau

Trayectoriat+=Y.copy ()

Trayectoria=Trayectoria /100

Prom= " Gillespie {}".format (Omega)
np.save (Prom, Trayectoria)

print (Omega)

print (Prom)
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Algorimo de Gillespie

#Figuras

plt.plot (Y[0],Y][1])

plt.xlabel (" Cantidad de especie Z")
plt.ylabel ("Cantidad de especie Y")
plt.figure ()

plt.plot(t, Y[O], "c") #t,Y[0]
plt.plot(t, Y[1], "yellow") #t, Y[1]
plt.xlabel ("Tiempo (s)")

plt.ylabel ("Ca~2+ en el citosol")

plt .show ()

plt .plot (t, Trayectoria[0], "darkgreen")
plt.plot(t, Trayectoria[l], "darkblue")
plt.xlabel (" Tiempo(s)")

plt.ylabel ("Promedio de la trayectoria")
plt.show ()
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