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Capitulo 1

Resumen

Los haces adifraccionales son soluciones de la ecuacién escalar de onda en el vacio con
la propiedad de que su distribucién transversal de intensidad es invariante ante una
traslacién a lo largo de la direccion de propagacion. En el contexto de la mecanica
cudntica, las particulas satisfacen una ecuacién de onda, por lo tanto existen los haces
adifraccionales de particulas, y en particular, los haces adifraccionales de electrones.

En este proyecto de investigacién nos centramos en la caracterizacién geométrica
de funciones de onda que se propagan libremente generadas por una funcién S que
satisface la ecuacion eikonal y de Laplace, para una solucién de la ecuacion escalar de
onda, o que satisface la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi y Laplace, para una solucion de la
ecuacién paraxial de onda o de la ecuaciéon de Schrodinger. Es decir, a una funcién de
onda le asociamos una familia de frentes de onda, una familia de rayos y una cdustica a
través de una funcién S que se obtiene de aplicar el método de la envolvente a la funcién
S, v que satisface la ecuacion eikonal, para el caso de una solucién a la ecuacién escalar
de onda, o que satisface la ecuacién de Hamilton-Jacobi, para el caso de una solucién de
la ecuacién paraxial de onda o de la ecuacién de Schrodinger.

En todos los casos estudiados aqui prestamos especial atencién a la configuracién
de la caustica, ya que esta caracteriza la regién de maxima intensidad de un haz, que es
una observable fisica macroscopica, y ademds su estructura determina su estabilidad.

Analizamos la propagacién de haces generados por las catéstrofes elementales (causticas
estables bajo pequenas perturbaciones) en la aproximacién paraxial. La correspondencia
matematica entre la ecuacién paraxial de onda y la ecuaciéon de Schrodinger nos permite
establecer un puente entre la éptica y la mecénica cuantica, es decir, podemos entender la
propagacién de estos haces como un conjunto de particulas cuyas trayectorias (rayos de
luz) estan determinadas por una funcién principal de Hamilton S. Por lo tanto, mientas
que la evolucién del patrén de intensidad estd gobernada por la ecuaciéon paraxial de
onda, la caustica estd gobernada por la ecuacion de Hamilton-Jacobi. En este sentido
decimos que la cdustica representa la regién mas clasica de un haz.

Uno de los resultados principales del presente proyecto de investigacion es la carac-



6 Resumen

terizacién geométrica (o cldsica) cualitativa y cuantitativa de todos los maximos de
la Funciéon de Densidad de Probabilidad del haz de Airy cudntico, el cual es un haz
adifraccional y acelerado con caustica estable (caustica tipo fold). Es decir, a cada
maximo le corresponde una caustica que se determina de una funcién S que satisface la
ecuacién de Hamilton-Jacobi con un potencial que depende del orden del maximo. Para
este fin, mostramos que la trasformacion candnica generada por la funcién S, en forma
natural, nos permite asociar a una funcién de onda una familia biparametrica de frentes
de onda, una familia uniparamétrica de acciones y una familia uniparamétrica de causticas.

Por otra parte, la representacion de Madelung-de Broglie-Bohm de la ecuacion de
Schrédinger, en forma andloga a la cdustica, nos permite identificar las regiones més
clasicas de una funcién de onda, definidas por los ceros del potencial de Madelung-Bohm,
es decir, sobre el conjunto de puntos (r,t) sobre los cuales la ecuacién de Hamilton-Jacobi-
Madelung se reduce a la ecuacién de Hamilton-Jacobi. Al analizar cémo se organizan los
rayos sobre la caustica, concluimos que los haces con cdustica tipo fold son los haces mas
clésicos en el sentido de que los ceros del potencial de Bohm coinciden con la cdustica, y
que para otro tipos de haces, el potencial de Madelung-Bohm es distinto de cero sobre
la cdustica. Hemos verificado estas afirmaciones para el haz de Airy y Pearcy, cuyas
causticas son estables.
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Capitulo 2

Introduccion

Uno de los principales temas de interés en la actualidad es el estudio tedrico y experimental
de haces estructurados (es decir, haces con intensidad, polarizacién y fase predisenada)
debido a sus aplicaciones [1]. En efecto, en 2018 Arthur Ashkin, Gérard Mourou (por
la aplicacién de las pinzas épticas en sistemas biolégicos) y Donna Strickland (por su
método de generar pulsos ultracortos de alta intensidad) fueron galardonados con el
premio nobel de fisica, por sus avances en el campo de la fisica laser.

Los haces adifracionales son un ejemplo de haces estructurados que tienen la pro-
piedad de no presentar efectos de difraccién durante su propagacion, es decir, su perfil de
intensidad transversal permanece invariante ante traslaciones a lo largo de la direccion
de propagacién, y ademds tienen la capacidad de autoreconstruirse al ser obstruidos
parcialmente. El estudio tedrico y experimental de estos haces es importante debido a sus
aplicaciones en diferentes areas como metrologia, microlitografia, éptica no lineal, cirugia
médica, asi como en comunicaciones inaldmbricas y dpticas [1, 2].

El concepto de haz adifraccional fue introducido por J. Durnin en 1987 [3]. El
mostré tedricamente que existe una familia de haces monocromaticos no difractivos
que satisfacen la ecuacién escalar de onda. Posteriormente, Durnin, Miceli y Eberly
presentaron el primer reporte experimental de la generacion de un haz adifracional: el
haz Bessel de orden cero [4], el cual es una solucién de la ecuacién escalar de onda
en coordenadas cilindricas circulares. Posteriormente Gutierrez Vega, Iturbe Castillo y
Chavez Cerda reportaron la generacién de haces adifraccionales asociados a soluciones
de la ecuacién escalar de onda en coordenadas cilindrico elipticas (haces Mathieu) [5], y
Bandres, Gutierrez Vega y Chéavez Cerda reportaron los haces adifraccionales parabdlicos

[6].

Los haces adifraccionales mas simples y més estudiados tedrica y experimentalmen-
te son los haces Bessel. Una cualidad importante del haz Bessel de orden cero es su
capacidad de concentracién de energia en una regién comparable con las dimensiones
de la longitud de onda de la luz sin presentar efectos de difraccién [4]. Por otra parte,
los haces Bessel de orden distinto de cero también son los ejemplos mas simples de
vortices épticos, es decir, el flujo de energia de estos haces son hélices que viven sobre

15
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superficies cilindricas cuyo eje de simetria coincide con el eje de simetria del haz [7], y por
lo tanto son capaces de transmitir momento angular orbital. Por estas propiedades estos
haces son ideales para la manipulacién de microparticulas, inclusive en distintos planos
transversales|8].

Por otra parte, anterior a la publicacion de Durnin, Berry y Balazs en 1979 mos-
traron que la ecuacién de Schrodinger para una particula libre en una dimensién admite
una solucién unica, aparte de la onda plana, en la forma de un haz de Airy, cuya funcion
de densidad de probabilidad se propaga sin distorsionarse y con aceleracién constante [9].
Ellos mostraron que estas propiedades tienen un origen clasico: la propiedad no difractiva
de este haz se determina de una familia de drbitas representada por una parabola en el
espacio fase tal que bajo el movimiento clasico se traslada rigidamente y la aceleracion
del paquete se relaciona con la curvatura de la caustica, envolvente de la familia de lineas
de mundo en el espacio tiempo. Es decir, estos autores dieron una caracterizacién clasica
del haz de Airy.

La primera observacion del haz de Airy fue reportada por Christodoulines y cola-
boradores en 2007 en el contexto de la 6ptica. Ellos reconocieron la analogia entre la
ecuacion de Schrodinger y la ecuacion paraxial de onda, y estudiaron la dindmica de este
haz tanto tedrica como experimentalmente [10, 11, 12].

Posteriormente, Noa Voloch Bloch y colaboradores en 2012 reportaron la primera
observacién del haz de Airy de electrones, y verificaron las propiedades de estos haces,
como su capacidad de acelerarse sin distorsionarse, asi como su capacidad de autorecons-
truccion [13].

Por otro lado, en 2014 Vincenzo Grillo y colaborares reportaron la generacién de
los haces Bessel de electrones y verificaron sus propiedades [14].

Recientemente, hemos mostrado que desde el punto de vista de la Optica geométri-
ca los haces adifraccionales propuestos por Durnin estidn generados por una familia
uniparamétrica de soluciones de las ecuaciones eikonal y de Laplace [15], y por lo
tanto pueden caracterizarse geométricamente a través de una nueva solucién de la
ecuacién eikonal cuyas curvas de nivel corresponden a la envolvente de los frentes
de onda de dicha familia de soluciones. Es decir, a un haz adifraccional le asocia-
mos una familia de frentes de onda, una familia de rayos, y una caustica cuya seccion
transversal es invariante bajo traslaciones a lo largo de la direccién de propagacién del haz.

El objetivo principal del presente proyecto de investigacion es caracterizar geométri-
camente (o clasicamente) a los haces adifraccionales de electrones que se propagan
libremente, esto es, a una solucién de la ecuacién de Schrodinger para una particula
libre le asociamos una familia de frentes de onda, una familia de rayos (trayectorias
clédsicas) y una cdustica. En particular, mostramos que la teoria de Hamilton-Jacobi
permite introducir, en forma natural, una generalizacién de la ecuacién de los rayos,
y en consecuencia nos permite asociar a una solucion de la ecuacion de Schrodinger
una familia uniparamétrica de acciones, y una familia uniparamétrica de causticas,
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que para el caso del Haz de Airy, pueden ajustarse a los méaximos de la funcién de
densidad de probabilidad. Ademads, mostramos que el conjunto de haces cuya caustica
asociada es de tipo fold, son los haces con comportamiento més clasico en el sentido
de que los ceros del potencial de Madelung-Bohm coinciden con la cdustica, y por lo
tanto, la evolucion de estas curvas estd gobernada por la ecuacién de Hamilton-Jacobi.
Con este fin hemos organizado el contenido del presente documento de la siguiente manera:

En el capitulo 1 introducimos los conceptos y herramientas matematicas necesarias
para obtener la caracterizacién geométrica de una solucién a la ecuacién escalar de onda
de la luz, es decir, obtenemos los frentes de onda, los rayos de luz y la caustica. En
particular, mostramos que una familia de soluciones de la ecuacién eikonal nos permite
generar una nueva solucion de la ecuacién eikonal a través de lo que llamamos el principio
de superposicién geométrico. En el capitulo 2 mostramos el procedimiento para obtener
la caracterizaciéon geométrica de soluciones a la ecuacién escalar de onda generados
por una familia de soluciones de la ecuacion eikonal y de Laplace. Mostramos que el
principio de superposicién geométrico nos permite generar una nueva funcién eikonal
cuya caustica caracteriza cualitativamente la distribucion de maximos del patrén de
intensidad, y aplicamos estos resultados a los haces Bessel. En el capitulo 3 prestamos
atencion a la propagacién de haces con causticas estables en la aproximacién paraxial.
Mostramos que este tipo de haces estan generados por una familia uniparamétrica o
biparamétrica de soluciones de la ecuacion de Hamilton-Jacobi y de Laplace, y que dada
la correspondencia matematica entre la ecuacién de Schrodinger y la ecuacién paraxial
de onda, podemos visualizar la propagacién de estos haces en términos de un conjunto
de particulas cuyas trayectorias satisfacen las ecuaciones de Hamilton. En el capitulo 4
mostramos el procedimiento para caracterizar geométricamente (o cldsicamente) a una
solucién de la ecuacion de Schrodinger para una particula libre generada por una familia
de soluciones de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi y Laplace. En particular, mostramos que
para el haz de Airy es posible dar una caracterizaciéon geométrica de todos los méximos
de la Funcién de Densidad de probabilidad. Finalmente en el capitulo 5 introducimos
la formulacion de Madelung-Bhom de la mecénica cuantica y comparamos los ceros del
potencial de Madelung-Bohm (es decir, las regiones més clésicas de una funcién de onda)
con la caustica.






Capitulo 3

Conceptos basicos de optica
geomeétrica

En la actualidad, es bien aceptado que la luz es de naturaleza electromagnética, y que
sus propiedades, tales como el fenémeno de reflexion, refraccion, interferencia, difraccion,
polarizacion y velocidad finita (por nombrar algunos), obedecen las ecuaciones de Maxwell.
En su modelo mas simple, la luz se representa como una onda armonica, caracterizada por
su amplitud A (cuyo médulo al cuadrado es directamente proporcional a la intensidad),
frecuencia v, (rapidez con la que varfa la onda en el tiempo) y nimero de onda k (rapidez
de variacién espacial). Los dos ultimos satisfacen las siguientes expresiones:

w=2mv, k=2w/\ c=My, (3.1)

donde w es la frecuencia angular, A la longitud de onda de la luz y ¢ es la velocidad de la
luz. La observacion del fenémeno de difraccién e interferencia ocurre bajo experimentos
cuidadosos y controlados, en los cuales es necesario manipular aberturas u obstéculos (o
realizar mediciones) en un rango de longitudes comparables a la longitud de onda de la
luz. La mayor parte de los fenémenos de la luz a los que estamos expuestos, tales como
el fenémeno de reflexién y refraccién, asi como la formacién de imédgenes, son fenémenos
macroscopicos, y pueden entenderse desde un contexto geométrico.

Se entiende por aproximacién geométrica al conjunto de ecuaciones, principios o leyes que
describen la propagacion de la luz, y que pueden deducirse de las ecuaciones de Maxwell
en el limite A — 0. En la aproximacién geométrica, la direcciéon del flujo de energia es
paralela al vector tangente de las trayectorias de los rayos geométricos, y estos a su vez
son ortogonales a los frentes de onda geométricos. Los rayos de luz pueden enfocarse
dando lugar a regiones de alta intensidad, o cdusticas, las cuales son observables fisicas
macroscopicas. En un medio isétropo, caracterizado por su indice de refraccién n(r), la
ecuacion eikonal es la ecuacion bésica de 6ptica geométrica. Su solucion, .S, se conoce como
funcién eikonal, y de ella pueden deducirse las leyes de reflexion y refraccién. El campo
vectorial V.S determina la direccién del flujo de energia de la luz (direccién de los rayos)
y los frentes de onda geométricos se definen como las curvas de nivel de S.
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3.1. Deduccion de la ecuacion eikonal

Debido a la presencia de cargas eléctricas, en cualquier punto del espacio existe un estado
fisico descrito por los campos vectoriales complejos eléctrico E y magnético H, los cuales
pueden transportar energia, y satisfacen las ecuaciones de Maxwell. Estos campos adquie-
ren una expresién matemadtica simple en el vacio, o en medios materiales isétropos que
estan libres de cargas y corrientes. Ademas, es de esperarse que a distancias d muy lejanas
a las fuentes de luz (d > \), las ondas electromagnéticas puedan describirse localmente
como una onda plana. Esto motiva a proponer como solucion de prueba a los siguientes
campos [16]

E= e(r)ei(kS(r)fwt% H= h(r)ei(kS(r)fwt)7 (32)

los cuales transforman a las ecuaciones de Maxwell en el siguiente sistema de ecuaciones:

Vth+w:—%me (3.3)
VS xe—ph= —%V X e, (3.4)
e-VS:—i(e-Vlne%—V-e), (3.5)
h'VS:—%(h-VlnquV-h). (3.6)

Para obtener la aproximaciéon geométrica, requerimos aplicar el limite A — 0, o equivalen-
temente el limite k — oo, lo cual nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones:

VS x h+ ee =0, (3.7)
VS x e — ph =0, (3.8)
e VS =0, (3.9)
h VS =0. (3.10)

Es posible eliminar el campo vectorial h de la ecuacién (3.7) al sustituirlo por el de la
expresion (3.8), lo cual resulta en lo siguente:

1
;[(e -VS)VS — e(VS)?] + ee = 0. (3.11)
Como debe satisfacerse la ecuacion (3.9), lo anterior se reduce a
e [(VS)2 - ue} — 0. (3.12)

Ya que buscamos soluciones no triviales para los campos E y H (ver (3.2)), es necesario
que se satisfaga la siguiente ecuacion diferencial para la funcién S, la cual ya no depende
de e y h:

(VS)? = n?(r), (3.13)

donde n = /i€ es el indice de refraccion del medio. La expresién anterior se conoce como la
ecuacion eikonal, y es la ecuacion béasica de la 6ptica geométrica. A la funcién que satisface
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la ecuacion (3.13) se le conoce como funcién eikonal. En forma andloga, si eliminamos el
campo vectorial e de la ecuacién (3.8) usando la expresién (3.7), recuperamos la ecuacién
eikonal. La direccién del flujo de energia electromagnética se determina con el vector de
Poynting P, el cual se calcula como sigue:

P=FE x H. (3.14)

En la aproximacién geométrica, el vector de Poynting es proporcional al gradiente de la
funcién eikonal, el cual es un campo vectorial ortogonal a los campos E y H, como puede
observarse de las ecuaciones (3.2), (3.9) y (3.10). Por lo tanto, las curvas integrales del
campo vectorial VS se definen como los rayos de luz, y las curvas de nivel de la funcién
eikonal:

S(r) = constante, (3.15)

se definen como los frentes de onda geométricos.

3.2. Ondas planas

En el contexto de éptica geométrica, cualquier frente de onda se comporta, localmente,
como un frente de onda plano (excepto posiblemente en la cdustica, donde los frentes de
onda pueden desarrollar singularidades, como veremos en la seccién 1.4). En el espacio
bidimensional R?, la funcién eikonal que representa a toda la familia de ondas planas
propagandose en un medio isétropo y homogéneo con indice de refraccion n, es

S(xaya%g):n(xCOS‘P+ySinSD)_n97 (316)

donde ¢ y g son constantes de integraciéon. El parametro ¢ determina la direccién de
propagacion de la onda plana como se muestra en la siguiente expresion:

Y3 i), (3.17)

n
donde (p) = (cos ¢, sen ) es el vector unitario radial de las coordenadas polares. En las
figuras 3.1(a) y 3.1(b) se muestran los frentes de onda planos para valores particulares
de . De las expresiones (3.2) para los campos E y H, queda claro que el papel de
la constante aditiva g es introducir un desplazamiento en la fase de la onda; en la
aproximacion geométrica, esto se traduce en que la distancia més cercana entre el frente
de onda S = C(= constante) y el origen es proporcional a g.

En el espacio tridimensional R?, las coordenadas esféricas nos permiten generalizar
b

los resultados (3.16) y (3.17). La funcién eikonal correspondiente a la familia de ondas
planas es

S(z,y,2,0,6,9) =n(xsenfcosp+ ysenbsen o+ z cosf) — ng, (3.18)

3
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con direcciéon de propagaciéon dada por

V5 _50,9), (3.19)

n
donde p(0, ¢) = (sen @ cos ¢, sen 8 sen ¢, cos ) es el vector unitario radial de las coordenadas
esféricas. El dominio de los pardmetros ¢ y g para una onda que se propaga en R?, y 6, ¢
y ¢ para una onda que se propaga en R3, estd en el conjunto de los niimeros reales R. El
rango de valores apropiado para cada parametro, por lo general, depende de la geometria
del medio de propagacién. Podemos definir subconjuntos de ondas planas proponiendo a
g como una funcién de las deméds constantes de integracién (g = g(¢) en R?, g = g(0, ¢)
en R3). Si g es una funcién continua, entonces la distancia mas corta entre el origen y el
frente de onda S = C varia en forma continua al modificar en forma continua la direccién
de propagacién de la onda. En la siguiente seccién mostraremos que la envolvente de estos
subconjuntos de frentes de onda generan nuevos frentes de onda cuya geometria depende
de la naturaleza de la funcién g.

) )
3 3
Vi~ g, PR
1 ] NIRRT
NE WA
0 T 0 T '
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-2 -2 0.8
-3 -3
3 -2 -1 0 1 2 3 3 -2 -1 0 1 2 3
@ (b)
Figura 3.1: (a) Curvas de nivel de la ecuacién (3.16) para los valores C/n = -3, -2, ..,2, 3,
donde se ha considerado g = 0, y ¢ = 0. En (b) se muestran los mismos frentes de onda
pero con direccién de propagacién ¢ = m/10 (lineas azul) y ¢ = —7/10 (lineas café). En

(c) se muestra la construccién geométrica de los frentes de onda circulares que resultan
de la envolvente de la familia uniparamétrica de frentes de onda de la ecuacién (3.26) con
g = 0, para los casos particulares C/n = 1 (lineas azul) y C/n = 2 (lineas café).

3.3. El principio de superposicion geométrico

La ecuacién eikonal es una ecuacién de primer grado no lineal en derivadas parciales.
Una solucién completa de la ecuacién (3.13) debe contener tantas constantes arbitrarias
(o pardmetros) como variables independientes. Cabe senalar que, en un medio isétro-
po vy homogéneo, una de estas constantes siempre serd aditiva, y la definiremos como
—ng. En R? se requieren dos constantes arbitrarias adicionales, que denotaremos por ¥ y .

Vamos a definir un subconjunto de familias de frentes de onda S de tal forma que

4
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la constante g sea una funcién continua y dos veces derivable con respecto a los

parametros restantes, es decir, ¢ = g(J,9) y S = S(r,d,¢). En estas condiciones,
al variar infinitesimalmente los pardmetros (9, ), los frentes de onda que satisfacen
S(r,9,¢) = C son superficies infinitesimalmente adyacentes que generan una nueva

superficie, resultado de su envolvente. La superficie envolvente debe satisfacer el siguiente
sistema de ecuaciones:

oS oS
S=C 55=0 5=

De las dos tdltimas ecuaciones de la expresién anterior, podemos despejar a los parametros
(9, ) en funcién de las coordenadas espaciales r. La superficie envolvente entonces debe
satisfacer la ecuaciéon S = C, donde hemos definido

0. (3.20)

S(r) = S(r,9(r), o(r)). (3.21)

En coordenadas cartesianas, las componentes del gradiente V.S son

0S _ 08 9S00 059y
ox; Ox;  0V0x; Opdx;

donde i =1,2,3, y (z1,22,23) = (2,¥, 2). De las ecuaciones (3.20), lo anterior se reduce a

(3.22)

oS oS

al'i N 8:@ '
Como S es solucién de la ecuacién eikonal, de las ecuaciones (3.13) y (3.23) es claro que
S también satisface la ecuacion eikonal.

(3.23)

Este procedimiento para construir nuevas soluciones S de la ecuacién eikonal es el
analogo del principio de superposicién en fisica, cuando las ecuaciones que rigen el
problema son lineales. En este sentido llamaremos al método de la envolvente el principio
de superposicion geométrico.

En forma andloga, para un subconjunto de familias de frentes de onda S de R? (o
equivalentemente, para una familia uniparamétrica de soluciones S de la ecuacién eikonal
en R3) definida de tal forma que la constante aditiva, g sea funcién continua y dos veces
derivable con respecto al parametro restante ¢, es decir g = g(¢), su curva envolvente se
obtiene del siguiente sistema de ecuaciones:

as
5o =
De la tiltima ecuacién de las expresiones (3.24), podemos obtener a la funcién ¢ = ¢(r) v,
por lo tanto, definimos a la funcién S como

S=c, 0. (3.24)

S(r) = S(r, p(r)). (3.25)

Es claro que la expresién (3.25) también satisface la ecuacion eikonal.

5
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3.3.1. Superposicién de frentes de onda planos en R?

De acuerdo con la ecuacién (3.16), la funcién eikonal que representa una familia unipa-
ramétrica de ondas planas en R? es

S(z,y,p) =n(xcosy + ysing) —ng(p). (3.26)

donde ¢ es la coordenada angular de las coordenadas polares. De las ecuaciones ~(3.24),

un calculo directo muestra que la forma paramétrica de los frentes de onda de S es la
siguiente

g

d
z(p,C) = (C/n+ g) cosp — —gsingp, y(p,C) = (C/n+ g)sinp + dy

do cosp. (3.27)

Frente de onda circular y pseudoeliptico

Para el caso especial g(y) = constante, las ecuaciones (3.27) satisfacen la siguiente expre-
sion

2*(,C) + y*(,C) = (C/n + g)*. (3.28)

Es decir, el principio de superposicién geométrico de esta familia de frentes de onda resulta
en frentes de onda circulares con centro en el origen de coordenadas. En la figura 3.1
(c) se muestra graficamente la construccién geométrica de estos nuevos frentes de onda.
Por otro lado, si g(¢) # constante, entonces los nuevos frentes de onda corresponden a
deformaciones de circulos. Consideremos, por ejemplo, la funcién g(¢) = —asin? ¢, donde
a es una constante real arbitraria distinta de cero. La forma paramétrica de la envolvente
de la familia de frentes de onda es la siguiente

z(p,C) = cos p(C/n + asin® ), y(p,C) = sin ¢(C/n + asin® ¢ — 2a). (3.29)

En la figura 3.2 mostramos la construccién geométrica del nuevo frente de onda (pseu-
doelipse) y su evolucién en R? (variacién continua de C). Es importante sefialar que los
nuevos frentes de onda pueden contener puntos singulares, los cuales a su vez se encuen-
tran sobre una curva (o superficie en el caso de R?) que se conoce como ciustica, como
mostraremos en la siguiente seccién.

3.4. La region caustica

La region caustica es una de las predicciones méas importantes de la 6ptica geométrica:
sobre ella se concentran los rayos de luz, y su deteccion experimental confirma la validez
de la aproximacién geométrica en un sistema 6ptico [17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26,
27, 28, 29, 30, 31, 32, 33]. Su estructura determina la estabilidad de la onda ante pequenas
perturbaciones [34, 35, 36], y su posicién en el espacio determina la topologia de la imagen
detectada por un observador debido a un objeto [37, 38, 39, 40, 41], donde el observador

6
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Figura 3.2: Construccién geométrica del frente de onda pseudoeliptico (curva roja) y su
evolucién en R?

se modela como una fuente puntual (virtual) de rayos. En la figura 3.3 mostramos la
curva caustica generada por la reflexion de una onda plana sobre una superficie circular
en un medio homogéneo. Como puede observarse de la figura 3.3(a), la cdustica es la curva
generada por la envolvente de los rayos. En un medio homogéneo, las singularidades de
los frentes de onda geométricos generan esta curva, como podemos observar de la figura
3.3(b). En la figura 3.3(c) se muestra el patrén de intensidad.

3.4.1. Calculo de la caiustica a partir de la forma paramétrica de los
frentes de onda geométricos

En la seccién anterior mostramos que las ecuaciones (3.27) representan la forma pa-
ramétrica de los frentes de onda que resultan de la superposicién geométrica de una
familia de frentes de onda planos en R?. Vamos a considerar que g es una funcién
arbitraria, continua y dos veces derivable con respecto al pardmetro ¢. La curva caustica
puede calcularse a través de la siguiente definicién:

Definicién: Sea h : M — N un mapeo diferencial, siendo M y N variedades di-
ferenciables. El conjunto de puntos en M donde h no es un mapeo uno a uno localmente
se le llama conjunto critico, y a la imagen del conjunto critico se le llama conjunto
cdustico [42].

Las ecuaciones (3.27) representan un mapeo de R? a R?, donde (¢, C) son las coordenadas
del conjunto dominio, y (z,y) son las coordenadas del conjunto imagen. El conjunto
critico puede obtenerse solicitando que el determinante jacobino del mapeo (3.27) sea
igual a cero, es decir

oz,y) _ o % _o. (3.30)
e,C) |5 Bt

Un célculo directo muestra que el conjunto critico satisface la siguiente ecuacién
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Figura 3.3: (a) Rayos incidentes y reflejados por una superficie circular. (b) Frentes de
onda reflejados. (c¢) Patrén de intensidad.

C(p) = —n (% + g) . (3.31)

Por lo tanto, la forma paramétrica de la cdustica se obtiene de sustituir la expresién
anterior en las ecuaciones (3.27):

B (g dg
reli) = (0. Co)) = = (G oosp+ L sen). (3.32)
d*g dg
Ye(p) = y(p,C(p)) = — (d_s02 senp — 2 €03 w) : (3.33)

Frente de onda circular y pseudoeliptico

En la figura 3.1(c) mostramos la construcciéon geométrica de los frentes de onda circulares
a partir de frentes de onda planos en R?, en un medio isétropo y homogéneo. La regién
de enfocamiento de los rayos (rectas perpendiculares a los frentes de onda) es un punto
ubicado en el centro de las circunferencias. En la seccién anterior vimos que g = constante
genera los frentes de onda circulares, con centro en el origen de coordenadas. De las
ecuaciones (3.32) y (3.33), es claro que el origen de coordenadas coincide con la posicién
de la caustica.

Los frentes de onda pseudoelipticos presentados en la seccién anterior (ver figura
3.2 ) fueron generados con la funcién g(p) = —asin?¢. De acuerdo con las ecuaciones
(3.32) y (3.33), la forma paramétrica de la cdustica es la siguiente

z(p) = 2a cos® o, Yelp) = —2a sin® ®. (3.34)

En la figura 3.4 se muestra la cdustica y la evolucién del frente de onda pseudoeliptico.
Como podemos observar, las singularidades del frente de onda generan la cdustica.
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C/n

Figura 3.4: Evolucién del frente de onda pseudoeliptico en R? (curva azul) y su cdustica
(curva roja).







Capitulo 4
Haces adifraccionales

El fenémeno de difraccién es una propiedad inherente en la propagacién de ondas
electromagnéticas. En términos simples, la difraccion es cualquier desviacién observable
de la luz con respecto a los rayos geométricos, o frentes de onda geométricos. Por
ejemplo, en la aproximacién geométrica es intuitivo trazar la frontera entre la regién
de luz y sombra sobre una pantalla debido a un orificio circular que permite el paso
de luz proveniente de una fuente puntual. Sin embargo, en la regién de sombra y cerca
de la frontera pueden detectarse una serie de maximos y minimos de intensidad en
forma de anillos (efectos de difraccién). De hecho, existe un limite para el didmetro
sobre el cual puede confinarse la mayor parte de la luz, descrito por el disco de Airy. El
fenémeno de difraccion, por lo tanto, restringe el poder de resolucién de un sistema 6ptico.

Los efectos de difraccion surgen incluso en haces que se propagan libremente, sin
presencia de aperturas u obstaculos, como en el caso de los haces gaussianos, cuyo perfil
de intensidad describe la mayoria de los laseres, y cuyo diametro del haz diverge en
funcion de la distancia en forma significativa después de la regién de Rayleigh. Igualmente,
es de esperarse que el efecto de difraccién sea fuerte si el ancho del haz es comparable con
la longitud de onda de la luz.

El concepto de haz adifraccional fue introducido por primera vez por Durnin en
1987 [3]. De acuerdo con su publicacién, un haz adifraccional es una onda monocromaética
que satisface la ecuacion escalar de onda cuyo perfil de intensidad transversal permanece
invariante durante su propagacién. Una propiedad interesante de estos haces es que
pueden tener un perfil de intensidad extremadamente estrecho con un ancho comparable
con la longitud de onda de la luz sin presentar efectos de difraccién [4], ademads, tienen la
capacidad de auto reconstruirse durante su propagacion al ser bloqueados por un obstéaculo.

La solucién a la ecuacién escalar de onda que describe la propagacién de un haz
adifraccional que se propaga a lo largo del eje z debe ser de la forma

Y =u(x,y)exp [i(fz — wt)], (4.1)

donde u(z,y) es una funcién compleja que no depende de la coordenada z, y por lo
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tanto su perfil de intensidad, I = |¢|?/2, tampoco. Si bien la ecuacién escalar de onda
es separable en 11 sistemas coordenados, solo 4 satisfacen el requisito de los haces
adifraccionales: coordendas cartesianas, coordenadas cilindricas circulares, coordenadas
cilindricas parabdlicas y coordenadas cilindricas elipticas.

Los haces adifraccionales mas estudiados son los haces Bessel, los cuales también
son el caso mas simple de un vortice éptico. Las trayectorias de Poynting para este tipo
de haces son hélices que viven sobre superficies cilindricas [7], cuyo centro coincide con
el eje de simetria del haz. Por lo tanto, estos haces tienen asociado un momento angular
orbital. Por su capacidad de autoreconstruccion y de transmitir momento angular orbital,
este haz es ideal para la manipulaciéon de micro particulas, inclusive en diferentes planos
transversales|8].

La forma integral de los haces adifraccionales que se propagan en el vacio es la
siguiente [3]

2m
Ulangzt) = 0 [Tt gy, (12)
0

donde a y /3 pertenecen a los niimeros reales y satisfacen a? + 32 = (w/c)?, y A(p) es
una funcién compleja arbitraria. La expresion (4.2) representa la superposicién continua
de frentes de onda planos cuyos vectores de propagacién forman una superficie conica.
La amplitud y fase relativa de cada onda plana depende de la funcién A(yp), la cual
determina el perfil de intensidad del haz adifraccional. Dado que los frentes de onda planos
que componen el haz adifraccional son de extension infinita y de amplitud constante, un
haz adifraccional ideal debe transportar una cantidad infinita de energia a través de su
seccién transversal de propagacion, lo cual en la practica es imposible. Sin embargo, se ha
demostrado experimentalmente y numéricamente que es posible reproducir las propiedades
de estos haces en regiones finitas del espacio. Dentro de los métodos experimentales mas
conocidos para generar los haces pseudo-adifraccionaes estan la difraccién de la luz por
una apertura anular, refraccién de la luz por una lente axicon, y la holografia [43, 44, 45,
46, 47, 48, 49, 50, 51].

4.1. La ecuacién escalar de onda
A partir de las ecuaciones de Maxwell, puede mostrase que en un medio homogéneo e isétro-

po libre de cargas y corrientes los campos vectoriales complejos eléctrico E y magnético
H satisfacen en forma separada una ecuacién de onda [16]

2 en 0 E
2
9 epn 0 H
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Si la polarizacién de la onda electromagnética es lineal, o una de las componentes car-
tesianas del campo eléctrico es dominante, entonces podemos concentrarnos en estudiar
solamente a la ecuacion escalar de onda

2 2
9 n=o0 ¢y
Vo — ol 0, (4.5)
donde v describe la componente dominante de los campos vectoriales, y n = |/en es el
indice de refraccién del medio.

4.1.1. Analisis geométrico de la funcion escalar de onda

Es de esperarse que a distancias lejanas de fuentes o de regiones de enfocamiento de la luz,
las ondas electromagnéticas puedan describirse localmente como un frente de onda plano.
Por lo tanto propongamos como solucién a la ecuacién escalar de onda al siguiente campo
escalar:

P(r,t) = RS -wt) (4.6)

donde vamos a considerar que S es una funcién real. Es facil mostrar que la expresién
anterior satisface las siguientes identidades:

V2 =1 (ikV2S — k*(VS)?), (4.7)
2
aa;f = —w?. (4.8)

En consecuencia, al sustituir la expresion (4.6) en la ecuacién escalar de onda, se obtiene
lo siguiente:

o [

=0, (4.9)

donde hemos aplicado que (w/c) = k, como puede mostrarse de las ecuaciones (3.1). Como
el campo escalar (4.6) es en general distinto de cero, es necesario que la funcién S satisfaga
la ecuacidén eikonal y la ecuacion de Laplace en forma simultdnea, es decir:

(VS)2=n? V2§ =0. (4.10)
Bajo estas condiciones, decimos que el campo escalar (4.6) esta caracterizado geométrica-
mente por la funcién eikonal S.
El principio de superposicion

Una solucién completa de la ecuacién eikonal, S, que satisface simultdneamente la ecua-
cién de Laplace, genera una solucién a la ecuacion escalar de onda a través de la expresion
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(4.6); tal solucién debe contener tantas constantes arbitrarias (o pardmetros) como varia-
bles independientes, siendo una de ellas aditiva. Vamos a definir una familia particular
de soluciones a la ecuacién eikonal en R? de tal forma que la constante aditiva, g, sea
dependiente de las otras dos constantes de integracién, (9, ¢), es decir, g = g(¢, ¢) y por
lo tanto S = S(r, 9, ¢). En estas condiciones la funcién

W(r,t) = / A(D, ) BSEDE) -0 gy 1o (4.11)
D

donde D es una variedad bidimensional, y A(1, ¢) es una funcién compleja y arbitraria,
es una solucién exacta de la ecuacién escalar de onda, ya que la ecuacién (4.5) es una
ecuacién diferencial lineal, y por lo tanto, el principio de superposicion es aplicable.

El campo escalar ¥ de la ecuacién (4.11) estd integrado por una familia biparamétrica
de soluciones de la ecuacién escalar de onda caracterizadas geométricamente por la
funcién eikonal S(r,d, ). Para caracterizar geométricamente a ¥, vamos a asociarle la
funcién eikonal S que resulta del principio de superposicién geométrico estudiado en la
seccién 1.3. Cabe senalar que, de acuerdo con las ecuaciones (3.20), el nuevo frente de
onda geométrico es el resultado de la envolvente de la familia de frentes de onda que
tienen la misma fase S(r,v,¢) = C, por lo tanto, resulta intuitivo que S caracterice
geométricamente al campo escalar (4.11).

Aspectos importantes de la caracterizacion geométrica vs la aproximacién
geométrica

Es bien importante senalar que para obtener la caracterizacién geométrica de los campos
escalares (4.6) y (4.11) no fue necesario aplicar el limite A — 0. Esto significa que, a
diferencia de la aproximacion geométrica estudiada en el capitulo 1, la funcién eikonal
S puede depender de la longitud de onda de la luz a través del nimero de onda k (ver
ecuaciones (3.1)), lo cual tiene sentido, ya que es de esperarse que la distribucién de
energia en el patrén de intensidad dependa de A. Esta situacién ocurre, por ejemplo,
cuando la funcién A(¥, ) es una funcién compleja, entonces su fase correspondiente
puede anadirse a la funcién g(1J, ) llevansode consigo el coeficiente 1/k.

Como ya habiamos mencionado en la seccién 1.4, la correspondencia cualitativa
entre el maximo (o distribucién de maximos) del patrén de intensidad con la curva
caustica confirmara la validez de la aproximacion geométrica o caracterizacién geométrica
de la luz (ver figura 3.3).

Es claro que el patrén de intensidad del campo escalar (4.11) proyectado sobre una
pantalla plana depende de las propiedades de las funciones A(?,¢) y S(r,d,¢). Sin
embargo, el principio de superposicién geométrico a lo mas toma en cuenta la fase de
la funcién A(¥,p) e ignora las propiedades de la parte radial de esta funcién. Seria
interesante investigar bajo qué condiciones, si es que existen, podriamos anadir esta
informacién en una descripcién geométrica “generalizada” de una funcién de onda.

Asi, es de esperarse que si el campo escalar (4.11) estd completamente determinado por la
funcién eikonal S (es decir |A(9, p)|? = constante), entonces la asociacién de la funcién
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Figura 4.1: (a) Distribucién de intensidad del haz Bessel de orden cero. (b) Perfil de
intensidad del haz Bessel de orden cero. El patron de intensidad transversal permanece
invariante ante traslaciones a lo largo del eje z. En estos graficos hemos considerado o =
24,05mm ™!, como en el articulo de Durnin.

eikonal S con el campo escalar (4.11) es correcta. Fuera de esta condicién, solo podemos
confirmar la validez de nuestro modelo geométrico comprobando si existe una correlacién
cualitativa entre la cdustica y el patrén de intensidad.

4.2. Haces Bessel

Los haces Bessel son de los haces adifraccionales méas estudiados teéricamente, numérica-
mente y experimentalmente, ya que por sus propiedades, como su vorticidad y capacidad
de autoreconstruccion, son ideales para la manipulacién de microparticulas. La expresién
analitica de estos haces en coordenadas cilindricas circulares es la siguiente:

U, (r, 1) = Jp(ar)elPztmi—wt) (4.12)

donde J,,,(+) es la funcién de Bessel de oden m, y a? + 82 = (w/c)? = k. En la figura
4.1 ilustramos la distribucién de intensidad transversal de haz Bessel de orden cero, asi
como su propiedad de invariancia a lo largo del eje z. La descomposiciéon de estos haces
en términos de ondas planas que se propagan en el vacio es la siguiente:

Uy (e t) = — / " gimlip=m/2) ik p(B0.6)—t) g (4.13)

"o

donde p(6o, ) = (sin b cos p, sin Oy sin ¢, cos fy) es el vector unitario radial de las coor-
denadas esféricas, y por lo tanto, para recuperar la expresién (4.12), se requiere que
a = ksinfy y 8 = kcosby. Al comparar la ecuacién (4.11) con la expresién anterior,
identificamos que la funcién A(p) es la siguiente

Alp) = %eimw—w/?). (4.14)
™
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Como |A(p)|? = 1/47% = constante, es de esperarse que S caracterice geométricamente a
estos haces adecuadamente. Al reabsorber la fase de la funcién A(y) en la fase total del
integrando de la expresién (4.13), podemos identificar a la funcién S como lo siguiente:

S(r,¢) =r-ﬁ(90,s0)+% (ap—g). (4.15)

Es facil mostrar que la expresién anterior satisface las ecuaciones (4.10), por lo tanto,
S(r, ) es una funcién eikonal. Las direcciones de propagacién de la familia de frentes de
onda planos es

VS(xr, ) = pbo, ¢), (4.16)

los cuales forman una superficie cénica de apertura 6y, caracteristica necesaria y suficiente
para la generacién de haces adifraccionales.

La funcién eikonal (4.15) representa a una familia uniparamétrica de frentes de on-
da planos, por lo tanto, las expresiones que obtuvimos en las subsecciones 1.3.1 y 1.4.1
se aplican a los haces Bessel. Al comparar la expresién (4.15) con la funcién eikonal (3.26)
es claro que antes debemos tomar en cuenta las siguientes correspondencias:

4.17
4.18
4.19

4.20

rsinfy +— x,
ysinfy «— v,
C —zcosby+— C,

(4.17)
(4.18)
(4.19)
—% (so—g) > g(p). (4.20)

En estas condiciénes, la forma paramétrica de los frentes de onda de S es (ver ecuaciones
(3.27)):

i(p,C) = (é—m(cp—ﬂ/Q) —2) cos ¢ + msin p, (4.21)
7(p,C) = (é —m(p—m/2) — 2) sin ¢ — mcos ¢, (4.22)
#(p,C) = %, (4.23)

y la cdustica satisface (ver ecuaciénes (3.32) y (3.33)):

p=m, (4.24)

donde hemos definido & = kxsinfy, § = kysinfy, = kzcosby, C = kC, y p* = &2 + 2.
Como podemos observar de la figura 4.2, los frentes de onda del haz Bessel de orden cero
son superficies conicas cuyo vértice se encuentra sobre su caustica (linea recta sobre el eje
z) caracterizando en forma cualitativa y cuantitativa el médximo supremo del patrén de
intensidad. Si el haz Bessel es de orden m > 0, entonces los frentes de onda geométricos
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son deformaciones de superficies conicas, y la superficie caustica es una superficie cilindrica
circular de radio m cuyo eje de simetria coincide con el eje z; para estos haces, la seccién
transversal de la caustica caracteriza solo en forma cualitativa el maximo supremo del
patrén de intensidad, que es lo que se esperaba. En contraste, si tomamos en cuenta
el limite A — 0 (o equivalentemente k — o0), entonces la expresién (4.15) pierde su
dependencia en m. Esto significa que en el limite geométrico todo el conjunto de los haces
Bessel comparten los mismos frentes de onda geométricos y cdustica que el haz Bessel de
orden cero. Concluimos que el modelo geométrico estudiado en este capitulo es el mas
adecuado para la caracterizacion geométrica de estos haces.
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Figura 4.2: Se ilustran los frentes de onda (azul) y conjunto cdustico (rojo) de los haces
Bessel, junto con su perfil de intensidad.
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Haces Bessel modificados

Para tener una idea del efecto que puede tener la funcién A (ver ecuaciones (4.2) y (4.11))
sobre el patron de intensidad, consideremos a las siguientes funciones:

) m T 1 0S8
S(r,w)zr-p(Go,sz(so—f)y A(sf))—%afx-

5 (4.25)

Es facil mostrar que la expresién analitica del campo escalar (4.11) puede calcularse de la
siguiente manera:

(r,t) = 2Jm(ap)ei</3Z+””L9—wf>. (4.26)
ox

Si bien la caracterizacién geométrica del campo escalar (4.26) es la misma que la de los
haces Bessel (compare (4.15) y (4.25)), la cdustica ya no caracteriza cualitativamente al
patron de intensidad como podemos observar en la figura 4.3. Seria interesante investigar si
existe un modelo geométrico para haces cuya amplitud A este determinada por la funcién
eikonal S. Por otro lado, los haces adifraccionales parabdlicos y algunos haces Mathieu
son ejemplos para los cuales la cdustica caracteriza la distribucién de maximos del patrén
de intensidad y que no cumplen la condicién |A|? = constante.

m=20 m=1

(@)

-1 -0.5 0 0.5 1 (-

Figura 4.3: Patrén de intensidad del campo escalar (4.26). Hemos considerado a =
24,05mm~!. Las unidades correspondientes de los graficos son milimetros.
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Capitulo 5
Teoria de catastrofes

En la aproximacion geométrica, la regién caustica posee realidad fisica en el sentido de
que caracteriza cualitativamente a la regién del espacio donde el campo éptico es més
brillante. Asimismo, la cdustica es un ejemplo de catédstrofe, ya que es la singularidad de
una transformaciéon geométrica de un frente de onda inicial, ® = C; (=constante), a un
frente de onda final, ® = Cf (=constante), donde ® es una funcién real que satisface
|V®|? = n? [34].

En el lenguaje de teoria de catédstrofes, al campo escalar ®(r;s) que satisface una
ecuacion de la forma |[V®|? = n? se le llama funcién generatriz, a las componentes de
s = (s1,82,...) se les llama variables de estado y a las componentes de r se les llama
pardametros de control, los cuales también se denotan por C = (C1,Cy, ...) y cuyo nimero
de parametros define la codimensién K, es decir, r = C. Por lo tanto, la funcién generatriz
se representa como

P = O(C;s). (5.1)

Un resultado importante de la teoria de catastrofes es la clasificacién de singularidades
estables, elaborada por Thom, y posteriormente extendida por Arnold. Es decir, existe
un conjunto de cdusticas cuya estructura no se modifica significativamente ante pequenas
perturbaciones [52]. En la tabla 5.1 se muestra esta clasificacién para funciones generatrices
de codimension K < 4.

Si una cédustica no pertenece a la clasificacién de Thom, se dice que la cdustica es no
genérica o que es estructuralmente no estable. Este tipo de cdusticas se producen bajo

Cuadro 5.1: Catéastrofes elementales de codimension K < 4

Nombre Simbolo K ®.(C;s)

fold As 1 $%/3+Cs

cusp As 2 st + Cas? + Cys

swallotail Ay 3 $° + Cs8% + Cas? + Cis

elliptic umbilic Dy 3 83 — 35183 — C3(s? + s3) — Casy — Cis1
hyperbolic umbilic D} 3 s%4 55— Css150 — Casy — Chs1
butterfly As 4 s + Cus* + O38% + Cas® + Cis
parabolic umbilic Ds 4 st 45182+ Cuss + C3s7 + Casa + Cisy

19



CAPITULO 5. TEORIA DE CATASTROFES
5.1. LA ECUACION PARAXIAL DE ONDA

ciertas circunstancias especiales (como un conjunto de simetrias) y cuando estas circuns-
tancias desaparecen, la cdustica resultante usualmente puede determinarse identificando
a la caustica original con la seccién transversal de una catdstrofe de dimensiéon mas
alta. Esta capacidad de prediccién es lo que hace a la teoria de catdstrofes importante [52].

En el contexto de Optica, se dice que un campo &ptico es estable si su caustica
pertenece a la clasificacion de singularidades estables. Asi, la clasificacién de Thom nos
permite calcular la forma analitica del patréon de intensidad de dicho campo 6ptico a
través de la siguiente integral

T, (C) = / / '®e(Cs) g, (5.2)

la cual se conoce como la integral candnica de difraccién. En otras palabras, la ecua-
cién (5.2) nos permite obtener la estructura fina del patrén de intensidad sobre la caustica.

El objetivo principal de este capitulo es construir soluciones exactas de la ecuacion
paraxial de onda en el vacio tal que sus cdusticas asociadas estén determinadas por
las catastrofes estables (o por una seccién de ellas), y que al mismo tiempo den una
descripcién cualitativa de los patrones de difraccién correspondientes. Es decir, vamos
a mostrar un método para estudiar la evolucién en el espacio de las cdusticas estables
(o una seccién de estas) bajo la aproximacién paraxial. Para esto, vamos a mostrar
que la funcién (5.2) es una solucién exacta a la ecuacién paraxial de onda si la funcién
generatriz ®.(C;s) satisface la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi en dos dimensiones para
una particula libre y la ecuacién de Laplace, simultdneamente. Ademas, vamos a mostrar
una visualizacién de la evolucién de estos campos épticos en términos de un conjunto
de particulas libres cuyas trayectorias (rayos de luz en la aproximacién geométrica)
estan determinadas por una funcién principal de Hamilton. Por lo tanto, mientras que la
evolucién del patréon de intensidad estd gobernada por la ecuaciéon paraxial de onda, la
evolucién de la caustica esta gobernada por la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi.

Es importante senalar que la correspondencia matemdética entre la ecuacién para-
xial de onda en el vacio y la ecuacién de Schrodinger para una particula libre en dos
dimensiones establece un puente entre el campo de la éptica y la mecanica cudntica.
Christodoulides y colaboradores en 2007 reconocieron esta analogia, e investigaron el
haz de Airy éptico [12, 10, 11], el cual es un haz adifraccional y acelerado con caustica
estable, cuya funcién de onda fue introducida por primera vez en el contexto de mecanica
cudntica [9]. Por lo tanto, si existen los haces adifraccionales en el contexto de la éptica,
entonces también existen los haces adifraccionales de particulas, como los electrones.

5.1. La ecuacion paraxial de onda

La evolucién de un campo electromagnético en el vacio con polarizacién netamente lineal
esta gobernada por la ecuacién escalar de onda
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1.9°U(r, 1)
¢z o2

donde ¥ representa la componente dominante del campo electromagnético.

V2U(r,t) — =0, (5.3)

Vamos a considerar que la direccién del flujo de energia electromagnética asociado
al campo ¥ es cuasi-paralelo al vector z, es decir, el campo se propaga preferentemente
en esta direccién. En estas condiciones, el vector de onda k = k,x + k,y + k.z puede
aproximarse a k =~ kz, donde £k = k - k. Asi, proponemos que el campo 1 sea de la
siguiente forma

U(r,t) = ()=t (5.4)

al sustituir la expresién anterior en la ecuacién escalar de onda (5.3), esta se transforma
en lo siguiente

0? 0? 0? 0
(8552 + a2 + 9.2 + 21]652) P(r) =0. (5.5)
Dado que los rayos asociados a el campo (5.4) son trayectorias rectas cuasi paralelas al
eje z, y como la intensidad es proporcional a la densidad de rayos (por ejemplo, sobre la
caustica la densidad de rayos es infinita y su forma caracteriza el maximo de la intensidad
del campo éptico), entonces es de esperarse que el campo v dependa de la coordenada z
débilmente, es decir

&*y(r)
oy?

d%1h(r)
Ox?

et

Ou(r)|

— (5.6)

)

0z

s

A la expresion (5.6) se le conoce como la aproximacién paraxial, y al aplicarla a la ecuacién
(5.5) esta se reduce a la bien conocida ecuacién paraxial de onda:

9> 0 0

5.2. Soluciones exactas de la ecuacién paraxial de onda

Con el fin de mostrar expresiones simplificadas a lo largo de este capitulo, vamos a
representar a las coordenadas espaciales (X,Y,Z) en unidades de longitud de onda/2,
en estas condiciones x = kX, y = kY y z = kZ son coordenadas adimensionales.

Si la funcién de onda

Y(r) = 5@9:2) (5.8)
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Wy
con S(r) una funcién real, se sustituye en la ecuacién paraxial de onda
Y
—5VrY = arwl (5.9)
donde hemos definido V¢ = £9/9x + y0/dy , se obtiene lo siguiente
- -~ _Z =0. 1
W 2(VTS) + 9 QVTS 0 (5.10)

Por lo tanto, la funcién ¢ (r) es una solucién exacta de la ecuacién paraxial de onda solo si
S(r) es una solucién de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi y la ecuacion de Laplace, es decir,

1 ,  0S
5 (Vr8)* + 5— =0, (5.11)
VZ.S8 =0. (5.12)

Nétese que la ecuacion (5.11) es la ecuacién de Hamilton-Jacobi para una particula libre
de masa m = 1, donde (z,y) son las coordenadas locales del espacio de configuracién, y
z toma el rol del tiempo. En estas condiciones, y en forma analoga a la seccién 2.1.1,
concluimos que el campo escalar (5.8) estd caracterizado por una funcién S que satisface
la ecuacién de Hamilton-Jacobi (5.11).

Si las funciénes S(r,o) y S(r,«, ) representan a una familia uniparamétrica y bi-
paramétrica de soluciénes a las ecuaciones (5.11) y (5.12), respectivamente, y dado que
la ecuacion paraxial de onda es una ecuacion diferencial lineal, entonces

Uy (r) E/(:O(a)eis(r"’)da, (5.13)

Ty(r) = /D O(a, B)e”3 2B dadp, (5.14)

donde C y D son una variedad unidimensional y bidimensional, respectivamente, y O(o)
y O(a, B) son funciones reales arbitrarias, son nuevas soluciones exactas de la ecuacién
paraxial de onda.

Cabe aclarar que a partir de este punto vamos a restringirnos a los casos C = R,
O(0) =1, D =R? y O(a, B) = 1, de esta forma nos aseguramos que la cdustica asociada
a los campos (5.13) y (5.14) caracterice cualitativamente la regiéon de méaxima intensidad
(ver seccién 2.1.1), como veremos mas adelante.

5.3. Caracterizacion geométrica de las funciones de onda ¥,
y Vo
5.3.1. Rayos de luz y caustica

Los rayos de luz asociados con el campo escalar (5.13) se definen como aquellas curvas que
hacen estacionaria a la familia uniparamétrica de soluciones de la ecuacién de Hamilton-
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Jacobi (5.11) y Laplace (6.6), es decir, por el conjunto de puntos r del espacio que satisfacen

95(x,0) _ (5.15)
do

La razon por la que definimos a los rayos de luz de esta manera, es porque las curvas que

resultan de la envolvente de los frentes de onda S(r,o) = C son los frentes de onda de

una nueva solucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi (5.11) (tal como se mostré en la

seccién 1.3 para la ecuacion eikonal). Por otro lado, la cdustica se define por el conjunto

de puntos que satisfacen la ecuacién (5.15) y

825(r, o)

5or— =0. (5.16)

En forma andloga, los rayos de luz asociados con el campo escalar (5.14) se definen como
el conjunto de puntos r del espacio que satisfacen

9S(r,a,B) 9S(r,a, B)
9 =0, a3 =0, (5.17)
y la cdustica como el conjunto de puntos r que satisfacen la ecuacion (5.17) y
2 2 2 2
0°S 0°S\ [ 0°S _o. (5.18)
0o 0p2 0B0a

Cabe senalar que, en el contexto de la aproximacion de la fase estacionaria, las ecuaciones
(5.15)-(5.18) determinan la regién en la que la aproximacién asintética de las integrales
(5.13) y (5.14) divergen, por lo tanto la cdustica caracterizard en forma cualitativa la
regién espacial de maxima contribucion al patrén de intensidad.

5.3.2. Link entre los rayos de luz y las soluciones de la ecuacién de
Hamilton-Jacobi para una particula libre

De acuerdo con la teoria de Hamilton-Jacobi, si S(r,a, ) = S(z,y, 2, o, 5) es una integral
competa de la ecuacién (5.11), donde z toma el rol del tiempo, entonces también es una
funcién generatriz de una transformacion candnica de las coordenadas de espacio fase
(x,y, Pz, py) a las nuevas coordenadas (Q1, @2, o, 3) dadas por

oS oS
Py = (ra’;"ﬁ)’ py:W’ (5.19)
_ 950, f) _ 95,0 8)
Q1 = P Qs = B (5.20)

De las ecuaciones anteriores, resulta que la solucion a las ecuaciones de Hamilton para una
particula libre en dos dimensiones puede expresarse de la siguiente manera
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Pz = pm(QlaQ27a7ﬁ7z)7 py:py(QlaQ%a?ﬁ:z): (521)
r = -x(QlaQQaaaBaz)v y:y(QlaQ%aaBaz)a (522)

donde Q1, Q2, «, B son constantes de movimiento, que a la vez guardan relacién con las
condiciones iniciales del sistema g, Yo, Poz ¥ Poy-

Si comparamos las ecuaciones (5.17) y (5.20) , podemos concluir que los rayos asociados
con la funcién escalar Ws corresponden a la soluciones de las ecuaciones de Hamilton

(5.21) y (5.22) con Q1 =0y Q2 = 0.

De forma similar, al ser S(r,o) una familia uniparamétrica de soluciones a la ecuacién
de Hamilton-Jacobi (5.11), entonces genera un mapeo (el cual no es una transformacién
canoénica) de las coordenadas del espacio fase (z,y,ps,py) a un subconjunto del espacio
fase con coordenadas locales (Q,y, o) dadas por

_ 98(r,0) _ 98(r,0)
Pr = Py=—p (5.23)
0S(r,
o

donde ) y o son constantes de movimiento que pueden expresarse en términos de las
condiciones iniciales xg, Yo, Poz ¥ Poy- De las ecuaciones anteriores, podemos obtener un
conjunto particular de soluciones de las ecuaciones de Hamilton para una particula libre
en dos dimensiones, las cuales pueden expresarse de la siguiente manera

pl‘ - pw(Q707y7z)7 py :py(Q7Uay72)7 (525)
r = HT(Q#T,% Z)v y=1y. (526)

Al comparar las ecuaciones (5.15) y (5.24), concluimos que los rayos asociados al campo
escalar ¥; estdn dados por las soluciones de las ecuaciones de Hamilton (5.25) y (5.26)
con Q = 0.

5.4. Las funciones S(r,o) determinadas por las catastrofes
®(C,0)

Una familia uniparamétrica de soluciones a la ecuacién de Hamilton-Jacobi para una
particula libre en dos dimensiones (5.11) y la ecuacién de Laplace (6.6) es

f*(0) +4°(0)

S(r,0) = (o) + yglo) — NPTy o), (5.27)
donde f(o), g(o) y h(o) son funciones reales y arbitrarias que dependen de o, y z estd
tomando el rol del tiempo. La cdustica asociada con esta familia de soluciones (el conjunto

de puntos r que satisfacen las ecuaciones (5.15) y (5.16)) en general es una superficie
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bidimensional en el espacio. A las funciones f(o), g(o) y h(c) vamos a determinarlas
solicitando que la cdustica asociada con (5.27) en el plano z = 0 sea igual a una de las
catastrofes estables ®(C, o) de la tabla 5.1, o que sea igual a una seccién de estas. Por lo
tanto, para determinar las funciones f(o), g(o) y h(o) vamos a imponer dos condiciones.
La primera condicién es

S(z,y,0,0) =xf(0) +yg(o) + h(o) = &(C;0), (5.28)

lo cual implica que f(0), g(o) y h(o) son funciones polindmicas de o. La segunda condicién
es que el grado de la funcién polinémica ®(C, o) con respecto a la variable o sea mayor o
igual que el grado del polinomio f2(c) 4+ ¢g?(o). Esta condicién implica que la cdustica, en
efecto, para cualquier valor de z > 0 esta determinada por la catastrofe estable.

5.4.1. La catastrofe tipo fold

Para la catédstrofe de tipo fold, la condicién (5.28) se reduce a

zf(o) +yg(o)+h(oc) = Co+ —. (5.29)

Sin pérdida de generalidad, la forma ma&s simple de satisfacer esta condicion es identificar
a C con la coordenada x, por lo tanto f(o) = o, g(o) = 0y h(c) = 03/3. Nétese que la
segunda condicién también se satisface. Bajo estas condiciones, la familia uniparamétrica
de soluciones a la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi determinada por la catdstrofe de tipo fold
es

2 3
S(r,0) = zo — %z n ‘% (5.30)

Aplicando las ecuaciones (5.15) y (5.16) resulta para este caso que los rayos y la caustica
estan dados por

r—oz+0° =0, (5.31)
y
2
z
= — .32
z=, (5.32)

respectivamente. Asi, la funcién de onda (5.13) se reduce a
iz _ﬁ 2
Uy(r) = 2we?($ 6 >Ai (m - Z4> ; (5.33)

donde Ai(z) es la funcién de Airy. Nétese que en el plano y = constante este campo
escalar es el bien conocido haz de Airy unidimensional introducido por primera vez
por Berry y Balazs en el contexto de mecénica cudntica. Este haz tiene asociado una
curva caustica parabdlica (5.32) cuyo vértice coincide con la cdustica tipo fold con
Cy = x como se muestra en la figura 5.1(a). La evolucién de los rayos (5.31) a lo largo
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del eje z resulta en trayectorias tangentes a la caustica, que ademds es el limite de la
descripcién geométrica en el sentido de que no hay rayos de luz dentro de ella como puede
observarse de la figura 5.1(b). Para este ejemplo, la cdustica caracteriza en forma cualitati-
va el méaximo absoluto del patrén de intensidad del haz como se muestra en la figura 5.1(c).

Para la catastrofe tipo fold, las soluciones a las ecuaciones de Hamilton obtenidas
de (5.30) son

Py = O, py =0, (5.34)
r = Q—o0’+oz, y=1y. (5.35)

Nétese que los rayos (5.31) asociados con la funcién de onda (5.33) en el espacio fase con
coordenadas (z, y, pz, py) estan dadas por las ecuaciones (5.34) y (5.35) con @ = 0. Por
lo tanto, desde el punto de vista de mecanica clasica, podemos asociarle a esta funcién de
onda una familia de particulas tal que al “tiempo” z = 0 sus posiciones estan determinadas
por 2(0) = —0? y y(0) = yo. En la figura 5.2 mostramos la distribucién de la familia de
particulas” asociadas con el haz de Airy (5.33) determinada por la catéstrofe tipo fold en
z = 0 en el plano y = constante. Hemos representado el momento lineal p, = ¢ de cada
particula con vectores coloreados. Las trayectorias de las particulas coinciden con los de
los rayos de luz dados por la ecuacion (5.31).

Es importante senalar que el haz de Airy es un ejemplo de haz adifraccional acele-
rado. La intensidad asociada a la funcién de onda (5.33) es

z

= M = 212 Ai? (33 — 1) , (5.36)

I(r) 5

por lo tanto, su perfil de intensidad transversal (z = constante) mantiene su forma y se
traslada junto con la cdustica (ver ecuacién (5.32)). Este tipo de haz, al igual que los haces
adifraccionales propuestos por Durnin, tiene la capacidad de autoreconstruirse después de
ser obstruido parcialmente. Por sus propiedades, este haz ha sido estudiado tedricamente
y experimentalmente de forma extensiva, asi como sus modificaciones y generalizaciones
[9, 12, 10, 11, 53, 13, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60].
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6 -4 -2 0 2 4 6
(c)

Figura 5.1: La funcién S(r, o) determinada por la catéstrofe tipo fold dada por la ecuacién
(5.30) tiene asociada una curva cdustica parabdlica (roja) dada por la ecuacién (5.32)
sobre el plano y = constante cuyo vértice, punto azul en z = 0 en el inciso (a), coincide
con la cdustica de la catdstrofe estable correspondiente con C7 = x. La evolucién de los
rayos a lo largo del eje z resulta en trayectorias tangentes a la cdustica que es el limite
de la descripcién geométrica, como puede verse en el inciso (b). La cdustica caracteriza
cualitativamente el méximo absoluto del patrén de intensidad de la funcién de onda (5.33)
como se muestra en el inciso (c).
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Figura 5.2: Distribucién de la familia de “particulas” sobre el eje x asociadas con la
funcién de onda (5.33) determinada por la catastrofe tipo fold en z = 0 sobre el plano
y = constante, acorde con las ecuaciones (5.35) con @ = 0. El momento lineal p, = o se
representd con vectores coloreados. Las trayectorias de las particulas coinciden con las de
los rayos de luz dadas por la ecuacién (5.31).

5.4.2. La catastrofe tipo cusp

Para la catéstrofe tipo cusp, la condicién (5.28) se reduce a

zf(0) +yg(o) + h(o) = Cio+ Coo®+ ol (5.37)
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En este caso identificaremos a C1 = x y Cy = y, por lo tanto f(o) = o, g(o) = 0% y
h(c) = o*. Bajo estas condiciones, la familia uniparamétrica de soluciones a la ecuacién
de Hamilton-Jacobi determinada por la catastrofe de tipo cusp es

2 4
S(r,0) = xo + yo* — <a—;—a> z+ ol (5.38)

Aplicando las ecuaciones (5.15) y (5.16) resulta que los rayos y la cdustica estan dados
por

4+ 2y — 2)0 +2(2—2)0 =0, (5.39)
y
2\3
2% = w, (5.40)

respectivamente. Por otra parte, la funcién de onda (5.13) se reduce a

1 y—3
Uy(r) = Wpe ((1 EESTVZANNG) _2§> ) (5.41)

donde Pe(x,y) es la funciéon de Pearcey. La funcién de onda (5.41) se conoce como
el haz de Pearcey, el cual fue estudiado tedricamente y experimentalmente por Ring
et al [61]. Este haz posee propiedades similares al haz de Airy, como su propiedad
de auto reconstruccién e invariancia de forma de su patrén de intensidad ante una
transformacién de similaridad. Ademaés, este haz se auto enfoca sobre el punto singular
z = 2 y posteriormente el perfil de intensidad se invierte tal como se muestra en la figura
5.3. La superficie (5.40) coincide con la cdustica de la catéstrofe tipo cusp en z = 0 con
Cy =z y Cy = y tal como se muestra en la figura 5.3(a). Los rayos de luz dados por la
ecuacién (5.39) se encuentran sobre superficies planas cuyas intersecciones con el plano
z = constante resultan en lineas tangentes a la cdustica, de tal forma que dentro de la
caustica pasan tres lineas sobre cada punto del plano y solamente una linea pasa fuera de
la cdustica como puede verse en la figura 5.3(b). En este ejemplo, la cdustica caracteriza
cualitativamente la distribucién de maximos del patrén de intensidad como se muestra en
la figura 5.3(c). Recientemente, Berry mostré que este haz puede anadirse en una clase
mas general de haces Pearcey [53], en los cuales la funcién de Pearcey es modificada por
un factor de fase.

ol | 8

Para la catdstrofe tipo cusp, las soluciones a las ecuaciones de Hamilton obtenidas
de (5.30) son

pe(z) = o, py(2) = 0”, (5.42)
2(2) = Q—40® —20y+ (0 +20%)z, y(z) =y. (5.43)

Como los rayos de luz (5.39) asociados con la funcién de onda (5.41) en el espacio fase
con coordenadas locales (z,y,ps,py) estan dados por las ecuaciones (5.42) y (5.43) con
@ = 0, entonces clasicamente podemos asociarle a esta onda una familia de “particulas”
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de tal forma que al “tiempo” z = 0 sus posiciones estdan dadas por z(0) = —20(202 + o)
y y(0) = yp cuyas trayectorias estdn sobre los planos dados por la ecuacién (5.39) tal
como se muestra en la figura 5.4.

Debido a sus propiedades, el haz de Pearcey ha sido extensivamente estudiado tanto tedri-
ca como experimentalmente, asi como sus generalizaciones, dentro de la teoria escalar y
vectorial del campo electromagnético [62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69].

5

(b)

Figura 5.3: La superficie roja ilustra la cdustica (5.40) asociada con S(r, o), dada por la
ecuacién (5.38), determinada por la catdstrofe tipo cusp, cuya interseccién con el plano
z = 0 coincide con la cdustica de la catéstrofe correspondiente con C; = z y Co = y como
se muestra en el inciso (a). Las lineas que se muestran en el inciso (b) son las intersecciones
de los rayos de luz (5.39) sobre los planos z = 0 y z = 3. En el inciso (c) mostramos la
evolucion del patrén de intensidad asociado con la funcién de onda (5.41) a lo largo del
eje z.

5.4.3. La catastrofe tipo swallowtail

Para la catdstrofe tipo Swallowtail, la condicién (5.28) se reduce a
zf(o) +yg(o) +hioc) = Cio+ Cyo? + C30° 4 0°. (5.44)

En este caso identificaremos C1 = x , Cy = y y C3 = m, siendo m un parametro fijo. Por
lo tanto f(o) = o, g(o) = 0% y h(c) = mo? + o°. Cabe senalar que la segunda condicién
también se satisface. Bajo estas condiciones, la familia uniparamétrica de soluciones a la
ecuacién de Hamilton-Jacobi determinada por la catastrofe de tipo Swallowtail es

2 4
S(r,0) = zo 4 yo* — (J -|2-c7 >z+m03+05. (5.45)
Los rayos y la caustica estan dados por
z+ (2y — 2)0 + 3mo? — 2z0° + 50 = 0. (5.46)
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Figura 5.4: (a) Se ilustran algunas trayectorias y (b) el momento de las “particulas” corres-
pondientes (vectores coloreados) asociados con el haz de Pearcey dadas por las ecuaciones
(5.42) y (5.43) con @ = 0. (c) Las trayectorias estdn sobre superficies planas dadas por la
ecuacion de los rayos (5.39).

z = [3m + (150 — 42)0]0?, (5.47)

Y= g — 3mo + 320 — 100°, (5.48)

respectivamente. Y la funcién de onda (5.13) se reduce a
Uy (r) = 7 Sw(e,n,(), (5.49)

donde Sw(e,n, () es la funcién Swallowtail:

Sw(s,n,{)z/ ei["5+<"3+’7"2+w]d0, (5.50)
y
oz x+yz_22+m22_ 2
T T 10 10 20 100 2500
2
V4
C = m 1_07
_ _z _ 3m 22
= YTy 5 "25)°
z z 3mz 323
_ zf _z, 3mz_ 327\ 51
c $+5<y > T 20 400) (5:51)

En la figura (5.5)(a) se ilustra la cdustica tipo Swallowtail en el espacio de control con
coordenadas locales C;, Cy y C3. De acuerdo con la ecuacion (5.45) en z = 0 la caustica
en el espacio coordenado xyz asociado con la funcién de onda (5.49) coincide con la
seccion transversal C3 = m = constante de la cdustica tipo swallowtail, con C; = x
y Cy = y. Este tipo de haz ha sido estudiado por Zannotti et al [70, 71], tedrica y
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experimentalmente, describiendolo como un haz inestable durante su propagacién en el
sentido de que decae a una catastrofe de menor dimensiéon como podemos observar de las
figuras (5.5)(b) (m > 0) y (5.5)(d) (m < 0), las cuales tienden a una cdustica tipo cusp.
Igualmente al caso de haz de Pearcey, los “rayos de luz”descritos por la ecuacién (5.46)
se encuentran sobre superficies planas cuya interseccién con el plano z = cte resulta
en rectas tangentes a la cdustica. Nétese que la caustica caracteriza cualitativamente el
maximo absoluto del patrén de intensidad del haz, como se puede observar de las figuras

(5.5)(c) y (5.5)(e).

Para la catastrofe tipo Swallowtail, las soluciones a las ecuaciones de Hamilton
obtenidas de (5.38) son

pa(2) = o, py(2) = 0®, (5.52)
z(z) = Q—50*—3mo? — 20y + (0 + 20%)z, y(z) =v. (5.53)

Como los rayos de luz (5.46) asociados con la funcién de onda (5.49) en el espacio fase con
coordenadas locales (x, y, pz, py) estan dadas por las ecuaciones (5.52) y (5.53) con @ = 0,
entonces clasicamente podemos asociarle a esta onda una familia de “particulas”tal que
al “tiempo”z = 0 sus posiciones estan determinadas por x(0) = —50% — 3mo? — 20y y
y(0) = yo, cuyas trayectorias estan sobre los planos dados por la ecuacién (5.46) tal como
se muestra en la figura (5.6). Cabe senalar que se han realizado diversos estudios sobre
estos haces en el contexto de la éptica [70, 71].

31



CAPITULO 5. TEORIA DE CATASTROFES
5.5. LAS FUNCIONES S(R,«, 8) DETERMINADAS POR LAS CATASTROFES
P(C,a,P)

/

Figura 5.5: (a) La cdustica tipo Swallowtail. La cdustica asociada a la funcién de onda
(5.49) para la seccién transversal C3 = 2 de la cdustica Swallowtail se muestra en el inciso
(b) y para C3 = —5 en el inciso (c). Las rectas son las intersecciones de las familias de
planos descritas por la ecuacién de rayos (5.46) con los planos z = cte. La evolucién del
patrén de intensidad se muestra en los incisos (c) y (e), respectivamente.

5.5. Las funciones S(r, «, §) determinadas por las catéstrofes

d(C,a, p)

Una familia biparamétrica de soluciones a la ecuacién de Hamilton-Jacobi (5.11) para una
particula libre en dos dimensiones y la ecuacién de Laplace (6.6) es

f*(a, B) + g*(e, B)
2

S(r,a,ﬁ) :mf(avﬁ)_{—yg(a’ﬁ)_ Z+h(aaﬁ)a (554)
donde f(a, 8), g(a, B) y h(a, 8) son funciones reales arbitrarias de a y 8y z estd tomando
el rol del tiempo. La cdustca asociada con esta familia de soluciones, que se obtiene a partir
de las ecuaciones (5.17) y (5.18), en general estd compuesta por superficies bidimensionales
en el espacio. En forma andloga a la seccién anterior, las funciones f(«, 3), g(o, 8) y h(a, B)
seran determinadas bajo la condicién de que la cdustica en el plano z = 0 sea igual a una
de las cdusticas de la tabla (5.1) o una seccién de esta. Para determinar las funciones
fle, B), g(e, B) y h(a, B) impondremos dos condiciones. La primera es

S(z,y,0,0, 8) = xf(e, B) + yg(e, f) + h(e, f) = ®(C, a0, B), (5.55)

lo que implica que f(«, ), g(a, B) v h(a, ) son funciones polinémicas de a y . La

32



CAPITULO 5. TEORIA DE CATASTROFES
5.5. LAS FUNCIONES S(R,«, 8) DETERMINADAS POR LAS CATASTROFES
P(C,a,P)

Figura 5.6: Se muestran algunas trayectorias (rectas coloreadas) y momento lineal de las
particulas (vectores coloreados en los incisos (b) y (e)) asociados a la funcién de onda
(5.49) determinadas por la catastrofe swallowtail, descritas por las ecuaciones (5.52) y
(5.53) con @ = 0 al incrementar linealmente el momento p, = o para valores discretos de
la coordenada y para los casos m = 2 (incisos (a) a (c)) y m = —5 (incisos (d) a (f)).

segunda condicién es que el grado del polinomio ®(C, «, 3) con respecto a las variables «
y 3 sea mayor o igual al grado de la funcién polinémica f2(«, 8) + ¢%(c, B).

5.5.1. La catastrofe Elliptic Umbilic

Para el caso de la catdstrofe Elliptic Umbilic, la condicién (5.55) se reduce a

a? + 2

zf(e, B) +yg(a, B) + h(a, B) = Cra + C28 — ( ) O3+ o® — 3a3%. (5.56)

La tnica solucién que satisface las dos condiciones que hemos impuesto estd dada por
Cy =z, Cy =y, C3 = m, siendo m un parametro fijo. Bajo estas condiciones f(«, 5) = a,
g(a, B) = By hia, B) = a® —3a8% — [(a® + %) /2]m. Por lo tanto, la familia biparamétrica
de soluciones a la ecuacién de Hamilton-Jacobi estd dada por

S(r7a7ﬁ):$a+yﬁ_ 9

(z+m) +a® — 3a8%. (5.57)
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®(C,a,p)
Los rayos y caustica estan dados por
r = (z+m—3a)a+ 35 (5.58)
= (2 +m+6a)B, (5.59)
= z. (5.60)

ry = 3(8%—a®£2av/a? + 3?), (5.61)
yr = 6B8(ax a2+ p?), (5.62)
zy = —m=*6+y/a?+ [2, (5.63)

respectivamente. Para este ejemplo, la funcién de onda (5.14) se reduce a

2 2
00 00 lzatyB—( EEEZ ) (z4m)+ad—3a82
Uy(r) = \I/EU(J:,y,z—i—m)E/ / e[ ! ( : )( ) ]dadﬁ. (5.64)

En la figura 5.7(a) se muestra la caustica asociada a la catastrofe elliptic umbilic
en el espacio de control con coordenadas locales Cy, Cy y (3, junto con la seccion
transversal C3 = m = cte, la cual determina la caustica del haz (5.64) en z = 0. Es
importante hacer notar que la propagacion de este haz obedece la forma candnica de la
catastrofe correspondiente, es decir, la funcién de onda (5.64) es una integral candnica
de difraccién. Esto implica que este haz mantiene su estructura caustica en el espacio.
En la figura 5.7(b) se ilustran los rayos asociados a este haz y en la figura 5.7(c) se
muestran los puntos iniciales y finales de los rayos sobre los planos z =0y z = cte > 0
para valores discretos e igualmente espaciados de o y (. En estas graficas se puede
observar que la densidad de rayos se incrementa conforme nos aproximamos a la caustica
hasta atravesarla. En la figura 5.7(d) se muestran las curvas asociadas a las ecuaciones
paramétricas (5.58)-(5.60) para valores discretos de o como funcion de f3; esto revela que
fuera de la regién cdustica dos rayos se intersecan en cada punto del espacio (interseccién
de las curvas azules y negras a la derecha, e interseccién de curvas azules y verdes a la
izquierda) mientras que dentro de la cdustica se intersecan cuatro ( interseccién de dos
curvas negras junto con las curvas azul y verde). Al igual que en los casos anteriores, en la
figura 5.7(e) se muestra que la cdustica caracteriza cualitativamente el méximo absoluto
del haz.

Para la catastrofe Elliptic Umbilic, las soluciones a las ecuaciones de Hamilton
(5.21) y (5.22) obtenidas de la ecuacién (5.57) estdn dadas por

pe(2) = o py(2) = B, (5.65)
2(z) = Q38 —a’)+alz+m),  y(2)=Qa+6af+ Bz +m). (5.66)
Como los rayos de luz dados por las ecuaciones (5.58) a (5.60) asociados con la funcién de

onda (5.64) en el espacio fase con coordenadas locales (x, vy, ps, py) estan dadas por las
ecuaciones (5.65) y (5.66) con Q1 = 0y Q2 = 0, entonces cldsicamente podemos asociar
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a esta onda una familia de “particulas”tal que al “tiempo”z = 0 sus posiciones estan
determinadas por z(0) = 3(8% — a?) + ma y y(0) = 6a8 + m}f.

En las figuras 5.7(b) y 5.7(c) se representan algunas trayectorias de las “particu-
las” (rayos) y su distribucién (puntos coloreados) al tiempo z = cte para valores discretos
del momento lineal al incrementar en forma lineal a o y 5. Notese que las particulas
de bajo momento lineal (puntos azules) se encuentran cercanos y dentro de la cdustica.
Algunos trabajos relacionados con la catastrofe elliptic umbilic, como sus dislocaciones y
su generacién experimental pueden encontrarse en [53, 72, 35, 73, 74, 75].

-30 ! L I 1
-30 -20 -10 O 10 20

T
(d)

Figura 5.7: (a) Caustica elliptic umbilic. (b) Rayos de luz (rectas coloreadas) y superficie
caustica asociados a la funcién de onda (5.64). En el inciso (c) se muestran las intersecciones
de los rayos de luz con los planos z = 0 y z = 4. La coloracién de los puntos tiende del azul
al verde conforme el valor \/a? 4+ (32 se incrementa. (d) Curvas asociadas a las ecuaciones
paramétricas (5.58)-(5.60) con z = 4 para valores discretos de o como funcién de f. (e)
Se muestra la evolucién del patrén de intensidad.
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5.5.2. La catastrofe Hyperbolic Umbilic

Para el caso de la catdstrofe Hyperbolic Umbilic, la condicién (5.55) se reduce a
zf(c, B) + ygla, B) + h(a, B) = Cra + Coff + Cyaft + a® + (5.67)
La tnica solucién que satisface las dos condiciones que hemos impuesto estda dada por

a? + 52

57 +naf + o + 33, (5.68)

Sn(r,a,B) = za+yf—

siendo n un parametro fijo. Los rayos y cdustica asociados a Sy, (r, a, 3) son

T = za-—3a®—np, (5.69)
= 28 -38% - na, (5.70)
z = =z (5.71)

r+ = BBa—n)+ay/n?+9(a-—pB)32 (5.72)
y+ = a(38—n) =+ Byv/n?+9(a—B)?, (5.73)
zy = 3(a+pB)xv/n?+9(a—B)? (5.74)

respectivamente. Para este caso, la funcién de onda (5.14) se reduce a

\Ijn(r) = 67:,)/\IJI'IU (f) 777 C) bl (575)
donde
Vap(€n¢) = [ [ el (5.76)
y
N R
¢ = n,
z z
1= g (n-3)
z z
£ = x+8(n—§). (5.77)

En la figura 5.8(a) se muestra la cdustica asociada a la catdstrofe elemental hyper-
bolic umbilic en el espacio de control con coordenadas locales C, Cy y C3 junto con la
seccion transversal C3 = n = cte, la cual determina la cdustica del haz (5.75) en z = 0.
En la figura 5.8(b) se ilustran los rayos dados por las ecuaciones (5.69) a (5.71) y en la
figura 5.8(c) se muestran los puntos iniciales y finales de los rayos sobre los planos z = 0
y z = cte > 0 para valores discretos e igualmente espaciados de o y 5. En estos gréficos
se observa que la densidad de rayos se incrementa conforme nos acercamos a la caustica.
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En la figura 5.8(d) se muestran las curvas asociadas a las ecuaciones paramétricas
(5.69)-(5.71) para valores discretos de a como funcién de 3, lo cual revela que cuatro
rayos se intersectan sobre cada punto dentro de la cdustica tipo cusp (interseccién de dos
curvas azules con dos curvas verdes), dos rayos se intersectan sobre cada punto entre las
cdusticas tipo fold y cusp (interseccién de dos curvas verdes o de dos curvas azules), y
que no existen rayos fuera de la cdustica tipo fold. Por lo tanto, la cdustica tipo fold es el
limite de la descripcién geométrica del haz. Al igual que en los casos anteriores, la figura
5.8(e) muestra que la caustica caracteriza cualitativamente el maximo absoluto del patrén
de intensidad. Cabe resaltar que la funcién de onda (5.75) pertenece a un subconjunto de
haces con la propiedad de ser no difractivos y acelerados. En efecto, para el caso especial
n = 0 este haz se reduce al bien conocido haz de Airy bidimensional [76, 77]

(2m)% iz (pyy-22) . (T — 2212\ | [y —2%/12
\IIO(I') = 32/3 e’ ( 9 )A'l T Ai T . (578)

Las soluciones a las ecuaciones de Hamilton (5.21) y (5.22) obtenidas de la ecua-
cién (5.68) estan dadas por

pe(2) = «q, py(2) = B, (5.79)
#(z) = Q1-3a%—nB+ za, y(z) = Qo — 36% — na + 255 (5.80)

Como los rayos de luz dados por las ecuaciones (5.69) a (5.71) asociados con la funcién de
onda (5.75) en el espacio fase con coordenadas locales (z, y, ps, py) estdan dadas por las
ecuaciones (5.79) y (5.80) con Q1 = 0y Q2 = 0, entonces clasicamente podemos asociar
con esta onda una familia de “particulas” tal que al “tiempo”z = 0 sus posiciones estan
determinadas por z(0) = —3a? — nB y y(0) = —332 — na.

En las figuras 5.8(b) y 5.8(c) se muestran algunas trayectorias de las “particulas”
(rayos) y su distribucién (puntos coloreados) al tiempo z = cte para valores discretos de
su momento lineal al incrementar linealmente o y 8. Algunos trabajos relacionados con el
haz Huperbolic Umbilic, como sus dislocaciones, su patrén de difraccién y su generacién
experimental, pueden consultarse en [76, 78, 79].

5.5.3. La catastrofe Parabolic Umbilic

Para la catdstrofe Parabolic Umbilic, la condicién (5.55) se reduce a
zf(a, B) + yg(e, B) + h(a, B) = Cra + Coff + C3a® + Caf® + af® + . (5.81)

Para este ejemplo en particular tenemos dos formas de satisfacer las dos condiciones que
impusimos al principio de la seccién, dadas por

Oé2+2

z+na? + 6%+ aB? + o, (5.82)
at + B2

Snt(raaaﬁ) = 330(+y,8 -

Spi(r,a, ) = za? +yp — z 4+ ma+tp2 + af? + o, (5.83)
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(d) (e)

Figura 5.8: (a) Céustica hyperbolic umbilic. (b) Rayos de luz (rectas coloreadas) y su-
perficie cdustica asociados a la funcién de onda (5.75). En el inciso (c) se muestran las
intersecciones de los rayos de luz con los planos z = 0 y z = 10. La coloracién de los puntos
tiende del azul al verde conforme el valor \/a? 4+ 32 se incrementa. (d) Curvas asociadas
a las ecuaciones paramétricas (5.69) a (5.71) con z = 10 para valores discretos de a como
funcién de S. (e) Se muestra la evolucién del patrén de intensidad.

donde m, n y t son parametros fijos.

Los rayos y cdustica asociados con Sy (r, «, ) estdn dados por

r = za—4a® — % — 2na, (5.84)
= 28 —2a8 — 2t8, (5.85)
z = 2z (5.86)
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P(C,a, )
y
re = 2084+ a* -2+ a(t—n)+aVA, (5.87)
yr = Bn—t+6a>—a+VA), (5.88)
zr = n4t+602+a+ VA, (5.89)
respectivamente, donde
A=[n—t+a6a—1)°+482 (5.90)
En este caso, la funcién de onda (5.14) asociada con Sy(r, a, ) se reduce a
\I/nt(r) = \IJPU(57777<7 )‘)7 (591)
donde
Wy (6,1,6, ) = / / eflot a8 132 1 6ot gy g (5.92)
y
z
)\ = n— 5,
z
C l— 57
n =19
§ = = (5.93)

En la figura 5.9(a) se muestra la cdustica asociada a la catédstrofe parabolic umbi-
lic en el espacio de control con coordenadas locales C7, Cy y C3 con Cy = 2, junto con la
seccion transversal Cs = cte (curva azul) la cual determina la cdustica del haz (5.91) en
z = 0. En la figura 5.9(b) se ilustran los rayos dados por las ecuaciones (5.84) a (5.86)
y en la figura 5.9(c) se muestran los puntos iniciales y finales de los rayos en los planos
z =0y z = cte > 0 para valores discretos e igualmente espaciados de o y 8. En la figura
5.9(d) se muestran las curvas cuya forma paramétrica estd dada por las ecuaciones (5.84)
a (5.86) para valores discretos de o como funcién de . Esto revela que cinco rayos se
intersectan en cada punto dentro de la cdustica (interseccién de dos curvas azules junto
con dos curvas verdes y una negra), tres rayos se intersectan en cada punto entre las
regiones cdusticas (interseccién de una curva negra con dos curvas verdes) y solo un rayo
pasa sobre cada punto fuera de la regién cdustica (curva negra). Al igual que en los casos
anteriores, la figura 5.9(e) muestra que la caustica caracteriza cualitativamente el maximo
absoluto del patrén de intensidad.

Para la integral completa Sy (r,a, () las soluciones a las ecuaciones de Hamilton
(5.21) y (5.22) estén dadas por

pz(2) = a py(2) = B, (5.94)
2(z) = Q-4 - +a(z—2n),  y(z)=Q2+B(z—2(a+1). (595)
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Como los rayos de luz dados por las ecuaciones (5.84) a (5.86) asociados con la funcién de
onda (5.91) en el espacio fase con coordenadas locales (x, vy, ps, py) estdn dadas por las
ecuaciones (5.94) y (5.95) con Q1 = 0y Q2 = 0, entonces cldsicamente podemos asociar
a esta onda una familia de “particulas”’tal que al “tiempo”’z = 0 sus posiciones estan
determinadas por z(0) = —4a3 — 82 — 2na y y(0) = —26(a + ).

En las figuras 5.9(b) y 5.9(c) se representan algunas trayectorias de las “particu-
las” (rayos) y su distribucién (puntos coloreados) al tiempo z = 0 para valores discretos
del momento lineal al incrementar linealmente o y 8.

(d) (e)

Figura 5.9: (a) Caustica parabolic umbilic con Cy = 2. (b) Rayos de luz (rectas coloreadas)
y superficie cdustica asociados a la funcién de onda (5.91). En el inciso (c) se muestran las
intersecciones de los rayos de luz con los planos z = 0 y z = 6. La coloracién de los puntos
tiende del azul al verde conforme el valor /a2 + 2 se incrementa. (d) Curvas asociadas
a las ecuaciones paramétricas (5.84) a (5.86) con z = 6 para valores discretos de a como
funcién de S. (e) Se muestra la evolucién del patrén de intensidad.
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Por otra parte, los rayos y cdustica asociados con Sy (r, a, B) estdn dados por
a2z —4) - B2 —m
x = 90 , (5.96)
= B(z—-2(a+t)), (5.97)
z = 2z (5.98)
y
3 — 1) — 5(5 + VA
vy — 8a’(a+t—1)—5(8*+m) \F’ (5.99)
Sa
—B (8(13(oz+t— 1)—|—ﬁ2+m:F\/Z)
ye = , (5.100)
8a3
3 1) —p2—m*=VA
oy = S0ttt om \F, (5.101)
8a3
respectivamente, donde
A=[m+8*(a+t—1)]"+2[m+8a3(Ba+t—1)] B2+ (5.102)
Para este caso, la funcién de onda (5.14) se reduce a
Upe(r) = (1—2/2)Upy(&,n,¢,N), (5.103)
donde
A o= z(1—2z/2)7Y2
¢ = (-2t -2/2),
n o= y(l-z/2)"%
€ = m(l—z/2)7 Y4 (5.104)

En la figura 5.10(a) se muestra la caustica asociada a la catdstrofe parabolic umbi-
lic en el espacio de control con coordenadas locales C7, Cy y C3 con Cy = 1,5 junto con la
seccion transversal C1 = cte (curva azul), la cual determina la cdustica del haz (5.103) en
z = 0. En la figura 5.10(b) se ilustran los rayos dados por las ecuaciones (5.96) a (5.98) y
en la figura 5.10(c) se muestranlos puntos iniciales y finales de los rayos sobre los planos
z =01y z = cte > 0 para valores discretos e igualmente espaciados de a y 8. En la figura
5.10(d) se muestran las curvas cuya expresiéon paramétrica estd dada por las ecuaciones
(5.96) a (5.98) para valores discretos de a como funcién de 5. Esto revela que cinco rayos
se intersectan en cada punto dentro de las cdusticas (interseccién de dos curvas azules
con las curvas verde, negra y morada) , tres rayos se intersectan en cada punto entre las
cdusticas (interseccién de dos curvas negras con una azul o verde) y solo un rayo pasa en
cada punto fuera de las cdusticas (curva azul). La figura 5.10(e) muestra que la cdustica
caracteriza cualitativamente el maximo absoluto del patrén de intensidad.

41



CAPITULO 5. TEORIA DE CATASTROFES
5.5. LAS FUNCIONES S(R,«, 8) DETERMINADAS POR LAS CATASTROFES
®(C,a,p)

Para la integral completa Sp:(r,ca, ) las soluciones a las ecuaciones de Hamilton
(5.21) y (5.22) estédn dadas por

pe(2) = o py(2) = B, (5.105)

—4a3(1—2/2) - B2 —m
o) = DTACAZERZTTM ) 2 @yt (e — 2+ 1) (5:106)

Como los rayos de luz dados por las ecuaciones (5.96) a (5.98) asociados con la funcién
de onda (5.103) en el espacio fase con coordenadas locales (x, y, ps, py) estdn dadas por
las ecuaciones (5.105) y (5.106) con @1 = 0 y Q2 = 0, entonces cldsicamente podemos
asociar a esta onda una familia de “particulas”tal que al “tiempo”z = 0 sus posiciones
estan determinadas por x(0) = (—4a® — 52 —m)/2a y y(0) = —28(a + t).

En las figuras 5.10(b) y 5.10(c) se muestran las trayectorias de las particulas (ra-
yos) y su distribucién (puntos coloreados) al tiempo z = cte para valores discretos del
momento lineal al incrementar en forma lineal o y 5. Algunos trabajos sobre la obervacién
de la catédstrofe parabolic umbilic y sus propiedades matematicas pueden consultarse en
[80, 81, 82].
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T
(d)

Figura 5.10: (a) Cdustica parabolic umbilic con Cy = 1,5. (b) Rayos de luz (rectas
coloreadas) y superficie caustica asociados a la funcién de onda (5.103). En el inciso (c) se
muestran las intersecciones de los rayos de luz con los planos z = 0y z = 1,9. La coloracion
de los puntos tiende del azul al verde conforme el valor y/a* + 32 se incrementa. (d) Curvas
asociadas a las ecuaciones paramétricas (5.84) a (5.86) con z = 1,9 para valores discretos
de a como funcién de §. (e) Se muestra la evolucién del patrén de intensidad.
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Capitulo 6
Haces adifraccionales de electrones

La existencia de ondas de materia fue propuesta por primera vez por de Broglie en 1924
[83, 84]. Basdndose en la descripcién matemética del efecto fotoeléctrico de Albert Einstein,
el fisico francés relacioné la longitud de onda Agp de una particula con su momento lineal
p mediante la férmula

h
NdB = —, 6.1
B D ( )

donde h ~ 6,626 x 1073*Js es la constante de Planck. Esta hipétesis fue confirmada
experimentalmente tres anos después con la observacion del fenémeno de difraccién de
electrones [85, 86].

La evolucién temporal de una particula estd gobernada por la ecuaciéon de Schrodinger,
formulacién desarrollada por el fisico austriaco Erwin Schrédinger en 1927 [87]. El
estado de una particula se representa por una funcién escalar, ¥, la cual determina la
probabilidad de detectar a una particula en una posicién r en un tiempo particular ¢.
Para un electrén en el vacio, esta ecuacion se reduce a

h2
B 2Mme

0V(r,t)
ot

V2U(r,t) = ih (6.2)
donde /i = h/27 es la constante de Planck reducida, y m. ~ 9,109 x 1073 kg es la masa del
electrén. Como los electrones deben satisfacer una ecuacién de onda, entonces los haces
adifraccionales existen para los haces de electrones. Los ejemplos més estudiados de haces
de electrones tedrica y experimentalmente son el haz de Airy y los haces Bessel [14, 13]. En
2014, Vincenzo Grillo et al. generaron los haces Bessel de electrones usando un holograma
de fase. Comprobaron las propiedades bésicas de este haz, como son la invariancia de su
perfil de densidad de probabilidad en un plano transversal ante traslaciones a lo largo
de la direccién de propagacion del haz, asi como su capacidad de autoreconstruccion al
obstruirlo parcialmente. La funcién de onda de los haces Bessel de electrones es la siguiente

O(r,0,2,t) = Jm(kzrr)ei(kzz"‘me_“’t), (6.3)
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donde J,,,(+) es la funcién de Bessel de orden m, (r,6, z) corresponden a las coordenadas
cilindricas circulares, y k? = k2 + k2 es el ntimero de onda. Andlogamente a la seccién 2.2,
podemos dar una caracterizacién geométrica (o semicldsica) de estos haces a través de una
funcién S que satisface la ecuacién de Hamilton-Jacobi en el vacio. Los frentes de onda
(superficies de nivel de S ) y caustica de los haces Bessel de electrones son equivalentes a
los de la figura 4.2.

En el contexto de 6ptica geométrica, un campo Optico estd caracterizado por una
familia uniparamétrica de frentes de onda, o equivalentemente por una familia de rayos de
luz y la caustica. Los frentes de onda son superficies de nivel de una solucién particular
de la ecuacion eikonal en el medio donde el campo 6ptico estd evolucionando y la caustica
da una caracterizacion cualitativa del maximo de intensidad determinada por el campo
optico. De las investigaciones sobre las aplicaciones de los frentes de onda, rayos de luz
y causticas, concluimos que la caracterizaciéon geométrica de un campo éptico dado es
un modelo aceptable si la caustica da una descripcion cualitativa del maximo de inten-
sidad de dicho campo éptico [17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33].

En 1979, Berry y Balazs mostraron que la ecuaciéon de Schrodinger unidimensional
para una particula de masa m en el vacio admite una solucién tnica, aparte de la onda
plana, en la forma de una funcién de Airy cuya densidad de probabilidad se propaga en
el vacio sin distorsién y con aceleracién constante. Subrayaron que ambas propiedades
tienen un origen clasico; es decir, la propiedad de no dispersién del paquete de Airy esta
determinada por una familia de érbitas representadas por una parabola en el espacio fase
que se traslada rigidamente de acuerdo con las ecuaciones de Hamilton, y la aceleracion
del paquete esta determinada por la curvatura de la cdustica, envolvente de la familia de
lineas de mundo en el espacio-tiempo. Es decir, estos autores dieron una caracterizacion
mecénica clésica del haz de Airy [9].

En 2013 fue reportada la generacién del haz de Airy de electrones, comprobdandose
su resistencia a la difraccién, su aceleracién durante su propagacion en el espacio libre, y
su capacidad de auto reconstruccion [13].

Es importante remarcar que la caustica da una descripcién cualitativa del méaximo
de la funcién de densidad de probabilidad de un haz de Airy. Sin embargo no lo determina
cuantitativamente. Es decir, la densidad de probabilidad evaluada sobre la cdustica no
toma el maximo valor.

6.1. Frentes de onda, acciones y causticas determinadas por
la densidad de probabilidad de un haz de Airy

El objetivo de esta seccién es dar una descripcion clésica (geométrica) y cuantitativa del
haz de Airy unidimensional. Es decir, vamos a usar a la Funcién de Densidad de Probabili-
dad de un haz de Airy para identificar sus maximos con un conjunto discreto de cdusticas
que estan asociadas con un conjunto discreto de acciones S de la ecuacién de Hamilton-
Jacobi. Para este fin, vamos a partir de una solucién ¥ de la ecuaciéon de Schrodinger
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unidimensional para una particula de masa m en el vacio que fue construida como la
superposiciéon de una familia de ondas planas determinadas por una integral completa
particular S(z,t, P) de la ecuacién de Hamilton-Jacobi y Laplace en el vacio. Vamos a
senalar que la transformacién candnica generada por la integral completa S, de manera
natural, permite asociar a la solucién W: una familia biparamétrica de frentes de onda
(C,Q), una familia uniparamétrica Q de acciones S(z,t,Q) y una familia uniparamétrica
Q@ de causticas. Cuando el parametro @) es cero, para el caso del haz de Airy se recuperan
los resultados obtenidos por Berry y Balazs. Sin embargo, si () es distinto cero, las acciones
S (z,t,Q) ya no son soluciones de la ecuacién de Hamilton-Jacobi en el vacio sino que son
soluciones a la ecuacién de Hamilton-Jacobi para una particula sujeta a un potencial de
interaccién U (z,t, Q). Los resultados generales son aplicados al haz de Airy, y los frentes
de onda, acciones, cdusticas y potenciales son explicitamente determinados.

6.1.1. Soluciones de la ecuacién de Schrodinger generadas por funcio-
nes que satisfacen la ecuacién de Hamilton-Jacobi y Laplace si-
multaneamente

Siguiendo el trabajo de Torres del Castillo y Sosa Sénchez [88], y en forma andloga a los
capitulos anteriores, una funcién de la forma 1) = exp(iS/h) es una solucién exacta de la
ecuacion de Schrodinger unidimensional para una particula libre de masa m

Wy o

om oz ot

si y solo si S es una solucién de la ecuacion de Hamilton-Jacobi y Laplace en el vacio, es
decir:

(6.4)

1 /0S\%? oS
om (a;;;) a0 (65)
028

Una integral completa de la ecuacién de Hamilton-Jacobi para una particula libre que
también satisface la ecuacién de Laplace es

P2
S(z,t,P)=xP — %t +g(P), (6.7)

donde P es un parametro real, y g(P) es una funcién arbitraria de P. En estas condiciones
la funcién

i pP?
Y(z,t,P) =O(P)exp |- | 2P — —t+g(P) )|, (6.8)

h 2m
donde O(P) es una funcién real arbitraria, es una familia uniparamétrica de soluciones de
la ecuacién de Schrodinger unidimensional para una particula libre de masa m. Aplicando
el principio de superposicién, vamos a definir una nueva solucién ¥ de la siguiente manera
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U(x, 1) /o exp[ <xP—Pt+g( ))}dp, (6.9)

donde D es una variedad unidimensional. Nétese que la solucién (6.9) consta de la super-
posicién de ondas planas de amplitud O(P) y fase

2
Az, t, P) = % (xP _ %t + g(P)> . (6.10)

6.1.2. Caracterizacién clasica de la nueva soluciéon ¥
Frentes de onda y la accién S

Siguiendo las ideas del capitulo 1 y 2, vamos a asociar a la familia uniparamétrica de
soluciones (6.8) una familia biparamétrica de frentes de onda en el espacio-tiempo (x,t)
definida por todos los puntos del espacio que satisfacen

P2

donde C' es un pardmetro real. De la ecuacién (6.11), concluimos que los frentes de onda
asociados con la familia de soluciones (6.8) son lineas rectas y que en cada punto del espacio
pasan tantas lineas como diferentes valores puede tomar el pardmetro P (ver figura 6.1
para el haz de Airy). Vamos a asociarle a la nueva soluciéon ¥ (ver ecuacién (6.9) una
nueva familia de frentes de onda en el espacio-tiempo generada por la envolvente de los
frentes de onda (6.11), es decir, por todo el conjunto de puntos (x,t) que en adicién con
la condicién (6.11) también satisfacen

0S(x,t, P)

P
=xr— —t =0 6.12

donde ¢’ = dg/dP. En estas condiciones, la forma paramétrica de la familia de frentes de
onda asociados con la solucién (6.9) es

. = 2(C—g)+4gP
= - ’
2m[C — g+ ¢'P

t = [ P2 ] (6.13)

(Ver figura 6.2 para el haz de Airy) Es importante remarcar que la envolvente de los
frentes de onda (6.11), cuya forma paramétrica esta descrita por las ecuaciones (6.13), es
una nueva familia de frentes de onda ya que son las curvas de nivel de una nueva solucién,
S, de la ecuacién de Hamilton-Jacobi (6.5). Para obtener explicitamente a la funcién S,
de la condicién (6.12) debemos obtener P como funcién de (x,t), es decir
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— P=1

— p=-1

Figura 6.1: Se muestran los frentes de onda descritos por las ecuaciones (6.11) y (6.32),
donde hemos usando el cambio de variable X = (Bz)/hE*3, T = (B%*t)/(2mh'/3), P =
P/(BRY3) y C = C/h; es decir, mostramos las curvas de nivel XP — P>T + P3/3 = C,
para P = —1,1.

P =T(z,t), (6.14)

al sustituir este resultado en la ecuacién (6.7), encontramos que la nueva solucién S se
define como

S(x,t) = S(x,t,T(x,t) = al(x, t) — I%(z,t)

t+ g(D(x,t)). (6.15)

Aplicando la ecuacién (6.12), es facil comprobar que, en efecto, la ecuacién (6.15) es una
solucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi (6.5) con curvas de nivel (frentes de onda)
descritas por las ecuaciones (6.13). Esto significa que cldsicamente la funcién de onda
(6.9) esta caracterizada por la accién (6.15).

La caustica asociada con ¥V

Desde un punto de vista matemético, los frentes de onda (6.13) estan descritos por un
mapeo entre dos subconjuntos de R?, donde (C, P) son las coordenadas locales del espacio
dominio y (z,t) son las coordenadas locales del espacio imagen. La cdustica asociada con
este mapeo vamos a calcularla de acuerdo con la siguiente definicién (ver seccién 1.4.1):

Definicién: Sea h : M — N un mapeo diferencial, siendo M y N variedades diferencia-
bles. El conjunto de puntos en M donde h no es un mapeo uno a uno localmente se le
llama conjunto critico, y a la imagen del conjunto critico se le llama conjunto cdustico [42].

49



CAPITULO 6. HACES ADIFRACCIONALES DE ELECTRONES
6.1. FRENTES DE ONDA, ACCIONES Y CAUSTICAS DETERMINADAS POR LA
DENSIDAD DE PROBABILIDAD DE UN HAZ DE AIRY

1
—

|
\\\\\\

I
il
l
/

|
il
L
Sl
<

e
i
l’%’f 0;“;‘
WO N

)
i
(O
0
:4‘

|
|

|
,:
i

Figura 6.2: Se muestran los frentes de onda (negro) determinados por las ecuaciones (6.11)
y (6.32), donde se ha aplicado el cambio de variable X = (Bz)/h*/3, T = (B%t)/(2mh'/?),
P = P/(Bh'/3) y C = C/h; esto es, XP — P>T +P3/3 =C con: (a) C = —1, (b) C=0
y (¢) C = 1. Hemos incluido las envolventes (rojo) de estas familias de frentes de onda,
las cuales corresponden a los frentes de onda descritos por las ecuaciones (6.33); esto es,

X =2C/P+P?/3, T =2P/3+C/P>.

Por lo tanto, el conjunto critico del mapeo (6.13), es decir, el conjunto de puntos
del espacio dominio con coordenadas locales (C, P) tales que el mapeo no es localmente
uno a uno, estd dado por

2

P
ng—Pgl+7g//, (616)

y el conjunto cdustico, el cual es la imagen del conjunto critico bajo el mapeo (6.13), es

e = Pg”*g/a
te = mg”, (6.17)

Hasta este punto, hemos presentado un método para caracterizar clasicamente a la funcion
de onda ¥ dada por la ecuacién (6.9), es decir, hemos obtenido su accién asociada S, sus
frentes de onda y caustica. Por lo tanto, a partir de un procedimiento diferente al de
Berry y Balazs, obtendremos la caracterizacion clasica del haz de Airy, como veremos maés
adelante.

6.1.3. Caracterizacion clasica de los maximos de la funcién de densidad
de probabilidad | |?

Al igual que en los capitulos anteriores para los haces Opticos, es de esperarse que si
O(P) = constante, entonces la cdustica asociada con la funcién de onda (6.9) nos dara
una caracterizacién cualitativa del méximo de la funcién de densidad de probabilidad.
Sin embargo, la cdustica no necesariamente determina en forma cuantitativa al maximo
supremo de la funcién de densidad de probabilidad. Ademas, la funcién de densidad de
probabilidad no necesariamente tiene un maximo sino una serie de maximos, como pude
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observarse de la figura 6.5 para el haz de Airy. En esta subseccién, a partir de la transfor-
macién canénica generada por la integral completa (6.7) de la ecuacién de Hamilton-Jacobi
para una particula libre de masa m, vamos a introducir una generalizacién de los resul-
tados de la subseccién anterior. Es decir, a la funcién de onda (6.9) le vamos a asociar
una familia biparamétrica de frentes de onda (las cuales son las curvas de nivel de una
familia uniparamétrica de acciones) y una familia uniparamétrica de cdusticas que, para
el caso del haz de Airy, permitirdn caracterizar en forma cualitativa y cuantitativa a todos
los méaximos de la funcién de densidad de probabilidad, como mostraremos mas adelante.
Veremos que cuando el pardmetro () que etiqueta frentes de ondas, acciones y cdusticas es
cero, los resultados obtenidos se reducen a los de la subseccién anterior. Sin embargo, si
éste parametro es diferente de cero, las acciones ya no satisfacen la ecuacién de Hamilton-
Jacobi para una particula libre sino que satisfacen la ecuacion de Hamilton-Jacobi para
una particula sujeta a un potencial, que en general, depende de la posicién, del tiempo y
del parametro Q.

Familia de frentes de onda y acciones

En el contexto de mecéanica clésica, la integral completa (6.7) genera una transforma-
cién candnica del espacio fase con coordenadas locales (z,p) a un nuevo espacio fase con
coordenadas locales (@, P) dada por

oS (x,t, P P
oS (x,t, P
p = (””&C) =P (6.19)

donde @ y P son constantes de movimiento para el problema de una particula libre. Como
la ecuacién (6.12) es un caso especial de la ecuacién (6.18), entonces la transformacién
candnica, en forma natural, nos permite asociarle a la funcién de onda V¥, una familia
biparamétrica de frentes de onda en el espacio-tiempo que satisfacen el siguiente sistema
de ecuaciones

2
S(.t,P) = zP— f—mt +g(P)=C, (6.20)
oS(z,t,P) P ;o
WP _ , Piiy_g (6.21)

De las ecuaciones (6.20) y (6.21), es facil mostrar que la forma paramétrica de la familia
biparamétrica de frentes de onda asociada con la solucién (6.9) estd dada por

s = A9+ (e -QPF
P )

Es importante senalar que los frentes de onda (6.22) ya no son frentes de onda en el espacio
libre sino que son las curvas de nivel de soluciones a la ecuacién de Hamilton-Jacobi con
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un potencial dado. Por lo tanto, estos frentes de onda pueden estar ligados con efectos
cudnticos del haz, es decir, pueden contener informacién acerca de los demds méaximos de
la funcién de densidad de probabilidad. Para obtener dichos potenciales, vamos a obtener
la forma explicita de la familia uniparamétrica de acciones S (x,t,Q):

De la ecuacién (6.21), puede obtenerse localmente

P=T(z,1,Q). (6.23)

Al sustituir este resultado en la ecuacién (6.7) hallamos que la familia uniparamétrica de
acciones S(z,t, P) se define como

I%(xz,t,Q)

S(w,t,Q) = S(a, .1 (w,4,Q)) = T (#,,Q) — — 1

t+ g(T(x,t,Q)). (6.24)

Por sustitucién directa, es facil comprobar que S (x,t, P) es solucién de la siguiente ecua-
ciéon de Hamilton-Jacobi

N 2 -
1 oS oS
donde
QO (o, 0O 50T
Uz, t,Q) = 5 [&U (2F+an) +2m 875} . (6.26)

Esto significa que, cldsicamente, la funcién de onda (6.9) esta caracterizada por una familia
de acciones (6.24) que contienen informacién clésica del comportamiento de los maximos

de la densidad de probabilidad.

Noétese que los frentes de onda (6.22) son las curvas de nivel de las acciones (6.24).

La familia de causticas

Es claro de la ecuaciones (6.22) que para un valor dado de @ obtenemos una familia
uniparamétrica de frentes de onda descritos por un mapeo entre dos subconjuntos de R2,
donde (C, P) son las coordenadas locales del conjunto dominio y (z,t) son las coordenadas
locales del conjunto imagen. Por lo tanto, el conjunto critico del mapeo (6.22), es decir, el
conjunto de puntos del espacio dominio con coordenadas locales (C, P) tales que el mapeo
(6.22) no es uno a uno localmente, estd dado por

2

P
C=g+PQ-4¢)+ ?g”. (6.27)

Por lo tanto, el conjunto cédustico, que es la imagen del conjunto critico bajo el mapeo
(6.22), resulta ser

52



CAPITULO 6. HACES ADIFRACCIONALES DE ELECTRONES
6.1. FRENTES DE ONDA, ACCIONES Y CAUSTICAS DETERMINADAS POR LA
DENSIDAD DE PROBABILIDAD DE UN HAZ DE AIRY

Te = Q_g,+Pg,/7
te = mg". (6.28)

En esta subseccién, hemos mostrado que la transformacion canénica dada por las ecuacio-
nes (6.18) y (6.19), generada por la integral completa (6.7), permite asociarle a la funcién
de onda (6.9) una familia biparamétrica de frentes de onda (6.22), que son las curvas
de nivel de la familia uniparamétrica de acciones (6.24), que satisfacen la ecuacién de
Hamilton-Jacobi (6.25) para una particula de masa m sujeta a un potencial (6.26) que
se reduce a cero si Q = 0. Es importante senalar que el pardmetro @, que surge de la
teoria de Hamilton-Jacobi, es una coordenada del espacio fase, y por lo tanto puede tomar
valores en forma continua. Nétese que para el caso particular @ = 0, todos los resultados
de esta subseccion se reducen a los resultados de la subseccién anterior.

6.1.4. Caracterizacion clasica del haz de Airy

En esta subseccién vamos a aplicar los resultados obtenidos en la seccién 3.1.2 al haz de
Airy. Es decir, vamos a obtener la familia uniparamétrica de frentes de onda, la accién y
la cdustica que obtuvieron Berry y Balazs usando la aproximacion asintética de la funcion
de Airy. Para este fin, vamos a partir de la solucién que hallaron estos autores [9]

U(ot) = Ai B B3? B3z  B%®
wt) = AR T 2 )P\ Smn T o
h2/3 00 ' hk2t h2k3
9B ) . exp [z <k:x ~ o + ?)B3>] dk, (6.29)

donde B es una constante positiva, y Ai(-) es la funcién de Airy. Al usar la férmula de De
Broglie, k = P/h, en la expresién anterior, obtenemos lo siguiente

& 1 i(pp_P?y, P3
U(z,t) = _ L i) gp, (6.30)
oo 2TR/3B

Por lo tanto, al comparar la expresién anterior con la ecuacién (6.9) resulta que para el
haz de Airy se debe satifacer que

1
Py = ——— 31
OP) = i (6:31)
P3

De las ecuaciones (6.13) y (6.32), resulta que la familia uniparamétrica de frentes de onda
asociada al haz de Airy esta dada por

o
’ P 3B
2P C
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Figura 6.3: Se muestran los frentes de onda determinados por las ecuaciones (6.33),
con X = (Bx)/R*/3, T = (B*)/(2mh'/3), P = P/(Bh'/3) y C = C/Hh; es decir, X =
2C/P +P?/3, T = 2P/3 + C/P?. También se muestra la cdustica (rojo) determinada por
la ecuacién (6.36); es decir, X, — T2 = 0. De estas figuras observamos que los frentes de
onda tienen singularidades sobre la curva caustica.

Por otra parte, de las ecuaciones (6.16), (6.17) y (6.32), resulta que el conjunto critico y
caustico asociado al haz de Airy es

P3
= 34
C=os (6.34)
y
P2
Te = ?7
2mP

respectivamente. Es decir, la cdustica es una parabola en el espacio tiempo descrita por

B
4m?

En la figura 6.3 presentamos los frentes de onda (6.33) y la caustica (6.36) asociados al

haz de Airy. De esta figura resulta claro que los frentes de onda tiene singularidades sobre

la custica, exactamente de la misma manera que en el contexto de dptica geométrica (ver

secci6n 1.4).

Por otra parte, la ecuacién (6.14) resulta ser

Te

(6.36)

B+ VB2 — 4B*m?x
N 2m

P

: (6.37)
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Figura 6.4: En este grafico mostramos la relacién entre x y p para diferentes instantes
de tiempo, determinados por la ecuacién (6.40), donde hemos considerado el cambio de
variable X = (Bz)/h?/3, T = (B?t)/(2mh/?) y P = P/(Bh'/3); esto es, X — T? + (P —
T)? =0.

y, por lo tanto, la accién asociada al haz de Airy es

. ~1

S(,t) = [B3(B3? — 6m®z) + B3/2(B** — 4m®x)*/?]. (6.38)

m3

De esta accién se obtiene lo siguiente

& 3 3/2
p=952@t) B B e iy, (6.39)

ox - 2m 2m

lo cual es equivalente a (ver figura 6.4)

B3¢ 1 B3t\?
— — —— ] =0. 6.40
T a2 s < 2m> (6.40)

Es decir, el haz de Airy estd asociado con una familia de dérbitas parabdlicas en el espacio
fase que se trasladan rigidamente de acuerdo con las ecuaciones de Hamilton-Jacobi para
una particula libre. Precisamente esta propiedad es lo que hace del haz de Airy una
solucién tunica, ya que la pardbola es la tinica curva que se traslada rigidamente, condicion
necesaria para que una funcién de onda evolucione sin distorsionarse.

Es importante senalar que Berry y Balazs, usando la aproximacién asintética del
haz de Airy, mostraron que el haz de Airy al tiempo ¢ = 0 esta caracterizado por la accién
S(x,0) dada por la ecuacién (6.38) evaluada en t = 0, luego, usando este resultado y la
solucion de las ecuaciones de Hamilton para una particula libre obtuvieron la ecuacién

(6.40) y la cdustica (6.36). Por otro lado, en esta subseccién, usando el procedimiento
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Figura 6.5: Gréfica de la densidad de probabilidad, 4i%(Q), de un haz Airy, donde hemos
definido @ = (BQ)/h*/?. Los puntos en rojo corresponden a los puntos maximos de la
densidad de probabilidad, y el azul es la evaluaciéon de la densidad de probabilidad en la
caustica, para @ = 0. De esta gréifica notamos que el maximo supremo de la densidad de
probabilidad no coincide con la cdustica.

descrito en la seccién 3.1.2, hemos obtenido la accién S(z,t) dada por la ecuacién (6.38)
la cual es valida para cualquier tiempo, sin necesidad de recurrir a la aproximacion
asintética del haz de Airy.

La funcién de densidad de probabilidad del haz de Airy estd dada por

W (2, D)2 = <Ai [7;29/3 <:p _ fjfj)DQ (6.41)

al evaluarla sobre la caustica, la expresion anterior se reduce a

U (e, t)|> = (Ai [753 (x — %)])2 = (Ai[0])* = 0,1260, (6.42)

lo cual no corresponde con el maximo valor de la funcién de densidad de probabiliadad,
que es 0,2869 (ver figura 6.5), por lo tanto, la cdustica caracteriza solo en forma cualitativa
al maximo de la funcién de densidad de probabilidad.

Caracterizacion clasica de los maximos de la densidad de probabilidad de un
haz de Airy

De las ecuaciones (6.22), (6.27), (6.28) y (6.32), resulta que la familia biparamétrica de
frentes de onda, y la familia uniparamétrica del conjunto critico y cdustico asociados con
un haz de Airy son
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_E_Fﬁ_@
TP T3p
oP  Q C
_ 5 Y v 4
t m(3B3 P+P2>’ (6.43)
P3
Yy
B3t?
e =, 6.45
e 5=Q (6.45)

respectivamente. Por otra parte, la ecuacién (6.23) resulta ser

B3t + /B2 +4B3m?2(Q — )
2m

P(l‘,t,Q) = s (646)

y, por lo tanto, la familia uniparamétrica de acciones (6.24) asociada al haz de Airy es

N -1
S@,t,Q) = 5 [B3t(B3t2 — 6m2z) + [BY2 — 2m2(Q + 22)]/BS2 + 4B3m2(Q — g;)} .
m
(6.47)
De esta ecuacién, se obtiene lo siguiente
G B3 B3/2[B342 L 9m2 —9
5= 0% t) Bt | BB 4 2m7(Q — 2x)] (6.48)
O 2m — 2my\/B3t2 + 4m2(Q — x)
lo cual es equivalente a
B3\? B? J 2m>Q ’
p— — = B3t2 +4m?2(Q — z) — . (6.49
<p 2m> 4m? ©@-2) VB3t2 +4m2(Q — x) (6.49)

De las ecuaciones (6.23), (6.26) y (6.46), puede mostarse que la familia uniparamétrica de
potenciales asociados con el haz de Airy estd dada por

B3Q2
8m<a:— ff’f; —Q).

El resultado principal de esta seccién consiste en mostrar que la densidad de probabilidad
del haz de Airy dada por la ecuacién (6.41), en forma natural, determina un conjunto

Ulz,t,Q) =

(6.50)
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discreto de valores @), del parametro ). Es decir, vamos a pedir que la densidad de
probabilidad del haz de Airy evaluada sobre la familia uniparamétrica de causticas,

U (ze,to)? = <AZ' [;153 (“50_ ijfj)DQ
(w22 o

sea igual a los méximos de la funcién |¥(z,t)|?. Por lo tanto, si la funcién de Airy [A4i(Q)]?
tiene un maximo en Q,,, entonces

_ hQ/SQn
n — B

. (6.52)

Es decir, en forma natural, hemos asociado a los méximos de la funcién de densidad de
probabilidad del haz de Airy un conjunto de sistemas Hamiltonianos descritos por las
siguientes funciones de Hamilton

2 B3 2
Ho(w,p, 1) = 2 + R (6.53)
2m 8m (l‘ - 5322 - Qn)
m

Con el fin de mostrar de forma conveniente los resultados obtenidos para el haz de
Airy, vamos a introducir los siguientes parametros adimensionales: X = (Bz)/h*/3,
T = (B%*)/(2mh'/3), P = P/(Bh'/3), C = C/h, Q = (BQ)/W*/3, U = (8mU)/(B*h*/3) y
P = D/ (Bhl/ 3) . Por ejemplo, usando estos nuevos pardmetros, de las ecuaciones (6.50) y
(6.52) resulta que los potenciales determinados por los méximos de la funcién de densidad
de probabilidad de un haz de Airy pueden reescribirse de la siguiente manera

Q;

T N

(6.54)
En la figura 6.6, se muestra la funcién de densidad de probabilidad del haz de Airy (6.41)
y cuatro cdusticas que satisfacen la ecuacién (6.45). En la figura 6.7, presentamos los
potenciales determinados por los primeros tres méaximos del haz de Airy. En la figura 6.8
presentamos los frentes de onda y la cdustica determinados por el primer maximo de la
densidad de probabilidad del haz de Airy dados por las ecuaciones (6.43), (6.45) y (6.52).
Cabe senalar que los frentes de onda asociados con los maximos de la funcién de densidad
de probabilidad del haz de Airy no tienen singularidades sobre la cdustica, como se observa
de las figuras 6.8 y 6.9. En la figura 6.10 presentamos la familia de orbitas determinada por
la ecuacién (6.49) para los tres primeros maximos de la funcién de densidad de probabilidad
y para algunos valores discretos de tiempo t.
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Figura 6.6: Grafico de densidad de la densidad de probabilidad de un haz de Airy descrito
por la ecuacién (6.41), donde hemos considerado el cambio de variable X = (Bz)/h?*/3,
T = (B%)/(2mh'/3) y Q = (BQ)/K*/3; esto es, [Ai(X — T?)]?. Ademés se muestran
cuatro cdusticas descritas por la ecuacién (6.45); es decir por la ecuacion X — T2 = Q,
para los valores particulares Qy = 0 (azul), Q; = —1,0188 (rojo) determinado por el primer
méximo, Qo = —3,2482 (rojo) determinado por el segundo maximo, y Q3 = —4,8201 (rojo)
determinado por el tercer maximo.

©

Figura 6.7: Gréficos de los potenciales determinados por los méximos de la densidad
de probabilidad de un haz de Airy (ecuacién (6.54)) para los valores particulares (a)
Q1 = —1,0188 (primer maximo), (b) Qa = —3,2482 (segundo maximo) y (c) Q3 = —4,8201
(tercer maximo).
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Figura 6.8: Frentes de onda y cdustca (rojo) determinados por el primer maximo de la
densidad de probabilidad de un haz de Airy dados por las ecuaciones (6.43), (6.45) y
(6.52) con el cambio de variable X = (Bz)/h*3, T = (B%*t)/(2mh'/3), P = P/(Bh'/3),
C =C/hy Q= (BQ)/h/3; esto es, los frentes de onda X = 2C/P + P?/3 — Q1, T =
2P/3 — Q1/P + C/P? y la cdustica X — T2 = Qp con Q1 = —1,0188. Nétese que estos
frente de onda no son singulares sobre la curva caustica.

@ (b) (©

Figura 6.9: Frentes de onda (negro) y caustica (rojo) determinados por los primeros tres
maximos de la densidad de probabilidad de un haz de Airy, descritos por las ecuaciones
(6.43), (6.45) y (6.52), con X = (Bx)/h*/3, T = (B*t)/(2mh'/3), P = P/(BR'/3),C = C/h
y Q = (BQ)/h?/3; esto es, los frentes de onda X = 2C/P + P?/3 — Q,, T = 2P/3 —
Q,/P +C/P? y las céusticas X — T2 = Q,, con: (a) Q; = —1,0188 (primer maximo), (b)
Qo = —3,2482 (segundo méximo) y (¢) Q3 = —4,8201 (tercer méximo).
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Figura 6.10: Se muestra la relacién entre x y p para diferentes instantes de tiempo,
descritos por las ecuaciones (6.49) y (6.52), con X = (Bz)/h?/3, T = (B%*)/(2mh'/3), Q =
(BQ)/W2/3y P =p/(BhY3); estoes, (P—T)? = (WT2 + Qn — X —Qn/2VT2 + Q,, — X)?
para: (a) Q; = —1,0188 (primer maximo), (b) Q2 = —3,2482 (segundo maximo) y (c)
Q3 = —4,8201 (tercer maximo).
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Capitulo 7

Comparacion de la caustica con

los ceros del potencial de
Madelung-Bohm

La descripcién geométrica de una funcién de onda es una herramienta util para el estudio
de la propagacién de ondas en Optica y mecanica cudntica, e incluso en el contexto de
la relatividad general. En todos estos campos de estudio, la cdustica juega un papel
importante en la propagacién de los rayos ya que no solo caracteriza la region de maxima
contribucién de la intensidad sino que también determina la estabilidad de un haz [89] y
ademas describe la parte mas clasica de una onda en el sentido de que su evolucién esta
gobernada por la ecuacién de Hamilton-Jacobi, como lo hemos mostrado en el capitulo 3.
Por otro lado, las ecuaciones de Madelung-de Broglie-Bohm de la mecéanica cuantica
también nos permiten asociarle a una onda una descripcién cldsica a través de una
ecuacién de Hamilton-Jacobi modificada, la cual contiene un término adicional (en com-
paracién con la bien conocida ecuacién de Hamilton-Jacobi) que llamaremos el potencial
de Madelung-Bohm [90, 91]. Si los valores que toma el potencial de Madelung-Bohm
son insignificantes en comparacién con la “energia clasica” del sistema fisico, entonces la
ecuacién de Hamilton-Jacobi gobierna el sistema (sistema macroscépico). Sin embargo,
a nivel cudntico, la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi también se recupera sobre puntos del
espacio-tiempo donde el potencial de Madelung-Bohm es cero. En este sentido, decimos
que los ceros del potencial de Madelung-Bohm corresponden a la contraparte mas clasica
de una funcién de onda.

El objetivo principal de este capitulo es comparar las descripciones clasicas deter-
minadas por la aproximacién geométrica, la caustica, con respecto a las ecuaciones de
Madelung- de Broglie-Bohm, los ceros del potencial de Madelung-Bohm, asociados con
una solucién de la ecuacién de Schrodinger. Vamos a mostrar que las funciones de onda
que tienen asociada una caustica tipo fold son los haces més “clasicos” ya que los ceros
del potencial de Madelung-Bohm coinciden con la cdustica. Para otro tipo de haces, el
potencial de Madelung-Bohm es en general distinto de cero sobre la cdustica. Vamos a
verificar estos resultados para el haz de Airy y Pearcey, los cuales de acuerdo con la teoria
de catastrofes, tienen una caustica estable.
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7.1. Caracterizaciéon geométrica de una funcion de onda

En los capitulos anteriores hemos descrito el procedimiento para obtener la descripcion
geométrica de una funcién de onda de la forma

B(z,t) = / O(P)eS@PO/hgp, (7.1)
R

Si S(z, P,t) es una solucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi y la ecuacién de Laplace,
entonces ®(z,t) satisface la ecuacién de Schrédinger, donde O(P) es una funcién real
y arbitraria. Bajo estas condiciones, los rayos asociados con la funcién de onda (7.1)
corresponden al conjunto de puntos que hacen estacionaria a la funcién S(z, P, t), es decir,

oS

y la cdustica corresponde al conjunto de puntos que satisfacen la ecuacién anterior y

028
— =0. (7.3)
op?
La funcién principal de Hamilton asociada con la funciéon de onda ®, que denotaremos por
S, se obtiene como sigue. De la ecuacién (7.2) se obtiene localmente que

P = P(z, 1), (7.4)

luego definimos

S(xz,t) = S(x, P(x,t),t). (7.5)

Bajo estas condiciones, S y S satisfacen la misma ecuacién de Hamilton-Jacobi. Por esta
razén definimos los frentes de onda geométricos de ® como las curvas de nivel de S. Si
la funcién de onda se propaga en el vacio, entonces el conjunto de puntos singulares de
los frentes de onda geométricos se encuentran sobre la cdustica, la cual caracteriza la
regién de maxima contibucién a la funciéon de densidad de porbabilidad, y su estructura
determina la estabilidad del haz [89]. Del capitulo 3 sabemos que la cdustica representa
la descripcién mas clasica del haz ® ya que su evolucién estd gobernada por la ecuacion
de Hamilton-Jacobi.

Vale la pena resaltar que la cdustica representa la regiéon de transicion en la que el nimero
de rayos que se intersectan en un mismo punto del espacio-tiempo, cambia. Esto puede
deducirse de las ecuaciones (7.2) y (7.3) ya que la caustica es la envolvente de los rayos.

7.2. Una vision general de las ecuaciones de Madelung-de
Broglie-Bohm

Cualquier funcién de onda puede reprentarse en su forma polar como

W(r,t) = R(r,t)e" s/, (7.6)
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donde Ry Sasp son funciones reales dos veces diferenciables. En consecuencia, la ecuacién
de Schrodinger equivale a un sistema de dos ecuaciones las cuales se obtienen de su parte
real e imaginaria:

v (Rz(r,t)stni(r’t)> - aRZ(tr 2 (7.7)
1 (VSup(r,6)*+ V() + OSup(r,t) B VPR(r.t) 0. (7.8)

2m ot " 2m R(r,t)

La ecuacion (7.7) es la ecuacién de continuidad de la funcién de densidad de probabilidad
R%(r,t), con densidad de corriente de probabilidad dada por J = R?(r,t)V.Syp(r,t)/m,
mientras que la ecuacién (7.8) a veces se denomina como la ecuacién de Hamilton-Jacobi-
Madelung. Esta formulacion matematica fue introducida por primera vez por Madelung en
su interpretacién hidrodindmica de la mecénica cuédntica [90], y después fue redescubierta
por David Bohm en su interpretacion alternativa de la mecanica cuantica en términos de
variables ocultas [91], en la cual la idea de una onda piloto que controla el movimiento
de una particula en forma determinista, propuesta por De Broglie en 1917, fue retomada.
En este capitulo, definiremos el “termino cuantico” adicional de la ecuacién (7.8) como el
potencial de Madelung-Bohm Q(r,t):

2 2 r
Qr,1) = _;W. (7.9)

De la ecuacién (7.8) resulta claro que la ecuacién de Hamilton-Jacobi “macroscépica” se
recupera si el potencial de Madelung-Bohm es insignificante en comparacion con la “energia
clésica” de la particula (un valor suficientemente grande de la masa de la particula puede
dar lugar a esta aproximacién, como puede apreciarse de la ecuacién (7.9)). Sin embargo, a
nivel cudntico, sobre los puntos del espacio tiempo, (r,t), donde el potencial de Madelung-
Bohm es cero, la ecuacion de Hamilton-Jacobi usual se recupera. En este sentido, decimos
que los ceros del potencial de Madelung-Bohm corresponden a la contraparte clasica de
una funcién de onda, de aqui la importancia de compararla con la regién caustica. Por otro
lado, de la ecuacion (7.9) deducimos que los ceros del potencial de Madelung-Bohm son
puntos de curvatura cero de la raiz cuadrada de la funciéon de densidad de probabilidad
(pero no necesariamente todos los puntos de curvatura cero debido a la presencia de la
funcién R(r,t) en el denominador) para cada valor particular de t. Esto sugiere que, en
forma andloga a la caustica, las curvas generadas por los ceros del potencial de Madelung-
Bohm dan una caracterizacién cualitativa de la funcién de densidad de probabilidad.

7.3. Interaccion de ondas planas en el vacio

La funcién de onda asociada con una particula en una dimensién con momento cldsico P
esta dada por

Yipy(a,t) = eSr@PO/MA (7.10)
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donde

P2
Sy, P.t) = oP = —t+ f(P), (7.11)

satisface la ecuacién de Hamilton-Jacobi para una particula libre y la ecuacién de Laplace,
y f(P) es una funcién real arbitraria dos veces difrenciable. De las ecuaciones (7.9) y (7.10),
resulta claro que el potencial de Madelung-Bohm asociado con una onda plana es cero.
Por otra parte, la funcién de onda asociada con la superposicién de dos ondas planas con
momento Py P+ AP esta dada por

by (2, 1) + Yprar) (x,1) = Yp) (2, 1) (1 + ¢ifar(®Pb/ h) ; (7.12)
donde hemos definido Saop como

Sap(z, P,t) = 2AP — <(AP)2 + PAP) t+ f(P+ AP) — f(P). (7.13)

2m m

De acuerdo con la ecuacién (7.9) el potencial de Madelung-Bohm asociado con la ecuacién
(7.12) es

(AP)

&m

Qr(z, 1) = : (7.14)

el cual tiene un valor constante. Vamos a definir el resultado anterior como el potencial
de interaccién @) asociado a la superposicién de dos ondas planas. Si ambas ondas tienen
el mismo momento (esto es, AP = 0) entonces Qr(z,t) = 0, lo que equivale a tener solo
una onda plana, por lo tanto no hay auto interacciones.

Para el caso de la superposicién de tres ondas planas con momento P, P + AP y
P+ AP, la funcién de onda es

Y3(z,t) = Yp) (2, 1) + Ypyap)(@,t) + Yprap) (2, t). (7.15)

Puede mostrarse que el potencial de interaccién (potencial de Madelung-Bohm) asociada
a la funcién de onda anterior es

A(z,t)R?(x,t) — B(x,t)?

Q1) = 2mR*(x,t) ’

(7.16)

donde A(z,t), B(z,t) y R*(z,t) = |[¢3(x,t)|? estdn dados por

Az, t) = (AP)? cos <5AP(2”>>
+ (AP")? cos (W) + (AP — AP')? cos (W) , (7.17)
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B

Figura 7.1: (a) Superposicién de dos ondas planas con momento P = 1y P = 2. (b)
Superposicién de dos ondas idénticas de momento P = 1 con una tercera onda de momento
P = 3. (c¢) Superposicién de tres ondas planas con momento P =1, P = -1y P = 2.
Las lineas punteadas muestran los ceros del potencial de Madelung-Bohm. Para todos
los casos, en la ecuacién (7.10) se toma f(P) = 0. Para estos graficos hemos definido
X = Bxz/R*3, T = B%*/2mh'/® y P = P/Bh'/3, donde B es una constante arbitraria
positiva de unidades (kg?m/s%)'/3.

B(z,t) = (AP)sin <SAP(2P”>

SAp/(l', P, t)
h

Al(z, P,t)

+ (AP)sin ( ) + (AP — AP')sin <h> . (7.18)

Sap Sapr Sap — Sapr
2 —
R(a:,t)—1+8cos<2h>cos<2h>cos( 57 >

respectivamente, donde hemos definido A’(x, P,t) como

(7.19)

A(z, P,t) = Sap(z, P,t) — Sap/(z, P, ). (7.20)

En este caso, los ceros del potencial (7.16) resultan en curvas uno-dimensionales que rodean
los maximos de la funcién de densidad de probabilidad como se muestra en las figuras
7.1(b) y 7.1(c). Es decir, el potencial de interaccién @ asociado a la superposicién de tres
ondas depende de las coordenadas (z,t).

Ahora consideremos una funcién de onda ® construida como una superposicion infinita de
ondas planas como sigue

T isp@ P ey —
wat) = [ 0P = Jm 8P 3 (0. (720
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donde P toma un valor real constante arbitrario. Si aplicamos la propiedad de la ecuacion
(7.12), la sumatoria de la ecuacién anterior puede reescribirse de la siguiente forma

Z Vpykap)(T,t) = kgrjloo Ypkapr)(T,t)

k=—o00

+ D Ypikap)(@,t)exp <;SAP(x7P+ kAP, t)) - (7.22)

k=—00

Esto es, cada elemento de la sumatoria corresponde a la superposicion de dos ondas planas
“cercanas” con momento P+ kAP y P+ (k+ 1)AP. Suponiendo que AP < 1 (con el fin
de obtener una buena aproximacién de la ecuacién (7.21)), la ecuacién (7.13) se reduce a
lo siguiente

t
Sap(z, P+ kAP,t) = AP (asm;m) . (7.23)
P P=P+kAP
Por lo tanto, podemos aproximar a la funcién de onda ¢ a
00 iAP( 251 P.0)
O~ AP Y Upprar)(@;t)e P >7’:P+Ma (7.24)

k=—o00

donde el primer término del lado derecho de la ecuacién (7.22) puede despreciarse
en comparacién con la sumatoria, ya que su valor se encuentra sobre una circunfe-
rencia unitaria en el plano complejo (ver ecuacién (7.10)), y la igualdad se satisface
en el limite AP — 0. De los capitulos anteriores ya sabemos que para la funcién de
onda ®(z,t) la condicién 9S¢(x, P,t)/0P = 0 determina los rayos o las trayectorias
semiclasicas asociadas con el haz. Las dos tultimas ecuaciones sugieren que la nocién
de rayos emerge cuando los frentes de onda planos se encuentran muy cerca uno del
otro con respecto a su momento. Asi, en el limite AP — 0 dos rayos cercanos pasan a
ser infinitesimalmente adyacentes, y su punto de interseccién (si existe) pasa a formar
la cdustica del haz. En lo que sigue, nos vamos a restringir al estudio de haces con caustica.

En este punto es importante hacer notar las dos formas fundamentales en las que
los rayos pueden organizarse sobre la cdustica durante su propagacién. En el primer caso,
sobre cada punto de la cdustica pasan solamente dos rayos tangentes como se muestra en
la figura 7.2(a); es claro que esta condicién la satisface la catéstrofe tipo fold (ver seccién
3.4.1). Para el segundo caso, existe un tercer rayo (o incluso mas) que cruza la cdustica
en cada punto sobre esta. Es decir, en cada punto sobre la caustica pasan dos rayos
tangentes y uno adicional (o més) que cruza a la cdustica en ese mismo punto, como se
muestra en la figura 7.2(b).

Es importante senalar que desde el punto de vista ondulatorio, las cdusticas son
regiones donde la funcién de onda cambia de un comportamiento oscilatorio, debido a un
efecto fuerte de interferencia, a un decaimiento exponencial sobre la regién de “sombra”
de la funcién de densidad de probabilidad, debido a un campo evanescente. Desde el
punto de vista geométrico, las cdusticas son las regiones en las que los rayos se enfocan,
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y por lo tanto caracterizan la regién de maxima contribucién de la funcién de densidad
de probabilidad [92, 93, 94]. Entonces un andlisis sobre la distribucién de los rayos cerca
de la regién cdustica podria permitirnos deducir algunas propiedades sobre la funcién de
densidad de probabilidad, como veremos a continuacién.

En el primer caso, sobre cada punto de la caustica pasan dos rayos paralelos aso-
ciados con dos ondas planas paralelas. Entonces, de acuerdo con la ecuacién (7.14), el
potencial de Madelung-Bohm es cero sobre la caustica, y por lo tanto, la ecuacion de
Hamilton-Jacobi se recupera sobre estos puntos. Por lo tanto, las funciones de onda con
este tipo de caustica son los “haces mas clasicos”, porque la evolucién de la caustica
y de los ceros del potencial de Madelung-Bohm estd gobernada por la ecuaciéon de
Hamilton-Jacobi (ver capitulo 3). Ademads, la evolucién en el tiempo de los puntos
méaximos y minimos de la funcién de densidad de probabilidad viajan junto con la
cdustica, dando lugar a un patrén de interferencia uniforme sobre el espacio (z,t) (ver,
por ejemplo, la figura 7.3). En efecto, la funciéon de densidad de probabilidad en la
vecindad de un méaximo global siempre tiene forma de una funcién de Airy, ya que esta
es la manifestacion de la catastrofe tipo fold [95].

Para el segundo caso, debido a la existencia de un tercer rayo (o incluso mas), el potencial
de Madelung-Bohm es en general distinto de cero sobre la caustica, y a diferencia del
primer caso, la funcién de densidad de probabilidad tiene un patrén de interferencia no
uniforme en el sentido de que los puntos maximos y minimos no viajan junto con la
cdustica durante su evolucién en el tiempo (ver, por ejemplo, la figura 7.4). Por lo tanto,
estrictamente hablando, no hay una descripcion clasica para un patrén de interferencia
no uniforme.

En las secciones siguientes, vamos a analizar un ejemplo para cada uno de los ca-
sos estudiados en esta seccion: el haz de Airy y Pearcey unidimensional, cuya cdustica, de
acuerdo con la teoria de catdstrofes, es estable.

7.4. El haz de Airy

La funcién de onda asociada al haz de Airy en una dimension estd dada por [9]

3 6,3
| B B3\ i Sk
@A(I‘,t) = Aj |:hz/3 (x — 4;”2 >:| e (2 ho12 3;7,)7 (725)

donde Ai(-) es la funcién de Airy, y B; es una constante arbitraria positiva de unidades
(Kg x mY? x s71)2/3. Por lo tanto, de acuerdo con la ecuacién (7.9), el potencial de
Madelung-Bohm es

BSt? — 4B3m%x

Por otro lado, el haz de Airy puede descomponerse en términos de ondas planas como
sigue

(7.26)

1 0 ifpp P2y PY
@A(Zﬂ,t) = 2ﬂ_hl/?)Bl/ er( 2 J}B‘{))dp (727)

— 00
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T T

(a) (b)

Figura 7.2: (a) Un haz para el cual dos rayos pasan en cada punto de su caustica en forma
tangente. (b) Un haz para el cual existe un tercer rayo (o incluso podrian ser més) en cada
punto de la cdustica que lo cruza. Para ambas figuras, la cdustica corresponde a la curva
azul.

Por lo tanto, para este haz

P2 pP3
Pt)=aP— —t+ — 2
Si(e,P,t) =oP = 5ot + 35, (7.28)

y de los puntos estacionarios de Sy obtenemos

Bfi&t L \/B?t2 — 4B{m?z

P(z,t) = 7.29
(r.t) = 50 L (7.29)
por lo que la descripcion semiclasica de este haz esta dada por
- B3tz BSt? B3 3/2
S¢(x,t) = Sy(x, P(x,t),t) = | 22— — = L (B3?* — 4m? . (730
o) = Syl Plant).0) = (G = $U0 ) 5 L (5% - an)*®. (130
La ecuacion de la caustica estd dada por
BSt? —4B3m?x = 0, (7.31)

la cual se deduce directamente de la ecuacién (7.29), ya que la cdustica es la regién de
transicién de cero a dos rayos. De las ecuaciones (7.26) y (7.31) es fécil verificar que el
potencial de Madelung-Bohm es cero sobre la cdustica. En la figura 7.3 se ilustran la
funcién de densidad de probabilidad, los rayos, la cdustica y los ceros del potencial de
Bohm asociados al haz de Airy.
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Figura 7.3: (a) Funcién de densidad de probabilidad del haz de Airy y sus rayos asociados.
(b) Se muestran los ceros del potencial de Madelung-Bohm (linea roja punteada) y la
cAustica (curva azul). Para estos gréaficos hemos definido Xy = Byx/h?/3, T; = B3t/2mh!/?
y P1 = P/Byh'/3,

En este punto es importante poner atencién en el contenido de la descripcién se-
micldsica del haz de Airy. Nétese que el primer término de la ecuacién (7.30) corresponde
a la fase fisica del haz multiplicado por ki, mientras que el segundo término de la ecuacién
(7.30) es cero sobre la caustica. Es decir, los frentes de onda fisicos y geométricos coinciden
en la caustica. Por lo tanto, la fase fisica del haz de Airy puede generarse desde una
perspectiva geométrica. Este hecho tiene su origen en las caracteristicas de la integral
(7.27) ya que el cambio de variable
B}t

U=P—- o (7.32)
donde el dltimo término puede deducirse del primer término de la ecuacién (7.29), ya que
P(x,t) es una funcién univaluada sobre la cdustica, permite transformar la representacién
integral de este haz en su forma polar como se muestra en la ecuacién (7.25). En estas
condiciones, la fase fisica del haz puede calcularse mediante

S¢(z,P—-U,t) Bjtz Byt
h - 2mh 12m3h

(7.33)

Es bien sabido que cerca de una caustica tipo fold la funcién de onda puede aproximarse
a una funcién de Airy, la cual es una funcion real. Por lo tanto, deben existir haces tales
que su fase pueda determinarse mediante una ecuacién del tipo (7.33). En efecto, todos
los resultados mostrados en esta seccién también pueden verificarse para los haces Bessel,
los cuales tienen una caustica tipo fold. Un calculo directo muestra que para los haces
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Bessel la cdustica (circunferencias de radio m como se mostré en el capitulo 2, donde
m es un numero entero que denota el orden del haz Bessel) y los ceros del potencial
de Madelung-Bohm coinciden, curiosamente separando la region donde el fenémeno de
superoscilacién ocurre de donde no [15, 96, 97].

En el capitulo 4 hemos mostrado que es posible asociar una descripcién geométrica
(o semiclasica) a todos los maximos de la funcién de densidad de probabilidad de los
haces de Airy. Recientemente Adrinana Gonzélez Judrez y Gilberto Silva Ortigoza [98]
mostraron que esto también es posible para los haces Bessel, a través de una generalizacion
de la ecuacién de los rayos que surge de forma natural en la teoria de Hamilton-Jacobi:

oS
P L, (7.34)
donde £ es un parametro real que permite generar una familia de causticas que permiten
caracterizar todos los maximos y minimos de la funcién de densidad de probabilidad. Este
resultado podria estar intimamente relacionado con el resultado de la ecuacién (7.33): el
hecho de que los frentes de onda fisicos y geométricos coinciden sobre la cdustica podria
permitir construir una descripciéon completa de este tipo de haces.

7.5. El haz de Pearcey

El haz de Pearcey unidimensional se define como la superposicién infinita de ondas planas
de la siguiente manera

> i p?  pt
¢ t) = — | 2P — —t+ —; || dP. 7.35
Pe(x> ) /_Ooexp |:h (l’ om +4B§1>:| ) ( )
donde By es una constante positiva arbitraria de unidades (kg>m?/s3)!/4. De la expresién

anterior, podemos identificar a la funcién S¢(zx, P,t) como

P2 P4
Sy(x, Pt) = aP — —t + —, (7.36)
2m 4B§1

por lo tanto, los puntos estacionarios de S¢(x, P,t) deben satisfacer la siguiente ecuacion:

2
X
pp-B2R b, (7.37)
2 4
donde hemos definido:
V2Bsx Bgt P

De acuerdo con la férmula de Cardano para obtener las raices de una ecuacién ciibica, el
signo de A(X3,7T2) dado por
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1
A(Xy, Ta) = 1728 (27X7 - 875), (7.39)

determina el nimero y la multiplicidad de las raices reales de Pa(X3, T2) que satisfacen la
ecuacién (7.37). En estas condiciones, es claro que la cdustica puede determinarse de la
condicion A(AXs, T3) = 0, lo que equivale a

27X7 — 873 = 0. (7.40)
Si A(Xa,T2) > 0, entonces solo existe una solucion real dada por
1 X 1/3
Po(Xe, T2) = ) <— — (=) A(?@,B)) : (7.41)

8

n=0

Por lo tanto, en cada punto fuera de la caustica, pasa s6lo un rayo como se observa de la
figura 7.4(a) (del lado inferior de la envolvente de los rayos).

Si A(Xa,T2) < 0, entonces existen tres raices reales dadas por

Pa(X2, T2) = 24/ % cos <9 +32k7r> , (7.42)

donde £ =0,1,2 y 0 < € < 7 debe satisfacer que

X
8v/(T2/6)°
Es decir, en cada punto dentro de la cdustica pasan tres rayos como se observa de la figura
7.4(a).

Si A(Xs, T2) = 0, en la singularidad de la cdustica, (X3, 72) = (0,0), existe una raiz real
de multiplicidad tres dada por

cosf = — (7.43)

P2(0,0) = 0. (7.44)

Por otro lado, sobre la caustica existen tres raices reales. Una de ellas tiene multiplicidad
2 v esta dada por

3Xs
Po(Xy, T2) = —, 7.45
2(X2, T2) 7 (7.45)
v la raiz restante esta dada por
AT
X =——2 7.46
PoX, ) =~ (7.46)
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Figura 7.4: (a) La funcién de densidad de probabilidad del haz de Pearcey y sus rayos aso-
ciados. (b) Los ceros del potencial de Madelung-Bohm (lineas rojas punteadas) y la cdus-
tica (curva azul). Para estos graficos hemos definido Xy = v/2Byx /B34, Ty = B3t/mh!/?
y Py = P/\/2Byh'/4.

Es decir, sobre cada punto que pertenece a la cdustica (excepto en su singularidad), pasan
dos rayos paralelos que se intersectan con un tercer rayo que cruza la cdustica.

Noétese que la existencia de un tercer rayo que cruza la caustica en forma no tan-
gente es lo que da lugar a un patrén de interferencia no uniforme en la Funciéon de
Densidad de Probabilidad, como puede observarse de la figura 7.4(a). En la figura 7.4(b)
se ilustra la caustica y los ceros del potencial de Madelung-Bohm, los cuales han sido
calculados numéricamente. A diferencia del haz de Airy, la geometria de la caustica es
completamente diferente de la geometria de los ceros del potencial de Madelung-Bohm.
Mientras que la caustica caracteriza la distribucion de los 1ébulos que contribuyen
en mayor parte a la funcién de densidad de probabilidad, los ceros del potencial de
Madelung-Bohm rodean los maximos del patrén de interferencia, dandonos una mejor
idea sobre la estructura de la funciéon de densidad de probabilidad, posiblemente este
pueda ser un factor a tomar en cuenta en el disefio de haces estructurados. Por lo tanto,
estrictamente hablando, el patrén de interferencia del haz de Pearcey cerca de la caustica
no tiene contraparte en mecanica clasica.

Después de terminar el trabajo del presente capitulo, M. V. Berry nos senaldé que
los ceros del potencial de Madelung-Bohm separan las regiones donde una onda presenta
el fendmeno de superoscilacién (es decir, donde la variacién de la onda es méas rapida que
la variacién de cualquiera de las ondas planas que la compone), de donde no, creando asi
un puente entre la larga literatura sobre superoscilaciones con la literatura referente a
Madelung-Bohm. En un artitulo reciente él presenté esta relacién [97].
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Capitulo 8

Conclusiones

En el presente proyecto de investigacion nos centramos en la caracterizacion geométrica
de soluciones a la ecuacién de onda. En particular, nos interesamos en la caracterizacion
geométrica (o clasica) de soluciones de la ecuacién de Schrédinger con cdustica estable,
como por ejemplo el haz de Airy, que es un haz adifraccional y acelerado.

Para este fin, primeramente nos enfocamos en estudiar las propiedades de una fa-
milia de soluciones S de la ecuacién eikonal, la ecuacion basica de la éptica geométrica. Es
decir, mostramos que la funcién vectorial VS determina la direccién del flujo de energia
(direccién de los rayos), y por lo tanto definimos los frentes de onda como las curvas
de nivel de S. Ademads, a partir de la funcién S podemos generar una nueva solucién
S de la ecuacién eikonal, cuyas curvas de nivel resultan de la envolvente de los frentes
de onda S = C, por esta razén, a este procedimiento le hemos llamado el principio de
superposicion geométrico. Por otro lado, los puntos singulares de los frentes de onda
geométricos generan una superficie (o curva, en un espacio de dos dimensiones) que se
conoce como caustica, y su importancia radica en el hecho de que caracteriza la regién
de maxima intensidad de un campo 6ptico. En estas condiciones, diremos que un modelo
geométrico de un campo Optico es valido sélo si la cdustica caracteriza cualitativamente
la distribucién de maximos de la intensidad.

Es importante senialar que en las regiones libres de fuentes o de cdusticas, los fren-
tes de onda geométricos se comportan localmente como un frente de onda plano, por
esta razén hemos puesto particular atencién a la aplicacién del principio de superposicion
geométrico sobre una familia biparamétrica (C, ) de frentes de onda planos en R2. La
funcién g(p), la cual es una constante aditiva de la funcién S y que depende del pardmetro
© juega un papel relevante en la generacion de la nueva solucién S a través del principio
de superposicién geométrico: su naturaleza determina la forma de los nuevos frentes
de onda, y por lo tanto determinara la estructura de la cdustica. Asi que una eleccién
adecuada de la funcién g(¢) permitiria modelar la propagacién de una onda en un sistema
optico. Como ejemplo, hemos generado frentes de onda circulares y pseudoelipticos.

Mientas que en la aproximacién geométrica la ecuacion eikonal se deduce a partir
de las ecuaciones de Maxwell en el limite k — oo, donde k es el nimero de onda que se
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define como k = 27/, donde A es la longitud de onda de la luz, también hemos mostrado
que una funcién de la forma ¢ = exp[ikS], donde S es una familia de soluciones de
las ecuaciones eikonal y de Laplace, es una familia de soluciones exactas de la ecuacion
escalar de onda, y por lo tanto decimos que S da una caracterizaciéon geométrica de .
Cabe senalar que bajo estas condiciones, no es necesario recurrir al limite k& — co para
asociarle a la funciones de onda 1) una descripcién geométrica. Ademads, por la naturaleza
lineal de la ecuacién escalar de onda, la superposicion continua de la familia de soluciones
1) permite generar una nueva solucién ¥ de la ecuacién escalar de onda, cuya descripcion
geométrica estd dada por una funcién S que resulta del principio de superposicién
geométrico aplicado a la funciéon S. Como caso particular, hemos mostrado que los haces
adifraccionales propuestos por Durnin pueden caracterizarse geométricamente a través
de una funcién S, ya que surgen de la superposicién continua de una familia de frentes
de onda planos cuyos vectores de direccién de propagacién generan una superficie conica.
Como ejemplo, hemos calculado los frentes de onda y caustica asociados a los haces
Bessel, los cuales son los haces adifraccionales mas simples. Los frentes de onda del haz
Bessel de orden cero son superficies cénicas que se trasladan a lo largo de la direccion de
propagacion cuyo eje de simetria coincide con el eje de simetria del patrén de intensidad,
que en un plano transversal consiste de una serie de anillos concéntricos con una region
de alta intensidad en su centro. Para este haz la cdustica es una linea recta paralela a la
direccién de propagacion del haz que caracteriza cualitativamente y cuantitativamente el
maximo supremo del patrén de intensidad. Para los haces Bessel de orden distinto de cero,
los frentes de onda son deformaciones de conos, y la cdustica es una superficie circular
cilindrica cuyo radio es proporcional al orden del haz. Para estos haces, la cdustica sdlo
caracteriza cualitativamente al maximo supremo del patrén de intensidad.

Otro aspecto importante de la cdustica es que su estructura determina la estabili-
dad de un haz. De acuerdo con la teoria de catédstrofes, existe un nimero finito de
estructuras estables que depende del nimero de pardmetros de control C de la funcién
generatriz ®.(C,s), la cual satisface una ecuacién tipo Hamilton-Jacobi o eikonal. En el
contexto de la aproximacion paraxial, hemos desarrollado un método para estudiar la
evolucién de las catastrofes estables, y en particular hemos analizado a las tipo fold, cusp,
swallotail, eliptic umbilic, hyperbolic umbilic y parabolic umbilic. Para esto, primero
hemos mostrado que 1) = exp[ikS] es una familia de soluciones de la ecuacién paraxial
de onda sélo si S es una familia de soluciones de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi y
Laplace. Asi, y por la naturaleza lineal de la ecuacién paraxial de onda, la superposicién
continua de la familia de soluciones 1 genera una nueva solucién de la ecuacién paraxial
de onda, V¥, cuya descripcién geométrica puede obtenerse de la funcién S. Para obtener
funciones de onda ¥ cuya cdustica sea una de las catastrofes elementales, hemos impuesto
dos condiciones. La primera es solicitar que la familia uniparamétrica de acciones S sea
igual a una de la catastrofes elementales, o a una seccién transversal de estas sobre el
plano z = 0, es decir, S(z,y,0) = ®.(C,s), donde los pardmetros de control se identifican
con las coordenadas z,y. La segunda condicion establece que el grado del polinomio S
con respecto a las variables de estado s sea menor o igual que el grado del polinomio de la
funcién generatriz ®.(C,s) correspondiente. Es decir, a cada catastrofe le hemos asociado
una familia de acciones. Esta asociacién permite dar una visualizacién de la evolucion
de las catastrofes estables en términos de un sistema de particulas cuyo momento y
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trayectorias (rayos de luz) estdn determinadas por las ecuaciones de Hamilton. Para cada
una de las catéstrofes estudiadas en este documento hemos mostrado que la cdustica
caracteriza cualitativamente la distribuciéon de méaximos de la intensidad. Por lo tanto,
mientas que la evolucién del patrén de intensidad estd gobernado por la ecuacién paraxial
de onda, la cdustica esta gobernada por la ecuacién de Hamilton-Jacobi.

Vale la pena senalar que los haces con catdstrofe tipo fold y hyperbolic umbilic son
ejemplos de haces adifraccionales acelerados. De hecho, bajo una eleccién de parametros
adecuada, la catastrofe hyperbolic umbilic se reduce al haz de Airy bidimensional.

El estudio de la propagacién paraxial de haces de luz es importante en parte por
la correspondencia matematica entre la ecuacién de Schrodinger y la ecuacién paraxial
de onda. Por lo tanto, la forma en que caracterizamos geométricamente a los haces
paraxiales es igualmente aplicable a los haces cudnticos. En efecto, en el contexto de
la mecdnica cudntica, una Funcién Principal de Hamilton S(zx,t, P) que satisface la
ecuaciéon de Hamilton-Jacobi para una particula libre y también la ecuacién de Laplace,
determina una solucién a la ecuacién de Schrodinger para una particula en el vacio de
la forma 1) = exp[iS/h]. En analogia con la éptica geométrica, las curvas de nivel de S
corresponden a los frentes de onda geométricos. Podemos construir nuevas soluciones a
la ecuacién de Schrodinger mediante el principio de superposicién: U = [ exp [iS/h] dP.
La caracterizacién geométrica de esta nueva funcion de onda estd dada por una funcion
S(x,t) que se obtiene de aplicar el principio de superposicién geométrico a S(z,t, P). Es
decir, puede mostrarse que S satisface la ecuacién de Hamilton-Jacobi, y por lo tanto
los frentes de onda geométricos de ¥ corresponden a las curvas de nivel de S. Ademés,
las singularidades de los frentes de onda geométricos determinan la cdustica del haz
W, y caracterizan cualitativamente los maximos principales de la funcién de densidad
de probabilidad. La ecuacién de los rayos asociados con la nueva funciéon de onda ¥ se
obtiene solicitando que la fase S sea estacionaria, es decir, S/0P = 0. Esta relacién
inmediatamente nos sugiere una generalizacién de la ecuacién de los rayos. De acuerdo con
la teoria de Hamilton-Jacobi, la funcién S es una funcién generatriz de una transformacién
canénica de las coordenadas del espacio fase (z,p) a nuevas coordenadas del especio fase
(Q, P) mediante Q = 0S/0P, p = 0S/0z. Por lo tanto, los rayos geométricos se obtienen
del caso particular Q = 0. Bajo estas condiciones podemos asociar a un haz ¥ una
familia unipardmetrica de acciones S (z,t,Q) y por lo tanto una familia uniparametrica
de causticas etiquetadas por el parametro Q. El estudio exhaustivo del haz de Airy
unidimensional, revela que la introduccién del pardmetro () permite obtener un conjunto
discreto de acciones y cdusticas que caracterizan geométricamente a cada maximo de la
funcién de densidad de probabilidad del haz. Esto es, el conjunto discreto de causticas se
ajustan a todos los maximos de la funcién de densidad de probabilidad cuantitativamente
y cualitativamente. Este resultado podria ser de importancia ya que, como habiamos visto
en el contexto de la Optica geométrica, la correspondencia culaitativa entre la cdustica y la
distribucién de maximos confirma la validez de un modelo geométrico de la propagacién
de ondas. Por lo tanto, creemos que la aplicacion de estas nuevas familias de rayos, frentes
de onda y causticas permitirian mejorar el disefio y calidad de los sistemas 6pticos.

Vale la pena senalar que Berry y Balazs reportaron la caracterizacién clasica del haz
de Airy. Analizando la forma asintética de la funciéon de onda, ellos le asociaron a
este haz una acciéon y dieron una interpretacion cldsica sobre el origen de la caustica
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asi como de la aceleracién de este haz durante su propagacion sin la necesidad de un
potencial externo. Con nuestra metodologia, hemos reproducido y generalizado los re-
sultados de estos autores sin necesidad de hacer un anélisis asintdtico de la funcién de onda.

Hasta este punto hemos mostrado que desde el punto de vista geométrico, la caus-
tica tiene un papel fundamental en la estructura de un haz ya que no solo caracteriza
la distribucion de méaximos de la funciéon de densidad de probabilidad, sino que su
estructura determina la estabilidad de un haz, y ademads su evolucién estd gobernada
por la ecuacién de Hamilton-Jacobi. Por lo tanto, la estructura caustica es la regién
mas clasica de un haz. Por otro lado, la formulacién de Madelung-Bohm de la mecédnica
cudntica, nos permite definir las regiones mas clasicas de una funcién de onda definidas
por aquellos puntos que hacen al potencial de Madelung-Bohm idénticamente cero, ya
que sobre estas regiones la ecuacién de Madelung-Hamilton-Jacobi se reduce a la ecuacién
de Hamiton-Jacobi. Mediante un analisis sobre la distribucién de los rayos en la region
caustica, hemos mostrado que el conjunto de haces con cdustica tipo fold son los haces
mas clasicos ya que la caustica y los ceros del potencial de Madelung-Bohm coinciden, y
por lo tanto su evoluciéon también estd gobernada por la ecuacion de Hamilton-Jacobi.
Esto ocurre debido a que para este tipo de caustica, solamente dos rayos se intersectan de
forma tangente sobre cada punto de la caustica, y por lo tanto, la contribucién local del
potencial de Madelung-Bohm sobre la cdustica es cero. Una caracteristica importante de
estos haces es que su patrén de interferencia es uniforme, es decir, durante la propagacién
del haz, los maximos de la funcién de densidad de probabilidad viajan junto con la
caustica. Ademas, la caustica representa el limite de la descripcién geométrica de estos
haces, ya que dentro de esta regién no hay presencia de rayos. Por otro lado, hemos
mostrado que para haces con cdustica no tipo fold, el potencial de Madelung-Bohm en
general es distinto de cero sobre la cdustica. Esto ocurre debido a la existencia de rayos
que cruzan en forma no tangente a la caustica, dando origen a un patrén de interferencia
no uniforme. Hemos verificado estas propiedades para los haces de Airy y Pearcey los
cuales, de acuerdo con el teorema de Withney, tienen una caustica estable en el espacio
(z,t). Es decir, cualquier haz inestable ante una pequena perturbacién posteriormente se
desarrollard en uno de estos casos.

Después de terminar este andlisis, M. V. Berry nos senalé que los ceros del potencial
de Madelung-Bohm separan las regiones donde una onda presenta el fenémeno de
superoscilacién (es decir, donde la variacién de la onda es mas rédpida que la variacién de
cualquiera de las ondas planas que la compone), de donde no, creando asi un puente entre
la larga literatura sobre superoscilaciénes con la literatura referente a Madelung-Bohm.
En un artitulo reciente él presenté esta relacién [97].

78



Bibliografia

1]

Halina Rubinsztein-Dunlop, Andrew Forbes, M V Berry, M R Dennis, David L An-
drews, Masud Mansuripur, Cornelia Denz, Christina Alpmann, Peter Banzer, Tho-
mas Bauer, Ebrahim Karimi, Lorenzo Marrucci, Miles Padgett, Monika Ritsch-Marte,
Natalia M Litchinitser, Nicholas P Bigelow, C Rosales-Guzman, A Belmonte, J P To-
rres, Tyler W Neely, Mark Baker, Reuven Gordon, Alexander B Stilgoe, Jacquiline
Romero, Andrew G White, Robert Fickler, Alan E Willner, Guodong Xie, Benjamin
McMorran, and Andrew M Weiner. Roadmap on structured light. Journal of Optics,
19(1):013001, 2016.

Zdenék Bouchal. Nondiffracting optical beams: physical properties, experiments, and
applications. Czechoslovak journal of physics, 53(7):537-578, 2003.

J. Durnin. Exact solutions for nondiffracting beams. 1. The scalar theory. Journal of
the Optical Society of America A, 4(4):651, 1987.

J. Durnin, J. J. Miceli, and J. H. Eberly. Diffraction-free beams. Physical Review
Letters, 58(15):1499-1501, 1987.

J.C. Gutiérrez-Vega, M.D. Iturbe-Castillo, G.A. Ramirez, E. Tepichin, R.M.
Rodriguez-Dagnino, S. Chéavez-Cerda, and G.H.C. New. Experimental demonstra-
tion of optical Mathieu beams. Optics Communications, 195(1-4):35-40, 2001.

Miguel A. Bandres, Julio C. Gutiérrez-Vega, and Sabino Chavez-Cerda. Parabolic
nondiffracting optical wave fields. Optics Letters, 29(1):44, 2004.

Michael V Berry and KT McDonald. Exact and geometrical optics energy trajectories
in twisted beams. Journal of Optics A: Pure and Applied Optics, 10(3):035005, 2008.

V Garcés-Chavez, David McGloin, H Melville, Wilson Sibbett, and Kishan Dholakia.
Simultaneous micromanipulation in multiple planes using a self-reconstructing light
beam. Nature, 419(6903):145-147, 2002.

M. V. Berry and N. L. Balazs. Nonspreading wave packets. American Journal of
Physics, 47(3):264-267, 1979.

G. A. Siviloglou, J. Broky, A. Dogariu, and D. N. Christodoulides. Observation of
accelerating Airy beams. Physical Review Letters, 99(21), 2007.

John Broky, Georgios A. Siviloglou, Aristide Dogariu, and Demetrios N. Christodou-
lides. Self-healing properties of optical Airy beams. Optics Express, 16(17):12880,
2008.

79



BIBLIOGRAFIA
BIBLIOGRAFIA

[12]

[13]

[14]

[24]

[25]

[26]

[27]

Georgios A. Siviloglou and Demetrios N. Christodoulides. Accelerating finite energy
Airy beams. Optics Letters, 32(8):979, 2007.

Noa Voloch-Bloch, Yossi Lereah, Yigal Lilach, Avraham Gover, and Ady Arie. Ge-
neration of electron Airy beams. Nature, 494(7437):331-335, 2013.

Vincenzo Grillo, Ebrahim Karimi, Gian Carlo Gazzadi, Stefano Frabboni, Mark R.
Dennis, and Robert W. Boyd. Generation of nondiffracting electron Bessel beams.
Physical Review X, 4(1), 2014.

Omar de Jesis Cabrera-Rosas, Ernesto Espindola-Ramos, Salvador Alejandro Juarez-
Reyes, Israel Julidn-Macias, Paula Ortega-Vidals, Gilberto Silva-Ortigoza, Ramoén
Silva-Ortigoza, and Citlalli Teresa Sosa-Séanchez. Wavefronts and caustic associated
with Durnin’s beams. Journal of Optics, 19(1):015603, 2016.

Max Born and Emil Wolf. Foundations of geometrical optics. In Principles of Optics,
pages 109-132. Elsevier, 1980.

Daniel Malacara, editor. Optical Shop Testing. John Wiley & Sons, Inc., 2007.

Orestes Stavroudis. The optics of rays, wavefronts, and caustics, volume 38. Elsevier,
2012.

Orestes N Stavroudis. The Mathematics of Geometrical and Physical Optics: the
k-function and its Ramifications. John Wiley & Sons, 2006.

Issam H Al-Ahdali and David L Shealy. Optimization of three-and four-element lens
systems by minimizing the caustic surfaces. Applied optics, 29(31):4551-4559, 1990.

Abd M Kassim and David L Shealy. Wave front equation, caustics, and wave aberra-
tion function of simple lenses and mirrors. Applied optics, 27(3):516-522, 1988.

David L Shealy. Analytical illuminance and caustic surface calculations in geometrical
optics. Applied optics, 15(10):2588-2596, 1976.

David L Shealy and Donald G Burkhard. Flux density for ray propagation in discrete
index media expressed in terms of the intrinsic geometry of the deflecting surface.
Optica Acta: International Journal of Optics, 20(4):287-301, 1973.

Donald G Burkhard and David L Shealy. Flux density for ray propagation in geome-
trical optics. JOSA, 63(3):299-304, 1973.

David L Shealy and Donald G Burkhard. Caustic surfaces and irradiance for reflection
and refraction from an ellipsoid, elliptic paraboloid, and elliptic cone. Applied Optics,
12(12):2955-2959, 1973.

David L Shealy and Donald G Burkhard. Analytical illuminance calculation in
a multi-interface optical system. Optica Acta: International Journal of Optics,
22(6):485-501, 1975.

Donald G Burkhard and David L Shealy. Simplified formula for the illuminance in
an optical system. Applied Optics, 20(5):897-909, 1981.

80



BIBLIOGRAFIA
BIBLIOGRAFIA

[28]

[29]

[30]

[31]

[39]

David L Shealy and John A Hoffnagle. Wavefront and caustics of a plane wave
refracted by an arbitrary surface. JOSA A, 25(9):2370-2382, 2008.

M Avendano-Alejo and R Diaz-Uribe. Testing a fast off-axis parabolic mirror by
using tilted null screens. Applied optics, 45(12):2607-2614, 2006.

Maximino Avendano-Alejo, Dulce Gonzélez-Utrera, and Luis Castanieda. Caustics in
a meridional plane produced by plano-convex conic lenses. JOSA A, 28(12):2619-
2628, 2011.

Jorge Castro-Ramos, Oscar de Ita Prieto, and Gilberto Silva-Ortigoza. Computation
of the disk of least confusion for conic mirrors. Applied optics, 43(33):6080—6089,
2004.

Edwin Romén-Hernandez, José Guadalupe Santiago-Santiago, Gilberto Silva-
Ortigoza, Ramén Silva-Ortigoza, and Jorge Veldzquez-Castro. Describing the struc-
ture of ronchigrams when the grating is placed at the caustic region: the parabolical
mirror. JOSA A, 27(4):832-845, 2010.

Gabriel Castillo-Santiago, Diana Castén-Ricafio, Maximino Avendano-Alejo, Luis
Castaneda, and Rufino Diaz-Uribe. Design of hartmann type null screens for tes-

ting a plano-convex aspheric lens with a ccd sensor inside the caustic. Optics express,
24(17):19405-19416, 2016.

C Upstill and MV Berry. Catastrophe optics: morphologies of caustics and their
diffraction patterns. Progress In Optics, 1980.

John Frederick Nye. The catastrophe optics of liquid drop lenses. Proceedings of the
Royal Society of London. A. Mathematical and Physical Sciences, 403(1824):1-26,
1986.

M.V. Berry and C. Upstill. IV catastrophe optics: Morphologies of caustics and their
diffraction patterns. In Progress in Optics, pages 257-346. Elsevier, 1980.

M. V. Berry. Disruption of images: the caustic-touching theorem. Journal of the
Optical Society of America A, 4(3):561, 1987.

Nora Breton, Omar de Jesis Cabrera-Rosas, Ernesto Espindola-Ramos, Salvador Ale-
jandro Juarez-Reyes, Israel Julidn-Macias, Ariadna Montiel, Paula Ortega-Vidals, Ed-
win Roman-Hernandez, Gilberto Silva-Ortigoza, Ramoén Silva-Ortigoza, Citlalli Tere-
sa Sosa-Sanchez, and Roman Suarez-Xique. Towards the Ronchi test for gravitational
lenses: the gravitoronchigram. Journal of Optics, 19(6):065602, 2017.

Salvador Alejandro Judrez-Reyes, Citlalli Teresa Sosa-Sanchez, Gilberto Silva-
Ortigoza, Omar de Jesus Cabrera-Rosas, Ernesto Espindola-Ramos, and Paula
Ortega-Vidals. The wire optical test: a thorough analytical study in and out of caustic
surface, and advantages of a dynamical adaptation. Journal of Optics, 20(3):035602,
2018.

81



BIBLIOGRAFIA
BIBLIOGRAFIA

[40]

[41]

[43]

[44]

[45]

[46]

Salvador Alejandro Juarez-Reyes, Citlalli Teresa Sosa-Sanchez, Gilberto Silva-
Ortigoza, Omar de Jesus Cabrera-Rosas, Ernesto Espindola-Ramos, and Israel Ju-
lidn-Macias. Approaching all the configurations for the analytical ronchigram in re-
lation to the caustic region for an arbitrary plano-convex lens. Journal of Optics,
20(7):075611, 2018.

Salvador Alejandro Juédrez-Reyes, Magdalena Marciano-Melchor, Mariana Marcelino-
Aranda, Paula Ortega-Vidals, Edwin Roméan-Hernédndez, Gilberto Silva-Ortigoza,
Ramén Silva-Ortigoza, Romén Sudrez-Xique, Gerardo Francisco Torres Del Casti-
llo, and Mercedes Velazquez-Quesada. Wavefronts, caustic, ronchigram, and null
ronchigrating of a plane wave refracted by an axicon lens. JOSA A, 31(2):448-4509,
2014.

V.I. Arnold, S.M. Gusein-Zade, and A.N. Varchenko. Singularities of Differentiable
Maps, Volume 1. Birkhauser Boston, 2012.

RM Herman and TA Wiggins. Production and uses of diffractionless beams. JOSA
A, 8(6):932-942, 1991.

Graeme Scott and Neil McArdle. Efficient generation of nearly diffraction-free beams
using an axicon. Optical Engineering, 31(12):2640-2644, 1992.

Jeffrey A Davis, E Carcole, and Don M Cottrell. Nondiffracting interference patterns
generated with programmable spatial light modulators. Applied optics, 35(4):599-602,
1996.

Khan M Iftekharuddin, Abdul AS Awwal, and Mohammad A Karim. Gaussian-
to-bessel beam transformation using a split refracting system. Applied optics,
32(13):2252-2256, 1993.

Jari Turunen, Antti Vasara, and Ari T Friberg. Holographic generation of diffraction-
free beams. Applied optics, 27(19):3959-3962, 1988.

Antti Vasara, Jari Turunen, and Ari T Friberg. Realization of general nondiffracting
beams with computer-generated holograms. JOSA A, 6(11):1748-1754, 1989.

Hee S Lee, BW Stewart, D Will, and Henry Fenichel. Holographic bessel beam
amplification. Applied physics letters, 59(24):3096-3098, 1991.

Carl Paterson and Robin Smith. Higher-order bessel waves produced by axicon-type
computer-generated holograms. Optics Communications, 124(1-2):121-130, 1996.

Hee S Lee, BW Stewart, K Choi, and H Fenichel. Holographic nondiverging hollow
beam. Physical Review A, 49(6):4922, 1994.

Michael V Berry. Waves and thom’s theorem. Advances in Physics, 25(1):1-26, 1976.

M V Berry. Stable and unstable Airy-related caustics and beams. Journal of Optics,
19(5):055601, 2017.

82



BIBLIOGRAFIA
BIBLIOGRAFIA

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[64]

[65]

[66]

[67]

[68]

Y. Kaganovsky and E. Heyman. Wave analysis of Airy beams. Optics Express,
18(8):8440, 2010.

Sophie Vo, Kyle Fuerschbach, Kevin P. Thompson, Miguel A. Alonso, and Jannick P.
Rolland. Airy beams: a geometric optics perspective. Journal of the Optical Society
of America A, 27(12):2574, 2010.

D. Deng and H. Li. Propagation properties of Airy—Gaussian beams. Applied Physics
B, 106(3):677-681, 2011.

S. N. Khonina and A. V. Ustinov. Fractional Airy beams. Journal of the Optical
Society of America A, 34(11):1991, 2017.

D. Deng. Propagation of Airy beams through a hard-edged aperture. Applied Physics
B, 107(1):195-200, 2012.

Svetlana N. Khonina. Specular and vortical Airy beams. Optics Communications,
284(19):4263-4271, 2011.

Abdelmajid Belafthal, Lahcen Ez-Zariy, Salima Hennani, and Hamid Nebdi. Theoreti-
cal introduction and generation method of a novel nondiffracting waves: Olver beams.
Optics and Photonics Journal, 05(07):234-246, 2015.

James D. Ring, Jari Lindberg, Areti Mourka, Michael Mazilu, Kishan Dholakia, and
Mark R. Dennis. Auto-focusing and self-healing of Pearcey beams. Optics Ezpress,
20(17):18955, 2012.

Ren Zhijun, Ying Chaofu, Jin Hongzhen, and Chen Bo. Generation of a family of Pear-
cey beams based on Fresnel diffraction catastrophes. Journal of Optics, 17(10):105608,
2015.

Ren Zhijun, Ying Chaofu, Chen Bo, and Yang Zhaoqing. Optical morphogenesis
of Pearcey beams and its mathematical mechanism. Chinese Journal of Lasers,
43(9):0905001, 2016.

F Boufalah, L Dalil-Essakali, H Nebdi, and A Belafhal. Effect of turbulent atmosphere
on the on-axis average intensity of Pearcey—Gaussian beam. Chinese Physics B,
25(6):064208, 2016.

V. V. Kotlyar, A. A. Kovalev, and A. P. Porfirev. Generation of half-Pearcey laser
beams by a spatial light modulator. Computer Optics, 38(4):658-662, 2014.

A. A. Kovalev, V. V. Kotlyar, and S. G. Zaskanov. Structurally stable three-
dimensional and two-dimensional laser half Pearcey beams. Computer Optics,
38(2):193-197, 2014.

A.A. Kovalev and V.V. Kotlyar. Pearcey beams carrying orbital angular momentum.
Computer Optics, 39(4):453-458, 2015.

Zhijun Ren, Changjiang Fan, Yile Shi, and Bo Chen. Symmetric form-invariant dual
Pearcey beams. Journal of the Optical Society of America A, 33(8):1523, 2016.

83



BIBLIOGRAFIA
BIBLIOGRAFIA

[69]

[70]

[71]

[72]

[79]

[80]

[82]

[83]

K Cheng, G Lu, and X Zhong. Energy flux density and angular momentum density
of Pearcey-Gauss vortex beams in the far field. Applied Physics B, 123(2):60, 2017.

A Zannotti, F Diebel, M Boguslawski, and C Denz. Caustic diffraction catastrophes:
optical swallowtail and butterfly beams. In Nonlinear Photonics, pages NW2A-2.
Optical Society of America, 2016.

Alessandro Zannotti, Falko Diebel, and Cornelia Denz. Dynamics of the optical swa-
llowtail catastrophe. Optica, 4(10):1157-1162, 2017.

John Frederick Nye. Optical caustics in the near field from liquid drops. Proceedings of
the Royal Society of London. A. Mathematical and Physical Sciences, 361(1704):21—
41, 1978.

JF Nye. From Airy rings to the elliptic umbilic diffraction catastrophe. Journal of
Optics A: Pure and Applied Optics, 5(5):503, 2003.

Michael Victor Berry, John Frederick Nye, and FJ Wright. The elliptic umbilic diffrac-
tion catastrophe. Philosophical Transactions of the Royal Society of London. Series
A, Mathematical and Physical Sciences, 291(1382):453-484, 1979.

MYV Berry and FJ Wright. Phase-space projection identities for diffraction catastrop-
hes. Journal of Physics A: Mathematical and General, 13(1):149, 1980.

JF Nye. Dislocation lines in the hyperbolic umbilic diffraction catastrophe. Pro-
ceedings of the Royal Society A: Mathematical, Physical and Engineering Sciences,
462(2072):2299-2313, 2006.

Riccardo Borghi. On the numerical evaluation of umbilic diffraction catastrophes.
JOSA A, 27(7):1661-1670, 2010.

C. Mamsch, A. Zannotti, and C. Denz. Embedding umbilic catastrophes in artificially
designed caustic beams. In 2017 Conference on Lasers and Electro-Optics Europe €
European Quantum Electronics Conference (CLEO/FEurope-EQEC). IEEE, jun 2017.

Philip L. Marston and Eugene H Trinh. Hyperbolic umbilic diffraction catastrophe
and rainbow scattering from spheroidal drops. Nature, 312(5994):529-531, 1984.

John Frederick Nye. Optical caustics from liquid drops under gravity: observations of
the parabolic and symbolic umbilics. Philosophical Transactions of the Royal Society
of London. Series A, Mathematical and Physical Sciences, 292(1387):25-44, 1979.

AN Godwin. Three dimensional pictures for Thom’s parabolic umbilic. Publications
Mathématiques de UInstitut des Hautes Etudes Scientifiques, 40(1):117-138, 1971.

EA Feldman. On parabolic and umbilic points of immersed hypersurfaces. Transac-
tions of the American Mathematical Society, 127(1):1-28, 1967.

L de Broglie. Une tentative interprétation causale et nonlinéare de la méchanique
ondulatoire (gauthier-villars, paris, 1956); english translation non-linear wave mecha-
nics, 1960.

84



BIBLIOGRAFIA
BIBLIOGRAFIA

[84]

[85]

[36]

[87]

[96]

[97]

[98]

Louis De Broglie. The wave nature of the electron. Nobel lecture, 12:244-256, 1929.

George Paget Thomson. Experiments on the diffraction of cathode rays. Proceedings
of the Royal Society of London. Series A, containing papers of a mathematical and
physical character, 117(778):600-609, 1928.

Clinton Davisson and Lester H Germer. Diffraction of electrons by a crystal of nickel.
Physical review, 30(6):705, 1927.

Erwin Schrodinger. An undulatory theory of the mechanics of atoms and molecules.
Physical review, 28(6):1049, 1926.

GF Torres del Castillo and C Sosa Sanchez. Solutions of the Schrodinger equa-
tion given by solutions of the Hamilton-Jacobi equation. Revista mexicana de fisica,
62(6):534-537, 2016.

J. F. Nye. Optical caustics and diffraction catastrophes. In Structural Stability in
Physics, pages 54—60. Springer Berlin Heidelberg, 1979.

Erwin Madelung. Quantentheorie in hydrodynamischer Form. Zeitschrift fiir Physik,
40(3-4):322-326, 1927.

David Bohm. A suggested interpretation of the quantum theory in terms
of’hidden” variables. 1. Physical review, 85(2):166, 1952.

John Nye and Francis J. Wright. Natural focusing and fine structure of light: Caustics
and wave dislocations. American Journal of Physics, 68(8):776-776, 2000.

Yu. A. Kravtsov and Yu. I. Orlov. Caustics, Catastrophes and Wave Fields. Springer
Berlin Heidelberg, 1999.

Pablo Vaveliuk, Alberto Lencina, José A. Rodrigo, and Oscar Martinez Matos. Caus-
tics, catastrophes, and symmetries in curved beams. Physical Review A, 92(3), 2015.

Elad Greenfield, Mordechai Segev, Wiktor Walasik, and Oren Raz. Accelerating light
beams along arbitrary convex trajectories. Physical Review Letters, 106(21), 2011.

MV Berry. A note on superoscillations associated with bessel beams. Journal of
Optics, 15(4):044006, 2013.

Michael V Berry. Superoscillations and the quantum potential. Furopean Journal of
Physics, 2020.

Adriana Gonzélez-Juarez and Gilberto Silva-Ortigoza. Curves, wavefronts and caus-
tics determined by the intensity pattern of an adiffractional beam. Physica Scripta,
94(5):055505, 2019.

85



