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Caṕıtulo 1

Resumen

Los haces adifraccionales son soluciones de la ecuación escalar de onda en el vaćıo con
la propiedad de que su distribución transversal de intensidad es invariante ante una
traslación a lo largo de la dirección de propagación. En el contexto de la mecánica
cuántica, las part́ıculas satisfacen una ecuación de onda, por lo tanto existen los haces
adifraccionales de part́ıculas, y en particular, los haces adifraccionales de electrones.

En este proyecto de investigación nos centramos en la caracterización geométrica
de funciones de onda que se propagan libremente generadas por una función S que
satisface la ecuación eikonal y de Laplace, para una solución de la ecuación escalar de
onda, o que satisface la ecuación de Hamilton-Jacobi y Laplace, para una solución de la
ecuación paraxial de onda o de la ecuación de Schrödinger. Es decir, a una función de
onda le asociamos una familia de frentes de onda, una familia de rayos y una cáustica a
través de una función S̃ que se obtiene de aplicar el método de la envolvente a la función
S, y que satisface la ecuación eikonal, para el caso de una solución a la ecuación escalar
de onda, o que satisface la ecuación de Hamilton-Jacobi, para el caso de una solución de
la ecuación paraxial de onda o de la ecuación de Schrödinger.

En todos los casos estudiados aqúı prestamos especial atención a la configuración
de la cáustica, ya que esta caracteriza la región de máxima intensidad de un haz, que es
una observable f́ısica macroscópica, y además su estructura determina su estabilidad.

Analizamos la propagación de haces generados por las catástrofes elementales (cáusticas
estables bajo pequeñas perturbaciones) en la aproximación paraxial. La correspondencia
matemática entre la ecuación paraxial de onda y la ecuación de Schrödinger nos permite
establecer un puente entre la óptica y la mecánica cuántica, es decir, podemos entender la
propagación de estos haces como un conjunto de part́ıculas cuyas trayectorias (rayos de
luz) están determinadas por una función principal de Hamilton S. Por lo tanto, mientas
que la evolución del patrón de intensidad está gobernada por la ecuación paraxial de
onda, la cáustica está gobernada por la ecuación de Hamilton-Jacobi. En este sentido
decimos que la cáustica representa la región más clásica de un haz.

Uno de los resultados principales del presente proyecto de investigación es la carac-
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6 Resumen

terización geométrica (o clásica) cualitativa y cuantitativa de todos los máximos de
la Función de Densidad de Probabilidad del haz de Airy cuántico, el cual es un haz
adifraccional y acelerado con cáustica estable (cáustica tipo fold). Es decir, a cada
máximo le corresponde una cáustica que se determina de una función S̃ que satisface la
ecuación de Hamilton-Jacobi con un potencial que depende del orden del máximo. Para
este fin, mostramos que la trasformación canónica generada por la función S, en forma
natural, nos permite asociar a una función de onda una familia biparametrica de frentes
de onda, una familia uniparamétrica de acciones y una familia uniparamétrica de cáusticas.

Por otra parte, la representación de Madelung-de Broglie-Bohm de la ecuación de
Schrödinger, en forma análoga a la cáustica, nos permite identificar las regiones más
clásicas de una función de onda, definidas por los ceros del potencial de Madelung-Bohm,
es decir, sobre el conjunto de puntos (r, t) sobre los cuales la ecuación de Hamilton-Jacobi-
Madelung se reduce a la ecuación de Hamilton-Jacobi. Al analizar cómo se organizan los
rayos sobre la cáustica, concluimos que los haces con cáustica tipo fold son los haces más
clásicos en el sentido de que los ceros del potencial de Bohm coinciden con la cáustica, y
que para otro tipos de haces, el potencial de Madelung-Bohm es distinto de cero sobre
la cáustica. Hemos verificado estas afirmaciones para el haz de Airy y Pearcy, cuyas
cáusticas son estables.
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3.4.1. Cálculo de la cáustica a partir de la forma paramétrica de los frentes
de onda geométricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

4. Haces adifraccionales 11

4.1. La ecuación escalar de onda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

4.1.1. Análisis geométrico de la función escalar de onda . . . . . . . . . . . 13

4.2. Haces Bessel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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10 ÍNDICE DE FIGURAS

5.2. Distribución de la familia de “part́ıculas” sobre el eje x asociadas con la
función de onda (5.33) determinada por la catástrofe tipo fold en z = 0
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5.3. La superficie roja ilustra la cáustica (5.40) asociada con S(r, σ), dada por la
ecuación (5.38), determinada por la catástrofe tipo cusp, cuya intersección
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ÍNDICE DE FIGURAS 11
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puntos máximos de la densidad de probabilidad, y el azul es la evaluación
de la densidad de probabilidad en la cáustica, para Q = 0. De esta gráfica
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Caṕıtulo 2

Introducción

Uno de los principales temas de interés en la actualidad es el estudio teórico y experimental
de haces estructurados (es decir, haces con intensidad, polarización y fase prediseñada)
debido a sus aplicaciones [1]. En efecto, en 2018 Arthur Ashkin, Gérard Mourou (por
la aplicación de las pinzas ópticas en sistemas biológicos) y Donna Strickland (por su
método de generar pulsos ultracortos de alta intensidad) fueron galardonados con el
premio nobel de f́ısica, por sus avances en el campo de la f́ısica láser.

Los haces adifracionales son un ejemplo de haces estructurados que tienen la pro-
piedad de no presentar efectos de difracción durante su propagación, es decir, su perfil de
intensidad transversal permanece invariante ante traslaciones a lo largo de la dirección
de propagación, y además tienen la capacidad de autoreconstruirse al ser obstruidos
parcialmente. El estudio teórico y experimental de estos haces es importante debido a sus
aplicaciones en diferentes áreas como metroloǵıa, microlitograf́ıa, óptica no lineal, ciruǵıa
médica, aśı como en comunicaciones inalámbricas y ópticas [1, 2].

El concepto de haz adifraccional fue introducido por J. Durnin en 1987 [3]. Él
mostró teóricamente que existe una familia de haces monocromáticos no difractivos
que satisfacen la ecuación escalar de onda. Posteriormente, Durnin, Miceli y Eberly
presentaron el primer reporte experimental de la generación de un haz adifracional: el
haz Bessel de orden cero [4], el cual es una solución de la ecuación escalar de onda
en coordenadas ciĺındricas circulares. Posteriormente Gutierrez Vega, Iturbe Castillo y
Chávez Cerda reportaron la generación de haces adifraccionales asociados a soluciones
de la ecuación escalar de onda en coordenadas ciĺındrico eĺıpticas (haces Mathieu) [5], y
Bandres, Gutierrez Vega y Chávez Cerda reportaron los haces adifraccionales parabólicos
[6].

Los haces adifraccionales más simples y más estudiados teórica y experimentalmen-
te son los haces Bessel. Una cualidad importante del haz Bessel de orden cero es su
capacidad de concentración de enerǵıa en una región comparable con las dimensiones
de la longitud de onda de la luz sin presentar efectos de difracción [4]. Por otra parte,
los haces Bessel de orden distinto de cero también son los ejemplos más simples de
vórtices ópticos, es decir, el flujo de enerǵıa de estos haces son hélices que viven sobre
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superficies ciĺındricas cuyo eje de simetŕıa coincide con el eje de simetŕıa del haz [7], y por
lo tanto son capaces de transmitir momento angular orbital. Por estas propiedades estos
haces son ideales para la manipulación de micropart́ıculas, inclusive en distintos planos
transversales[8].

Por otra parte, anterior a la publicación de Durnin, Berry y Balazs en 1979 mos-
traron que la ecuación de Schrödinger para una part́ıcula libre en una dimensión admite
una solución única, aparte de la onda plana, en la forma de un haz de Airy, cuya función
de densidad de probabilidad se propaga sin distorsionarse y con aceleración constante [9].
Ellos mostraron que estas propiedades tienen un origen clásico: la propiedad no difractiva
de este haz se determina de una familia de órbitas representada por una parábola en el
espacio fase tal que bajo el movimiento clásico se traslada ŕıgidamente y la aceleración
del paquete se relaciona con la curvatura de la cáustica, envolvente de la familia de ĺıneas
de mundo en el espacio tiempo. Es decir, estos autores dieron una caracterización clásica
del haz de Airy.

La primera observación del haz de Airy fue reportada por Christodoulines y cola-
boradores en 2007 en el contexto de la óptica. Ellos reconocieron la analoǵıa entre la
ecuación de Schrödinger y la ecuación paraxial de onda, y estudiaron la dinámica de este
haz tanto teórica como experimentalmente [10, 11, 12].

Posteriormente, Noa Voloch Bloch y colaboradores en 2012 reportaron la primera
observación del haz de Airy de electrones, y verificaron las propiedades de estos haces,
como su capacidad de acelerarse sin distorsionarse, aśı como su capacidad de autorecons-
trucción [13].

Por otro lado, en 2014 Vincenzo Grillo y colaborares reportaron la generación de
los haces Bessel de electrones y verificaron sus propiedades [14].

Recientemente, hemos mostrado que desde el punto de vista de la óptica geométri-
ca los haces adifraccionales propuestos por Durnin están generados por una familia
uniparamétrica de soluciones de las ecuaciones eikonal y de Laplace [15], y por lo
tanto pueden caracterizarse geométricamente a través de una nueva solución de la
ecuación eikonal cuyas curvas de nivel corresponden a la envolvente de los frentes
de onda de dicha familia de soluciones. Es decir, a un haz adifraccional le asocia-
mos una familia de frentes de onda, una familia de rayos, y una cáustica cuya sección
transversal es invariante bajo traslaciones a lo largo de la dirección de propagación del haz.

El objetivo principal del presente proyecto de investigación es caracterizar geométri-
camente (o clásicamente) a los haces adifraccionales de electrones que se propagan
libremente, esto es, a una solución de la ecuación de Schrödinger para una part́ıcula
libre le asociamos una familia de frentes de onda, una familia de rayos (trayectorias
clásicas) y una cáustica. En particular, mostramos que la teoŕıa de Hamilton-Jacobi
permite introducir, en forma natural, una generalización de la ecuación de los rayos,
y en consecuencia nos permite asociar a una solución de la ecuación de Schrödinger
una familia uniparamétrica de acciones, y una familia uniparamétrica de cáusticas,
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que para el caso del Haz de Airy, pueden ajustarse a los máximos de la función de
densidad de probabilidad. Además, mostramos que el conjunto de haces cuya cáustica
asociada es de tipo fold, son los haces con comportamiento más clásico en el sentido
de que los ceros del potencial de Madelung-Bohm coinciden con la cáustica, y por lo
tanto, la evolución de estas curvas está gobernada por la ecuación de Hamilton-Jacobi.
Con este fin hemos organizado el contenido del presente documento de la siguiente manera:

En el caṕıtulo 1 introducimos los conceptos y herramientas matemáticas necesarias
para obtener la caracterización geométrica de una solución a la ecuación escalar de onda
de la luz, es decir, obtenemos los frentes de onda, los rayos de luz y la cáustica. En
particular, mostramos que una familia de soluciones de la ecuación eikonal nos permite
generar una nueva solución de la ecuación eikonal a través de lo que llamamos el principio
de superposición geométrico. En el caṕıtulo 2 mostramos el procedimiento para obtener
la caracterización geométrica de soluciones a la ecuación escalar de onda generados
por una familia de soluciones de la ecuación eikonal y de Laplace. Mostramos que el
principio de superposición geométrico nos permite generar una nueva función eikonal
cuya cáustica caracteriza cualitativamente la distribución de máximos del patrón de
intensidad, y aplicamos estos resultados a los haces Bessel. En el caṕıtulo 3 prestamos
atención a la propagación de haces con cáusticas estables en la aproximación paraxial.
Mostramos que este tipo de haces están generados por una familia uniparamétrica o
biparamétrica de soluciones de la ecuación de Hamilton-Jacobi y de Laplace, y que dada
la correspondencia matemática entre la ecuación de Schrödinger y la ecuación paraxial
de onda, podemos visualizar la propagación de estos haces en términos de un conjunto
de part́ıculas cuyas trayectorias satisfacen las ecuaciones de Hamilton. En el caṕıtulo 4
mostramos el procedimiento para caracterizar geométricamente (o clásicamente) a una
solución de la ecuación de Schrödinger para una part́ıcula libre generada por una familia
de soluciones de la ecuación de Hamilton-Jacobi y Laplace. En particular, mostramos que
para el haz de Airy es posible dar una caracterización geométrica de todos los máximos
de la Función de Densidad de probabilidad. Finalmente en el caṕıtulo 5 introducimos
la formulación de Madelung-Bhom de la mecánica cuántica y comparamos los ceros del
potencial de Madelung-Bohm (es decir, las regiones más clásicas de una función de onda)
con la cáustica.





Caṕıtulo 3

Conceptos básicos de óptica
geométrica

En la actualidad, es bien aceptado que la luz es de naturaleza electromagnética, y que
sus propiedades, tales como el fenómeno de reflexión, refracción, interferencia, difracción,
polarización y velocidad finita (por nombrar algunos), obedecen las ecuaciones de Maxwell.
En su modelo más simple, la luz se representa como una onda armónica, caracterizada por
su amplitud A (cuyo módulo al cuadrado es directamente proporcional a la intensidad),
frecuencia ν, (rapidez con la que vaŕıa la onda en el tiempo) y número de onda k (rapidez
de variación espacial). Los dos últimos satisfacen las siguientes expresiones:

ω = 2πν, k = 2π/λ, c = λν, (3.1)

donde ω es la frecuencia angular, λ la longitud de onda de la luz y c es la velocidad de la
luz. La observación del fenómeno de difracción e interferencia ocurre bajo experimentos
cuidadosos y controlados, en los cuales es necesario manipular aberturas u obstáculos (o
realizar mediciones) en un rango de longitudes comparables a la longitud de onda de la
luz. La mayor parte de los fenómenos de la luz a los que estamos expuestos, tales como
el fenómeno de reflexión y refracción, aśı como la formación de imágenes, son fenómenos
macroscópicos, y pueden entenderse desde un contexto geométrico.

Se entiende por aproximación geométrica al conjunto de ecuaciones, principios o leyes que
describen la propagación de la luz, y que pueden deducirse de las ecuaciones de Maxwell
en el ĺımite λ → 0. En la aproximación geométrica, la dirección del flujo de enerǵıa es
paralela al vector tangente de las trayectorias de los rayos geométricos, y estos a su vez
son ortogonales a los frentes de onda geométricos. Los rayos de luz pueden enfocarse
dando lugar a regiones de alta intensidad, o cáusticas, las cuales son observables f́ısicas
macroscópicas. En un medio isótropo, caracterizado por su ı́ndice de refracción n(r), la
ecuación eikonal es la ecuación básica de óptica geométrica. Su solución, S, se conoce como
función eikonal, y de ella pueden deducirse las leyes de reflexión y refracción. El campo
vectorial ∇S determina la dirección del flujo de enerǵıa de la luz (dirección de los rayos)
y los frentes de onda geométricos se definen como las curvas de nivel de S.
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CAPÍTULO 3. CONCEPTOS BÁSICOS DE ÓPTICA GEOMÉTRICA
3.1. DEDUCCION DE LA ECUACIÓN EIKONAL

3.1. Deduccion de la ecuación eikonal

Debido a la presencia de cargas eléctricas, en cualquier punto del espacio existe un estado
f́ısico descrito por los campos vectoriales complejos eléctrico E y magnético H, los cuales
pueden transportar enerǵıa, y satisfacen las ecuaciones de Maxwell. Estos campos adquie-
ren una expresión matemática simple en el vaćıo, o en medios materiales isótropos que
están libres de cargas y corrientes. Además, es de esperarse que a distancias d muy lejanas
a las fuentes de luz (d ≫ λ), las ondas electromagnéticas puedan describirse localmente
como una onda plana. Esto motiva a proponer como solución de prueba a los siguientes
campos [16]

E = e(r)ei(kS(r)−wt), H = h(r)ei(kS(r)−wt), (3.2)

los cuales transforman a las ecuaciones de Maxwell en el siguiente sistema de ecuaciones:

∇S × h+ ϵe = − 1

ik
∇× h, (3.3)

∇S × e− µh = − 1

ik
∇× e, (3.4)

e · ∇S = − 1

ik
(e · ∇ ln ϵ+∇ · e), (3.5)

h · ∇S = − 1

ik
(h · ∇ lnµ+∇ · h). (3.6)

Para obtener la aproximación geométrica, requerimos aplicar el ĺımite λ→ 0, o equivalen-
temente el ĺımite k →∞, lo cual nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones:

∇S × h+ ϵe = 0, (3.7)

∇S × e− µh = 0, (3.8)

e · ∇S = 0, (3.9)

h · ∇S = 0. (3.10)

Es posible eliminar el campo vectorial h de la ecuación (3.7) al sustituirlo por el de la
expresión (3.8), lo cual resulta en lo siguente:

1

µ
[(e · ∇S)∇S − e(∇S)2] + ϵe = 0. (3.11)

Como debe satisfacerse la ecuación (3.9), lo anterior se reduce a

e
[
(∇S)2 − µε

]
= 0. (3.12)

Ya que buscamos soluciones no triviales para los campos E y H (ver (3.2)), es necesario
que se satisfaga la siguiente ecuación diferencial para la función S, la cual ya no depende
de e y h:

(∇S)2 = n2(r), (3.13)

donde n =
√
µϵ es el ı́ndice de refracción del medio. La expresión anterior se conoce como la

ecuación eikonal, y es la ecuación básica de la óptica geométrica. A la función que satisface
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3.2. ONDAS PLANAS

la ecuación (3.13) se le conoce como función eikonal. En forma análoga, si eliminamos el
campo vectorial e de la ecuación (3.8) usando la expresión (3.7), recuperamos la ecuación
eikonal. La dirección del flujo de enerǵıa electromagnética se determina con el vector de
Poynting P, el cual se calcula como sigue:

P = E×H. (3.14)

En la aproximación geométrica, el vector de Poynting es proporcional al gradiente de la
función eikonal, el cual es un campo vectorial ortogonal a los campos E y H, como puede
observarse de las ecuaciones (3.2), (3.9) y (3.10). Por lo tanto, las curvas integrales del
campo vectorial ∇S se definen como los rayos de luz, y las curvas de nivel de la función
eikonal:

S(r) = constante, (3.15)

se definen como los frentes de onda geométricos.

3.2. Ondas planas

En el contexto de óptica geométrica, cualquier frente de onda se comporta, localmente,
como un frente de onda plano (excepto posiblemente en la cáustica, donde los frentes de
onda pueden desarrollar singularidades, como veremos en la sección 1.4). En el espacio
bidimensional R2, la función eikonal que representa a toda la familia de ondas planas
propagándose en un medio isótropo y homogéneo con ı́ndice de refracción n, es

S(x, y, φ, g) = n (x cosφ+ y sinφ)− ng, (3.16)

donde φ y g son constantes de integración. El parámetro φ determina la dirección de
propagación de la onda plana como se muestra en la siguiente expresión:

∇S
n

= r̂(φ), (3.17)

donde r̂(φ) = (cosφ, senφ) es el vector unitario radial de las coordenadas polares. En las
figuras 3.1(a) y 3.1(b) se muestran los frentes de onda planos para valores particulares
de φ. De las expresiones (3.2) para los campos E y H, queda claro que el papel de
la constante aditiva g es introducir un desplazamiento en la fase de la onda; en la
aproximación geométrica, esto se traduce en que la distancia más cercana entre el frente
de onda S = C(= constante) y el origen es proporcional a g.

En el espacio tridimensional R3, las coordenadas esféricas nos permiten generalizar
los resultados (3.16) y (3.17). La función eikonal correspondiente a la familia de ondas
planas es

S(x, y, z, θ, ϕ, g) = n (x sen θ cosϕ+ y sen θ senϕ+ z cos θ)− ng, (3.18)
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con dirección de propagación dada por

∇S
n

= ρ̂(θ, ϕ), (3.19)

donde ρ̂(θ, ϕ) = (sen θ cosϕ, sen θ senϕ, cos θ) es el vector unitario radial de las coordenadas
esféricas. El dominio de los parámetros φ y g para una onda que se propaga en R2, y θ, ϕ
y g para una onda que se propaga en R3, está en el conjunto de los números reales R. El
rango de valores apropiado para cada parámetro, por lo general, depende de la geometŕıa
del medio de propagación. Podemos definir subconjuntos de ondas planas proponiendo a
g como una función de las demás constantes de integración (g = g(φ) en R2, g = g(θ, ϕ)
en R3). Si g es una función continua, entonces la distancia más corta entre el origen y el
frente de onda S = C vaŕıa en forma continua al modificar en forma continua la dirección
de propagación de la onda. En la siguiente sección mostraremos que la envolvente de estos
subconjuntos de frentes de onda generan nuevos frentes de onda cuya geometŕıa depende
de la naturaleza de la función g.

Figura 3.1: (a) Curvas de nivel de la ecuación (3.16) para los valores C/n = −3,−2, .., 2, 3,
donde se ha considerado g = 0, y φ = 0. En (b) se muestran los mismos frentes de onda
pero con dirección de propagación φ = π/10 (ĺıneas azul) y φ = −π/10 (ĺıneas café). En
(c) se muestra la construcción geométrica de los frentes de onda circulares que resultan
de la envolvente de la familia uniparamétrica de frentes de onda de la ecuación (3.26) con
g = 0, para los casos particulares C/n = 1 (ĺıneas azul) y C/n = 2 (ĺıneas café).

3.3. El principio de superposición geométrico

La ecuación eikonal es una ecuación de primer grado no lineal en derivadas parciales.
Una solución completa de la ecuación (3.13) debe contener tantas constantes arbitrarias
(o parámetros) como variables independientes. Cabe señalar que, en un medio isótro-
po y homogéneo, una de estas constantes siempre será aditiva, y la definiremos como
−ng. En R3 se requieren dos constantes arbitrarias adicionales, que denotaremos por ϑ y φ.

Vamos a definir un subconjunto de familias de frentes de onda S de tal forma que
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la constante g sea una función continua y dos veces derivable con respecto a los
parámetros restantes, es decir, g = g(ϑ, φ) y S = S(r, ϑ, φ). En estas condiciones,
al variar infinitesimalmente los parámetros (ϑ, φ), los frentes de onda que satisfacen
S(r, ϑ, φ) = C son superficies infinitesimalmente adyacentes que generan una nueva
superficie, resultado de su envolvente. La superficie envolvente debe satisfacer el siguiente
sistema de ecuaciones:

S = C, ∂S

∂ϑ
= 0,

∂S

∂φ
= 0. (3.20)

De las dos últimas ecuaciones de la expresión anterior, podemos despejar a los parámetros
(ϑ, φ) en función de las coordenadas espaciales r. La superficie envolvente entonces debe
satisfacer la ecuación S̃ = C, donde hemos definido

S̃(r) = S(r, ϑ(r), φ(r)). (3.21)

En coordenadas cartesianas, las componentes del gradiente ∇S̃ son

∂S̃

∂xi
=
∂S

∂xi
+
∂S

∂ϑ

∂θ

∂xi
+
∂S

∂φ

∂φ

∂xi
, (3.22)

donde i = 1, 2, 3, y (x1, x2, x3) = (x, y, z). De las ecuaciones (3.20), lo anterior se reduce a

∂S̃

∂xi
=
∂S

∂xi
. (3.23)

Como S es solución de la ecuación eikonal, de las ecuaciones (3.13) y (3.23) es claro que
S̃ también satisface la ecuación eikonal.

Este procedimiento para construir nuevas soluciones S̃ de la ecuación eikonal es el
análogo del principio de superposición en f́ısica, cuando las ecuaciones que rigen el
problema son lineales. En este sentido llamaremos al método de la envolvente el principio
de superposición geométrico.

En forma análoga, para un subconjunto de familias de frentes de onda S de R2 (o
equivalentemente, para una familia uniparamétrica de soluciones S de la ecuación eikonal
en R3) definida de tal forma que la constante aditiva, g sea función continua y dos veces
derivable con respecto al parámetro restante φ, es decir g = g(φ), su curva envolvente se
obtiene del siguiente sistema de ecuaciones:

S = C, ∂S

∂φ
= 0. (3.24)

De la última ecuación de las expresiones (3.24), podemos obtener a la función φ = φ(r) y,
por lo tanto, definimos a la función S̃ como

S̃(r) = S(r, φ(r)). (3.25)

Es claro que la expresión (3.25) también satisface la ecuación eikonal.
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3.3.1. Superposición de frentes de onda planos en R2

De acuerdo con la ecuación (3.16), la función eikonal que representa una familia unipa-
ramétrica de ondas planas en R2 es

S(x, y, φ) = n (x cosφ+ y sinφ)− ng(φ). (3.26)

donde φ es la coordenada angular de las coordenadas polares. De las ecuaciones (3.24),
un cálculo directo muestra que la forma paramétrica de los frentes de onda de S̃ es la
siguiente

x(φ, C) = (C/n+ g) cosφ− dg

dφ
sinφ, y(φ, C) = (C/n+ g) sinφ+

dg

dφ
cosφ. (3.27)

Frente de onda circular y pseudoeĺıptico

Para el caso especial g(φ) = constante, las ecuaciones (3.27) satisfacen la siguiente expre-
sión

x2(φ, C) + y2(φ, C) = (C/n+ g)2. (3.28)

Es decir, el principio de superposición geométrico de esta familia de frentes de onda resulta
en frentes de onda circulares con centro en el origen de coordenadas. En la figura 3.1
(c) se muestra gráficamente la construcción geométrica de estos nuevos frentes de onda.
Por otro lado, si g(φ) ̸= constante, entonces los nuevos frentes de onda corresponden a
deformaciones de ćırculos. Consideremos, por ejemplo, la función g(φ) = −a sin2 φ, donde
a es una constante real arbitraria distinta de cero. La forma paramétrica de la envolvente
de la familia de frentes de onda es la siguiente

x(φ, C) = cosφ(C/n+ a sin2 φ), y(φ, C) = sinϕ(C/n+ a sin2 ϕ− 2a). (3.29)

En la figura 3.2 mostramos la construcción geométrica del nuevo frente de onda (pseu-
doelipse) y su evolución en R2 (variación continua de C). Es importante señalar que los
nuevos frentes de onda pueden contener puntos singulares, los cuales a su vez se encuen-
tran sobre una curva (o superficie en el caso de R3) que se conoce como cáustica, como
mostraremos en la siguiente sección.

3.4. La región cáustica

La región cáustica es una de las predicciones más importantes de la óptica geométrica:
sobre ella se concentran los rayos de luz, y su detección experimental confirma la validez
de la aproximación geométrica en un sistema óptico [17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26,
27, 28, 29, 30, 31, 32, 33]. Su estructura determina la estabilidad de la onda ante pequeñas
perturbaciones [34, 35, 36], y su posición en el espacio determina la topoloǵıa de la imagen
detectada por un observador debido a un objeto [37, 38, 39, 40, 41], donde el observador
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Figura 3.2: Construcción geométrica del frente de onda pseudoeĺıptico (curva roja) y su
evolución en R2

se modela como una fuente puntual (virtual) de rayos. En la figura 3.3 mostramos la
curva cáustica generada por la reflexión de una onda plana sobre una superficie circular
en un medio homogéneo. Como puede observarse de la figura 3.3(a), la cáustica es la curva
generada por la envolvente de los rayos. En un medio homogéneo, las singularidades de
los frentes de onda geométricos generan esta curva, como podemos observar de la figura
3.3(b). En la figura 3.3(c) se muestra el patrón de intensidad.

3.4.1. Cálculo de la cáustica a partir de la forma paramétrica de los
frentes de onda geométricos

En la sección anterior mostramos que las ecuaciones (3.27) representan la forma pa-
ramétrica de los frentes de onda que resultan de la superposición geométrica de una
familia de frentes de onda planos en R2. Vamos a considerar que g es una función
arbitraria, continua y dos veces derivable con respecto al parámetro φ. La curva cáustica
puede calcularse a través de la siguiente definición:

Definición: Sea h : M → N un mapeo diferencial, siendo M y N variedades di-
ferenciables. El conjunto de puntos enM donde h no es un mapeo uno a uno localmente
se le llama conjunto cŕıtico, y a la imagen del conjunto cŕıtico se le llama conjunto
cáustico [42].

Las ecuaciones (3.27) representan un mapeo de R2 a R2, donde (φ, C) son las coordenadas
del conjunto dominio, y (x, y) son las coordenadas del conjunto imagen. El conjunto
cŕıtico puede obtenerse solicitando que el determinante jacobino del mapeo (3.27) sea
igual a cero, es decir

∂(x, y)

∂(φ, C)
=

[
∂x
∂φ

∂x
∂C

∂y
∂φ

∂y
∂C

]
= 0. (3.30)

Un cálculo directo muestra que el conjunto cŕıtico satisface la siguiente ecuación
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(a) (b) (c)

Figura 3.3: (a) Rayos incidentes y reflejados por una superficie circular. (b) Frentes de
onda reflejados. (c) Patrón de intensidad.

C(φ) = −n
(
d2g

dφ2
+ g

)
. (3.31)

Por lo tanto, la forma paramétrica de la cáustica se obtiene de sustituir la expresión
anterior en las ecuaciones (3.27):

xc(φ) = x(φ, C(φ)) = −
(
d2g

dφ2
cosφ+

dg

dφ
senφ

)
, (3.32)

yc(φ) = y(φ, C(φ)) = −
(
d2g

dφ2
senφ− dg

dφ
cosφ

)
. (3.33)

Frente de onda circular y pseudoeĺıptico

En la figura 3.1(c) mostramos la construcción geométrica de los frentes de onda circulares
a partir de frentes de onda planos en R2, en un medio isótropo y homogéneo. La región
de enfocamiento de los rayos (rectas perpendiculares a los frentes de onda) es un punto
ubicado en el centro de las circunferencias. En la sección anterior vimos que g = constante
genera los frentes de onda circulares, con centro en el origen de coordenadas. De las
ecuaciones (3.32) y (3.33), es claro que el origen de coordenadas coincide con la posición
de la cáustica.

Los frentes de onda pseudoeĺıpticos presentados en la sección anterior (ver figura
3.2 ) fueron generados con la función g(φ) = −a sin2 φ. De acuerdo con las ecuaciones
(3.32) y (3.33), la forma paramétrica de la cáustica es la siguiente

xc(φ) = 2a cos3 φ, yc(φ) = −2a sin3 φ. (3.34)

En la figura 3.4 se muestra la cáustica y la evolución del frente de onda pseudoeĺıptico.
Como podemos observar, las singularidades del frente de onda generan la cáustica.
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Figura 3.4: Evolución del frente de onda pseudoeĺıptico en R2 (curva azul) y su cáustica
(curva roja).
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Caṕıtulo 4

Haces adifraccionales

El fenómeno de difracción es una propiedad inherente en la propagación de ondas
electromagnéticas. En términos simples, la difracción es cualquier desviación observable
de la luz con respecto a los rayos geométricos, o frentes de onda geométricos. Por
ejemplo, en la aproximación geométrica es intuitivo trazar la frontera entre la región
de luz y sombra sobre una pantalla debido a un orificio circular que permite el paso
de luz proveniente de una fuente puntual. Sin embargo, en la región de sombra y cerca
de la frontera pueden detectarse una serie de máximos y mı́nimos de intensidad en
forma de anillos (efectos de difracción). De hecho, existe un ĺımite para el diámetro
sobre el cual puede confinarse la mayor parte de la luz, descrito por el disco de Airy. El
fenómeno de difracción, por lo tanto, restringe el poder de resolución de un sistema óptico.

Los efectos de difracción surgen incluso en haces que se propagan libremente, sin
presencia de aperturas u obstáculos, como en el caso de los haces gaussianos, cuyo perfil
de intensidad describe la mayoŕıa de los láseres, y cuyo diámetro del haz diverge en
función de la distancia en forma significativa después de la región de Rayleigh. Igualmente,
es de esperarse que el efecto de difracción sea fuerte si el ancho del haz es comparable con
la longitud de onda de la luz.

El concepto de haz adifraccional fue introducido por primera vez por Durnin en
1987 [3]. De acuerdo con su publicación, un haz adifraccional es una onda monocromática
que satisface la ecuación escalar de onda cuyo perfil de intensidad transversal permanece
invariante durante su propagación. Una propiedad interesante de estos haces es que
pueden tener un perfil de intensidad extremadamente estrecho con un ancho comparable
con la longitud de onda de la luz sin presentar efectos de difracción [4], además, tienen la
capacidad de auto reconstruirse durante su propagación al ser bloqueados por un obstáculo.

La solución a la ecuación escalar de onda que describe la propagación de un haz
adifraccional que se propaga a lo largo del eje z debe ser de la forma

ψ = u(x, y) exp [i(βz − ωt)] , (4.1)

donde u(x, y) es una función compleja que no depende de la coordenada z, y por lo
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4.1. LA ECUACIÓN ESCALAR DE ONDA

tanto su perfil de intensidad, I = |ψ|2/2, tampoco. Si bien la ecuación escalar de onda
es separable en 11 sistemas coordenados, solo 4 satisfacen el requisito de los haces
adifraccionales: coordendas cartesianas, coordenadas ciĺındricas circulares, coordenadas
ciĺındricas parabólicas y coordenadas ciĺındricas eĺıpticas.

Los haces adifraccionales más estudiados son los haces Bessel, los cuales también
son el caso más simple de un vórtice óptico. Las trayectorias de Poynting para este tipo
de haces son hélices que viven sobre superficies ciĺındricas [7], cuyo centro coincide con
el eje de simetŕıa del haz. Por lo tanto, estos haces tienen asociado un momento angular
orbital. Por su capacidad de autoreconstruccion y de transmitir momento angular orbital,
este haz es ideal para la manipulación de micro part́ıculas, inclusive en diferentes planos
transversales[8].

La forma integral de los haces adifraccionales que se propagan en el vaćıo es la
siguiente [3]

ψ(x, y, z, t) = ei(βz−ωt)

∫ 2π

0
A(φ)eiα(x cosφ+y sinφ)dφ, (4.2)

donde α y β pertenecen a los números reales y satisfacen α2 + β2 = (ω/c)2, y A(φ) es
una función compleja arbitraria. La expresión (4.2) representa la superposición continua
de frentes de onda planos cuyos vectores de propagación forman una superficie cónica.
La amplitud y fase relativa de cada onda plana depende de la función A(φ), la cual
determina el perfil de intensidad del haz adifraccional. Dado que los frentes de onda planos
que componen el haz adifraccional son de extensión infinita y de amplitud constante, un
haz adifraccional ideal debe transportar una cantidad infinita de enerǵıa a través de su
sección transversal de propagación, lo cual en la práctica es imposible. Sin embargo, se ha
demostrado experimentalmente y numéricamente que es posible reproducir las propiedades
de estos haces en regiones finitas del espacio. Dentro de los métodos experimentales más
conocidos para generar los haces pseudo-adifraccionaes están la difracción de la luz por
una apertura anular, refracción de la luz por una lente axicon, y la holograf́ıa [43, 44, 45,
46, 47, 48, 49, 50, 51].

4.1. La ecuación escalar de onda

A partir de las ecuaciones de Maxwell, puede mostrase que en un medio homogéneo e isótro-
po libre de cargas y corrientes los campos vectoriales complejos eléctrico E y magnético
H satisfacen en forma separada una ecuación de onda [16]

∇2E− ϵµ

c2
∂

2
E

∂t2
= 0, (4.3)

∇2H− ϵµ

c2
∂

2
H

∂t2
= 0. (4.4)
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Si la polarización de la onda electromagnética es lineal, o una de las componentes car-
tesianas del campo eléctrico es dominante, entonces podemos concentrarnos en estudiar
solamente a la ecuación escalar de onda

∇2ψ − n2

c2
∂

2
ψ

∂t2
= 0, (4.5)

donde ψ describe la componente dominante de los campos vectoriales, y n =
√
ϵµ es el

ı́ndice de refracción del medio.

4.1.1. Análisis geométrico de la función escalar de onda

Es de esperarse que a distancias lejanas de fuentes o de regiones de enfocamiento de la luz,
las ondas electromagnéticas puedan describirse localmente como un frente de onda plano.
Por lo tanto propongamos como solución a la ecuación escalar de onda al siguiente campo
escalar:

ψ(r, t) = ei(kS(r)−ωt), (4.6)

donde vamos a considerar que S es una función real. Es fácil mostrar que la expresión
anterior satisface las siguientes identidades:

∇2ψ = ψ
(
ik∇2S − k2(∇S)2

)
, (4.7)

∂2ψ

∂t2
= −ψω2. (4.8)

En consecuencia, al sustituir la expresión (4.6) en la ecuación escalar de onda, se obtiene
lo siguiente:

ψ

[(
n2 − (∇S)2

)
+ i
∇2S

k

]
= 0, (4.9)

donde hemos aplicado que (ω/c) = k, como puede mostrarse de las ecuaciones (3.1). Como
el campo escalar (4.6) es en general distinto de cero, es necesario que la función S satisfaga
la ecuación eikonal y la ecuación de Laplace en forma simultánea, es decir:

(∇S)2 = n2, ∇2S = 0. (4.10)

Bajo estas condiciones, decimos que el campo escalar (4.6) está caracterizado geométrica-
mente por la función eikonal S.

El principio de superposición

Una solución completa de la ecuación eikonal, S, que satisface simultáneamente la ecua-
ción de Laplace, genera una solución a la ecuación escalar de onda a través de la expresión
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(4.6); tal solución debe contener tantas constantes arbitrarias (o parámetros) como varia-
bles independientes, siendo una de ellas aditiva. Vamos a definir una familia particular
de soluciones a la ecuación eikonal en R3 de tal forma que la constante aditiva, g, sea
dependiente de las otras dos constantes de integración, (ϑ, φ), es decir, g = g(ϑ, φ) y por
lo tanto S = S(r, ϑ, φ). En estas condiciones la función

Ψ(r, t) =

∫
D
A(ϑ, φ)ei(kS(r,ϑ,φ)−ωt)dϑdφ, (4.11)

donde D es una variedad bidimensional, y A(ϑ, φ) es una función compleja y arbitraria,
es una solución exacta de la ecuación escalar de onda, ya que la ecuación (4.5) es una
ecuación diferencial lineal, y por lo tanto, el principio de superposición es aplicable.

El campo escalar Ψ de la ecuación (4.11) está integrado por una familia biparamétrica
de soluciones de la ecuación escalar de onda caracterizadas geométricamente por la
función eikonal S(r, ϑ, φ). Para caracterizar geométricamente a Ψ, vamos a asociarle la
función eikonal S̃ que resulta del principio de superposición geométrico estudiado en la
sección 1.3. Cabe señalar que, de acuerdo con las ecuaciones (3.20), el nuevo frente de
onda geométrico es el resultado de la envolvente de la familia de frentes de onda que
tienen la misma fase S(r, ϑ, φ) = C, por lo tanto, resulta intuitivo que S̃ caracterice
geométricamente al campo escalar (4.11).

Aspectos importantes de la caracterización geométrica vs la aproximación
geométrica

Es bien importante señalar que para obtener la caracterización geométrica de los campos
escalares (4.6) y (4.11) no fue necesario aplicar el ĺımite λ → 0. Esto significa que, a
diferencia de la aproximación geométrica estudiada en el caṕıtulo 1, la función eikonal
S̃ puede depender de la longitud de onda de la luz a través del número de onda k (ver
ecuaciones (3.1)), lo cual tiene sentido, ya que es de esperarse que la distribución de
enerǵıa en el patrón de intensidad dependa de λ. Esta situación ocurre, por ejemplo,
cuando la función A(ϑ, φ) es una función compleja, entonces su fase correspondiente
puede añadirse a la función g(ϑ, φ) llevánsode consigo el coeficiente 1/k.

Como ya hab́ıamos mencionado en la sección 1.4, la correspondencia cualitativa
entre el máximo (o distribución de máximos) del patrón de intensidad con la curva
cáustica confirmará la validez de la aproximación geométrica o caracterización geométrica
de la luz (ver figura 3.3).
Es claro que el patrón de intensidad del campo escalar (4.11) proyectado sobre una
pantalla plana depende de las propiedades de las funciones A(ϑ, φ) y S(r, ϑ, φ). Sin
embargo, el principio de superposición geométrico a lo más toma en cuenta la fase de
la función A(ϑ, φ) e ignora las propiedades de la parte radial de esta función. Seŕıa
interesante investigar bajo qué condiciones, si es que existen, podŕıamos añadir esta
información en una descripción geométrica “generalizada” de una función de onda.
Aśı, es de esperarse que si el campo escalar (4.11) está completamente determinado por la
función eikonal S (es decir |A(ϑ, φ)|2 = constante), entonces la asociación de la función
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Figura 4.1: (a) Distribución de intensidad del haz Bessel de orden cero. (b) Perfil de
intensidad del haz Bessel de orden cero. El patrón de intensidad transversal permanece
invariante ante traslaciones a lo largo del eje z. En estos gráficos hemos considerado α =
24,05mm−1, como en el art́ıculo de Durnin.

eikonal S̃ con el campo escalar (4.11) es correcta. Fuera de esta condición, solo podemos
confirmar la validez de nuestro modelo geométrico comprobando si existe una correlación
cualitativa entre la cáustica y el patrón de intensidad.

4.2. Haces Bessel

Los haces Bessel son de los haces adifraccionales más estudiados teóricamente, numérica-
mente y experimentalmente, ya que por sus propiedades, como su vorticidad y capacidad
de autoreconstrucción, son ideales para la manipulación de micropart́ıculas. La expresión
anaĺıtica de estos haces en coordenadas ciĺındricas circulares es la siguiente:

Ψm(r, t) = Jm(αr)ei(βz+mθ−wt), (4.12)

donde Jm(·) es la función de Bessel de oden m, y α2 + β2 = (ω/c)2 = k. En la figura
4.1 ilustramos la distribución de intensidad transversal de haz Bessel de orden cero, aśı
como su propiedad de invariancia a lo largo del eje z. La descomposición de estos haces
en términos de ondas planas que se propagan en el vaćıo es la siguiente:

Ψm(r, t) =
1

2π

∫ π

−π
eim(φ−π/2)ei(kr·ρ̂(θ0,φ)−ωt)dφ, (4.13)

donde ρ̂(θ0, φ) = (sin θ0 cosφ, sin θ0 sinφ, cos θ0) es el vector unitario radial de las coor-
denadas esféricas, y por lo tanto, para recuperar la expresión (4.12), se requiere que
α = k sin θ0 y β = k cos θ0. Al comparar la ecuación (4.11) con la expresión anterior,
identificamos que la función A(φ) es la siguiente

A(φ) =
1

2π
eim(φ−π/2). (4.14)
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Como |A(φ)|2 = 1/4π2 = constante, es de esperarse que S̃ caracterice geométricamente a
estos haces adecuadamente. Al reabsorber la fase de la función A(φ) en la fase total del
integrando de la expresión (4.13), podemos identificar a la función S como lo siguiente:

S(r, φ) = r · ρ̂(θ0, φ) +
m

k

(
φ− π

2

)
. (4.15)

Es fácil mostrar que la expresión anterior satisface las ecuaciones (4.10), por lo tanto,
S(r, φ) es una función eikonal. Las direcciones de propagación de la familia de frentes de
onda planos es

∇S(r, φ) = ρ̂(θ0, φ), (4.16)

los cuales forman una superficie cónica de apertura θ0, caracteŕıstica necesaria y suficiente
para la generación de haces adifraccionales.

La función eikonal (4.15) representa a una familia uniparamétrica de frentes de on-
da planos, por lo tanto, las expresiones que obtuvimos en las subsecciones 1.3.1 y 1.4.1
se aplican a los haces Bessel. Al comparar la expresión (4.15) con la función eikonal (3.26)
es claro que antes debemos tomar en cuenta las siguientes correspondencias:

x sin θ0 ←→ x, (4.17)

y sin θ0 ←→ y, (4.18)

C − z cos θ0 ←→ C, (4.19)

−m
k

(
φ− π

2

)
←→ g(φ). (4.20)

En estas condiciónes, la forma paramétrica de los frentes de onda de S̃ es (ver ecuaciones
(3.27)):

x̃(φ, C̃) =
(
C̃ −m(φ− π/2)− z̃

)
cosφ+m sinφ, (4.21)

ỹ(φ, C̃) =
(
C̃ −m(φ− π/2)− z̃

)
sinφ−m cosφ, (4.22)

z̃(φ, C̃) = z̃, (4.23)

y la cáustica satisface (ver ecuaciónes (3.32) y (3.33)):

ρ̃ = m, (4.24)

donde hemos definido x̃ = kx sin θ0, ỹ = ky sin θ0, z̃ = kz cos θ0, C̃ = kC, y ρ̃2 = x̃2 + ỹ2.
Como podemos observar de la figura 4.2, los frentes de onda del haz Bessel de orden cero
son superficies cónicas cuyo vértice se encuentra sobre su cáustica (ĺınea recta sobre el eje
z) caracterizando en forma cualitativa y cuantitativa el máximo supremo del patrón de
intensidad. Si el haz Bessel es de orden m > 0, entonces los frentes de onda geométricos
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son deformaciones de superficies cónicas, y la superficie cáustica es una superficie ciĺındrica
circular de radio m cuyo eje de simetŕıa coincide con el eje z; para estos haces, la sección
transversal de la cáustica caracteriza sólo en forma cualitativa el máximo supremo del
patrón de intensidad, que es lo que se esperaba. En contraste, si tomamos en cuenta
el ĺımite λ → 0 (o equivalentemente k → ∞), entonces la expresión (4.15) pierde su
dependencia en m. Esto significa que en el ĺımite geométrico todo el conjunto de los haces
Bessel comparten los mismos frentes de onda geométricos y cáustica que el haz Bessel de
orden cero. Concluimos que el modelo geométrico estudiado en este caṕıtulo es el más
adecuado para la caracterización geométrica de estos haces.

Figura 4.2: Se ilustran los frentes de onda (azul) y conjunto cáustico (rojo) de los haces
Bessel, junto con su perfil de intensidad.
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Haces Bessel modificados

Para tener una idea del efecto que puede tener la función A (ver ecuaciones (4.2) y (4.11))
sobre el patrón de intensidad, consideremos a las siguientes funciones:

S(r, φ) = r · ρ̂(θ0, φ) +
m

k

(
φ− π

2

)
, A(φ) =

i

2π

∂S

∂x
. (4.25)

Es fácil mostrar que la expresión anaĺıtica del campo escalar (4.11) puede calcularse de la
siguiente manera:

Ψ(r, t) =
∂

∂x
Jm(αρ)ei(βz+mθ−wt). (4.26)

Si bien la caracterización geométrica del campo escalar (4.26) es la misma que la de los
haces Bessel (compare (4.15) y (4.25)), la cáustica ya no caracteriza cualitativamente al
patrón de intensidad como podemos observar en la figura 4.3. Seŕıa interesante investigar si
existe un modelo geométrico para haces cuya amplitud A este determinada por la función
eikonal S. Por otro lado, los haces adifraccionales parabólicos y algunos haces Mathieu
son ejemplos para los cuales la cáustica caracteriza la distribución de máximos del patrón
de intensidad y que no cumplen la condición |A|2 = constante.
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Figura 4.3: Patrón de intensidad del campo escalar (4.26). Hemos considerado α =
24,05mm−1. Las unidades correspondientes de los gráficos son miĺımetros.
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Caṕıtulo 5

Teoŕıa de catástrofes

En la aproximación geométrica, la región cáustica posee realidad f́ısica en el sentido de
que caracteriza cualitativamente a la región del espacio donde el campo óptico es más
brillante. Asimismo, la cáustica es un ejemplo de catástrofe, ya que es la singularidad de
una transformación geométrica de un frente de onda inicial, Φ = Ci (=constante), a un
frente de onda final, Φ = Cf (=constante), donde Φ es una función real que satisface
|∇Φ|2 = n2 [34].

En el lenguaje de teoŕıa de catástrofes, al campo escalar Φ(r; s) que satisface una
ecuación de la forma |∇Φ|2 = n2 se le llama función generatriz, a las componentes de
s = (s1, s2, ...) se les llama variables de estado y a las componentes de r se les llama
parámetros de control, los cuales también se denotan por C = (C1, C2, ...) y cuyo número
de parámetros define la codimensión K, es decir, r = C. Por lo tanto, la función generatriz
se representa como

Φ = Φ(C; s). (5.1)

Un resultado importante de la teoŕıa de catástrofes es la clasificación de singularidades
estables, elaborada por Thom, y posteriormente extendida por Arnold. Es decir, existe
un conjunto de cáusticas cuya estructura no se modifica significativamente ante pequeñas
perturbaciones [52]. En la tabla 5.1 se muestra esta clasificación para funciones generatrices
de codimensión K ≤ 4.
Si una cáustica no pertenece a la clasificación de Thom, se dice que la cáustica es no
genérica o que es estructuralmente no estable. Este tipo de cáusticas se producen bajo

Cuadro 5.1: Catástrofes elementales de codimension K ≤ 4

Nombre Śımbolo K Φc(C; s)

fold A2 1 s3/3 + Cs
cusp A3 2 s4 + C2s

2 + C1s
swallotail A4 3 s5 + C3s

3 + C2s
2 + C1s

elliptic umbilic D−
4 3 s31 − 3s1s

2
2 − C3(s

2
1 + s22)− C2s2 − C1s1

hyperbolic umbilic D+
4 3 s31 + s32 − C3s1s2 − C2s2 − C1s1

butterfly A5 4 s6 + C4s
4 + C3s

3 + C2s
2 + C1s

parabolic umbilic D5 4 s41 + s1s
2
2 + C4s

2
2 + C3s

2
1 + C2s2 + C1s1
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ciertas circunstancias especiales (como un conjunto de simetŕıas) y cuando estas circuns-
tancias desaparecen, la cáustica resultante usualmente puede determinarse identificando
a la cáustica original con la sección transversal de una catástrofe de dimensión más
alta. Esta capacidad de predicción es lo que hace a la teoŕıa de catástrofes importante [52].

En el contexto de óptica, se dice que un campo óptico es estable si su cáustica
pertenece a la clasificación de singularidades estables. Aśı, la clasificación de Thom nos
permite calcular la forma anaĺıtica del patrón de intensidad de dicho campo óptico a
través de la siguiente integral

Ψc(C) =

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
eiΦc(C;s)ds, (5.2)

la cual se conoce como la integral canónica de difracción. En otras palabras, la ecua-
ción (5.2) nos permite obtener la estructura fina del patrón de intensidad sobre la cáustica.

El objetivo principal de este caṕıtulo es construir soluciones exactas de la ecuación
paraxial de onda en el vaćıo tal que sus cáusticas asociadas estén determinadas por
las catástrofes estables (o por una sección de ellas), y que al mismo tiempo den una
descripción cualitativa de los patrones de difracción correspondientes. Es decir, vamos
a mostrar un método para estudiar la evolución en el espacio de las cáusticas estables
(o una sección de estas) bajo la aproximación paraxial. Para esto, vamos a mostrar
que la función (5.2) es una solución exacta a la ecuación paraxial de onda si la función
generatriz Φc(C; s) satisface la ecuación de Hamilton-Jacobi en dos dimensiones para
una part́ıcula libre y la ecuación de Laplace, simultáneamente. Además, vamos a mostrar
una visualización de la evolución de estos campos ópticos en términos de un conjunto
de part́ıculas libres cuyas trayectorias (rayos de luz en la aproximación geométrica)
están determinadas por una función principal de Hamilton. Por lo tanto, mientras que la
evolución del patrón de intensidad está gobernada por la ecuación paraxial de onda, la
evolución de la cáustica está gobernada por la ecuación de Hamilton-Jacobi.

Es importante señalar que la correspondencia matemática entre la ecuación para-
xial de onda en el vaćıo y la ecuación de Schrödinger para una part́ıcula libre en dos
dimensiones establece un puente entre el campo de la óptica y la mecánica cuántica.
Christodoulides y colaboradores en 2007 reconocieron esta analoǵıa, e investigaron el
haz de Airy óptico [12, 10, 11], el cual es un haz adifraccional y acelerado con cáustica
estable, cuya función de onda fue introducida por primera vez en el contexto de mecánica
cuántica [9]. Por lo tanto, si existen los haces adifraccionales en el contexto de la óptica,
entonces también existen los haces adifraccionales de part́ıculas, como los electrones.

5.1. La ecuación paraxial de onda

La evolución de un campo electromagnético en el vaćıo con polarización netamente lineal
está gobernada por la ecuación escalar de onda
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∇2Ψ(r, t)− 1

c2
∂2Ψ(r, t)

∂t2
= 0, (5.3)

donde Ψ representa la componente dominante del campo electromagnético.

Vamos a considerar que la dirección del flujo de enerǵıa electromagnética asociado
al campo Ψ es cuasi-paralelo al vector ẑ, es decir, el campo se propaga preferentemente
en esta dirección. En estas condiciones, el vector de onda k = kxx̂ + kyŷ + kzẑ puede
aproximarse a k ≈ kẑ, donde k = k · k. Aśı, proponemos que el campo ψ sea de la
siguiente forma

Ψ(r, t) = ψ(r)ei(kz−ωt), (5.4)

al sustituir la expresión anterior en la ecuación escalar de onda (5.3), esta se transforma
en lo siguiente

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
+ 2ik

∂

∂z

)
ψ(r) = 0. (5.5)

Dado que los rayos asociados a el campo (5.4) son trayectorias rectas cuasi paralelas al
eje z, y como la intensidad es proporcional a la densidad de rayos (por ejemplo, sobre la
cáustica la densidad de rayos es infinita y su forma caracteriza el máximo de la intensidad
del campo óptico), entonces es de esperarse que el campo ψ dependa de la coordenada z
débilmente, es decir

∣∣∣∣∂2ψ(r)∂x2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣∂2ψ(r)∂y2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣2k∂ψ(r)∂z

∣∣∣∣≫ ∣∣∣∣∂2ψ(r)∂z2

∣∣∣∣ . (5.6)

A la expresión (5.6) se le conoce como la aproximación paraxial, y al aplicarla a la ecuación
(5.5) esta se reduce a la bien conocida ecuación paraxial de onda:

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ 2ik

∂

∂z

)
ψ(r) = 0. (5.7)

5.2. Soluciones exactas de la ecuación paraxial de onda

Con el fin de mostrar expresiones simplificadas a lo largo de este caṕıtulo, vamos a
representar a las coordenadas espaciales (X,Y, Z) en unidades de longitud de onda/2π,
en estas condiciones x = kX, y = kY y z = kZ son coordenadas adimensionales.

Si la función de onda

ψ(r) = eiS(x,y,z), (5.8)
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con S(r) una función real, se sustituye en la ecuación paraxial de onda

−1

2
∇2

Tψ = i
∂ψ

∂z
, (5.9)

donde hemos definido ∇T = x̂∂/∂x+ ŷ∂/∂y , se obtiene lo siguiente

ψ

[
1

2
(∇TS)

2 +
∂S

∂z
− i

2
∇2

TS

]
= 0. (5.10)

Por lo tanto, la función ψ(r) es una solución exacta de la ecuación paraxial de onda solo si
S(r) es una solución de la ecuación de Hamilton-Jacobi y la ecuación de Laplace, es decir,

1

2
(∇TS)

2 +
∂S

∂z
= 0, (5.11)

∇2
TS = 0. (5.12)

Nótese que la ecuación (5.11) es la ecuación de Hamilton-Jacobi para una part́ıcula libre
de masa m = 1, donde (x, y) son las coordenadas locales del espacio de configuración, y
z toma el rol del tiempo. En estas condiciones, y en forma análoga a la sección 2.1.1,
concluimos que el campo escalar (5.8) está caracterizado por una función S que satisface
la ecuación de Hamilton-Jacobi (5.11).

Si las funciónes S(r, σ) y S(r, α, β) representan a una familia uniparamétrica y bi-
paramétrica de soluciónes a las ecuaciones (5.11) y (5.12), respectivamente, y dado que
la ecuación paraxial de onda es una ecuación diferencial lineal, entonces

Ψ1(r) ≡
∫
C
O(σ)eiS(r,σ)dσ, (5.13)

Ψ2(r) ≡
∫
D
O(α, β)eiS(r,α,β)dαdβ, (5.14)

donde C y D son una variedad unidimensional y bidimensional, respectivamente, y O(σ)
y O(α, β) son funciones reales arbitrarias, son nuevas soluciones exactas de la ecuación
paraxial de onda.

Cabe aclarar que a partir de este punto vamos a restringirnos a los casos C = R,
O(σ) = 1, D = R2 y O(α, β) = 1, de esta forma nos aseguramos que la cáustica asociada
a los campos (5.13) y (5.14) caracterice cualitativamente la región de máxima intensidad
(ver sección 2.1.1), como veremos más adelante.

5.3. Caracterización geométrica de las funciones de onda Ψ1

y Ψ2

5.3.1. Rayos de luz y cáustica

Los rayos de luz asociados con el campo escalar (5.13) se definen como aquellas curvas que
hacen estacionaria a la familia uniparamétrica de soluciones de la ecuación de Hamilton-
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Jacobi (5.11) y Laplace (6.6), es decir, por el conjunto de puntos r del espacio que satisfacen

∂S(r, σ)

∂σ
= 0. (5.15)

La razón por la que definimos a los rayos de luz de esta manera, es porque las curvas que
resultan de la envolvente de los frentes de onda S(r, σ) = C son los frentes de onda de
una nueva solución de la ecuación de Hamilton-Jacobi (5.11) (tal como se mostró en la
sección 1.3 para la ecuación eikonal). Por otro lado, la cáustica se define por el conjunto
de puntos que satisfacen la ecuación (5.15) y

∂2S(r, σ)

∂σ2
= 0. (5.16)

En forma análoga, los rayos de luz asociados con el campo escalar (5.14) se definen como
el conjunto de puntos r del espacio que satisfacen

∂S(r, α, β)

∂α
= 0,

∂S(r, α, β)

∂β
= 0, (5.17)

y la cáustica como el conjunto de puntos r que satisfacen la ecuación (5.17) y

(
∂2S

∂α2

)(
∂2S

∂β2

)
−
(
∂2S

∂β∂α

)2

= 0. (5.18)

Cabe señalar que, en el contexto de la aproximación de la fase estacionaria, las ecuaciones
(5.15)-(5.18) determinan la región en la que la aproximación asintótica de las integrales
(5.13) y (5.14) divergen, por lo tanto la cáustica caracterizará en forma cualitativa la
región espacial de máxima contribución al patrón de intensidad.

5.3.2. Link entre los rayos de luz y las soluciones de la ecuación de
Hamilton-Jacobi para una part́ıcula libre

De acuerdo con la teoŕıa de Hamilton-Jacobi, si S(r, α, β) = S(x, y, z, α, β) es una integral
competa de la ecuación (5.11), donde z toma el rol del tiempo, entonces también es una
función generatriz de una transformación canónica de las coordenadas de espacio fase
(x, y, px, py) a las nuevas coordenadas (Q1, Q2, α, β) dadas por

px =
∂S(r, α, β)

∂x
, py =

∂S(r, α, β)

∂y
, (5.19)

Q1 =
∂S(r, α, β)

∂α
, Q2 =

∂S(r, α, β)

∂β
. (5.20)

De las ecuaciones anteriores, resulta que la solución a las ecuaciones de Hamilton para una
part́ıcula libre en dos dimensiones puede expresarse de la siguiente manera
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5.4. LAS FUNCIONES S(R, σ) DETERMINADAS POR LAS CATÁSTROFES Φ(C, σ)

px = px(Q1, Q2, α, β, z), py = py(Q1, Q2, α, β, z), (5.21)

x = x(Q1, Q2, α, β, z), y = y(Q1, Q2, α, β, z), (5.22)

donde Q1, Q2, α, β son constantes de movimiento, que a la vez guardan relación con las
condiciones iniciales del sistema x0, y0, p0x y p0y.
Si comparamos las ecuaciones (5.17) y (5.20) , podemos concluir que los rayos asociados
con la función escalar Ψ2 corresponden a la soluciones de las ecuaciones de Hamilton
(5.21) y (5.22) con Q1 = 0 y Q2 = 0.

De forma similar, al ser S(r, σ) una familia uniparamétrica de soluciones a la ecuación
de Hamilton-Jacobi (5.11), entonces genera un mapeo (el cual no es una transformación
canónica) de las coordenadas del espacio fase (x, y, px, py) a un subconjunto del espacio
fase con coordenadas locales (Q, y, σ) dadas por

px =
∂S(r, σ)

∂x
, py =

∂S(r, σ)

∂y
, (5.23)

Q =
∂S(r, σ)

∂σ
, y = y, (5.24)

donde Q y σ son constantes de movimiento que pueden expresarse en términos de las
condiciones iniciales x0, y0, p0x y p0y. De las ecuaciones anteriores, podemos obtener un
conjunto particular de soluciones de las ecuaciones de Hamilton para una part́ıcula libre
en dos dimensiones, las cuales pueden expresarse de la siguiente manera

px = px(Q, σ, y, z), py = py(Q, σ, y, z), (5.25)

x = x(Q, σ, y, z), y = y. (5.26)

Al comparar las ecuaciones (5.15) y (5.24), concluimos que los rayos asociados al campo
escalar Ψ1 están dados por las soluciones de las ecuaciones de Hamilton (5.25) y (5.26)
con Q = 0.

5.4. Las funciones S(r, σ) determinadas por las catástrofes
Φ(C, σ)

Una familia uniparamétrica de soluciones a la ecuación de Hamilton-Jacobi para una
part́ıcula libre en dos dimensiones (5.11) y la ecuación de Laplace (6.6) es

S(r, σ) = xf(σ) + yg(σ)− f2(σ) + g2(σ)

2
z + h(σ), (5.27)

donde f(σ), g(σ) y h(σ) son funciones reales y arbitrarias que dependen de σ, y z está
tomando el rol del tiempo. La cáustica asociada con esta familia de soluciones (el conjunto
de puntos r que satisfacen las ecuaciones (5.15) y (5.16)) en general es una superficie

24
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bidimensional en el espacio. A las funciones f(σ), g(σ) y h(σ) vamos a determinarlas
solicitando que la cáustica asociada con (5.27) en el plano z = 0 sea igual a una de las
catástrofes estables Φ(C, σ) de la tabla 5.1, o que sea igual a una sección de estas. Por lo
tanto, para determinar las funciones f(σ), g(σ) y h(σ) vamos a imponer dos condiciones.
La primera condición es

S(x, y, 0, σ) = xf(σ) + yg(σ) + h(σ) = Φ(C;σ), (5.28)

lo cual implica que f(σ), g(σ) y h(σ) son funciones polinómicas de σ. La segunda condición
es que el grado de la función polinómica Φ(C, σ) con respecto a la variable σ sea mayor o
igual que el grado del polinomio f2(σ) + g2(σ). Esta condición implica que la cáustica, en
efecto, para cualquier valor de z > 0 está determinada por la catástrofe estable.

5.4.1. La catástrofe tipo fold

Para la catástrofe de tipo fold, la condición (5.28) se reduce a

xf(σ) + yg(σ) + h(σ) = Cσ +
σ3

3
. (5.29)

Sin pérdida de generalidad, la forma más simple de satisfacer esta condición es identificar
a C con la coordenada x, por lo tanto f(σ) = σ, g(σ) = 0 y h(σ) = σ3/3. Nótese que la
segunda condición también se satisface. Bajo estas condiciones, la familia uniparamétrica
de soluciones a la ecuación de Hamilton-Jacobi determinada por la catástrofe de tipo fold
es

S(r, σ) = xσ − σ2

2
z +

σ3

3
. (5.30)

Aplicando las ecuaciones (5.15) y (5.16) resulta para este caso que los rayos y la cáustica
están dados por

x− σz + σ2 = 0, (5.31)

y

x =
z2

4
, (5.32)

respectivamente. Aśı, la función de onda (5.13) se reduce a

Ψ1(r) = 2πe
iz
2

(
x− z2

6

)
Ai

(
x− z2

4

)
, (5.33)

donde Ai(x) es la función de Airy. Nótese que en el plano y = constante este campo
escalar es el bien conocido haz de Airy unidimensional introducido por primera vez
por Berry y Balazs en el contexto de mecánica cuántica. Este haz tiene asociado una
curva cáustica parabólica (5.32) cuyo vértice coincide con la cáustica tipo fold con
C1 = x como se muestra en la figura 5.1(a). La evolución de los rayos (5.31) a lo largo
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del eje z resulta en trayectorias tangentes a la cáustica, que además es el ĺımite de la
descripción geométrica en el sentido de que no hay rayos de luz dentro de ella como puede
observarse de la figura 5.1(b). Para este ejemplo, la cáustica caracteriza en forma cualitati-
va el máximo absoluto del patrón de intensidad del haz como se muestra en la figura 5.1(c).

Para la catástrofe tipo fold, las soluciones a las ecuaciones de Hamilton obtenidas
de (5.30) son

px = σ, py = 0, (5.34)

x = Q− σ2 + σz, y = y. (5.35)

Nótese que los rayos (5.31) asociados con la función de onda (5.33) en el espacio fase con
coordenadas (x, y, px, py) están dadas por las ecuaciones (5.34) y (5.35) con Q = 0. Por
lo tanto, desde el punto de vista de mecánica clásica, podemos asociarle a esta función de
onda una familia de part́ıculas tal que al “tiempo”z = 0 sus posiciones están determinadas
por x(0) = −σ2 y y(0) = y0. En la figura 5.2 mostramos la distribución de la familia de
part́ıculas” asociadas con el haz de Airy (5.33) determinada por la catástrofe tipo fold en
z = 0 en el plano y = constante. Hemos representado el momento lineal px = σ de cada
part́ıcula con vectores coloreados. Las trayectorias de las part́ıculas coinciden con los de
los rayos de luz dados por la ecuación (5.31).

Es importante señalar que el haz de Airy es un ejemplo de haz adifraccional acele-
rado. La intensidad asociada a la función de onda (5.33) es

I(r) =
|Ψ1(r)|2

2
= 2π2Ai2

(
x− z

4

)
, (5.36)

por lo tanto, su perfil de intensidad transversal (z = constante) mantiene su forma y se
traslada junto con la cáustica (ver ecuación (5.32)). Este tipo de haz, al igual que los haces
adifraccionales propuestos por Durnin, tiene la capacidad de autoreconstruirse después de
ser obstruido parcialmente. Por sus propiedades, este haz ha sido estudiado teóricamente
y experimentalmente de forma extensiva, aśı como sus modificaciones y generalizaciones
[9, 12, 10, 11, 53, 13, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60].
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Figura 5.1: La función S(r, σ) determinada por la catástrofe tipo fold dada por la ecuación
(5.30) tiene asociada una curva cáustica parabólica (roja) dada por la ecuación (5.32)
sobre el plano y = constante cuyo vértice, punto azul en z = 0 en el inciso (a), coincide
con la cáustica de la catástrofe estable correspondiente con C1 = x. La evolución de los
rayos a lo largo del eje z resulta en trayectorias tangentes a la cáustica que es el ĺımite
de la descripción geométrica, como puede verse en el inciso (b). La cáustica caracteriza
cualitativamente el máximo absoluto del patrón de intensidad de la función de onda (5.33)
como se muestra en el inciso (c).
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Figura 5.2: Distribución de la familia de “part́ıculas” sobre el eje x asociadas con la
función de onda (5.33) determinada por la catástrofe tipo fold en z = 0 sobre el plano
y = constante, acorde con las ecuaciones (5.35) con Q = 0. El momento lineal px = σ se
representó con vectores coloreados. Las trayectorias de las part́ıculas coinciden con las de
los rayos de luz dadas por la ecuación (5.31).

5.4.2. La catástrofe tipo cusp

Para la catástrofe tipo cusp, la condición (5.28) se reduce a

xf(σ) + yg(σ) + h(σ) = C1σ + C2σ
2 + σ4. (5.37)
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En este caso identificaremos a C1 = x y C2 = y, por lo tanto f(σ) = σ, g(σ) = σ2 y
h(σ) = σ4. Bajo estas condiciones, la familia uniparamétrica de soluciones a la ecuación
de Hamilton-Jacobi determinada por la catástrofe de tipo cusp es

S(r, σ) = xσ + yσ2 −
(
σ2 + σ4

2

)
z + σ4. (5.38)

Aplicando las ecuaciones (5.15) y (5.16) resulta que los rayos y la cáustica están dados
por

x+ (2y − z)σ + 2(2− z)σ3 = 0, (5.39)

y

x2 =
16
(
y − z

2

)3
27(z − 2)

, (5.40)

respectivamente. Por otra parte, la función de onda (5.13) se reduce a

Ψ1(r) =
1

(1− z
2)

1/4
Pe

(
x

(1− z
2)

1/4
,
y − z

2√
1− z

2

)
, (5.41)

donde Pe(x, y) es la función de Pearcey. La función de onda (5.41) se conoce como
el haz de Pearcey, el cual fue estudiado teóricamente y experimentalmente por Ring
et al [61]. Este haz posee propiedades similares al haz de Airy, como su propiedad
de auto reconstrucción e invariancia de forma de su patrón de intensidad ante una
transformación de similaridad. Además, este haz se auto enfoca sobre el punto singular
z = 2 y posteriormente el perfil de intensidad se invierte tal como se muestra en la figura
5.3. La superficie (5.40) coincide con la cáustica de la catástrofe tipo cusp en z = 0 con
C1 = x y C2 = y tal como se muestra en la figura 5.3(a). Los rayos de luz dados por la
ecuación (5.39) se encuentran sobre superficies planas cuyas intersecciones con el plano
z = constante resultan en ĺıneas tangentes a la cáustica, de tal forma que dentro de la
cáustica pasan tres ĺıneas sobre cada punto del plano y solamente una ĺınea pasa fuera de
la cáustica como puede verse en la figura 5.3(b). En este ejemplo, la cáustica caracteriza
cualitativamente la distribución de máximos del patrón de intensidad como se muestra en
la figura 5.3(c). Recientemente, Berry mostró que este haz puede añadirse en una clase
más general de haces Pearcey [53], en los cuales la función de Pearcey es modificada por
un factor de fase.

Para la catástrofe tipo cusp, las soluciones a las ecuaciones de Hamilton obtenidas
de (5.30) son

px(z) = σ, py(z) = σ2, (5.42)

x(z) = Q− 4σ3 − 2σy + (σ + 2σ3)z, y(z) = y. (5.43)

Como los rayos de luz (5.39) asociados con la función de onda (5.41) en el espacio fase
con coordenadas locales (x, y, px, py) están dados por las ecuaciones (5.42) y (5.43) con
Q = 0, entonces clásicamente podemos asociarle a esta onda una familia de “part́ıculas”
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de tal forma que al “tiempo” z = 0 sus posiciones están dadas por x(0) = −2σ(2σ2 + y0)
y y(0) = y0 cuyas trayectorias están sobre los planos dados por la ecuación (5.39) tal
como se muestra en la figura 5.4.

Debido a sus propiedades, el haz de Pearcey ha sido extensivamente estudiado tanto teóri-
ca como experimentalmente, aśı como sus generalizaciones, dentro de la teoŕıa escalar y
vectorial del campo electromagnético [62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69].

(a) (b) (c)

Figura 5.3: La superficie roja ilustra la cáustica (5.40) asociada con S(r, σ), dada por la
ecuación (5.38), determinada por la catástrofe tipo cusp, cuya intersección con el plano
z = 0 coincide con la cáustica de la catástrofe correspondiente con C1 = x y C2 = y como
se muestra en el inciso (a). Las ĺıneas que se muestran en el inciso (b) son las intersecciones
de los rayos de luz (5.39) sobre los planos z = 0 y z = 3. En el inciso (c) mostramos la
evolución del patrón de intensidad asociado con la función de onda (5.41) a lo largo del
eje z.

5.4.3. La catástrofe tipo swallowtail

Para la catástrofe tipo Swallowtail, la condición (5.28) se reduce a

xf(σ) + yg(σ) + h(σ) = C1σ + C2σ
2 + C3σ

3 + σ5. (5.44)

En este caso identificaremos C1 = x , C2 = y y C3 = m, siendo m un parámetro fijo. Por
lo tanto f(σ) = σ, g(σ) = σ2 y h(σ) = mσ3 + σ5. Cabe señalar que la segunda condición
también se satisface. Bajo estas condiciones, la familia uniparamétrica de soluciones a la
ecuación de Hamilton-Jacobi determinada por la catástrofe de tipo Swallowtail es

S(r, σ) = xσ + yσ2 −
(
σ2 + σ4

2

)
z +mσ3 + σ5. (5.45)

Los rayos y la cáustica están dados por

x+ (2y − z)σ + 3mσ2 − 2zσ3 + 5σ4 = 0. (5.46)
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(a) (b) (c)

Figura 5.4: (a) Se ilustran algunas trayectorias y (b) el momento de las “part́ıculas” corres-
pondientes (vectores coloreados) asociados con el haz de Pearcey dadas por las ecuaciones
(5.42) y (5.43) con Q = 0. (c) Las trayectorias están sobre superficies planas dadas por la
ecuación de los rayos (5.39).

y

x = [3m+ (15σ − 4z)σ]σ2, (5.47)

y =
z

2
− 3mσ + 3zσ2 − 10σ3, (5.48)

respectivamente. Y la función de onda (5.13) se reduce a

Ψ1(r) = eiγSw(ε, η, ζ), (5.49)

donde Sw(ε, η, ζ) es la función Swallowtail:

Sw(ε, η, ζ) ≡
∫ ∞

−∞
ei[σ

5+ζσ3+ησ2+εσ]dσ, (5.50)

y

γ =
z

10

(
x+

yz

10
− z2

20
+
mz2

100
− z4

2500

)
,

ζ = m− z2

10
,

η = y − z

2

(
1− 3m

5
+
z2

25

)
,

ε = x+
z

5

(
y − z

2
+

3mz

20
− 3z3

400

)
. (5.51)

En la figura (5.5)(a) se ilustra la cáustica tipo Swallowtail en el espacio de control con
coordenadas locales C1, C2 y C3. De acuerdo con la ecuación (5.45) en z = 0 la cáustica
en el espacio coordenado xyz asociado con la función de onda (5.49) coincide con la
sección transversal C3 = m = constante de la cáustica tipo swallowtail, con C1 = x
y C2 = y. Este tipo de haz ha sido estudiado por Zannotti et al [70, 71], teórica y
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experimentalmente, describiendolo como un haz inestable durante su propagación en el
sentido de que decae a una catástrofe de menor dimensión como podemos observar de las
figuras (5.5)(b) (m > 0) y (5.5)(d) (m < 0), las cuales tienden a una cáustica tipo cusp.
Igualmente al caso de haz de Pearcey, los “rayos de luz”descritos por la ecuación (5.46)
se encuentran sobre superficies planas cuya intersección con el plano z = cte resulta
en rectas tangentes a la cáustica. Nótese que la cáustica caracteriza cualitativamente el
máximo absoluto del patrón de intensidad del haz, como se puede observar de las figuras
(5.5)(c) y (5.5)(e).

Para la catástrofe tipo Swallowtail, las soluciones a las ecuaciones de Hamilton
obtenidas de (5.38) son

px(z) = σ, py(z) = σ2, (5.52)

x(z) = Q− 5σ4 − 3mσ2 − 2σy + (σ + 2σ3)z, y(z) = y. (5.53)

Como los rayos de luz (5.46) asociados con la función de onda (5.49) en el espacio fase con
coordenadas locales (x, y, px, py) están dadas por las ecuaciones (5.52) y (5.53) con Q = 0,
entonces clásicamente podemos asociarle a esta onda una familia de “part́ıculas”tal que
al “tiempo”z = 0 sus posiciones están determinadas por x(0) = −5σ4 − 3mσ2 − 2σy0 y
y(0) = y0, cuyas trayectorias están sobre los planos dados por la ecuación (5.46) tal como
se muestra en la figura (5.6). Cabe señalar que se han realizado diversos estudios sobre
estos haces en el contexto de la óptica [70, 71].
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(a)

(b)
(c)

(d)
(e)

Figura 5.5: (a) La cáustica tipo Swallowtail. La cáustica asociada a la función de onda
(5.49) para la sección transversal C3 = 2 de la cáustica Swallowtail se muestra en el inciso
(b) y para C3 = −5 en el inciso (c). Las rectas son las intersecciones de las familias de
planos descritas por la ecuación de rayos (5.46) con los planos z = cte. La evolución del
patrón de intensidad se muestra en los incisos (c) y (e), respectivamente.

5.5. Las funciones S(r, α, β) determinadas por las catástrofes
Φ(C, α, β)

Una familia biparamétrica de soluciones a la ecuación de Hamilton-Jacobi (5.11) para una
part́ıcula libre en dos dimensiones y la ecuación de Laplace (6.6) es

S(r, α, β) = xf(α, β) + yg(α, β)− f2(α, β) + g2(α, β)

2
z + h(α, β), (5.54)

donde f(α, β), g(α, β) y h(α, β) son funciones reales arbitrarias de α y β y z está tomando
el rol del tiempo. La cáustca asociada con esta familia de soluciones, que se obtiene a partir
de las ecuaciones (5.17) y (5.18), en general está compuesta por superficies bidimensionales
en el espacio. En forma análoga a la sección anterior, las funciones f(α, β), g(α, β) y h(α, β)
serán determinadas bajo la condición de que la cáustica en el plano z = 0 sea igual a una
de las cáusticas de la tabla (5.1) o una sección de esta. Para determinar las funciones
f(α, β), g(α, β) y h(α, β) impondremos dos condiciones. La primera es

S(x, y, 0, α, β) = xf(α, β) + yg(α, β) + h(α, β) = Φ(C, α, β), (5.55)

lo que implica que f(α, β), g(α, β) y h(α, β) son funciones polinómicas de α y β. La
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 5.6: Se muestran algunas trayectorias (rectas coloreadas) y momento lineal de las
part́ıculas (vectores coloreados en los incisos (b) y (e)) asociados a la función de onda
(5.49) determinadas por la catástrofe swallowtail, descritas por las ecuaciones (5.52) y
(5.53) con Q = 0 al incrementar linealmente el momento px = σ para valores discretos de
la coordenada y para los casos m = 2 (incisos (a) a (c)) y m = −5 (incisos (d) a (f)).

segunda condición es que el grado del polinomio Φ(C, α, β) con respecto a las variables α
y β sea mayor o igual al grado de la función polinómica f2(α, β) + g2(α, β).

5.5.1. La catástrofe Elliptic Umbilic

Para el caso de la catástrofe Elliptic Umbilic, la condición (5.55) se reduce a

xf(α, β) + yg(α, β) + h(α, β) = C1α+ C2β −
(
α2 + β2

2

)
C3 + α3 − 3αβ2. (5.56)

La única solución que satisface las dos condiciones que hemos impuesto está dada por
C1 = x, C2 = y, C3 = m, siendo m un parámetro fijo. Bajo estas condiciones f(α, β) = α,
g(α, β) = β y h(α, β) = α3−3αβ2− [(α2+β2)/2]m. Por lo tanto, la familia biparamétrica
de soluciones a la ecuación de Hamilton-Jacobi está dada por

S(r, α, β) = xα+ yβ − α2 + β2

2
(z +m) + α3 − 3αβ2. (5.57)
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Los rayos y cáustica están dados por

x = (z +m− 3α)α+ 3β2, (5.58)

y = (z +m+ 6α)β, (5.59)

z = z. (5.60)

y

x± = 3(β2 − α2 ± 2α
√
α2 + β2), (5.61)

y± = 6β(α±
√
α2 + β2), (5.62)

z± = −m± 6
√
α2 + β2, (5.63)

respectivamente. Para este ejemplo, la función de onda (5.14) se reduce a

Ψ2(r) = ΨEU (x, y, z +m) ≡
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e
i[xα+yβ−

(
α2+β2

2

)
(z+m)+α3−3αβ2]

dαdβ. (5.64)

En la figura 5.7(a) se muestra la cáustica asociada a la catástrofe elliptic umbilic
en el espacio de control con coordenadas locales C1, C2 y C3, junto con la sección
transversal C3 = m = cte, la cual determina la cáustica del haz (5.64) en z = 0. Es
importante hacer notar que la propagación de este haz obedece la forma canónica de la
catástrofe correspondiente, es decir, la función de onda (5.64) es una integral canónica
de difracción. Esto implica que este haz mantiene su estructura cáustica en el espacio.
En la figura 5.7(b) se ilustran los rayos asociados a este haz y en la figura 5.7(c) se
muestran los puntos iniciales y finales de los rayos sobre los planos z = 0 y z = cte > 0
para valores discretos e igualmente espaciados de α y β. En estas gráficas se puede
observar que la densidad de rayos se incrementa conforme nos aproximamos a la cáustica
hasta atravesarla. En la figura 5.7(d) se muestran las curvas asociadas a las ecuaciones
paramétricas (5.58)-(5.60) para valores discretos de α como funcion de β; esto revela que
fuera de la región cáustica dos rayos se intersecan en cada punto del espacio (intersección
de las curvas azules y negras a la derecha, e intersección de curvas azules y verdes a la
izquierda) mientras que dentro de la cáustica se intersecan cuatro ( intersección de dos
curvas negras junto con las curvas azul y verde). Al igual que en los casos anteriores, en la
figura 5.7(e) se muestra que la cáustica caracteriza cualitativamente el máximo absoluto
del haz.

Para la catástrofe Elliptic Umbilic, las soluciones a las ecuaciones de Hamilton
(5.21) y (5.22) obtenidas de la ecuación (5.57) están dadas por

px(z) = α, py(z) = β, (5.65)

x(z) = Q1 + 3(β2 − α2) + α(z +m), y(z) = Q2 + 6αβ + β(z +m). (5.66)

Como los rayos de luz dados por las ecuaciones (5.58) a (5.60) asociados con la función de
onda (5.64) en el espacio fase con coordenadas locales (x, y, px, py) están dadas por las
ecuaciones (5.65) y (5.66) con Q1 = 0 y Q2 = 0, entonces clásicamente podemos asociar
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a esta onda una familia de “part́ıculas”tal que al “tiempo”z = 0 sus posiciones están
determinadas por x(0) = 3(β2 − α2) +mα y y(0) = 6αβ +mβ.

En las figuras 5.7(b) y 5.7(c) se representan algunas trayectorias de las “part́ıcu-
las”(rayos) y su distribución (puntos coloreados) al tiempo z = cte para valores discretos
del momento lineal al incrementar en forma lineal a α y β. Nótese que las part́ıculas
de bajo momento lineal (puntos azules) se encuentran cercanos y dentro de la cáustica.
Algunos trabajos relacionados con la catástrofe elliptic umbilic, como sus dislocaciones y
su generación experimental pueden encontrarse en [53, 72, 35, 73, 74, 75].

(a)

(b) (c)
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Figura 5.7: (a) Cáustica elliptic umbilic. (b) Rayos de luz (rectas coloreadas) y superficie
cáustica asociados a la función de onda (5.64). En el inciso (c) se muestran las intersecciones
de los rayos de luz con los planos z = 0 y z = 4. La coloración de los puntos tiende del azul
al verde conforme el valor

√
α2 + β2 se incrementa. (d) Curvas asociadas a las ecuaciones

paramétricas (5.58)-(5.60) con z = 4 para valores discretos de α como función de β. (e)
Se muestra la evolución del patrón de intensidad.
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5.5.2. La catástrofe Hyperbolic Umbilic

Para el caso de la catástrofe Hyperbolic Umbilic, la condición (5.55) se reduce a

xf(α, β) + yg(α, β) + h(α, β) = C1α+ C2β + C3αβ + α3 + β3. (5.67)

La única solución que satisface las dos condiciones que hemos impuesto está dada por

Sn(r, α, β) = xα+ yβ − α2 + β2

2
z + nαβ + α3 + β3, (5.68)

siendo n un parámetro fijo. Los rayos y cáustica asociados a Sn(r, α, β) son

x = zα− 3α2 − nβ, (5.69)

y = zβ − 3β2 − nα, (5.70)

z = z. (5.71)

y

x± = β(3α− n)± α
√
n2 + 9(α− β)2, (5.72)

y± = α(3β − n)± β
√
n2 + 9(α− β)2, (5.73)

z± = 3(α+ β)±
√
n2 + 9(α− β)2, (5.74)

respectivamente. Para este caso, la función de onda (5.14) se reduce a

Ψn(r) = eiγΨHU (ξ, η, ζ) , (5.75)

donde

ΨHU (ξ, η, ζ) ≡
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ei[α

3+β3+ζαβ+ξα+ηβ]dαdβ. (5.76)

y

γ =
z

6

(
x+ y +

nz

6
− z2

9

)
,

ζ = n,

η = y +
z

6

(
n− z

2

)
,

ξ = x+
z

6

(
n− z

2

)
. (5.77)

En la figura 5.8(a) se muestra la cáustica asociada a la catástrofe elemental hyper-
bolic umbilic en el espacio de control con coordenadas locales C1, C2 y C3 junto con la
sección transversal C3 = n = cte, la cual determina la cáustica del haz (5.75) en z = 0.
En la figura 5.8(b) se ilustran los rayos dados por las ecuaciones (5.69) a (5.71) y en la
figura 5.8(c) se muestran los puntos iniciales y finales de los rayos sobre los planos z = 0
y z = cte > 0 para valores discretos e igualmente espaciados de α y β. En estos gráficos
se observa que la densidad de rayos se incrementa conforme nos acercamos a la cáustica.
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En la figura 5.8(d) se muestran las curvas asociadas a las ecuaciones paramétricas
(5.69)-(5.71) para valores discretos de α como función de β, lo cual revela que cuatro
rayos se intersectan sobre cada punto dentro de la cáustica tipo cusp (intersección de dos
curvas azules con dos curvas verdes), dos rayos se intersectan sobre cada punto entre las
cáusticas tipo fold y cusp (intersección de dos curvas verdes o de dos curvas azules), y
que no existen rayos fuera de la cáustica tipo fold. Por lo tanto, la cáustica tipo fold es el
ĺımite de la descripción geométrica del haz. Al igual que en los casos anteriores, la figura
5.8(e) muestra que la cáustica caracteriza cualitativamente el máximo absoluto del patrón
de intensidad. Cabe resaltar que la función de onda (5.75) pertenece a un subconjunto de
haces con la propiedad de ser no difractivos y acelerados. En efecto, para el caso especial
n = 0 este haz se reduce al bien conocido haz de Airy bidimensional [76, 77]

Ψ0(r) =
(2π)2

32/3
e

iz
6

(
x+y− z2

9

)
Ai

(
x− z2/12

31/3

)
Ai

(
y − z2/12

31/3

)
. (5.78)

Las soluciones a las ecuaciones de Hamilton (5.21) y (5.22) obtenidas de la ecua-
ción (5.68) están dadas por

px(z) = α, py(z) = β, (5.79)

x(z) = Q1 − 3α2 − nβ + zα, y(z) = Q2 − 3β2 − nα+ zβ. (5.80)

Como los rayos de luz dados por las ecuaciones (5.69) a (5.71) asociados con la función de
onda (5.75) en el espacio fase con coordenadas locales (x, y, px, py) están dadas por las
ecuaciones (5.79) y (5.80) con Q1 = 0 y Q2 = 0, entonces clásicamente podemos asociar
con esta onda una familia de “part́ıculas” tal que al “tiempo”z = 0 sus posiciones están
determinadas por x(0) = −3α2 − nβ y y(0) = −3β2 − nα.

En las figuras 5.8(b) y 5.8(c) se muestran algunas trayectorias de las “part́ıculas”
(rayos) y su distribución (puntos coloreados) al tiempo z = cte para valores discretos de
su momento lineal al incrementar linealmente α y β. Algunos trabajos relacionados con el
haz Huperbolic Umbilic, como sus dislocaciones, su patrón de difracción y su generación
experimental, pueden consultarse en [76, 78, 79].

5.5.3. La catástrofe Parabolic Umbilic

Para la catástrofe Parabolic Umbilic, la condición (5.55) se reduce a

xf(α, β) + yg(α, β) + h(α, β) = C1α+ C2β + C3α
2 + C4β

2 + αβ2 + α4. (5.81)

Para este ejemplo en particular tenemos dos formas de satisfacer las dos condiciones que
impusimos al principio de la sección, dadas por

Snt(r, α, β) = xα+ yβ − α2 + β2

2
z + nα2 + tβ2 + αβ2 + α4, (5.82)

Smt(r, α, β) = xα2 + yβ − α4 + β2

2
z +mα+ tβ2 + αβ2 + α4, (5.83)
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Figura 5.8: (a) Cáustica hyperbolic umbilic. (b) Rayos de luz (rectas coloreadas) y su-
perficie cáustica asociados a la función de onda (5.75). En el inciso (c) se muestran las
intersecciones de los rayos de luz con los planos z = 0 y z = 10. La coloración de los puntos
tiende del azul al verde conforme el valor

√
α2 + β2 se incrementa. (d) Curvas asociadas

a las ecuaciones paramétricas (5.69) a (5.71) con z = 10 para valores discretos de α como
función de β. (e) Se muestra la evolución del patrón de intensidad.

donde m, n y t son parámetros fijos.

Los rayos y cáustica asociados con Snt(r, α, β) están dados por

x = zα− 4α3 − β2 − 2nα, (5.84)

y = zβ − 2αβ − 2tβ, (5.85)

z = z. (5.86)

38
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y

x± = 2α3 + α2 − β2 + α(t− n)± α
√
∆, (5.87)

y± = β(n− t+ 6α2 − α±
√
∆), (5.88)

z± = n+ t+ 6α2 + α±
√
∆, (5.89)

respectivamente, donde

∆ = [n− t+ α(6α− 1)]2 + 4β2. (5.90)

En este caso, la función de onda (5.14) asociada con Snt(r, α, β) se reduce a

Ψnt(r) = ΨPU (ξ, η, ζ, λ), (5.91)

donde

ΨPU (ξ, η, ζ, λ) ≡
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ei[α

4+αβ2+λα2+ζβ2+ξα+ηβ]dαdβ (5.92)

y

λ = n− z

2
,

ζ = t− z

2
,

η = y,

ξ = x. (5.93)

En la figura 5.9(a) se muestra la cáustica asociada a la catástrofe parabolic umbi-
lic en el espacio de control con coordenadas locales C1, C2 y C3 con C4 = 2, junto con la
sección transversal C3 = cte (curva azul) la cual determina la cáustica del haz (5.91) en
z = 0. En la figura 5.9(b) se ilustran los rayos dados por las ecuaciones (5.84) a (5.86)
y en la figura 5.9(c) se muestran los puntos iniciales y finales de los rayos en los planos
z = 0 y z = cte > 0 para valores discretos e igualmente espaciados de α y β. En la figura
5.9(d) se muestran las curvas cuya forma paramétrica está dada por las ecuaciones (5.84)
a (5.86) para valores discretos de α como función de β. Esto revela que cinco rayos se
intersectan en cada punto dentro de la cáustica (intersección de dos curvas azules junto
con dos curvas verdes y una negra), tres rayos se intersectan en cada punto entre las
regiones cáusticas (intersección de una curva negra con dos curvas verdes) y solo un rayo
pasa sobre cada punto fuera de la región cáustica (curva negra). Al igual que en los casos
anteriores, la figura 5.9(e) muestra que la cáustica caracteriza cualitativamente el máximo
absoluto del patrón de intensidad.

Para la integral completa Snt(r, α, β) las soluciones a las ecuaciones de Hamilton
(5.21) y (5.22) están dadas por

px(z) = α, py(z) = β, (5.94)

x(z) = Q1 − 4α3 − β2 + α(z − 2n), y(z) = Q2 + β(z − 2(α+ t)). (5.95)

39
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Como los rayos de luz dados por las ecuaciones (5.84) a (5.86) asociados con la función de
onda (5.91) en el espacio fase con coordenadas locales (x, y, px, py) están dadas por las
ecuaciones (5.94) y (5.95) con Q1 = 0 y Q2 = 0, entonces clásicamente podemos asociar
a esta onda una familia de “part́ıculas”tal que al “tiempo”z = 0 sus posiciones están
determinadas por x(0) = −4α3 − β2 − 2nα y y(0) = −2β(α+ t).

En las figuras 5.9(b) y 5.9(c) se representan algunas trayectorias de las “part́ıcu-
las”(rayos) y su distribución (puntos coloreados) al tiempo z = 0 para valores discretos
del momento lineal al incrementar linealmente α y β.

(a)
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Figura 5.9: (a) Cáustica parabolic umbilic con C4 = 2. (b) Rayos de luz (rectas coloreadas)
y superficie cáustica asociados a la función de onda (5.91). En el inciso (c) se muestran las
intersecciones de los rayos de luz con los planos z = 0 y z = 6. La coloración de los puntos
tiende del azul al verde conforme el valor

√
α2 + β2 se incrementa. (d) Curvas asociadas

a las ecuaciones paramétricas (5.84) a (5.86) con z = 6 para valores discretos de α como
función de β. (e) Se muestra la evolución del patrón de intensidad.
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Por otra parte, los rayos y cáustica asociados con Smt(r, α, β) están dados por

x =
α3(2z − 4)− β2 −m

2α
, (5.96)

y = β(z − 2(α+ t)), (5.97)

z = z. (5.98)

y

x± =
8α3(α+ t− 1)− 5(β2 +m)±

√
∆

8α
, (5.99)

y± =
−β
(
8α3(α+ t− 1) + β2 +m∓

√
∆
)

8α3
, (5.100)

z± =
8α3(α+ t+ 1)− β2 −m±

√
∆

8α3
, (5.101)

respectivamente, donde

∆ =
[
m+ 8α3(α+ t− 1)

]2
+ 2

[
m+ 8α3(5α+ t− 1)

]
β2 + β4. (5.102)

Para este caso, la función de onda (5.14) se reduce a

Ψmt(r) = (1− z/2)−1/8ΨPU (ξ, η, ζ, λ), (5.103)

donde

λ = x(1− z/2)−1/2,

ζ = (1− z/2)1/4(t− z/2),
η = y(1− z/2)1/8,
ξ = m(1− z/2)−1/4. (5.104)

En la figura 5.10(a) se muestra la cáustica asociada a la catástrofe parabolic umbi-
lic en el espacio de control con coordenadas locales C1, C2 y C3 con C4 = 1,5 junto con la
sección transversal C1 = cte (curva azul), la cual determina la cáustica del haz (5.103) en
z = 0. En la figura 5.10(b) se ilustran los rayos dados por las ecuaciones (5.96) a (5.98) y
en la figura 5.10(c) se muestranlos puntos iniciales y finales de los rayos sobre los planos
z = 0 y z = cte > 0 para valores discretos e igualmente espaciados de α y β. En la figura
5.10(d) se muestran las curvas cuya expresión paramétrica está dada por las ecuaciones
(5.96) a (5.98) para valores discretos de α como función de β. Esto revela que cinco rayos
se intersectan en cada punto dentro de las cáusticas (intersección de dos curvas azules
con las curvas verde, negra y morada) , tres rayos se intersectan en cada punto entre las
cáusticas (intersección de dos curvas negras con una azul o verde) y solo un rayo pasa en
cada punto fuera de las cáusticas (curva azul). La figura 5.10(e) muestra que la cáustica
caracteriza cualitativamente el máximo absoluto del patrón de intensidad.
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Para la integral completa Smt(r, α, β) las soluciones a las ecuaciones de Hamilton
(5.21) y (5.22) están dadas por

px(z) = α2, py(z) = β, (5.105)

x(z) =
Q1 − 4α3(1− z/2)− β2 −m

2α
, y(z) = Q2 + β(z − 2(α+ t)). (5.106)

Como los rayos de luz dados por las ecuaciones (5.96) a (5.98) asociados con la función
de onda (5.103) en el espacio fase con coordenadas locales (x, y, px, py) están dadas por
las ecuaciones (5.105) y (5.106) con Q1 = 0 y Q2 = 0, entonces clásicamente podemos
asociar a esta onda una familia de “part́ıculas”tal que al “tiempo”z = 0 sus posiciones
están determinadas por x(0) = (−4α3 − β2 −m)/2α y y(0) = −2β(α+ t).

En las figuras 5.10(b) y 5.10(c) se muestran las trayectorias de las part́ıculas (ra-
yos) y su distribución (puntos coloreados) al tiempo z = cte para valores discretos del
momento lineal al incrementar en forma lineal α y β. Algunos trabajos sobre la obervación
de la catástrofe parabolic umbilic y sus propiedades matemáticas pueden consultarse en
[80, 81, 82].
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Figura 5.10: (a) Cáustica parabolic umbilic con C4 = 1,5. (b) Rayos de luz (rectas
coloreadas) y superficie cáustica asociados a la función de onda (5.103). En el inciso (c) se
muestran las intersecciones de los rayos de luz con los planos z = 0 y z = 1,9. La coloración
de los puntos tiende del azul al verde conforme el valor

√
α4 + β2 se incrementa. (d) Curvas

asociadas a las ecuaciones paramétricas (5.84) a (5.86) con z = 1,9 para valores discretos
de α como función de β. (e) Se muestra la evolución del patrón de intensidad.
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Caṕıtulo 6

Haces adifraccionales de electrones

La existencia de ondas de materia fue propuesta por primera vez por de Broglie en 1924
[83, 84]. Basándose en la descripción matemática del efecto fotoeléctrico de Albert Einstein,
el f́ısico francés relacionó la longitud de onda λdB de una part́ıcula con su momento lineal
p mediante la fórmula

λdB =
h

p
, (6.1)

donde h ≈ 6,626 × 10−34Js es la constante de Planck. Esta hipótesis fue confirmada
experimentalmente tres años después con la observación del fenómeno de difracción de
electrones [85, 86].

La evolución temporal de una part́ıcula está gobernada por la ecuación de Schrödinger,
formulación desarrollada por el f́ısico austriaco Erwin Schrödinger en 1927 [87]. El
estado de una part́ıcula se representa por una función escalar, Ψ, la cual determina la
probabilidad de detectar a una part́ıcula en una posición r en un tiempo particular t.
Para un electrón en el vaćıo, esta ecuación se reduce a

− ~2

2me
∇2Ψ(r, t) = i~

∂Ψ(r, t)

∂t
, (6.2)

donde ~ = h/2π es la constante de Planck reducida, y me ≈ 9,109×10−31kg es la masa del
electrón. Como los electrones deben satisfacer una ecuación de onda, entonces los haces
adifraccionales existen para los haces de electrones. Los ejemplos más estudiados de haces
de electrones teórica y experimentalmente son el haz de Airy y los haces Bessel [14, 13]. En
2014, Vincenzo Grillo et al. generaron los haces Bessel de electrones usando un holograma
de fase. Comprobaron las propiedades básicas de este haz, como son la invariancia de su
perfil de densidad de probabilidad en un plano transversal ante traslaciones a lo largo
de la dirección de propagación del haz, aśı como su capacidad de autoreconstrucción al
obstruirlo parcialmente. La función de onda de los haces Bessel de electrones es la siguiente

Φ(r, θ, z, t) = Jm(krr)e
i(kzz+mθ−ωt), (6.3)
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donde Jm(·) es la función de Bessel de orden m, (r, θ, z) corresponden a las coordenadas
ciĺındricas circulares, y k2 = k2r +k

2
z es el número de onda. Análogamente a la sección 2.2,

podemos dar una caracterización geométrica (o semiclásica) de estos haces a través de una
función S̃ que satisface la ecuación de Hamilton-Jacobi en el vaćıo. Los frentes de onda
(superficies de nivel de S̃) y cáustica de los haces Bessel de electrones son equivalentes a
los de la figura 4.2.

En el contexto de óptica geométrica, un campo óptico está caracterizado por una
familia uniparamétrica de frentes de onda, o equivalentemente por una familia de rayos de
luz y la cáustica. Los frentes de onda son superficies de nivel de una solución particular
de la ecuación eikonal en el medio donde el campo óptico está evolucionando y la cáustica
da una caracterización cualitativa del máximo de intensidad determinada por el campo
óptico. De las investigaciones sobre las aplicaciones de los frentes de onda, rayos de luz
y cáusticas, concluimos que la caracterización geométrica de un campo óptico dado es
un modelo aceptable si la cáustica da una descripción cualitativa del máximo de inten-
sidad de dicho campo óptico [17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33].

En 1979, Berry y Balazs mostraron que la ecuación de Schrödinger unidimensional
para una part́ıcula de masa m en el vaćıo admite una solución única, aparte de la onda
plana, en la forma de una función de Airy cuya densidad de probabilidad se propaga en
el vaćıo sin distorsión y con aceleración constante. Subrayaron que ambas propiedades
tienen un origen clásico; es decir, la propiedad de no dispersión del paquete de Airy está
determinada por una familia de órbitas representadas por una parábola en el espacio fase
que se traslada ŕıgidamente de acuerdo con las ecuaciones de Hamilton, y la aceleración
del paquete está determinada por la curvatura de la cáustica, envolvente de la familia de
ĺıneas de mundo en el espacio-tiempo. Es decir, estos autores dieron una caracterización
mecánica clásica del haz de Airy [9].

En 2013 fue reportada la generación del haz de Airy de electrones, comprobándose
su resistencia a la difracción, su aceleración durante su propagación en el espacio libre, y
su capacidad de auto reconstrucción [13].

Es importante remarcar que la cáustica da una descripción cualitativa del máximo
de la función de densidad de probabilidad de un haz de Airy. Sin embargo no lo determina
cuantitativamente. Es decir, la densidad de probabilidad evaluada sobre la cáustica no
toma el máximo valor.

6.1. Frentes de onda, acciones y cáusticas determinadas por
la densidad de probabilidad de un haz de Airy

El objetivo de esta sección es dar una descripción clásica (geométrica) y cuantitativa del
haz de Airy unidimensional. Es decir, vamos a usar a la Función de Densidad de Probabili-
dad de un haz de Airy para identificar sus máximos con un conjunto discreto de cáusticas
que están asociadas con un conjunto discreto de acciones S̃ de la ecuación de Hamilton-
Jacobi. Para este fin, vamos a partir de una solución Ψ de la ecuación de Schrödinger
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CAPÍTULO 6. HACES ADIFRACCIONALES DE ELECTRONES
6.1. FRENTES DE ONDA, ACCIONES Y CÁUSTICAS DETERMINADAS POR LA
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unidimensional para una part́ıcula de masa m en el vaćıo que fue construida como la
superposición de una familia de ondas planas determinadas por una integral completa
particular S(x, t, P ) de la ecuación de Hamilton-Jacobi y Laplace en el vaćıo. Vamos a
señalar que la transformación canónica generada por la integral completa S, de manera
natural, permite asociar a la solución Ψ: una familia biparamétrica de frentes de onda
(C,Q), una familia uniparamétrica Q de acciones S̃(x, t,Q) y una familia uniparamétrica
Q de cáusticas. Cuando el parámetro Q es cero, para el caso del haz de Airy se recuperan
los resultados obtenidos por Berry y Balazs. Sin embargo, si Q es distinto cero, las acciones
S̃(x, t,Q) ya no son soluciones de la ecuación de Hamilton-Jacobi en el vaćıo sino que son
soluciones a la ecuación de Hamilton-Jacobi para una part́ıcula sujeta a un potencial de
interacción U(x, t,Q). Los resultados generales son aplicados al haz de Airy, y los frentes
de onda, acciones, cáusticas y potenciales son expĺıcitamente determinados.

6.1.1. Soluciones de la ecuación de Schrödinger generadas por funcio-
nes que satisfacen la ecuación de Hamilton-Jacobi y Laplace si-
multáneamente

Siguiendo el trabajo de Torres del Castillo y Sosa Sánchez [88], y en forma análoga a los
caṕıtulos anteriores, una función de la forma ψ = exp(iS/~) es una solución exacta de la
ecuación de Schrödinger unidimensional para una part́ıcula libre de masa m

− ~2

2m

∂2ψ

∂x2
= i~

∂ψ

∂t
, (6.4)

si y solo si S es una solución de la ecuación de Hamilton-Jacobi y Laplace en el vaćıo, es
decir:

1

2m

(
∂S

∂x

)2

+
∂S

∂t
= 0, (6.5)

∂2S

∂x2
= 0. (6.6)

Una integral completa de la ecuación de Hamilton-Jacobi para una part́ıcula libre que
también satisface la ecuación de Laplace es

S(x, t, P ) = xP − P 2

2m
t+ g(P ), (6.7)

donde P es un parámetro real, y g(P ) es una función arbitraria de P . En estas condiciones
la función

ψ(x, t, P ) = O(P ) exp

[
i

~

(
xP − P 2

2m
t+ g(P )

)]
, (6.8)

donde O(P ) es una función real arbitraria, es una familia uniparamétrica de soluciones de
la ecuación de Schrödinger unidimensional para una part́ıcula libre de masa m. Aplicando
el principio de superposición, vamos a definir una nueva solución Ψ de la siguiente manera
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DENSIDAD DE PROBABILIDAD DE UN HAZ DE AIRY

Ψ(x, t) ≡
∫
D
O(P ) exp

[
i

~

(
xP − P 2

2m
t+ g(P )

)]
dP, (6.9)

donde D es una variedad unidimensional. Nótese que la solución (6.9) consta de la super-
posición de ondas planas de amplitud O(P ) y fase

Λ(x, t, P ) =
1

~

(
xP − P 2

2m
t+ g(P )

)
. (6.10)

6.1.2. Caracterización clásica de la nueva solución Ψ

Frentes de onda y la acción S̃

Siguiendo las ideas del caṕıtulo 1 y 2, vamos a asociar a la familia uniparamétrica de
soluciones (6.8) una familia biparamétrica de frentes de onda en el espacio-tiempo (x, t)
definida por todos los puntos del espacio que satisfacen

S(x, t, P ) = xP − P 2

2m
t+ g(P ) = C, (6.11)

donde C es un parámetro real. De la ecuación (6.11), concluimos que los frentes de onda
asociados con la familia de soluciones (6.8) son ĺıneas rectas y que en cada punto del espacio
pasan tantas ĺıneas como diferentes valores puede tomar el parámetro P (ver figura 6.1
para el haz de Airy). Vamos a asociarle a la nueva solución Ψ (ver ecuación (6.9) una
nueva familia de frentes de onda en el espacio-tiempo generada por la envolvente de los
frentes de onda (6.11), es decir, por todo el conjunto de puntos (x, t) que en adición con
la condición (6.11) también satisfacen

∂S(x, t, P )

∂P
= x− P

m
t+ g′ = 0, (6.12)

donde g′ = dg/dP . En estas condiciones, la forma paramétrica de la familia de frentes de
onda asociados con la solución (6.9) es

x =
2(C − g) + g′P

P
,

t =
2m[C − g + g′P ]

P 2
. (6.13)

(Ver figura 6.2 para el haz de Airy) Es importante remarcar que la envolvente de los
frentes de onda (6.11), cuya forma paramétrica está descrita por las ecuaciones (6.13), es
una nueva familia de frentes de onda ya que son las curvas de nivel de una nueva solución,
S̃, de la ecuación de Hamilton-Jacobi (6.5). Para obtener expĺıcitamente a la función S̃,
de la condición (6.12) debemos obtener P como función de (x, t), es decir
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Figura 6.1: Se muestran los frentes de onda descritos por las ecuaciones (6.11) y (6.32),
donde hemos usando el cambio de variable X = (Bx)/~2/3, T = (B2t)/(2m~1/3), P =
P/(B~1/3) y C = C/~; es decir, mostramos las curvas de nivel XP − P2T + P3/3 = C,
para P = −1, 1.

P = Γ(x, t), (6.14)

al sustituir este resultado en la ecuación (6.7), encontramos que la nueva solución S̃ se
define como

S̃(x, t) ≡ S(x, t,Γ(x, t)) = xΓ(x, t)− Γ2(x, t)

2m
t+ g(Γ(x, t)). (6.15)

Aplicando la ecuación (6.12), es fácil comprobar que, en efecto, la ecuación (6.15) es una
solución de la ecuación de Hamilton-Jacobi (6.5) con curvas de nivel (frentes de onda)
descritas por las ecuaciones (6.13). Esto significa que clásicamente la función de onda
(6.9) está caracterizada por la acción (6.15).

La cáustica asociada con Ψ

Desde un punto de vista matemático, los frentes de onda (6.13) están descritos por un
mapeo entre dos subconjuntos de R2, donde (C,P ) son las coordenadas locales del espacio
dominio y (x, t) son las coordenadas locales del espacio imagen. La cáustica asociada con
este mapeo vamos a calcularla de acuerdo con la siguiente definición (ver sección 1.4.1):

Definición: Sea h :M→N un mapeo diferencial, siendoM y N variedades diferencia-
bles. El conjunto de puntos en M donde h no es un mapeo uno a uno localmente se le
llama conjunto cŕıtico, y a la imagen del conjunto cŕıtico se le llama conjunto cáustico [42].
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Figura 6.2: Se muestran los frentes de onda (negro) determinados por las ecuaciones (6.11)
y (6.32), donde se ha aplicado el cambio de variable X = (Bx)/~2/3, T = (B2t)/(2m~1/3),
P = P/(B~1/3) y C = C/~; esto es, XP − P2T + P3/3 = C con: (a) C = −1, (b) C = 0
y (c) C = 1. Hemos incluido las envolventes (rojo) de estas familias de frentes de onda,
las cuales corresponden a los frentes de onda descritos por las ecuaciones (6.33); esto es,
X = 2C/P + P2/3, T = 2P/3 + C/P2.

Por lo tanto, el conjunto cŕıtico del mapeo (6.13), es decir, el conjunto de puntos
del espacio dominio con coordenadas locales (C,P ) tales que el mapeo no es localmente
uno a uno, está dado por

C = g − Pg′ + P 2

2
g′′, (6.16)

y el conjunto cáustico, el cual es la imagen del conjunto cŕıtico bajo el mapeo (6.13), es

xc = Pg′′ − g′,
tc = mg′′, (6.17)

Hasta este punto, hemos presentado un método para caracterizar clásicamente a la función
de onda Ψ dada por la ecuación (6.9), es decir, hemos obtenido su acción asociada S̃, sus
frentes de onda y cáustica. Por lo tanto, a partir de un procedimiento diferente al de
Berry y Balazs, obtendremos la caracterización clásica del haz de Airy, como veremos más
adelante.

6.1.3. Caracterización clásica de los máximos de la función de densidad
de probabilidad |Ψ|2

Al igual que en los caṕıtulos anteriores para los haces ópticos, es de esperarse que si
O(P ) = constante, entonces la cáustica asociada con la función de onda (6.9) nos dará
una caracterización cualitativa del máximo de la función de densidad de probabilidad.
Sin embargo, la cáustica no necesariamente determina en forma cuantitativa al máximo
supremo de la función de densidad de probabilidad. Además, la función de densidad de
probabilidad no necesariamente tiene un máximo sino una serie de máximos, como pude
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observarse de la figura 6.5 para el haz de Airy. En esta subsección, a partir de la transfor-
mación canónica generada por la integral completa (6.7) de la ecuación de Hamilton-Jacobi
para una part́ıcula libre de masa m, vamos a introducir una generalización de los resul-
tados de la subsección anterior. Es decir, a la función de onda (6.9) le vamos a asociar
una familia biparamétrica de frentes de onda (las cuales son las curvas de nivel de una
familia uniparamétrica de acciones) y una familia uniparamétrica de cáusticas que, para
el caso del haz de Airy, permitirán caracterizar en forma cualitativa y cuantitativa a todos
los máximos de la función de densidad de probabilidad, como mostraremos más adelante.
Veremos que cuando el parámetro Q que etiqueta frentes de ondas, acciones y cáusticas es
cero, los resultados obtenidos se reducen a los de la subsección anterior. Sin embargo, si
éste parámetro es diferente de cero, las acciones ya no satisfacen la ecuación de Hamilton-
Jacobi para una part́ıcula libre sino que satisfacen la ecuación de Hamilton-Jacobi para
una part́ıcula sujeta a un potencial, que en general, depende de la posición, del tiempo y
del parámetro Q.

Familia de frentes de onda y acciones

En el contexto de mecánica clásica, la integral completa (6.7) genera una transforma-
ción canónica del espacio fase con coordenadas locales (x, p) a un nuevo espacio fase con
coordenadas locales (Q,P ) dada por

Q =
∂S(x, t, P )

∂P
= x− P

m
t+ g′, (6.18)

p =
∂S(x, t, P )

∂x
= P. (6.19)

donde Q y P son constantes de movimiento para el problema de una part́ıcula libre. Como
la ecuación (6.12) es un caso especial de la ecuación (6.18), entonces la transformación
canónica, en forma natural, nos permite asociarle a la función de onda Ψ, una familia
biparamétrica de frentes de onda en el espacio-tiempo que satisfacen el siguiente sistema
de ecuaciones

S(x, t, P ) = xP − P 2

2m
t+ g(P ) = C, (6.20)

∂S(x, t, P )

∂P
= x− P

m
t+ g′ = Q. (6.21)

De las ecuaciones (6.20) y (6.21), es fácil mostrar que la forma paramétrica de la familia
biparamétrica de frentes de onda asociada con la solución (6.9) está dada por

x =
2(C − g) + (g′ −Q)P

P
,

t =
2m[C − g + (g′ −Q)P ]

P 2
. (6.22)

Es importante señalar que los frentes de onda (6.22) ya no son frentes de onda en el espacio
libre sino que son las curvas de nivel de soluciones a la ecuación de Hamilton-Jacobi con
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un potencial dado. Por lo tanto, estos frentes de onda pueden estar ligados con efectos
cuánticos del haz, es decir, pueden contener información acerca de los demás máximos de
la función de densidad de probabilidad. Para obtener dichos potenciales, vamos a obtener
la forma expĺıcita de la familia uniparamétrica de acciones S̃(x, t,Q):

De la ecuación (6.21), puede obtenerse localmente

P = Γ(x, t,Q). (6.23)

Al sustituir este resultado en la ecuación (6.7) hallamos que la familia uniparamétrica de
acciones S̃(x, t, P ) se define como

S̃(x, t,Q) ≡ S(x, t,Γ(x, t,Q)) = xΓ(x, t,Q)− Γ2(x, t,Q)

2m
t+ g(Γ(x, t,Q)). (6.24)

Por sustitución directa, es fácil comprobar que S̃(x, t, P ) es solución de la siguiente ecua-
ción de Hamilton-Jacobi

1

2m

(
∂S̃

∂x

)2

+ U(x, t,Q) +
∂S̃

∂t
= 0, (6.25)

donde

U(x, t,Q) ≡ − Q

2m

[
∂Γ

∂x

(
2Γ +Q

∂Γ

∂x

)
+ 2m

∂Γ

∂t

]
. (6.26)

Esto significa que, clásicamente, la función de onda (6.9) está caracterizada por una familia
de acciones (6.24) que contienen información clásica del comportamiento de los máximos
de la densidad de probabilidad.
Nótese que los frentes de onda (6.22) son las curvas de nivel de las acciones (6.24).

La familia de cáusticas

Es claro de la ecuaciones (6.22) que para un valor dado de Q obtenemos una familia
uniparamétrica de frentes de onda descritos por un mapeo entre dos subconjuntos de R2,
donde (C,P ) son las coordenadas locales del conjunto dominio y (x, t) son las coordenadas
locales del conjunto imagen. Por lo tanto, el conjunto cŕıtico del mapeo (6.22), es decir, el
conjunto de puntos del espacio dominio con coordenadas locales (C,P ) tales que el mapeo
(6.22) no es uno a uno localmente, está dado por

C = g + P (Q− g′) + P 2

2
g′′. (6.27)

Por lo tanto, el conjunto cáustico, que es la imagen del conjunto cŕıtico bajo el mapeo
(6.22), resulta ser

52
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xc = Q− g′ + Pg′′,

tc = mg′′. (6.28)

En esta subsección, hemos mostrado que la transformación canónica dada por las ecuacio-
nes (6.18) y (6.19), generada por la integral completa (6.7), permite asociarle a la función
de onda (6.9) una familia biparamétrica de frentes de onda (6.22), que son las curvas
de nivel de la familia uniparamétrica de acciones (6.24), que satisfacen la ecuación de
Hamilton-Jacobi (6.25) para una part́ıcula de masa m sujeta a un potencial (6.26) que
se reduce a cero si Q = 0. Es importante señalar que el parámetro Q, que surge de la
teoŕıa de Hamilton-Jacobi, es una coordenada del espacio fase, y por lo tanto puede tomar
valores en forma continua. Nótese que para el caso particular Q = 0, todos los resultados
de esta subsección se reducen a los resultados de la subsección anterior.

6.1.4. Caracterización clásica del haz de Airy

En esta subsección vamos a aplicar los resultados obtenidos en la sección 3.1.2 al haz de
Airy. Es decir, vamos a obtener la familia uniparamétrica de frentes de onda, la acción y
la cáustica que obtuvieron Berry y Balazs usando la aproximación asintótica de la función
de Airy. Para este fin, vamos a partir de la solución que hallaron estos autores [9]

Ψ(x, t) = Ai

[
B

~2/3

(
x− B3t2

4m2

)]
exp

[
i

(
B3tx

2m~
− B6t3

12m3~

)]
=

~2/3

2πB

∫ ∞

−∞
exp

[
i

(
kx− ~k2t

2m
+

~2k3

3B3

)]
dk, (6.29)

donde B es una constante positiva, y Ai(·) es la función de Airy. Al usar la fórmula de De
Broglie, k = P/~, en la expresión anterior, obtenemos lo siguiente

Ψ(x, t) =

∫ ∞

−∞

1

2π~1/3B
e

i
~

(
xP− P2

2m
t+ P3

3B3

)
dP. (6.30)

Por lo tanto, al comparar la expresión anterior con la ecuación (6.9) resulta que para el
haz de Airy se debe satifacer que

O(P ) =
1

2π~1/3B
, (6.31)

g(P ) =
P 3

3B3
. (6.32)

De las ecuaciones (6.13) y (6.32), resulta que la familia uniparamétrica de frentes de onda
asociada al haz de Airy está dada por

x =
2C

P
+

P 2

3B3
,

t = 2m

(
2P

3B3
+

C

P 2

)
. (6.33)
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Figura 6.3: Se muestran los frentes de onda determinados por las ecuaciones (6.33),
con X = (Bx)/~2/3, T = (B2t)/(2m~1/3), P = P/(B~1/3) y C = C/~; es decir, X =
2C/P +P2/3, T = 2P/3 + C/P2. También se muestra la cáustica (rojo) determinada por
la ecuación (6.36); es decir, Xc − T 2

c = 0. De estas figuras observamos que los frentes de
onda tienen singularidades sobre la curva cáustica.

Por otra parte, de las ecuaciones (6.16), (6.17) y (6.32), resulta que el conjunto cŕıtico y
cáustico asociado al haz de Airy es

C =
P 3

3B3
, (6.34)

y

xc =
P 2

B3
,

tc =
2mP

B3
, (6.35)

respectivamente. Es decir, la cáustica es una parábola en el espacio tiempo descrita por

xc −
B3t2c
4m2

= 0. (6.36)

En la figura 6.3 presentamos los frentes de onda (6.33) y la cáustica (6.36) asociados al
haz de Airy. De esta figura resulta claro que los frentes de onda tiene singularidades sobre
la cáustica, exactamente de la misma manera que en el contexto de óptica geométrica (ver
sección 1.4).
Por otra parte, la ecuación (6.14) resulta ser

P =
B3t±

√
B6t2 − 4B3m2x

2m
, (6.37)
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Figura 6.4: En este gráfico mostramos la relación entre x y p para diferentes instantes
de tiempo, determinados por la ecuación (6.40), donde hemos considerado el cambio de
variable X = (Bx)/~2/3, T = (B2t)/(2m~1/3) y P = P/(B~1/3); esto es, X − T 2 + (P −
T )2 = 0.

y, por lo tanto, la acción asociada al haz de Airy es

S̃(x, t) =
−1

12m3

[
B3t(B3t2 − 6m2x)±B3/2(B3t2 − 4m2x)3/2

]
. (6.38)

De esta acción se obtiene lo siguiente

p =
∂S̃±(x, t)

∂x
=
B3t

2m
± B3/2

2m

√
B3t2 − 4m2x, (6.39)

lo cual es equivalente a (ver figura 6.4)

x− B3t2

4m2
+

1

B3

(
p− B3t

2m

)2

= 0. (6.40)

Es decir, el haz de Airy está asociado con una familia de órbitas parabólicas en el espacio
fase que se trasladan ŕıgidamente de acuerdo con las ecuaciones de Hamilton-Jacobi para
una part́ıcula libre. Precisamente esta propiedad es lo que hace del haz de Airy una
solución única, ya que la parábola es la única curva que se traslada ŕıgidamente, condición
necesaria para que una función de onda evolucione sin distorsionarse.

Es importante señalar que Berry y Balazs, usando la aproximación asintótica del
haz de Airy, mostraron que el haz de Airy al tiempo t = 0 está caracterizado por la acción
S̃(x, 0) dada por la ecuación (6.38) evaluada en t = 0, luego, usando este resultado y la
solución de las ecuaciones de Hamilton para una part́ıcula libre obtuvieron la ecuación
(6.40) y la cáustica (6.36). Por otro lado, en esta subsección, usando el procedimiento
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Figura 6.5: Gráfica de la densidad de probabilidad, Ai2(Q), de un haz Airy, donde hemos
definido Q = (BQ)/~2/3. Los puntos en rojo corresponden a los puntos máximos de la
densidad de probabilidad, y el azul es la evaluación de la densidad de probabilidad en la
cáustica, para Q = 0. De esta gráfica notamos que el máximo supremo de la densidad de
probabilidad no coincide con la cáustica.

descrito en la sección 3.1.2, hemos obtenido la acción S̃(x, t) dada por la ecuación (6.38)
la cual es válida para cualquier tiempo, sin necesidad de recurrir a la aproximación
asintótica del haz de Airy.

La función de densidad de probabilidad del haz de Airy está dada por

|Ψ(x, t)|2 =
(
Ai

[
B

~2/3

(
x− B3t2

4m2

)])2

, (6.41)

al evaluarla sobre la cáustica, la expresión anterior se reduce a

|Ψ(xc, tc)|2 =
(
Ai

[
B

~2/3

(
xc −

B3t2c
4m2

)])2

= (Ai[0])2 = 0,1260, (6.42)

lo cual no corresponde con el máximo valor de la función de densidad de probabiliadad,
que es 0,2869 (ver figura 6.5), por lo tanto, la cáustica caracteriza solo en forma cualitativa
al máximo de la función de densidad de probabilidad.

Caracterización clásica de los máximos de la densidad de probabilidad de un
haz de Airy

De las ecuaciones (6.22), (6.27), (6.28) y (6.32), resulta que la familia biparamétrica de
frentes de onda, y la familia uniparamétrica del conjunto cŕıtico y cáustico asociados con
un haz de Airy son
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x =
2C

P
+

P 2

3B3
−Q,

t = 2m

(
2P

3B3
− Q

P
+

C

P 2

)
, (6.43)

C =
P 3

3B3
+ PQ, (6.44)

y

xc −
B3t2c
4m2

= Q, (6.45)

respectivamente. Por otra parte, la ecuación (6.23) resulta ser

P (x, t,Q) =
B3t±

√
B6t2 + 4B3m2(Q− x)

2m
, (6.46)

y, por lo tanto, la familia uniparamétrica de acciones (6.24) asociada al haz de Airy es

S̃(x, t,Q) =
−1

12m3

[
B3t(B3t2 − 6m2x)± [B3t2 − 2m2(Q+ 2x)]

√
B6t2 + 4B3m2(Q− x)

]
.

(6.47)

De esta ecuación, se obtiene lo siguiente

p̃ =
∂S̃±(x, t)

∂x
=
B3t

2m
± B3/2[B3t2 + 2m2(Q− 2x)]

2m
√
B3t2 + 4m2(Q− x)

, (6.48)

lo cual es equivalente a

(
p̃− B3t

2m

)2

=
B3

4m2

(√
B3t2 + 4m2(Q− x)− 2m2Q√

B3t2 + 4m2(Q− x)

)2

. (6.49)

De las ecuaciones (6.23), (6.26) y (6.46), puede mostarse que la familia uniparamétrica de
potenciales asociados con el haz de Airy está dada por

U(x, t,Q) =
B3Q2

8m
(
x− B3t2

4m2 −Q
) . (6.50)

El resultado principal de esta sección consiste en mostrar que la densidad de probabilidad
del haz de Airy dada por la ecuación (6.41), en forma natural, determina un conjunto

57
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discreto de valores Qn del parámetro Q. Es decir, vamos a pedir que la densidad de
probabilidad del haz de Airy evaluada sobre la familia uniparamétrica de cáusticas,

|Ψ(xc, tc)|2 =

(
Ai

[
B

~2/3

(
xc −

B3t2c
4m2

)])2

=

(
Ai

[
BQn

~2/3

])2

, (6.51)

sea igual a los máximos de la función |Ψ(x, t)|2. Por lo tanto, si la función de Airy [Ai(Q)]2
tiene un máximo en Qn, entonces

Qn ≡
~2/3Qn

B
. (6.52)

Es decir, en forma natural, hemos asociado a los máximos de la función de densidad de
probabilidad del haz de Airy un conjunto de sistemas Hamiltonianos descritos por las
siguientes funciones de Hamilton

Hn(x, p, t) =
p2

2m
+

B3Q2
n

8m
(
x− B3t2

4m2 −Qn

) . (6.53)

Con el fin de mostrar de forma conveniente los resultados obtenidos para el haz de
Airy, vamos a introducir los siguientes parámetros adimensionales: X = (Bx)/~2/3,
T = (B2t)/(2m~1/3), P = P/(B~1/3), C = C/~, Q = (BQ)/~2/3, U = (8mU)/(B2~2/3) y
P̃ = p̃/(B~1/3) . Por ejemplo, usando estos nuevos parámetros, de las ecuaciones (6.50) y
(6.52) resulta que los potenciales determinados por los máximos de la función de densidad
de probabilidad de un haz de Airy pueden reescribirse de la siguiente manera

Un =
Q2

n

X − T 2 −Qn
. (6.54)

En la figura 6.6, se muestra la función de densidad de probabilidad del haz de Airy (6.41)
y cuatro cáusticas que satisfacen la ecuación (6.45). En la figura 6.7, presentamos los
potenciales determinados por los primeros tres máximos del haz de Airy. En la figura 6.8
presentamos los frentes de onda y la cáustica determinados por el primer máximo de la
densidad de probabilidad del haz de Airy dados por las ecuaciones (6.43), (6.45) y (6.52).
Cabe señalar que los frentes de onda asociados con los máximos de la función de densidad
de probabilidad del haz de Airy no tienen singularidades sobre la cáustica, como se observa
de las figuras 6.8 y 6.9. En la figura 6.10 presentamos la familia de orbitas determinada por
la ecuación (6.49) para los tres primeros máximos de la función de densidad de probabilidad
y para algunos valores discretos de tiempo t.
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CAPÍTULO 6. HACES ADIFRACCIONALES DE ELECTRONES
6.1. FRENTES DE ONDA, ACCIONES Y CÁUSTICAS DETERMINADAS POR LA
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Figura 6.6: Grafico de densidad de la densidad de probabilidad de un haz de Airy descrito
por la ecuación (6.41), donde hemos considerado el cambio de variable X = (Bx)/~2/3,
T = (B2t)/(2m~1/3) y Q = (BQ)/~2/3; esto es, [Ai(X − T 2)]2. Además se muestran
cuatro cáusticas descritas por la ecuación (6.45); es decir por la ecuación X − T 2 = Qn

para los valores particularesQ0 = 0 (azul),Q1 = −1,0188 (rojo) determinado por el primer
máximo, Q2 = −3,2482 (rojo) determinado por el segundo máximo, y Q3 = −4,8201 (rojo)
determinado por el tercer máximo.

HaL HbL HcL

Figura 6.7: Gráficos de los potenciales determinados por los máximos de la densidad
de probabilidad de un haz de Airy (ecuación (6.54)) para los valores particulares (a)
Q1 = −1,0188 (primer máximo), (b) Q2 = −3,2482 (segundo máximo) y (c) Q3 = −4,8201
(tercer máximo).
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Figura 6.8: Frentes de onda y cáustca (rojo) determinados por el primer máximo de la
densidad de probabilidad de un haz de Airy dados por las ecuaciones (6.43), (6.45) y
(6.52) con el cambio de variable X = (Bx)/~2/3, T = (B2t)/(2m~1/3), P = P/(B~1/3),
C = C/~ y Q = (BQ)/~2/3; esto es, los frentes de onda X = 2C/P + P2/3 − Q1, T =
2P/3 − Q1/P + C/P2 y la cáustica X − T 2 = Q1 con Q1 = −1,0188. Nótese que estos
frente de onda no son singulares sobre la curva cáustica.
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Figura 6.9: Frentes de onda (negro) y cáustica (rojo) determinados por los primeros tres
máximos de la densidad de probabilidad de un haz de Airy, descritos por las ecuaciones
(6.43), (6.45) y (6.52), con X = (Bx)/~2/3, T = (B2t)/(2m~1/3), P = P/(B~1/3), C = C/~
y Q = (BQ)/~2/3; esto es, los frentes de onda X = 2C/P + P2/3 − Qn, T = 2P/3 −
Qn/P + C/P2 y las cáusticas X − T 2 = Qn con: (a) Q1 = −1,0188 (primer máximo), (b)
Q2 = −3,2482 (segundo máximo) y (c) Q3 = −4,8201 (tercer máximo).
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Figura 6.10: Se muestra la relación entre x y p̃ para diferentes instantes de tiempo,
descritos por las ecuaciones (6.49) y (6.52), con X = (Bx)/~2/3, T = (B2t)/(2m~1/3), Q =
(BQ)/~2/3 y P̃ = p̃/(B~1/3); esto es, (P̃−T )2 = (

√
T 2 +Qn −X−Qn/2

√
T 2 +Qn −X )2

para: (a) Q1 = −1,0188 (primer máximo), (b) Q2 = −3,2482 (segundo máximo) y (c)
Q3 = −4,8201 (tercer máximo).
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Caṕıtulo 7

Comparación de la cáustica con
los ceros del potencial de
Madelung-Bohm

La descripción geométrica de una función de onda es una herramienta útil para el estudio
de la propagación de ondas en óptica y mecánica cuántica, e incluso en el contexto de
la relatividad general. En todos estos campos de estudio, la cáustica juega un papel
importante en la propagación de los rayos ya que no solo caracteriza la región de máxima
contribución de la intensidad sino que también determina la estabilidad de un haz [89] y
además describe la parte más clásica de una onda en el sentido de que su evolución está
gobernada por la ecuación de Hamilton-Jacobi, como lo hemos mostrado en el caṕıtulo 3.
Por otro lado, las ecuaciones de Madelung-de Broglie-Bohm de la mecánica cuántica
también nos permiten asociarle a una onda una descripción clásica a través de una
ecuación de Hamilton-Jacobi modificada, la cual contiene un término adicional (en com-
paración con la bien conocida ecuación de Hamilton-Jacobi) que llamaremos el potencial
de Madelung-Bohm [90, 91]. Si los valores que toma el potencial de Madelung-Bohm
son insignificantes en comparación con la “enerǵıa clásica” del sistema f́ısico, entonces la
ecuación de Hamilton-Jacobi gobierna el sistema (sistema macroscópico). Sin embargo,
a nivel cuántico, la ecuación de Hamilton-Jacobi también se recupera sobre puntos del
espacio-tiempo donde el potencial de Madelung-Bohm es cero. En este sentido, decimos
que los ceros del potencial de Madelung-Bohm corresponden a la contraparte más clásica
de una función de onda.

El objetivo principal de este caṕıtulo es comparar las descripciones clásicas deter-
minadas por la aproximación geométrica, la cáustica, con respecto a las ecuaciones de
Madelung- de Broglie-Bohm, los ceros del potencial de Madelung-Bohm, asociados con
una solución de la ecuación de Schrödinger. Vamos a mostrar que las funciones de onda
que tienen asociada una cáustica tipo fold son los haces más “clásicos” ya que los ceros
del potencial de Madelung-Bohm coinciden con la cáustica. Para otro tipo de haces, el
potencial de Madelung-Bohm es en general distinto de cero sobre la cáustica. Vamos a
verificar estos resultados para el haz de Airy y Pearcey, los cuales de acuerdo con la teoŕıa
de catástrofes, tienen una cáustica estable.
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7.1. CARACTERIZACIÓN GEOMÉTRICA DE UNA FUNCIÓN DE ONDA

7.1. Caracterización geométrica de una función de onda

En los caṕıtulos anteriores hemos descrito el procedimiento para obtener la descripción
geométrica de una función de onda de la forma

Φ(x, t) =

∫
R
O(P )eiS(x,P,t)/~dP. (7.1)

Si S(x, P, t) es una solución de la ecuación de Hamilton-Jacobi y la ecuación de Laplace,
entonces Φ(x, t) satisface la ecuación de Schrödinger, donde O(P ) es una función real
y arbitraria. Bajo estas condiciones, los rayos asociados con la función de onda (7.1)
corresponden al conjunto de puntos que hacen estacionaria a la función S(x, P, t), es decir,

∂S

∂P
= 0, (7.2)

y la cáustica corresponde al conjunto de puntos que satisfacen la ecuación anterior y

∂2S

∂P 2
= 0. (7.3)

La función principal de Hamilton asociada con la función de onda Φ, que denotaremos por
S̃, se obtiene como sigue. De la ecuación (7.2) se obtiene localmente que

P = P (x, t), (7.4)

luego definimos

S̃(x, t) ≡ S(x, P (x, t), t). (7.5)

Bajo estas condiciones, S̃ y S satisfacen la misma ecuación de Hamilton-Jacobi. Por esta
razón definimos los frentes de onda geométricos de Φ como las curvas de nivel de S̃. Si
la función de onda se propaga en el vaćıo, entonces el conjunto de puntos singulares de
los frentes de onda geométricos se encuentran sobre la cáustica, la cual caracteriza la
región de máxima contibución a la función de densidad de porbabilidad, y su estructura
determina la estabilidad del haz [89]. Del caṕıtulo 3 sabemos que la cáustica representa
la descripción más clásica del haz Φ ya que su evolución está gobernada por la ecuación
de Hamilton-Jacobi.
Vale la pena resaltar que la cáustica representa la región de transición en la que el número
de rayos que se intersectan en un mismo punto del espacio-tiempo, cambia. Esto puede
deducirse de las ecuaciones (7.2) y (7.3) ya que la cáustica es la envolvente de los rayos.

7.2. Una visión general de las ecuaciones de Madelung-de
Broglie-Bohm

Cualquier función de onda puede reprentarse en su forma polar como

ψ(r, t) = R(r, t)eiSMB(r,t)/~, (7.6)
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donde R y SMB son funciones reales dos veces diferenciables. En consecuencia, la ecuación
de Schrödinger equivale a un sistema de dos ecuaciones las cuales se obtienen de su parte
real e imaginaria:

∇ ·
(
R2(r, t)

∇SMB(r, t)

m

)
=
∂R2(r, t)

∂t
, (7.7)

1

2m
(∇SMB(r, t))

2 + V (r) +
∂SMB(r, t)

∂t
− ~2

2m

∇2R(r, t)

R(r, t)
= 0. (7.8)

La ecuación (7.7) es la ecuación de continuidad de la función de densidad de probabilidad
R2(r, t), con densidad de corriente de probabilidad dada por J = R2(r, t)∇SMB(r, t)/m,
mientras que la ecuación (7.8) a veces se denomina como la ecuación de Hamilton-Jacobi-
Madelung. Esta formulación matemática fue introducida por primera vez por Madelung en
su interpretación hidrodinámica de la mecánica cuántica [90], y después fue redescubierta
por David Bohm en su interpretación alternativa de la mecánica cuántica en términos de
variables ocultas [91], en la cual la idea de una onda piloto que controla el movimiento
de una part́ıcula en forma determinista, propuesta por De Broglie en 1917, fue retomada.
En este caṕıtulo, definiremos el “termino cuántico” adicional de la ecuación (7.8) como el
potencial de Madelung-Bohm Q(r, t):

Q(r, t) ≡ − ~2

2m

∇2R(r, t)

R(r, t)
. (7.9)

De la ecuación (7.8) resulta claro que la ecuación de Hamilton-Jacobi “macroscópica” se
recupera si el potencial de Madelung-Bohm es insignificante en comparación con la “enerǵıa
clásica” de la part́ıcula (un valor suficientemente grande de la masa de la part́ıcula puede
dar lugar a esta aproximación, como puede apreciarse de la ecuación (7.9)). Sin embargo, a
nivel cuántico, sobre los puntos del espacio tiempo, (r, t), donde el potencial de Madelung-
Bohm es cero, la ecuación de Hamilton-Jacobi usual se recupera. En este sentido, decimos
que los ceros del potencial de Madelung-Bohm corresponden a la contraparte clásica de
una función de onda, de aqúı la importancia de compararla con la región cáustica. Por otro
lado, de la ecuación (7.9) deducimos que los ceros del potencial de Madelung-Bohm son
puntos de curvatura cero de la ráız cuadrada de la función de densidad de probabilidad
(pero no necesariamente todos los puntos de curvatura cero debido a la presencia de la
función R(r, t) en el denominador) para cada valor particular de t. Esto sugiere que, en
forma análoga a la cáustica, las curvas generadas por los ceros del potencial de Madelung-
Bohm dan una caracterización cualitativa de la función de densidad de probabilidad.

7.3. Interacción de ondas planas en el vaćıo

La función de onda asociada con una part́ıcula en una dimensión con momento clásico P
está dada por

ψ(P )(x, t) = eiSf (x,P,t)/~, (7.10)
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donde

Sf (x, P, t) = xP − P 2

2m
t+ f(P ), (7.11)

satisface la ecuación de Hamilton-Jacobi para una part́ıcula libre y la ecuación de Laplace,
y f(P ) es una función real arbitraria dos veces difrenciable. De las ecuaciones (7.9) y (7.10),
resulta claro que el potencial de Madelung-Bohm asociado con una onda plana es cero.
Por otra parte, la función de onda asociada con la superposición de dos ondas planas con
momento P y P +∆P esta dada por

ψ(P )(x, t) + ψ(P+∆P )(x, t) = ψ(P )(x, t)
(
1 + eiS∆P (x,P,t)/~

)
, (7.12)

donde hemos definido S∆P como

S∆P (x, P, t) ≡ x∆P −
(
(∆P )2

2m
+
P∆P

m

)
t+ f(P +∆P )− f(P ). (7.13)

De acuerdo con la ecuación (7.9) el potencial de Madelung-Bohm asociado con la ecuación
(7.12) es

QI(x, t) =
(∆P )2

8m
, (7.14)

el cual tiene un valor constante. Vamos a definir el resultado anterior como el potencial
de interacción QI asociado a la superposición de dos ondas planas. Si ambas ondas tienen
el mismo momento (esto es, ∆P = 0) entonces QI(x, t) = 0, lo que equivale a tener solo
una onda plana, por lo tanto no hay auto interacciones.

Para el caso de la superposición de tres ondas planas con momento P , P + ∆P y
P +∆P ′, la función de onda es

ψ3(x, t) = ψ(P )(x, t) + ψ(P+∆P )(x, t) + ψ(P+∆P ′)(x, t). (7.15)

Puede mostrarse que el potencial de interacción (potencial de Madelung-Bohm) asociada
a la función de onda anterior es

QI(x, t) =
A(x, t)R2(x, t)−B(x, t)2

2mR4(x, t)
, (7.16)

donde A(x, t), B(x, t) y R2(x, t) = |ψ3(x, t)|2 están dados por

A(x, t) = (∆P )2 cos

(
S∆P (x, P, t)

~

)
+ (∆P ′)2 cos

(
S∆P ′(x, P, t)

~

)
+ (∆P −∆P ′)2 cos

(
∆′(x, P, t)

~

)
, (7.17)
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Figura 7.1: (a) Superposición de dos ondas planas con momento P = 1 y P = 2. (b)
Superposición de dos ondas idénticas de momento P = 1 con una tercera onda de momento
P = 3. (c) Superposición de tres ondas planas con momento P = 1, P = −1 y P = 2.
Las ĺıneas punteadas muestran los ceros del potencial de Madelung-Bohm. Para todos
los casos, en la ecuación (7.10) se toma f(P ) = 0. Para estos gráficos hemos definido
X = Bx/~2/3, T = B2t/2m~1/3 y P = P/B~1/3, donde B es una constante arbitraria
positiva de unidades (kg2m/s2)1/3.

B(x, t) = (∆P ) sin

(
S∆P (x, P, t)

~

)
+ (∆P ′) sin

(
S∆P ′(x, P, t)

~

)
+ (∆P −∆P ′) sin

(
∆′(x, P, t)

~

)
, (7.18)

y

R2(x, t) = 1 + 8 cos

(
S∆P

2~

)
cos

(
S∆P ′

2~

)
cos

(
S∆P − S∆P ′

2~

)
.

(7.19)

respectivamente, donde hemos definido ∆′(x, P, t) como

∆′(x, P, t) = S∆P (x, P, t)− S∆P ′(x, P, t). (7.20)

En este caso, los ceros del potencial (7.16) resultan en curvas uno-dimensionales que rodean
los máximos de la función de densidad de probabilidad como se muestra en las figuras
7.1(b) y 7.1(c). Es decir, el potencial de interacción QI asociado a la superposición de tres
ondas depende de las coordenadas (x, t).

Ahora consideremos una función de onda Φ construida como una superposición infinita de
ondas planas como sigue

Φ(x, t) =

∫ ∞

−∞
eiSf (x,P

′,t)/~dP ′ = ĺım
∆P→0

∆P

∞∑
k=−∞

ψ(P+k∆P )(x, t), (7.21)
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donde P toma un valor real constante arbitrario. Si aplicamos la propiedad de la ecuación
(7.12), la sumatoria de la ecuación anterior puede reescribirse de la siguiente forma

∞∑
k=−∞

ψ(P+k∆P )(x, t) = ĺım
k→−∞

ψ(P+k∆P )(x, t)

+
∞∑

k=−∞
ψ(P+k∆P )(x, t) exp

(
i

~
S∆P (x, P + k∆P, t)

)
. (7.22)

Esto es, cada elemento de la sumatoria corresponde a la superposición de dos ondas planas
“cercanas” con momento P + k∆P y P +(k+1)∆P . Suponiendo que ∆P ≪ 1 (con el fin
de obtener una buena aproximación de la ecuación (7.21)), la ecuación (7.13) se reduce a
lo siguiente

S∆P (x, P + k∆P, t) = ∆P

(
∂S1(x,P, t)

∂P

)
P=P+k∆P

. (7.23)

Por lo tanto, podemos aproximar a la función de onda Φ a

Φ ≈ ∆P
∞∑

k=−∞
ψ(P+k∆P )(x, t)e

i∆P
(

∂S1(x,P,t)
∂P

)
P=P+∆P , (7.24)

donde el primer término del lado derecho de la ecuación (7.22) puede despreciarse
en comparación con la sumatoria, ya que su valor se encuentra sobre una circunfe-
rencia unitaria en el plano complejo (ver ecuación (7.10)), y la igualdad se satisface
en el ĺımite ∆P → 0. De los caṕıtulos anteriores ya sabemos que para la función de
onda Φ(x, t) la condición ∂Sf (x, P, t)/∂P = 0 determina los rayos o las trayectorias
semiclásicas asociadas con el haz. Las dos últimas ecuaciones sugieren que la noción
de rayos emerge cuando los frentes de onda planos se encuentran muy cerca uno del
otro con respecto a su momento. Aśı, en el ĺımite ∆P → 0 dos rayos cercanos pasan a
ser infinitesimalmente adyacentes, y su punto de intersección (si existe) pasa a formar
la cáustica del haz. En lo que sigue, nos vamos a restringir al estudio de haces con cáustica.

En este punto es importante hacer notar las dos formas fundamentales en las que
los rayos pueden organizarse sobre la cáustica durante su propagación. En el primer caso,
sobre cada punto de la cáustica pasan solamente dos rayos tangentes como se muestra en
la figura 7.2(a); es claro que esta condición la satisface la catástrofe tipo fold (ver sección
3.4.1). Para el segundo caso, existe un tercer rayo (o incluso más) que cruza la cáustica
en cada punto sobre esta. Es decir, en cada punto sobre la cáustica pasan dos rayos
tangentes y uno adicional (o más) que cruza a la cáustica en ese mismo punto, como se
muestra en la figura 7.2(b).

Es importante señalar que desde el punto de vista ondulatorio, las cáusticas son
regiones donde la función de onda cambia de un comportamiento oscilatorio, debido a un
efecto fuerte de interferencia, a un decaimiento exponencial sobre la región de “sombra”
de la función de densidad de probabilidad, debido a un campo evanescente. Desde el
punto de vista geométrico, las cáusticas son las regiones en las que los rayos se enfocan,
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y por lo tanto caracterizan la región de máxima contribución de la función de densidad
de probabilidad [92, 93, 94]. Entonces un análisis sobre la distribución de los rayos cerca
de la región cáustica podŕıa permitirnos deducir algunas propiedades sobre la función de
densidad de probabilidad, como veremos a continuación.

En el primer caso, sobre cada punto de la cáustica pasan dos rayos paralelos aso-
ciados con dos ondas planas paralelas. Entonces, de acuerdo con la ecuación (7.14), el
potencial de Madelung-Bohm es cero sobre la cáustica, y por lo tanto, la ecuación de
Hamilton-Jacobi se recupera sobre estos puntos. Por lo tanto, las funciones de onda con
este tipo de cáustica son los “haces más clásicos”, porque la evolución de la cáustica
y de los ceros del potencial de Madelung-Bohm está gobernada por la ecuación de
Hamilton-Jacobi (ver caṕıtulo 3). Además, la evolución en el tiempo de los puntos
máximos y mı́nimos de la función de densidad de probabilidad viajan junto con la
cáustica, dando lugar a un patrón de interferencia uniforme sobre el espacio (x, t) (ver,
por ejemplo, la figura 7.3). En efecto, la función de densidad de probabilidad en la
vecindad de un máximo global siempre tiene forma de una función de Airy, ya que esta
es la manifestación de la catástrofe tipo fold [95].
Para el segundo caso, debido a la existencia de un tercer rayo (o incluso más), el potencial
de Madelung-Bohm es en general distinto de cero sobre la cáustica, y a diferencia del
primer caso, la función de densidad de probabilidad tiene un patrón de interferencia no
uniforme en el sentido de que los puntos máximos y mı́nimos no viajan junto con la
cáustica durante su evolución en el tiempo (ver, por ejemplo, la figura 7.4). Por lo tanto,
estrictamente hablando, no hay una descripción clásica para un patrón de interferencia
no uniforme.

En las secciones siguientes, vamos a analizar un ejemplo para cada uno de los ca-
sos estudiados en esta sección: el haz de Airy y Pearcey unidimensional, cuya cáustica, de
acuerdo con la teoŕıa de catástrofes, es estable.

7.4. El haz de Airy

La función de onda asociada al haz de Airy en una dimensión está dada por [9]

ΦA(x, t) = Ai

[
B1

~2/3

(
x− B3

1t
2

4m2

)]
e
i

(
B3
1tx

2m~ − B6
1t

3

12m3~

)
, (7.25)

donde Ai(·) es la función de Airy, y B1 es una constante arbitraria positiva de unidades
(Kg × m1/2 × s−1)2/3. Por lo tanto, de acuerdo con la ecuación (7.9), el potencial de
Madelung-Bohm es

Q(x, t) =
B6

1t
2 − 4B3

1m
2x

8m3
. (7.26)

Por otro lado, el haz de Airy puede descomponerse en términos de ondas planas como
sigue

ΦA(x, t) =
1

2π~1/3B1

∫ ∞

−∞
e

i
~

(
xP− P2

2m
t+ P3

3B3
1

)
dP. (7.27)
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Figura 7.2: (a) Un haz para el cual dos rayos pasan en cada punto de su cáustica en forma
tangente. (b) Un haz para el cual existe un tercer rayo (o incluso podŕıan ser más) en cada
punto de la cáustica que lo cruza. Para ambas figuras, la cáustica corresponde a la curva
azul.

Por lo tanto, para este haz

Sf (x, P, t) = xP − P 2

2m
t+

P 3

3B3
1

, (7.28)

y de los puntos estacionarios de Sf obtenemos

P (x, t) =
B3

1t

2m
±
√
B6

1t
2 − 4B3

1m
2x

2m
, (7.29)

por lo que la descripción semiclásica de este haz está dada por

S̃f (x, t) = Sf (x, P (x, t), t) =

(
B3

1tx

2m
− B6

1t
3

12m3

)
∓ B

3/2
1

12m3

(
B3t2 − 4m2x

)3/2
. (7.30)

La ecuación de la cáustica está dada por

B6
1t

2 − 4B3
1m

2x = 0, (7.31)

la cual se deduce directamente de la ecuación (7.29), ya que la cáustica es la región de
transición de cero a dos rayos. De las ecuaciones (7.26) y (7.31) es fácil verificar que el
potencial de Madelung-Bohm es cero sobre la cáustica. En la figura 7.3 se ilustran la
función de densidad de probabilidad, los rayos, la cáustica y los ceros del potencial de
Bohm asociados al haz de Airy.
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Figura 7.3: (a) Función de densidad de probabilidad del haz de Airy y sus rayos asociados.
(b) Se muestran los ceros del potencial de Madelung-Bohm (ĺınea roja punteada) y la
cáustica (curva azul). Para estos gráficos hemos definido X1 = B1x/~2/3, T1 = B2

1t/2m~1/3
y P1 = P/B1~1/3.

En este punto es importante poner atención en el contenido de la descripción se-
miclásica del haz de Airy. Nótese que el primer término de la ecuación (7.30) corresponde
a la fase f́ısica del haz multiplicado por ~, mientras que el segundo término de la ecuación
(7.30) es cero sobre la cáustica. Es decir, los frentes de onda f́ısicos y geométricos coinciden
en la cáustica. Por lo tanto, la fase f́ısica del haz de Airy puede generarse desde una
perspectiva geométrica. Este hecho tiene su origen en las caracteŕısticas de la integral
(7.27) ya que el cambio de variable

U = P − B3
1t

2m
, (7.32)

donde el último término puede deducirse del primer término de la ecuación (7.29), ya que
P (x, t) es una función univaluada sobre la cáustica, permite transformar la representación
integral de este haz en su forma polar como se muestra en la ecuación (7.25). En estas
condiciones, la fase f́ısica del haz puede calcularse mediante

Sf (x, P − U, t)
~

=
B3

1tx

2m~
− B6

1t
3

12m3~
. (7.33)

Es bien sabido que cerca de una cáustica tipo fold la función de onda puede aproximarse
a una función de Airy, la cual es una función real. Por lo tanto, deben existir haces tales
que su fase pueda determinarse mediante una ecuación del tipo (7.33). En efecto, todos
los resultados mostrados en esta sección también pueden verificarse para los haces Bessel,
los cuales tienen una cáustica tipo fold. Un cálculo directo muestra que para los haces
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Bessel la cáustica (circunferencias de radio m como se mostró en el caṕıtulo 2, donde
m es un número entero que denota el orden del haz Bessel) y los ceros del potencial
de Madelung-Bohm coinciden, curiosamente separando la región donde el fenómeno de
superoscilación ocurre de donde no [15, 96, 97].

En el caṕıtulo 4 hemos mostrado que es posible asociar una descripción geométrica
(o semiclásica) a todos los máximos de la función de densidad de probabilidad de los
haces de Airy. Recientemente Adrinana González Juárez y Gilberto Silva Ortigoza [98]
mostraron que esto también es posible para los haces Bessel, a través de una generalización
de la ecuación de los rayos que surge de forma natural en la teoŕıa de Hamilton-Jacobi:

∂S

∂P
= L, (7.34)

donde L es un parámetro real que permite generar una familia de cáusticas que permiten
caracterizar todos los máximos y mı́nimos de la función de densidad de probabilidad. Este
resultado podŕıa estar ı́ntimamente relacionado con el resultado de la ecuación (7.33): el
hecho de que los frentes de onda f́ısicos y geométricos coinciden sobre la cáustica podŕıa
permitir construir una descripción completa de este tipo de haces.

7.5. El haz de Pearcey

El haz de Pearcey unidimensional se define como la superposición infinita de ondas planas
de la siguiente manera

ΦPe(x, t) =

∫ ∞

−∞
exp

[
i

~

(
xP − P 2

2m
t+

P 4

4B4
2

)]
dP, (7.35)

donde B2 es una constante positiva arbitraria de unidades (kg3m2/s3)1/4. De la expresión
anterior, podemos identificar a la función Sf (x, P, t) como

Sf (x, P, t) = xP − P 2

2m
t+

P 4

4B4
2

, (7.36)

por lo tanto, los puntos estacionarios de Sf (x, P, t) deben satisfacer la siguiente ecuación:

P3
2 −
P2
2T2
2

+
X2

4
= 0, (7.37)

donde hemos definido:

X2 =

√
2B2x

~3/4
, T2 =

B2
2t

m~1/2
, P2 =

P√
2B2~1/4

. (7.38)

De acuerdo con la fórmula de Cardano para obtener las ráıces de una ecuación cúbica, el
signo de ∆(X2, T2) dado por
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∆(X2, T2) =
1

1728

(
27X 2

2 − 8T 3
2

)
, (7.39)

determina el número y la multiplicidad de las ráıces reales de P2(X2, T2) que satisfacen la
ecuación (7.37). En estas condiciones, es claro que la cáustica puede determinarse de la
condición ∆(X2, T2) = 0, lo que equivale a

27X 2
2 − 8T 3

2 = 0. (7.40)

Si ∆(X2, T2) > 0, entonces solo existe una solución real dada por

P2(X2, T2) =
1∑

n=0

(
−X2

8
− (−1)n

√
∆(X2, T2)

)1/3

. (7.41)

Por lo tanto, en cada punto fuera de la cáustica, pasa sólo un rayo como se observa de la
figura 7.4(a) (del lado inferior de la envolvente de los rayos).

Si ∆(X2, T2) < 0, entonces existen tres ráıces reales dadas por

P2(X2, T2) = 2

√
T2
6

cos

(
θ + 2kπ

3

)
, (7.42)

donde k = 0, 1, 2 y 0 < θ < π debe satisfacer que

cos θ = − X2

8
√
(T2/6)3

. (7.43)

Es decir, en cada punto dentro de la cáustica pasan tres rayos como se observa de la figura
7.4(a).
Si ∆(X2, T2) = 0, en la singularidad de la cáustica, (X2, T2) = (0, 0), existe una ráız real
de multiplicidad tres dada por

P2(0, 0) = 0. (7.44)

Por otro lado, sobre la cáustica existen tres ráıces reales. Una de ellas tiene multiplicidad
2 y está dada por

P2(X2, T2) =
3X2

4T2
, (7.45)

y la ráız restante está dada por

P2(X2, T2) = −
4T 2

2

9X2
. (7.46)
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Figura 7.4: (a) La función de densidad de probabilidad del haz de Pearcey y sus rayos aso-
ciados. (b) Los ceros del potencial de Madelung-Bohm (ĺıneas rojas punteadas) y la cáus-
tica (curva azul). Para estos gráficos hemos definido X2 =

√
2B2x/~3/4, T2 = B2

2t/m~1/2
y P2 = P/

√
2B2~1/4.

Es decir, sobre cada punto que pertenece a la cáustica (excepto en su singularidad), pasan
dos rayos paralelos que se intersectan con un tercer rayo que cruza la cáustica.

Nótese que la existencia de un tercer rayo que cruza la cáustica en forma no tan-
gente es lo que da lugar a un patrón de interferencia no uniforme en la Función de
Densidad de Probabilidad, como puede observarse de la figura 7.4(a). En la figura 7.4(b)
se ilustra la cáustica y los ceros del potencial de Madelung-Bohm, los cuales han sido
calculados numéricamente. A diferencia del haz de Airy, la geometŕıa de la cáustica es
completamente diferente de la geometŕıa de los ceros del potencial de Madelung-Bohm.
Mientras que la cáustica caracteriza la distribución de los lóbulos que contribuyen
en mayor parte a la función de densidad de probabilidad, los ceros del potencial de
Madelung-Bohm rodean los máximos del patrón de interferencia, dándonos una mejor
idea sobre la estructura de la función de densidad de probabilidad, posiblemente este
pueda ser un factor a tomar en cuenta en el diseño de haces estructurados. Por lo tanto,
estrictamente hablando, el patrón de interferencia del haz de Pearcey cerca de la cáustica
no tiene contraparte en mecánica clásica.

Después de terminar el trabajo del presente caṕıtulo, M. V. Berry nos señaló que
los ceros del potencial de Madelung-Bohm separan las regiones donde una onda presenta
el fenómeno de superoscilación (es decir, donde la variación de la onda es más rápida que
la variación de cualquiera de las ondas planas que la compone), de donde no, creando aśı
un puente entre la larga literatura sobre superoscilaciónes con la literatura referente a
Madelung-Bohm. En un art́ıtulo reciente él presentó esta relación [97].
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Caṕıtulo 8

Conclusiones

En el presente proyecto de investigación nos centramos en la caracterización geométrica
de soluciones a la ecuación de onda. En particular, nos interesamos en la caracterización
geométrica (o clásica) de soluciones de la ecuación de Schrödinger con cáustica estable,
como por ejemplo el haz de Airy, que es un haz adifraccional y acelerado.

Para este fin, primeramente nos enfocamos en estudiar las propiedades de una fa-
milia de soluciones S de la ecuación eikonal, la ecuación básica de la óptica geométrica. Es
decir, mostramos que la función vectorial ∇S determina la dirección del flujo de enerǵıa
(dirección de los rayos), y por lo tanto definimos los frentes de onda como las curvas
de nivel de S. Además, a partir de la función S podemos generar una nueva solución
S̃ de la ecuación eikonal, cuyas curvas de nivel resultan de la envolvente de los frentes
de onda S = C, por esta razón, a este procedimiento le hemos llamado el principio de
superposición geométrico. Por otro lado, los puntos singulares de los frentes de onda
geométricos generan una superficie (o curva, en un espacio de dos dimensiones) que se
conoce como cáustica, y su importancia radica en el hecho de que caracteriza la región
de máxima intensidad de un campo óptico. En estas condiciones, diremos que un modelo
geométrico de un campo óptico es válido sólo si la cáustica caracteriza cualitativamente
la distribución de máximos de la intensidad.

Es importante señalar que en las regiones libres de fuentes o de cáusticas, los fren-
tes de onda geométricos se comportan localmente como un frente de onda plano, por
esta razón hemos puesto particular atención a la aplicación del principio de superposición
geométrico sobre una familia biparamétrica (C,φ) de frentes de onda planos en R2. La
función g(φ), la cual es una constante aditiva de la función S y que depende del parámetro
φ juega un papel relevante en la generación de la nueva solución S̃ a través del principio
de superposición geométrico: su naturaleza determina la forma de los nuevos frentes
de onda, y por lo tanto determinará la estructura de la cáustica. Aśı que una elección
adecuada de la función g(φ) permitiŕıa modelar la propagación de una onda en un sistema
óptico. Como ejemplo, hemos generado frentes de onda circulares y pseudoeĺıpticos.

Mientas que en la aproximación geométrica la ecuación eikonal se deduce a partir
de las ecuaciones de Maxwell en el ĺımite k → ∞, donde k es el número de onda que se
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define como k = 2π/λ, donde λ es la longitud de onda de la luz, también hemos mostrado
que una función de la forma ψ = exp[ikS], donde S es una familia de soluciones de
las ecuaciones eikonal y de Laplace, es una familia de soluciones exactas de la ecuación
escalar de onda, y por lo tanto decimos que S da una caracterización geométrica de ψ.
Cabe señalar que bajo estas condiciones, no es necesario recurrir al ĺımite k → ∞ para
asociarle a la funciones de onda ψ una descripción geométrica. Además, por la naturaleza
lineal de la ecuación escalar de onda, la superposición continua de la familia de soluciones
ψ permite generar una nueva solución Ψ de la ecuación escalar de onda, cuya descripción
geométrica está dada por una función S̃ que resulta del principio de superposición
geométrico aplicado a la función S. Como caso particular, hemos mostrado que los haces
adifraccionales propuestos por Durnin pueden caracterizarse geométricamente a través
de una función S̃, ya que surgen de la superposición continua de una familia de frentes
de onda planos cuyos vectores de dirección de propagación generan una superficie cónica.
Como ejemplo, hemos calculado los frentes de onda y cáustica asociados a los haces
Bessel, los cuales son los haces adifraccionales más simples. Los frentes de onda del haz
Bessel de orden cero son superficies cónicas que se trasladan a lo largo de la dirección de
propagación cuyo eje de simetŕıa coincide con el eje de simetŕıa del patrón de intensidad,
que en un plano transversal consiste de una serie de anillos concéntricos con una región
de alta intensidad en su centro. Para este haz la cáustica es una ĺınea recta paralela a la
dirección de propagación del haz que caracteriza cualitativamente y cuantitativamente el
máximo supremo del patrón de intensidad. Para los haces Bessel de orden distinto de cero,
los frentes de onda son deformaciones de conos, y la cáustica es una superficie circular
ciĺındrica cuyo radio es proporcional al orden del haz. Para estos haces, la cáustica sólo
caracteriza cualitativamente al máximo supremo del patrón de intensidad.

Otro aspecto importante de la cáustica es que su estructura determina la estabili-
dad de un haz. De acuerdo con la teoŕıa de catástrofes, existe un número finito de
estructuras estables que depende del número de parámetros de control C de la función
generatriz Φc(C, s), la cual satisface una ecuación tipo Hamilton-Jacobi o eikonal. En el
contexto de la aproximación paraxial, hemos desarrollado un método para estudiar la
evolución de las catástrofes estables, y en particular hemos analizado a las tipo fold, cusp,
swallotail, eliptic umbilic, hyperbolic umbilic y parabolic umbilic. Para esto, primero
hemos mostrado que ψ = exp[ikS] es una familia de soluciones de la ecuación paraxial
de onda sólo si S es una familia de soluciones de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi y
Laplace. Aśı, y por la naturaleza lineal de la ecuación paraxial de onda, la superposición
continua de la familia de soluciones ψ genera una nueva solución de la ecuación paraxial
de onda, Ψ, cuya descripción geométrica puede obtenerse de la función S. Para obtener
funciones de onda Ψ cuya cáustica sea una de las catástrofes elementales, hemos impuesto
dos condiciones. La primera es solicitar que la familia uniparamétrica de acciones S sea
igual a una de la catástrofes elementales, o a una sección transversal de estas sobre el
plano z = 0, es decir, S(x, y, 0) = Φc(C, s), donde los parámetros de control se identifican
con las coordenadas x, y. La segunda condición establece que el grado del polinomio S
con respecto a las variables de estado s sea menor o igual que el grado del polinomio de la
función generatriz Φc(C, s) correspondiente. Es decir, a cada catástrofe le hemos asociado
una familia de acciones. Esta asociación permite dar una visualización de la evolución
de las catástrofes estables en términos de un sistema de part́ıculas cuyo momento y

76
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trayectorias (rayos de luz) están determinadas por las ecuaciones de Hamilton. Para cada
una de las catástrofes estudiadas en este documento hemos mostrado que la cáustica
caracteriza cualitativamente la distribución de máximos de la intensidad. Por lo tanto,
mientas que la evolución del patrón de intensidad está gobernado por la ecuación paraxial
de onda, la cáustica está gobernada por la ecuación de Hamilton-Jacobi.
Vale la pena señalar que los haces con catástrofe tipo fold y hyperbolic umbilic son
ejemplos de haces adifraccionales acelerados. De hecho, bajo una elección de parámetros
adecuada, la catástrofe hyperbolic umbilic se reduce al haz de Airy bidimensional.

El estudio de la propagación paraxial de haces de luz es importante en parte por
la correspondencia matemática entre la ecuación de Schrödinger y la ecuación paraxial
de onda. Por lo tanto, la forma en que caracterizamos geométricamente a los haces
paraxiales es igualmente aplicable a los haces cuánticos. En efecto, en el contexto de
la mecánica cuántica, una Función Principal de Hamilton S(x, t, P ) que satisface la
ecuación de Hamilton-Jacobi para una part́ıcula libre y también la ecuación de Laplace,
determina una solución a la ecuación de Schrödinger para una part́ıcula en el vaćıo de
la forma ψ = exp [iS/~]. En analoǵıa con la óptica geométrica, las curvas de nivel de S
corresponden a los frentes de onda geométricos. Podemos construir nuevas soluciones a
la ecuación de Schrödinger mediante el principio de superposición: Ψ =

∫
exp [iS/~] dP .

La caracterización geométrica de esta nueva función de onda está dada por una función
S̃(x, t) que se obtiene de aplicar el principio de superposición geométrico a S(x, t, P ). Es
decir, puede mostrarse que S̃ satisface la ecuación de Hamilton-Jacobi, y por lo tanto
los frentes de onda geométricos de Ψ corresponden a las curvas de nivel de S̃. Además,
las singularidades de los frentes de onda geométricos determinan la cáustica del haz
Ψ, y caracterizan cualitativamente los máximos principales de la función de densidad
de probabilidad. La ecuación de los rayos asociados con la nueva función de onda Ψ se
obtiene solicitando que la fase S sea estacionaria, es decir, ∂S/∂P = 0. Esta relación
inmediatamente nos sugiere una generalización de la ecuación de los rayos. De acuerdo con
la teoŕıa de Hamilton-Jacobi, la función S es una función generatriz de una transformación
canónica de las coordenadas del espacio fase (x, p) a nuevas coordenadas del especio fase
(Q,P ) mediante Q = ∂S/∂P , p = ∂S/∂x. Por lo tanto, los rayos geométricos se obtienen
del caso particular Q = 0. Bajo estas condiciones podemos asociar a un haz Ψ una
familia uniparámetrica de acciones S̃(x, t,Q) y por lo tanto una familia uniparametrica
de cáusticas etiquetadas por el parámetro Q. El estudio exhaustivo del haz de Airy
unidimensional, revela que la introducción del parámetro Q permite obtener un conjunto
discreto de acciones y cáusticas que caracterizan geométricamente a cada máximo de la
función de densidad de probabilidad del haz. Esto es, el conjunto discreto de cáusticas se
ajustan a todos los máximos de la función de densidad de probabilidad cuantitativamente
y cualitativamente. Este resultado podŕıa ser de importancia ya que, como hab́ıamos visto
en el contexto de la óptica geométrica, la correspondencia culaitativa entre la cáustica y la
distribución de máximos confirma la validez de un modelo geométrico de la propagación
de ondas. Por lo tanto, creemos que la aplicación de estas nuevas familias de rayos, frentes
de onda y cáusticas permitiŕıan mejorar el diseño y calidad de los sistemas ópticos.
Vale la pena señalar que Berry y Balazs reportaron la caracterización clásica del haz
de Airy. Analizando la forma asintótica de la función de onda, ellos le asociaron a
este haz una acción y dieron una interpretación clásica sobre el origen de la cáustica

77
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aśı como de la aceleración de este haz durante su propagación sin la necesidad de un
potencial externo. Con nuestra metodoloǵıa, hemos reproducido y generalizado los re-
sultados de estos autores sin necesidad de hacer un análisis asintótico de la función de onda.

Hasta este punto hemos mostrado que desde el punto de vista geométrico, la cáus-
tica tiene un papel fundamental en la estructura de un haz ya que no solo caracteriza
la distribución de máximos de la función de densidad de probabilidad, sino que su
estructura determina la estabilidad de un haz, y además su evolución está gobernada
por la ecuación de Hamilton-Jacobi. Por lo tanto, la estructura cáustica es la región
más clásica de un haz. Por otro lado, la formulación de Madelung-Bohm de la mecánica
cuántica, nos permite definir las regiones más clásicas de una función de onda definidas
por aquellos puntos que hacen al potencial de Madelung-Bohm idénticamente cero, ya
que sobre estas regiones la ecuación de Madelung-Hamilton-Jacobi se reduce a la ecuación
de Hamiton-Jacobi. Mediante un análisis sobre la distribución de los rayos en la región
cáustica, hemos mostrado que el conjunto de haces con cáustica tipo fold son los haces
más clásicos ya que la cáustica y los ceros del potencial de Madelung-Bohm coinciden, y
por lo tanto su evolución también está gobernada por la ecuación de Hamilton-Jacobi.
Esto ocurre debido a que para este tipo de cáustica, solamente dos rayos se intersectan de
forma tangente sobre cada punto de la cáustica, y por lo tanto, la contribución local del
potencial de Madelung-Bohm sobre la cáustica es cero. Una caracteŕıstica importante de
estos haces es que su patrón de interferencia es uniforme, es decir, durante la propagación
del haz, los máximos de la función de densidad de probabilidad viajan junto con la
cáustica. Además, la cáustica representa el ĺımite de la descripción geométrica de estos
haces, ya que dentro de esta región no hay presencia de rayos. Por otro lado, hemos
mostrado que para haces con cáustica no tipo fold, el potencial de Madelung-Bohm en
general es distinto de cero sobre la cáustica. Esto ocurre debido a la existencia de rayos
que cruzan en forma no tangente a la cáustica, dando origen a un patrón de interferencia
no uniforme. Hemos verificado estas propiedades para los haces de Airy y Pearcey los
cuales, de acuerdo con el teorema de Withney, tienen una cáustica estable en el espacio
(x, t). Es decir, cualquier haz inestable ante una pequeña perturbación posteriormente se
desarrollará en uno de estos casos.
Después de terminar este análisis, M. V. Berry nos señaló que los ceros del potencial
de Madelung-Bohm separan las regiones donde una onda presenta el fenómeno de
superoscilación (es decir, donde la variación de la onda es más rápida que la variación de
cualquiera de las ondas planas que la compone), de donde no, creando aśı un puente entre
la larga literatura sobre superoscilaciónes con la literatura referente a Madelung-Bohm.
En un art́ıtulo reciente él presentó esta relación [97].
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