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Resumen

En este trabajo, se plantean y resuelven los problemas directo e inverso del
modelo SIR. Este tdltimo, consiste en estimar los pardmetros del modelo a partir
de las mediciones. Por ejemplo, para el caso de COVID-19, las mediciones son los
casos reportados de infectados por dia. De hecho, el modelo SIR es de propoésito
general para el estudio de cualquier enfermedad infecciosa en una poblacién que
puede ser estudiada en tres estados o compartimentos a lo largo de un periodo de
tiempo, por lo que puede aplicarse a la epidemia COVID-19. En este trabajo se
presentan ejemplos sintéticos de los problemas directo e inverso del modelo SIR
aplicado a COVID-19.

El problema inverso del modelo SIR es un problema inverso mal planteado en
sentido de Hadamard, ya que puede tener méas de una solucion; y ademés, puede
presentar inestabilidad numérica. Para abordar la inestabilidad numérica se utilizan
técnicas de regularizacion, las cuales producen soluciones estables respecto a datos
(mediciones) con o sin ruido. En este trabajo no se aborda el problema de la
inestabilidad numérica. El objetivo general de este trabajo es resolver el problema
inverso de identificacion de parametros del modelo SIR, considerando que se
tienen mediciones exactas, proponiendo un método que consiste en determinar los
parametros del modelo SIR minimizando una funcién objetivo sujeta a restricciones.

Para abordar este problema inverso, nuestra hipotesis de investigacion es que el
software DIFFPAR determina minimos locales con bastante precision, el cual aplica
un método de regularizacion local del algoritmo de Gauss-Newton para encontrar un
minimo local de la funcién objetivo propuesta en este trabajo y sujeta a restricciones.
La factibilidad de DIFFPAR se mostr6 con ejemplos sintéticos para validar y analizar
la convergencia del método, tomando diferentes puntos iniciales. Para tal fin, y como
contribuciéon de esta tesis, se desarrollaron programas computaciones en Matlab
(incluidas en el Apéndice de la Tesis) para resolver tanto el problema directo como
el problema inverso. Tales programas se pueden modificar y adecuarse para resolver
los problemas directo e inverso de las diferentes variantes del modelo SIR, entre otros
problemas de identificaciéon de parametros modelados por ecuaciones diferenciales
ordinarias con condiciones iniciales y cuya dinamica se desarrolla a lo largo de un
periodo de tiempo.
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Introduccion

En la actualidad, hay un gran interés por el estudio y aplicacion de técnicas
o métodos de optimizaciéon para resolver problemas inversos de identificaciéon de
caracteristicas desconocidas de un medio, sistema o modelo matematico a partir del
registro de las manifestaciones externas o datos medidos en la frontera exterior del
medio de estudio. Entre los problemas inversos en donde se aplican los métodos de
optimizaciéon tenemos: el problema inverso electroencefalogréafico que consiste en la
identificacion de fuentes bioeléctricas superficiales y/o volumétricas en el cerebro a
partir del electroencefalograma (EEG) medido sobre el cuero cabelludo [18,19,53|,
el problema inverso de conduccién de calor hacia atras en el tiempo que consiste
identificar la distribucién de calor y/o fuente de calor en un medio u otras
caracteristicas del medio a partir de datos medidos del calor o flujo de calor en
un instante de tiempo final [40,47], el problema de la tomografia de capacitancia
eléctrica que consiste en determinar la permitividad de un flujo multifasico que pasa
por un tubo a partir de mediciones de capacitancia en la frontera de dicho tubo, el
cual puede abordarse como un problema inverso de conductividades (identificacion
de coeficientes o parametros de la ecuaciéon de Laplace) a partir de los datos de
Cauchy [2, 8], el problema inverso gravimétrico en geoprospeccion y geodesia que
consiste en determinar la distribucién de masas en el interior de la Tierra, donde la
informacion proporcionada es utilizado para estudiar tanto la estructura global de
la corteza terrestre como para la prospeccion en areas de extension mas reducida,
y como apoyo a otras técnicas como la sismica [28,77]. Cabe mencionar que estos
tipos de problemas inversos aplican técnicas y métodos numéricos de visualizacion
no invasivas y que la mayoria de estas técnicas son econémicas. Otra aplicacion es
la correspondiente a la estimacion de parametros del modelo SIR a partir de los
datos de casos reportados de una poblacion de infectados [69], el cual es uno de los
casos abordados en esta tesis.

Recientemente, el modelo epidemiologico SIR y sus variantes han tenido
una gran cantidad de aplicaciones para predecir la dindmica de una enfermedad
infecciosa como la epidemia de COVID-19 [1,12,16,29,41,56,57,60,62,73,74,76,79|,
que es una enfermedad causada por un coronavirus denominado SARS-CoV-2. La
Organizacion Mundial de la Salud (OMS) tuvo conocimiento por primera vez de
este nuevo virus el 31 de diciembre de 2019, tras la notificacién de un conglomerado
de casos de la llamada neumonia viral, ocurridos en Wuhan (Republica Popular

XI
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China). El modelo SIR y sus variantes pueden proporcionar herramientas utiles y
econdmicas para probar hipotesis sobre la forma éptima de controlar la propagacion
de la infeccion, en particular a través de la vacunacion [9]. Daniel Bernoulli fue el
primer matematico en proponer un modelo para describir una enfermedad infeccio-
sa [36]; a saber, model6 la propagacion de la viruela en 1760 [10]. Anos después,
W. O. Kermack y A. G. McKendrick, en 1927, propusieron el modelo determinista
compartimental que predice el comportamiento de los brotes epidémicos, llamado
modelo susceptibles, infectados y recuperados (SIR) [42]. En este trabajo, se estudia
el problema inverso de identificacion de parametros del modelo SIR a partir de
un conjunto de mediciones (variaciones de las poblaciones o compartimentos que
componen el modelo). Cabe mencionar que las estimaciones de estos pardmetros,
de acuerdo a estudios previos realizados, no siempre se encuentran en la literatura
médica. Estas estimaciones pueden ser consultadas por los organismos privados,
publicos, gubernamentales y de salud, para determinar la tasa de reproducciéon
bésica Ry, la cual permite explorar el impacto en la dinamica de la transmisién de
enfermedades infecciosas. Ademas, este tipo de modelos compartimentales puede
coadyuvar a identificar, cuantificar, evaluar e implementar politicas de intervencion
dirigidas a reducir el efecto de una epidemia a través de la reduccion del impacto
de los mecanismos de la transmision de una enfermedad contagiosa (considerados
en el modelo matemético).

Otros problemas practicos, donde es importante la identificacion de parametros
de ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones iniciales, es el crecimiento y
decaimiento asociados a la dinamica poblacional que son estudiados por el modelo
de Malthus y el modelo de Verhulst. El modelo de Malthus es uno de los primeros
intentos para modelar el crecimiento de la poblacién humana por medio de las
matematicas y que llevo a cabo el economista inglés Thomas Malthus en 1798 [78].
El modelo de Verhulst, o modelo logistico, introducido por Verhulst (1838) vy
posteriormente estudiado por R. Pearl y L. J. Reed (1920), esté asociado al estudio
de la dinamica de una poblaciéon bajo alguna dependencia en las tasas de natalidad
y mortalidad, pero se considera fuertemente la capacidad de carga del sistema
(espacio natural delimitado o acondicionado) [54].

Hipotesis y objetivos de la Tesis
Hipotesis

La hipotesis de la Tesis es que el software DIFFPAR determina los coeficientes
o pardmetros del modelo SIR con bastante presion de manera local.
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Objetivo general

Resolver el problema inverso de identificacion de parametros del modelo SIR.

Objetivos especificos

1.

Plantear el problema inverso del modelo SIR como un problema de optimiza-
cion, el cual consiste en determinar los coeficientes del modelo minimizando
una funcion objetivo sujeta a restricciones como se muestra en [23] o en [69).

Elaborar programas en MATLAB para resolver el problema directo para dife-
rentes valores de los pardmetros a y 5 del modelo SIR y visualizar los minimos
de la funcion objetivo g del problema de minimizacién (2.2) (propuesta en [69])
en una region factible de parametros 2. De hecho, este es un método grafi-
co para resolver el problema inverso de identificaciéon de los parametros del
modelo SIR.

Elaborar ejemplos sintéticos para validar los programas computacionales rea-
lizados para resolver el problema directo, para diferentes valores de los paré-
metros a y [ del modelo SIR.

. A partir de la grafica de la funciéon objetivo ¢, estimar un punto inicial

0o = (v, Bo, So, Lo, Ry) cercano al punto exacto 6* = (a*, 5%, S, Iy, Ro), para
resolver el problema inverso aplicando DIFFPAR, donde o*, 5* son los para-
metros desconocidos a estimar del problema inverso y Sy = S(0), Iy = I(0),
Ry = R(0) son las condiciones iniciales del modelo SIR, en el tiempo inicial
t=0.

Elaborar ejemplos sintéticos para validar y analizar la convergencia del método
de regularizacion local del algoritmo de Gauss-Newton que usa DIFFPAR para
minimizar la funcién objetivo propuesta en [23|, para diferentes puntos iniciales
0o = (o, Po, So, Lo, Ro) cercanos al punto exacto 8* determinados en el punto
anterior, asi como también, para otros puntos iniciales #y no cercanos al punto
exacto 6*.

Contribuciones de la Tesis

1.

Se plateo el problema inverso del modelo SIR como un problema de optimi-
zacion, en donde la funcién objetivo es el cuadrado de una norma ponderada
de residuos usando el software DIFFPAR de Edsberg and Wedin (1995) [23].
Este mismo planteamiento de resolver este tipo de problemas inversos puede
aplicarse a variantes del modelo SIR y en otros contextos.

Se desarrollaron programas computacionales para la soluciéon del modelo SIR
(problema directo), los cuales se pueden generalizar para las diferentes varian-
tes del modelo SIR.
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3.

Se programo6 en MATLAB el método implicito de Euler para poder graficar la
funcion objetivo g del problema de optimizacion (2.2) propuesta en [69].

Se describié con mayor detalle el método explicito de Dormand-Prince 5(4)
[21] que esta implementado en la funcién ode45 de las nuevas versiones de
MATLAB [67], el cual es conocido como el método DOPRI5 [33] y cuyo algo-
ritmo no esta descrito en MATLAB.

Se escribié un pequeno manual para resolver el problema inverso de identifi-
cacion de parametros del modelo SIR usando DIFFPAR.

Por ultimo, parte de los resultados numeéricos presentados en esta Tesis estan
aceptados para su publicaciéon en las memorias del X Coloquio de Modelacién
Matematica en Biologia, Ciencias Médicas e Ingenieria.

Finalmente, el contenido de la Tesis es el siguiente: en el Capitulo 1, se presenta
un resumen sobre las formas de transmisién de enfermedades infecciosas, el modelo
SIR y sus parametros, asi como algunas variantes del modelo SIR. También, se in-
troduce la nociéon de un problema directo y su correspondiente problema inverso, y
se da la definicién de qué es un problema bien planteado en sentido de Hadamard.
En el Capitulo 2, se presenta el planteamiento de los problemas directo e inverso del
modelo SIR y los resultados numéricos obtenidos, asi como también, se muestran
las conclusiones de la tesis, y por ultimo, se incluye un Apéndice sobre los méto-
dos numéricos existentes para resolver las ecuaciones diferenciales ordinarias y los
codigos de los programas generados para resolver los problemas directo e inverso
del modelos SIR, asi como una pequena guia del uso de DIFFPAR para resolver el
problema inverso del modelo SIR.



Capitulo 1

Los modelos matematicos en
epidemiologia

Los modelos mateméticos coadyuvan al estudio de enfermedades infecciosas. Las
enfermedades infecciosas constituyen una amenaza en la sociedad, es por esto que
han ganado importancia entre la comunidad cientifica y la de salud el uso de modelos
y métodos matematicos para estudiar la dindmica de transmision y control de en-
fermedades patogenas con el propoésito de idear programas efectivos que interpreten
patrones epidemioldgicos. La interaccion entre profesionales de mateméticas aplica-
das y de salud conllevaria a realizar investigaciones y modelos que se aproximan de
manera mas pertinente a los factores que influyen en la dinamica de las enfermedades
infecciosas. En este capitulo se describen algunos modelos epidemiologicos clésicos
para clasificar, en funcién de su estado de salud a una poblacion respecto de una
enfermedad, en susceptibles, infectados y recuperados, entre otras clasificaciones o
compartimentos de la poblacion [52].

1.1. Uso de la modelacién matematica en epidemio-
logia

Al paso de los anos, las matematicas han sido aplicadas a una gran variedad de
campos como la epidemiologia. En este sentido, los modelos matemaéticos son una
herramienta que permite disponer del conocimiento para evaluar el comportamiento
y realizar pronésticos para la toma de decisiones en el seguimiento y control de
epidemias [66]. Kermack y McKendrick publicaron en 1927 un modelo para predecir
el tamano final de una epidemia, la forma en la que se propaga dicha epidemia y
ademaés, plantearon lo que se conoce como teorema del umbral, donde se asume que
la poblacién es homogénea, es decir, los individuos tienen la misma probabilidad de
encontrarse e infectarse |75]. Esta afirmacion no es cierta, ya que depende del modo
de transmision, los agentes infecciosos o de la poblacion afectada, sin embargo este
modelo es un primer acercamiento para describir la dindAmica de una epidemia, el
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cual sigue siendo empleado para describir la dindmica del COVID-19. La modela-
cibn matemaética desempena, cada vez més, un papel protagénico en la gestion de
brotes y epidemias, pero también en la informacion de las decisiones de salud publica.

Las enfermedades infecciosas progresan dentro de las poblaciones tanto por el
comportamiento del agente infeccioso como por la propia poblacion, y estas pueden
estudiarse por medio de modelos matematicos epidemiologicos, los cuales se basan
en un conjunto de suposiciones y estadisticas que se utilizan para establecer un
conjunto de parametros, que informan de cuén efectiva sera la intervenciéon. Esté
informacion se puede usar para predecir qué intervenciones implementar o evitar, asi
como patrones de crecimiento y expansion. Por tanto, la modelacion de epidemias
debe de ser utilizada de manera diferente para cada tipo de contexto, pues se deben
de tener presentes aspectos como la difusion de la enfermedad, si se es inmune o no a
la enfermedad, y el medio de transmision de la enfermedad, es decir, si el contagio es
de persona a persona o por vectores. Aunque los modelos mateméaticos son la tnica
herramienta practica que nos permite contestar preguntas acerca de que medidas de
control son las mas adecuadas y efectivas, no siempre es posible introducir en estos
modelos todos los factores que intervienen en el proceso de propagacion de una en-
fermedad. Al usar modelacion matemética estamos traduciendo los problemas que
aparecen en un determinado ambito cientifico o tecnolégico al lenguaje matematico,
de tal forma que el analisis teérico y numérico que se hace de los mismos proporcione
informacion para entender mejor los mecanismos que rigen el fenémeno en cuestion.
Se trata pues de una herramienta de investigaciéon que puede ser considerada co-
mo un complemento a la teoria y experimentacion en la investigacion cientifica. De
hecho, la modelacion matematica es la opciéon 6ptima cuando se trata de obtener
conocimientos e informacion de experimentos [61]. Sin embargo, debemos tener en
cuenta que a pesar de que los modelos epidemioldgicos son beneficiosos, también
tienen algunas limitaciones; por ejemplo, un modelo epidemiolégico es una simpli-
ficacién extrema de la realidad, no es la realidad, y aun asi, con las limitaciones
de estos modelos pueden a ayudar a entender de manera mas simple o més clara
la propagaciéon de una epidemia; ademés, pueden dar informacién para la toma de
decisiones y control de la epidemia [31].

1.2. Epidemiologia

El término epidemiologia proviene del griego, epi que significa arriba, demos
pueblo y logos estudio o tratado. El énfasis inicial de la epidemiologia estuvo en el
estudio de las enfermedades infecciosas consideradas epidemias, aquellas las cuales
constituyen un serio problema de salud de las poblaciones. La epidemiologia se en-
carga del estudio de los factores que causan o estan asociados con la enfermedad, asi
como también del estudio de la incidencia, la distribucion y el control de los factores
determinantes en enfermedades frecuentes en humanos, con el objetivo de determi-
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nar las formas de prevencion y control de estas enfermedades. Una vez identificados
los factores determinantes de la generacion y desarrollo de la enfermedad o de la
conservacion del estado de salud, la epidemiologia puede evaluar las necesidades de
atencion y recursos y medir la eficacia de las medidas implementadas. Antiguamen-
te, el interés en epidemias ha sido una prioridad, ya que millones de personas morian
por estas enfermedades infecciosas. Actualmente, el estudio de las enfermedades in-
fecciosas sigue cobrando gran interés. La descripcion cuantitativa de las epidemias
se realiza mediante modelos matematicos. Asimismo, estos permiten comparar y
evaluar el impacto de las distintas medidas de control. El caracter interdisciplinario
de la epidemiologia esté ligado a su intencion de construir un conocimiento de todo
el entorno o contexto en el que se desenvuelven los problemas de salud para poder
comprenderlos.

1.2.1. Los primeros modelos matematicos en epidemiologia

En 1760, el matematico Daniel Bernoulli [10] present6 ante la academia real de
ciencias de Paris un trabajo en el cual por primera vez us6 un modelo matematico
para estudiar la difusiéon de una enfermedad infecciosa en la poblacion. El origen de
este trabajo fue el siguiente: durante la primera mitad del siglo XVIII se introdujo
en Europa la técnica de variolaciéon o inoculaciéon contra la viruela. La técnica de
variolacion usada desde tiempos remotos en India y China, consisten en inocular,
con el material tomado de una pustula de viruela de un caso activo a un individuo
susceptible de contraer la enfermedad, con la intencién de producir en él un ataque
ligero. Una vez que la persona se recuperaba de la enfermedad, este adquiria inmu-
nidad permanente. Bernoulli, quien ademas de matematico era médico, se intereso
en el problema, y para evaluar la efectividad de la técnica de variolacion en esa
época formuld y resolvié su famosa ecuacion diferencial y evalud los resultados en
términos de las medidas de control involucradas. Durante la segunda mitad del siglo
XIX, el desarrollo espectacular de la Bacteriologia, debido a los trabajos de Pasteur
(1822-1895), Koch (1843-1910) [51] y otros, fue quizés uno de los factores decisivos
en el comienzo real de una nueva ciencia: la epidemiologia tedrica. La primera con-
tribucion importante a la epidemiologia tedrica se debio a los trabajos de Hamer en
1906 [35], quién postulo que el curso de una epidemia depende de la tasa de contac-
tos entre individuos susceptibles e infecciosos. Esta nocion se convirtié en uno de los
conceptos méas importantes en epidemiologia matemética: la ley de acciéon de masas,
la cual dice que la tasa a la cual una enfermedad se propaga es proporcional al ni-
mero de individuos susceptibles por el niimero de individuos infecciosos. Su estudio
fue bastante relevante debido a que fue el primero en considerar que la incidencia
de una enfermedad esta relacionada con las densidades de poblacion susceptible e
infecciosas. En 1911, Ronald Ross [64] formul6 el principio de accién de masas para
un modelo continuo, en su trabajo pionero sobre la dindmica de la malaria. Kermack
y McKendrick [42], establecieron el celebrado Teorema del umbral, el cual postula
que la introducciéon de un individuo infeccioso a una comunidad no daré lugar a un
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brote epidémico, a menos que la densidad de los susceptibles en la poblacién sobre-
pase cierta cantidad umbral. Los trabajos sobre modelos epidémicos de Kermack y
McKendrick han tenido una gran influencia para el desarrollo posterior de modelos
matematicos. Los modelos mateméticos pueden ayudarnos a predecir el curso de una
epidemia dentro de una poblacién; pueden también ser una herramienta ttil para
detectar los umbrales de poblacion mas alla de los cuales existe el riesgo de una
epidemia. En el contexto de una enfermedad endémica, los modelos matematicos
dan informacién acerca de cémo los niveles de endemicidad estan relacionados con
factores que pueden ser controlados por la intervencion de las autoridades sanitarias,
como la que tuvo suceso en 1927. Longini, Ackerman y Elveback (1978) [45] usaron
un modelo matematico para decidir que grupos de edad deben vacunarse primero
para minimizar el costo o riesgo de muerte en una epidemia de influenza. Hethcote
y Yorke (1984) [37] compararon los procedimientos para el control de la gonorrea
en la poblacion estadounidense. Para mayor informacion sobre los primeros modelos
matematicos epidemiolégicos ver paginas 57-58 de [25].

1.2.2. Términos generales importantes

A continuacién, presentamos algunos conceptos importantes necesarios para las
siguientes secciones.

Definiciéon 1.2.1. Epidemiologia es una disciplina cientifica que estudia la fre-
cuencia y distribucion de los eventos de salud y de sus determinantes en las pobla-

ctones humanas, y la aplicacion de este estudio en la prevencion y control de los
problemas de salud [17].

La epidemiologia analiza la enfermedad para desarrollar planes de prevencion y
de lucha, tales como la vacunacién o la cuarentena. Ademaés, intenta indicar cual sera
el nimero total o el nimero méximo de infectados en un determinado momento.

Definiciéon 1.2.2. Una epidemsia es el aumento inusual del nimero de casos de una
enfermedad determinada en una poblacion especifica, en un periodo determinado.

Definicion 1.2.3. Una pandemia es la afeccion de una enfermedad infecciosa que
se ha extendido por un drea geograficamente extensa y que, generalmente, afecta a
un gran nimero de personas.

Definicion 1.2.4. Consideramos que es una enfermedad endémica si persiste
todo el tiempo en una zona geogrifica.

Definicién 1.2.5. La prevalencia es el nimero de casos (nuevos y existentes) de
una enfermedad en una poblacion y lugar en un periodo de tiempo dado.

Definicion 1.2.6. La incidencia es el nimero de casos nuevos de una enfermedad
en una poblacion en un periodo determinado.
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Definicion 1.2.7. La inmunidad es el estado de resistencia general que posee
una persona, asociado con la presencia de anticuerpos o células que poseen accion
especifica contra el microorganismo causante de una enfermedad infecciosa o contra
su toxina.

Definiciéon 1.2.8. Las enfermedades infecciosas emergentes son un tipo de en-
fermedades infecciosas que surgen en lugares y momentos especificos y se convierten,
0 amenazan con convertirse, en nuevas epidemias.

Definicion 1.2.9. Las enfermedades reemergentes se refieren al resurgimiento
de enfermedades que ya habian sido aparentemente erradicadas o su incidencia fue
disminuida.

Definicién 1.2.10. FEl periodo de latencia o de exposicion es el tiempo que trans-
curre desde la exposicion al agente hasta el momento en que la persona puede trans-
matir la enfermedad.

Definiciéon 1.2.11. El periodo de incubacion es el lapso que transcurre desde la
exposicion inicial a un agente infeccioso hasta la presentacion del primer signo o
sintoma de la enfermedad que ese agente produce.

Definiciéon 1.2.12. FEl periodo infeccioso corresponde al intervalo en el que la
persona puede transmitir la enfermedad. Este periodo puede preceder a los sintomas
y puede durar mds que los sintomas.

Definicion 1.2.13. Un umbral epidemiologico es el niimero minimo de personas
infectadas durante el desarrollo de una enfermedad el cual determinard si habrd o
no epidemia.

Para mayor informacion, ver [17].

1.3. Modelos matematicos epidemiolégicos

Los modelos mateméticos son muy importantes para el estudio de enfermedades,
pues en la mayor parte de los problemas de enfermedades infecciosas no es factible
la experimentacion, ya que puede ser muy costoso, peligroso, y/o incluso imposible.
Un modelo matemaético es una representacion matemética (normalmente mediante
una funcién, una ecuaciéon, o un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias o
parciales con condiciones iniciales o de contorno) de un fenémeno del mundo real,
como el tamano de la poblacién, la esperanza de vida al nacer o la propagacion de
enfermedades. Dado un problema del mundo real, la primera tarea es construir un
modelo matematico. Para ello, se identifican y denominan variables independientes
y dependientes, y se formulan hipotesis para simplificar el fenémeno, de modo que
pueda ser apreciado matematicamente.
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Existen dos grandes tipos de modelos matematicos epidemiologicos: el deter-
ministico y el estocéastico. En los modelos deterministicos, también conocidos
como compartiméntales, se pueden controlar los factores que intervienen en el
estudio del proceso o fendémeno y por tanto se pueden predecir con exactitud sus
resultados. Cada compartimento viene dado por el estado en el que se encuentran
los individuos. Los modelos compartimentales pueden ser estudiados en poblaciones
grandes y facilitan el estudio analitico de la epidemia. El nombre de estos modelos
se basa en los patrones de flujo entre los distintos estados por los que pasan los
individuos. En los modelos estocdsticos no es posible controlar los factores que
intervienen en el estudio del fenémeno y, en consecuencia, no producen simples
resultados tnicos. Cada uno de los resultados posibles se genera con una funciéon
que les adjudica una probabilidad.

Ademas, en un modelo compartimental lo importante es la variacion de los esta-
dos a lo largo del tiempo mediante contagio entre los individuos de una poblacion de
tamano /N que permanece constante. Por ejemplo, para un modelo de cuatro estados
o compartimentos, en cada momento del tiempo ¢ los individuos pueden encontrarse
en uno de los siguientes posibles compartimentos:

a) Susceptibles (S). Individuos sanos que pueden contraer la enfermedad.

b) Expuestos (E). Individuos infectados que no pueden contagiar la enfer-
medad.

¢) Infectados (I). Individuos infectados que pueden contagiar a otros.

d) Recuperados (R). Individuos resistentes a la enfermedad, normalmente la
han superado o han sido vacunados.

1.3.1. Formas de transmision de enfermedades

En algunas enfermedades hay varios factores que impiden que se estudien de la
misma manera, uno de estos es la forma de transmisiéon. Por lo tanto, el conocimien-
to del modo de transmision y el estado del patogeno es esencial para la aplicacion
de técnicas de control de enfermedades [17]|. Existen dos formas de transmision: la
directa e indirecta. La transmaision directa se da de persona a persona y puede
ocurrir por la propagacion de gotitas o goticulas respiratorias, y por contacto di-
recto, fisico y sexual. La transmision indirecta se da por medio de vehiculos de
transmision o fomites, por intermedio de un vector y por aire. La transmisiéon tam-
bién depende de las caracteristicas de la poblacion, como el nimero de habitantes,
si hay inmigracion, emigraciéon, muertes y nacimientos, y de factores como la edad,
el género, la comorbilidad, entre otros.
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1.3.2. Modelos epidemiolbgicos clasicos

Los modelos compartimentales o de compartimentos se utilizan con frecuencia
para describir el flujo de material en sistemas bioldgicos. Cada modelo contiene un
ntmero de compartimentos por los cuales circula el material con flujos de entrada y
salida definidos. De estos modelos es que mediante una formulaciéon matematica se
logran reunir todos sus elementos. Dichos elementos, ya expresados en el ambiente
matematico, pueden ser manipulados y obtener nuevas expresiones matemaéticas.
Un modelo epidemioldgico de compartimentos puede definirse a partir de las clases
y subclases de individuos en que se puede dividir una poblacién afectada por una
enfermedad; los flujos entre clases y subclases.

1.4. El modelo SIR y sus parametros

Consideremos el modelo SIR mas conocido en epidemiologia, propuesto por W.
O. Kermack y A. G. McKendrick en 1927 [42], que caracteriza la evolucion de una
epidemia que se propaga mediante contagio entre los individuos de una poblaciéon de
tamano constante N. Es un modelo clasico compartimental deterministico, en donde
la poblacion total se subdivide en tres compartimentos: Susceptibles (S), Infectados
(I) y Recuperados (R). El modelo cuenta con los siguientes dos parametros:

1. Tasa de infeccion o tasa de transmision de la enfermedad B: Nos indica el
nimero de contactos suficientes para la transmision de una persona por unidad
de tiempo, es decir, el pardmetro § es el producto del niimero de contactos
medios por individuo y unidad de tiempo y la probabilidad de contagio en
un solo contacto entre un individuo infectado y un individuo susceptible. En
consecuencia, $1(t)/N nos indica el nimero medio de contactos infectados por
unidad de tiempo ¢ de un individuo susceptible, mientras que 5S(¢)I(t)/N es
el namero de casos nuevos por unidad de tiempo, donde N es el tamano total
de la poblacion.

2. Tasa de recuperacion +: Nos indica la tasa por unidad de tiempo a la cual
los individuos infectados se recuperan. Es decir, es la razén entre el niimero
de recuperados y el namero de infectados por unidad de tiempo. El periodo
medio de latencia, la cual se define como el tiempo que transcurre desde la
exposicion al agente hasta el momento en que la persona puede transmitir la
enfermedad, se calcula como la inversa de la tasa de recuperacion, L = 1/7.
Es importante resaltar, que el valor de la tasa de infecciéon o transmision esta
relacionado con:

a) El nimero de contactos por unidad de tiempo.

b) La probabilidad de contagio.
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Si bien es cierto que una parte importante de la tasa de infeccion [, depende
de si la enfermedad es mas o menos contagiosa, las medidas de prevenciéon, como el
confinamiento, el distanciamiento y la adopcién de medidas de higiene y proteccion
por parte de la poblacion, tienden a reducir su valor.

Otro pardmetro de gran interés en epidemiologia es la tasa de reproduccion bdsica
o nimero reproductivo basico Ry que se utiliza para describir la intensidad de una
enfermedad infecciosa. De forma especifica, la tasa reproductiva béasica es el nimero
promedio de nuevas infecciones causadas por uno y solo un individuo infeccioso
en una poblacién totalmente susceptible. La tasa de reproducciéon bésica, en una
poblacion donde todos son susceptibles, se calcula de la siguiente manera:

Ro= 2.

La tasa reproductiva bésica nos da indicios de si la enfermedad se va a propagar o no,
asi como de la velocidad con que puede propagarse en una poblacion de individuos
determinada. Cuando Ry > 1 la enfermedad puede llegar a propagarse entre la
poblacion. Sin embargo, si Rg < 1 la enfermedad desaparece tras un cierto periodo
de tiempo [46,61]. Con los parametros descritos anteriormente, el modelo SIR
queda establecido por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no
lineales de primer orden:

(5 =5

ot
¢ % = ﬁS(t)L]\?—’y](t), (1_1)
95— I(t),

\

para t € [tg,tf] , donde t( es el tiempo inicial y t; es el tiempo final. Este modelo
se basa, ademas de las mencionadas antes, en las siguientes hipotesis que pueden
consultarse en [4, 14, 75]:

1. La transmision se produce a través del contacto directo entre un individuo
susceptible y un individuo infectado (transmision horizontal), a diferencia de
la transmision vertical que se produce de madre a hijo, antes, durante o después
del nacimiento.

2. La poblacién es homogénea, es decir, los individuos tienen la misma probabi-
lidad de encontrarse e infectarse, y la enfermedad se transmite segtun la ley
de accion de masas. Asi, la cantidad de contactos depende solo del nimero
de individuos en cada compartimento. Siendo la tasa de incidencia (nuevos
infectados por unidad de tiempo) SI(t)S(t) (con [ siendo el coeficiente de
transmision).

3. La tasa de transferencia de un compartimento a otro es proporcional al ntimero
de individuos del compartimento de origen. Asi, la tasa de transferencia de
enfermos a recuperados, es decir, la tasa de recuperacion, sera vI(t).

8
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4. Las personas recuperadas no pueden reinfectarse, entonces la tasa de transfe-
rencia de recuperados a susceptibles es nula.

5. La poblacion se considera constante e igual a N, es decir, no hay llegada de
nuevos susceptibles a la poblacién y se consideran las mismas tasas de naci-
miento y muerte durante el proceso de propagacion de la enfermedad, es decir,
se estudia la epidemia en tiempos cortos. También, se puede considerar que
no hay muertes por causas no relacionadas con la enfermedad. Los individuos
que murieron a causa de la enfermedad son contabilizados como parte de la
poblacioén.

6. El periodo de latencia, desde el momento de la exposicion hasta aquel en que el
individuo comienza a ser infeccioso, es lo suficientemente pequeno como para
no tomarlo en cuenta, es decir, todo individuo infectado es infeccioso, no hay
periodo de latencia. Por lo que no hay compartimento de expuestos.

A continuacién, presentamos algunas de las variantes del modelo SIR mas cono-
cidas en la epidemiologia (ver paginas 15-20 [28]):

1. MODELO SI. El modelo SI es el mas simple posible. La poblacion esté for-
mada solo por susceptibles (5) e infectados (1), y si se contagia un individuo,
la enfermedad es permanente (no hay recuperacion). Consiste en un sistema
de dos ecuaciones diferenciales en el que aparecen el ntimero S(¢) de personas
susceptibles y el numero I(t) de personas infectadas como variables dependien-
tes del tiempo t. Este modelo esta dado por el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias 5

= —BS(I),

dl
- = #S(O1),

con condiciones iniciales S(0) = Ip > 0 e I(0) = Iy > 0. Por lo tanto, si § > 0
es la tasa de contagios entonces 5S(t)I(t) es la cantidad de susceptibles que
se convierten en infectados por unidad de tiempo.

2. MODELO SIS. Se consideran nacimientos a lo largo del tiempo, existiendo
asi una renovacion de individuos susceptibles a la enfermedad. Los individuos
mueren por la enfermedad o de forma natural. Sus ecuaciones diferenciales son

% — —BSOI(t) + (N = S(8) +~1(1),

% = BS)I(t) —v1(t) — pl(?),

donde el nuevo parametro u es la tasa promedio de defunciones (probabilidad
de que un individuo infectado muera debido a la enfermedad).

9
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3. MODELO SIRS. Este es un modelo que solo es una extension del modelo
SIR, donde los individuos recuperados pierden la inmunidad y vuelven a ser
susceptibles. Este modelo esta dado por las siguientes ecuaciones diferenciales

ds
= = —BSWI#) + fR(),
% — BS(O)I(t) —I(t) — pl(2),
dR

b vI(t) — pR(t) — fR(),

donde el nuevo parametro f es la tasa promedio de pérdida de inmunidad en
individuos recuperados.

4. MODELO SEIR. Al modelo SIR se le puede agregar un nuevo comparti-
mento, una nueva clase de individuos que portan la enfermedad pero que, al
hallarse en su periodo de incubacién, no muestran sintomas y atin no pueden
infectar a otros. A dichos individuos se los denomina expuestos, y el niimero
de ellos en el tiempo t se denota mediante E(t). En el caso de que un indivi-
duo no presente sintomas, pero si pueda contagiar a otros lo contabilizamos
en I(t), no en E(t). Este modelo se denomina SEIR, y en él hay un nuevo
parametro o, de tal forma que 1/0 es el tiempo promedio de incubacion. En el
modelo SEIR, el flujo entre los distintos grupos (que de nuevo deben cumplir
S(t) + E(t) + I(t) + R(t) = N) se puede representar mediante el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales

as

— =B = BSMI(t) — pS(1),

% = BS(t)I(t) — (e + w)E(2),
dl
==

% = 1(t) — nR(1),

donde los nuevos parametros son B y €. Aqui B es la tasa promedio de naci-
mientos y % es el tiempo promedio de incubacién.

eEB(t) — (v +p)I(t),

5. MODELO MSEIR. El modelo compartimental més general esta compuesto
por cinco compartimentos, etiquetados con las letras M, S, E, I y R. La letra
M representa a los individuos con inmunidad pasiva. Esta inmunidad es tem-
poral para algunas enfermedades y adquirida por los recién nacidos gracias a
los anticuerpos que la madre les transfiere. Con la desaparicién de estos anti-
cuerpos, los individuos pasan a la clase de susceptibles (S). El compartimiento
S incluye a todos los individuos que pueden infectarse. Cuando un individuo
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de la clase S tiene un contacto adecuado con un infectado (entendiendo como
tal cualquier actividad que resulte en la infeccion del susceptible) es removido
hacia el compartimento de los expuestos (F). En este, los individuos estéan en
fase de latencia, esto es, infectados, pero ain incapaces de transmitir la enfer-
medad. Después de esta fase, el sujeto pasa a la clase de los infecciosos (1),
pudiendo infectar a otros, periodo tras el cual se traslada al compartimento
de los recuperados (R) y queda temporal o permanentemente inmune a la en-
fermedad. La clase R también incluye a los individuos que fallecen debido a la
propia enfermedad. El modelo MSEIR esta dado por las siguientes ecuaciones

diferenciales IM
=B 0MB)S(t) — pM (1),
% — —SM(B)S(t) — BS()I() — pS(1),

‘;_f = BS()1(t) — (e + ) E(),
dl
==

% =I(t) — pR(t),

donde el nuevo parametro ¢ es el tiempo promedio de inmunidad temporal.

eE(t) — (v + w)I(t),

Existen otros modelos epidemiol6gicos compartimentales como son: Susceptibles-
Expuestos-Infectados (SEI), Susceptibles-Expuestos-Infectados-Susceptibles (SEIS),
entre otros (ver [28]).

Todos los modelos anteriores pueden ser resueltos de manera analitica o numérica
si se conocen los valores de los parametros de cada modelo. A este tipo de problemas
se les conoce como problemas directos. El problema inverso consiste en determinar
los valores de los parametros del modelo a partir de las soluciones de dicho modelo
como se muestra en el Capitulo 3. En la siguiente seccion se introduce la nocién de
qué son un problema directo y un problema inverso, asi como la definicion de un
problema mal planteado.

1.5. Problemas inversos

Los problemas inversos surgen de la necesidad de interpretar medidas indirectas
e incompletas. Resolver un problema inverso implica la implementacion de un
algoritmo computacional que recupera informacion “atil” de los datos medidos (la
palabra “util” se puede entender mejor en el contexto de una aplicaciéon en parti-
cular) [20]. Los problemas inversos, son mas dificiles e interesantes y esto se debe,
en gran parte, a que tienen miltiples soluciones o bien son insolubles, o presentan
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inestabilidad numérica en el sentido de que pequenos errores en los datos medidos
puede producir errores grandes en la soluciéon estimada, y ademéas, se presentan
habitualmente en la practica profesional de muchas carreras y profesiones [48].
Los problemas inversos son problemas que consisten en encontrar una propiedad
desconocida de un objeto o de un medio a partir de las observaciones de una
respuesta de este objeto o medio a una senal de prueba. En este caso, la teoria
de problemas inversos proporciona una base teérica para la detecciéon lejana y la
evaluacion no destructiva.

Veamos la nociéon de qué son un problema directo e inverso con el siguiente
ejemplo: Dada una cierta enfermedad, enumerar los sintomas es un problema directo
y sencillo, que ya esta resuelto y se puede ver en cualquier texto especializado. En
cambio, diagnosticar la enfermedad del paciente a partir de sus sintomas no siempre
es sencillo y requiere un médico experimentado [48]. “Podemos decir que un problema
inverso es en el cual uno conoce la respuesta, pero no conoce cuél es la pregunta” [20].

[lustraremos esto con un diagrama para entender mejor la diferencia entre pro-
blemas directos e inversos.

datos Proceso respuesta

-~

e —

causa Modelo efecto

Figura 1.1: Problema Directo. Fuente: Martinez, Victor. Problemas inversos: los casi
olvidados de la Matematica Educativa, 2011 [48].

Observando la Figura 1.1 el problema directo serfa calcular la consecuencia (res-
puesta o efecto) una vez conocidos la causa y el modelo.

datos Proceso respuesta

— QR —

causa Modelo efecto

Figura 1.2: Problema inverso, especificaciéon. Fuente: Martinez, Victor. Problemas
inversos: los casi olvidados de la Matematica Educativa, 2011 [48|.

En cambio, el problema inverso se podria plantear de dos maneras. Por una
parte el problema inverso que trata de calcular el modelo conociendo la consecuencia
y la causa, como se muestra en la Figura 1.2, y por otro lado, el problema inverso
para obtener la causa conociendo el modelo y la consecuencia, como se muestra en
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la Figura 1.3.

datos Proceso respuesta

? — —

causa Modelo efecto

Figura 1.3: Problema inverso, causalidad. Fuente: Martinez, Victor. Problemas in-
versos: los casi olvidados de la Matematica Educativa, 2011 [48].

Para el estudio tanto del problema inverso como del directo, se requiere la siguien-
te definicion debida a Hadamard [43]. Un problema es “bien planteado” si cumple
las siguientes tres condiciones:

1. Existencia: Debe existir al menos una solucion.
2. Unicidad: Debe haber como méaximo una solucion.
3. Estabilidad: La soluciéon debe depender continuamente de los datos.

Generalmente, los problemas inversos son mal planteados, mientras que los pro-
blemas directos son bien planteados. En la mayoria de los problemas inversos, no
se tiene toda la informacién y raramente se puede responder a las tres condiciones
anteriores de un problema bien planteado en sentido de Hadamard, por lo que se
consideran “mal planteados”. El problema de identificacion de parametros de una
ecuacion diferencial es un problema mal planteado, pues puede haber méas de una
solucion, o pequenos errores en los datos de entrada pueden producir errores grandes
en la solucion aproximada (ver [2]), es decir, se tiene una inestabilidad numérica. Pa-
ra abordar la inestabilidad numérica se utilizan técnicas de regularizacion, las cuales
producen soluciones estables respecto a datos medidos con o sin ruido, como son los
métodos de regularizacion de Tikhonov y el de Lauvrentiev [43|. En esta tesis, nos
concentramos en estudiar los problemas directo e inverso del modelo SIR. En par-
ticular, el problema inverso estudiado en este trabajo es mal planteado en sentido
de Hadamard, ya que puede haber mas de una solucién o puede presentar inestabi-
lidad numérica. Este ultimo aspecto, no se aborda en esta tesis. Otros ejemplos de
problemas mal planteados se pueden consultar en [3,8,18,19,24,39,40,47,53,68,77].
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Capitulo 2

Planteamiento del problema y
resultados numeéricos

En este capitulo, se aborda el planteamiento de los problemas directo e inverso
del modelo epidemiologico SIR y se presentan los resultados numéricos obtenidos.

2.1. Problema directo e inverso

Al sistema (1.1) se le deben incluir condiciones iniciales para hallar una tnica
solucion, lo que nos lleva al siguiente problema de valores iniciales (2.1), el cual es
utilizado para ejecutar simulaciones numéricas del modelo SIR:

(dS = —65(75)%7 S(O> = S07

dt

A — BS(H) M1 (t), 1(0) = I, (2.1)

AR 1(1), R(0) = Ry,

dt

\

para todo instante de tiempo t € [tg,tf] con valores iniciales en el tiempo inicial
to=0:5(0)=Sy=N—1y, I(0) = Iy y R(0) = Ry, donde N es el tamano de la
poblacion y los parametros 5 y ~ son valores positivos dados. So > 0, Iy > 0, y
Ry > 0 son valores dados de las condiciones iniciales S(0), 1(0) y R(0) en el tiempo
inicial ¢, = 0 para poder hallar una tunica soluciéon del problema (2). A partir de
aqui, se utilizarian métodos numeéricos para resolver (2) en el intervalo de tiempo
t € [to,ts]. De esta forma, podemos definir los problemas directo e inverso del
modelo SIR.

Definicién 1. (Problema Directo): El Problema Directo (PD) del modelo SIR,
consiste en determinar las variaciones de las poblaciones (compartimentos) en di-
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ferentes instantes del tiempo, resolviendo el sistema de ecuaciones diferenciales or-
dinarias con condiciones iniciales (2.1) dados los pardmetros B y v, elegidos en un
conjunto factible Q C R? de pardmetros de dicho modelo.

Definicién 2. (Problema Inverso): El Problema Inverso (PI) del modelo SIR,
consiste en determinar los parametros 3 y v de dicho modelo a partir de las varia-
ciones de las poblaciones en diferentes instantes del tiempo, de forma que al resolver
el PD para estos pardmetros encontremos las mismas variaciones de las poblaciones.

En la préctica, si COVID-19 es modelado por el modelo SIR (2.1) los instantes
de tiempo son medidos en dias, por lo que se registra el niimero diario de casos infec-
tados, lo que da las variaciones de este compartimento. La soluciéon del PD produce
datos que brindan informacién sobre como se comporta la enfermedad infecciosa.
La solucion del PD es necesaria para plantear y resolver el PI como se muestra a
continuacion.

2.2. Planteamiento del problema de identificacién
de parametros

Para plantear el PI del modelo SIR, considere una pandemia causada por un
nuevo virus, como el coronavirus de COVID-19, donde las tasas de transmision 3 y
de recuperaciéon 7y son desconocidas, y que denotaremos estas, de aqui en adelante,
por B* v v*, respectivamente. Suponiendo que la tnica informacion disponible es el
numero diario de casos infectados, se plantea el siguiente problema de optimiza-
cién que toma en cuenta los casos diarios reportados, y que la solucion de (2.1) se
ajuste a esa informacion, para algin par de valores (3,7). Dado que estos parame-
tros impulsan la dinamica de transmision de la epidemia, ellos serian las variables
de interés en el problema de optimizacion. Con esto, la funcién objetivo se puede
formular como:

minimizar g(w) = Z([r(ti) — I“(t;))?,
i=0 (2.2)

sujeto a w € Q C R,

donde I, es el nimero reportado de casos de COVID-19, I¥ es la solucion de (2.1)
dado un w = (3, ) particular de una region factible Q2 también conocida como region
de sentido epidemiologico. Asi, se resuelve (2.1) tomando w = (3,7) en . Después
de ello, se compara [“(t;) contra I.(t;), en cada instante tiempo ¢;. En los ejemplos
numéricos se consideran los datos I,.(t;) generados de manera numérica para un par
de valores exactos 5* y 7*, con el objetivo de simular los datos requeridos para re-
solver el PI. Para esto, se resuelve primero el PD del modelo SIR, es decir, primero
se resuelve el sistema (2.1) para un par de valores exactos 3* y 7*, y se consideran
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los valores I,.(t;) en cada punto ¢; de una particién del intervalo [to, ts]. Después, se
resuelve el PI, es decir, se hallan estimaciones aproximadas de los parametros 5* y
v*. Estos datos I,(t;) son denotados por I(t;). En este contexto, el problema de
optimizacion (2.2) busca encontrar un w = (,7) que minimice la distancia entre
el namero de casos reportados contra los que predice el modelo. Dichos problemas
de optimizacion se pueden resolver utilizando métodos iterativos, métodos de cons-
truccion grafica o métodos heuristicos como es la inteligencia artificial [69]. Asi, el
PI consiste en determinar los parametros 5* y 4*, minimizando la funcién objetivo g
del problema (2.2) (ver [69]). Otra forma de encontrar una buena estimacion de los
parametros desconocido w = (4*,~7*) es en sentido clasico de minimos de cuadrados,
en donde la funcién objetivo, que denotaremos por g, es el cuadrado de una norma
ponderada de residuos [23]. En este trabajo, para resolver el PI se minimizara la
funcién objetivo g propuesta en 23], usando el software DIFFPAR de Edsberg and
Wedin (1995):

minimizar §(w) = Z Wi (S, (t;) — S¥(t:))* + wy(L.(4) — I(t))* + wi(R,(;) — R (t:))?,

1=0

sujeto a w € Q C R™, donde w = (8,7).

(2.3)
donde w} > 0 son los pesos de los datos de entrada S,(t;), I.(t;) y R (t;), respecti-
vamente, para i = 1,2,..., N y j = 1,2,3. Para resolver el PI se usarda DIFFPAR
para hallar una estimacion del punto (5*,7*) donde la funciéon objetivo g es la dada
en el problema de optimizacion (2.3).

2.3. Resultados numeéricos

En esta seccién, se presentan los resultados numéricos obtenidos por medio
de ejemplos sintéticos, asociados a los problemas PD y PI del modelo SIR. Para
obtener dichos resultados, se elaboraron programas en MATLAB para resolver el
PD y se utilizo DIFFPAR (el cual es un software que se ejecuta en MATLAB) para
resolver el PI. En los ejemplos numéricos, se elige el conjunto factible de pares de
parametros w = (3,7) a un conjunto 2 C R

2.3.1. Resultados numeéricos del PD

Consideremos que la epidemia de COVID-19, que es una enfermedad causada
por un coronavirus SARS-CoV-2, es modelada por el modelo SIR para estudiar la
dindmica de dicha enfermedad. Para ilustrar la dindmica de dicha enfermedad, se
resuelve el PD para dos pares de parametros del modelo SIR, como se muestra en
los siguientes dos ejemplos.
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Ejemplo 2.3.1. Se resuelve el PD para el par de parametros w = (8,7) =
(0.6,0.1) € Q = [0.1,1] x [0.05,1] C R?, con valores iniciales I(ty) = Iy = 1, S(to) =
So =N —1,=999, y R(ty) = Ry = 0 en el tiempo inicial ty = 0, donde N = 1000.
Para resolver (2.1), se aplica el método de Dormand-Prince 5(4) [21] implementada
en la nueva funcion odef5 de las nuevas versiones de MATLAB [67]. En versiones
anteriores de MATLAB, el método de Runge Kutta de orden 4 fue implementada
en la vieja funciéon de ode45 de MATLAB, que aqui no es aplicado para resolver el
PD. De hecho, la version de MATLAB utilizada en este trabajo es 2013a, en donde
funciona bien DIFFPAR para resolver el PI. En la Figura 2.1, se presenta la grafica
de la soluciéon numérica de (2.1) para estos valores de 3y ~, en el intervalo de tiempo
[0,61], considerando un transcurso de tiempo de 61 dias. La solucién numérica es
calculada practicamente en cada instante de tiempo.

Solucion del PD por el método de Dormand-Prince 5(4)

1000

800 [

2]
©
5 —S(t) - Susceptibles
§ 600) / —I(t) - Infectados
o R(t) - Recuperados
>
)
© 400
E
3
Z
l | L
ol 1 ‘
0 10 20 30 40 50 60

Tiempo (en dias)

Figura 2.1: Solucion del PD del modelo SIR para (3,7) = (0.6,0.1) € Q , con [y = 1,
So =999, Ry =0, y N =1000.

Ejemplo 2.3.2. Se resuelve el PD para (3,~) = (0.6,0.3) € 2, y los valores iniciales:
I(to) = [0 = 1, S(to) = SO = N—I() = 999 y R(tg) = Ro = 0en to = O, con
N = 1000. Para estos valores se obtiene la solucion numérica de (2.1) mostrada en la
Figura 2.2, para el intervalo de tiempo [0, 61]. La solucién de (2.1) fue calculada por
el método Dormand-Prince 5(4), implementado en la funcion ode/5 de MATLAB,
en un mallado de més de 62 puntos del intervalo [0, 61].

Las Figuras 2.1 y 2.2 muestran el comportamiento del modelo para cada par de
valores de (f,7) € €, con los mismos valores iniciales del modelo SIR. Obsérvese
que, si la tasa de infecciéon [ es la misma y la tasa de recuperaciéon v aumenta,
entonces el nimero de infectados disminuye, como se muestra en la Figura 2.2.
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— Solucién del PD por el método de Dormand-Prince 5(4)

800

600 f : —S(¢) - Susceptibles |
—1(t) - Infectados
R(t) - Recuperados

400 -

Numero de personas

200 -

0 77_7:]“0 2‘0 36 46 5;0 E;O
Tiempo (en dias)

Figura 2.2: Soluciéon del PD del modelo SIR para (3,~) = (0.6,0.3) € €2, con [y = 1,

So =999, Ry =0y N = 1000.

2.3.2. Resultados numéricos del PI

Para hallar una estimacion de los valores desconocidos g* y v* del PI se usara
DIFFPAR, que minimizara la funcién objetivo g propuesta en [69] y mostrada en
el problema de optimizacion (2.3). DIFFPAR est4 basado en un método de
regularizacion local del algoritmo de Gauss-Newton, para encontrar un minimo
local del problema (2.3) desde un punto inicial dado 6y = (8o, Y0, So, Lo, Ro), donde
So = S5(0), Iy = 1(0), y Ry = R(0) son las condiciones iniciales del modelo SIR en el
tiempo inicial {5 = 0. El algoritmo es globalmente convergente, es decir, converge a
un minimo local para un punto inicial no muy alejado del punto exacto desconocido
0 = (B*,v% S5, 15, Ry) de (2.3). En este caso, el algoritmo de Gauss-Newton
empieza en un punto inicial 0, cercano al punto exacto 6%, en donde Sj, Ij y
R} son siempre constantes e iguales a las condiciones iniciales del modelo SIR
So = S(0), I = I(0) y Ry = R(0), respectivamente, en cada iteracion del algoritmo.
Denotemos las estimaciones del par de parametros w* = (5*,7*) € Q del PI en cada
iteracion del algoritmo por w, = (B,,7.) € Q, paran = 0,1,2,3,.., y denotemos
la solucion del PD, para el par de parametros estimados w, = (8,,7.) por S,
1°m y R“". Para resolver los PD, existen métodos numéricos tanto para problemas
stiff (ver el Apéndice A.2.2) como para problemas no stiff (23,33, 34, 44, 67].
Para resolver los PD en cada iteracion del algoritmo de Gauss-Newton DIFFPAR
usa un algoritmo basado en el método de Runge-Kutta de tercer orden para
problemas no stiff, y un método BDF (por sus siglas en inglés Backwards Diffe-
rentiation Formula) de tercer orden para problemas stiff. Para nuestros ejemplos
numéricos se elige el método de Runge-Kutta de tercer orden para problemas no
stiff. Por otra parte, el problema de hallar el minimo global de la funcién ob-
jetivo g o de g empezando en cualquier punto inicial 6y, no se aborda en este trabajo.
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Consideremos los siguientes errores absolutos (EA) y errores relativos (ER):
BABw ) = |6u— B, BA(WA) = ha—7'l, BR(G.E) = 2221y
ER(vn,v*) = WT;N de las aproximaciones (3, v,) del PL

Ejemplo 2.3.3. En este ejemplo se determinara cuanto afecta la particion equiespa-
ciada del intervalo de tiempo en la solucion del PI del modelo SIR usando DIFFPAR.
Para esto se realizan varias pruebas numéricas con diferentes mallas uniformes del
intervalo de tiempo, con una tolerancia de 10~ y un maximo de 25 iteraciones pa-
ra el algoritmo iterativo de DIFFPAR. Para estas pruebas numéricas, se considera
que los parametros desconocidos del PI son (5*,+*) = (0.667,0.167), con condi-
ciones iniciales 1(0) = Iy = 1, S(0) = Sy = N — Iy = 999, R(0) = Ry = 0, y
N = 1000, en el intervalo de tiempo [0,30]. En este caso, la solucién del PD para
(B*,7*) = (0.667,0.167) esta graficada en la Figura 2.3. La grafica de la funcion
objetivo g(3,7) del problema de optimizacion (2.2) esta en la Figura 2.4 para dife-
rentes valores de 8y v, donde (8,7v) € 2 = [0.1,1] x [0.05,1.5] C R?. Para graficar
la funcion g(5,7) se resolvio el PD para diferentes valores de 8 y v por el Método
Implicito de Euler (MIE), con un tamano de paso h = 0.01, y asi poder evaluar
g(B,7) en cada punto (3,7) de un mallado rectangular de la region 2 mostrado en
el lado derecho de la Figura 2.4. En la Figura 2.4 se pueden observar los maximos
y minimos locales de la funciéon g(3,v) dada en el problema (2.2). Esto puede fun-
cionar como un método grafico para estimar los valores de los parametros de g* y

*

v

Solucién del PD aplicando MIE con un tamafio de paso h=0.01

e
o
[=]
o

@ 800F
{ o
[]
&2
2 6001 —S(t) - MIE
2 b —I(t) - MIE
o 400f - R(t) - MIE
(] S
£
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Figura 2.3: Solucion del PD del modelo SIR para (5,v) = (0.667,0.167) € Q, con
Iy =1, 5 =999, Ry = 0, y N = 1000, aplicando el Método Implicito de Euler
(MIE) en el intervalo de tiempo [0, 30].

Los resultados numéricos (en formato short e de MATLAB) del PI para los
diferentes parametros establecidos en el parrafo anterior aplicando el software
DIFFPAR estan dados en las tablas 2.1 a la 2.5 comenzando en diferentes puntos
iniciales (fy,70) para el método de Runge-Kutta implementado en DIFFPAR, en
donde se minimiza la funcién objetivo g propuesta en [23].
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Funcién objetivo g(p,v)

Curvas de nivel de la funcién objetivo g(B,y)
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Figura 2.4: Grafica de la funcién objetivo g(8,), para los datos exactos de los
parametros (8*,7*) = (0.667,0.167) y los valores iniciales Sy, Iy y Ry dados del
ejemplo 2.3.3, en la region factible Q = [0.1, 1.5] x [0.05, 1].

Los resultados numeéricos de la Tabla 2.1 muestran que los ER de los pardmetros
estimados estan alrededor del orden le — 2 para un espaciado equidistante del
tiempo de 30 y 50 particiones del intervalo [0,30]. Para un espaciado del tiempo
de 100 y 200 los ER de los parametros estimados aumentan. Puede observarse que
las mejores estimaciones de los parametros del modelo SIR se consiguen cuando el
espaciado de tiempo es de 30, donde el valor estimado se aproxima bastante bien al
punto exacto (8*,v*) = (0.667,0.167), con ER de 7.9010e — 03 y 2.5269¢ — 02 de los
parametros 3, y V., respectivamente, en la iteracion maxima n = 25. Para obtener
una mejor aproximacion de los pardmetros en los espaciados equidistantes de 100 y
200 del tiempo es necesario aumentar el niimero de iteraciones. Por ejemplo, en el
espaciado de 100 con 40 iteraciones se tiene una mejor estimacion de los pardmetros
Bn = 6.6498¢ — 01 y v, = 1.6555¢ — 01, con un ER de 3.0285¢ — 03 y 8.6826¢e — 03
de los parametros 3, v 7., respectivamente, en la iteracion maxima n = 40 y con
una tolerancia de paro de le — 5. También, si cambiamos la tolerancia de paro por
le — 3 (con un maximo de 40 iteraciones) se obtienen aproximaciones muy cercanas
a las obtenidas con una tolerancia de le — 5 y un méximo de iteraciones de 40. En
este caso, las estimaciones para una tolerancia de le — 3 son 3, = 6.6497¢ — 01 y
Vo = 1.6542e — 01, con un ER de 3.0435e — 03 y 9.4611e — 03, respectivamente,
en la iteracion maxima n = 40. Por otro parte, cuando tenemos un espaciado
equidistante de 30, si aumentamos las iteraciones maximas a 40, con una tolerancia
de le — 5, se obtienen las aproximaciones 3, = 6.6602¢ — 01 y v, = 1.6625¢ — 01,
con ER de 1.4693e¢ — 03 y 4.4910e — 03, respectivamente. En este mismo caso, si
disminuimos la tolerancia a le — 3 y con la misma iteracion méxima de 40, se
obtienen las aproximaciones (3, = 6.6604e — 01 y 7, = 1.6626e — 01, con ER de
1.4393e¢ — 03 y 4.4311e — 03, respectivamente. De lo anterior, para un espaciado
equidistante de 30 y considerando que siempre se inicia en el mismo punto inicial
ko = (5o, 70) = (0.8,0.1) para el algoritmo iterativo de DIFFPAR, se puede observar
que se obtienen mejores aproximaciones de los pardmetros S* y v* si aumentamos
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el niimero maximo de iteraciones y la tolerancia de paro a le — 3, obteniendo los
ER del mismo orden que cuando la tolerancia de paro es de le — 5. Por lo tanto,
es mejor un espacio equidistante del tiempo de 30, considerando una tolerancia
de paro de le — 3, con el mismo nimero de iteraciones maximas y empezando
en un mismo punto inicial del algoritmo iterativo de DIFFPAR. Algo similar
muestran los resultados de la Tabla 2.2, empezando en un punto inicial diferente
ko = (Bo,v0) = (1,0.2) y con diferentes espaciado equidistantes del intervalo [0, 30].

Por otra parte, las tablas 2.3, 2.4 y 2.5 muestran que las estimaciones de los
parametros estan alejadas del punto exacto (8*,v*) = (0.667,0.167). Los resultados
de estas tablas muestran que si escogemos un punto inicial bastante alejado del
punto exacto (8*,7*) = (0.667,0.167) el algoritmo iterativo de DIFFPAR puede
arrojar parametros muy alejados de estos parametros exactos. Esto es consistente
con el método de DIFFPAR pues, como se mencion6 antes, el método de Runge-
Kutta es un método que calcula minimos locales de la funcién § propuesta en [23],
y si elegimos un punto muy alejado del minimo de interés, el método iterativo nos
podria arrojar otro minimo local. Asi que DIFFPAR da una buena aproximacion
de los parametros del modelo SIR si elegimos puntos cercanos al minimo de interés.
Cabe mencionar que en esta tesis se estd trabajando con datos exactos (casos
reportados de COVID-19), que son generados de manera numérica o sintética, de
las distribuciones de cada compartimento S, I y R en cada instante de tiempo
t € [0,30]. Ademas, la eleccion del espaciado equidistante del intervalo de tiempo
depende del problema de estudio abordado. Para COVID-19, los casos reportados
son dados por dia, asi que el intervalo de tiempo esta medido (dividido) en dias.

A continuacién, tomando en cuenta las observaciones del ejemplo anterior sobre
el espaciado equidistante del intervalo de tiempo y de la tolerancia de paro, se
consideran los siguientes dos ejemplos para ilustrar el PI.
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2.3 Resultados numeéricos

Para un punto inicial del algoritmo Gauss-Newton ko = (f,70) =(0.8, 0.1), con un espaciado de 30.

Iter. n Bo Y Residual | EA(B,, 8%) | ER(6n, ) | EA(yn,7Y) ER(y,7)
1 ] 80000e-01 | 1.0000e-01 | 1.0530e406 | 1.3300e-01 | 1.9940e-01 | 6.7000e-02 4.0120e-01
2| 5.4688¢-01 | 1.0161e-01 | 6.4271e+05 | 1.2012e-01 | 1.8009e-01 | 6.5390e-02 3.9156e-01
3| 6.4736e-01 | 1.1641e-01 | 1.3892e+05 | 1.9640e-02 | 2.9445e-02 | 5.0590e-02 3.0293e-01
24 ] 6.6173e-01 | 1.6278¢-01 | 9.3303e+02 | 1.9640e-02 | 2.9445¢-02 | 4.2200e-03 0.0253
25 | 6.6173e-01 | 1.6278¢-01 | 8.8863e+02 | 5.2700e-03 | 7.9010e-03 | 4.2200e-03 2.5269¢-02

Para un punto inicial del algoritmo Gauss-Newton k= (f,79) =(0.8, 0.1), con un espaciado de 50.

Iter. n Bo Y Residual | EA(B,,8%) | ER(Sn, %) | EA(70,7") ER(Y,7)
1 5.4499¢-01 | 1.0158¢-01 | 1.7543e+06 | 1.2201e-01 | 1.8292¢-01 | 1.0158e-01 3.9174e-01
2 6.5404e-01 | 1.1649e-01 | 1.0948e+06 | 1.2960e-02 | 1.9430e-02 | 1.1649e-01 3.0246e-01
3 | 6.5404e-01 | 1.2082e-01 | 2.4165e+05 | 1.2960e-02 | 1.9430e-02 | 1.2082e-01 2.7653e-01
24| 6.6290e-01 | 1.6176e-01 | 1.8402e+03 | 4.1000e-03 | 6.1469e-03 | 1.6176e-01 3.1377e-02
25 | 6.6290e-01 | 1.6176e-01 | 1.5529¢+03 | 4.1000e-03 | 6.1469e-03 | 1.6176e-01 3.1377e-02

Para un punto inicial del algoritmo Gauss-Newton &y = (fy,7) =(0.8, 0.1), con un espaciado de 100.

Iter. n B Y Residual ~ EA(B,, 5) | ER(Bn, 6%) | EA(7ny7") ER(Yu,7)
1 {8.0000e-01 | 1.0000e-01 | 3.5074e-+06 | 1.3300e-01 | 1.9940e-01 | 6.7000e-02 4.0120e-01
2 5.4356e-01 | 1.0155e-01 | 2.2260e+06 | 1.2344e-01 | 1.8507e-01 | 6.5450e-02 3.9192e-01
3 6.5924e-01 | 1.1655e-01 | 5.0742e405 | 7.7600e-03 | 1.1634e-02 | 5.0450e-02 3.0210e-01
241 6.5924e-01 | 1.5790e-01 | 1.0018e+04 | 7.7600e-03 | 1.1634e-02 | 9.1000e-03 5.4491e-02
25 | 6.5924e-01 | 1.5883e-01 | 8.5225¢+03 | 7.7600e-03 | 1.1634e-02 | 8.1700e-03 4.8922¢-02

Para un punto inicial del algoritmo Gauss-Newton &y = (f,79) =(0.8, 0.1), con un espaciado de 200.

Iter. n Bo Y Residual ~ EA(S,,5%) | ER(6,0%) | EA(%,7") ER(Y,7)
1 8.0000e-01 | 1.0000e-01 | 7.0136e-+-06 | 1.3300e-01 | 1.9940e-01 | 6.7000e-02 4.0120e-01
2 5.4284¢-01 | 1.0154e-01 | 4.4890e+06 | 1.2416e-01 | 1.8615e-01 | 6.5460e-02 3.9198e-01
3 | 6.618%-01 | 1.2113e-01 | 1.0450e+06 | 5.1100e-03 | 7.6612e-03 | 4.5870e-02 2.7467e-01
241 6.6271e-01 | 1.6264e-01 | 4.7590e+03 | 4.2900e-03 | 6.4318e-03 | 4.3600e-03 2.6108e-02
25 | 6.6271e-01 | 1.6312e-01 | 4.2013e+03 | 4.2900e-03 | 6.4318e-03 | 3.8800e-03 2.3234e-02

Tabla 2.1: Resultados numéricos (en formato short e de MATLAB) de la estimacion
de los parametros 5* = 0.667 y v* = 0.167 del modelo SIR usando DIFFPAR, para
un espaciado igual del intervalo de tiempo de 30 (dias), 50, 100 y 200, respectiva-
mente, con una tolerancia de 107 y un maximo de 25 iteraciones para el algoritmo.
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Para un punto inicial de algoritmo Gauss-Newton ko = (fy,7) =(1 , 0.2), con un espaciado de 30.

Iter.n ﬁﬂ "o Residual EA()gn\ﬁ*) ER(ﬂn;B*) EA(’YTLJ’)/*) ER(A/n:’Y*)
1| 1.0000e+00 | 2.0000e-01 | 2.3147e-+06 | 3.3300e-01 | 4.9925e-01 | 3.3000e-02 1.9760e-01

2 5.2602e-01 | 1.8870e-01 | 1.9276e+06 | 1.4098¢-01 | 2.1136e-01 | 2.1700e-02 1.2994e-01

3 9.3455e-01 | 1.9870e-01 | 1.7045e+06 | 2.6755¢-01 | 4.0112e-01 | 3.1700e-02 1.8982¢-01
24| 6.8596e-01 | 1.8457¢-01 | 1.0987e+04 | 1.8960e-02 | 2.8426e-02 | 1.7570e-02 1.0521e-01
25 | 6.8596e-01 | 1.8457e-01 | 1.0987e+04 | 1.8960e-02 | 2.8426e-02 | 1.7570e-02 1.0521e-01

Para un punto inicial de algoritmo Gauss-Newton ky = ((;,7) =(1, 0.2), con un espaciado de 50.

Iter. n fo % Residual | EA(,, %) | ER(B,, 8°) EA(3,7") ER(yn,7")
1 [ 1.0000e-+00 | 2.0000e-01 | 3.8559%+06 | 3.3300e-01 | 4.9925¢-01 | 3.3000e-02 1.9760e-01
2| 5.2393¢-01 | 1.88660-01 | 3.3027¢+06 | 1.4307e-01 | 2.1450e-01 | 2.1660e-02 1.2970e-01
3| 9.4195¢-01 | 1.9879e-01 | 2.9552+06 | 2.7495e-01 | 4.1222e-01 | 3.1790e-02 1.9036e-01
24 | 6.8434e-01 | 1.8208¢-01 | 1.4882+04 | 1.7340e-02 | 2.5097¢-02 | 1.5080e-02 9.0299-02
25 | 6.8434e-01 | 1.8208¢-01 | 1.4882e+-04 | 1.8960-02 | 2.8426¢-02 | 1.5080e-02 9.0299-02

Para un punto inicial de algoritmo Gauss-Newton & = ((y,7) =(1, 0.2), con un espaciado de 100.

Iter. n Bo Y Residual — EA(B,, %) | ER(84,5%) EA(,7) ER(7n,7")
1 1.0000e+00 | 2.0000e-01 | 7.7086e+06 | 3.3300e-01 | 4.9925¢-01 | 3.3000e-02 1.9760e-01

2 5.2235e-01 | 1.8862e-01 | 6.7420e+06 | 1.4465e-01 | 2.1687e-01 | 2.1620e-02 1.2946e-01

3 9.4780e-01 | 1.9885e-01 | 6.0913e+06 | 2.8080e-01 | 4.2099-01 | 3.1850e-02 1.9072¢-01
24 6.8579e-01 | 1.8373e-01 | 3.4909e+04 | 1.8790e-02 | 2.8171e-02 | 1.6730e-02 1.0018e-01
25 06.8579¢-01 | 1.8373e-01 | 3.4908e+04 | 1.8790e-02 | 2.8171e-02 | 1.6730e-02 1.0018e-01

Para un punto inicial de algoritmo Gauss-Newton &y =

(Bo, %) =(1, 0.2), con un espaciado de 200.

Iter.n B Yo Residual EA(/BTU 6*> ER(Bn ﬂ*) EA(% 7*) ER(%w 7*)
1 1.0000e+-00 | 2.0000e-01 | 1.5414e+07 | 3.3300e-01 | 4.9925e-01 | 3.3000e-02 1.9760e-01

2 5.2156e-01 | 1.8861e-01 | 1.3622e+07 | 1.4544e-01 | 2.1805e-01 | 2.1610e-02 1.2940e-01

3 9.5083¢-01 | 1.9888e-01 | 1.2370e+07 | 2.8383¢-01 | 4.2553e-01 | 3.1880e-02 1.9090e-01
24 6.8541e-01 | 1.8356e-01 | 6.7500e+04 | 1.8410e-02 | 2.7601e-02 | 1.6560e-02 9.9162e-02
25 6.8541e-01 | 1.8356e-01 | 6.7498¢+04 | 1.8410e-02 | 2.7601e-02 | 1.6560e-02 9.9162e-02

Tabla 2.2: Resultados numéricos (en formato short e de MATLAB) de la estimacion
de los parametros 5* = 0.667 y v* = 0.167 del modelo SIR usando DIFFPAR, para
un espaciado igual del intervalo de tiempo de 30 (dias), 50, 100 y 200, respectiva-
mente, con una tolerancia de 107 y un maximo de 25 iteraciones para el algoritmo.
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Para un punto inicial de algoritmo Gauss-Newton k, = (f,7) =(1.2 , 0.3), con un espaciado de 30.

Iter. n Bo Y Residual | EA(B,, 8%) ER(Gy, %) EA(w,7") ER(Y,7)
1| 1.2000e+00 | 3.0000e-01 | 3.6927¢+06 | 5.3300e-01 | 7.9910e-01 | 1.3300e-01 7.9641e-01
2| 1.2000e+00 | 2.9995¢-01 | 3.6930e+06 | 5.3300e-01 | 7.9910e-01 | 1.3295¢-01 7.9611e-01
3| 1.2000e+00 | 2.9989e-01 | 3.6933¢+06 | 5.3300e-01 | 7.9910e-01 | 1.3289¢-01 7.9575¢-01
24| 1.2000e+00 | 2.9876e-01 | 3.6998¢+06 | 5.3300e-01 | 7.9910e-01 | 1.3176e-01 7.8898¢-01
25 | 1.2000e+00 | 2.9871e-01 | 3.7001e+06 | 5.3300e-01 | 7.9910e-01 | 1.3176e-01 7.8898¢-01

Para un punto inicial de algoritmo Gauss-Newton k) = ((,7) =(1.2, 0.3), con un espaciado de 50.

Iter.n Bo Y Residual | EA(B,,8%) | ER(Bn, f*) | EA(,7") ER(Y,,7")
1 1.2000e-+00 | 3.0000e-01 | 6.1521e+06 | 5.3300e-01 | 7.9910e-01 | 1.3300e-01 7.9641e-01
2 1.2000e-+00 | 2.9995e-01 | 6.1526e+06 | 5.3300e-01 | 7.9910e-01 | 1.3295e-01 7.9611e-01
3 1.2000e-+00 | 2.9989%e-01 | 6.1531e+06 | 5.3300e-01 | 7.9910e-01 | 1.3289-01 7.9575e-01
24 1 1.2000e+00 | 2.9876e-01 | 6.1640e+06 | 5.3300e-01 | 7.9910e-01 | 1.3176e-01 7.8898¢e-01
25 | 1.2000e+00 | 2.9870e-01 | 6.1646e+06 | 5.3300e-01 | 7.9910e-01 | 1.3170e-01 7.8862e-01

Para un punto inicial de algoritmo Gauss-Newton ko = (f,79) =(1.2, 0.3), con un espaciado de 100.

Iter. n Bo Y Residual | EA(Sn, %) | ER(B,, 8%) EA(7m,77) ER(y,7")
1 1.2000e+00 | 3.0000e-01 | 1.2301e-+07 | 5.3300e-01 | 7.9910e-01 | 1.3300e-01 7.9641e-01
2 | 1.2000e+00 | 2.9995e-01 | 1.2302e+07 | 5.3300e-0 | 7.9910e-01 | 1.3295e-01 7.9611e-01
3| 1.2000e+00 | 2.9989%-01 | 1.2303e+07 | 5.3300e-01 | 7.9910e-01 | 1.3289%-01 7.9575e-01
24| 1.2000e+-00 | 2.9875e-01 | 1.2324e+-07 | 5.3300e-01 | 7.9910e-01 | 1.3175e-01 7.8892¢-01
25 | 1.2000e+-00 | 2.9870e-01 | 1.2325e+-07 | 5.3300e-01 | 7.9910e-01 | 1.3170e-01 7.8862¢-01

Para un punto inicial de algoritmo Gauss-Newton ko = (), 1) =(1.2, 0.3), con un espaciado de 200.

Iter. n B o0 Residual | EA(y, ) | ER(B,,8%) EA(1,,7") ER(Y,,7")
1 1.2000e+-00 | 3.0000e-01 | 2.4597e-+07 | 5.3300e-01 | 7.9910e-01 | 1.3300e-01 7.9641e-01
2 1.2000e+-00 | 2.9995¢-01 | 2.4599e-+07 | 5.3300e-01 | 7.9910e-01 | 1.3295¢-01 7.9611e-01
3 1.2000e+-00 | 2.9989¢-01 | 2.4601e-+07 | 5.3300e-01 | 7.9910e-01 | 1.3289%¢-01 7.957be-01
24| 1.2000e+00 | 2.9875e-01 | 2.4645e+07 | 5.3300e-01 | 7.9910e-01 | 1.3175e-01 7.8892¢-01
25 1 1.2000e+00 | 2.9870e-01 | 2.4647e-+07 | 5.3300e-01 | 7.9910e-01 | 1.3175e-01 7.8892¢-01

Tabla 2.3: Resultados numeéricos (en formato short e de MATLAB) de la estimacion
de los parametros 5* = 0.667 y v* = 0.167 del modelo SIR usando DIFFPAR, para
un espaciado igual del intervalo de tiempo de 30 (dias), 50, 100 y 200, respectiva-
mente, con una tolerancia de 1075 y un maximo de 25 iteraciones para el algoritmo.
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2.3 Resultados numeéricos

Para un punto inicial de algoritmo Gauss-Newton £,

= (60,%) =(0.2 , 0.3), con un espaciado de 30.

Iter. n Bo Y Residual | EA(B,, %) | ER(fn, %) | EA(7n, ") ER(,7)
1 ]2.0000e-01 | 3.0000e-01 | 1.1195e+07 | 4.6700e-01 | 7.0015e-01 | 1.3300e-01 7.9641e-01
2| 2.0000e-01 | 3.0001e-01 | 1.1195¢+07 | 4.6700e-01 | 7.0015e-01 | 1.3301e-01 7.9647¢-01
3| 2.0000e-01 | 3.0003e-01 | 1.1195e+07 | 4.6700e-01 | 7.0015e-01 | 1.3303e-01 7.9659-01
241 2.0000e-01 | 3.0030e-01 | 1.1195e+07 | 4.6700e-01 | 7.0015e-01 | 1.3330e-01 7.9820e-01
25 | 2.0000e-01 | 3.0031e-01 | 1.1195e+07 | 4.6700e-01 | 7.0015e-01 | 1.3331e-01 7.9826e-01

Para un punto inicial de algoritmo Gauss-Newton k

= (60,7%) =(0.2, 0.3), con un espaciado de 50.

Tter. n o % Residual | EA(B,,5°) ER(B,,5%) | EA(7a,7") ER(Y,,7")
1 2.0000e-01 | 3.0000e-01 | 1.8370e+07 | 4.6700e-01 | 7.0015e-01 | 1.3300e-01 7.9641e-01
2 2.0000e-01 | 3.0001e-01 | 1.8370e+07 | 4.6700e-01 | 7.0015e-01 | 1.3301e-01 7.9647e-01
3 2.0000e-01 | 3.0003e-01 | 1.8370e+07 | 4.6700e-01 | 7.0015e-01 | 1.3303e-01 7.9659¢-01
241 2.0000e-01 | 3.0030e-01 | 1.8370e+07 | 4.6700e-01 | 7.0015e-01 | 1.3330e-01 7.9820e-01
25 1 2.0000e-01 | 3.0031e-01 | 1.8370e+07 | 4.6700e-01 | 7.0015e-01 | 1.3331e-01 7.9826e-01

Para un punto inicial de algoritmo Gauss-Newton k

= (fh, ) =(0.2, 0.3), con un espaciado de 100.

Iter. n Bo Y Residual ~ EA(S,, %) | ER(By, ) | EA(7n,7") ER(y,7")
1 2.0000e-01 | 3.0000e-01 | 3.6307e+07 | 4.6700e-01 | 7.0015¢-01 | 1.3300e-01 7.9641e-01
2 2.0000e-01 | 3.0001e-01 | 3.6307e+07 | 4.6700e-01 | 7.0015¢-01 | 1.3301e-01 7.9647e-01
3 2.0000e-01 | 3.0003e-01 | 3.6307e+07 | 4.6700e-01 | 7.0015¢-01 | 1.3303e-01 7.9659¢-01
241 2.0000e-01 | 3.0030e-01 | 3.6307e+07 | 4.6700e-01 | 7.0015e-01 | 1.3330e-01 7.9820e-01
25 | 2.0000e-01 | 3.0031e-01 | 3.6307e+07 | 4.6700e-01 | 7.0015e-01 | 1.3331e-01 7.9826e-01

Para un punto inicial de algoritmo Gauss-Newton k

= (60,7%) =(0.2, 0.3), con un espaciado de 200.

Iter. n Bo Y Residual — EA(B,, %) | ER(By, 5°) | EA(Y,7") ER(Y,7)
1 2.0000e-01 | 3.0000e-01 | 7.2183e+07 | 4.6700e-01 | 7.0015¢-01 | 1.3300e-01 7.9641e-01
2 2.0000e-01 | 3.0001e-01 | 7.2183e+07 | 4.6700e-01 | 7.0015e-01 | 1.3301e-01 7.9647e-01
3 2.0000e-01 | 3.0003e-01 | 7.2183e-+07 | 4.6700e-01 | 7.0015e-01 | 1.3303e-01 7.9659¢-01
241 2.0000e-01 | 3.0030e-01 | 7.2183e+07 | 4.6700e-01 | 7.0015e-01 | 1.3330e-01 7.9820e-01
25 1 2.0000e-01 | 3.0031e-01 | 7.2183e+07 | 4.6700e-01 | 7.0015e-01 | 1.3331e-01 7.9826e-01

Tabla 2.4: Resultados numéricos (en formato short e de MATLAB) de la estima-

cion de los parametros 5* = 0.667 y v* = 0.

167 del modelo SIR usando DIFFPAR,

para un espaciado igual del intervalo de tiempo de 30 (dias), 50, 100 y 200, res-
pectivamente, con una tolerancia de 10™° y un maximo de 25 iteraciones para el

algoritmo.
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Para un punto inicial de algoritmo Gauss-Newton ko = (fy,7) =(1.5 , 1), con un espaciado de 30.
Iter. n Bo Y Residual | EA(B,, 5) | ER(n, 8%) | EA(yn,7) ER(Yn,7")

1 1.5000e-+00 | 1.0000e+00 | 1.9407e-+06 | 8.3300e-01 | 1.2489%-+00 | 8.3300e-01 4.9880e+00

2 1.5000e-+00 | 1.0000e+00 | 1.9407e-+06 | 8.3300e-01 | 1.2489%-+00 | 8.3300e-01 4.9880e+00
3 1.5000e-+00 | 1.0000e4-00 | 1.9408e-+06 | 8.3300e-01 | 1.2489%-+00 | 8.3300e-01 4.9880e+00

24 | 1.5000e+00 | 1.0003e+-00 | 1.9421e+06 | 8.3300e-01 | 1.2489e+00 | 8.3300e-01 4.9898¢+00
25 | 1.5000e+00 | 1.0003e+-00 | 1.9422e+06 | 8.3300e-01 | 1.2489e+00 | 8.3300e-01 4.9898¢+00

Para un punto inicial de algoritmo Gauss-Newton ky = (f,70) =(1.5, 1), con un espaciado de 50.
Iter. n Bo Y Residual | EA(By, %) | ER(B,,0%) | EA(y,7") ER(7n,7")

1 1.5000e+-00 | 1.0000e+00 | 3.1927e+06 | 8.3300e-01 | 1.2489e+00 | 8.3300e-01 4.9880e-+00

2 1.5000e+-00 | 1.0000e+00 | 3.1928e+06 | 8.3300e-01 | 1.2489e+-00 | 8.3300e-01 4.9880e-+00
3 1.5000e+-00 | 1.0000e+00 | 3.1929e+06 | 8.3300e-01 | 1.2489e+-00 | 8.3300e-01 4.9880e-+00

24 | 1.5000e+00 | 1.0003e+00 | 3.1948e+06 | 8.3300e-01 | 1.248%+00 | 8.3300e-01 4.9898¢+-00
25 | 1.5000e+00 | 1.0003e+00 | 3.1949%+06 | 8.3300e-01 | 1.248%+00 | 8.3300e-01 4.9898¢+-00

Para un punto inicial de algoritmo Gauss-Newton & = ((y,7) = (L.5,1), con un espaciado de 100.
Iter. n Bo Y Residual ~ EA(B,, ) | ER(By, 6) EA(w,7") ER(7a,7")

1 1.5000e+00 | 1.0000e+00 | 6.3229e+06 | 8.3300e-01 | 1.2489e+00 | 8.3300e-01 4.9880e+00

2 1.5000e+00 | 1.0000e+00 | 6.3230e+06 | 8.3300e-01 | 1.2489e+00 | 8.3300e-01 4.9880e+00

3 1.5000e-+00 | 1.0000e+00 | 6.3232e+06 | 8.3300e-01 | 1.2489e+00 | 8.3300e-01 4.9880e+00

24| 1.5000e+00 | 1.0003e+00 | 6.3269¢+06 | 8.3300e-01 | 1.2489e-+00 | 8.3300e-01 4.9898¢+00
25 | 1.5000e+00 | 1.0003e+00 | 6.3271e+06 | 8.3300e-01 | 1.2489e+00 | 8.3300e-01 4.9898¢+00

Para un punto inicial de algoritmo Gauss-Newton &, = (f,7) =(1.5, 1), con un espaciado de 200.
Iter. n Bo Y Residual | EA(B,, %) | ER(S,,3%) | EA(7,,7Y) ER(a,7%)

1 1.5000e+00 | 1.0000e+00 | 1.2583e+07 | 8.3300e-01 | 1.2489e+00 | 8.3300e-01 4.9880e+-00

2 1.5000e+00 | 1.0000e+00 | 1.2584e+07 | 8.3300e-01 | 1.2489e+00 | 8.3300e-01 4.9880e+-00

3 1.5000e+00 | 1.0000e+00 | 1.2584e+07 | 8.3300e-01 | 1.2489e+00 | 8.3300e-01 4.9880e+-00

24 | 1.5000e+00 | 1.0002¢+00 | 1.2591e+07 | 8.3300e-01 | 1.2489e+00 | 8.3320e-01 4.9892¢-+-00
25 | 1.5000e+00 | 1.0002¢+00 | 1.2591e+07 | 8.3300e-01 | 1.2489e+00 | 8.3320e-01 4.9892¢-+-00

Tabla 2.5: Resultados numéricos (en formato short e de MATLAB) de la estima-
cion de los parametros 5* = 0.667 y v* = 0.167 del modelo SIR usando DIFFPAR,
para un espaciado igual del intervalo de tiempo de 30 (dias), 50, 100 y 200, res-
pectivamente, con una tolerancia de 10~° y un maximo de 25 iteraciones para el
algoritmo.

Ejemplo 2.3.4. Considerando que la dinamica de COVID-19 es estudiada por el
modelo SIR, entonces los datos o casos reportados (mediciones) de infectados son
registrados por dia, asi que el intervalo de tiempo esta medido (dividido) en dias. En
este contexto, si los parametros desconocidos del PI son w* = (5*,7*) = (0.6,0.1),
con condiciones iniciales 1(0) = Iy = 1, S(0) = Sy = N — I, = 999, R(0) =
Ry = 0, y N = 1000, en el intervalo de tiempo [0,61], entonces, para determinar
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los casos registrados por dia para este par de parametros w* = (0.6,0.1) se resuelve
el PD correspondiente. La solucion numérica del PD, es decir, la variacion en el
tiempo de cada uno de los compartimentos se muestra en la Figura 2.5, en donde los
susceptibles S“" estan marcados con asteriscos en color magenta, los infectados 1<
estan marcados con asteriscos en color morado, y los recuperados R*" estan marcados
con asteriscos en color verde. En este caso, la Figura 2.6 muestra la grafica de la
funcion objetivo g(3,~) dada en el problema de optimizacion (2.2) para diferentes
valores de 8 y v, donde (3,7) € 2 = [0.1,1] x [0.05,1] C R% En la Figura 2.6
se pueden observar los maximos y minimos locales de la funcion g(f3,v) dada en
el problema (2.2). Esto puede funcionar como un método gréfico para estimar los
valores de los parametros de 5* y ~*.
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Figura 2.5: Grafica de las soluciones ajustadas S“"(curva en color azul), I“"(curva
en color rojo), y R“(curva en color verde) del modelo SIR contra los datos de
casos por dia (puntos marcados con asteriscos para cada compartimento S*°, I*" y
R“"), correspondientes al par de estimaciones w, = (8, ,) del par de parametros
w* = (B*,v*) del PI, en la iteracion n = 52.

Ahora, para resolver el PI, apliquemos el software DIFFPAR para minimizar la
funcién objetivo g propuesta en [23|, con una particion equiespaciada de 61 puntos
del intervalo de tiempo [0,61]. En este caso, se obtiene la siguiente aproximacion
numeérica de f* y v* dada en la Tabla 2.6, la cual se aproxima muy bien al pun-
to exacto (8*,7*) = (0.6,0.1), tomando como punto inicial (8y,7) = (0.3,0.05).
El ajuste de las soluciones de (2.1) para (8,,7,) = (5.9999¢ — 01,9.9992¢ — 02),
en la iteracion n = 52, con los datos de casos por dia (puntos marcados con as-
teriscos para cada compartimento) se muestran en la Figura 2.5, cuyo residual es
1.2882e — 02. En este caso, ER(B,, f*) = 1.6667¢ — 05 y ER(7,,7*) = 8.0000e — 05.
En la Tabla 2.7, se muestran otros resultados que se aproximan al punto exacto
(8*,7*) = (0.6,0.1), tomando otro punto inicial (y,70) = (0.8,0.3). En este caso, el
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Figura 2.6: Grafica de la funcién objetivo g(8,7), para los datos exactos de los
parametros (5*,7* = (0.6,0.1) y los valores iniciales Sy, Iy y Ry dados en el ejemplo
3, en la region factible 2 = [0.1,1] x [0.05, 1].

algoritmo de DIFFPAR par6 en la iteracion 81, en donde ER(f,, 5*) = 2.1873e¢ —01
v ER(7n,7*) = 1.5331¢ + 00

Resultados numéricos para el punto inicial (), ) = (0.3,0.05) con 52 iteraciones (Iter).

Iter.

b

.

n

Residual

EA(By, 5°)

ER(B,, ")

EA(A/mAf*)

ER(y.,7)

0
1

52

3.0000e-01
5.0866e-01

5.9999e-01

5.0000e-02
7.4953e-02

9.9992e-02

1.0860e+07
7.1824e+-05

1.2882e-02

3.0000e-01
9.1300e-02

1.000e-05

0.5000e-01
1.5220e-01

1.6667e-05

5.0000e-02
2.5047e-02

8.0000e-06

5.0000e-01
2.5047e-01

8.0000e-05

Tabla 2.6: Resultados numeéricos para el punto inicial (5, v9) = (0.3,0.05), con una
tolerancia de le — 3 y un méaximo de 90 iteraciones para el algoritmo de Gauss
Newton implementado en DIFFPAR. Parametros exactos (8*,7*) = (0.6,0.1) del

PIL

Resultados numéricos para el punto inicial (fy,7) = (0.8,0.3) con 81 iteraciones (Iter).

Tter.

P

Tn

Residual

EA(B,, (%)

ER(B,. 5")

EA(y,7")

ER(7n,7")

0
1

81

8.0000e-01
7.3124e-01

7.3124e-01

3.0000e-02
2.8349¢-01

2.5331e-01

1.3787e-+06
1.3037e+-06

2.9216e-02

2.0000e-01
1.3124e-01

1.3124e-01

3.3330e-01
2.1873e-01

2.1873e-01

7.0000e-02
1.8349¢-01

1.5331e-01

7.0000e-01
1.8349¢+00

1.5331e+00

Tabla 2.7: Resultados numéricos para el punto inicial (5y,70) = (0.8,0.3), con una
tolerancia de le — 3 y un méaximo de 90 iteraciones para el algoritmo de Gauss
Newton implementado en DIFFPAR. Parametros exactos (8*,7*) = (0.6,0.1) del
PI.
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Ejemplo 2.3.5. Consideremos que los parametros desconocidos del PI son (5*,7*)
= (0.6,0.3), con condiciones iniciales I(0) = Iy = 1, S(0) = Sy = N — Iy = 999,
R(0) = Ry =0y N = 1000, en el intervalo de tiempo [0,61]. Los casos registrados
por dia para este par de parametros w* = (0.6,0.1) se hallan resolviendo el PD
correspondiente. La solucion numérica del PD se muestra en la Figura 2.7, en donde
los susceptibles, S, estdn marcados con asteriscos en color magenta, los infectados,
1", estan marcados con asteriscos en color morado, y los recuperados, R, estan
marcados con asteriscos en color verde. Para este caso, la Figura 2.8 muestra la
grafica de la funcion objetivo g(3,7) dada en el problema de optimizacion (2.2)
para diferentes valores de (3,7) € Q = [0.1,1] x [0.05,1] C R?, donde se pueden
observar los puntos de maximos y minimos locales de la funcién objetivo g(/3, 7).
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Figura 2.7: Gréfica de las soluciones ajustadas S“ (curva en color azul), /" (curva
en color rojo), y R“» (curva en color verde), del modelo SIR contra los datos de
casos por dia (puntos marcados con asteriscos para cada compartimento S¢°, I4" y
R“"), correspondientes al par de estimaciones w, = (3,,7,) del par de parameros
w* = (B*,v*) del PI, en la iteracion n = 90.

Por ultimo, para resolver el PI, aplicamos el software DIFFPAR para minimizar la
funcién objetivo g propuesta en [23|, con una particion equiespaciada de 61 puntos
del intervalo de tiempo [0,61]. En este caso, se obtiene la siguiente aproximacion
numeérica de 5* y v* dada en la Tabla 2.8. Se observa que el punto estimado (5, v,) =
(6.2217e — 01,3.0807e — 01), en la iteracion méaxima n = 90, se aproxima bien al
punto exacto (5,7) = (0.6, 0.3). El ajuste de las soluciones para (3, v,) = (6.2217e—
01, 3.0807e —01) con los datos de casos por dia (puntos marcados con asteriscos para
cada compartimento) se muestra en la Figura 2.7, cuyo residual es 2.9321e 4 04. En
este caso, ER(5,, *) = 3.6950e — 02 y ER(v,,v*) = 2.6900e — 02. En la Tabla 2.9,
se muestran otros resultados que se aproximan al punto exacto f* y v* = (0.6,0.3).
En este caso, el algoritmo de DIFFPAR par6 en la iteraciéon méxima de 90, donde
el ER(5,, /%) = 1.8900e — 02 y ER(v,,~*) = 4.1200e — 02.
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Funcién objetivo g(3,7) x107 Curvas de nivel de la funcién objetivo g(5,7)
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Figura 2.8: Grafica de la funcion objetivo g(8,7), para los datos exactos de los
parametros (5*,7* = (0.6,0.3) y los valores iniciales Sy, Iy y Ry dados en el ejemplo
3, en la region factible 2 = [0.1,1] x [0.05, 1].

Resultados numéricos para el punto inicial (), 7) = (0.8,0.3) con 90 iteraciones (Iter).
[ter. B T Residual | EA(B,, %) | ER(By, 5%) | EA(0.7") | ER(Y0, ")
0 [5.0000e-01 | 3.2000e-01 | 4.0261e-+06 | 1.0000e-01 | 1.6667e-01 | 2.0000e-02 | 6.6667e-02
1| 8.2794e-01 | 3.2955e-01 | 3.2286e+06 | 2.2794e-01 | 3.7990e-01 | 2.9550e-02 | 9.8500e-02
90 | 6.2217e-01 | 3.0807e-01 | 2.9321e+04 | 2.2170e-02 | 3.6950e-02 | 8.0700e-03 | 2.6900e-02

Tabla 2.8: Resultados numéricos para el punto inicial (5y,v) = (0.85,0.32), con
una tolerancia de le — 3 y un maximo de 90 iteraciones para el algoritmo de Gauss
Newton implementado en DIFFPAR. Parametros exactos (8*,7*) = (0.6,0.3) del
PL

Resultados numéricos para el punto inicial (), 7) = (0.8,0.3) con 90 iteraciones (Iter).
Iter. B Yn Residual | EA(By, %) | ER(Bn, %) | EA(,Y") | ER(7, ")
0 [ 7.0000e-01 | 3.2000e-01 | 3.1172e-01 | 1.0000e-01 | 1.6667e-01 | 2.0000e-02 | 6.6667e-02
1| 5.6778-01 | 3.1172e-01 | 3.1172e-01 | 3.2220e-02 | 5.3700e-02 | 1.1720e-02 | 3.9067¢-02
90 | 5.8866e-01 | 3.1236e-01 | 1.2561e+05 | 1.1340e-02 | 1.8900e-02 | 1.2360e-02 | 4.1200e-02

Tabla 2.9: Resultados numeéricos para el punto inicial (5, v9) = (0.7,0.32), con una
tolerancia de le — 3 y un méximo de 90 iteraciones para el algoritmo de Gauss
Newton implementado en DIFFPAR. Parametros exactos (8*,7*) = (0.6,0.3) del
PL

Finalmente, de los resultados numéricos presentados, el software DIFFPAR po-
dré dar una buena aproximacion del minimo de interés (5*,v*) del PI si elegimos
de manera adecuada la iteracion maxima, la tolerancia de paro y un punto inicial
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no tan alejado del minimo (global) de interés de la funcién objetivo g planteada en
el problema de optimizaciéon 2.3, como se esperaba del método de Gauss-Newton
implementado en DIFFPAR, el cual es un método local.
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2.4. Conclusion

En este trabajo, se dio soluciéon a los problemas PD y PI del modelo SIR.
Se generaron programas en MATLAB para resolver el PD usando el Método
Implicito de Euler (para graficar la funcién objetivo ¢), y el método método
Dormand-Prince 5(4) implementado en la funcion ode/5 de las nuevas versiones
de Matlab. Para el PI se utiliz6 el software DIFFPAR. En este caso, se generaron
los programas necesarios del modelo SIR para poder aplicar DIFFPAR. De los
resultados numéricos presentados para el PI de estimacién de los parametros del
modelo SIR, se observa que la aplicacion del software DIFFPAR es factible. Cuando
se toman puntos iniciales cercanos a los datos exactos (y desconocidos para el PI),
B* vy ~*, los valores estimados por DIFFPAR son bastante aceptables. Dos puntos
interesantes que no se abordaron en este trabajo, consisten en hallar el minimo
global de la funciéon objetivo g dada en el problema de optimizacion (2.3) y utilizar
datos reales.

Contribuciones

Este trabajo impacta en la solucién de problemas directo e inverso de identifica-
cion de parametros constantes de un sistema dinamico multidimensional con varios
parametros (sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes que
pueden depender de algunos parametros que es necesario estimar) y cuya dinamica
se desarrolla a lo largo de un periodo de tiempo, usando el software DIFFPAR,
tales como el modelo SIR y sus variantes, entre otros modelos determinados por
algiin sistema dinamico multidimensional con varios pardmetros que modelan
diferentes fendémenos que aparecen en diferentes areas de la investigacion, como
la biologia matematica [5], ecologia [32, 63| o epidemiologia [14, 15| que estudian
la interacciéon entre diferentes especies. Otro ejemplo, donde aparecen sistemas
dindmicos multidimensionales son para estudiar las reacciones quimicas [38], que
dependen de ciertos pardametros, como la velocidad de reaccion o la constante de
equilibrio [58,70]. Otra aplicacion de sistemas dindmicos se encuentran en economia.
En este caso, lo que interesa es predecir una situacion desfavorable, como una
recesion o una depresion y de esta forma planificar con anticipacion para reducir el
impacto de posibles efectos negativos [22,55].

Entre las contribuciones de esta Tesis estan las siguientes:

1) Se plated el problema inverso del modelo SIR mediante un problema de
optimizacion (que consiste en determinar los pardmetros del modelo minimizando
una funciéon objetivo sujeta a restricciones). La ventaja de este enfoque es que
puede trasladarse o plantearse en diferentes contextos, como los mencionados antes,
en donde aparecen sistemas dindmicos multidimensionales con varios parametros a
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determinar [22].

2) Se desarrollaron programas en Matlab para resolver los problemas directo
e inverso del modelo SIR y se presenta un pequeno manual para usar DIFFPAR
(mostrados en el Apéndice). La ventaja de estos programas es que pueden ser
modificados por otros usuarios para resolver los problemas directo e inverso de
su interés usando DIFFPAR. Cabe senalar que DIFFPAR solo resuelve sistemas
dindmicos multidimensionales con coeficientes constantes, aunque se puede aplicar
el sofware varias veces en instantes cortos de tiempo para determinar a trozos
los coeficientes del modelo SIR o de alguno de sus variantes. Ademaés, el modelo
SIR, o alguno de sus variantes, nos pueden ayudar a estudiar la dinamica de una
enfermedad infecciosa en el tiempo como es la epidemia COVID-19 y desarrollar
estrategias para reducir la propagacion de la infeccion.

3) Por ultimo, se mostro la factibilidad de aplicar DIFFPAR con ejemplos sin-
téticos para validar y analizar la convergencia del método Gauss-Newton (imple-
mentado en DIFFPAR) tomando diferentes puntos iniciales, usando los programas
computaciones desarrollados en Matlab (que estan incluidas en el Apéndice) para
resolver tanto el problema directo como el problema inverso. Ademés, parte de los
resultados numéricos presentados en esta Tesis estan aceptados para su publicacion
en las memorias del X Coloquio de Modelacion Matematica en Biologia, Ciencias
Meédicas e Ingenieria.

Trabajos futuros

Como trabajos futuros de investigacion sobre el método propuesto para resolver
el PI del modelo SIR se tienen:

1. Resolver el PI usando mediciones o datos perturbados (datos registrados con
error de cada compartimento).

2. Resolver el PI usando datos reales, por ejemplo de la epidemia COVID-19.

3. Resolver el PI usando otros métodos iterativos, como el método de gradiente
conjugado, para hallar el minimo de la funcién objetivo g o g del problema
de optimizacion, y comparar los resultados obtenidos con los del método de
Gauss-Newton, implementada en DIFFPAR.

4. Hallar el minimo global de la funciéon objetivo g o g, usando algiin método
heuristico como puede ser la inteligencia artificial (algoritmos genéticos, en-
jambres de particulas, etc.) en combinacion con el método de Gauss-Newton
implementado en DIFFPAR.

Por otra parte, es posible aplicar el método propuesto en este trabajo en
otros contextos y para variantes del modelo SIR como Susceptibles-Infectados
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(SI), Susceptibles-Infectados-Susceptibles (SIS), Susceptibles-Expuestos-Infectados
(SEI), Susceptibles-Expuestos-Infectados-Susceptibles (SEIS), entre otros, usando
DIFFPAR, adecuando los programas que requiere DIFFPAR para cada modelo,
para resolver el PI correspondiente a la variante del modelo SIR de estudio.
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Apéndice A

Ecuaciones diferenciales ordinarias y
métodos numéricos

A.1. Sistema de ecuaciones diferenciales

En muchas ocasiones es deseable describir en términos mateméticos el compor-
tamiento de algunos sistemas o fenémenos de la vida real, que pueden ser fisicos,
quimicos, sociolégicos, econémicos, etc. La descripcién matematica de un sistema o
fenémeno se llama modelo matematico y se construye con ciertos objetivos, como el
de entender que ocurrira en el futuro o que paso en el pasado. Para la realizacion
de un modelo matematico sobre un sistema, primero hay que identificar todas las
variables que ocasionan que el sistema cambie y posteriormente establecer de qué
manera estas variables afecta al sistema. Es claro que cuantas méas variables, que
afectan al sistema, se anadan mejor se ajusta el modelo al sistema o fenémeno real.
Sin embargo, el modelo seré cada vez mas complejo cuantas mas variables entren en
juego; el cual puede ser més complicado de resolver en forma analitica o numérica,
en el sentido de que se puede llegar a utilizar muchos recursos y tiempo de computo.
La mayoria de los modelos matematicos estan descritos por ecuaciones diferenciales
ordinarias o parciales que a continuacién se definen, asi como también se presentan
algunos teoremas de existencia y unicidad de las ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden.

Definicion A.1.1. Una ecuacion diferencial es aquélla en la que interviene al menos
una derivada o diferencial de una funcion incdgnita.

Definicion A.1.2. Fcuacion diferencial ordinaria (EDO) es una ecuacion que con-
tiene funciones de una sola variable independiente, y una o mds de sus derivadas
con respecto a dicha variable.

Definicién A.1.3. Ecuacion diferencial parcial (EDP) es una ecuacion que contiene
funciones de dos o mds variables independientes y algunas de sus deriwadas con
respecto a esas variables. (ver [11].)

35



Ecuaciones diferenciales ordinarias y métodos numéricos
A.1 Sistema de ecuaciones diferenciales

Entonces las ecuaciones diferenciales pueden clasificarse como se sigue:
» Segun la cantidad de variables independientes (ordinarias y parciales)

= Por el tipo de operacion a la que esté afectada la funcion incognita (lineales y
no lineales)

» Segun el orden de la ecuacion diferencial (ED). El orden de una ED es el mayor
orden de derivacion que aparece en la ecuacion.

Algunos ejemplos de EDO y EDP son los siguientes.

Ejemplo A.1.1. (% + bxy = €Y, donde la funcién incégnita es y, que solo depende
de la variable independiente x. Esta es una EDO no lineal de primer orden, en donde

d

22 es la derivada de y con respecto de la variable z. También, para las derivadas se

puede usar la notacién de primas. La Z—y se denota por 7/.
i

Ejemplo A.1.2. %+2xy+x2 = 0, que en notacion de primas es y” +2zy+ 2 = 0,
donde la funcién incognita es y que depende de la variable independiente z. Esta es
una EDO lineal de segundo orden.

Ejemplo A.1.3. % + 3273 = y23, donde la funcién incognita es u que depende de

la variables independiente = e y. Esta es una EDP lineal de segundo orden.

A.1.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de pri-
mer orden

Definicion A.1.4. Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinadrias de primer
orden de dimension m es un conjunto de m ecuaciones diferenciales de primer or-

den con m funciones incognitas y*(t),...,y™(t) que dependen de una sola variable
independiente t y su representacion viene dada por
( 1
dy'(t) m
= P9 Oy (),
dt
dy™(t) . .
g (), oy (1),
\ t
donde f1, f% .-, f™ son funciones de m + 1 variables, y las funciones incognitas
y(t), - ,y™(t) dependen sdlo de la variable independiente t. Este sistema puede ser
escrito en su forma matricial equivalente

y = f(ty),
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donde y = [y (t),y2(t), - ,y"(®)]T, v = (252, 250 BTNy f(ty) =
FHEy (), s y™ (), P Y @) y™ (1)), Sy (@), y™ ()] Agqui el su-
perindice T indica la traspuesta de una matriz.

A continuacion, se anuncian dos teoremas de existencia y unicidad de una EDO,
respectivamente.

Teorema A.1.1. Considérese la EDO con condiciones iniciales

(O =16y el =lut] R "

donde ty es llamado tiempo inicial yt; es llamado tiempo final. Si f(t,y) es continua

y acotada en I XxR™ entonces el problema de valor inicial tiene al menos una solucion
en I x R™.

Teorema A.1.2. Considérese el sistema de ecuaciones de primer orden dado por
A.1. Si se verifican las condiciones

1. f(t,y) es continua en I x R™

2. Se verifica la condicion de Lipschitz respecto de la sequnda variable en I x R™,
es decir, existe una constante L > 0 tal que para todo t € I y todo x =
(1, ..2™),y = (y!,...,y™) € R™ se verifica que

|F(t,z) — F(t,y)| < Lz — yl.
Entonces el problema de valor inicial tiene una unica solucion en I x R™.
Del Teorema A.1.2 se anuncia el siguiente.

Corolario A.1.1. Considérese el sistema de ecuaciones de primer orden dado

por A.1. Si f(t,y) es continua en I x R™ y para cada i = 1,2,...,m existen
1 2 m
8f8$,y)73f8$’y),..., afay(f’y) y son continuas en I x R™. Entonces el problema de valor

inicial tiene una unica solucidn en I x R™.

A.1.2. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

Otras EDO de primer orden que pueden ser resueltas de forma sencilla son aque-
llas de tipo lineal, méas concretamente.

Definicion A.1.5. Una EDO de primer orden es lineal si se escribe de la forma
a1 ()Y (t) + ag(t)y(t) = b(t) , donde y,ay,a0 y b son funciones que solo dependen de
la variable t.

Definicion A.1.6. Una EDO lineal se dice que es homogenea cuando la funcion
b(t) de la definicion anterior es cero.
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Asi, ejemplos de EDO lineales de primer orden homogéneas son:
sen(z)y (z) + cos(x)y(z) = 0, e"y'(z) +y(z) = 0y (2* — 1)y (x) + zy(x) = 0, donde
la funcién y depende solo de la variable independiente z. En algunas aplicaciones
la variable x puede representar la variable del tiempo t.

A continuacion, se tiene el siguiente teorema de existencia y unicidad de un
sistema lineal de EDO.

Teorema A.1.3. Sean A(t) una funcion matricial cuadrada de orden n, b(t) una
funcion vectorial, continuas en un intervalo I C R y sea el problema de valor inicial

{ y'(t) = A(t)y(t) +b(t),Vt e I CR
y(t,) = yo,con ty € R,

donde y = (y',...,y") € R™ es la funcion incdgnita vectorial definida en I C R.
Entonces existe una unica funcion vectorial y(t) que es solucion del problema (ver

[44])-

Solucién de algunas EDO lineales homogénea y no homogénea

Para resolver una EDO de la forma a;(z)y'(x) + ao(z)y(x) = b(x), primero se
resuelve la ecuacion homogénea asociada aq(z)y'(z) + ao(z)y(z) = 0, donde x es
la variable independiente. Esta tltima EDO es separable. La solucion de la EDO
homogénea es de la forma y(z) = coyi(z) para una cierta constante cg. Luego, si
b(x) no es cero, las soluciones de la ecuacion aq(z)y' + ag(x)y = b(z), vendran dadas
de la forma y(x) = u(z)y,(x), para una cierta funciéon u(z) a determinar. Es decir,
se sustituirda la constante ¢y dada en las soluciones de la EDO homogénea por la
funcion u(x). Entonces se sustituye la funcion y(x) = u(x)y;(z) sobre la ecuacion
ar(z)y' (z) + ap(x)y(z) = b(z) y esto nos dard una ecuacion de donde podremos
despejar u/(z). Finalmente, integrando la expresion de u/'(x) calculamos u(zx) y, por
tanto, las soluciones de la EDO. En lo que sigue solo se escribira la funcion y(zx),
que depende solo de la variable independiente x, como y y v/'(z) como y'.

Veamos la solucion de los siguientes dos ejemplos aplicando el método analitico
presentado en el parrafo anterior.

Ejemplo A.1.4. La EDO (1 + 2%y’ + 2y = 0 es lineal homogénea, por lo que se
puede resolver simplemente teniendo en cuenta que es de tipo separable. La ecuacion
se puede escribir como

dy zdx

y 1+x2

Siempre que y no se anule. De hecho, y(x) = 0 es solucién del problema. Si se
integra la ecuacion anterior obtenemos In |y| = —3 In(1+2?)+c. O equivalentemente

= ara ¢, un numero real cualquiera, que incluye la solucién y(x) = 0
V1+ta?’ ’
tomando ¢, = 0.
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Ejemplo A.1.5. Para resolver la EDO de primer orden lineal arctg(z)y’ — H%y =

arc tg®(z) primero se debe resolver la EDO homogénea arc tg(z)y’ — ; foy = 0. Esta
la podemos reescribir (para y # 0) como

dy __ 2dx

y  (arctg(x))(1+2?)
Con lo que integrando obtenemos y = cgarctg?(z). Por tanto, las soluciones
de la EDO lineal arctg(z)y’ — ;%2 = arctg®(z) las obtendremos de la forma

y = u(z)arctg?(x) donde, para calcular u(z), sustituimos en la ecuacién, con lo
que arctg®(x) = arctg(x)(u(z) arctg?(z)) — 1+2z2 (u(z) arctg?(z)) = v/ (x)arctg®(x).
Tenemos entonces que w'(x) = 1 o bien u(z) = x + ¢ , por lo que las soluciones de

la EDO inicial son y = (x + ¢)arctg?(x).

Pueden consultarse otros métodos analiticos para resolver las EDO con valores
iniciales en [78].

A.2. Métodos numéricos

Los métodos numéricos para resolver EDO dan aproximaciones numéricas a las
soluciones de estés. Sin embargo, no siempre una ecuacién diferencial tiene una
solucion, y aun si la tiene, no siempre podemos expresarla en forma explicita o
implicita, y en muchos casos tendremos que conformarnos con una aproximacion
numérica. Para afrontar este problema se recurre a los métodos numéricos que nos
brindan de forma aproximada una soluciéon de la EDO de una variable, para lo cual
es necesario conocer el valor de la curva soluciéon en un punto. Estos métodos, en
lugar de dar una expresion algebraica explicita de la solucién, producen una serie
de pares ordenados donde la primera componente se corresponde con el valor de
la variable independiente y la segunda es una aproximacion de la solucion en el punto.

En este capitulo se presenta un resumen de una serie de métodos numéricos de
paso simple, multiple o variable, es decir, métodos que permiten calcular el valor
aproximado solo utilizando el valor aproximado obtenido en uno o varios pasos
previos, de la variable independiente, para aproximar la solucién del problema de
valor inicial.

A.2.1. Solucién numérica del PVI

Consideremos el El problema de EDO (A.1) es también conocido como Pro-
blema de Valor Inicial (PVI) de m ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden, donde f = (fL,...,f™) : RxR™ — R™ y = (y',...,y™) : R — R™ e
vo = (y§(to), ., ¥ (to))T € R™, mientras que t, o son reales. Entonces el PVI (A.1)
consiste en conocer el comportamiento de y(t) en un intervalo [to,t;] C R para una
condicion inicial dada y(ty) = yo, donde ¢ es el tiempo inicial y ¢5 es el tiempo final.
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Sea {ty} una malla arbitraria del intervalo [to,?s] y denotemos el tamafio de paso
por h, = t,y 1 —t,, n = 1,2,..., N. Si tenemos un mallado uniforme el tamatnio de
ty—to

paso se denota por h = . Denotemos por y; las aproximaciones numéricas (da-

da por algin método numérico) a la solucion exacta y(t;) del PVI parai =1,2,..., N.

Ahora, la formula general de un método multipaso o de k-pasos es

Z?:O XjYn+j = h¢f(yn+k> Yn+k—1y -y Yn, tna h),} (A2>
Y =nu(h), p=0,1,.. k—1.

donde £ > 1 es el nimero de pasos del método, a; son constantes que no de-
penden de n, y, = n,(h) son las condiciones de partida del método (tales que
limp—oy, = y(t,), o = 0,1,...,k — 1), yoyx es el valor que se quiere calcular en
cada iteracion, mientras que y,x—;, con 1 < i < k son valores que se han obtenido
previamente.

A continuacion se tiene la definicion de convergencia de un método numérico y
un teorema sobre la convergencia de estos.

Definicién A.2.1. (Convergencia de un método numérico): Un método numérico es
converegente si, para todo PVI (A.1) que satisface las hipdtesis del A.1.2, se obtiene
que

mazo<i<n || Y(tn) — yn ||—= 0, cuando h — 0.

Teorema A.2.1. La condicion necesaria y suficiente para que el método numérico
sea convergente es que sea consistente y cero-estable.

Un método numérico es consistente y cero estable si satisface la siguientes defi-
niciones, respectivamente.

Definicién A.2.2. (Método consistente):
k
Sea R, 1) = Z QY (tntj) = ROF(Yntk, Yntk—1s s Yns tny ). (A.3)
=0

Si el residual R,y definido por (A.3) satisface limy, g R’;:r’“ = 0, entonces el método
es consistente.

Definiciéon A.2.3. (Método cero estable): Sean dos perturbaciones {0,}2_q ¥
{623 y las respectivas soluciones perturbadas {y, }N_o y {y:}2_, del sistema per-
turbado:
Z?:O QjYntj = h [¢f (Yntk Ynth—15 s Yrs tns B) 4 O] 7}
Yy =nu(h) +0,, p=0,1,....k—1.

Entonces se dice que el método numérico (A.2) es cero-estable si existen una cons-
tantes S y ho tal que Yh € (0,hol, || yn — vl ||< Se, 0 < n < N, simpre que
| 6, — 0% ||<e, 0<n<N.
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A.2.2. Clasificacién de métodos numéricos para las EDO

En esta seccion se enlistan varias tipos de métodos que tienen interesantes pro-
piedades que integran con buenos resultados una clase muy abundante de ecuaciones
diferenciales ordinarias como son los problemas stiff. Actualmente, todavia no hay
una definiciéon exacta de que es un problema stiff, aunque histéricamente se han
realizado muchos esfuerzos para separar la clase stiff de la clase no—stiff. En el libro
de Lambert [44] se presenta una amplia discusiéon sobre ambas clases de problemas.
Se puede decir que la clase stiff es de alguna manera “difusa”, ya que se pasa de
la clase no—stiff a la clase stiff de forma gradual y no hay una frontera clara que
separe ambas clases. Asi, es corriente que los especialistas digan que un problema es
“midly” stiff [59]. Hay problemas de valor inicial que son de tipo stiff en una parte
del intervalo de integracion siendo no-stiff en otra parte del mismo, intercalandose
asi zonas no-stiff con zonas stiff. Un ejemplo de este tipo de problemas es el
oscilador no lineal de van der Pol, ver paginas 4, 21-24 de [34]. Los especialistas en
analistas numéricos con amplia experiencia computacional definen a los problemas
stiff como aquellos donde los integradores numéricos basados en métodos explicitos
no funcionan satisfactoriamente, es decir, para una precision determinada, los
métodos explicitos (como los métodos Runge-Kutta) necesitan tomar pasos mucho
més pequenos que lo que la regularidad de la solucién demanda para integrarlos [34].

Algunos de los métodos numéricos para resolver los problemas stiff y no stiff
son los siguientes.

Métodos explicitos:

= Métodos de Runge-Kutta de un paso y multipaso, con tamano de paso cons-
tante h [44].

= Métodos predictor-corrector:
1) Método de Milne-Simpson.
2) Método de Adams-Bashforth-Moulton de cuarto orden [13,44].

= Métodos de Runge-Kutta de paso variable, también denominados de pares
encajados:
1) Método de Runge-Kutta-Fehlberg que usa formulas Runge-Kutta de orden
4y 5.
2) Método de Dormand-Prince 5(4) [13,33,44].

Métodos implicitos:

» Formulas de diferenciacion regresiva, en inglés Backward Differentiation For-
mulas (BDFs), los caules son métodos multipaso utilizados para resolver pro-
blemas stiff [34,44].
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» Formulas de diferenciaciéon numérica, en inglés Numerical Differentiation For-
mulas (NDFs) [44,67].

» Exponential  fitting o métodos adaptados cuando  y(t) €
gen{l, .. t"7 1 M . a7 1M} [49).

A continuacion, se describen algunos de estos métodos numéricos. En especial se
describe el Método explicito de Dormand-Prince 5(4) que esté implementado en la
funcién ode45 de las nuevas versiones de MATLAB, asi como también, el método
implicito de Euler, los cuales son usados para resolver los PD del modelos SIR.

A.2.3. Meétodos de Runge Kutta

Los métodos de Runge Kutta tienen el error local de truncamiento del mismo
orden que los métodos de Taylor, pero prescinden del célculo y evaluacion de las
derivadas de la funcion f(¢,y). Para hallar una solucion aproximada del PVI dado
por (A.1), consideremos una malla o, %1, ...,tx de paso h, donde tg =ty y t; = ty.
En estos puntos es donde se va a obtener la aproximaciéon de la solucion.

En esencia, los métodos de Runge-Kutta son generalizaciones de la féormula basica
de Euler y;.1 = hf(t;,y;) en los que el valor de la funcion f se reemplaza por un
promedio ponderado de valores de f en el intervalo t; <t < t;,4, es decir,

Yiry, = Vi + h(w1ky + woks + ... + wp ki)

N

promedio ponderado

En esta expresion las ponderaciones w;, 7 = 1,...,m son constantes para las que
en general se pide que su suma sea igual a 1, es decir, w; + wo + ... + w,, = 1,
y cada k; es la funcién f evaluada en un punto seleccionado (¢,y) para el cual
t; <t <t;41. Se puede observar que el k; se definen en forma recursiva en el Método
Runge-Kutta de una etapa presentado adelante |78].

Se define el orden de un método numérico multipaso como el orden p del error
local que hay entre la soluciéon exacta y(t;) y la solucién aproximada y; en cada
punto ¢; de la malla del intervalo cerrado [a, b] (ver [13,44]).

Método clasicos de Runge-Kutta

La expresion general de un método Runge Kutta de m evaluaciones es :
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( CYn+1 = Yn + h¢( ny Yn; h>7

O(t, Yns h ch i

kl = f(tvyn)
i—1
ki = f(t+has,yn + 1Y biky),i=2,3.4,...m

s=1

i—1
a; = g bis, i = 2,3,4,....,m
s=1

Un método de Runge-Kutta utiliza m-evaluaciones de la funciéon f que son las
derivadas de la solucion y(t) en varios puntos y después en ¢ se hace el promedio
ponderado por lo que tenemos que > ;" ¢; = 1. Los valores de los coeficientes a;, ¢;,
b;s dependen del esquema numérico elegido, dependiente de la regla de cuadratura
utilizada. Los esquemas Runge-Kutta pueden ser explicitos o implicitos dependiendo
de las constantes b;; del esquema. Si esta matriz es triangular inferior con todos los
elementos de la diagonal principal iguales a cero; es decir, b;s = O para s = ¢, ..., m—1,
los esquemas son explicitos. Por ejemplo, para construir estos métodos se utiliza la
siguiente notacion

\

ft: 8t’f?/ ayvftt t27fty 8t8y7"'

y ademaés

F:ft+ffyaG:ftt+2ffty+f2fyy
Con esta notacion el desarrollo de ¢, de método Taylor quedaria
or(t,y; h) = f+ 3hF + ¢h*(F f, + G) + O(h®)

Para construir los primeros métodos de Runge-Kutta se consideran los métodos
para R = 3, es decir

kl :f(tay) :f7 k? :f<t+a2h7y+ha2kl)7 y
ks = f(t + ash,y + h((as — bsok1 + b32ks)).

Utilizando desarrollos de Taylor
k?g = f + aghF + %CLQ]’LZG + O(h3)7 y k?g = f + aghF + h2(&2b32ny + %agG) + O(h3)
de donde se concluye que :

1 .
o(t,y; h) = (cl—i-cQ—i—c;;)f—i—h(cgag—{—cgag)F—|—§h2(203a2b32ny+(cga§+cga§)G)+O(h3).

Entonces para nuestro método de Runge-Kutta de una etapa, es decir, para m = 1
se tiene que ¢3 = ¢3 = 0, quedando la funcién incremento
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o(t,y;h) = e f + O(R?),
que cuando ¢; = 1 es el conocido método de Euler (ver pagina 2-5 de [71]), esto es,
Yiv1 = Yi + h¢(tzv Yis h) donde st(t“ Yis h) - f(tza yl)v para L= 07 ]-7 27 s N.

A continuacién, se presentan algunos métodos de paso variable.

A.2.4. Meétodo de Dormand-Prince 5(4)

En la nuevas versiones de MATLAB, el Método de Dormand-Prince 5(4) esta
implementado en la nueva funcion ode/5 de MATLAB [13,67], el cual es un método
similar al método de Runge-Kutta-Fehlberg [6] o también llamado RKF45 [50].
El programa ode45 utiliza un par de formulas de 6rdenes p =4y (p+ 1) =5 de
Dormand y Prince [21], el cual es conocido como el método DOPRI5, estimando
nuevamente el error local como en el método de Runge-Kutta-Fehlberg (ver seccion

5.4, pagina 80 de [6]).

Método de Dormand-Prince 5(4): Para calcular la aproximacion y,,1 del
siguiente paso temporal ¢, 1 de la EDO o PVI (A.1) se deben realizar los siguientes
pasos [21]:

» Paso 1) Calcular los siguientes valores:
ki = hnf(tm yn)a
1 1
k2 - hnf(tn + _hnu Yn + _kl),

5 5

ks = hyf(t, + %hn,yn + %kl + 4%/@),

ka = o f(tn + %hn, Yo + %kl - %l@ + %ng),

ko = finf(tn + gh"’ o ¥ %kl B 225138670]€2 N 6(345’>463418k3 a %k“)’

Ko = hnf (b + Pins o + 2(1)—(15;]“1 N %k2 * 456274372 3 % T 158160536k5)’
35 500 125 2187 11

k7:hnf(tn+hnayn+ﬁkl+m 3+@

 Grsate k)
» Paso 2) Calcular el valor del siguiente paso y,,+; mediante el método de Runge-
Kutta de orden 4 como

35 200 125 2187 11

Yni1 = Yn + ggrhi gk ook — ek gy

» Paso 3) Calcular el valor del siguiente paso z,.; mediante el método de Runge-
Kutta de orden 5 como

5179 7571 393 92097 187 1

nt 57600™ T 16695 T 620" ~ 339200™ t 21007 T 20T
44
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» Paso 4) Calcular una estimacion del error local F, 1 = 2,11 — yny1 dada por

71 71 71 17253 22 1

E. . = ky — k _ ks + o+ — ke
1= 57600 T 166050 T 1920™4 T 33920070 T 52570 T 40"

Observemos que no es necesario calcular y,, .1, sélo el error F,, ;.

= Paso 5) Si se cumplen la tolerancia |E,i1]e < €, entonces yny1 = 2Zpi1 ¥
k1 = k7. En caso contrario, se ensaya con un nuevo tamano de paso temporal
hpew tal que

€
hnew = Oghn f’/ m (¢} hnew = Oghn 4 j

donde h,, es la longitud del intervalo de tiempo anterior ¢,,, € es la tolerancia
de paro del algoritmo, y |Fyi1loo = |Znt1 — Unt1loo €s la norma del maximo
de E,+1. En caso de que el namero del PVI (A.1) sea 1 la norma del error
local E, 1 es el valor absoluto de E, ;. En la programacion, esta nueva hy,e
se utilizara en el céalculo del siguiente paso temporal t,.1, es decir, se hace
hpn = hpew v se regresa al Paso 1. También, se puede usar otra norma para
calcular el error local F,,; y el nuevo tamano de paso hy,e., los cuales estan
dados en la ecuacion (4.11) y (4.13), pagina 168, de [33], donde se multiplica
hy, por un factor fac = 0.8, 0.9 (como se muestra en (A.4)), (0.25)5, 0 (0.38)5,
para que el error sea aceptable en la siguiente iteracion con alta probabilidad.
Ademas, de esta forma no se permite que h,, aumente ni disminuya demasiado
rapido [33].

(A4)

Observemos que este método evaliia seis veces la funcion f para calcular las
soluciones de cuarto y quinto orden, aunque el error se controla sélo para la soluciéon
de cuarto orden ¥,.1. Ademas, Dormand y Prince escogieron los coeficientes de su
método para minimizar el error de la solucién de quinto orden. Esta es la principal
diferencia con el método de Runge-Kutta-Fehlberg, que se construydé de modo que
la soluciéon de cuarto orden tenga un error pequeno. Por esa razon, el método de
Dormand-Prince 5(4) es méas adecuado cuando la soluciéon de orden superior (la
solucion de quinto orden z,,1) se usa para continuar la integracion, una préactica
conocida como interpolacion local [33]. La Tabla A.1 presenta los coeficientes de
este método, los cuales coinciden con los valores de la Tabla 2 del articulo [21]| para
el orden p = 4. La penultima linea de coeficientes proporciona la solucién de cuarto
orden y,.1 y la dltima linea la solucién de quinto orden z, .
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Matriz de Butcher del método es: Dormand-Prince 5(4) (DOPRI5)

0 |
1 ‘ 1
5 5
3| 3 9
10 10 10
4 ‘ 44 __ 56 32
5 15 15 9
8 ‘ 19372 25360 64448 212
9 6561 2187 6561 729
1 ‘ 9017 355 46732 49 _ 5103
3168 33 5247 176 18656
1 ‘ 35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
‘ 35 0 500 15 — 9187 T 0
Ynt+1 | 384 1113 192 6784 84
o ‘ 5179 0 7570 393 92007 187 T
n+1 | 57600 16695 640 339200 2100 1

Tabla A.1: Coeficientes del método Dormand-Prince 5(4) (DOPRI5). Fuente: Toma-
do de la Tabla 5.2, pagina 178, Hairer, E., Ngrsett, S. P., y Wanner, G., 1993, [33].

A.2.5. Meétodos implicitos BDFs de paso variable

Por simplicidad, consideremos una ecuacion diferencial ordinaria unidimensional
con condiciones iniciales:

y' = f(t,y), y(to) = vo, for t € [to, ts], (A.5)
donde ¢ es el tiempo inicial y ¢; es el tiempo final. Sea {ty} una malla arbitraria
del intervalo [to,ts] y denotemos el tamano de paso por h, = t, — t,_1, para

n=12,.. N.

Las BDFs de paso variable se definen como sigue. Suponga que las k soluciones
aproximadas ¥, i1, ..., Yo ya se han calculado, y considere el polinomio pg(t) de
grado k > 1 que interpola el k + 1 pares (¢;,y;) para j = n—k+1,...,n,n+1
(incluida la aproximacion desconocida y,41) v px(t) satisface la ecuacion diferencial
(A.5) en t, 41, es decir,

p;g(tn—‘rl) = f(tn+17pk(tn+l>> = f(tn+1) yn+l)7 donde pk(tn—i-l) = Un+1- (AG)

Usando la formula de interpolacion de Newton tenemos

k Jj—1
pr(t) = (H(t — tnﬂ_i)) VYltnits tns oos tnjin), (A7)

7=0 =0
donde las diferencias divididas VIy[t,, ..., t,—;] son definidas recursivamente por
Voy[tn—j] = yn—j7 j = _1a07 17 LKD) k - 17
vj_ly[tn—i-la ey tn—j+2] - Vj_ly[tTU

| et
VIyltntt, oo tnoji] = . ; j+1]
n+1 = n—j+1

Y
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para j =1,2,3,..., k.
Combinando (A.6) y (A.7) y despejando y(t,+1), obtenemos las BDFs de tamano
de paso variable dado por

k 7j—1
> <H ntl — tn+1z‘)> NVYltnias b)) = B f (Engas Ynga),

J=1 =1

donde k es el nimero de pasos del método.
En el caso de un tamano de paso constante h, las BDFs de k pasos estan dados por

k
1 .

Z Evjyn-i-l = hf(tns1, Yns1),

—1

que es estable para k < 6 e inestable para k > 7 (ver p. 381, Seccion I11.3 de [33]).
Para un tamano de paso temporal constante h, las BDFs de un paso (k = 1) es el
método implicito de Euler:

Yn+1 — Yn = hf(tn-‘rh yn+1)7 <A8)

donde la nueva aproximacion en el siguiente paso temporal es y,,.1. En la siguiente
subseccion se da un método para calcular el valor v, 1.

A.2.6. Soluciéon del PVI por el método implicito de Euler

En el método implicito de Euler (A.8), para un tamano de paso temporal constan-
te h, la nueva aproximacion y,.1 se calcula iterativamente por el método iterativo

de Newton modificado (ver paginas 12-13, de [44]): ynlfll) = yfli)l + Ayfjﬁl, para

v=20,1,2,...., donde el incremento Ay, le se calcula resolviendo el sistema lineal de
ecuaciones:
ADy,y =1, (A.9)
donde A = ([ — h?), g—f es la matriz Jacobiana de f respecto a la varia-
Y Y

ble y, de tamafio 1 x 1 evaluada en el punto (tn41,%,,,), y el residual 77, , =
Yn yf%l — hf(t n+1,yn+1) Una féormula anédloga a (A.9) para las BDFs y NDFs
puden ser encontradas en [67]. Por lo tanto, en cada iteracion del método iterativo

de Newton modificado se tiene que
gl =W AT =0,1,2, (A.10)

El método iterativo de Newton modificado que fue programado en MATLAB inicia

tomando y;, ; = y, para v = 0, y el algoritmo se detiene cuando se satisface que

Ty .1 < €, para una tolerancia dada €, y se toma y,41 = yfl'fll).
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Siy, f € R™ (m > 2) entonces A = <I - h%) es una matriz de tamano m x m,

% es la matriz Jacobiana de f respecto a la variable y de tamanio m x m dada por
y
or. .. of
of | o
W gpm fm
oy! oym

evaluada en el punto (t,41,¥4 ;). Ademas, el sistema lineal de ecuaciones (A.9) se
puede resolver mediante la matriz inversa A=! de A, por factorizacion LU o por
iteracion de Gauss-Seidel, entre otros métodos para resolver el sistema. La solucion
de los problemas directos del modelo SIR fueron resuletos aplicado el método
implicito de Euler, resolviendo el sistema (A.9) usando la matriz inversa de A, en
cada iteracion del método iterativo de Newton modificado.

Observemos que para el calculo de la matriz Jacobiana g—£ se requiere en el
método de Euler implicito, los métodos BDFs y NDFs, y también en cada paso
temporal se resuelva iterativamente un sistema de ecuaciones lineales. En este caso,
el costo computacional por paso se incrementa dramaticamente; mientras que los
métodos explicitos de Runge-Kutta solo requieren un niimero finito de evaluaciones
de la funciéon f, con lo cual el tiempo de computo es menor con estos métodos. Los
dos codigos explicitos de Runge-Kutta, ode23 y ode45, en versiones anteriores de
MATLAB han sido reemplazados por cdédigos con los mismos nombres que solucionan
algunas deficiencias en el disefio y aprovechan los desarrollos en la teoria y la practica
de los métodos de Runge-Kutta. La nueva version de ode23 se basa en el par Bogacki-
Shampine 3(2) y la nueva version de ode45 se basa en el método de Dormand-Prince
5(4). Sin embargo, los métodos implicitos en términos de diferencias regresivas BDFs
y NDFs son los més utilizados para resolver problemas stiff. El comando de MATLAB
que utiliza estas formulas es odel5s. La funcion odelbs genera las matrices jacobianas
numéricamente. Sin embargo, este solucionador a menudo se ejecuta méas réapido si
se proporciona la matriz Jacobiana de manera explicita [67].
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Apéndice B

Codigos de los programas elaborados

B.1. Programas para los problemas directos del mo-
delo SIR

En esta seccion se presentan los cddigos de los programas empleados en el Ca-
pitulo 3, en lenguaje MATLAB, para resolver el PD del modelo SIR. Estos progra-
mas se pueden encontrar en el siguiente link: https://drive.google.com/drive/
folders/1eIZmENmdeoT5nwv6yljXjn_xGg7oBa9c?usp=sharing, los cuales se pue-
de identificar con los nombres de los archivos escritos al inicio de cada programa o
subprograma.

B.1.1. Programa 1: Método de Runge Kutta de orden 4,
usando ode45 de MATLAB.

Nombre del Programa 1: Solucion Runge Kutta oded5 Laura.m

% Solucidén del modelo SIR por el Método de Runge Kutta de
orden 4, usando ode45 de Matlab.
% EDO a resolver (MODELO SIR):

h dx(t)/dt = -betaxx(t)*y(t)/N;
h dy(t)/dt = beta*x(t)*y(t)/N - gammaxy(t);
h dz(t)/dt = gammax*xy(t);

fprintf ('Método de Runge Kutta de orden 4, usando ode45:
\n');

%» Valores de los parametros:

beta = 0.6; 7% beta debe estar entre 0.1 y 1
gamma = 0.3; 7 gamma debe estar entre 0.05 y 1
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t_0 = 0; %» Tiempo inicial
t_f = 61; % Tiempo final
N = 1000; % N es la poblacidn total.

% Valores iniciales en el tiempo inicial t_0=0 son:

y_.0 = 1; %y_0 es la condicidén inicial de los
Infectados I(t)

x_0 =N - y_0;%x_0 es la condicidén inicial de los
Susceptibles S(t)

z_0 = 0; %z_0 es la condicidén inicial de los
Recuperados R(t)

% Numero de reproduccidén basica: R_0 = beta*N/gamma
R_0 = beta*N/gamma;

% Eleegir opciones para ejecutar ode4b:
options = odeset('AbsTol',1le-8,'RelTol',1le-8,'Stats',  'on'
)5

% Condiciones inicilaes:
Yo = [x_0; y_0; z_01];

% Intervalo de tiempo:
tspan = [t_0, t_f];

% Llamado del software ode4b5 para aplicar Método de Runge
Kutta de orden 4:

[T,Y] = ode45(@(t,y)EDO_RK(t,y,beta,gamma,N),tspan, Yo,
options);

figure (5)

plot(T,Y(:,1),'b',"'linewidth',2, 'MarkerSize' ,10)

title('Solucidén del PD por el método de Runge Kutta de
orden 4','FontSize' ,22"')

xlabel ('$tiempo(dias)$', ' 'Interpreter','latex','FontSize'
,22)

ylabel ('$ntimero$ $de$ $personas$','Interpreter', 'latex',"’
FontSize',22)

set (gca, 'FontSize',20)

hold on

grid on

x1im ([0 t_f]);
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B.1 Programas para los problemas directos del modelo SIR

ylim([-1 N+1]);

li=legend ('$S(t)$ - Susceptibles','$I(t)$ - Infectados','
$R(t)$ - Recuperados');

set (11, 'Interpreter','latex','FontSize' ,b24)

figure (5)

plot(T,Y(:,2),'r',"'linewidth',2, 'MarkerSize' ,10)

xlabel('Tiempo (en dias)','Interpreter', 'latex', 'FontSize
',22)

ylabel ('Nimero de personas','Interpreter', 'latex','

FontSize',22)

set (gca, 'FontSize',20)

title('Solucién del PD por el método de Runge Kutta de
orden 4','FontSize' ,22"')

hold on

grid on

x1lim ([0 t_£f1]);

ylim([-1 N+1]);

li=1legend ('$S(t)$ - Susceptibles','$I(t)$ - Infectados','
$R(t)$ - Recuperados');

set (11, 'Interpreter','latex','FontSize' ,b24)

figure (5)

plot(T,Y(:,3),'g',"'linewidth',2, 'MarkerSize' ,10)

title('Solucidén del PD por el método de Runge Kutta de
orden 4','FontSize' ,22"')

xlabel ('Tiempo (en dias)','Interpreter','latex', 'FontSize
',22)
ylabel ('Nimero de personas','Interpreter', 'latex','

FontSize' ,22)

set (gca, 'FontSize',b20)

hold on

grid on

x1im ([0 t_£1);

ylim([-1 N+1]);

li=1egend ('$S(t)$ - Susceptibles','$I(t)$ - Infectados','
$R(t)$ - Recuperados');

set (11, 'Interpreter','latex','FontSize' ,b24)

Subprograma 1, que usa el Programa 1

Nombre del Subprograma 1: EDO _RK.m
function dy = EDO_RK(t,y,beta,gamma,N)
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% EsTE PROGRAMA DEFINE EL SISTEMA DE ECUACIONES
DIFERENCIALES DEL MODELO SIR:

% dx (t)/dt -beta*xx(t)*xy(t)/N;

% dy(t)/dt beta*x (t)*y(t)/N - gammaxy(t);

% dz(t)/dt gammax*y (t) ;

% beta=0.6;
% gamma=0.3;

dy (1) =-betaxy (1) *xy(2) /N;
dy (2)= (betax*xy(1)*xy(2)/N) -gammax*xy(2);
dy (3)= gammaxy (2) ;

dy = [dy(1); dy(2); dy(3)1;

end

B.1.2. Programa 2: Método de Euler Implicito para graficar
la funcién objetivo g.
Nombre del Programa 2: Sol _Implic_ Euler M ethodInverseMatriz _Laura.m

% Método de Euler Implicito para resolver el modelo SIR:

% dx(t)/dt = -betax*x(t)*y(t)/N;
% dy(t)/dt = beta*x(t)*y(t)/N - gammaxy(t);
% dz(t)/dt = gammaxy(t);

fprintf ('Solucidén del modelo SIR por el Método de Euler
Implicito (usando la matriz inversa): \n');

% PARAMETROS EXACTOS 0 COEFICIENTES EXACTOS DEL MODELO
SIR:

beta = 0.6; J beta debe estar entre 0.1 y 1

gamma = 0.3; 7, gamma debe estar entre 0.05 y 1

h=1le-1; % Tama o de paso.

N = 1000; % Namero total de habitantes de la poblacidn.

% Condiciones iniciales de las EDO:

x_0 = N-1; % S_0 Condicidén inicial de los Susceptibles
y_0 = 1; % I_0 Condicidén inicial de los Infectados

z_0 0; % R_O0 Condicidén inicial de los Recuperados
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ct ot

0 = 0; %» Tiempo inicial
f 61; % Tiempo final

% Condiciones inicilaes:
Yo = [x_0; y_0; z_0];

y_n = Yo;

% Intervalo de tiempo:
tspan = [t_0, t_f];

x0=[x_0, y_0, z_0]; % Valores iniciales
ne=3; % numero de EDO

n =(t_f-t_0)/h; Y nimero de iteraciones

%» Inicializacion del tiempo
t(1)=t_0;

% Inicializacidn de matriz x(i,j)
% i denota el numero de ecuacidén diferencial
% j denota el nimero de iteracidén del método de Euler
Implicito
for i=1:ne
x(1,1)=x0(1);
end

num_evals_f = 0; % Numero de evaluaciones de la funcidn f
(lado derecho del modelo SIR).

% Iteracidén del Método Implicito de Euler
for j=1:n

t(j+1)=t(j)+h;

hly_n_mas_1_k_mas_1,num_evals_f_n_k] =
Newton_Method_3(t_n_mas_1,beta,gamma,y_n,h,
max_iter ,epsilon,N);

[y_n_mas_1_k_mas_1,num_evals_f_n_k] = Newton_Method_3
(t(j+1) ,beta,gamma,y_n,h,400,1e-8,N);

for i=1:ne
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% 1 denota el numero de ecuacidén diferencial

% j denota el nimero de iteracidén del método de Euler
Implicito

x(i,j+1) = y_n_mas_1_k_mas_1(i,1);

y_n(i,1) = x(i,j+1);
end
num_evals_f = num_evals_f + num_evals_f_n_k;

end

fprintf ('nimero de iteraciones del método implicito \n de
Euler (usando la matrix inversa): %d \n',n);

fprintf ('nimero de evaluaciones de f: %d \n',num_evals_f)

b

fprintf ('nimero de evaluaciones de f_y: %d \n',
num_evals_f);

fprintf ('nimero de soluciones de sistemas lineales: %d \n
',num_evals_f);

% SOLUCIONES NUMERICAS DE LA EDO:
S1 = x(1,:); % Susceptibles

I1 = x(2,:); % Infectados
R1 = x(3,:); % Recuperados
figure (1)

plot(t,S1,'b', 'linewidth',1, 'MarkerSize' ,10)

title('Solucidén del modelo SIR para los valores exactos
de \beta~{\ast} y \gamma~{\ast} con h=0.01","
Interpreter', 'tex','FontSize',18"')

xlabel (' $t$ ','Interpreter','latex','FontSize',22)

ylabel ('$S(t)$', 'Interpreter', 'latex', 'FontSize',22)

set(gca, 'FontSize',20)

hold on

grid on

li=1legend ('$S(t)$ - IEM (inverse matrix)','$I(t)$ - IEM (
inverse matrix)','$R(t)$ - IEM (inverse matrix)');

set (11, 'Interpreter','latex','FontSize' ,20)
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figure (1)

plot(t,I1,'r"', 'linewidth',1, 'MarkerSize' ,10)

title('Solucidén del modelo SIR para los valores exactos
de \beta~{\ast} y \gamma~{\ast} con h=0.01"',"
Interpreter','tex','FontSize',18")

xlabel (' $t$ ', 'Interpreter','latex', 'FontSize',22)

ylabel ('$I(t)$', 'Interpreter', 'latex', 'FontSize' ,b22)

set (gca, 'FontSize',20)

hold on

grid on

li=legend ('$S(t)$ - IEM (inverse matrix)','$I(t)$ - IEM (
inverse matrix)','$R(t)$ - IEM (inverse matrix)');

set(1ll, 'Interpreter','latex','FontSize',20)

figure (1)

plot(t,R1,'g"', 'linewidth',1, 'MarkerSize' ,10)

title('Solucidén del modelo SIR para los valores exactos
de \beta~{\ast} y \gamma~{\ast} con h=0.01"',"
Interpreter','tex','FontSize',18")

xlabel (' $t$ ','Interpreter','latex','FontSize',22)

ylabel ('$R(t)$', 'Interpreter', 'latex', 'FontSize',22)

set (gca, 'FontSize',20)

hold off

grid on

li=1egend ('$S(t)$ - IEM (inverse matrix)','$I(t)$ - IEM (
inverse matrix)','$R(t)$ - IEM (inverse matrix)');

set (11, 'Interpreter','latex','FontSize' ,20)

b
Tl Tl ToloToToToToTo 1o 1o %o %o %o %ol ho T To To To To To To 1o 1o 1o 1o 1o %o %o o o T To To To To To To 1o 7o 1o 1o 1o %o %o %o o o fo To Jo To To 1o 1o

yA CODIGO PARA GRAFICAR LA FUNCION OBJETIVO g (beta,
gamma) b
yA PARA DIFERENTES VALORES DE beta y gamma.

b
b
Tl 1ot D TotoToToTo 1o %o To To 1o To To 1o ho To 1o 1o T To 16 %o To To 16 %o To 1o 1o o To 1o 1o o To 16 %o fo To 76 %o To To 1o o To To To o To 76 %o o To 76 %o o

beta_i = linspace(0.1,1.5,60);
gamma_j = linspace(0.05,1,60);
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% % % PARAMETROS EXACTOS 0O COEFICIENTES EXACTOS DEL
MODELO SIR:

h % beta = 0.667; % beta debe estar entre 0.1 y 1

% % gamma = 0.167; 7% gamma debe estar entre 0.05 y 1

nn=length(beta_i);
mm=length (gamma_j) ;

Residual = =zeros(mm,nn);

for ii=1:mm

for jj=1:nn
% Valores de los parametros:
beta = beta_i(ii);

gamma = gamma_j(jj);

% Condiciones iniciales de las EDO:

x_0 = N-1; 7% donde N nimero de habitantes de la poblacidn
y-0 = 1;
z_0 = 0;

% Condiciones iniciales:
Yo = [x_0; y_0; z_0];
y_n = Yo,

% Intervalo de tiempo:
tspan = [t_0, t_f];

% t_0 es el Tiempo inicial
% t_f es el Tiempo final

x0=[x_0, y_0, z_0]; %Valores iniciales
ne=3; % numero de EDO

n =(t_f-t_0)/h; % nimero de iteraciones

% Inicializacion del tiempo
t(1)=t_0;

%Inicializacidén de matriz x(i,j)
% i1 denota el numero de ecuacidén diferencial
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% j denota el nimero de iteracidén del método de Euler
for i=1l:ne

x(1i,1)=x0(1);
end

num_evals_f = 0;

% Iteracidn del Método Implicito de Euler
for j=1:n

t(j+1)=t(j)+h;

hly_n_mas_1_k_mas_1,num_evals_f_n_k] =
Newton_Method_3(t_n_mas_1,alpha,beta,gamma,y_n,h,
max_iter ,epsilon,N);

[y_n_mas_1_k_mas_1,num_evals_f_n_k] = Newton_Method_3
(t(j+1) ,beta,gamma,y_n,h,400,1e-8,N);

for i=1:ne

% i denota el nimero de ecuacidén diferencial

% j denota el nimero de iteracidén del método de Euler
x(i,j+1) = y_n_mas_1_k_mas_1(i,1);

y_n(i,1) = x(i,j+1);
end
num_evals_f = num_evals_f + num_evals_f_n_k;

end

% SOLUCIONES NUMERICAS DEL MODELO SIR:

S2 = x(1,:);
I2 = x(2,:);
R2 = x(3,:);
Residual2 = O0;

for r=1:n 7 numero de particiones del intervalo del
tiempo [t_O0, t_f].
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Residual2 = Residual2 + (I1(1,r)-I2(1,1))."2; %
Residual2 es la funcién g(beta(jj),gamma(ii)).

end
Residual(jj,ii) = Residual2; 7 para graficar el
funcional g(beta,gamma) para los diferentes valores de

beta(jj) y gamma(ii).

end
end

%%%%% ~ GRAFICA LA FUNCION OBJETIVO g(beta,gamma) %%%%%
[A,Bl=meshgrid(beta_i,gamma_j);
figure (2)

surf (A,B,Residual)
colormap jet

title('Funcion objetivo g(\beta,\gamma)','Interpreter','
tex','FontSize' ,18"')

xlabel (' $\beta$ ','Interpreter','latex',6 'FontSize',b18)

ylabel ('$\gamma$','Interpreter','latex','FontSize',18)

zlabel ('g(\beta,\gamma) ', 'Interpreter','tex', ' 'FontSize'
,18)

set (gca, 'FontSize',614)

figure (3)

surf (A,B,Residual)

colormap jet

title('Curvas de nivel de la funcidén objetivo g(\beta,\
gamma) ', 'Interpreter','tex','FontSize',18")

xlabel (' $\beta$ ','Interpreter','latex', 'FontSize' ,b18)

ylabel ('$\gamma$','Interpreter','latex','FontSize',18)

zlabel ('g(\beta,\gamma) ', 'Interpreter','tex', ' 'FontSize'
,18)

set (gca, 'FontSize',614)

Subprograma 1, que usa el Programa 2

Nombre del Subprograma 1: Newton Method 3.m

% PROGRAMA PARA EL MODELO SIR POR EL METODO IMPLICITO DE
EULER:
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% dx(t)/dt = -beta*x(t)*y(t)/N;
% dy(t)/dt = beta*x(t)*y(t)/N - gammaxy(t);
h dz(t)/dt = gammaxy(t);

function [y_n_mas_1_k_mas_1,num_evals_f_n_k] =
Newton_Method_3(t_n_mas_1,beta,gamma,y_n,h,max_iter,
epsilon,N)

% beta y gamma son los parametros del modelo SIR.

% - max_iter es el nUmero maximo de iteraciones.

% - h es el tama o de paso del tiempo de [t_n, t_{n+1}].

% - t_n_mas_1 es el siguiente valor del tiempo 't' despué
s de t_n

Delta_k = [0; 0; 0]; % Delta_k es un punto inicial para
el método implicito de Euler.

num_evals_f_n_k = 0;
y_n_mas_1_k = y_n; % [0, 0, 0];
for k=1:max_iter

[Dfx]=Jacobiano_3x3(y_n_mas_1_k ,beta,gamma,N); 7%
matriz Jacobiana de f evaluada en x_n

[fx]=edo3por3(y_n_mas_1_k ,beta,gamma,N); 7 funciodn f
evaluada en el punto x_n

r_n_mas_1_k = y_n - y_n_mas_1_k + h.*xfx; 9’ Residual

r_{n+1}~{(k)}
num_evals_f_n_k = num_evals_f_n_k + 1;
Matriz_n = eye(3,3)-h.*Dfx;
deter_k = det(Matriz_n); % Se calcula el determinate
de Matriz_n

if deter_k "= 0

Delta_k_mas_1 = inv(Matriz_n)*r_n_mas_1_k;
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end
end

error_k = max(abs(Delta_k_mas_1 - Delta_k));

if error_k < epsilon,

y_n_mas_1_k_mas_1 = Delta_k_mas_1 + y_n_mas_1_k
break,
else
y_n_mas_1_k_mas_1 = Delta_k_mas_1 + y_n_mas_1_k;
y_n_mas_1_k = y_n_mas_1_k_mas_1; 7 Esta instruccidn

es para evaluar el jacobiano de f en el punto t_

{n+17}.
Delta_k = Delta_k_mas_1;

end

end
if deter_k == 0

fprintf ('\n E1 determinante del sistema de ecuaciones
es cero. \n');
end

Subsubprograma 1, que usa el Subrograma 1 (del Programa 2)

Nombre del Subsubprograma 1: Jacobiano 3 x 3.m

% Calculo de la matriz Jacobiana del segundo miembro de
la EDO (modelo SIR):

% dx(t)/dt
% dy(t)/dt

-betaxx (t)*y(t)/N;
beta*xx (t)*y(t)/N - gammax*xy(t);

% dz(t)/dt = gammax*xy(t);

function [J]=Jacobiano_3x3(y,beta,gamma,N)

% % Valores de los parametros:
% beta=0.6;
% gamma=0.3;

» La funcion x(t) se denota por y(1)
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%» La funcion y(t) se denota por y(2)
» La funcion z(t) se denota por y(3)

% J es la matriz Jacobiana de f (segundo miembro del
modelo SIR):

J=[ -betaxy(2)/N, -betax*xy (1) /N,
0;
betax*xy(2) /N, (betaxy(1)/N) - gamma,
0;
0, gamma ,
0];
end

Subsubprograma 2, que usa el Subrograma 1 (del Programa 2)

Nombre del Subsubprograma 2: edo3por3.m

% Calculo de la matriz f(t,x(t),y(t),z(t)) del segundo
miembro del modelo SIR:

% dx(t)/dt = -betax*x(t)*y(t)/N;

% dy(t)/dt = beta*x(t)*y(t)/N - gammaxy(t);

% dz(t)/dt = gammax*xy(t);

function [fx]=edo3por3(x,beta,gamma,N)
% % Valores de los paréametros:

% beta=0.6;
% gamma=0.3;

yprime (1) = -beta.*(x(1).*xx(2)./N);
yprime (2) = beta.x(x(1) .*x(2)./N) - gamma.*x(2);
yprime (3) = gamma.*x(2);

fx=[yprime (1) ; yprime(2); yprime(3)]; % fx es la
matriz f(t,x(t),y(t),z(t)) del segundo miembro del
modelo SIR.

end
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B.2. Programas para el problema inverso (PI) del
modelo SIR

En esta secciéon se presentan los codigos de los programas empleados en el Capi-
tulo 3, en lenguaje MATLAB, para resolver el PI del modelo SIR. Estos programas
se pueden encontrar en la carpeta del software DIFFPAR y que puede bajar en
el siguiente link: https://drive.google.com/drive/folders/1Qm6ETO1NHAQ_
zjub4dfk3VnE10LwcVdb7usp=sharing, los cuales se puede identificar con los
nombres de los archivos escritos al inicio de cada programa. Ademaés, para que
DIFFPAR funcione bien se debe instalar la version 2013a o 2013b de MATLAB.

Nombre del Programa 1 que usa DIFFPAR: SIR_m.m
function yprime=SIR_m(t,y,k);

% Modelo SIR, donde

% k(1) es el parametro beta

% k(2) es el parametro gamma

% y(1) Namero de susseptibles (S)
% y(2) Namero de infectados (I)

% y(3) Namero de recuperados (R)

%» N nimero de individuos en la poblacidn

N=1000;
yprime=[ ~k (1) *xy (1) *xy (2) /N;
(k(D)*xy (1) *y (2) /N) - k(2)xy(2);
k(2)*xy(2)];
end

Nombre del Programa 2 que usa DIFFPAR: SIR_d.m
function [fy,fk]=SIR_d(t,y,k);

% Jacobianos fy y df/dk del modelo SIR, donde
% k(1) es el paréametro beta

% k(2) es el parametro gamma

% y(1) Namero de susseptibles (S)

% y(2) Namero de infectados (I)

%» y(3) Namero de recuperados (R)

% N nimero de individuos en la poblacidn
N=1000;
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fy=[ -k(1)*y(2)/N, -k (1) *xy (1) /N, 0;
k(1) *xy(2) /N, k(1)*y (1) /N - k(2), 0;
0, k(2), 0];
fk=[-y (1) *y(2) /N, 0;
y (1) xy(2) /N, -y (2);
0, y(1)1;
end

B.3. Instrucciones para resolver el PI del modelo
SIR aplicando DIFFPAR

En esta secciéon se presenta una guia rapida para el usuario de DIFFPAR, basado
en The Graphical User Interface of DIFFPAR desarrollado por Wikstrém (1997) [72]
y del articulo de Edsberg and Wedin (1995) [23]. Hasta el momento, el software més
completo que se dispone para resolver el problema inverso del modelo SIR es el
paquete DIFFPAR. DIFFPAR esta basado en un método de regularizacion local del
algoritmo de Gauss-Newton, para encontrar un minimo local desde un punto inicial
dado. En este apéndice se da una explicacion breve de como usar las funciones para
la estimacion de parametros. La funcién principal es el dp gui.m, para ejecutar
esta funcion se escribe dp gui en la ventana de comandos de MATLAB y se abre
la ventana principal como se encuentra en la Figura B.1, que es donde se trabajara
todo. Los botones importantes a utilizar son los que se encuentran en la parte inferior

de nuestra ventana, como lo son MODEL, DATA, DIFFPAR, PARAMETROS.

DIFFPAR -
Fi -

ile Edit View Inset Tools Desktop Window Help

GRAPH save | | DFFPAR2 | closE

Figura B.1: Ventana principal de DIFFPAR

Para resolver el problema inverso de identificacién de los pardmetros 3 y v del
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modelo SIR se siguen los siguientes pasos:

Paso 1: Pulsamos el boton MODEL de la Figura B.1, se abrird una ventana como
se muestra en la Figura B.2, ahi es donde se especifica la funcion de la EDO que se va
a trabajar (el modelo esta programado en el archivo SIR _m.m), después se especifica
el Jacobiano del modelo (en nuestro caso esta programado en el archivo SIR_d.m).
Finalmente se especifica el niimero de variables de estado, es decir el namero de
componentes de la variable dependiente y que aparecen en el modelo, y el niimero
de componentes del pardmetro k; en el caso del modelo SIR son 3 las variables
dependientes (Susceptibles S, Infectados I y Recueperados R), y 2 los coeficientes
del modelo SIR (tasa de infeccion [ y tasa de recuperacion ), respectivamente. Una

vez especificado todos los datos que se requieren se debe cerrar la ventana MODEL,
pulsando el botén CLOSE.

)] Model = =

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help o

Choice of Model

N T file:
ame of file: SR_m

Choice of Jacobian

Name of file: SIR_d

Number of state variables:

Number of components in k:

CLOSE

Figura B.2: Subventana MODEL

En nuestro caso vamos a generar datos artificiales, para eso hay que pulsar el
boton generation of data de la Figura B.3, se mostrara una ventana como la que se
muestra en la Figura B.4, ahi se generan los datos artificiales. Comenzamos indicando
que nuestra ecuacion diferencial a resolver es no stiff. En seguida especificamos los
parametros, para caso particular, por ejemplo para el modelo SIR, k = (5,v) =
(0.667,0.167) y las condiciones iniciales del modelo yo = (S, I, Ro) = (999, 1,0),
también especificamos el intervalo de tiempo que se requiere [tg, tenq] = [0, 30]. Para
el tamanio de paso inicial ho(in %) = 5 y tolerancia tol(in %) = 0.1 del método se
pueden dejar los que da DIFFPAR por defaul, en este caso, ambos en el tanto por
ciento indicado. Ahora para generar la discretizacion del tiempo inicial al tiempo
final, seleccionamos el botén de equally spaced de la Figura B.4 e indicamos el
namero de subintervalos en que se va a dividir el intervalo de tiempo [to, tena] =
[0, 30], en nuestro caso es 30. Finalmente, generamos los datos presionando en STAR
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GENERATION de la Figura B.4 y los resultados de la soluciéon numérica del modelo
SIR se mostraran en una grafica en la ventana principal de la Figura B.1.

<) Data = =

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help N

Number of files to be included:

Data from file

Artificial data

Generation of data

CLOSE

Figura B.3: Subventana DATA

Data - O

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help

Type of ODE

(®) nonstiff (O stiff

Parameters for the ODE-solver

k [0.667 0.167]
yo 19991 0)
10 0
tend: =
ha {in %): 10
tol (in %): 01
Prescribed time-points
() Name of file barn_t1
(®) Equally spaced 100

Perturbation Perturbation of y0

0 (™) Yes
) No

START GENERATION CLOSE

Figura B.4: Subventana para generar datos artificiales

Paso 2: Pulsaremos el boton DIFFPAR 2 de la Figura B.1, entonces la ventana
principal cambia como se muestra en la Figura B.5.

Paso 3: Elegimos el boton DATA /WEIGHTS aqui se eligen los tipos de datos
y pesos para la optimizacion, en este caso lo dejaremos tal cual estd en la Figura
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DIFFPAR
File Edit View |Inset Tools Desktop Window Help

INFO GRAPH

- ol

»

SAVE DIEEPAR L CLOSE

1 T T T

08+ =

0.6 =

04- 4

02- =

0 1 | | 1 1 | 1 1 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

DATA/WEIGHTS PARAMETER TUNING OPTIMZATION ANALYSIS

Figura B.5: Ventana principal de DIFFPAR ,para trbajar en la optimizacion

B.6, solo pulsaremos en el boton Generate date.

_—

Help N

File

Data/Weights

Edit View |Insert Tools Desktop Window

Choice of data for the optimization:

Generated data v

Choice of weights
"§" Ones

(C) Name of input file: weii

Change of weights
Element: [11
Value: 10

Name of output file: .
WEei_o

START CHANGING CLOSE

Figura B.6: Subventana Data/Weights

Paso 4: En TUNING se especifican algunos parametros importantes para el
proceso de optimizacion, por ejemplo, el tipo de EDO a resolver (stiff o no stiff),
factores de tolerancia para resolver el EDO y para la optimizacién, y un ntmero
méaximo de iteraciones (véase la Figura B.7). Es posible elegir la cantidad y tipo
de informacion que se recibird durante la iteracion, y la posibilidad de graficar los
resultados de cada iteracion en la ventana principal de la Figura B.1.

Paso 5: Aqui pulsaremos en el boton de OPTIMIZATION (véase la Figura
B.1.), pues es aqui donde se inicia el proceso de iteracion para resolver el problema
de minimos cuadrados. En esta version solamente hay una alternativa para el algo-
ritmo de optimizacion, que es un método tipo Gauss-newton+Discrete Trust-Region,
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Tuning = =
File Edit View |Insert Tools Desktop Window Help N
Type of ODE

(®) nonstiff () siff

Plot at every step

(@) Yes ) Mo
Tolerance factor in ODE-solver: 0.1
Tolerance in optimization: le-5
Max number of iterations: ZEI

Extra info during iterations:

MNone w

CLOSE

Figura B.7: Subventana TUNING

se inicia el proceso de optimizacion al pulsar el boton START OPTIMIZATION.

Optimization ==
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help N
Choice of optimization algorithm:

Gauss-Newton + Discrete Trust-Region w

START OPTIMIEZATION CLOSE

Figura B.8: Subventana OPTIMIZATION

Paso 6: Pulsamos en ANALYSIS es donde se puede obtener mayor informacion
sobre los resultados finales del proceso de optimizacion y/o de andlisis (véase la
Figura B.1). El software DIFFPAR da informacién compacta de cada iteracion
(valores de los parametros, tamano del cuadrado del residual y la norma del
gradiente), escritos sobre la ventana principal de MATLAB.
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Analysis - O

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help k

Numerical analysis

Compact info about teration:

Statistical analysis for the final estimate
Correlation matrix: ':?:' e
() No
Plot of jeint inference region (two parameters):

(@) Yes O No

Index for the two parameters: [12]
®) ves
T Mo

Marginal confidence intervals:

START ANALYSING CLOSE

Figura B.9: Subventana de ANALISYS
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