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Resumen

La locomocion bipeda humana es el resultado de un proceso evolutivo altamente
eficiente que permite el desplazamiento estable sobre dos extremidades, liberando
simultaneamente las extremidades superiores para la manipulaciéon e interaccién con el
entorno. La pérdida parcial o total de esta capacidad motriz tiene un impacto significativo en
la movilidad del ser humano, lo que ha motivado el desarrollo de robots humanoides capaces
de emular la marcha bipeda en entornos disefiados para la locomocién humana. No obstante,
reproducir de manera fiel y estable la marcha humana en un robot bipedo contintia siendo un
problema abierto, debido principalmente a la complejidad inherente de su modelado
cinematico y dinamico, asi como a los desafios asociados con la estabilidad dindmica durante
la locomocion.

En este contexto, la presente investigacion se centra en el desarrollo del modelo
dindmico completo de un robot humanoide de 18 grados de libertad (GDL), utilizando como
plataforma fisica de referencia el robot Bioloid Premium. Se propone una metodologia
recursiva basada en la mecanica analitica de Euler, que permite obtener de manera
sistematica y computacionalmente eficiente las ecuaciones dinamicas del sistema a partir de
las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange. El enfoque recursivo facilita el calculo de
la cinematica directa, la cinematica diferencial, las velocidades lineales y angulares, asi como
las energias cinética y potencial del robot.

El modelo dinamico obtenido se implementa en MATLAB mediante programacion
simbolica, lo que permite comparar el desempeino computacional del método recursivo
propuesto frente al enfoque convencional de Euler—Lagrange. Asimismo, los resultados del
modelado se validan mediante simulacion en Simscape Multibody, donde se desarrolla un
modelo virtual del robot humanoide. Sobre este modelo se implementan controladores de
posicién y se genera una trayectoria dindmica de marcha con el objetivo de evaluar el
desempetio de tres esquemas de control: control Proporcional-Derivativo (PD), control con
saturacion y control basado en la funcion tangente hiperbdlica. Los resultados de simulacion
permiten validar la consistencia del modelo dindmico propuesto y demostrar las ventajas
computacionales y practicas del enfoque recursivo.



Introduccion

La incorporacion progresiva de robots humanoides en distintos sectores de la
sociedad como la industria, la medicina, la exploracion y la asistencia a personas ha
incrementado el interés por el desarrollo de sistemas capaces de interactuar de manera
eficiente y segura en entornos disefiados originalmente para la locomocion humana. A
diferencia de los robots industriales tradicionales, los robots humanoides deben ejecutar
tareas complejas que implican locomocion bipeda, coordinacion de multiples articulaciones
y operacién bajo condiciones dindmicas, lo que representa un reto significativo desde el
punto de vista del modelado y el control.

La locomocioén bipeda humanoide constituye uno de los problemas mas complejos en
robotica movil, debido a la necesidad de mantener el equilibrio dindmico durante el
movimiento. El desempefio de los algoritmos de control depende en gran medida de la
precision de los modelos cinematicos y dindmicos que describen el comportamiento del
robot. Sin embargo, a medida que el nimero de grados de libertad aumenta, la obtencion
explicita de dichos modelos se vuelve algebraicamente compleja y computacionalmente
costosa.

En la literatura, el modelado dindmico de robots bipedos se aborda comunmente
mediante formulaciones basadas en Euler—Lagrange o Newton—Euler. No obstante, en
muchos casos estos enfoques se aplican a modelos simplificados o a subconjuntos del robot,
y son escasos los trabajos que presentan el desarrollo completo del modelo dinamico de un
robot humanoide de cuerpo completo con 18 grados de libertad. Esta limitacion motiva la
busqueda de metodologias alternativas que permitan estructurar el proceso de modelado de
forma sistematica y eficiente.

En esta tesis doctoral se propone una metodologia recursiva basada en la mecanica
analitica de Euler para la obtencion del modelo dindmico completo de un robot humanoide
de 18 grados de libertad, tomando como caso de estudio el robot Bioloid Premium. Mediante
este enfoque se desarrollan de forma recursiva la cinematica directa, la cinemaética
diferencial, el célculo de velocidades lineales y angulares, asi como las energias cinética y
potencial, culminando en la obtencién de las ecuaciones de movimiento a través del
formalismo de Euler—Lagrange.

El modelo dindmico resultante se implementa mediante programacion simbolica en
MATLAB, lo que permite evaluar su eficiencia computacional y compararla con el método
convencional. Asimismo, el modelo se valida mediante simulaciones dinamicas en Simscape
Multibody, donde se implementan controladores de posicion y se generan trayectorias
dindmicas de marcha para analizar el comportamiento del robot bajo condiciones realistas.
De esta manera, la investigacion aporta un modelo dindmico completo y validado, asi como
una metodologia reproducible para el estudio y control de robots humanoides de multiples
grados de libertad. El Capitulo 1 presenta el estudio de la literatura relacionada con el
presente trabajo, el capitulo 2 los fundamentos tedricos necesarios, revisando las
formulaciones matematicas, el Capitulo 3 detalla la metodologia propuesta y el desarrollo
del algoritmo recursivo, el Capitulo 4 describe la validacion de la metodologia propuesta, en
el Capitulo 5 se explica la construccion del modelo virtual del robot Bioloid Premium en
Simscape Multibody, asi como el disefio de las trayectorias de marcha y la implementacion
del control de posicion, y finalmente el capitulo 6 ofrece las conclusiones generales de la
investigacion y trabajo futuro de este estudio.
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Justificacion

El estudio de la locomocién bipeda en robots humanoides contintia siendo uno de los
desafios mas relevantes en la robotica moderna, debido a la complejidad inherente del
movimiento humano y a la necesidad de garantizar estabilidad dindmica durante la marcha.
La reproduccion de este tipo de locomocion requiere modelos cinematicos y dindmicos
precisos que describan adecuadamente el comportamiento del robot, ya que cualquier
imprecision en estos modelos se refleja directamente en el desempefio de los algoritmos de
control.

Esta problematica se intensifica conforme aumenta el nimero de grados de libertad
del sistema, como ocurre en el caso de los robots humanoides de cuerpo completo. En
particular, el robot Bioloid Premium cuenta con 18 grados de libertad, lo que implica un alto
nivel de acoplamiento dinamico y una considerable complejidad computacional en la
obtencion de su modelo dindmico. Los enfoques convencionales basados en las ecuaciones
de Euler—Lagrange suelen conducir a expresiones algebraicas extensas y dificiles de manejar,
limitando su implementacion practica y su uso en simulaciones dindmicas y esquemas de
control.

Ante este panorama, resulta necesario desarrollar metodologias de modelado que
permitan obtener el modelo dindmico completo del robot de manera sistematica, eficiente y
escalable. La metodologia recursiva basada en la mecénica analitica de Euler propuesta en
esta tesis ofrece una alternativa solida para abordar este problema, ya que permite estructurar
el calculo de las variables cinemadticas y dinamicas de forma ordenada, reduciendo el costo
computacional asociado al uso de métodos convencionales sin sacrificar precision en el
modelo resultante.

La presente investigacion se justifica, ademas, por la implementacion computacional
del modelo dindmico mediante programacion simbolica en MATLAB, lo que posibilita una
comparacion objetiva del tiempo de ejecucion entre el método recursivo propuesto y el
enfoque tradicional de FEuler-Lagrange. Esta comparacion proporciona evidencia
cuantitativa de las ventajas computacionales del enfoque recursivo, particularmente relevante
para robots con un elevado nimero de grados de libertad.

Finalmente, la validacion del modelo dinamico a través de simulaciones en Simscape
Multibody, junto con la implementacion de controladores de posicion y la generacion de
trayectorias dinamicas de marcha, permite evaluar de manera integral el comportamiento del
robot bajo condiciones dindmicas realistas. Los resultados obtenidos no solo confirman la
consistencia del modelo propuesto, sino que también aportan una guia metodologica
reproducible que puede ser extendida a otros robots humanoides con caracteristicas similares,
fortaleciendo asi la contribucién cientifica y practica de esta tesis doctoral.

Problema de investigacion

El desarrollo del modelo dinamico de robots bipedos ha sido ampliamente abordado
por la comunidad cientifica; sin embargo, gran parte de los trabajos existentes se apoyan en
metodologias tradicionales, como la convencion de Denavit—Hartenberg y las formulaciones
clasicas de Euler—Lagrange o Newton—Euler, las cuales suelen conducir a modelos complejos
y poco eficientes desde el punto de vista computacional cuando se aplican a robots



humanoides con un elevado numero de grados de libertad. Esta situacion limita la obtencion
explicita de modelos dindmicos completos y dificulta su implementacion en algoritmos de
control y simulacién avanzada.

En particular, para robots humanoides de cuerpo completo, la derivacion del modelo
dinamico mediante enfoques convencionales implica un alto costo computacional y una
complejidad algebraica significativa. Ademas, muchos de los estudios reportados en la
literatura se centran en modelos simplificados o en subsistemas del robot, lo que restringe el
analisis integral del comportamiento dindmico del sistema y su aplicacion en esquemas de
control de movimiento mas generales.

Ante esta problematica, surge la necesidad de desarrollar una metodologia alternativa
que permita obtener el modelo dinamico completo del robot humanoide de 18 grados de
libertad de manera sistematica, eficiente y escalable. En este contexto, el uso de la mecénica
analitica de Euler, combinada con algoritmos recursivos, se plantea como una solucion viable
para expresar las ecuaciones del modelo dindmico de forma mdas compacta y estructurada,
facilitando su implementaciéon computacional y reduciendo el tiempo de ejecucion respecto
a los métodos convencionales.

Asimismo, resulta necesario contar con un modelo cinematico y dindmico preciso que
permita el disefio e implementacion de leyes de control de posicion capaces de generar
movimiento autonomo del robot en entornos controlados, sin depender de rutinas de
movimiento preprogramadas. La ausencia de un modelo dindmico completo y validado limita
la comprension de las capacidades, restricciones y desempeio del sistema, lo que dificulta el
desarrollo de estrategias de control més robustas y generalizables.

Por lo tanto, el problema de investigacion de esta tesis se centra en como obtener y
validar un modelo dinamico completo y computacionalmente eficiente de un robot
humanoide de 18 grados de libertad, basado en el robot Bioloid Premium, mediante una
metodologia recursiva fundamentada en la mecénica analitica de Euler, y como utilizar dicho
modelo para el disefio y evaluacion de estrategias de control de posicion que permitan generar
movimiento dindmico en el robot.



Objetivo general

Desarrollar el modelo dindmico de un robot bipedo de 18 grados de libertad mediante
algoritmos recursivos en un entorno simulado.

Objetivos especificos

1. Desarrollar y validar el modelo cinematico y dindmico del robot mediante técnicas
recursivas basadas en la formulacion de Euler—Lagrange y la mecanica analitica de
Euler.

2. Implementar el modelo dindmico recursivo en MATLAB mediante programacion
simbolica.

3. Comparar los tiempos de ejecucion del algoritmo recursivo frente al método
convencional de Euler-Lagrange.

4. Proponer e implementar leyes de control de posicion para las articulaciones del robot.

Evaluar y comparar la eficiencia de los controladores de posicidon propuestos

mediante la generacion y seguimiento de trayectorias dindmicas en un entorno de

simulacion.

9]

Pregunta de investigacion

(En qué medida una metodologia recursiva basada en la formulacion de Euler—
Lagrange y la mecanica analitica de Euler mejora la eficiencia computacional en el desarrollo
del modelo dindmico de un robot humanoide de 18 grados de libertad (GDL), y coémo influye
dicho modelo en el desempeiio de controladores de posicion durante la ejecucion de
trayectorias dindmicas?

Hipotesis

La implementacion de una metodologia recursiva basada en la formulacion de Euler—
Lagrange y la mecéanica analitica de Euler permite desarrollar de manera
computacionalmente mas eficiente el modelo dindmico del robot humanoide Bioloid
Premium de 18 GDL, en comparacion con el método convencional, y proporciona una base
adecuada para mejorar el desempefnio de controladores de posicion durante la ejecucion de
trayectorias dinamicas en simulacion.



1. Estado del arte

El modelo cinematico y la dindmica inversa se usa ampliamente para el modelado de
robots reales [ 1 ]. El método puede proporcionar una trayectoria de movimiento compatible
y es robusto a perturbaciones externas, pero su rendimiento depende en gran medida de la
calidad del modelo dinamico, lo cual es una tarea bastante compleja de calcular.

Existen tres metodologias que permiten desarrollar el modelo matematico de la
dindmica de un robot industrial: La metodologia de Newton-Euler, la metodologia de
Lagrange — Euler y el modelo matematico de Gibb [ 2 ]. En el presente trabajo se usa la
metodologia de Lagrange-Euler porque las expresiones resultantes son mas compactas con
respecto a las obtenidas con la metodologia Newton-Euler; en la formulacion Lagrange-Euler
no se consideran todas las acciones que no generen trabajo, ademas con esta metodologia se
obtiene el modelo dindmico en términos de trabajo y de energias. La metodologia de
Lagrange-Euler analiza el sistema mecénico como un todo desde el punto de vista energético.
La mayor parte de los trabajos revisados en la literatura emplean la metodologia de
Euler-Lagrange [ 1 ]-[5,[71,[ 8], [ 10 ], [ 12 ] para obtener el modelo dindmico de los
robots bipedos estudiados , y algunos otros emplean la metodologia de Newton-Euler [ 6 ], [
9 ]. Todos ellos se enfocan a la implementacion de un modelo de marcha estable, empleando
diversos métodos de control para lograr mantener la estabilidad del robot durante la marcha,
ya sea mediante el moldeo de energia [ 4 ], control robusto de trayectoria [ 5 ], Cart-Table [
6],[ 15 ], control PD [ 10] - [ 12 ]. Es importante sefialar que todos los autores tienen el
objetivo de modelar solamente la dindmica de las piernas del robot, y algunas veces tomando
en cuenta el torso.

En los trabajos de Kajita se ha estudiado la serie de robots humanoides HRP, desde
el afio 2000 hasta actualidad, con el objetivo de emplear robots humanoides practicos en lugar
de humanos dentro de industrias de ensamblaje a gran escala, como sitios de construccion,
instalaciones de aeronaves y astilleros. Sin embargo, todavia no se ha hecho un uso practico
de los robots humanoides que trabajan en sitios reales. En [ 24 ] el autor menciona que no se
ha hecho un uso practico de los robots humanoides, debido a que la mayoria de los robots de
la serie HRP atin carecen de capacidad fisica para trabajar en sitios reales.

El desarrollo de modelos de marcha bipeda atn sigue siendo un tema de estudio. En
[ 16 ] se propone emplear el modelo cart-table propuesto en [ 17 ]. La idea principal es
aproximar al robot humanoide por una masa ubicada en su Centro de masas (CoM) y es igual
a la masa total del robot humanoide. Por tanto, el complejo problema de controlar al robot
humanoide se transforma en el control de un péndulo invertido. La principal ventaja de este
modelo es no solo predecir la trayectoria Zero Moment Point (ZMP) del robot humanoide sin
el célculo de la dindmica multicuerpo, sino también proporcionar la trayectoria del CoM del
robot humanoide para rastrear la trayectoria ZMP planificada. Este modelo es implementado
en el robot humanoide HRP4-C [ 18 ].

En [ 14 ] plantean un modelo dindmico espacialmente cuantizado basado en la
posicion del ZMP (Punto de momento cero), la posicion horizontal de la cadera y de su centro
de masa. Pero mencionan que no esta claro cuales son los beneficios de su modelo propuesto
con respecto a los métodos convencionales.

También hay multiples trabajos revisados donde los autores no emplean robots
comerciales, sino robots disefiados por ellos mismos, ya sea para implementarlos en



simulacion o de forma experimental [4 [, [S,[7 ],[8 ], [10],[ 12 ].

Con respecto al robot Bioloid, ha sido empleado por la comunidad cientifica para
realizar diversos estudios relativos a humanoides; se ha utilizado, por ejemplo, en
investigaciones sobre estrategias de control de marcha bipeda basadas en redes neuronales [
19 ], y en técnicas evolutivas [ 20 ]. Asi mismo el Bioloid se ha aplicado en el analisis de la
locomocion y auto-localizacion de agentes de equipos de futbol soccer [ 21 ]. En otros
trabajos emplean el modelo cinematico inverso y la dindmica del robot Bioloid para generar
la marcha. En [ 22 ] se calcula el valor de las variables que corresponden a la masa, centro
de masa y tensor de inercia de cada eslabon mediante SolidWorks. Pero la macha no se
implementa en el robot, solo se limita a la simulacion de la dindmica y del robot humanoide
utilizando SimMechanics y Virtual Reality Toolbox. Ademas, se considera la relacion que
existe entre la velocidad angular y el torque de salida de los servomotores, por lo que se
propone una estimacion de la velocidad de los servomotores, a partir de la posicion de estos,
para estimar el torque de salida. Mientras que en [ 23 ] se obtienen las ecuaciones del modelo
dindmico, pero no se indicia como es que se implementd en el robot, puesto que el autor
mismo menciona que los servomotores AX-12A tienen un control de posicion PD en lazo
cerrado de forma implicita, y no es posible implementar un control de torque.



2. Marco teorico

2.1 Matrices de rotacion

En la figura 1 muestra dos sistemas de referencia cartesianos, asociados a un cuerpo
rigido, representados por Zo(xo, Yo, z0) y Z1(x1, ¥1, z1), ambos sistemas comparten el mismo
origen. El sistema de referencia £1(x1, y1, z1) mantiene una orientacion relativa al sistema
de referencia fijo Zo(xo, Yo, zo) [25].

Po = (Xo, Vo, Zg)
P1=(X1,Y1,21)

Zo Y1

-

Yo

X3

Figura 1. Sistemas de referencia fijo o y rotado Z1.

El vector p € R3x1 contiene las coordenadas de un punto especifico del cuerpo rigido
que se muestra en la figura 1, con respecto al sistema Zo(xo, yo, zo) tiene coordenadas po =
[x0, yo, zo]Te R3*1, El mismo vector p € R3*1 con respecto al sistema de referencia
Y1(x1, y1, z1) adquiere una representacion de p1 = [x1, y1, z1]7e R3¥1, Para encontrar la
relacion que hay entre las coordenadas de p1 del sistema de referencia Z1(x1, y1, z1) con el
vector po definido en el sistema de referencia Zo(xo, Vo, Zo), se considera los vectores bases
para cada sistema de referencia. Estos son {io, jo, ko} vectores unitarios a lo largo de los ejes
X0, yo, Zo, respectivamente. Es decir, io = [1,0,0]7, jo = [0,1,0]7, ko = [0,0,1]".
Similarmente para el sistema de coordenadas X1(x1, y1, z1) se definen sus vectores unitarios
{i1, j1, ka}.



Un vector que va desde el origen comin para ambos sistemas hasta p puede

expresarse en funcion de una de las dos bases de vectores unitarios de la siguiente forma
[25],[26]:

Po = poxio + poxjo + pozko con respecto al sistema X (1)

P1 = pixi1 + pixj1 + pizk1 con respecto al sistema X )

Los vectores po, p1 € R3*1 representan al mismo vector p € R3*1, Tomando en
cuenta las ecuaciones (1) y (2) la relacion que hay entre sus componentes adquiere la

siguiente forma (proyeccion del vector pl sobre cada uno de los ejes del sistema
Xo(xo, Vo, o) [25]:

Pox = po :lo = p1-io = pixi1- o + piyj1 - io + pizk1 - io (3)
Poy = po - jo =p1-jo = pixi1-jo + piyj1-jo + pizk1 - jo 4
poz = po - ko = p1- ko = pixi1- ko + p1yj1 - ko + pizk1 - ko (5)

Estas ecuaciones pueden ser escritas de manera compacta como:

p, = Rim, 2

donde R} € R3*3 representa la siguiente matriz:

i1l Jylo  ki-ip
Ré= i1 Jy Jydy ki (7)
i1 ko Jyko ki-ko

La matriz R} es la matriz de transformacion de las coordenadas del punto p del
sistema de referencia X1(x1, y1, z1) hacia las coordenadas del sistema Zo(xo, Yo, Zo). Esto
significa que dado un punto pi1 en el sistema Z1(x1, y1, z1) entonces R{p1 representa el
mismo vector expresado con respecto al sistema de referencia Zo(xo, yo, o) [25].

Similarmente se puede obtener la proyeccion de pi sobre el sistema Zo(xo, Vo, Zo0)

(es decir, el proceso inverso, p1 en funcion de po). Entonces po = R1pi1, donde R es:
0 0

lo*l1 Jph ko - iy

Ré= i[}'jl joljl kO'jl
lo "k fo'k1 ko - k4

(®)
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La ecuacion (8), satisface la siguiente propiedad:

Propiedad 1. [25] La matriz R} € R33 representa la matriz inversa de la transformacion
R} € R3:3. Debido a que el producto interno de vectores unitarios cumple la propiedad
conmutativa, entonces i1 - j1 = j1 i1, io - jo = jo - io, etc., por lo que resulta:

Ry = (Rp)™* = (RY)" 9)

2.2 Matriz de rotacion alrededor del eje z

En la figura 2 se muestra al sistema de referencia 1 = (x1, y1, z1) el cual esta rotado
un angulo 6 alrededor del eje zo del sistema Zo = (xo, yo, zo). El signo del angulo 8 esta
dado por la regla de la mano derecha. Por convencién, un angulo positivo es aquel cuyo
sentido de rotacion es contrario al movimiento de las manecillas del reloj. También se
observa que los ejes zo y z1 son paralelos [25], [26].

Zo a2y

Figura 2. Rotacion de un angulo ¢ alrededor del eje zo.

La matriz R} € R3*3 correspondiente de rotacion ¢ alrededor del eje zo se denota por
Rz(¢p) € R3*3 con la siguiente estructura matematica [25],[26]:

cos(¢p) —sen(¢p) O
R, = |sen(¢p) cos(¢p) O (10)
0 0 1
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Los ejes zo y z1 coinciden entre si, y el plano x1 — y1 se desplaza un angulo ¢ de
derecha a izquierda con respecto al plano xo — yo.

2.3 Matriz de rotacion alrededor del eje xg

Si en la figura 3 en lugar de tener una rotacion de un angulo 6 alrededor del eje zo, se
tiene en el eje xo del sistema Xo = (xo, yo, Zo), entonces la matriz R} correspondiente de
rotacion 6 alrededor del eje xo se denota por Rx(6) € R3%3 con la siguiente estructura
matematica [25], [26]:

Figura 3. Rotacion de un angulo 6 alrededor del eje xo.

1 0 0
R, =|0 cos(8) —sen(0) (11)
0 sen(8) cos(6)

El angulo de rotacion 6 gira alrededor del eje xo en sentido positivo (contrario a las
manecillas del reloj). Los ejes xo y x1 coinciden entre si, y el plano z1 — y1 se desplaza un
angulo 0 de derecha a izquierda con respecto al plano zo — yo.

2.4 Matriz de rotacion alrededor del eje yq

Si en la figura 4 en lugar de tener una rotacion de un angulo i alrededor del eje zo,
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se tiene en el eje yo del sistema Xy = (xq, Yo, Zo), entonces la matriz R} correspondiente de
rotacion P alrededor del eje yo se denota por Ry(1)) € R3x3 con la siguiente estructura
matematica [25], [26]:

Figura 4. Rotacion de un dngulo 1 alrededor del eje yo.

cos(p) 0 —sen(y)
R, = 0 1 0

—sen(y) 0 cos(y) (12)

Los ejes yo y y1 coinciden entre si, y el plano z1 — x1 se desplaza un angulo 1 de
derecha a izquierda con respecto al plano zo — xo. El angulo de rotacion y gira alrededor del
eje yo en sentido positivo (contrario a las manecillas del reloj).

Para una matriz de rotacion Ru(a), donde u = x, y, z; @ y B son los angulos de
rotacion alrededor de u, se tienen varias propiedades importantes que a continuacion se
presentan:

Propiedad 2. [25] Ru(0) = I, I € R3*3 es [a matriz identidad.

Propiedad 3. [25] Ru((X)Ru(,B) = Ru(ﬁ)Ru(C{) = Ru((x + ,8) = Ru(a + 9) € R3x3,
Propiedad 4. [25] Ru(a)~! = Ru(—a) € R3%3,

Propiedad 5. [25] Ru(a)T = Ru(—a) € R3%3,

Propiedad 6. [25] Ru(a@)Ru(a@)T = Ru(a)"Ru(a) = I € R33,

13



Propiedad 7. [25] det[Ru(0)] = 1, si el sistema de referencia cartesiano X = (x,y,z) es
seleccionado por la regla de la mano derecha, en otro caso det|Ru(0)] = —1.

2.5 Matriz antisimétrica

Una matriz antisimétrica, es una matriz cuadrada, que es representada por S € R3*3; se define
como [26], [28]:

0 —S12 513
S= 52_1 O _52'3 (13)
=531  S3.2 0

donde

sij € Ri,j = 1,2,3 son los elementos de la matriz S. Todos los elementos de la diagonal son
sij = 0,y fuera de la diagonal sij para i # j.

Los nueve elementos de la matriz S, se reducen a 3 elementos independientes, que
denotamos por s1,2, 51,3, 52,3 € R, los cuales son los elementos de un vector.

La matriz antisimétrica S puede aceptar como argumento de entrada a vectores p €
R3x1 con tres coordenadas de los sistemas de referencia cartesianos tridimensionales: funcion
matriz antisimétrica S = S(p).

2.6 Propiedades de las matrices antisimétrica

Propiedad 8. [26], [28] Una matriz antisimétrica S(p) satisface lo siguiente V p € R3x1;

0 -p. by 0 ». -»] [0 0 0
S(p) + S(p)T = Dz 0 —Px|+ | Pz 0 Px | = \0 0 0 (14)
Py bx O Dy —Dx O 0 0 0

Propiedad 9. [26], [28] El producto de S(p)S(p)T es conmutativo, S(p)TS(p) = —S(p)?;
v el resultado es una matriz simétrica.

Propiedad 10. [26], [28] El determinante del producto de matrices antisimétricas
S(P)'S(p) = S(P)S(P)T es cero. También se cumple que det[S(p)] = 0y det[S(p)] = 0.
Es decir, dada una matriz antisimétrica S(p), no existen las siguientes matrices inversas,

S IS@SE)T y [SE)'SPI

14



Propiedad 11. [26], [28] Propiedad de escalamiento de S(p): dada una matriz antisimétrica
S € R3%3, el vector p € R3%3, y el escalar a € R3%3, se cumple:

S(ap) = aS(p) (15)

Propiedad 12. [26], [28] La derivada parcial de un matriz de rotacion cumple con:
;_QR(B) = S(M)R(O), donde n € R3*1 es un vector base unitario; cada matriz de rotacion

queda expresada de la siguiente forma:
o :—ng(f’) = S(Oi)R (0), donde i € R3*1 es un vector base unitario i = [1,0,0]".
. :—gRy(G) = S(0j)R (0), donde j € R3*1 es un vector base unitario j = [0,1,0]".

o ;—ng(g) = S(6k)R (0), donde k € R3x1 es un vector base unitario k = [0,0,1]7.

Propiedad 13. [261, [28] La derivada con respecto al tiempo de un matriz de rotacion cumple
con: R(8) = %R(Q) = S(wo)R(O) = S(Bn)R(H), donde m € R3*! es un vector base

unitario, wo = 0n, 6 = 0(t),; cada matriz de rotacion queda expresada de la siguiente
forma:

e R.(O)= %Rx(ﬂ) = S(woy)R,(0) = S(OD)R,(8). donde i€ R3*! es un vector
base unitario i = [1,0,0]T, wox = 0i, 6 = 6(t).

e R,(O)= %Ry(g) = S(wox)R(0) = S(60)R(0), donde i € R¥*! es un vector
base unitario j = [0,1,0]7, woy = 6j, 6 = 6(¢t).

e R,(0)= %Rz (8) = S(woy)R,(8) = S(Oi)R,(0), donde i € R3*1 es un vector base
unitario k = [0,0,1]7, woz = 6k, 6 = 6(t).

2.7 Transformaciones de traslacion y rotacion

Se tiene un sistema de referencia cartesiano fijo o = (xo, Yo, zo) y el sistema de
referencia X1 = (x1, y1, z1), donde sus respectivos origenes son no coincidentes. El origen
del sistema de referencia X1 = (x1, y1, z1) se encuentra desplazado una distancia dj €
R con respecto al origen del sistema o = (xo, Yo, o), como se observa en la figura 5:
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Figura 5. Transformaciones de traslacion y rotacidon del sistema X1 con respecto al sistema
>o.

Observando la figura 5, se considera un punto arbitrario en el espacio P, el cual tiene
representacion po y p1. Donde po es el vector de coordenadas de P con respecto al sistema
de referencia Zo(xo, yo, zo). Ademas, se considera otro sistema de referencia Z1(x1, y1, 1),
donde p1 es el vector de coordenadas de P con respecto a X1. El vector dj representa el

desplazamiento del sistema X1 con respecto al sistema Xo, es decir: dj = [d},, d},, d%)Z]T .
Por otro lado, se considera R§ como la matriz de rotacion del sistema X1 con respecto al
sistema Xo.

Por lo tanto, la posicion del punto P con respecto al sistema de referencia Lo puede
ser expresado como en (16).

dox Pox
Po = d§ + Rip, = |doy | + Rj |poy (16)
dg Po
¥ ¥4

La expresion (16) representa las coordenadas de transformacion que integran la
traslacion y rotacion de un vector entre dos sistemas de referencia. Estas transformaciones
de traslacion y rotacion se pueden llevar para un caso general, por ejemplo, si a la figura se
le agrega un tercer sistema de referencia cartesiano, teniendo Xo(xo, yo, zo0), Z1(x1, y1,21) y
X2(x2, y2, Z2), se obtienen las siguientes expresiones:

po =d} + Rip1 (17)
p1 = df + Rip (18)

Reemplazando (18) en (17), se tiene:

po = d§ + Rj(df + Rip2) (19)
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Por lo tanto, la regla de transformacion de traslacion y orientacion de un punto p2 en el
sistema X2(x2, y2, z2) hacia un punto po en el sistema Zo(xo, yo, zo) adquiere la siguiente
estructura:

po = dj + Rgpz (20)
donde:
D2 — DP1D2
R = RgR? (21
d3 = d} + Rid? (22)

La ecuacion (16), puede ser también expresada con los éngulos de Euler
po = d} + R} (¢, 0,Y)p1, la cual es conocida como ecuacion fundamental de la cinematica

[25].
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3. Modelo dinamico del robot Bioloid Premium

Se propone generar cuatro cadenas cinematicas abiertas para describir la posicion y
orientacion de cada uno de los eslabones del robot Bioloid Premium, considerando el torso
del robot como sistema de referencia inicial Xo(Xo, Yo, Zo). A partir del sistema inicial, la
primera cadena cinematica considera como sistema de referencia final el pie derecho
Xa7(xa7, yd7, Zd7), la segunda cadena cinemadtica toma como sistema de referencia final la
pierna izquierda Xi7(Xi7, yi7, Zi7), la tercera cadena tiene a Xpd4(Xbd4, Ybd4, Zbds) COMO
sistema de referencia final, el cual incluye el brazo derecho, y la cuarta cadena tiene como
sistema de referencia final el brazo izquierdo Zpia(Xbi4, Ybi4, Zbis). En la figura 6 se muestra
el modelo virtual del robot Bioloid Premium, y en la figura 7 se representan los sistemas de
referencia asignados a cada una de las articulaciones del robot.

Figura 6. Modelo virtual del robot Bioloid Premium.
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Yba1

Figura 7. Sistemas de referencia asignados a las articulaciones del robot Bioloid.

Las dimensiones del robot son las siguientes: lo = 33 mm,d1

118 mm, d2

73mm, l1 = 2 = 76 mm, Iz = 77mm, la = le = 108 mm, Is = 66 mm.
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3.1 Cinematica directa recursiva

Utilizando la convencion de Denavit—Hartenberg y la correspondiente transformacion
de coordenadas [31]. Con el fin de calcular la posicion cartesiana de cada eslabon del robot
humanoide, se adopta una formulacion recursiva de la cinematica directa. Sea p: € R3 el
vector de posicion del eslabon i con respecto al sistema de referencia base. Cada eslabon esta
conectado mediante una rotacion alrededor del eje z, seguida de una rotacion alrededor del
eje x, y un vector de desplazamiento que representa los pardmetros geométricos del robot.

La orientacion del eslabon i con respecto al sistema de referencia base se define como
el producto acumulado de las rotaciones elementales de las articulaciones precedentes, como
se muestra en (23):

i
Ry = H[Rszxk (23)
k=1

donde Rz, es la matriz de rotacion alrededor del eje z del eslabon k, Rx, es la matriz de
rotacion alrededor del eje x del eslabdn k.

Para mayor claridad computacional, la rotacién acumulada puede expresarse de forma
recursiva, como se indica en (24):

R = R§'R,,Ry, @9

donde R} = I, e I denota la matriz identidad. Esta recurrencia propaga la orientacion desde
la base hasta el efector final mediante multiplicaciones sucesivas de matrices.

Sea di € R3 el vector de desplazamiento desde el sistema de referencia i — 1 t hasta
el sistema i, expresado en el sistema de coordenadas local del eslabon i. La posicion del
eslabon i en el marco global se calcula de forma recursiva como en (25):

pPi=pi-1 + R R: di (25)
con la condicidn inicial definida en (26):
P1 = R d1 (26)

donde pi es la posicion cartesiana del eslabon i en el sistema de referencia base, pi-1 es la
posicion del eslabon anterior desde la cual se propaga la posicion actual, R} es la rotacion
total del eslabon i con respecto al sistema de referencia base, y dies el desplazamiento local
desde la articulacion i — 1 hasta la articulacion i, que contiene la geometria del eslabon
(longitudes y desplazamientos).

Esta formulacion construye la posicion cartesiana de cada eslabon de manera
incremental, avanzando a lo largo de la cadena cinematica.

Utilizando como ejemplo los parametros mostrados en las Tablas 1 y 2 puede
obtenerse la cinematica directa de cada eslabon del robot. Dependiendo de la configuracion
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del robot, es importante considerar el centro de masa en el pardmetro d;, cuando sea
necesario.

También es importante mencionar que po corresponde a las coordenadas de
transformacion desde el sistema de referencia base (pelvis) hasta el primer sistema de
referencia de cada extremidad del robot.

Tabla 1. Pardmetros para calcular la cinematica de cada eslabon de la pierna derecha.

Posicion pi-1 Matriz Rxi-1(¢) Matriz Rzi-1(6) Desplazamiento di-1
po Rxo0 = Rxo(1r) Rz0 = Rzo(—m/2) do=[lz/2 0 0]
p1 Rx1 = Ry, (-m/2) R;1 = Rz1(qa1) di=[0 0 of
p2 Rx2 = Ry,(1/2) Rz2 = R2(qaz2) d2=[0 0 0]
p3 Rx3 = R,,(0) Rz3 = Rz3(qa3) ds=[. 0 0]
I Rxs = R,,(0) Rz4 = Rz4(qa4) de=[L 0 0]
ps Ris = Ry;(—m/2) | Rzs = Ry5(qas) ds=[0 0 0]
pe Rxs = R, (0) Rz6 = Rz6(qads) de=[l 0 0]

Tabla 2. Parametros para calcular la cinematica de cada eslabon de la pierna izquierda.

Posiciéon p;_; Matriz Rxi(¢) Matriz Rzi(6) Desplazamiento di
Po Rxo = Rxo(0) Rz0 = Roo(1r/2) do=1[lz/2 0 O]
p1 Rx1 = Ry, (1/2) Rz = R1(qi) di=[0 0 0]
p2 Rvz = Ry,(—m/2) | Rz =R.2(qi) d2=[0 0 o]
p3 Rx3 = Ry,(0) Rz3 = R.3(q:3) dz=[. 0 0]
ps Rxs = R, (0) Rz4 = R;4(qi4) de=[L 0 0]
ps Rxs = Ry (1/2) R.s5 = Ry5(dis) ds=[0 0 0]
pe Rx6 = Ry, (0) Rz6 = Rz6(qi6) de=[lL 0 0]
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Tabla 3. Pardmetros para calcular la cinemadtica de cada eslabon del brazo derecho.

Posicion p;_; Matriz Rxi-1(¢) Matriz Rzi-1(6) Desplazamiento di-1
po Rx0 = Rxo(1t/2) Rz0 = Rz0(0) do=1[0 0 di”
p1 Rx1 = R,,(—m/2) R,1 = R,1(qa7) di=[l 0 d."
p2 Rx2 = R, (0) Rz2 = R;2(qas) d2=[ls 0 0]F
p3 Rx3s = R,,(0) Rz3 = Rz3(qa9) ds=1[ls 0 0]"

Tabla 4. Parametros para calcular la cinematica de cada eslabon del brazo izquierdo.

Posicion p; 4 Matriz Rxi-1(¢) Matriz Rzi-1(6) Desplazamiento di-1
po Rx0 = Rxo(—m/2) Rz0 = Rz0(0) do=1[0 0 di”
p1 Rx1 = R, (7r/2) R,1 = R,1(qi7) di=[l 0 do
p2 Rx2 = R,,(0) R, = R;2(qi8) d2=1[ls 0 0]
p3 Rx3 = Ry, (0) Rz3 = R3(qu0) d3=[lt 0 0]"

3.2 Componente lineal de la cinematica diferencial

La cinematica diferencial lineal del robot se obtiene derivando el vector de posicion
pi. Para ello, se utiliza la matriz antisimétrica S € R3*3 mostrada en la expresion (27) [31,

32].
0 -1 0
s=l1 0 o 27)
0 0 0

Utilizando las propiedades de la matriz S, la velocidad lineal de cada eslabon puede
calcularse mediante la ecuacion (28):

Vi = vi-1+ RIS pi qgi (28)

donde: vi = pi € R3x1 es la velocidad lineal del eslabon i, vi-1 es la velocidad lineal del
eslabon i — 1, S es la matriz antisimétrica, gi es la derivada temporal de qi, que corresponde
al angulo 6 de la articulacion i, con la condicion inicial: vo = [0 0 0]7. El componente
angular de la cinematica diferencial se desarrolla en las expresiones subsecuentes y, junto
con los términos lineales y angulares, se completa el modelo cinematico diferencial del robot.
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3.3 Rapidez lineal recursiva

Para determinar la rapidez lineal de cada eslabon, se considera el vector transpuesto
de la ecuacion (28). La velocidad lineal se calcula elevando al cuadrado cada componente de
la velocidad||vi||? = (vi)T(v:i), dando como resultado la expresion (29):

i-1 i-1
vi? = o)+ p"S"S pig” + 2 Z p;'S" l_[[Rszxm SPidud; (29)
j=1 m=j

3.4 Matriz de inercia recursiva

Para calcular la matriz de inercia M(q) del robot, primero deben determinarse los
Jacobianos Jv, € R3*, donde g denota la posicion articular de cada angulo 6, n es el nimero
de eslabones del robot e i va desde 1 hasta n. Se propone una expresion general utilizando
las matrices de rotacion Rz(8) and Rx,(¢), el vector de desplazamiento di, y la matriz

antisimétrica S. Cada Jv' puede expresarse como en la ecuacion (30).

Joo =Jog -+ T; (30)

Considerando Jv4 = T1, donde T: € R3™ es una matriz que afiade términos a cada
columna de Jv41, con la columna j de T denotada por (31):

j-1 i-1
T"(l:S,}'} = H(Rszxk)S H(Rszxk) Bi 31
k=0 ﬁ_':j

Adicionalmente, si k > i — 1, entonces el término Hli;} (Rz, Rx,) se convierte en la

matriz identidad.
Al multiplicar la transpuesta del jacobiano de velocidad lineal por el mismo jacobiano

(fvf,)T(fvf,) € R™™ tiene la ecuacion (32):

G (L) = (5D L5 + () T, + 17,5t 4 17T, (32)

Posteriormente, se obtiene el jacobiano de velocidad angular de cada eslabon del
robot. Primero, se determinan las matrices de rotacion R} que contienen las componentes de
velocidad angular utilizando la ecuacion (33):
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i

RE = 1_[ [szij] parai =0,1,..,n (33)

J=0

donde R} € R3%3 y n denota el nimero de eslabones. Las velocidades angulares wzé
respecto al eje z se extraen multiplicando la matriz resultante Ry por el vector z(k) =

[0 0 1]". Esto genera los vectores de velocidad angular de cada eslabon respecto al eje
Z, como se muestra en (34):

w,t = Ryz(k) (34)

donde wz(l) € R3x1, Los vectores wz(l) se utilizan para construir los jacobianos de velocidad

angular Jo } para cada eslabon. La ecuacion (35) define la matriz Jacobiana antes
mencionada:

Joh=[w,} ®z:3 .. wz}] (35)

donde Jo € R3*, Utilizando las ecuaciones (30) y (32), la expresion (35) define la matriz
de inercia del robot:

M@ = ) [me0o0) (56) + Vi) s U] (36)

donde mi es la masa de inercia del i-¢simo eslabon; J»i € R3*" es el Jacobiano de velocidad

lineal; Jo!) € R3*" es el Jacobiano de velocidad angular; e Ii es el tensor de inercia. La matriz
M(q) € Rmn es simétrica y definida positiva. Recursivamente se tiene la ecuacion (37):

T . T .

Mi(q) = My (@) +m; (Juog) (og) + Uuwt) L Ug) (37)
para i = 2 hasta n; M(q) € R™n representa la matriz de inercia, la cual es simétrica y
definida positiva; m: es la masa del i —ésimo eslabon; [} € R3*" es la matriz que incluye

los pardmetros de velocidad lineal; Jo) € R3™ es la matriz que tiene los pardmetros de
velocidad angular; [§ es el tensor de inercia. Ademas, se considera la condicion inicial (38):

M (@) =my (1LY D) + Uud) I (1) (38)
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3.5 Energia cinética

La energia cinética se determina empleando la ecuacion (39):

n mn
1 ) 1 ) 1
K(q,q) = Z (imivf + Effﬁ’f) = EZ(WP?W + ] [w;) (39)
=1

i=1

donde i es la velocidad lineal del i-ésimo eslabon; wi es la velocidad angular; n es el
numero de articulaciones del robot; g € R" es el vector velocidades articulares; g € R es
el vector de posiciones articulares; K(q, ) € R" es el vector de energia cinética. La cual
puede ser expresada con una estructura matematica de forma cuadratica, tal como en (40).

1
K(q.9) =54"M(@)q (40)

3.6 Energia potencial

Para obtener la energia potencial del robot, primero se determinan las alturas del
centro de masa de cada eslabdn con respecto a los pies del robot, para eso, es necesario
emplear los pardmetros de cinematica directa de la Tabla 1 - Tabla 4, posteriormente estos
vectores se multiplican por el vector z(k)T = [0 0 1]. Por lo tanto, al emplear los
vectores pi de la Tabla 1 se definen las ecuaciones (41) - (46) para calcular las alturas de los
centros de masa de cada eslabon de las piernas del robot, es importante considerar los
centros de masa en cada vector de desplazamiento di.

hi(q) = —z(k)"ps (41)
h2(q) = — z(k)"ps (42)
hs(q) = hi(q) + z(k)"ps (43)
ha(q) = hi(q) + z(k)"ps (44)
hs(q) = hi(q) + z(k)"ps (45)
he(q) = hi(q) + z(k)ps (46)

Empleando los vectores pi de la Tabla 3, se definen las expresiones (47), (48) y (49)
para determinar las alturas de los centros de masa de los eslabones de cada brazo del robot.
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h7(q) = hi(q) + z(k)Tp1 47
hs(q) = hi(q) + z(k)Tp2 (48)
ho(q) = hi(q) + z(k)Tps3 49)

Por lo tanto, la energia potencial del robot se determina mediante la ecuacion (50),
considerando i = 1,2,3, ..., n.

U@ = ) [mighi(q)) (50)

donde U(q) € R, la constante g representa la aceleracion de la gravedad; hi(q) es la
altura del centro de masa del i-ésimo eslabon del robot.

3.7 Lagrangiano del robot

El Lagrangiano del robot se obtiene como la diferencia entre la energia cinética y la
energia potencial, tal como se presenta en la ecuacion (51):

donde £(q, 4) € R Al expandir la expresion anterior, la formulacion resultante viene
dada por la ecuacion (52):

=1
L(g,q) = Z (E [m; wi"vy) + @:"1; @] — mighf(f?)) (52)

=1

donde w: € R3x1 representa la velocidad angular del centro de masa del i-ésimo eslabon;
que se calcula utilizando cada una de las matrices ]wé, como se defini6 en la ecuacion (35).

Asi, la velocidad angular w;: se obtiene mediante la expresion (53):

wi = (Jup)d (33)
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3.8 Ecuaciones de Euler-Lagrange

Las ecuaciones de movimiento del robot, basadas en la formulaciéon de Euler-
Lagrange, estan dadas por la expresion (54):

d 9L(q, 4)] _0L(q,9)
ti= dt[ aqi aqi

(54)

para i = 1,2, ..., n. Donde ti denota el par motor (torque) de entrada aplicado a la i-ésima
articulacion. Adicionalmente, en la ecuacion (54) se debe agregar el término fr(qi) € R»
que denota el vector de fricciones articulares del robot.

La friccion presente en el robot se modela como una combinacién lineal, como se
muestra en la ecuacion (55).

fr(gi) = bigi + fcisigno(qi) (55)
donde los términos b y fc representan la friccion viscosa y de Coulomb, respectivamente.

Para determinar desarrollar la ecuacion (54) es conveniente utilizar los componentes de la
ecuacion (51) por separado, e implementar el desarrollo analitico de Euler. El cual se explica
a continuacion.

Primero se toma la derivada parcial del lagrangiano con respecto a la i-ésima velocidad
articular, la cual se expresa en (56):

L@, @) Z 0%;(q.9) Z 0, (q)
aq; aq; aq;

j=1 j=1

(56)

parai = 1,2,3..,n. Donde n es el nimero de articulaciones del robot.

Empleando las ecuaciones (39) y (50), se prosigue a calcular las derivadas parciales
con respecto a la i-ésima velocidad articular de la energia cinética y potencial de del robot.
La derivada parcial de la energia cinética se obtiene a partir de (57):

0K (q,0) 1~ a(v v) (w;"]; w))
Z 3:‘;1- :E(Z JJ Z i'aql J) (57)

Jj=1 Jj=1
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Puesto que la energia potencial h;(q) solo depende de las posiciones articulares y no

de las velocidades, entonces la derivada parcial con respecto a la i-ésima velocidad articular
de la energia potencial es igual a 0:

CoU(q) o a(h(@) _
aq; —ijg 9q; =0 %)

= =

Retomando la ecuacion (57), se determinan las derivadas parciales de la rapidez lineal
v;jTv; y de las velocidades angulares w;’l; wj; como m; e I; son constantes, se consideran
las propiedades de la derivada para determinar las expresiones (59) y (60):

n a(v Tv) n
>m __J = K f)”**”T_J] (59)
7 04 aq: J J 0q:

Ademas,

S Sy

=1 ‘

De la expresion (59), se tiene:

i-1

L= | [[RenRen] |5 P (61)

m=0

parai =1,2,3,..,jypj+1 =[0 0 0]. Esto permite calcular todas las derivadas parciales
de cada velocidad lineal para cada eslabon del robot.

Sii > j, entonces:

Para determinar la derivada parcial de cada velocidad angular se consideran las
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ecuaciones (33) y (34) para desarrollar la expresion (62):
i
dw; i
—L = = _ 62
7o = Rzt = | |[R,,R., ] |20 (62)

m=0

Donde se considera i = 1,2,..j, para obtener las derivadas parciales de las
velocidades angulares de cada articulacion del robot. Es importante sefialar que si i > j,
entonces:

w;
‘=10 o o]

9q;

Entonces las ecuaciones (59) y (60) se pueden reescribir como se observa en las
expresiones (63) y (64), respectivamente:

RECES o570 R P, S

j=1 j=1 m=0 m=0

n 9 n . )
D57 @b w) = ) [(Rez()"; w; + w1 (REz(h)] (64)
j=1 j=1

El siguiente paso es determinar la derivada temporal de las ecuaciones (63) y (64),
las cuales se representan en las ecuaciones (65) y (66), respectivamente:

i m‘i% % = imﬁ' %l((ﬂ[Rszxm])s Pg) v+ vﬂ'T ((N[Rzm‘qu])s P{)’ (65)

n

d [0(w;"]; w; Sdop, ‘
ZEI—(&’B{ wj)] = ) 32l (REz00) 1y + 0,7 (Riz(h)] (66)
j=1

j=1

Entonces la derivada temporal de la ecuacion (65) puede reescribirse en (67):
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imj %K(ﬁ[ﬂ'zm&m])s pl) vj‘ + Zn: m; % [U;T ((ﬁ[Rszxm )5 P;)] (67)

Empleando las propiedades de la derivada, el primer término de la ecuacion (67) se puede
representar con la expresion (68):

n n
d [fov;T av;"\ dv;

ij—(_J)l?}+ij( J )_J (68)
dt 6q1 = aql dt

=

Desarrollando el segundo término de la ecuacion (67), se tiene la expresion (69):

n

2m d;i, (av”) Z m (vf)%(g—z) (69)

j=1 j=1

El término —[ ] de la ecuacidn la expresion (69) se puede expresar como en (70):

d avj] Zn:[ d (Bv)_ d (61?) l 70)
dt lag; 0q.\0q;) " 0q,\0q;
donde:
o (avj)" 0 o o] 1)
: — 14, =
24, \0q;) "

Por lo tanto, el término — [ ] de la ecuacion la expresion (69) se puede desarrollar mediante

la ecuacion (72):

i—1

R, R.. | |Spi |- (72)

ij
dt aql] Z aq,

m=0

donde i =1,2,...,j
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R, (¢) en cada uno de los términos de la sumatoria.

Por otra parte, tomando el termmo = de la expresion (68), se puede representar con

la ecuacion (73):

dv; | a(vj)

73
24, " 3q, 4 (73)

dvj‘ !
dt Z
r=1

donde:

ov;
P qi (n [Rszxm]) S Py (74)

Parar = 1,2, ...,j. Sir > j, entonces:

%i_to o o
aqr
Ademis,
aé:i)ﬂ 2, (H[Rsz ]S]_[[Ranxﬂ]pmm)qu) (75)
donde

o ]'[?n=1 y ngu representan la matriz identidad 1.
e Ademas,si u>r — 1entonces [[5Z], es la matriz identidad I.

e pi es el vector de cinematica dlrecta.

Es importante mencionar que es necesario multiplicar la matriz S por Rz en cada uno
)
aqr

de los términos de la sumatoria de la ecuacion (75) para obtener

Ahora se retoma la ecuacion (66) y se aplican las propiedades de la derivada para obtener la
expresion (76):
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Zn: 6&:}, dmJ 0&)} Z TI d dwj dm},
«|\ 94 f a t aqi ljw; @i ar
}=

aq; dt

La derivada temporal de w; se puede determinar en (77):

Sir > j, entonces:

w;, Jw
] J [O 0 O]T
aQr aQT

(79):

J
D (g‘;’f ) Z(Rozck)qr)

d

r=1
y
J P j
S| =
D (a . qr) = > @)
r=1 r=1
donde:
J r—1 J
D, = Z [RzﬂRxﬂ]S H[Ranxn] z(k)qm
m=r \n=0 n=r
Por otra parte:

J R k d(Riz(k
0y S[pE0), 50,

+
- a9,

qr

6&:},
0q;

)

(76)

(77)

Cada uno de los elementos de la ecuacion (77) se pueden reescribir en las ecuaciones (78) y

(78)

(79)

(80)

(81)

32



donde:

d (Rpz(k)) . .
Tqr—[o 0 0] (82)

Por lo tanto:

d (0w o[ 3 (0w | < |0(Riztk))
E(Tz){[aqr(a%)q’"]{ —oq W (83)

i

J [r-1
D] [Renrend S (| [[ReRe] | 204, (84)
r=1|m=0

u=r

Sij > io6r >ientonces:

d awj _ T
a(aqi)—[o 0 0] (85)

Como se mencion6 anteriormente, la funcion h;j(q) solo depende de las posiciones
articulares, por lo que la expresion (86) es igual a cero, por lo tanto:

“ d (0(h(@)\] _
Z[mfg[ﬁ(—am )]—0 (86)

Jj=

Posteriormente, para determinar el término @ de la ecuacion (54) es necesario obtener
qi

las derivadas parciales del lagrangiano, tal como se muestra en (87):

n

9L(q, @) _ Z 0%;(q,q) 3 oY (q)
aq; 2q; aq;

j:]_ j:]_

; parai =1,2,..,n (87)

donde:

33



n

n n

0X;(q,q) 1 d 0
E — = E m; — (v;Tv;) + E — ("] w; (83)
& aql 2 & Jaqi(J j) j=laqi( A j)

Para determinar el término %(vaj) se emplean nuevamente las propiedades de la
q;

derivada:

(89)

. . 0 .
donde la derivada parcial f’) se resuelve con la ecuacion (75).
qi

Para expresar el término (w 71 ‘ain- (w,;"I; w;)n las propiedades de la derivada, tal como

en (90):

d d(w;7) d(w;)
a—m(ﬁ’ff;‘ w;) = aqji [ wj + @;"]; aqi (90)

()

0q;

se puede desarrollar mediante la ecuacion (79).

Finalmente, la derivada parcial de la energia potencial con respecto a cada i-ésima
posicion articular, se expresa en (91):

U, . a(h;
(@) Y (h(@)

91
(u 0q; aq; On
Jj=1
La derivada parcial de hj(q) con respecto a q: se determina con la expresion (92):
a(hy; (Q)
@) ) 2(k)" ]_[[Rzm R, ]S (92)
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Especificamente, para calcular las derivadas parciales de las alturas de los centros de
masa de cada eslabon de las piernas, se propone la ecuacion (93), considerando j = 1,2:

o(hy (q)
(a . )_ (k)"]_[[Rszxm]Spl 93)

Para determinar las derivadas parciales de las alturas restantes, tanto de las piernas

como los brazos, se considera j = 3,4,5,...,n. en la ecuacion (94):

3(hi(@) _ 0(hi(q))
0 - gt (k)“ﬂlﬂzmﬂxm]m o)

Hay casos especiales, que se muestran en (95), (96) y (97):

d(h3(q)) _ a(hi(q))

oqs aqs )
d(h3(q)) _ a(hi(q))

oqe 0qs 00
d(hs(9)) _ a(hi(q))

daqs 0qe o7

Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange del robot en (54) adquieren la

forma de la ecuacion (98).

Ti=

d [N 0%(a0.9) 611;(9’) 0K;(q, ) IU;(q)
Ez 94 .=1 04 IZ 9 Z dq; %)

j=1

donde:

dva avj

d
dt

0% ,(q, ﬂ
Z aq; -
J=1 d i)

n
d
=1
1 day™\ dw; d (de;” d fdw\ dw;" [dw;
- I — Lo+ [ —(=— L
2.1’( ) N ( '-)’“’”‘" ‘dc(%)* ar '\ aa,
_f:

aq; | dt  dt

1 d (dv; dv; "\ dv . d [dv;
zZ[’“f ds(—q)‘“ (a,;)dh ™ "dt (a_m)“”f'("" )E(a_"'}f)] (99)
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= U,
4 Z ACH B (100)
dt = d0q;

Las derivadas parciales de la energia cinética y potencial se representan en (101) y (102),

respectivamente:
dw;
T I
(aq )1 w; + w;"]; (_5'?{-)]) (101)

e I CE D

j=1

= U
BiQ) ijg z(l)T 1_[[ Rxm]Spi (102)

Las derivadas parciales de la ecuacion (101) se expresan en (103) y (104):

av;
6qi (H[Rszxm])Spl (103)

2
a‘;’j H[R R, | |zl (104)

Por otro lado, las derivadas que involucran el vector de velocidades lineales vj en la
ecuacion (99), se presentan en (105) - (108).

dt g:ﬁ] Z[Bq H)[Rszxm])Spi ar (105)

dvj Z [c‘:ivJr a(v;) | r] (106

6‘qr 6‘qr
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r—1
% _ | [[RenRenl )5
5, = || [[Rensn] |SPr (107)

a(v;
a(qj) = RZURIU (H[Rsz ] S l_[[Ranxn] pmax{u T’)qu) (108)
r
u=1

Las derivadas que involucran el vector de velocidades angulares w; en la ecuacion
(99), se presentan en (109) - (113).

J J
dwj GIT, Jw
d_;_z(@qj ) +Z(6q: ) (10

r= r=1

J
d
Z (a;’f ) Z(Rozck)qr) (110)

(ﬁ[RzﬂRxn] S (H[Ranxn )z(k)qm) qr) (111)

oq. 0" (112)

d (a&) _ i [a (Riz(t)) o (Riz(R))

jt(awj) Z H[RZmR s l_[[RZ“qu z(k)q, (113)

Los parametros empleados en el modelo dindmico del robot estan enlistados en la Tabla 5.
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Tabla 5. Parametros de los eslabones del robot.

Eslabén Significado Notacion
1 Masa del eslabén 1 May
(Cadera derechaeje | Inercia del eslabon 1 lay
transversal) Posicion articular del eslabon 1 a1
2 Masa del eslabon 2 mg;
(Cadera derecha plano | Inercia del eslabon 2 la
frontal) Posicion articular del eslabon 2 da2
Masa del eslabon 3 mqs3
3 Inercia del eslabon 3 Ias
(Cadera derecha plano | Posicion articular del eslabon 3 d43
sagital) Longitud del eslabon 3 l2
Centro de masa del eslabon 3 lea
Masa del eslabon 4 My
Inercia del eslabon 4 Taa
4 Longitud del eslabon 4 I
(Rodilla derecha) Centro de masa del eslabon 4 [
Posicion articular del eslabon 4 q a4
5 Masa del eslabon 5 Mgs
(Tobillo derecho Inercia del eslabon 5 Ias
plano sagital) Posicion articular del eslabon 5 qas
Masa del eslabén 6 Mge
6 Inercia del eslabon 6 Tas
(Tobillo derecho Posicion articular del eslabon 6 dde
plano frontal) Longitud del eslabon 6 lo
Centro de masa del eslabon 6 Leo
7 Masa del eslabon 7 mi;
(Caderaizquierdaeje | Inercia del eslabon 7 Iix
transversal) Posicion articular del eslabon 7 qi
8 Masa del eslabon 8 mg;
(Caderaizquierda | Inercia del eslabon 8 Iz
plano frontal) Posicion articular del eslabon 8 diz
9 Masa del eslabén 9 m;3
(Cadera izquierda Inercia del eslabon 9 I3
plano sagital) Posicion articular del eslabon 9 4i3
Longitud del eslabon 9 l2
Centro de masa del eslabon 9 le2
10 Masa del eslabon 10 miy
(Rodilla izquierda) | Inercia del eslabon 10 Iia
Longitud del eslabon 10 l
Centro de masa del eslabon 10 [
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Posicion articular del eslabon 10 qis
11 Masa del eslabon 11 mis
(Tobillo izquierdo Inercia del eslabon 11 Iis
plano sagital) Posicion articular del eslabon 11 dis
12 Masa del eslabon 12 Mie
(Tobillo izquierdo Inercia del eslabon 12 lie
plano frontal) Posicion articular del eslabon 12 die
Longitud del eslabon 12 lo
Centro de masa del eslabon 12 Leo
13 Masa del eslabon 13 Mgz
(Hombro derecho Inercia del eslabon 13 La7
plano sagital) Longitud del eslabon 13 la
Centro de masa del eslabon 13 lea
Posicion articular del eslabon 13 q47
14 Masa del eslabon 14 Mg
(Hombro derecho Inercia del eslabon 14 Tag
plano frontal) Longitud del eslabon 14 ls
Centro de masa del eslabon 14 ls
Posicion articular del eslabon 14 qas
15 Masa del eslabon 15 M9
(Codo derecho) Inercia del eslabén 15 Tao
Longitud del eslabon 15 lg
Centro de masa del eslabon 15 le
Posicién articular del eslabon 15 49
16 Masa del eslabon 16 miz
(Hombro izquierdo | Inercia del eslabon 16 li7
plano sagital) Longitud del eslabén 16 la
Centro de masa del eslabon 16 lea
Posicion articular del eslabén 16 qi7
17 Masa del eslabon 17 m;g
(Hombro izquierdo | Inercia del eslabon 17 Iig
plano frontal) Longitud del eslabon 17 l5
Centro de masa del eslabon 17 les
Posicion articular del eslabon 17 qis
18 Masa del eslabon 18 Mg
(Codo izquierdo) Inercia del eslabon 18 Iig
Longitud del eslabon 18 le
Centro de masa del eslabon 18 le
Posicion articular del eslabon 18 qio
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3.9 Propiedades del modelo dinamico

El modelo dindmico de un robot, particularmente un robot manipulador, se basa en
las derivadas que involucran el lagrangiano del robot y la matriz de inercia. Estas ecuaciones
describen como las fuerzas y los momentos afectan el movimiento del robot. Aqui estan

algunas de las propiedades fundamentales del modelo dinamico del robot:

Primero se demuestra la propiedad de la derivada de la matriz de inercia, esta

expresion se puede representar en (114):

dL(q,q)

M(q)q dtl 24, ] M(q)g

Puesto que

0 (@) _

= 0q;

Entonces la parcial del lagrangiano se puede reescribir como (116):

d [~ 0%;(q,9) i}
M(@)q =~ Zé—qi —M(q)q4

j=1

Reemplazando la energia cinética en su forma compacta se puede reducir a (118)

1 ﬁ(qTM (q)q)
~dc|2

M(q)q - M(q)q

. dl
M@a == |sM@a| - M@

La derivada de la matriz de inercia y del vector de velocidades, se obtiene con (119)

di(M(@ §) = M(q)d + M(q)d
t

(114)

(115)

(116)

(117)

(118)

(119)
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Sustituyendo (119) en (118), se tiene:

M(q)q = [M(q)4 + M(q)q4] — M(q)q (120)

Por lo tanto:

M(q)q = M(q)q (121)

Posteriormente se demuestra la expresion (122), la cual toma en cuenta la parcial
del lagrangiano con respecto a la velocidad.

d0L(q,q) 0
6‘?1‘ afh

[1 q"M(q) q] M(q)q (122)

Ahora se reemplaza la forma compacta de la energia cinética, tal como se muestra en (123):

9£L(q,q) 0%K;(q,9)
24, Z— Z (08) 00) + Ub) 1 Ub)] 4 (123)

Simplificando ambos lados de la igualdad se obtiene la expresion (124).

n

Z lmj a(vJ‘ v;) (w1, mj)l ; [mi va;.)TUuE) +(Jmf;.)Tfi (Jwé)]fl

aq; aq;

ai( > 4" [mi 0o5) ) + Uag) s ()] q) = Z [me U05)" Ung) + V) 1 Uuh)] @

=1

ai(z i (7 055) Ge)a) + (7 Uug) s Uop)a)] Z[m 0ob)" () + (1)1 (1)) @

J

Bi( [ml qT vo Uvn))q+q (Uwo I Uwo q Z[m ”9) (j”9)+(]“’0) l (J‘”U)]q
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- ( 2 [ () () + o) o) qa) = D[ 06) o) + 0a) 1 U] @

n
] i=1

n
1=1

2.7 056) Ui + ) 3y Uu)] @ = 3 e 06" 0ot + Uu) 1 )] @ (124

Por lo tanto:

M(q)q = M(q)q (125)

Después se procede a demostrar la propiedad de conservacion de la energia cinética
y la correcta modelacion de la matriz de Coriolis y centrifugas en el modelo dinamico del
robot. Por lo cual, primero se toma la expresion (126)..

. dr1
C(a.0) = M@ - 52|77 M@l (126)

Reemplazando le ecuacion (117) en (126), se tiene:

d [0£(q,q d 1
Ca.9)q =7 [%] - M@ - 52 |74 M @] (127)

L d | 0% (a.9)
C(%Q)Q—a ZT

j=1

a1l
M@ -5 [zaM@a] a2

Por otro lado, se tiene la ecuacion (129) que representa la propiedad de conservacion
de la energia cinética, que asegura que las fuerzas centrifugas y de Coriolis no afectan la
energia cinética neta del sistema, garantizando asi que el sistema no genera ni disipa energia
interna debido a estas fuerzas.

N(q, 4) = M(q) — 2C(q, 9) (129)
Para demostrar que se cumple la igualdad (130), se hace el desarrollo correspondiente:
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q"[N(q,4)14 = 0 (130)

Sustituyendo (129) en (130), se tiene lo siguiente:

4"[M(q) — 2C(q,4)]4 = 0 (131)
q"[M(q)g —2C(q, 4)4] =0 (132)

Sustituyendo la (116) y (128) en (130) se tiene

9L(q, o '
(q q)] M(q)q - Z(dt[z ;,Ef Q)] M@ 52 [747M (q)q])

1(0.9) [ d o ax(a.D)
[dtz M(q)q—z(ajz; e ] ()q——[ZT (q)q

1l
o

i

\,__________/
e
1]

o

Eliminando términos, se tiene la ecuacion (133):

0%;(q.9)| d |~ 9%;(q,9)
¢ aq[z a4 ] _[Z a4, ‘

=1

0 (133)

La expresion (133) se puede desarrollar mediante las ecuaciones (134) y (135).

d ax (q Q‘) a T ava d'DJr dva 5‘1:,— T d avj
EIZ 24, ‘ Z *‘dt ™ \Gar )@ ™~ \ag) ™ D @\ 5a,

) (134)
dw; dw;, d (dw; d {iw; do;"  (dw;
+2;(am)*??+ﬁ(am)“”+“” d(am Ty
FEEN axj.(q.qf - a (61;}") (avf)avf ay” (auf) (av,)
qu; o, “[ aai\aar) Y ™ G )3a ™ ac\aa) ™ ) 5a G
Z[(awj )I w 9 (amj-?)! oy 0 (fz-:.:.,,)Jra-,u.,,-rJr (am;)] (135)
i—+— | — | w; + @;"
aa; ) " 3a e\ 9, )1 T Vag\Fa,) T Bar 1\ 3a,
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Observando cada uno de los términos, son muy parecidos. Los cuales se pueden
eliminar siempre y cuando se cumpla que las derivadas parciales se anulen, esto implica que
r > j en las ecuaciones (70) y (77). De esta forma, se cumple la expresion (136).

d
aq;

Z“:ax;(q,q) d
aq; dt

j=1

C0K;(q,0)|
;a—qf“o (136)

Dada la matriz de inercia

n

M@= [me () Osp) + Uu) & U})]

=1

Se va a demostrar que M(q) es una matriz definida positiva.

Primero se verifica que (J»,) (Jv,) es una matriz definida positiva, entonces se
considera la expresion:

T .
a"(1,5) h)a=a" (ol Ry, (07 + diy )a(di—y + Ry, (0)P1)@

a" (o)) Uol)a = (T Ry, (0T + di_y")a(di_y + Ry, (0)p)) @2

Esta expresion es un producto cuadratico que incluye las velocidades articulares ¢ y
esta definida por operaciones lineales y propiedades de rotacion ortogonales, por lo que sus
autovalores son positivos, ya que la matriz resultante preserva la definicion positiva durante
las operaciones matriciales. Ademas:

Ig = Rzl-T sTg R, = [:T g (137)

donde I es la matriz identidad y es definida positiva.

Puesto que Rz, y Rx, son matrices ortogonales, tienen la propiedad de que RziTRZi =

T L ) . .
Iy .(.Rxl'—1) Ry;_, = I. Esto implica que el producto de estas matrices también sea definido
positivo.

Por lo tanto, podemos concluir que (]vf))T(]vf)) es definida positiva, ya que para todo
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T, .
g + 0, se cumple que ¢"(J,) (Jo5)a > 0.
También se considera que (jvf])T(],,f)) es invertible, puesto que S(k;))"S(k;) es

invertible, Rz(¢) y Rx,(0) son matrices ortogonales, sus transpuestas y productos son

invertibles. Dado que cada componente de (ng )T(]vf) ) es invertible, se concluye que la
matriz resultante es invertible. '

Para demostrar que UmB)Tl’i (]m:)) es una matriz definida positiva, es importante
mencionar que el tensor de inercia I; es una matriz definida positiva. Esto se debe a que
representa la distribucion de masa y forma de un cuerpo rigido, cuyos autovalores son
positivos. El jacobiano de velocidad angular ng es una matriz de transformacion lineal,
conformada por las matrices de rotacion y el vector z(k), los cuales son constantes. Dado
que la estructura y propiedades de J,,, no introduce valores negativos en la multiplicacion
de la matriz resultante, ya que la multiplicacion de una matriz definida positiva por otra
matriz no puede introducir autovalores negativos.

Puesto que los componentes de M(q) son matrices definidas positivas, se concluye

que la matriz X7, [mi (]uE)T(]vf]) + (]mf))Tli (]mf))] es definida positiva.
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4. Analisis cuantitativo del método recursivo

Se propone una comparacion cuantitativa entre el método recursivo propuesto y la
formulacion convencional de FEuler-Lagrange, ambos implementados mediante
programacion simbolica en MATLAB. Las pruebas se realizaron en una computadora portatil
estandar, ejecutando los cddigos que calculan la cinematica directa, las matrices Jacobianas
y la matriz de inercia del robot humanoide. Cada programa se ejecutd 20 veces para obtener
el tiempo promedio de ejecucion y su correspondiente desviacion estandar. El andlisis
considera unicamente la computacion simbolica hasta la generacion de la matriz de inercia,
excluyendo las etapas de evaluacion numérica o simulacion dinamica.

El rendimiento se evalu6 para configuraciones de robot con 3 GDL (grados de libertad), 6
GDL, 9 GDL y 18 GDL, correspondientes a diferentes subconjuntos del modelo del robot
humanoide. Para cada configuracion, se registro el tiempo de ejecucion de ambos métodos y
se calculo el factor de aceleracion (speed-up) del método recursivo con respecto al enfoque
convencional.

La Tabla 6 indica que el método recursivo logra consistentemente una aceleracion
computacional de aproximadamente 2x en comparacion con la derivacion simbolica
convencional. Ademas, el algoritmo recursivo exhibe un crecimiento casi lineal en el tiempo
de computacion a medida que aumenta el nimero de grados de libertad, mientras que el
enfoque convencional muestra una tendencia cuadratica, lo que confirma la mejor
escalabilidad y eficiencia computacional de la formulacion recursiva.

Tabla 6. Comparacion cuantitativa entre los métodos recursivo y convencional

GDL Método Recursivo (Tiempo Conventional method Aceleracion
%+ Desv. Est.) (s) Time + Std. Deviation (s) (Speed-up)
3 0.0320 = 0.1430 0.0663 + 0.2965 2.07
6 0.0781 + 0.3492 0.1560 + 0.6976 2.00
9 0.0920 = 0.4117 0.1943 + 0.8692 2.11
18 0.1714 + 0.7665 0.3662 + 1.6377 2.14

Las Figuras 2 y 3 comparan el rendimiento computacional de la formulacion recursiva
propuesta y el enfoque convencional de Euler-Lagrange. El método recursivo logra
aproximadamente el doble de eficiencia computacional, con un tiempo de ejecucion que
aumenta linealmente O(n) a medida que se incrementa el nimero de GDL (grados de
libertad), mientras que la derivacion simbolica convencional muestra una tendencia casi
cuadratica O(n?).

Estos resultados demuestran la superior escalabilidad y eficiencia del algoritmo
recursivo para el modelado dindmico simbolico de robots humanoides.

La Figura. 2 ilustra el tiempo promedio de computaciéon simbodlica para ambos
métodos, incluyendo barras de error que representan la desviacion estdndar tras 20
ejecuciones. El método recursivo exhibe consistentemente tiempos de ejecucién menores que
la formulacién convencional para todas las configuraciones de robot (3, 6, 9 y 18 GDL).

La Fig. 3 muestra la relacion de aceleracion (factor de aceleracion) del método
recursivo en comparacion con el convencional. El algoritmo recursivo mantiene una
aceleracion aproximadamente constante de unas 2 veces mds rapido en todas las
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configuraciones, lo que confirma su crecimiento computacional lineal respecto al nimero de

grados de lib

ertad.

Comparacion del tiempo de ejecucion
T T T T
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Figura 8. Tiempo promedio de ejecucion de los métodos recursivo y convencional para diferentes
numeros de grados de libertad (GDL).
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Figura 9. Aceleracion computacional (speed-up) del método recursivo en relacion con el enfoque

convencional.
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5. Implementacion del control de posicion

La siguiente seccion presenta los resultados de simulacion obtenidos en Simulink para
el control de posicion del robot bipedo de 18 grados de libertad (DoF) utilizando tres
controladores diferentes.

Los algoritmos de control no pudieron implementarse en el robot fisico Bioloid
Premium debido a que sus articulaciones estan equipadas con servomotores estandar en lugar
de motores de CC (corriente continua) con codificadores (encoders). Estos servomotores no
cuentan con una arquitectura abierta que permita la implementacion directa de algoritmos de
control personalizados para la salida de par motor (torque).

Por lo tanto, se desarrollé un modelo virtual del robot Bioloid Premium en Simscape
Multibody, lo que permiti6 la prueba y validacion de las estrategias de control propuestas en
un entorno simulado antes de cualquier aplicacion potencial en el mundo real.

Se presentan los resultados del control de posicion implementado dentro del método
recursivo para obtener el modelo dindmico del robot. Para resumir los hallazgos, se muestra
la respuesta de las articulaciones correspondientes a la pierna derecha y el brazo derecho del
robot Bioloid Premium. Esta seleccion se justifica porque estas articulaciones representativas
permiten ilustrar el desempefio de las estrategias de control sin redundancia, proporcionando
al mismo tiempo una vision clara del comportamiento dindmico del sistema.

La saturacidon ocurre cuando la ley de control requiere un par motor (torque) que
supera los limites del servoamplificador electronico. En otras palabras, dado que el
amplificador no puede exceder sus limites fisicos, simplemente proporciona el par maximo
Tmax-

Para abordar esto, se propone una estrategia de control acotada de tal manera que el
error de posicion G y la velocidad ¢ converjan asintoticamente a cero, independientemente
de las condiciones iniciales del robot. Se implementaron tres tipos de controladores para su
comparacion: un controlador PD estandar, un control saturado y un controlador de tangente
hiperbdlica. El controlador PD se describe mediante la ecuacion (138):

T=Kpqd—Kvqg+g(q) (138)

donde 7 denota la entrada de control en el modelo de la ecuacion (138). Adicionalmente, Kp
es la ganancia proporcional y Kv es la ganancia derivativa. Las ganancias se seleccionaron
de la siguiente manera: Kp = 15, Kv = 1.5.

El segundo controlador propuesto utiliza un controlador saturado, descrito por la
ecuacion (139):

arctan(aq)
i J1+ tanh?(aq)

T= +90@@) (139)

Kl arctan(aq)
Y J 1+ tanh?(aq)

donde a es una constante positiva. Los valores se seleccionaron de la siguiente manera:
Kp = Kv = 1.5, @ = 50 para las piernas, y @ = 4 para los brazos.

El tercer controlador propuesto utiliza una funcidon de tangente hiperbolica, descrita por la
ecuacion (140):

48



T = Kp tanh(A§) — Kvtanh(I'q) + g(q) (140)

donde A, I' € R™" son matrices de ganancia diagonales definidas positivas. Las ganancias
se seleccionaron de la siguiente manera: Kp = 1.6, Kv = 1,A = 10,T' = 1.

La sintonizacion de las ganancias depende del par motor (torque) maximo que los
motores pueden entregar. Para verificar el desempefio de la estrategia de control de posicion
propuesta, se realiz6 una simulaciéon en MATLAB.

La figura 4 ilustra el modelo virtual del robot Bioloid Premium en su posicion inicial
(home), el cual fue ensamblado primero en SolidWorks y luego importado a Simscape
Multibody dentro de Simulink para crear una representacion virtual del robot. Este modelo
virtual permite realizar pruebas de los comportamientos cinematicos y dinamicos en un
entorno controlado, garantizando la precision y facilitando el desarrollo de algoritmos de
control.

Figura 10. Modelo virtual del robot Bioloid Premium importado en Simscape Multibody.

Para validar el modelo dindmico propuesto del robot, se implementaron y evaluaron
los tres controladores de posicion articular descritos anteriormente. Se generd un movimiento
de caminata dindmica definiendo una trayectoria sinusoidal paramétrica para cada
articulacion, con el objetivo de producir locomocién hacia adelante. No se incorporaron
estrategias de equilibrio o de estabilizacion de la marcha de alto nivel (como el control basado
en ZMP, modelos de péndulo invertido o MPC). Por lo tanto, el movimiento del robot se rige
unicamente por las trayectorias comandadas en el espacio articular, y el desempefio de los
controladores de posicion permite que la validacion se centre estrictamente en la precision
del modelo dindmico y el comportamiento del controlador, sin la influencia de algoritmos de
estabilizacion adicionales. La trayectoria de referencia para cada articulacion qi(t) se define
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en la ecuacion (141):
qi(t) = Aisen(wit + ¢i) + qo,i (141)

donde A: es la amplitud de oscilacion, wi es la frecuencia angular, ¢ es el desfase de fase
utilizado para coordinar las articulaciones simétricas (por ejemplo, las piernas izquierda y
derecha), y qo,i es la posicion central nominal de la articulacion.

Esta funcion fue seleccionada por tres razones principales: Proporciona una referencia
de articulacion suave, continua y diferenciable, lo cual es esencial para evaluar el desempeno
del seguimiento bajo un movimiento dinamico bien definido. La parametrizacion sinusoidal
permite generar movimientos periodicos similares a la marcha sin la necesidad de un
controlador de equilibrio explicito, reduciendo la complejidad del modelado y Ia
implementacion. Este enfoque es ampliamente utilizado en las etapas iniciales del desarrollo
de robots humanoides cuando la intencion es analizar el desempefio del controlador en lugar
de la estabilidad dinamica de todo el cuerpo.

Utilizando estas trayectorias, el robot realiza un movimiento de caminata continua
hacia adelante durante seis segundos. Durante este intervalo, los 18 controladores articulares
operan en modo de posicion de lazo cerrado. Las tres estrategias de control: PD
convencional, control saturado y control de tangente hiperbolica, se ejecutan bajo
condiciones de movimiento idénticas. Su desempefio se compara analizando los errores de
seguimiento articular obtenidos de simulaciones del modelo completo del robot en Simscape
Multibody. Esta configuracion de validacion permite una evaluacion cuantitativa de la
eficiencia del controlador bajo una tarea dindmica, manteniendo la estructura del sistema
enfocada en el control a nivel articular en lugar del control de estabilidad de todo el cuerpo.
La figura 5 ilustra la implementacion de la trayectoria de caminata dindmica
propuesta en el modelo humanoide virtual desarrollado en Simscape Multibody. Las
referencias articulares generadas se aplicaron al robot simulado, y el movimiento resultante
demuestra la ejecucion completa del ciclo de marcha bajo las condiciones dinamicas
definidas en el marco de control. Esta visualizacion confirma que las coordenadas articulares,
velocidades y pares motor (torques) calculados a partir del modelo dindmico recursivo
pueden impulsar con éxito la simulacion multicuerpo, validando la viabilidad de la
generacion de trayectorias propuesta y el enfoque de control en un entorno realista basado en
la fisica.

Figura 11. Marcha dinamica deseada propuesta para el robot
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Para evaluar la precision del modelo dinamico propuesto, se realizd un analisis
comparativo entre los pares articulares (torques) generados por el modelo analitico y aquellos
aplicados al robot virtual implementado en Simscape. Con este propdsito, se simuldé una
secuencia de caminata de seis segundos, en la cual se aplicé la trayectoria de referencia
propuesta a ambos sistemas. En ambos casos, se utilizé la misma ley de control saturado,
definida en el manuscrito, para realizar el seguimiento del movimiento deseado. Los pares
articulares se recolectaron tanto del modelo dinamico como del robot virtual, y la
comparacion se llevo a cabo unicamente durante el intervalo de caminata real, excluyendo
intencionalmente las transiciones de postura iniciales y finales.

De la Fig. 6 a la Fig. 11 se muestran las curvas de error de torque obtenidas al
comparar los pares articulares calculados a partir del modelo dindmico analitico con los
torques generados por la simulacion en Simscape Multibody. Solo se incluyen las
articulaciones de las piernas, ya que desempenan el papel mds critico en la generacion de
trayectorias y el control de seguimiento articular durante la caminata dinamica. La figura
destaca la estrecha similitud con la que los torques aplicados siguen las predicciones basadas
en el modelo a lo largo de todo el movimiento. Adicionalmente, la Tabla 7 reporta los valores
de RMSE (Error Cuadratico Medio) para cada articulacion, proporcionando una medida
cuantitativa del desempefio del seguimiento de torque y confirmando la consistencia entre el
modelo analitico y el robot simulado.

Error de par - Articulacion g1

1 T T T T
-
£
| -
®
o
)
©
—
@)
=
— _1 L |
L —Error de par qd1 (pierna derecha)
---Error de par qi1 (pierna izquierda)
_1 -5 | 1 1 | 1
2 3 4 5 6 7 8

Tiempo (s)
Figura 12. Comparacion de los errores de torque entre el modelo dinamico analitico y la simulacion
de Simscape Multibody para las articulaciones q41 y g;1-
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Error de par - Articulacion g2
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Figura 13. Comparacion de los errores de torque entre el modelo dindmico analitico y la simulacion
de Simscape Multibody para las articulaciones q4; y q;2-
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Figura 14. Comparacion de los errores de torque entre el modelo dinamico analitico y la simulacion
de Simscape Multibody para las articulaciones q43 y q;3-
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Figura 15. Comparacion de los errores de torque entre el modelo dindmico analitico y la simulacion
de Simscape Multibody para las articulaciones q44 ¥y qj4-
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Figura 16. Comparacion de los errores de torque entre el modelo dinamico analitico y la simulacion
de Simscape Multibody para las articulaciones qgs y q;s.

53



Error de par - Articulacion g6
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Figura 17. Comparacion de los errores de torque entre el modelo dindmico analitico y la simulacion

de Simscape Multibody para las articulaciones q4¢ ¥ q;6-
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Figura 18. Comparacion de los errores de torque entre el modelo dinamico analitico y la simulacion

de Simscape Multibody para las articulaciones q47 y q;7.

54



Error de par - Artlculacwn q8

T
0.4 S —Error de par qd8 (brazo derecho)
{  |---Errorde par qi8 (brazo izquierdo)

0.2

Error de par (N-m)
)
N

©
SN

O
o

Tiempo (s)

Figura 19. Comparacion de los errores de torque entre el modelo dindmico analitico y la simulacion
de Simscape Multibody para las articulaciones qgg y q;g.
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Figura 20. Comparacion de los errores de torque entre el modelo dinamico analitico y la simulacion
de Simscape Multibody para las articulaciones qg9 Y q;9.

El desempefio se cuantifico utilizando el Error Cuadratico Medio (RMSE) para cada
una de las 18 articulaciones (9 derechas y 9 izquierdas), obteniendo valores como 0.1906
para la rotacion de la cadera derecha (hip roll, Articulacion 1) y 0.1330 para su contraparte
en el lado izquierdo, entre otros. Estos resultados se muestran en la Tabla 7 demuestran que
los pares aplicados por el modelo dindmico coinciden estrechamente con los obtenidos del
robot virtual, validando la precision del marco de modelado y control utilizado en este
estudio.
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Tabla 7. RMSE medido en cada articulacién del robot.

Articulacion | RMSE — Lado derecho RMSE - Lado izquierdo
(Nm) (Nm)
1 0.19062 0.13304
2 0.38839 0.31689
3 0.195664 0.18962
4 0.22268 0.21168
5 0.19307 0.16367
6 0.15134 0.10375
7 0.14327 0.12724
8 0.03932 0.04034
9 0.03091 0.03082

La evaluacion del desempeno de los tres controladores se realizd cuantitativamente
utilizando el criterio de la norma L2 (o norma euclidiana), la cual es una herramienta
ampliamente utilizada por la comunidad cientifica en robotica para medir el desempeiio del
control. Esta dada por la expresion (142):

1 T
L= Jf | 1a@ido (142)
0

donde T € R+ representa el tiempo de simulacidn, en este caso 6 segundos. Una
norma menor significa un menor error de posicidon y representa el mejor desempeno del
esquema evaluado. Basado en este analisis, el controlador saturado exhibido el mejor
desempefio general en comparacion con los controladores de tangente hiperbolica y PD. A
nivel global, el controlador saturado alcanza el mejor desempefio, con un valor normalizado
de aproximadamente el 32%, lo que corresponde a una reduccion del 68% en el error de
seguimiento en relacion con el controlador PD. Esto confirma que acotar el comando de
control mediante una funciéon de saturacion mejora significativamente la precision del
seguimiento en lazo cerrado, particularmente ante la presencia de movimientos ciclicos
rapidos y grandes demandas de par motor (torque).El controlador de tangente hiperbdlica
también mejora el seguimiento de trayectoria en comparacion con el PD, con un desempefio
normalizado de aproximadamente el 90%, lo que representa una reduccién del 10% en el
error de seguimiento global. Aunque la funcion Tanh(+) introduce un amortiguamiento no
lineal suave que modera las acciones de control agresivas, la mejora es mas modesta que la
lograda por el controlador saturado. El controlador de tangente hiperbolica ain permite
sefiales de control de gran magnitud cuando se requieren, lo que explica por qué no
proporciona el mismo nivel de reduccion de error. En contraste, el controlador PD exhibe el
error de seguimiento mas alto (establecido como el 100%), confirmando las limitaciones de
una ley de control puramente lineal para movimientos articulares altamente dindmicos. Sin
ninguna no linealidad o limite de amplitud, el controlador PD genera mayores sobreimpulsos
(overshoots) y picos de esfuerzo de control durante el ciclo de marcha, resultando en una
precision de seguimiento inferior. La figura 21 presenta la comparacion del desempefio
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global de los tres controladores durante la prueba de caminata dindmica, evaluada mediante
la métrica de la norma La.

20Desempeﬁo global de los controladores (Marcha dinamica, PD = 100%)

100

B D o
o o o

Desempefic [%] (<100% = mejor)
N
o

PD Saturado Tanh

Figura 21. indices de desempefio global de los controladores.

Por disefio, los valores por debajo del 100% indican un mejor seguimiento general
que la referencia (linea base) del PD (es decir, un menor error acumulado), mientras que los
valores por encima del 100% indican un desempefio inferior.
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Figura 22. Indices de desempefio por cada articulacion.

Los resultados de desempefio por articulacion basados en la norma L2 se muestran en
la figura 22 donde cada articulacion incluye tres barras que corresponden al controlador PD
(referencia al 100%), el controlador saturado y el controlador de tangente hiperbolica. Dado
que los valores inferiores al 100% indican un menor error de seguimiento acumulado, los
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resultados demuestran que el controlador saturado logra el mejor desempefio en la mayoria
de las articulaciones, particularmente en las piernas. Las reducciones consistentes en grados
de libertad clave, como qd1 — qde y qi1 — qis, confirman que el control saturado mejora la
precision del seguimiento y la estabilidad durante la trayectoria dindmica.

El controlador tangente hiperbdlica muestra un desempefio mixto: supera al PD en
varias articulaciones, pero excede la linea base del 100% en otras, lo que refleja su
sensibilidad a la dinamica de los grados de libertad individuales. Por su parte, el controlador
PD se mantiene en el nivel de referencia y compite de manera efectiva en articulaciones
especificas; sin embargo, en términos generales, es superado por el controlador saturado en
la mayor parte de la cadena articulada.

A continuacion, se muestran los resultados obtenidos de la simulacién en Simscape
del control de posicion del robot bipedo de 18 grados de libertad implementando la ley de
control de la ecuacion

Durante el intervalo total de 10 segundos, las Figuras 23 a 26 muestran de forma
consistente la respuesta articular del robot bajo un control saturado durante la ejecucion de
la marcha dindmica. En una primera etapa, de 0 a 2 s, el robot parte desde la posicion inicial
y converge suavemente hacia una configuracion estatica de equilibrio, lo cual se observa en
todas las articulaciones de las piernas (Figuras 23 y 24) y de los brazos (Figuras 25 y 26)
mediante transiciones mayormente monotonas, sin oscilaciones significativas, indicando
una correcta gestion de la saturacion del actuador. Posteriormente, en el intervalo de 2 a 8 s,
el robot entra en la fase de marcha dindmica, caracterizada por senales articulares
periddicas y acotadas, especialmente visibles en las articulaciones de cadera, rodilla y
tobillo de ambas piernas (Figuras 23 y 24), las cuales presentan oscilaciones cuasi-
senoidales asociadas al ciclo de paso. Durante esta fase, los brazos (Figuras 25 y 26)
exhiben movimientos coordinados y de menor amplitud, actuando como mecanismos de
compensacion dindmica para mejorar la estabilidad del sistema. Finalmente, de 8 a 10
segundos, el robot retorna de manera progresiva a la posiciéon de equilibrio previa a la
marcha, observandose una atenuacion gradual de las oscilaciones y una convergencia
estable de todas las articulaciones. En conjunto, los resultados evidencian que el control
saturado permite una transicion estable entre fases estdticas y dindmicas, mantiene las
variables articulares dentro de limites fisicos razonables y garantiza una marcha periodica y
simétrica, sin pérdida de estabilidad ni comportamientos divergentes.
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Figura 23. Posiciones articulares de la pierna derecha.
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Figura 24. Posiciones articulares de la pierna izquierda.
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Figura 25. Posiciones articulares del brazo derecho.
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Figura 26. Posiciones articulares del brazo izquierdo.

En las Figuras 27 a 30 se observa el comportamiento del error de posicion articular
para las extremidades del robot, evidenciando una respuesta coherente y consistente del
sistema de control en todos los grados de libertad. En particular, tanto en la pierna derecha
(Figura 27) como en la pierna izquierda (Figura 28), los errores articulares presentan
oscilaciones transitorias claramente acotadas, asociadas a la dinamica del movimiento
coordinado de maultiples articulaciones, pero permanecen dentro de margenes aceptables y
tienden a converger hacia valores cercanos a cero una vez que el régimen transitorio finaliza.
De forma analoga, en el brazo derecho (Figura 29) y el brazo izquierdo (Figura 30) se aprecia
que, aunque algunas articulaciones exhiben mayores amplitudes de error debido a su
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participacion mas activa o a efectos de acoplamiento dindmico, el sistema mantiene
estabilidad global y no se presentan errores crecientes ni comportamientos divergentes. En
conjunto, los resultados indican un adecuado seguimiento articular, buena sincronizacioén
entre extremidades y una correcta compensacion de los efectos dinamicos, lo que valida el
desempefio del esquema de control y del modelo cinemético-dinamico empleado.
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Figura 27. Errores de posicion de las articulaciones de la pierna derecha.
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Figura 28. Errores de posicion de las articulaciones de la pierna izquierda.
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Figura 29. Errores de posicion de las articulaciones del brazo derecho.
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Figura 30. Errores de posicion de las articulaciones del brazo izquierdo.

El comportamiento de las velocidades articulares, ilustrado en las Figuras 31 a 34,
demuestra la efectividad del control saturado para generar perfiles de movimiento suaves y
acotados a lo largo de todas las etapas de la simulacion. Durante la fase de marcha dindmica
(2 a 8s), se observa en las articulaciones de las piernas (Figuras 31 y 32) un régimen periddico
y estable, donde las magnitudes de velocidad se mantienen dentro de limites fisicos seguros,
evitando picos abruptos o discontinuidades que podrian comprometer la estabilidad mecéanica
del robot. De manera complementaria, las articulaciones de los brazos (Figuras 33 y 34)
exhiben una velocidad menor a la de las piernas, puesto que solamente las articulaciones qd7
y qi7 presentan movimiento, mientras que las demds permanecen estaticas. Es
particularmente notable la respuesta en las etapas de transicion: tanto en la fase inicial de
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convergencia al equilibrio (0 a 2s) como en la etapa final de retorno a la postura estatica (8 a
10s), las velocidades decaen asintdticamente hacia cero sin presentar vibraciones de alta
frecuencia ni sobreimpulsos bruscos, lo que confirma que la ley de control regula
eficientemente la energia cinética del sistema y garantiza transiciones fluidas entre el reposo
y el movimiento dindmico.
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Figura 31. Velocidades articulares de la pierna derecha.
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Figura 32. Velocidades articulares de la pierna izquierda.
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4 Velocidades articulares - Brazo derecho
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Figura 33. Velocidades articulares del brazo derecho.
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Figura 34. Velocidades articulares del brazo izquierdo.

El comportamiento de los pares articulares, presentado en las Figuras 35 a 38, refleja
fielmente las demandas dindmicas variables a lo largo de las tres etapas del movimiento
programado y demuestra la capacidad del esquema de control saturado para gestionar estas
cargas sin exceder los limites operativos.

En las articulaciones de las piernas (Figura 35 para la derecha y Figura 36 para la
izquierda), se observan las magnitudes de par mas significativas, como es esperado debido a
que estas articulaciones soportan el peso total del robot y las fuerzas de reaccion del suelo.
Durante las fases estaticas inicial (0 a 2s) y final (8 a 10s), los torques convergen a valores
constantes no nulos, necesarios para compensar la gravedad y mantener la postura de
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equilibrio. En contraste, la etapa de marcha dindmica (2 a 8s) presenta demandas de par altas
y ciclicas, con picos pronunciados (notablemente en qd3, qd4 y sus contrapartes izquierdas)
que corresponden a las fases de soporte, impacto del talon y despegue del pie. Es importante
notar que, a pesar de la alta demanda, las sefiales de control permanecen suaves y acotadas,
sin mostrar saturacion abrupta ni vibraciones de alta frecuencia, lo que valida la efectividad
de la accion de control suave proporcionada por la funcidon de saturacion.

Por otro lado, los torques en los brazos (Figura 37 derecha y Figura 38 izquierda) son
considerablemente menores en magnitud comparados con los de las piernas. Su
comportamiento durante la marcha (2 a 8s) es oscilatorio y suave, cumpliendo la funcién de
conservacion del momento angular y estabilizacion del balanceo, en lugar de soporte de
carga. La simetria desfasada observable entre las extremidades derechas e izquierdas
confirma la correcta ejecucion de un patron de marcha bipeda coordinado. En conjunto, los
resultados indican que los actuadores operan dentro de un rango seguro y que el controlador
gestiona adecuadamente las transiciones entre el par estatico requerido para el equilibrio y el
par dindmico necesario para la locomocion.
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Figura 35. Pares aplicados a las articulaciones de la pierna derecha.

65



Par aplicado (N-m)

Pares aplicados - Pierna izquierda
T T T T

3 T T T
— Tqi1
I
oL qi2 i
g3
E 1L —Tqi4 |
\Z., 45
o — T —
e} qi6
S 0—— s oy B
=
©
-1 1
o
= .
_3 1 1 1 1 | L Il | 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo (segundos)

Figura 36. Pares aplicados a las articulaciones de la pierna izquierda.
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Figura 37. Pares aplicados a las articulaciones del brazo derecho.
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Pares aplicados - Brazo izquierdo
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Figura 38. Pares aplicados a las articulaciones del brazo izquierdo.

6. Conclusiones y trabajo a futuro

El método analitico basado en la formulacion de Euler demostr6 ser una solucion
efectiva y robusta para resolver el problema de modelado dindmico del robot Bioloid
Premium de 18 grados de libertad (GDL). La implementacion del enfoque recursivo permitid
gestionar la complejidad computacional de manera significativamente mas eficiente que los
métodos convencionales.

Los resultados de las pruebas de rendimiento computacional validaron que, mientras
la derivacion simbolica clésica exhibe un crecimiento casi cuadratico, la metodologia
recursiva propuesta mantiene una complejidad lineal O(n) respecto al nimero de grados de
libertad. Esto se tradujo en tiempos de computo drasticamente reducidos para la obtencion
de la cinematica, jacobianos y matrices de inercia, confirmando la escalabilidad del algoritmo
para sistemas de alta complejidad.

La novedad de este trabajo radica en la aplicacion inédita de esta formulacion
recursiva para derivar, implementar y validar integralmente el modelo dindmico completo de
la plataforma Bioloid, un aporte no documentado previamente en la literatura para este robot
especifico. Al explotar las propiedades de la matriz antisimétrica S y evitar el calculo
explicito de derivadas analiticas parciales, se logr6 un marco de modelado apto para
aplicaciones en tiempo real.

La validez del modelo dindmico obtenido se corrobord mediante un entorno de fisica
virtual en Simscape Multibody. El andlisis de los pares articulares durante una secuencia de
marcha dinamica arrojo6 valores de Error Cuadratico Medio (RMSE) consistentemente bajos
en todas las articulaciones, demostrando una alta fidelidad entre las predicciones del modelo
matematico y la respuesta fisica simulada.
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Adicionalmente, el estudio evalu¢ la aplicabilidad del modelo en esquemas de control
de movimiento. A través de la métrica de la norma L2, se determin6 que la ley de control
saturado superd tanto al controlador PD convencional como al basado en tangente
hiperbdlica. El control saturado demostrd ser la estrategia mas eficaz para gestionar las no-
linealidades y las demandas de par durante las fases criticas de impacto y soporte en la
locomocion bipeda, garantizando la estabilidad global y minimizando el error de seguimiento
sin exceder los limites fisicos de los actuadores.

Este trabajo sienta bases solidas para el desarrollo de algoritmos eficientes en robotica
humanoide. En cuanto al trabajo futuro, se proponen las siguientes lineas de investigacion:
Implementacion fisica para implementar los algoritmos de control validados en simulaciéon
al hardware real de un robot que pueda ser disefiado con caracteristicas similares a las del
Bioloid Premium, abordando los retos de comunicacién y procesamiento embebido.
Estrategias de equilibrio dindmico para integrar el modelo dindmico recursivo con criterios
de estabilidad como el Punto de Momento Cero (ZMP) o el Modelo de Péndulo Invertido
Lineal (LIPM) para generar marchas robustas ante perturbaciones externas.

Control de par computado con el objetivo de utilizar la eficiencia del célculo de la dindmica
inversa para implementar esquemas de control de par computado (Computed Torque
Control) en tiempo real, mejorando la suavidad y precision del movimiento.
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Abstract:

The study off bemonoid robots és sl o choXenge for the
schenfific v oithough there ore [ reloted
waorks in this areq, several Mmitotians bave been found in
the Weroture thot drive the meed fo develop on inverse
kinematic modeiing of hiped rebats. Tids poper presents
o research proposal for the Bioloid Premiwm robot. The
objective is fo propose o complete soiution o the merse
kinematics model for o 18 DOF (Degrees OF Freedam)
biped robat. Tis mode! will serve o3 o storting poiaf fo
obisin the dpnomic model of the robat in o subsequent
work. The propossd methodology con be fed fo
other biped robots.

Keywords: bioloid premium robar, forword kimematics,
inverse kinemehc, kinemohic chodn.

1. Iintroduction

The problem of study related to the kinematics of
hiped robats has been widely studied in the soentific
cammunety; in the literature have been found several
limitations in the models of biped robot kinematics.
This drives the need to develop an inverse kinemat-
ics modded for the Bioloid robat of 18 DOF Specifi-
cally, the problem of the lack of study of the kinemat-
ics of the upper train in biped robots arises [1-13,
19=-26]. Dwe to the high number of degrees of free-
dam and the complexity imalved in the caleulation of
the mverse and forward kinematics squations, most
authors have the objective of modeling only the lower
train af the rohots, either using commercial rohots
such 2= Nao with 12 DOF lk=gs [1], HYDROID which
haes 8 active DOF per k=g [2], Scout [3] and NWPLEBR-
1 [4] with 12 DOF kegs, Ostrich Bionic with 13 DOF
legs [5], Cassie with 20 DOF legs [G], or robats wich
are author's design with 12 DOF [7-9] 10 DOF [10-12]
and 9 DKF [13]. All of thess ressarch papers calbolate
the forward kinematics model by taking one of the
rohot’s feet as supporting foat.

In other warks, it s possible to obtain the for-
ward and imverse kinematics solution for both legsand
arms, using the HRP-Z robot with 12 DOF l=gs [14],
DA Rwin-0F with & DOF per leg [15]), AXIS with 12 DOF
legs [16]. NAD with 21 [KDF [17), Degit robat with 20
D:OF [18], but these models propose the torse or pelvis
of the robat as the initial frame.

The Bioloid robot has been wsed by the sden-
tific commumity to perform several studies related to
kinematics, dynamics and control. Mast af the works

e 40 Liceras

obitain the kinematic model of the legs, taking into
account only ooe foot as the mitial fame [19-24];
proposing two different cases where the supporting
foot is either the right or the b=ft foot [25), in [26] the
torsois @ken as the initial frmme. In [27) the kinematic
madel of the robat legs and arms is abtained but uses
the torso and pelvis as initial frames.

All the works mentioned previously calculate
the kinematic modeling considering the Denavit-
Hartenberg method to represent the positson and ori-
entation of the end-effactor.

O the other hand, the authors have not estab-
lished a complete mverse kinematic model for a 18
DOF bipedal robat. Therefore, the Bioloid Premiom
robot with 18 DOF is proposed as a study target. The
main motivation in this paper is to develop a method-
alogy based om the Denavit-Hartenberg method o
abitain the forward and imeerse kinematic model for a
18 DOF Biolpdd Premium rabsat.

In thee present work we propose to obtain the com-
plete kinematic model of the Bioloid robot, consid-
ering four open kinematic chains, where the initial
frames are the support feet, and we have the keft and
right pelwis as end-effsctor frames; the pehis is also
proposed as another mitial frame to have the left and
right hand 2= the other end-efector frames.

The paper is organized as follows. In Section 2
the Demawvit-Hartenberg method is applied to caloulabe
the geomeiric parameters of the robot. In Ssctvon 3,
forward kinematic modelis obtzined The equations af
inverse kinematics of the robot are compuated in Sec-
than 4. Finally, the: conclusions are given in Section 5

2. Denavit-Hartenberg Parameters

The key idea is to generate four apen kinematic
chains to describe the position and orientation of each
link of the Bioloid Premium robsot. Using the Denanit-
Hartenberg methad, the fames and parameters of
each link, as well as the position and orientation of
each joint of the rabst are presented in Figure 1.

We wn ohserve that the supporting right
and left fest are proposed as the initial fames
Lmlxa. ya, La) and Egn{xm, Yan, Zm ), then the first
twa kinematic chains goes up to the pehlis frame,
fram this point three open kinematic chains cn be
considered, one of them has the left foot end-effector
frame Eu(:u.mz.;u]. whils the sscond chain
takes into account the right hand end-=fector frame
Eolxa. Va, 2o ) and finally, the third chain considers
the left hand end-effector frame Ty (x5, yia. Za )
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Modeling of an 18 DoF Humanoid Robot Using a
Recursive Analytical Method
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Abztract— Humamoil robats hove been widely simdied by the
sciemtific community o snderstamd amd reproduce human mation
in @ varicty of tnsks. Owver the past decades. momeros modeling
strategics have been proposed for describing humanoid dymamics,
inchufing analytical formulations, geometric modelmg, and the
Denavit-llartenberg convention. In  this work, s recursive
formulation based on Enler’s anabvtical mechanics & presented,
and levernges the properties of the skew-symmetric matrix | 8 ) to
wildress key modeling challenges, inclwding forward kinematics,
differentinl kinematics, linear and angular velocity computntion,
kimctic and potentinl encrgy caloulation, amd the Enler-Lagrange
equations of nn 18-degrec-of-drecdom (boF) humanoid robot
Furthermore, three position controllers — Proportionl-Derivatve
(P, Hyperbolic Tangent, aml Saturation-based control—ane
implemented and evalmaied vsing the virtual model of robot. Their
performance is validated in simulation using & virtunl model of the
LT ul robot developed in 50 pe Muoltibody, where a
dvmnmic walking gait & execwbed. A comparative analysis is
presented tn nssess tracking performance for each controller.
Finally., the simolntion resslts in MATLABR nnd Simscape
demonsiraie the applicability nnd computntionn] sdvamsges of the
proposed modeling and contrel framework.

Link o graphical and video nhstracis, sml o oode
https:atnmticeer . org/index. php'transactionsnrtide vie w/ 1SS

dndex Terms— Dynnmics, Enler, homanoid robot, recorsive
me theod, skew-symmetric matriz.

L. InTRODUCCION

T HE study of the dynamics of biped robots has been
extensively investigated in the scientific comunity.
However, several limitations have been identified in the
modeling approaches currently available in the literabme,
highlighting the need for alternative formulations. In this
regard, we propose the use of Euler’s analytical mechanics,
which allows the kinematic and dynamic modeling to be
addresed through a recursive approach. This is particulady
relevant from a computational standpoint, as the development
of a recursive algorithm capable of obtaining the dynamac

mode] of any biped robot is envisioned for future work.
The modeling of humanoid robots has been approachsd

The sssccte alited coonlinatng the review of the senusoip asd
appisves i for pebloaton was Javies Mosess-Valkaruels (Corresponding
aurkae: Lfigwe! Angel Oroga Palacios)

Miguel Angel Ofieg Palicios, A Palomme-Merme, and F. Reyes Conés
e with B Benessdna Univemdad Aurdsoma de Pecbla, Pechla, Mésico {e-
mads! sguel omegipins lumno buspom, Sm s pa ke ino oo smos buap m,
and Femnundo reyesiioonmos bsap mx |

through dynamic analysis [ 1-1]. Most of the reviewed woidks
apply the Euler-Lagrange methodology [ 1, 4—9] to derive the
dynamic model, while others rely on the Newion-Euler
formulation [10-13] All of them aim to implement stable gait
pattems using control techniques that ensure robot balance
during locomotion, such as PD control strategies [14-16].

It is imyportant (o note that most authors focus primarily on
modeling the dynamics of the legs, occasionally including the
torse, with the main goal of achieving stable walking
trajectories.

Kajita"s work [17] extensively studied the HRP humanoid
robot series from 2000 to the present. The objective is to deploy
practical humanoid robots in large-scale assembly industries
such as construction, acrospace, and shipbuildisg
Mevertheless, practical deployment in real environments
remaing unachieved, largely due to the insufficient physical
capabilities of current HRP robots.

The development of biped gait models continues to be an
activeresearch arca. The challenge of humanoid control is ofien
simplified using an inverted pendulum approach. This model
notonly predicts the humanod robot's ZMP trajectory without
requiring full multibody dynamics but also generates the CoM
trajectory for ZMP tracking. This approach has been
implemented in the HRP-4C humanoid robot [ 18].

Despite the extensive reseanch on humanoid robot dynamics,
finding studies that explicitly develop the complete dynansc
model] for humanoid robots with 1§ degreesof freedom (DoF)
remaing challenging. Most recent works focus on general
whole-body dynamics or simplified models with fewer joints
{e.g., 6-DoF or 12-DoF systems), while others address higher-
DwF structures without publishing the full derivation of their
dynamic equations. Recorsive formuolations, such as the
Mewton—Euleror Euler—Lagrange approaches, are often applied
to subsystems or simplified kinematic chains, leaving few
references that detail the full | 8-DoF configuration. The limied
availability of such studies is mainly due to the computatonal
complexity and the numerical instability that arise when
modeling and solving the coupled dynamic equations of mukhi-
body humanedd systems. One of the few known works
addressing an | B-DoF humanoid robat [ 9], which focuses on
gait generation rather than on the analytical derivation of e
complete dynamic model. Therefore, the development of an
explicit and computationally efficient dynamic model for a
humanoid robot with | 8 DoF — particularly through recumsive
and maitrin-based methods such as the skew-symmetric
formulation — represents a relevant and stll und erexplored
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