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Introduccion

En el presente trabajo se tiene como objetivo principal, presentar la teo-
ria y aplicacién basica de series de tiempo, con esto se decide pronosticar el
crecimiento de la economia mexicana mediante un indicador, para lograrlo se
establecen los siguientes objetivos especificos: recopilar, analizar y explicar
la teorfa de series de tiempo, elegir al indicador de interés, identificar al me-
jor modelo para pronosticar los datos, utilizar otro método estadistico para
elegir a la mejor herramienta para pronosticar los datos, realizar un coédigo
en el Software R para facilitar la obtencion y evaluacion de los resultados,
ademés de emplear librerias dentro del Software hechas especificamente para
el analisis de series de tiempo (tseries, forecast, TSA).

De ésta forma se analiza y pronostica el crecimiento de la economia mexi-
cana, un tema de interés ya que un aumento en su economia habla de una
posible mejora en los niveles de vida de la sociedad. Este andlisis también
permite conocer la situacién econdémica y social en la que se encuentra una
ciudad o pafs.

Ahora bien, el crecimiento econémico se puede medir de diferentes formas,
puesto que existen muchos indicadores los cuales miden tal crecimiento, la
mejora de estos indicadores llevan, teéricamente, a un aumento en los estan-
dares de vida de la poblacién. Los estudios sobre crecimiento econémico se
concentran en factores como la poblacién, la inversiéon en capital fisico y el
capital humano. Habitualmente éste crecimiento se mide a través de indica-

dores asociados a la productividad, es decir a la cantidad de bienes materiales
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disponibles en una sociedad, ya que esto supone una cierta mejora del nivel
de vida de las personas.

El pronéstico es muy importante para los economistas y los hacedores de
politica ya que, dadas las condiciones econémicas historicas y actuales, les
permiten conocer algunas condiciones econémicas en el futuro. Por ejemplo,
un cambio en la tasa de interés o un cambio en las expectativas sobre el nivel
futuro de la tasa de interés, puede causar una cadena de acontecimientos que
afectan a las tasas de interés de corto y largo plazo, el tipo de cambio, el
precio de las acciones, etc. A su vez, los cambios en estas variables pueden
influenciar las decisiones en gasto y consumo de los hogares y las empresas, lo
que afecta el crecimiento de la demanda agregada y la economia, lo cual no es
reflejado en tiempo real debido a que indicadores como el Producto Interno
Bruto (PIB) es reportado de forma rezagada por el Instituto Nacional de
Estadistica, Geografia e Informatica (INEGI). Con ayuda de la informacion
que nos proporciona el INEGI acerca del Indicador Global de la Economia
Mexicana (IGAE), medido mensualmente, se realiza un pronostico del creci-
miento de la economia aplicando la teoria de series de tiempo.

El IGAE comtinmente se utiliza en México como una aproximacion del PIB
mensual. Es importante tomar en cuenta que la informacion béasica que in-
corpora dicho indicador es muy preliminar y esta sujeta a revision por parte
de las empresas y organismos piiblicos y privados. Ademas, no incluye a to-
das las actividades econémicas como lo hace el PIB trimestral. Por ello, los
resultados del IGAE pueden diferir de los del PIB trimestral. Por lo tanto,
el IGAE debe considerarse como un indicador de la tendencia o direccion de

la actividad econoémica del pais en el corto plazo y no como un estimador de
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la misma. Ademaés, cabe mencionar que el IGAE es reportado con dos meses
de rezago.

Es importante considerar que siempre que se hace un prondstico existe algin
grado de incertidumbre, es decir contiene un cierto nivel de error, por lo que
es importante medir estos errores ya que nos indican si la metodologia del
pronéstico es adecuada.

Con el propoésito de presentar un trabajo autocontenido, éste se desarrolla
como se describe a continuaciéon. En el capitulo primero se abordan los con-
ceptos basicos de la macroeconomia y crecimiento econémico.

En el capitulo segundo se realiza una presentacion basica de la teoria de las se-
ries de tiempo, la cual abarca a las series de tiempo estacionales (SARIM A)
y no estacionales (ARI M A) donde la diferencia radica en que el primer mode-
lo tiene un fuerte componente que ocurre en un periodo determinado, porque
existe una fuerte conexién con las actividades del calendario.

En el capitulo tercero se presenta el caso de estudio donde se tiene como
objetivo pronosticar al IGAE mediante ésta teoria y considerando los resul-
tados de analisis de los datos historicos del periodo 2008 al 2009, se decide
emplear, adicionalmente, los modelos de intervencion o transferencia ya que
se cree que éste tipo de modelos podrian arrojar un mejor resultado, pues
estos, se aplican siempre que hechos excepcionales, llamados intervenciones,
afectan la variable que se desea pronosticar. Ejemplos de intervenciones son
las huelgas, desastres naturales y cambios de politicas, en este caso se habla
de una grave crisis financiera y econémica, comenzando a manifestarse de
manera extremadamente grave desde inicios de 2008, contagidndose primero

al sistema, financiero estadounidense, y después al internacional, teniendo co-
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mo consecuencia una profunda crisis de liquidez, y causando, indirectamente,
otros fendbmenos econémicos, en conjunto, una crisis econémica a escala inter-
nacional. Es asi como se considera a un modelo de intervencién para modelar
éste tipo de fendomenos. Finalmente se realiza la comparacion de un modelo
SARIM A y otro de intervencion, propuestos de acuerdo a diferentes pruebas
y analisis.

En el capitulo cuarto se realiza el analisis y conclusiones de los resultados
obtenidos en el capitulo tercero, los cuales senalan los pasos seguidos para ob-
tener los dos modelos propuestos, ademas de afirmar que el mejor modelo de
entre un SARIM A y los modelos de intervenciéon para pronosticar los datos
esun SARIMA(2,1,3)(2,1,1)24 de acuerdo a la prueba Akaike, Ljung-Box,
ajuste del modelo propuesto y anélisis de residuales.

En el apartado de Apéndices se incorporan las soluciones de varianza no cons-
tante, invertibilidad, la evaluacién y monitoreo del rendimiento de modelos
de pronostico como por ejemplo la prueba Ljung-Box, Criterio de Seleccion
Akaike y el Test The Dickey-Fuller o de Raiz unitaria, la incorporacion de
un término constante, pruebas para los parametros estimados, para aplicar
el principio de parsimonia, los modelos de intervenciéon y transferencia, la
funcion de transferencia o modelo ruido y los tipos de outliners en las predic-
ciones de los modelos ARIM A. También se anade el cddigo en el Software
R que se utilizo6 para el pronoéstico, mencionando por pasos lo que se reali-
za, de tal forma que pueda ser reproducido con los datos del IGAE para el

interesado.
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Capitulo 1

Conceptos basicos de la
Macroeconomia y el Crecimiento

Econdémico

Al hablar del crecimiento econémico, se habla de una de las ramas de
la economia]| que se encarga de estudiar éste tema y que a continuacion se

aborda.

1.1. Macroeconomia

.Qué es la Macroeconomia?
La palabra macro proviene del griego "makros" que significa grande, Ma-
croeconomia es el estudio grande de la economia. Se encarga de estudiar el

comportamiento, la estructura y los indicadores de la economia.

'T.a economia es "el estudio de c6mo los individuos transforman los recursos naturales

en productos y servicios finales que pueden usar las personas"



. Qué importancia tiene?
La macroeconomia ayuda a explicar los acontecimientos econémicos asi como
también elaborar medidas cuyo objetivo es mejorar los resultados econ6mi-

COsS.

1.2. Conceptos basicos en Macroeconomia

1.2.1. Agregados Econémicos

., Qué son los agregados economicos?
Son sumas de operaciones especificas, que arrojan un resultado y muestran el
nivel econémico, es decir son indicadores que nos reflejan diferentes aspectos
de una economia.
;Cudles son los agregados econémicos mas importantes?
Dentro de los agregados més importantes se encuentra el Producto Interno
Bruto (PIB), la tasa de inflacion y la tasa de inactividad, a continuacion se
da una explicacion de ellos.
El Producto Interno Bruto (PIB) es un indicador que muestra el valor
total de la producciéon de bienes y servicios finales durante cierto periodo de
tiempo (un trimestre o ano)(Ver [1)).
Existen diferentes medidas de precios con las que se calcula el PIB (Ver [I]),
es asi como surgen el PIB Nominal que es el valor a precios corriente o
de mercadoE]7 de la produccion de bienes y servicios finales producidos en un
pais durante un periodo determinado de tiempo y el PIB Real que son los

bienes y servicios al precio de un determinado ano que se considera como

2Precio corriente o de mercado se refiere aquel precio que se realiza en el periodo de

célculo.



basd’] Compara todas las cantidades con el precio de un afio base, por lo
tanto su crecimiento permite apreciar si la economia en conjunto ha crecido
o no. Es decir, para su céalculo los precios se mantienen fijos.

Otros agregados parecidos al PIB es el Producto Nacional Bruto (PNB)
y per capita, la primera habla del ingreso de todos los residentes y la segun-
da del ingreso por persona de los residentes. La primera es el valor total del
ingreso que perciben los residentes nacionales en un periodo determinado de
tiempo mientras que el segundo hace referencia a cada persona. A diferencia
del PNB que considera el ingreso de todos los residentes mexicanos, éste se
refiere al ingreso por cada una de las personas, por lo regular se emplea para
medir el desarrollo econémico de un pais.

Un flujo es una medida econémica, como una tasa, se mide por unidad de
tiempo. Por ejemplo la produccion de autos por mes, la demanda de un bien
por ano, mientras que un stock es una medida en un momento del tiempo,
por ejemplo las ventas de refresco en el 2015.

La inflacidn es el proceso econdémico provocado por el desequilibrio existente
entre la produccién y la demanda, lo que causa una subida de los precios de
productos y servicios, y una pérdida del valor del dinero para poder adquirir-
los o hacer uso de ellos. Por el contrario una deflacién implica la disminucion
de precios de los bienes y servicios (Ver [2]).

El desempleo habla de las personas de una edad especifica, que se encuen-

tren sin trabajo, disponible para trabajar y estadn buscando trabajo durante

3Un afio base es cuando se calcula un indice, es el afio para el cual se asigna un Valor
especifico a dicho indice, por lo general 1 6 100. En el calculo de un Indice de ponderacion

fija, es el ano elegido para las ponderaciones.



un periodo de referencia y la tasa de desempleo es el nimero de personas
desocupadas como proporcion de la fuerza laboral, la cudl se refiere a las

personas con trabajo y las que estan en busca de éste.

1.2.2. Crecimiento econémico

. Qué es el Crecimiento Econémico?

El crecimiento econémico de un pais se refiere al aumento de bienes y servicios
finales producidos por una economia, en un determinado periodo de tiempo.
. Por qué es importante?

El crecimiento economico de un pafs habla del bienestar [3] de un pais, una
forma comun de medir esto es a través del PIB ya que estd relacionado
con el PIB per capita de los individuos de un pais. Puesto que uno de los
factores asociados con el bienestar socio-econémico de un pais es la relativa
abundancia de bienes econémicos, materiales y de otro tipo disponibles para
los ciudadanos de un pais, el crecimiento econémico ha sido usado como
una medida de la mejora de las condiciones socio-econémicas de un pais,
sin embargo existen muchos otros factores asociados con el bienestar de la

poblacion, siendo el PIB per capita sélo uno de ellos.

1.2.3. Conceptos basicos del Crecimiento Econémico

Produccién Agregada

Es la suma de toda la producciéon de un pais determinado.



Indicadores para medir el crecimiento econémico
PIB Real

La medida de la produccion de un pais es el PIB Real, debido a que se
establecen precios fijos que se pueden comparar con otros anos. Sin embargo
existen otro tipo de indicadores lo cuales nos podrian dar informacién acerca

del crecimiento.

PNB real

Los datos del PNB real también se utilizan para medir el crecimiento y
comparar los resultados econémicos. Cuando se usa éste indicador es deseable

que la cobertura de la contabilidad nacional sea lo més amplia posible.

Indicador Global de la Actividad Econémica (IGAE)

Otro indicador para medir el crecimiento econémico es el IGAE.
,Qué es el IGAE?
Es el Indicador Global de la Actividad Econémica, mide los diferentes secto-
res de la actividad economica.
. Qué ventajas tiene sobre el PIB?
La principal es el tiempo de su emision, mensualmente, ya que proporciona
valiosa informacién a corto plazo.
. Qué datos componen el IGAE?
Para la elaboraciéon de este indicador se dispone de datos estadisticos prove-
nientes de las Actividades Primarias, Actividades Secundarias o Industriales

(Mineria, Electricidad, Agua y Suministro de gas por ductos al consumidor



final, Construccion e Industrias manufactureras), Actividades Terciarias o de
Servicios (Comercio; Transportes, Correos y Almacenamiento; Informacion
en medios masivos; Servicios financieros y de seguros; Servicios inmobilia-
rios y de alquiler de bienes muebles e intangibles; Servicios profesionales,
cientificos y técnicos; Servicios de apoyo a los negocios; Servicios educativos;
Servicios de salud; Servicios de esparcimiento, Deportivos, y otros servicios
recreativos; Servicios de alojamiento temporal y de preparaciéon de alimentos
y bebidas; Otros servicios excepto actividades del Gobierno), y los Servicios
de intermediacion financiera medidos indirectamente.

., Como se calcula el IGAE?

Para el calculo del indicador se utiliza el esquema conceptual y metodologi-
co de las Cuentas de bienes y servicios del SCNM (Sistemas de Cuentas
Nacionales de México), mismo que sigue el calculo trimestral del PIB y
mensual del indicador de la actividad industrial; asi como la clasificacion
por actividades econdémicas y las fuentes de informacion que cuentan con
una gran oportunidad mensual.

Su cobertura geografica es nacional e incorpora a las Actividades Primarias,
Secundarias y Terciarias alcanzando el 93.9% del valor agregado bruto a
precios béasicos del ano 2008, ano base de todos los productos del SCNM.
El célculo del indice de volumen fisico de las actividades econémicas, segin
el origen de las mismas, consiste en elaborar indices mensuales de volumen
fisico para cada una de las clases seleccionados por su representatividad y
para los que se cuenta con informacién mensual oportuna.

Con los indices mensuales obtenidos por clase de actividad econémica se ex-

trapolan los respectivos valores agregados brutos registrados en el ano 2008.



Para el calculo se utiliza la formula de Laspeyres, de agregaciéon ponderada,
con base en los precios del ano 2008, cuya expresion matematica general es

la siguiente

> podo( )
Z Poqo

_ Z Podn
ZPOCIO

Donde, para una clase dada;

* 100 =

Qo %100 (1.2.1)

Qon = Indice de volumen fisico de la producciéon del periodo n con
relacion al periodo 0.
0 = Ano base.
n = Periodo de referencia.
gn = Cantidad de un bien, producida durante el periodo n.
q0 = Cantidad de un bien, producida durante el periodo base.

p0 = Precio medio de un bien correspondiente al periodo base.

(1.2.2)

Esto permite totalizar cada periodo observado, el valor de la produccion de
cada clase en términos reales de 2008, y disponer de un indice de volumen
fisico directo y ponderado para cada clase.

La medicion mensual real de cada clase queda resuelta aplicando la mecanica
expuesta a la produccion detallada por productos o lineas de productos, ya
sea que se trate de produccion tipica o incluya produccién secundaria.
Ademas del indice del total y sus componentes agropecuario, industrial y
servicios, se incluyen 16 actividades, los cuatro indices agregados 4 sectores
en las actividades industriales y 8 grupos de sectores de servicios. Bajo estas
caracteristicas, los resultados del IGAE mejoran su correlaciéon con los del

PIB Trimestral, por lo cual se constituye en un excelente indicador oportuno



del comportamiento mensual del Producto [15].

.Donde se encuentra disponible?

Las cifras mensuales del IGAE estan disponibles en el portal del INEGI, en
el apartado del banco de informaciéon econéomica (BIE), desde el mes de enero
de 1993 y se expresan en indices de volumen fisico con base fija en el ano
2008.

La variable que cominmente se utiliza en México como una aproximacion del
PIB mensual es el IGAE. Es importante tomar en cuenta que la informacion
bésica que incorpora dicho indicador es muy preliminar y esta sujeta a revi-
si6n por parte de las empresas y organismos publicos y privados. Ademas, no
incluye a todas las actividades econémicas como lo hace el PIB trimestral.
Por ello, los resultados del IGAE pueden diferir de los del PIB trimestral.
Por lo tanto, el IGAE debe considerarse como un indicador de la tendencia
o direccion de la actividad econémica del pais en el corto plazo y no como
un estimador de la misma. Cabe destacar que aunque el IGAE es un buen
indicador de la tendencia del PIB, siempre es comparado con éste debido a
que los usuarios generalmente tienen en mente el rango de variaciéon que se

ha dado como proyecciéon para el crecimiento del PIB.

Pronoéstico del IGAE

En éste trabajo se toman los datos del IGAE para hacer un anélisis
estadistico con el proposito de realizar un pronoéstico del IGAE, es decir que
se tendra conocimiento anticipado de tal indicador en periodos en los que
no se tienen mediciones disponibles, lo que significa que se predicen los valo-

res historicos al futuro. La metodologia que se seguira es la de Box-Jenkins,



la cual consiste en el trabajo con series de tiempo, en éste caso la serie de
tiempo son los datos del IGAE. El IGAE por ser un indicador de la activi-
dad econémica forma parte del analisis macroeconémico. Esto permite a los
economistas formular politicas para analizar entre otras cosas, el impacto de
los diferentes impuestos y los planes de gasto, el impacto del cambio en el
precio del petroleo y otras perturbaciones de precios, el impacto de la po-
litica monetaria sobre la economia en su conjunto y sobre los componentes
especificos de la demanda final, los ingresos, las industrias, etc. Conocer las
condiciones econémicas mediante el IGAE actuales es informacion ttil para
los economistas y los hacedores de politica. Por ejemplo, un cambio en el
IGAE puede causar una cadena de acontecimientos que afectan a las tasas
de interés de corto y largo plazo, el tipo de cambio, el precio de las acciones,
etc. A su vez, los cambios en estas variables pueden influenciar las decisiones
en gasto y consumo de los hogares y las empresas, lo que afecta el crecimiento

de la demanda agregada y la economia.
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Capitulo 2

Conceptos basicos de series de

tiempo

2.1. Proceso estocastico

Una serie de tiempo se puede describir como un caso particular de un
proceso estocéstico, es por eso que es importante definirlo. Los procesos
estocasticos se encargan de estudiar fenémenos aleatorios que evolucionan
en el tiempo, es decir que van modificindose y cambiando conforme pasa el

tiempo [6].

Definicion 2.1.1 (Proceso estocéstico). Un proceso estocdstico es una fami-
lia de variables aleatorias X;,t € T definida sobre un espacio de probabilidad
(Q,§, P) y asociadas a un conjunto de indices T € R de forma tal que a cada

elemento del conjunto le corresponda una y sélo una variable aleatoria.

El conjunto T puede ser contable (finito o numerable) o no-contable. En

11
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el primer caso se le denomina discreto y el otro caso continuo. De acuerdo
a esto, se le nombrari proceso estocéstico continuo o discreto. Notar que la
variable aleatoria independientemente X puede ser continua o discreta en
cualquiera de los casos. En la Tabla se clasifican diferentes estados de

acuerdo a la naturaleza de las variable.

Tabla 2.1: Una clasificacion de los procesos estocésticos (Fuente propia).

X
Discreta Continua

T

Discreta | Cadenas de Markov, Proce- | Serie de tiempo

sos de ramificacion

Continua | Procesos de Poisson, Teoria | Procesos Brownianos

de colas, Procesos de naci-

miento y muerte

2.2. Serie de tiempo

Definicién 2.2.1 (Serie de tiempo). Una serie de tiempo es una sucesion de
observaciones x;, generada por un proceso estocdstico, cada observacion estd

asociadas a un tiempo en especifico T

Definicién 2.2.2. Las funciones Xi(w),w € Q en T son conocidas como las

realizaciones de un proceso Xy, t € T.

Las series de tiempo se encuentran en bases de datos que por lo regu-
lar consisten en observaciones anuales, trimestrales o mensuales, aunque se
puede aplicar a cualquier otro periodo. Los datos de las series de tiempo se
analizan con el proposito de encontrar un patréon y asi aprovechar para hacer

pronostico. A continuacidén se mencionan las partes de una serie de tiempo:
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1. Tendencia son los ascensos o descensos que presenta la serie, lo que

podria hablar de un crecimiento de la variable que se observa.

2. Ciclo se puede observar como los movimientos por arriba o abajo de

la tendencia y tiene una duracion de entre 2 a 10 anos.

3. Variaciones Estacionales son secuencias periddicas, es decir tenden-

cias que se repiten por algin factor que ocurre frecuentemente.

4. Fluctuaciones irregulares son movimientos que no se esperan con

respecto a la tendencia que seguia la serie de tiempo.

2.3. Proceso Estacionario y la Autocorrelacion

Las series de tiempo pueden presentar determinado comportamiento que
se presenta regularmente conforme pasa el tiempo.
La estacionariedad implica tener un tipo de equilibrio o estabilidad estadis-
tica en los datos. Por lo tanto, las serie de tiempo estacionaria tienen ciertas
caracteristicas que en éste capitulo se mencionan.

Una serie de tiempo presenta una media definida en la forma usual.
Definicion 2.3.1 (Media). La media de una serie de tiempo estacionaria es
MX:E(X):/OO zf(x)dr si / |z | f(z)dx < 00 (2.3.1)
Ademaés de una varianza definida como

Definicion 2.3.2 (Varianza). La varianza definida como

7 = Var(x) - [ (o - w2 (@)de si [ =) | f@)dr < oo

—00
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La serie de tiempo se puede ver como una muestra aleatoria del proceso
estocéstico, es asi como los parametros anteriores se estiman con los datos de
la serie de tiempo, de ésta forma se obtiene la media muestral y la varianza
muestral. La media y la varianza son parametros estimados en las series de
tiempo. Si las observaciones en las series de tiempo son x1, xs, ...x7, donde T

es un entero entonces la media muestral es
1
x:,uw:fz;xtdondelgng
—

y de la misma forma la varianza muestral es

En la siguiente seccion se abordan la funcion de autocovarianza, la funcién de

autocorrelacion, la funcion de autocorrelacion parcial y una serie estacionaria.

2.3.1. Funcién de autocovarianza, autocorrelaciéon y

autocorrelacion parcial (FACV,FAC,FACP)

Como se sabe el comportamiento de una variable aleatoria X puede carac-
terizarse a través de su funcion de densidad f(z). Similarmente, dos variables
aleatorias estan descritas por su funciéon de densidad conjunta. En general
en las series de tiempo existe cierta correlaciéon entre las observaciones. La
covarianza entre X; y otra observacion por ejemplo X; i, es llamada auto-
covarianza de intervalo k (es llamado lapso), la cual nos indica el grado
de variacion de dos observaciones de la serie de tiempo, aportando la ten-
dencia en la relacion lineal entre las variables, es decir que si una variable

toma valores grandes y la otra tiene igualmente valores grandes, entonces,
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la autocovarianza serd positiva mientras que si pasa lo contrario sera nega-
tiva. Se tiene que si el proceso es estacionario, la autocovarianza entre dos

observaciones, X; y Xyix es
Cov(Xy, Xpvr) = Cov( Xy, Xisp—t)
= Cov(Xo, X})
= Cov(Xo, X))
= 7,.
Es asi como se puede decir que la autocovarianza s6lo dependera de su lapso

k.

Definicion 2.3.3 (Autocovarianza). La autocovarianza entre Xy y Xy p con

lapso k estd definida por
Y. = Cov(Xy, Xopi) = E[(Xe — p) (X — )]

La coleccion de los valores de v,,k = 1,2, ... es llamado la funcién de

autocovarianza. De esta forma obtenemos el coeficiente de autocorrelacion.

Definicion 2.3.4 (Coeficiente de Autocorrelacion). El coeficiente de auto-
correlacion del lapso k es

_ El(Xy — p)(Xeh — 1)) _ Cov(Xy, Xiqr) _ ﬁ‘
VEX, — w2 E[(Xiax — 1)?] Var(X,) Yo

Pk

Notar que Var(X;) = Var(Xir) = 7,-
La coleccion de los valores de pp,k = 1,2,... es llamado la funcién de
autocorrelacién (FAC). Con lo anterior, las funciones de autocovarianza

7, v autocorrelacion tiene las siguientes propiedades (Ver [§] v [9]):
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Loy, =Var(Xy);po =1
2. 17, €90k <1

3. 7. =7_. Y pr = p— para toda k, lo que quiere decir que son funciones
simétricas a partir del lapso £ = 0. La diferencia entre X; y X, asi

como X; y X;_; es la misma.

4. Las funciones v, y la funcion de autocorrelacion py son positivas semi-

definidas en el sentido que

n n n n
E E O-/iaj%ti,tj‘ Z 0 y E E aiajp|t¢7tj| 2 0.
i=1 j=1 i=1 j=1
para cualquier conjunto de puntos ti,ts,...,t, y cualquier nimero aq, ao, ...,

Y Q.

Definicién 2.3.5 (Funcion de autocorrelacion parcial). La autocorrelacion
parcial de un proceso estacionario denotado por ¢rr, para k =1,2,..., es la
correlacion entre Xy y Xy después de su dependencia lineal mutua en las

que intervienen las variables Xyi1, Xiio, ..., Xpip_1 que se han eliminado.
$11 = Corr(Xip1, Xy) = p1
Cbk,k = COTT(Xt, Xt+k|Xt+17 --~>Xt+k—1)

las variables X; v X;1x no estan correlacionadas con Xyiq,..., X¢ix_1, es-
to es ¢pr es la correlacion de X; y X,i; con una dependencia lineal de

X1, ., X¢rg—1 sobre cada una, eliminada.
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2.3.2. Serie de tiempo estrictamente y débilmente esta-

cionaria

Definicion 2.3.6 (Serie de tiempo estrictamente estacionaria). Una serie de

tiempo Xy, dice ser estrictamente estacionaria si tiene

{Xta Xt+17 sy Xt+k}

{Xen Xeynrts oo Xegngn )

tienen la misma distribucion para cualquier h en los enteros. Fsto es
P{Xt S C1, '-'>Xt+k S Ck} = P{Xt+h S C1, ~-'>Xt+k+h S Ck}.

Para toda k = 1,2,..,, para todo cy,ca, ..., y todos los tiempos desplazados

h=0,+1,+2 ..

Esto significa que la distribucion de probabilidad conjunta de las observa-
ciones Xy, X;i1,..., X;1r €s exactamente la misma y sélo depende de su lapso

k.

Definicion 2.3.7 (Serie de tiempo débilmente estacionaria). Una serie de
tiempo débilmente estacionaria, X;, es un proceso de varianza finita cons-

tante tal que

i La funcion del valor de la media, px, definida en (1.31) es constante

y no depende del tiempo t, y

it La funcion de autocovarianza, v(k), sdlo depende de su lapso k.
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Las series estacionarias son un tipo de proceso, en las cuales su distribu-
cion conjunta de probabilidad de cualesquiera dos observaciones Xy, y Xy .,
es la misma para cualquiera de los dos periodos t y t + k que se encuentran

separados por el lapso k.

Nota 2.3.1. En éste trabajo se usa el término estacionario, refiriendo a

la definicion de una serie de tiempo débilmente estacionaria.

2.4. Series de tiempo no estacionaria

Una serie no estacionaria ocurre cuando se presenta alguna de las siguien-

tes alternativas:
1. La media p; no es constante
2. La varianza o2 no es constante
3. Ocurre las dos anteriores al mismo tiempo.

En éste tipo de series sblo se podra estudiar su comportamiento durante el
periodo en consideracién. Por lo que no se podra hacer prondstico para otros
periodos. Comtinmente éste tipo de series se encuentran en temas de econo-
mia y areas de negocios como las acciones o las tasas de cambio1].

A continuacién se mencionan algunos ejemplos de procesos con su funciéon

de autocovarianza y funcién de autocorrelaciéon.
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2.5. Ejemplos de Series de tiempo

2.5.1. Ruido Blanco

Se dice que un ruido blanco es un proceso de X; de variables aleatorias

independientes, con las siguientes caracteristicas:
= B(X;) =0.
« Var(X;) = o2
s Cov(Xy, Xiyx) =0 donde k = +1,42, ...

Al igual que X; es un proceso Normal, denotado por X; ~ WN(0,0?) y con

funcién de autocovarianza

0% sik=0;

0, sik#0.

Ve =

De la autocovarianza (22.5.1)) se tiene la funcion de autocorrelacion

1, sik=0;
0, sik#0.

Pk

En la Figura[2.1]se muestra graficamente la funcion de autocorrelacion (FAC),
descrita en la expresion [2.5.1] se observa una sola espiga que sobresale en el

lapso cero.
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Rho
00 02 04 06 08 1.0
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T T T T T T T
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lapsos

Figura 2.1: FAC de Ruido Blanco.

2.5.2. Procesos de media moévil de primer orden (MA
(1))

Considere la serie definida por la ecuaciéon
Xt = Zt + 9Zt—17 para t= 0, Ztl, ceey (251)

donde Z; ~ WN(0,0?) y # € R es constante. Se observa que E[X;] = 0,
E[X?] = 0%(1 + 6%) < oo, y la autocovarianza de la serie X
o?(1+ 6%, sik=0;
Y = 020, si k= &£1;
0, si|k|>1

y la serie MA(1) es estacionaria. La funcién de autocorrelacion es

1, si k=0;
— [ : _ .
Pr = m, Slk—:l:l,
0, si | k|>1.

Notar que | p; |< 1/2 para todos los valores de 6. También que, X; esta

correlacionada con X;_ 1 pero no con X; o, X;_3,....
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Cabe mencionar que para diferentes valores de 6 positivos el valor de p;
va decreciendo mas, es decir cada vez es méas negativo, en —1 alcanzan su
minimo y como es una funciéon impar, también alcanza su maximo en 1.

De acuerdo a la funcién de autocorrelacion parcial (FACP) se tiene
que para un modelo MA(1) en general es

(6)"(1 - 6?)

O = T _ patny o bara k>1.

Graficamente se tiene que para 6 positivo, toma valores negativos, siendo el
maximo valor negativo en 1 y de esta forma va acercandoce a 0, proyectando
un aumento constante, hasta que alcanza el 0 y se mantiene, mientras que

para valores 6 negativos, tiene un comportamiento decreciente alternado.

2.5.3. Procesos Autoregrresivos de Primer Orden AR(1)

X, es una serie estacionaria donde satisface la siguiente ecuaciéon
Xe =Xy 1+ Zy,

donde Z; ~ WN(0,0?), | ¢ |< 1,y Z; no tiene correlacién con X, para cada
s < t. La funcién de autocovarianza de la serie X; es
v, = Cov(Xy, Xi—k)
= CO’l)(th_l, Xt—k) + CO’U(Zt, Xt—k)
= ¢’Yk—1 + 0 = ... = wkﬁ)/m

donde v, = 0%/(1 — ¢?). Asi la funciéon de autocorrelacion es la siguiente,

observando que 7y, = 7v_, se tiene

o= Lo — gkl =0 41,
Yo
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En la Figura 2.2] y 2.3] se presenta la autocorrelacion con diferentes lapsos,
mientras | ¢ |< 1, se nota como decrece conforme los lapsos van en aumento.
Si 1) es positiva la correlacion lo es también mientras que si es negativa; la

correlacion es alternada (positiva y luego negativa).

FAC de AR(1) ¢=0.7 FAC de AR(1) ¢=0.5
Qe Qe
- -
« | « |
o o
© ©
Q O‘i Q Oli
< | <
o o
N N
o o
o | MM\\\ o | o
© T T T T © T T T T
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
lapso lapso

Figura 2.2: Funcion de Autocorrelacion para diferentes modelos AR(1).

FAC de AR(1) y=-0.9 FAC de AR(1) y=-0.4
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Figura 2.3: Funcion de Autocorrelacion para diferentes modelos AR(1).

La funcion de autocorrelacion parcial, donde por definicién se tiene

¢11 = p1 = ¥, de esto se obtiene

P22 = 0.



Ademés para k > 1

drx = 0.
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Como resumen se tienen las Figuras y [2.5] donde se muestra la FAC y

FACP de los procesos MA y AR, con un parametro positivo igual a 0.8 y

otro negativo igual a -0.9 para cada uno de los modelos. Notar que la FACP

del modelo MA(1) se comporta como la FAC de modelo AR(1), al igual que
la FACP del modelo AR(1) se comporta como la FAC del modelo MA(1).

Tipo MA(1) AR(1)
MA(1) 8=0.8 AR(1) 8=0.8
o <
- -
© | © |
o o
© ©
a s a oS |
< <
o o
°] o ‘
i i |
gi\ T T T T T T gi\ T ‘!““:““;‘
0 2 4 6 8 10 12 0 5 10 15 20
lapso lapso
FAC
MA(1) 6=-0.9 AR(1) 8=-0.9
S S
- -
|
o | o
o
< * o ‘ ‘ ‘ ‘ I
; NN
o |
° 0
S 4
[
[Te)
C|>7\ T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 0 5 10 15 20
lapso lapso

Figura 2.4: FAC para diferentes procesos
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Figura 2.5: FACP para diferentes procesos (Ver [9]).

Funcién de autocorrelaciéon muestral (FAM)

Anteriormente se mencionaron los parametros para detectar la depen-

dencia entre las observaciones, ahora se daran los estimadores de las funcio-

nes de autocorrelacion y autocorrelacion parcial, sus graficas suelen llamarse

correlogramas.

Los estimadores de las funciones de autocovarianza y autocorrelaciéon de una

serie de x1, xo, ..., 7 de observaciones, por lo regular son las siguientes.
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El estimador de la funcién de autocovarianza del lapso k es

T—k
> (=) (2 — ), k=0,1,2,..T — k donde k < T,

k=1

1
y el estimador de la funciéon de autocorrelacion estimada por la funcién de
autocorrelacién muestral (FAC muestral)

&k —0,1,2,..T —k donde k < T.

Co

Ty = Pk =

Cabe mencionar que FAC muestral también aplica para las
series de tiempo no estacionarias mientras que la funciéon de autocorrelacion

so6lo aplica para las series de tiempo estacionarias.

Observacion 2.6.1. Una buena generalizacion que se tiene para calcular
una confiable FAC es que se requieren de al menos 50 observaciones, y las

autocorrelaciones individuales de la muestra deben estar calculadas hasta k.

2.7. Funciéon de Autocorrelacion Parcial Mues-

tral(FAMP)

La funcion de autocorrelacion parcial muestral ggkk estda dada por un
método recursivo, dado por Durbin(1960), empezando con 51,1 = py y asi
calcular qgk’k,

k
Pht1 — Z(ﬁkiﬁkﬂ—i

-~ o i=1
Okt1hs1 = -

L - Zﬁgmﬁz

=1

Okt1,i = Phi — Pt 1, h+1Pk otr1—j, ¢ =1,... k.
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siempre que el proceso sea una secuencia de ruido blanco, la varianza de ¢y

puede ser aproximado por

Var(ggm) ~

S|

Como resumen se tiene la Figura [2.6] el cual muestra el correlograma y

correlograma parcial para el proceso MA(1) y AR(1).

Tipo MA(1) AR(1)
Correlograma de MA(1) Correlograma de AR(1)
; o
-
@ |
o
i g 4 ‘
< |
e ° S o I ‘1\\\\ 77777777 s
i s I T {L““‘
o D D R ‘
elpr T T T S
- ]
<
? B T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
lapso lapso
FAC
Correlograma Parcial de MA(1) Correlograma Parcial de AR(1)
S ol 4l \
‘ S I [ ‘ T ‘ ‘ I
e H 1 S S
O ‘ ‘ T ’
s s <
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, pal
~ T
7] ]
] @
< 7
9 T T T T T T T T
5 10 15 20 5 10 15 20
lapso lapso
FACP

Figura 2.6: Correlograma y correlograma parcial para diferentes procesos.
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2.8. Modelo Autorregresivo de Promedios

Mboéviles (ARMA)

2.8.1. Introduccién

En la seccion anterior se abordé el tema de la autocorrelacion. En éste
capitulo se explicard como se forman modelos lineales basados en la teoria
clasica de regresiones. A diferencia de las regresiones donde se tiene a la
variable dependiente y las que la determinan que son las independientes, en
las series de tiempo se usa el pasado de la misma para poder hacer pronostico.
La funcion de autocorrelacion (FAC) es un indicador de la correlacion de
series de tiempo que nos muestra informacion importante, es por esto que se
maneja a la correlacion como un fendémeno que es generado con informacion
del pasado a través de un proceso autorregresivo (AR) y un proceso
de media moévil (MA). Cabe sefialar que el proceso autorregresivo de
medias moviles (ARMA) es una mezcla del proceso de media movil y el
autorregresivo.

Los modelos que se presentan estan formados por procesos lineales. El cual

se define de la siguiente forma,

Definicion 2.8.1 (Proceso Lineal). La serie de tiempo X; es un proceso

lineal si éste se puede representar como

para toda t, donde Z; ~ WN(0,0?) y 0; es una secuencia de constantes con

1=—00
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Esto se puede simplificar y dejar en términos de B, que es el operador de
desplazamiento hacia atras, surge del método de diferencias (Ver [7], [8], v

[9]). Se define el operador de diferencias de lapso k =1, V por
VXt - Xt - Xt—l - (1 - B)Xt, (281)

asi

BX, = X;_1. (2.8.2)
La potencia del operador By V es definido como B/ (X;) = X, _; y V/(X;) =
V(VI71(X})), 7 > 1, con V(X;) = X;. Polinomios en By V son manipulados
de la misma forma como una funcién polinémica de variables reales, por
ejemplo V?X; = V(V(X;)) = (1 - B)(1 - B)X; = (1 — 2B + B>)X, =
Xy —2X 1+ Xpo.

Tomando en cuenta que BZ; = Z;_1, el proceso lineal se puede expresar como
Xt - Q(B)Zt,

donde 6(B) = >0 6;B".

1=—00

2.8.2. Modelo de Promedios Moéviles (MA)

2.8.3. Modelo de Promedios Méviles de primer orden
(MA(1))

Se considera el modelo mas simple, de orden 1 que es el MA(1), en [2.5.1]
se defini6 como X; = Z; + 0Z;_; donde 6 es no negativa y Z; ~ WN (0, o?).
En resumen se puede decir que el proceso MA(1) no tiene autocorrelacion a

partir del lapso mayor a 1, como se muestra en la Figura . Este hecho es
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importante cuando se tenga que elegir un modelo adecuado para los datos.

En la Figura se muestran diferentes trayectorias para el modelo MA(1).

MA(1) 8=+0.7 MA(1) 8=-08
<
P N
o~ —
x - x © 7
o
|
— I
1
o
I
P
T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Time Time
(a) con § =0.7 (b) con 6 = —0.8

Figura 2.7: Realizaciones del proceso MA(1) con # = 0.7y con § = —0.9.

2.8.4. Modelo de Promedios Méviles de segundo orden
MA(2)

Considere el proceso de orden 2, donde @ es no negativay Z; ~ WN(0, 0?).
Xe =2+ 017 1 + 027 o,

donde

v, = var(Xy) = (1 + 9% + 03)02
v, = cov(Xy, Xy_1) = (=01 + 0,0)0°
v, = cov(Xy, Xy_9) = (—92)02

7 =0, k>2.



30

Ademaés para el proceso MA(2)

=0+ 60,0,
S N
SN
Pr = 0, k> 2.
Por otra parte se tiene la FACP, teniéndose que pr = 0 para k > 3,
11 = p1
2
P22 — P
on ="

_ A= pipa(2— o)
1—p5—2pi(1 = p2)

(2.8.3)

El proceso MA(2) contiene al MA(1) como caso especial. Por lo tanto la

FACP disminuye exponencialmente.

2.8.5. Modelo de Promedios Méviles de orden ¢ (MA(q))

Para un modelo de orden ¢, en general, se tiene un proceso donde 6 es no

negativay Z; ~ WN(0, 0?), ademas de que el proceso es siempre estacionario

independientemente de los valores de 6.

Xt - Zt + 91215_1 + QQZt_Q + + Qth_q.

En términos del operador de desplazamiento hacia atras, B, se tiene

Xe=(1+6,B+..+6,BY)Z,
q
=1+ > 6,B)Z
i=1

= @(B)Zt7
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q
donde ©(B) =1+ » 6;B'.
i=1
Se tiene que la autocovarianza del lapso k esta dada por
T = COU(Xty Xt-i—k)

- E[(Zt —|— HIZt—l + + Qth—q)(Zt—i-k + GIZt+k—1 + —|— Gth—l-k—q)]

02(—9k + 919k+1 + 9291@’—1—2 + ...+ eq_keq), si k= 1, 2, .y @,
0, si k>q.
(2.8.4)

con la covarianza ([2.8.4) se obtiene la funcion de autocorrelacion, tomando

en cuenta que
Yo = (1467 +63+...462)07

0 + 010511 + 020142 + ... + 010,
14607405+ ... 4 02 ’

para k=1,2,...,q;

Pk
0, para k > q.

La caracteristica de la funcion de autocorrelacion es muy util para iden-
tificar a un modelo MA. Con datos reales cuando el lapso sea mayor a ¢, no
necesariamente va ser cero pero se espera que llegue a ser muy pequeno en
valores absolutos después del lapso q.

Otro tipo de proceso, AR, nos muestra otra alternativa para los modelos de

autocorrelacion, a continuacién se habla de éste.

2.8.6. Modelo Autorregresivo o Proceso Autorregresi-
vo(AR)

El modelo autorregresivo esta basado en la idea de que el valor actual

de la serie de tiempo puede ser explicada como una funcion de n valores,
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Ti_1,Ti_9, ..., Ti_pn, donde n es el ndmero de pasos que se necesitan para
determinar el valor actual de la serie de tiempo. Cuando n = 1 es un proceso

AR(1).

Definicién 2.8.2 (Proceso AR(1)). Un proceso AR(1) estd definido como

una solucion estacionaria X, de la ecuacion
Xy =X+ 2y,

donde Z; ~ WN(0,0%), y | ¥ |< 1 y Z; es independiente de X, para cada

s<t.

En la Figura [2.8] se muestran diferentes trayectorias del modelo autorre-
gresivo de primer orden que se observo como ejemplo en la seccion [2.5 donde
se dan las funciones de autocorrelacion y autocorrelacion parcial, enseguida

se menciona el proceso AR(2) para asi generalizar a un proceso AR(q).

AR(1) w=+0.7 AR(1) w=-0.9

T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Time Time

Figura 2.8: Realizaciones del proceso AR(1) con ¢ = 0.7 y con ¢ = —0.9.

2.8.7. Modelo Autorregresivo de Segundo Orden (AR(2))

Se considera la serie que satisface

Xt = let,1 + wQthQ + Zt. (285)
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Otra representacion del modelo AR(2) en términos del operador de retraso

B7 Z/}1 y %

donde ¥(B) = 1 — ¢ B — 1 B?. La funcién de autocorrelaciéon se basa en
la relacion recursiva de la Ecuacion (2.8.5)), considerando estacionariedad,
que la media es cero y que Z; es independiente de X, j, asi se tiene que la

funcién de autocovarianza para un modelo AR(2) es,

Y, =1, + oy, , +0° k=0

Ve = ¢1%€_1 +w2%_2a k= 172a3a sy

(2.8.7)

de este resultado se obtiene la funcién de autocorrelacion, dividiendo por v,,

Pk = V1pk—1 + Yopr—2, k=1,2,3, ... (2.8.8)

Luego para k = 1 y usando py = 1 se obtiene de lo anterior que p; = ¥ +19p;

esto es,

_
=4

p1 (2.8.9)

usando éste resultado se obtiene

p2 = Y1p1 + Papo;
_ Va1 — o) + 97
1 — 1 '

Asi una manera de obtener una expresion general de la funcién de autoco-

rrelacion para cualquier valor de k, en términos de las raices de la ecuacion
es: 1 —le —wQXQ =0

:@bli U} 4 41y

¢ 2

(2.8.10)
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y asi para G # Go
(1-GHEH — (1 - ahHaest!

R e AT e s (2.8.11)
Ademas la FACP para el proceso AR(2) es
1
P =p = 1 1_/)¢2
oy = 22— Pj — oy (2.8.12)
1 —p1
o =0 k=>3.

Por lo tanto la FACP del proceso AR(2) se corta en lapso 2, es decir a partir

de 2, se vuelve cero.

2.8.8. Modelo Autorregresivo de orden p
El proceso autorregresivo general de orden p es

Xt — ’th,1 + ’l/}QXt,Q + + prtfp + Zt7 (2813)
donde Z; es un ruido blanco. Expresando la Ecuacion (2.8.13)) en términos
del operador de retraso B se tiene que V(B)X; = Z; donde ¥(B) = 1 —
1B — yB* — ... — 9, BP.
y

7, = Cov( Xy, Xi—k)

=Cov(WY X1 + o Xyo+ ... + U Xy + 24, Xiip);

p
= > 1iCov(Xii, Xy i) + Cov(Zi, Xi_1);

i=1

p
= D Ut
i=1

0% sikes =0;

0, sikes>0.
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Ahora para obtener la autocorrelaciéon se divide entre 7, dado por
¥, = 0, (2.8.14)
y asi se tiene )
pr= Y Vipr—i k=12 .. (2.8.15)
i=1

La FACP para el modelo AR(p) es el siguiente

th,h - ¢p7 sih = D;
¢h,h =0, si h > p.

(2.8.16)

Para h < p los valores de ¢, pueden ser facilmente calculados del ultimo

componente de
on =T} ' (2.8.17)

donde T' = [y(i — N}z, ¥ = [¥(1),7(2), -, v(A)]'. Por lo tanto ¢y

desaparece después del lapso p. Esta propiedad es ttil para identificar a un

modelo AR.

2.8.9. Modelo Autorregresivo de Promedios Moviles

(ARMA (p,q))

Este proceso es definido por las ecuaciones lineales diferenciales con coe-
ficientes constantes. Se asume que una parte es autoregresiva y de media

movil. En general, si
Xe =01 Xe g+ X o+ o+ 0 Xe p + 2+ 021 + 027 o+ ..+ 0,74,
(2.8.18)

se dice que X; es un proceso de orden p y ¢, respectivamente.

Primero se considera el proceso ARMA(1,1)
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Definiciéon 2.8.3 (ARMA(1,1)). La serie de tiempo X; es un proceso
ARMA(1,1) si es estacionario y si para todo t,

X —vXo1 =2, +0Z_4,

donde Zy ~ WN(0,02) y 1+ 6 # 0.

Luego se tiene que

Yo = Uy, + (14 0 + 62)o?
Y, = 77@*)/0 —+ 6)0'2 (2819)

v, =Vv,_,, para k> 2,

despejando v, de las dos primeras ecuaciones en (2.8.19), se tiene

1+ 200 + 62 14 90) (¢ +0)
%Z( T bty = 1_);2 o’

luego, solucionando de manera recursiva y dividiendo por -, se tiene

1, si k= 0;

(14 6Y) (v +0) .
Pr 1 +20y +62 0 ’
wpkfh si k > 2.

En la Figura [2.9] se muestra la FAC de un proceso ARMA(1,1) con diferentes
valores de 6 y 1.
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FAC ARMA(1,1) 6=0.5y=0.6 FAC ARMA(1,1)6=-05y=-0.6
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Figura 2.9: Funcion de Autocorrelacion para varios modelos ARMA(1,1).
Enseguida se da la definicion formal de un proceso ARMA(p,q)

Definicion 2.8.4 (Proceso ARMA(p,q)). X; es un proceso ARMA (p,q) si

X, es estacionario y si para todo t,
Xy — 1 X1 — ... — prtfp =Zi+01 241+ ...+ qut,q,

donde Z, ~ WN(0,0?) y los polinomios (1 — 1 Z_... — ¥, ZP), (1 + 6,7 +

. + 6,29 no tienen factores comunes.
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Es conveniente denotar al proceso como sigue

Y(B)X, = 0(B)Z, (2.8.20)
donde ¥(B)=1—y1B—...—,B?y 0(B) =1+ 6B+ ...+ 0,B9. Si
X =Y ¢iZ, (2.8.21)
i=0
S 0(B) %
donde 0i=——5 | B|IS1y ) v <oo.

Los procesos ARMA(p,q) deben cumplir con la condicion de tener una solu-
cion estacionaria X;. De la ecuacion ([2.8.4), ésta existe y ademas es tinica si

s6lo si
Y(Z)=1—U0Z — ... =, Z7 # 0, (2.8.22)

para toda | Z |= 1.

Se obtiene la funcion de autocovarianza de la siguiente forma,
Ve = E(Xiik, X3)

= E|( Z iZyr—i)( Z PnZi—n)]

1=—00 h=—0o0
[e%S)

— Z Z 0ipnE(Ziyh—iZsn)

t=—00 h=-—00

= Z Z PiPrYe_ixn

1t=—00 h=-—00

= Z %0i%0i+k02

1=—00

o0
_ 2
= E PiPit+ k|0 -
i=0

(2.8.23)
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Por lo tanto

v, = B[ Xk, Xy] = 0? Z PitPit k|- (2.8.24)
i=0

Dado que el proceso ARMA es estacionario e invertible, éste puede ser escrito
en representacion de un modelo autorregresivo y también como uno de media

movil discutido en el Apéndice |B| La funcion de autocorrelacion se deriva de

2.8.18 como

Xe =D Xia+ e Xp o+ o+ Xy g+ 24+ 0021 + 02249+ ... + 0,2,_,
multiplicando por X;_; en ambos lados, se tiene

XX =i Xia Xy g+ A Xy Xy o+ 2 X k400 2 1 X+ 40,2 g X
Ahora se toma la esperanza de lo anterior y se obtiene

Ve = V1Yoy o Y, F E(Z X ) O E(Z 1 Xy i) + o+ 0, (2 Xy )

ya que
E(XixZii) =0, k>,
se tiene

%:¢whfw“+%%w,k>@+w,

y por lo tanto

P = U1pp—1 + oo + Uppr—p, k> (¢+1).

Notar que la anterior ecuacion se parece al proceso AR(p). Por lo tanto, en
un modelo ARMA(p,q), la funcion de autocorrelcion se corta en el lapso ¢ y

la funcion de autocorrelacion parcial se corta en el lapso p.
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En la Tabla [2.2] se da una descripcion de la FAC 'Y FACP para cada uno de

los modelos anteriores.

Tabla 2.2: Descripcion de la FAC'Y FACP para diferentes modelos [11].

Modelo

FAC

FACP

Promedio moévil de primer orden

Xt = Zt + QZt_l.

Se corta después del lapso k = 1.

Se corta de manera que domina
el decremento exponencial amor-

tiguado.

Promedio movil de segundo orden

Xo =2+ 0 Zy 1 + 027, _5.

Se corta después del paso k = 2.

Se corta en forma de exponencia-
les amortiguadas, ondas en forma

de seno amortiguada o ambos.

Promedio mévil de orden g X; =

ZiA 0071+ 037 o+ 40,74,

Se trunca después del paso q.

Se extingue.

Autorregresivo de primer orden

Xy =X 1+ 2.

Se corta de forma exponencial

amortiguada.

Se corta después del lapso k = 1.

Autorregresivo de segundo orden

X=X+ Xi 0+ 2.

Se corta en forma de exponencia-
les amortiguadas, ondas en forma

de seno amortiguada o ambos.

Se corta después del lapso k = 2.

Autorregresivo de orden p X; =

(R CEE DY CHPE S UM, GRS /A

Se extingue.

Se trunca después del lapso k = p.

Autorregresivo de Promedios M6-
(pa) Xo =
X1+ Xe o+ X, +
Zi+ 012, 1+ 022 o+ ...+ 0,7

viles de orden

Se extingue.

Se extingue.

Autorregresivo de Promedios Mo-
viles de orden (1,1) X; —¢X; 1 =
Zi+0Z;: 4.

Se corta de manera exponencial

amortiguada.

Se corta de manera que domina
el decremento exponencial amor-

tiguado.

Notar que la FAC tiene autocorrelacién no cero en los lapsos 1,2,...q, vy

tiene autocorrelaciones cero en todos los lapsos después de ¢, ademés tiene

autocorrelaciones parciales no cero en los lapsos 1,2, ..., p, y tiene autocorre-
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laciones parciales cero en todos los lapsos después de p.

2.8.10. Modelo Autorregresivo de Promedios Mobviles

Integrado ARIMA

Se ha mencionado el modelo ARMA para series estacionarias, ahora un
modelo que incorpora a las series no estacionarias es el modelo ARIMA,
éste se liga con un proceso ARMA a través del método de diferencias, el cual
permite que se vuelva estacionario y asi se reduzca a un proceso ARMA.
Donde p denota el nimero de términos autorregresivos, d es el ntimero de

diferencias y ¢ el nimero de términos de medias moviles.

Definiciéon 2.8.5 (ARIM A(p,d,q)). Si d es un entero no negativo, enton-
ces X; es un proceso ARIMA(p,d,q), si Yy := (1 — B)4X; es un proceso
ARMA(p,q).

El proceso sigue la siguiente ecuacion de diferencias
Y(B)(1— B)'X, =0(B)Z,, Z ~WN(0,0%), (2.8.25)

donde ¢ (B) y 6(B) son polinomios de grado p y ¢, respectivamente, y 1 (z) #
0 para | Z |< 1. El proceso X; es estacionario si y s6lo si d = 0, de ésta forma
se reduce a un proceso ARMA(p, ¢). Considere un proceso ARIM A(p, 1,q).
Con V, con lapso k =1,

Y(B)(1 - B)'X, = 0(B)Z, (2.8.26)
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entonces se tiene

(Xt - Xt—l) — (Xt—l - Xt—2) - wZ(Xt—Q - Xt—3) e ¢p(Xt—p - Xt—p—l)
- Zt + let_l ‘I— QQZt_Q + + qut_q,
(2.8.27)

esto se puede escribir como

Xi :(1 + @Z)I)Xt—l + (¢2 - 7vbl))(t—Q +.ot (wp - @bp—l)Xt—p - @Z)pXt—p—l
+ 24 01211+ 02240+ ..+ 0,74,
(2.8.28)

Note que la anterior formula aparenta ser un proceso ARMA(p + 1,¢). Sin
embargo las caracteristicas del polinomio implican que no es estacionaria.

2

La estimacion de o, 6 y o° serd basada en las diferencias observadas

(1 - B)¥X,.

La diferenciacion puede ser usada para reducir una serie de tiempo no esta-
cionaria homogénea a una serie de tiempo estacionaria, sin embargo, muchas
series de tiempo no son homogéneas. La no estacionariedad en estas series
no es porque el tiempo depende de la media sino porque depende de la cova-
rianza y autocovarianzas. Asi que se debe emplear otra transformacion [9)].
Si el proceso no contiene términos autorregresivos, se le llama un proceso de
medias moviles integrados (I M A(d, q)) y por otro lado si no reporta términos
de medias moviles se denota como ARI(p,d) [4].

Una prueba importante que nos ayuda a verificar si la serie de datos es esta-
cionaria o lo contrario es el Test de Dickey-Fuller, a continuaciéon se da una

breve explicacion.
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2.8.11. Test de Dickey-Fuller o de Raiz unitaria

Counsidere el modelo
Xi=vXi 1+ Z; para t=1,2, ... (2.8.29)

donde Z; es un proceso estacionario ya que es el residual de ruido blanco. El
proceso X; es no estacionario si el coeficiente 1 = 1, es decir el caso de la
raiz unitaria. Por lo tanto el test de Dickey-Fuller averigua si la 1 estimada
es estadisticamente igual a uno, de ser asi, X; es no estacionaria. Aplicando

primeras diferencias a (2.8.29)) tenemos
Xi—Xe1 =X 1 — Xy + 2
=W -1)Xi+ 2,
VXt = 5Xt—1 + Zt

donde § = (p — 1) y V el operador de las primeras diferencias. Por lo tanto,
en la practica en vez de estimar , se calcula y se prueba
la hipotesis nula de que 6 = 0 y la hipdtesis alternativa es que § < 0. Si
0 = 0, entonces p = 1; es decir, tenemos una raiz unitaria, lo que significa
que la serie de tiempo es no estacionaria. Ahora v es estimado por MCO. El

estimador del error estandar de ¢ es

ES(@) =S (VX1 - X))/

n

donde S2 = Y (VX_t — X;,1)%/(n —3) y X es la media de la serie.
Dickey y Fuller probaron que segin la hipétesis nula de que 6 = 0, el valor

estimado y del coeficiente X, ; sigue el estadistico 7,

7:=4/SE®).
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Ademés se calcularon los valores criticos del estadistico 7 con base en simu-

laciones Montecarlo.

2.8.12. Modelo ARIMA(0,1,1) o IMA(1,1)

El modelo ARIMA(0,1,1) se presenta cuando se tiene p = 0,d =1y

q = 1, entonces se tiene
(1-B)X,=(1-0B)Z 0 Xy = X1+ Z — 0Z,_1, (2.8.30)

donde | 0 |< 1. El proceso se reduce a un modelo MA(1) para la serie con

primeras diferencias, (1 — B)Z,.

2.8.13. Varianza y Autocovarianza del modelo ARIM A

Un proceso que es estacionario en la media no es necesariamente esta-
cionario en la varianza y autocovarianza. Sin embargo un proceso que no
es estacionario en la media tampoco lo es en la varianza y autocovarianza.
Se muestra en esta seccion que el modelo ARIM A no es estacionario en la
varianza y la funcién de autocovarianza.

Un fenémeno del modelo ARIM A, es que a pesar de ser no estacionario, las
caracteristicas completas del proceso son determinadas siempre por un ni-
mero finito de parametros, por ejemplo considere las variables X1, Xs, ..., X,

y suponga que se ajusta a un proceso IMA(1,1)

Xt = Xt,1 + Zt - Qthla (2831)
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de esta forma la serie de n observaciones se puede escribir sustituyendo su-

cesivamente

Xt = Xt—l + Zt - QZt—l

=X, 0+ Ze+(1-0)2,1 — 0Z
(2.8.32)

=X, +Z2+(1-0)Z 1+ ...+ (1 =0) 2,11 — 0Z,.
Similarmente parat — k > n
Zt—k - Xn + Zt—k‘ + (1 - Q)Zt—k + + (1 - Q)Zn+1 - QZn (2833)
Por lo tanto, con respecto al tiempo original n
Var(Xy) =[1+ (t —n—1)(1 - 0)*0?
Var(X;) =1+ (t —k—n—1)(1 - 0)?o? (2.8.34)
Cov( Xy, X;) =[(1—0)+ (t —k —n—1)(1 —0)*|o>.

Asi la correlacién es

(1—-0)+(t—k—n—1)(1-0)%0c>
I+t —n—1)1-02o?[1+(t—k—n—1)(1-0)20?
(2.8.35)

Corr(Xi—k, X¢) =

De esto se tienen las siguientes observaciones:

1. La varianza Var(X;) de un proceso ARIM A es dependiente del tiempo,
ademés la Var(X;) # Var(X;_y) para k # 0.

2. La varianza Var(X};) no tiene limite cuando t — oo.

3. Si t es grande con respecto a n, entonces la Correlacion ~ 1.
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2.8.14. Pasos para identificar a un modelo

Se considera un modelo ARIM A(p, d, q)
(1—t1B—...—,B°)(1 - B)X, =0y + (1+6,B+ ... + 0,B%) Z,.

Identificar el modelo se refiere la metodologia para buscar la transformacion

requerida de los datos. Los pasos son los siguientes:

Paso 1 Graficar los datos y escoger la transformacion apropiada. A través de
las graficas de nuestros datos se puede identificar la tendencia, esta-
cionariedad, varianza no constante y otro tipo de fenémenos. Por lo
regular en las series de tiempo se usan transformaciones para estabi-
lizar la varianza, que por lo regular se hace con una transformacion

logaritmica.

Paso 2 Calcular y examinar la FAC muestral, asi como la FACP muestral de
la serie original, ademés de determinar el grado de diferencia que se ne-

cesita para que serie sea estacionaria. Algunas reglas son las siguientes:

1. Si la FAC muestral cae lentamente y la FACP muestral se corta
en uno, entonces es necesario la diferenciacion. Probar tomando

la primera diferencia (1 — B)Xj.

2. En general, para remover la no estacionariedad, se considera la
diferenciacion de alto orden (1 — B)?X; para d > 1. En la mayoria

de los casos, d puede tomar los valores 0,1 o 2.

Paso 3 Calcular y examinar la FAM y FAPM de la apropiada transformacion

y la serie diferenciada para asi identificar el orden de p y ¢, donde p es
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el mas alto orden del polinomio autorregresivo y q es el méas alto orden
en el polinomio de medias méviles. Usualmente el orden necesario de
Py q es menor o igual que tres. De acuerdo al valor de p y ¢ segun la

Tabla es como se comportan los autocorrelogramas.

Paso 4 Estimacion de los parametros y diagnostico del modelo seleccionado.

2.9. Modelo estacional ARIMA o SARIMA

La idea de los modelos estacionales es dar soluciéon a la dependencia
sobre tendencias del pasado que ocurre fuertemente en miltiplos de lapsos
s estacionales. Es comiin que datos econdémicos mensuales, tengan un fuerte
componente anual que ocurre en los lapsos miltiplos de s = 12 porque exis-
te una fuerte conexion con las actividades del calendario. Lo mismo ocurre
con los fendmenos naturales tales como la temperatura, los cuales tiene un
componente fuerte que corresponde a las estaciones del ano. Es por esto que
la variabilidad natural de procesos fisicos, biologicos y econémicos tienden a
emparejarse con fluctuaciones estacionales (Ver[4] y [5]).

Se denota a s como el periodo estacional; para series mensuales s = 12 y para

series trimestrales s = 4. Considera la serie de tiempo generada de acuerdo a
Xi =7+ 07 1.
Notar que
Cov(Xy, Xy 1) =Cov(Z; +©OZy_19,Z; 1 +OZ;_13) =0
pero que

COU(Xt, thlg) = COU(Zt + @Zt,lg, Zt,12 + @Zt,24) = @J%
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Por lo que
7, = (1+6?%
Yo = O0? (2.9.1)
7, = 0,e.0.c. (en otro caso)

Luego la correlacion es diferente de cero en los lapsos estacionales, ademaés
del lapso 0, p(£12) = ©/(1 + ©?). Generalizando ésta idea, se define a un

modelo estacional M A(Q) de orden QQ con periodo estacional s por
Xe =24 —01Zi_s — O 2195 — ... — OgLy_qs

con el polinomio caracteristico del modelo estacional MA
O(X)=1—-0,X% -0 X* — ... —0QpX.

Es evidente que la serie es siempre estacionaria y que la funcién de autocorre-
lacion es igual a cero, excepto en los lapsos de estacionales s, 2s, 3s,---, @s.

En particular,

_ _@k + 91@k+1 + 62@k+2 + ...+ ®Q—k@Q
1+07+03+...+ 65

Pks para k=1,2,...,Q

Para que el modelo sea invertible, las raices de ©(X) = 0 deben de ser
mayores que uno en valor absoluto.

Notar que el modelo estacional MA(Q) también puede ser visto como un caso
especial de un modelo MA no estacional de orden ¢ = (Js pero con todos los
valores de © excepto en los lapsos estacionales s, 2s, 3s,---, @Qs.

Para el caso autorregresivo se define de la siguiente forma. Considerar el

modelo AR estacional de primer orden (s = 12)

Xt = \:[1th12 + Zt, (292)
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donde |¥V| < 1y Z; es independiente de X;_1, X;_a,... . Con |¥| < 1 puede
ser mostrado que asegura estacionariedad.
Para un modelo AR estacional de primer orden (s = 12), usando las

técnicas de un modelo AR(1) no estacional se tiene,

Y =0%/(1— 97
=2 UF /(1 -T2 k=1,2,.. (2.9.3)

")/:EIZk

Y =0, e.o.c.

Ademas E(X;) = 0; multiplicando (2.9.2) por X;_, tomando la esperanza y
dividiendo por 7,

pr = Vpi_1o para k > 1. (2.9.4)

Claramente
P12 ="Upo =Ty poy = Wpyy = V2 (2.9.5)

més general,
pror = UF para k =1,2, ... (2.9.6)

Este resultado puede ser verificado usando el siguiente resultado,
v, = Yy(h — 12), para h > 1.
Ademas, si en la ecuacion 2.8.18 k = 1 entonces k = 11 y usando pr = p_p

se tiene

p1=Ypuypu=¥Yp

lo cual implica que p; = p1; = 0. Similarmente, se puede mostrar que pr = 0
excepto en los lapsos estacionales 12, 24, 36,... . En estos lapsos, la funcion
de autocorrelacion decae exponencialmente como un modelo AR(1).

Es asi como se define el modelo estacional AR(P) de orden P y periodo
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estacional s por
Xe =W Xy o+ Xy oo+ ...+ VYV, X; ps+ Z; (2.9.7)
con el operador estacional
U(X)=1—-U X° — U X* — | —UpXPs,

Como se sabe Z; debe ser independiente de X;_1, X;_»,..., y, para la estacio-
nariedad, que las raices de W(X) = 0 sean mayores que 1 en valor absoluto.
De nuevo la expresion (2.9.7) puede ser vista como un caso especial de un
modelo AR(p) de orden p = Ps con coeficientes U diferentes de cero sélo en
los lapsos estacionales s, 2s, 3s,---, Ps. Se puede mostrar que la funcién
de autocorrelacion es diferente de cero en los lapsos s, 2s, 3s,---, donde
éste se comporta como una combinacién de exponenciales que decae y una

funcién seno amortiguada.

2.9.1. Modelo ARMA multiplicativo estacional

El resultado de un modelo autorregresivo de medias moviles, es decir un

modelo ARMA(P, @), dado por

Up(B*) X, = 0Og(B*)Z, (2.9.8)
con las siguientes definiciones.
Definicién 2.9.1 (Los operadores).

Up(B*)=1—U,B* —U,B* — .. —UpB" (2.9.9)

Oq(B*) =1-0,B° — 0,B* — ... — 0pB", (2.9.10)
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el operador estacional autorregresivo y el operador estacional de promedio
moviles de orden Py (), respectivamente, con periodos estacionales s. Andalo-
gamente tiene las mismas propiedades de un modelo ARMA no estacional.
Como ejemplo se tiene un modelo autorregresivo de medias moviles estacional

de primer orden, el cual se puede escribir como

(1-¥B%®)X, = (1+60B"?)Z, (2.9.11)

Xt = \I/Xt_lg + ®Zt—12~ (2912)

Este modelo exhibe a la serie X, en términos de lapsos pasados miltiplos del
periodo estacional s = 12. El comportamiento de la FAC y FACP se resume

en la Tabla 2.3
Tabla 2.3: Comportamiento del FAC y FACP [13].

AR(P), MA(Q)s ARMA(P,Q)s

FAC Disminuye en el lapso | Se corta después del | Disminuye en el lapso
ks, k=12, .., lapso Qs ks

FACP Se corta después del | Disminuye en el lapso | Disminuye en el lapso
lapso Ps ks, k=1,2,..., ks

Los valores de lapsos no estacionales h # ks, para k = 1,2, ..., son cero.
Muy pocas veces se necesitan modelos que incorporen s6lo autocorrelacion
en los lapsos estacionales. Es por eso que se combina el modelo estacional
con un modelo no estacional ARMA, para la solucion de la autocorrelacion
en los lapsos estacionales pero también para aquella en los lapsos menores y
vecinos a los estacionales.

En general un modelo autorregresivo de medias moviles estacional, denotado
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por ARMA(p,q) x (P,Q)s y dado por
Up(B*)Y(B)X: = ©g(B*)0(B)Z:. (2.9.13)

Aunque las propiedades de la tabla no son estrictamente ciertas para todos
los modelos posibles, el comportamiento de una FAC y una FACP tienden a
seguir ese comportamiento.

Como ejemplo se tiene el siguiente modelo estacional multiplicativo.

Considera un modelo ARM A(0,1) x (1,0)12
Xt - \I/Xt,12 + Zt + QZt,1
donde | ¥ |< 1y | 6 |< 1. Entonces, ya que X; 19, Z;, ¥y Z;—1 no estan

correlacionadas, y X; es estacionario, v(0) = ¥% + 02 + 0%0%, o

1+ 62

Ademas multiplicando el modelo por X;_,, h > 0, y tomando esperanzas, se
tiene que v(1) = Uy(11) + 607 y v(h) = ¥, (h —12), para h > 2. Ademas, la

FAC para éste modelo es

p(12h) = ¥" h=1,2,..
9
12h —1) = p(12h+ 1) = —— V" h=0,1,2,..
p(h) =0, e.o.c

La FAC y FACP para éste modelo, se muestra en la Figura [2.10
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FAC
0.8
|
FACP
0.8
|

-04 0.2
[

-04 0.2
[

lapso lapso

Figura 2.10: FAC y FACP para un modelo ARM A(0,1)(1,0);2 con ¥ = 0.7
y 0 =—-04.

2.9.2. Modelo ARIM A estacional no estacionario

Una importante herramienta en un proceso estacional no estacionario
es la diferencia estacional. La no estacionariedad puede ocurrir, cuando un
proceso es casi estacional. La diferencia estacional del periodo s para la serie

X, es denotada VX, y es definida como
VPX, =(1-B)P =X, - X,_,. (2.9.15)

Notar que para una serie de longitud n, la serie diferenciada estacional seré de
longitud n — s; lo que significa que s valores de los datos son perdidos debido

a la diferenciacion estacional. Considere un proceso generado de acuerdo a

con

St = Stfs + & (2917)

donde Z; y ¢, son series de ruido blanco independientes. S; es una "caminata
aleatoria estacional" y si 0. < 0z, S; modela un componente estacional que

cambia lentamente [4]. Debido a la no estacionariedad de S;, claramente X;
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es no estacionaria. Sin embargo, si se diferencia estacionalmente X;, segtn

como en (2.9.15)), se tiene

Vth = (]_ - BS)Xt
= St — St_s + Zt — Zt—s (2918)

= & + Zt — ths-

Ademas V,X; es estacionaria y tiene la funcién de autocorrelacion de un
modelo M A(1)s. Su FAC tendra una sola espiga en el lapso s. En general, la
diferencia estacional puede ser indicada cuando la FAC cae lentamente en los

multiplos de los lapsos estacionales s y es insignificante entre los periodos.

Definicién 2.9.2 (Modelo multiplicativo autorregresivo de medias moviles

estacional o modelo SARIMA).
Up(B )Y (B)VPVIX, = § + Oo(B*)0(B)Z,, (2.9.19)

donde Z; es un ruido blanco. El modelo general es denotado como ARIM A
(p,d,q) x (P,D,Q)s. Los componentes del modelo autorregresivo y de prome-
dio mdviles son representados por los polinomios (B) y 0(B) de orden p,
q, respectivamente, y el componente Wp(B®) y Og(B*) de orden P y Q y los

componentes diferenciales estacionales por V¢ = (1—B)? y VP = (1 - B*)P.

Por ejemplo considere un modelo ARIMA(0,1,1) x (0,1,1) con s = 12

es

(1-B)(1-B2)X;=(1-6,—6,B%+6,0,B%)Z,. (2.9.20)

~

-
wt
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Para éste proceso, la autocovarianza es calculada como

7(0) = Var(w) = o®(1 4 6 + 05 + (—6:61)%)
= o?(1+67)(1 + 67).

(1) = Cov(wy, wy—1) = (=01 + O1(—6,01))
— —0,0%(1 + 6y).

7(2) =7(3) = ... =~(10) = 0.
v(11) = 0%6,0,.
7(12) = =020, (1 + 63).
7(13) = 06,0,

v(j) =0, j>13.

En general, considere el modelo no estacional identificado tentativamente,
usando los comportamientos no estacionales de la FAM y FAMP, y considere
también el modelo estacional identificado en forma tentativa, usando también
su FAM y FAMP. Si ambos modelos son modelos de promedio mévil o bien,
si son autorregresivos, al combinarlos debemos utilizar términos multiplicati-
vos formados al combinar términos no estacionales con términos estacionales

como se muestra en él. De otra forma no se incluye la combinacion.

2.9.3. Criterios para una identificacién tentativa

= Se utiliza el comportamiento del FAM y FAPM de los valores X,
Xii1,-,X¢1n en el nivel no estacional para determinar cuél de los ope-

radores no estacionales se debe utilizar.

= Utilizando los comportamientos del FAM y FAPM de los valores X,
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Xii1,--,X¢1n en el nivel estacional para determinar si se debe utilizar

algin operador estacional.

= Combinar los modelos obtenidos en los anteriores pasos para llegar a

un modelo global identificado tentativamente.

= Comprobar el modelo propuesto como se realiza en el nivel no estacio-
nal, tomando en cuenta que al calcular la estadistica Ljung-Box (Ver en
Apéndice , se determina n' mediante la formula n' = n — (d + LD).
En éste caso, d es el grado de diferenciacion no estacional y D es el
grado de diferenciaciéon estacional para obtener valores estacionarios de

la serie temporal. Por lo tanto, d y D casi siempre seran 0 o 1.

2.9.4. Estimaciéon de paridmetros

Una vez que se identifica el modelo tentativo, el siguiente paso es estimar
los parametros en el modelo. En ésta secciéon se presentan tres métodos para
su estimacion: Método de momentos, estimacion de maxima verosimilitud y

por minimos cuadrados ordinarios, los dos altimos son los méas usuales.

2.9.5. Método de Maxima Verosimilitud

El método de méaxima verosimilitud es uno de los métodos mas usado

para la estimacion, a continuaciéon se abordan diferentes alternativas.
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Estimacion de Maxima Verosimilitud Condicional

Considere un modelo ARMA (p,q)
Xe=U01Xea+ .+ 0, Xe p+ 2, — 024y — ... — 0,7, (2.9.21)

donde Z; es independiente e idénticamente distribuida N(0,0%) (ruido blan-
co), la densidad conjunta de probabilidad de Z = (Z,, Zs, ..., Z,) ésta dada

por
n

L 1
PZ1,0,0) = (2703) " exp(—5 > ZD)

o
Z =1

Se puede escribir (2.9.21]) como
Xt = 612{/,1 + + qutfq + Zt - let,l T e T prt,p, (2922)

a continuacién se tiene la funcion de verosimilitud en funcion de los parame-
tros 1,0, 0%.

La funcion de verosimilitud de los parametros (1,6, 0%).

Dado X = (X1,Xs,..,X,) y asumiendo la condicién inicial de que,
X, = (X1, X 1,X0) vy Z. = (Z1_y, -, Zy) son conocidos. La funcion

log de verosimilitud condicional es

S. (1,0
InL,(¢,0,0%) = —— In 2102 — @2—) (2.9.23)
- 2 207,
donde
S.(1,0) = Zi(0,0| X, Z., X) (2.9.24)
t=1

es la suma condicional de la funcion de cuadrados. Las cantidades de ¢ y 6,
en la funciéon log de verosimilitud condicional (2.9.23) maximizada, son las

estimaciones de maxima verosimilitud y éstas tratadas como v.a.’s son los
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estimadores de méxima verosimilitud de los pardmetros correspondientes.
Notar que involucra a los datos a través de (2.9.24)), ademas de que
es el mismo que el estimador de minimos cuadrados condicionales.

Una de las alternativas para especificar la condicion inicial de X, y Z, se
basa en el supuesto de que X; es estacionaria y Z; es una serie de variables
aleatorias i.i.d N(0,0%) , asi se puede reemplazar a X; desconocido por la
media muestral X y a Z; por el valor esperado igual a 0.

Es asi como para el modelo , se puede asumir que Z, = Z, | = ... =
Zypi1-q = 0y calcular Z, para t > (p+ 1) usando (2.9.22). Por lo tanto la
funcion de la suma de minimos cuadrados condicional

S.(1,0) = > Z(,01X). (2.9.25)

t=p+1

Después de obtener los parametros estimados 1, 0, el estimador 0% de 0% es

calculado como

=)

-5 S*(@a

2 _
UZ_—7

o~

donde el nimero de grados de libertad g.l. es igual al nimero de términos

usados en la suma de S.(, 1, §) menos el nimero de pardmetros estimados.

Si (2.9.25) es usada para calcular (2.9.24), g.l. = (n —p) —(p+q+ 1) =

n — (2p + q + 1). Para otro modelo, los g.l. deberan ser ajustados.

2.9.6. Estimacion de Maxima Verosimilitud Incondicio-

nal

. . /
Como se ha mencionado se necesitan de los valores X, = (X;_,, ..., X_1, Xo)

Y Zy = (Z1_q, ...y Z,) para el célculo de la suma de cuadrados y asi obtener
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la funcion de verosimilitud. Lo que lleva hacer un pronostico del pasado.
La forma siguiente del modelo ARMA permite una representacién para éste

posible pronéstico

1l-yB—..—¢,B") Xy =1-6,B—..—-6,BY)Z, (2.9.26)
o la forma para el pronostico de valores pasados,

(1= F— . =Y, )Xy = (1 =6 F — ... — 0,F)ey (2.9.27)

donde F]Xt = Xt+j-

Debido a la estacionariedad, (2.9.26) y (2.9.27) deberia tener la misma es-

tructura de autocovarianza al igual que e; es una serie de ruidos blanco con
media cero y varianza o2. La forma en la que se realiza el prondstico de los
valores futuros Z,; para j > 0 basado en los valores (X, Xs,...,X,,), con
(2.9.27) es la misma en la que se hace pronostico para los valores pasados
Zy+j para j < 0 basado en los valores (X,,, X,,_1, ..., X1).

La funcién de verosimilitud logaritmica incondicional es,

S, i, 0
InL(y, p,0,0%) = —g In 2707, — % (2.9.28)
Z

donde S(%, 1, 0) es la suma incondicional de la funcion de cuadrados dada

por

S(W,1,0) = Y ElZiv, 1,0, X]? (2.9.29)

t=—00

Y E(Zi|¢, 1,8, X) es la esperanza condicional de Z;, dado ¢, u, 8 y X. Algu-

nos de estos términos tienen que ser calculados usando pronostico del pasado.

Los valores @, ny @ de la funcion (2.9.28) maximizada son llamados los es-

timadores de méaxima verosimilitud incondicional. Como el In L(¢), i, 6, 0%)
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involucra a los datos a través de S(v, u,0), éste estimador de méixima ve-
rosimilitud incondicional es equivalente a obtener el estimador de minimos
cuadrados incondicional minimizando S(v, i1,6). En la practica (2.9.29) es

aproximada por
n

S, p,0) = > E[Zi|v, 1, 0, X]? (2.9.30)

t=—M

donde M es un entero suficientemente grande tal que
|E(Xt|%nan7X) - E(Xt—1|%7M7Q7X)| <é€

donde ¢ es menor que cualquier valor arbitrario pequeno para t < —(M +1).
Ademas esto lleva a que E (X[, u,0, X) =~ p; y por lo tanto es despreciable
parat < —(M +1).

Después de obtener los parametros @,//Z y E, el estimador de 7% se puede
calcular como

., S@,7,0)

O-Z:

Cabe senalar que la importancia de los parametros estimados a través de
pronostico del pasado es importante para los modelos estacionales, para los

que estan cerca de ser estacionales y para series que son relativamente cortas.

2.9.7. Funcién exacta de Verosimilitud

Las funciones de verosimilitud condicional e incondicional son aproxima-
ciones. Para ilustrar la derivacion exacta de la funcion de verosimilitud para

un modelo de serie de tiempo, considere el proceso AR(1)

(1 - wB)Xt - Zt
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X =9 X+ 27,

donde || < 1y Z; es ii.d, N(0,0%). Escribiendo el proceso en términos de

medias moviles, se tiene

Xo=> iZ;.
=0

Claramente X; estara distribuido en forma N(0,0%/(1 — ¢?)). La X, sin
embargo, esta altamente correlacionada. Para derivar la funcién de densidad
de probabilidad conjunta P(X;, Xs, ..., X,,) de (X3, Xo, ..., X;,) y por lo tanto

la funcion de verosimilitud de los parametros, se considera

€1 = Z%‘thj =X
=0

Zy =Xy — Xy

(2.9.31)
Z3 = XS - sz

Zn - Xn - ¢Xn—1'

Notar que e; sigue una distribucion normal N (0, 0% /(1 — ¢?)), Z;, para 2 <
t < n, sigue una distribucion N(0,0%), y todos son independientes uno de

otro. Por lo tanto la densidad de probabilidad conjunta de (e, Zs, ..., Z,,) es

1— wQ —62 1 — wQ 1 .
Pr(ey, Zy, ..., Zy) :((2—2))1/2 exp( i 5 >)( —) (D72,
oy 207 2roy,
n (2.9.32)
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Ahora se aplica la siguiente transformacion:

Xi=e
Xo=9X| +e
X3 = ¢X2 + e3 (2933)

Xn = an,1 + €n.
El jacobiano de la transformacion, de (2.9.31)) es

1 o . .. . .0
—p 1 0 .. . . 0

J=10 — 1 . . . . 0f=1 (2.9.34)
o . . ..0 -1

entonces

PT(X17X2, ,Xn) =

1 —p? —X2(1 — 2
:<(2 5 ))I/ZGXP( lé - ))
ToYy, oy
(L)(nfl)ﬂ exp(_i 3 (X, — Q/Jthl)?)_
2mo? 20%
t=2

Por lo tanto, para una serie (X, X, ..., X,,) se tiene la siguiente funcion de

verosimilitud exacta:

S, 1)

2 )
207,

|
In L(X1, Xo, ..., Xo|th, p1, 02) = —gln27r + 5 (1 - ?) - glna% -

donde

n

S, p) = (X1 = )’ (1= 0% + ) [(Xi — p) = (Xoq — p)P?

t=2

es la suma de los términos cuadrados que so6lo esta en funcion de ¥ y pu.
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2.9.8. Estimacion por minimos cuadrados ordinarios (MCO)

El analisis de regresion es probablemente el método estadistico mas comin
en el analisis de datos. Por lo que, la estimaciéon por minimos cuadrados en
éste tema es quiza el mas frecuente, sin embargo, se puede usar este método
para obtener estimadores para los parametros de un modelo de series de

tiempo. Considere el modelo lineal de regresion
Zt = ¢Xt + €¢, t = 1, .
Bajo la siguientes supuestos sobre el término de error e;:

1. Media cero: E(e;) = 0.

2

2. Varianza constante: F(e?) = o2.

3. No existe autocorrelacion: E(eex) = 0 para t # k.
4. Sin correlacion con variable explicativa X;: E(X;e;) = 0.

Bajo éstas condiciones se tiene el estimador de MCO 1),

_ E?:l X2y
Do Xi

éste estimador lineal resulta ser insesgado y consistente. Es decir, cumplen

(0

las mejores condiciones que estadisticamente se puede pedir a un estimador.
Pero en series de tiempo, el supuesto 4 no se cumple. Sin embargo, dicho
método puede ser aplicado en series de tiempo, en cuyo caso, las variables
explicativas usualmente son variables aleatorias.

Ahora considérese el siguiente modelo de serie de tiempo:

Xt = th + €, t = 1, o, n.
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El estimador por MCO de 1, basado sobre los datos disponibles es

Z?:Q X Xy
Z?:z Xt2—1

Con esto todavia queda por saber si el estimador 1) atin es insesgado y consis-

b =

tente cuando la variable explicativa es una variable dependiente con k lapsos.
La naturaleza estocastica del término de error e; es quien lo determina, es

decir ¥ se pude escribir como

12 _ 2?:2 Xi1Xy _ 2?22 thl(th71 + et)
Doime Xy D oia XP (2.0.35)
— i+ Yoo X1 e
Z?:2 th—l

y se consideran los siguientes dos casos.

Caso 1 ¢; = z, e; es una serie de ruido blanco con media cero y de varianzas
) , -~ . <

constantes 0. El parametro ¢ es equivalente a la correlacion muestral

con un lapso v para la serie X;. Si || < 1y por lo tanto X, se convierte

en un proceso AR(1), donde p; es un estimador consistente de p; y que

es igual a 1. Ademas 1 es insesgado asintéticamente y un estimador

consistente de .

Caso 2 ¢; = (1—-0B)Z;, donde Z; es un ruido blanco con media cero de una
varianza constante 0%, por lo tanto e; es un proceso MA(1). Bajo ésta

condicion, la serie X; se transforma en un proceso ARMA(1,1)

Xe=vXo1+ 2, — 074,

E(Xi16;) = E[X; 1(Z; — 0Z,1)] = —007.
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Este resultado muestra que la autocorrelacion del término de error vio-
la el supuesto 3 y 4 cuando la variable explicativa contiene una variable
dependiente con lapso, X;_;. En éste caso, 12 no es mas que un estima-
dor consistente de 1) porque 77//}\ ~ p1 es un estimador consistente para

p1 y para un proceso ARMA(1,1),

(v —0)(A —¢0)

1+ 62— 2y0 7Y

P1 =

En conclusion el estimador MCO de los parametros de una variable explica-
tiva en un modelo de regresion seréd inconsistente a menos de que el término
de error no esté correlacionado con la variable explicativa. Para un mode-
lo ARMA(p,q), ésta condicion usualmente no se mantiene, excepto cuando

q=0.

2.9.9. Método de momentos

El método de momentos para estimar los coeficientes del modelo de series
de tiempo propuesto consiste en sustituir los momentos muestrales como
la media muestral X, la varianza muestral 7 y la FAC muestral 3 por los
momentos poblacionales y resolviendo la ecuacion resultante, se obtienen los
estimadores de los parametros desconocidos.

Por ejemplo, en el proceso AR(p) Xy = 1 Xe1 + 10 Xs o+ ...+, X4+ Z4
con media p = E[X,] es estimada por X. Para estimar 1;, se usa p, =

V1pk—1 + Y2pr—2 + ... + Yppr—p para k > 1 obteniéndose el siguiente sistema
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de ecuaciones:

p1 =1+ Yapr + P3p2 + o + Upppa
p2 = Y1p1 + Yo +P3p1 + o+ Yppp_2
(2.9.36)

Pp = %Ulpp—l + @/)zpp—Q + ?/)3Pp—3 + ...+ @bp.

Entonces, remplazando py por pg, los estimadores de momentos 1, ¢, ..., ¢,

son la solucion al sistema (2.9.36)). Esto es,

- - —1 F -

@Z)l 1 //0\1 ﬁ? b\p—2 ﬁp—l b\l
1#2 . ﬁl 1 ﬁl ﬁpf?) ﬁpr ﬁ?
_@ij_ _ﬁp—l b\p—Q fb\p—?’ b\p 1 ] _ﬁp_

Se ha obtenido @1, zZQ,...,QZp, al usar el resultado,

Y = E(Xi X)) = E[Xy (01 X1 + 0 Xy o + .o + 0, X + Z3)]
(2.9.37)

=1y, + P2y, + o + Uy, + 07

2

el estimador de momentos para ¢° se obtiene como

0% =y (1 = apr — V2 — . = Uy0)-
Ahora para un modelo AR(1)
(Xo —p) =0 (Xey —p) + 2

el estimador de v es
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El estimador de momentos de i y o esta dado por

=X

32 = '7()(1 - ¢1ﬁl>’

respectivamente, donde 7, es la varianza muestral de la serie X;. Por altimo

se considera a un modelo MA(1)
Xe =2y — 61 Z,

de nuevo p es estimado por X, se usa que

—0,

"SR

y resolviendo la ecuacion cuadrética de arriba para 6, después remplazando

p1 por p1. El resultado es

—14/1-47°
2p1 '

1

Una vez obteniendo 6, se calcula el estimador de momentos para ¢ como
5 _ o3
1463

En la Figura [2.11] se presenta de manera sintetizada la metodologia de Box-

Jenkins (BJ). Tomando en principio una transformacion a los datos llamada
prediferenciacion, esto ayuda a mantener la varianza constante de la serie
de tiempo, cabe senalar que dentro de éstas transformaciones, la aplicacion
de raices cuadradas, cuartas y el In resultan ser las mas adecuadas para
el tratamiento, una vez esto se procede a analizar la media de la serie de

tiempo es decir que con esto se verifica la estacionariedad de la serie de
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tiempo, en caso de no ser constante se debe aplicar una transformacion a
través del método de diferencias, una vez esto se analiza si la serie presenta
estacionalidad, esto puede ser observado en la FAM y FAMP ademaés de los
diagramas de cajas, por ultimo se identifica el tipo de modelo de acuerdo al

comportamiento de la FAM y FAMP.

Realizar una pre- ;Los datos
diferenciacion para tienen
reducir la varian- varianza

za no constante constante?

Realizar alguna

;Los datos
transformacion

son estacio-
para convertir a los

narios?
datos estacionarios

si

Realizar alguna

;Los datos
transformacion

son estacio-
para eliminar la

nales?
estacionalidad

Encontrar el modelo AR-
MA, ARIMA o SARIMA
por medio del comporta-

miento de la FAM y FAMP.

Figura 2.11: Resumen de la metodologia Box-Jenkins [10].
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2.9.10. Diagnostico del modelo seleccionado

Una vez siguiendo la metodologia de Box-Jenkins, el paso final para com-
probar la eficiencia del modelo identificado, es a través del anéalisis de resi-
duales, mediante sus correlogramas obtenidos en la estimacion, deberan ser
ruido blanco. Si esto no es asi, habré que realizar una nueva estimacién in-
corporando la estructura méas parecida al modelo teérico que podamos intuir
con la comparacion de estos modelos.

Para saber cuando estamos ante un ruido blanco, se pueden hacer las si-

guientes observaciones:
= Media cero y varianza constante
= No existe autocorrelacion

= Se puede identificar mediante la distribucién Normal, debido a que es

un ruido blanco.
Esto se puede identificar mediante:

= Las graficas de autocorrelacion muestral de los residuos y comprobar

que ninguno de ellos supera el valor de las bandas de significancia.

= Mediante el grafico de residuos la media debe ser nula, lo que significa
que el error se mueve en torno al valor cero, ademés de analizar la

constancia de la varianza del error.

= Se analiza el histograma de los residuales, el cual debe observarse una

media nula, es decir que los valores se concentran en el valor cero,
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ademas de una varianza constante la cual debe ser reflejada en el his-
tograma, teniendo un peso uniforme en las colas. Lo que nos llevaria a

tener un histograma muy parecido al de la distribucion Normal.

= Una prueba grafica de normalidad para los residuales y ver que tanto
difiere de ésta, esto se realiza mediante la grifica QQ, explicada maés

adelante.

2.9.11. Ejemplo

En esta parte se aplica la metodologia de Box-Jenkins en el analisis de

los datos de una serie de tiempo dados en la Tabla
Tabla 2.4: Serie de tiempo.

1 2 3 4 5 6 7 8

-0.2117595 | -1.2872040 | -0.6051824 | -0.3808966 | -1.1419170 | -0.7139077 | -1.0220797 | -1.9131391

-3.4824338 | -1.1167311 | -1.7267992 | -2.4410273 | -1.6709173 | -2.9489364 | -1.7727930 | -3.5363936

-3.5159628 | -4.7769152 | -4.6972270 | -3.9145513 | -5.9049751 -5.5343875 | -5.0604850 | -7.2313678

-6.9617000 | -7.7976601 | -9.8730673 | -10.2548105 | -9.5927315 | -9.8676503 | -9.1295074 | -10.0154529

-8.6810578 | -9.2451805 | -9.5083060 | -9.1254718 | -10.5450750 | -9.3237443 | -9.3181794 | -9.8490958

-10.7601857 | -10.9922325 | -10.7900159 | -11.2861510 | -14.3881050 | -14.7145006 | -14.2765313 | -12.5130119

-14.8717868 | -13.3636597 | -12.9348536 | -12.5986409 | -13.7331584 | -12.5612337 | -11.6687234 | -11.8230166

-11.3733634 | -12.8654104 | -13.9263613 | -13.7341780 | -14.0717130 | -15.8282935 | -14.8122714 | -14.7528161

-13.5039946 | -13.4379666 | -14.3385791 | -14.0798658 | -13.0736400 | -13.9937194 | -11.2708599 | -13.6356295

-11.6031886 | -13.9712072 | -11.3577342 | -11.8981195 | -12.0049295 | -12.1403674 | -12.1343564 | -10.7394032

-11.4673767 | -11.2750550 | -11.9186081 | -11.9086247 | -14.7176951 | -12.0764121 | -13.4468704 | -12.7512851

-15.8460639 | -16.0007837 | -15.6180650 | -16.0200496 | -14.9761486 | -15.8763364 | -15.3131619 | -15.0216184

-15.7284282 | -14.4996634 | -17.3073665 | -18.0142405 | -17.3338627 | -17.0905901 | -16.6217711 | -17.7455453

-18.4205675 | -18.5490863 | -18.2081016 | -16.5923872 | -16.1005775 | -16.3902724 | -14.7127847 | -14.6858540

-14.3787705 | -12.1860231 | -11.2729120 | -9.7556355 | -9.4632109 | -8.4715660 | -7.6110527 | -6.7035854

La grafica de los datos de la serie de tiempo dada en la Tabla se

observa en la Figura [2.12]
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O 20 40 60 80 100 120

Figura 2.12: Serie de tiempo

Como se aprecia claramente, la serie no tiene una media y varianza cons-
tantes lo cual se puede comprobar mediante la prueba Dickey-Fuller, la cual

es util para contrastar el siguiente juego de hipotesis:
Hj: La serie es no estacionaria vs H;p: La serie es estacionaria

con el estadistico 7 y la region de rechazo es R.C={1y : 7y < 74}, los
resultados de la prueba se muestran en la Tabla donde no se rechaza la
hipotesis nula que dice que la serie es no estacionaria, por lo tanto la serie no
es estacionaria y de acuerdo a la metodologia de Box-Jenkins se transforma
a la serie para asi volverla estacionaria, aplicando una diferencia en el nivel

no estacional.

Tabla 2.5: Prueba Dickey-Fuller.

Para o = .01, 7, = —2.60

Prueba de hipotesis

TH -1.7266
R.C. T < —2.60
p-valor .6901

Conclusion No se rechaza H
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Asi, al aplicar la transformacién de una diferencia en la serie se obtiene la

serie transformada cuya representacion grafica se encuentra en la Figura[2.13]

— -

T

P

T T T T T
2 4 6 8 10

Figura 2.13: Serie de tiempo con una diferencia

Ahora la serie con una diferencia parece tener una media y varianza cons-
tante, para comprobarlo se aplica nuevamente el test de Dickey-Fuller, el
resultado se muestra en la Tabla 2.6l Obteniéndose como resultado el re-
chazo de la hipotesis nula, lo cual indica que la serie transformada puede

considerarse como estacionaria.

Tabla 2.6: Prueba Dickey-Fuller.

Para a = .01, 7, = —2.60

Prueba de hipotesis

TH -4.0787

R.C. T < —2.60
p-valor 0.01
Conclusiéon Se rechaza H,

Ademas se analiza el comportamiento de su autocorrelograma y autoco-

rrelograma parcial, en la Figura [2.14] se muestran las respectivas graficas.
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Figura 2.14: FACP de la serie con una diferencia.

Como se puede notar, el autocorrelograma pareciera tener un comportamien-
to de una modelo MA(2) sin embargo sobresalen pequenas espigas en diferen-
tes lapsos como en lapso 24 aproximadamente. El autocorrelograma parcial
tiene una espiga sobresaliente en el primer lapso, por lo que podria correspon-
der a la FACP de un modelo AR(1) pero después aparecen espigas pequenas
en diferentes lapsos como en el 20. Se elige un modelo ARIM A por tener
una diferencia y se podria pensar en un modelo combinado entre AR y MA.
A continuacion se prueban diferentes modelos para la serie, eligiendo al mejor
modelo mediante el Criterio de Akaike, el cual senala que el mejor modelo

es aquel con el estadistico de menor tamano, en la Tabla se muestra el
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coeficiente para los diferentes modelos. Se observa que el mejor modelo es
ARIMA(2,1,1), seguido de un ARIMA(1,1,0).
Tabla 2.7: CTA para diferentes modelos.

Modelo AIC

ARIMA(2,1,1) 372.13
ARIMA(1,1,0) 373.31
ARIMA(2,1,2) 373.66
ARIMA(1,1,1) 373.96
ARIMA(2,1,2) 374.01
ARIMA(0,1,2) 374.29
ARIMA(1,1,2) 375.78
ARIMA(0,1,1) 377.31

Enseguida se procede a la estimacion de los parametros del modelo que
es considerado como el mejor, en éste caso el modelo ARITMA(2,1,1), las
estimaciones obtenidas mediante el Software para series de tiempo en el sis-
tema R se presentan en la Tabla

Por lo tanto el modelo ARIM A(2,1,1) queda determinado de la siguiente

Tabla 2.8: Estimacién de parametros.

Parametro Valor Error Estandar
AR1 0.4805 0.1415
AR2 0.3992 0.0861
MA1 0.8108 0.1314
forma

Xe =01 Xig + Xy o+ 2,4+ 02,4
(2.9.38)
= 0.4805X;_1 + 0.3992X,_5 + Z;, + 0.8108Z7,;_;.
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Por ultimo se verifica que el modelo propuesto sea adecuado, por lo que se
procede a analizar el comportamiento de los residuales, el cual determina si
los residuales son aleatorios. Para hacer la verificacién se utiliza la prueba

Ljung-Box, la cual contrasta el siguiente juego de hipotesis,
Hy: El modelo es apropiado vs Hy: El modelo es inapropiado

usando el estadistico Q*, de esta forma la region de rechazo es R.C' = {Q* :
QF > X[Qa}(K —n.)}, siendo K las primeras autocorrelaciones muestrales de
los residuos y n. el nimero de parametros estimados, en éste caso K =24 y

n. = 3, los resultados de la prueba se muestra en la Tabla
Tabla 2.9: Prueba Ljung-Box.

Para a = .05, x{, (K — n.) = 32.67 ‘

o]

Prueba de hipoétesis

Q* 20.997

R.C. Q" < 32.67
p-valor 0.4591
Conclusion No se rechaza H,

Por lo tanto no se rechaza la hip6tesis nula es decir se acepta la suficiencia

del modelo, en la Figura [2.15] se muestra el histograma de los residuales.

10 20

Frecuencia

—4—|—|_

-3 -2 -1 O 1 2

0

Residuales

Figura 2.15: Histograma de los residuales
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Luego podemos observar la FAC y FACP para los residuales en la Figura
y [2.17] los cuales muestran la suficiencia del modelo.

1.0

-0.2 04

Lapso (meses)

(a) FAC
Figura 2.16: FAC y FACP de los residuales

0.0

Lapso (meses)

(a) FACP
Figura 2.17: FAC y FACP de los residuales

Una vez que se ha comprobado la suficiencia se realiza el prondstico para
el siguiente ano es decir se pronostican 12 valores.
En la Figura[2.18|se muestra graficamente el pronostico, ademas del intervalo

de confianza senalado con color verde.



Figura 2.18: Pronéstico

Tiempo

77

La Tabla indica el periodo e intervalo de confianza en el que se

encuentra cada punto pronosticado.

Tabla 2.10: Estimacion de pardmetros

‘ Periodo ‘ Intervalo inferior | Pronoéstico Intervalo superior
121 -4.6208715 -5.826314 -8.245573
122 -3.7598048 -5.334107 -8.122225
123 -2.8618064 -4.989673 -8.331355
124 -2.0559488 -4.627669 -8.413204
125 -1.2800733 -4.316221 -8.566183
126 -0.5453721 -4.022049 -8.712540
127 0.1577081 -3.756362 -8.884247
128 0.8301509 -3.511259 -9.066483
129 1.4749215 -3.287418 -9.263573
130 2.0938050 -3.082012 -9.471644
131 2.6885943 -2.893952 -9.690313
132 3.2608263 -2.721586 -9.917814
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Es asi como se tiene al mejor modelo para pronosticar a los datos futuros,
cabe senalar que efectivamente los datos fueron obtenidos de una simulacién
del modelo ARIM A(2,1, 1), comprobandose, al usar la metodologia de Box-
Jenkins, que efectivamente, se obtiene como mejor modelo aquel de donde se

obtuvieron los datos por simulacién.



Capitulo 3

Caso de estudio

El INEGI tiene como principal objetivo informar a la sociedad y dar a
conocer mediante indicadores el estado y evolucion de la actividad econémica
del pais. Como un indicador de corto plazo tiene al IGAE.

El IGAE mide la evoluciéon de las empresas productoras de bienes y servicios,
asi como el grupo de las que también se dedican a su comercializacion, en el
corto plazo de forma mensual, mismo que sigue el célculo trimestral del PIB
y mensual del indicador de la actividad industrial; asi como la clasificacion
por actividades econémicas y las fuentes de informacion que cuentan con una
gran oportunidad mensual. De esta manera existe la compatibilidad entre los
productos de corto plazo [15].

La cifras mensuales del IGAE se encuentran en la pagina del INEGI, en el
apartado del banco de informacién econémica (BIE), la serie de datos con
la que se trabaja es la original total, la cual toma al 2008 como ano base,
teniéndose informacion desde el mes de enero de 1993, y ésta se expresa en

indices de volumen fisico, donde se considera a un ano base como referencia

79
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para comparar los siguientes anos, actualmente se tiene como ano base al
2008 con un indice de volumen fisico de 100 y a partir de éste valor se tiene
un aumento del IGAE o lo contrario, con indices mensuales, acumulados y
sus respectivas variaciones anuales.

A partir del 2008 el calculo del IGAE utiliza el esquema conceptual y metodo-
logico de las cuentas de bienes y servicios del Sistema de Cuentas Nacionales
de México (SCNM), donde el indice de volumen fisico de las actividades eco-
noémicas, primarias, secundarias y terciarias, contienen un volumen fisico para
las clases méas representativas y con informacion oportuna de las actividades

economicas.

Estados Unidos de América

Actividades econdmicas dominantes a rivel nacional

Sectores econémicos dominantes
ol @B venocwe
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Figura 3.1: Actividades econémicas dominantes en México

El analisis se hace para la Republica Mexicana, tomando en cuenta las
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actividades primarias, secundarias y terciarias. La forman las actividades
econémicas con mayor peso y con informacion. La clasificacion de las activi-
dades econdémicas son muy diversas y son clasificadas de acuerdo al INEGI
[10]. En la Figura se clasifican las actividades dominantes en México de
acuerdo al INEGI.

Para la elaboracion de éste indicador se dispone de datos estadisticos prove-
nientes de las actividades primarias, secundarias y terciarias, en la Tabla

se presenta la clasificacion de las actividades que incorporan al IGAE.

Tabla 3.1: Clasificacion de las actividades econdémicas.

Actividades | Agricultura, Ganaderia, Explotacion forestal, Pesca.

Primarias

Actividades | Mineria, manufacturas, electricidad, construccion, agua, suministro de gas por

Secundarias | ducto al consumidor final.

Comercio, transporte, correo y almacenamiento, servicio financieros y de segu-
Actividades | ros, servicios de alojamiento temporal y de preparacion de alimentos y bebidas,

Terciarias | actividades gubernamentales, informacion en medios masivos, servicios inmo-
biliarios y de alquiler de bienes muebles e intangibles, servicios profesionales,
cientificos y técnicos, servicio de apoyo al negocio, servicio educativo, servicio
de salud, servicio de esparcimiento, deportivo y otros servicios recreativos y

servicio de intermediacion financiera medido indirectamente.

Algunas de las fuentes para obtener los datos de las actividades econ6mi-
cas se muestran en la Tabla 3.2l
Es importante destacar que la informacion basica que incorpora el IGAE
contiene datos muy preliminares y esta sujeta a revision por parte de las

empresas y organismos publicos y privados; adicionalmente, no incluye la to-
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talidad de las actividades como lo hace el PIB. Sin embargo el IGAE tiene

la ventaja de ser un indicador a corto plazo que muestra la direccion que va

tomando la economia del pais.
Tabla 3.2: Fuentes de consulta [14].

Actividades primarias

Actividades secundarias

Actividades Terciarias

Secretaria de Agricultura,
Ganaderia, Desarrollo Ru-
ral, Pesca y Alimentacion

(SAGARPA)

Estadistica Mensual de la
Industria Minerometalirgi-

ca

Encuesta Mensual de Servi-

cios

Encuesta Nacional de Em-

presas Constructoras

Sistema de Transporte Co-

lectivo (METRO)

Encuesta Mensual de la In-

dustria Manufacturera

Instituto de Seguridad y
de
Estado

Sociales los

del

Servicios
Trabajadores

(ISSSTE)

Caminos y Puentes Federa-

les (CAPUFE)

Instituto Mexicano del Se-

guro Social (IMSS)

Comisién Federal de Elec-

tricidad (CFE)

Banco de México (BANXI-
CO)

Petroleos Mexicanos (PE-

MEX)

Servicio postal Mexicano

(SEPOMEX)

Secretaria de Comunicacio-

nes y Transportes (SCT)

Secretaria de Hacienda y

Crédito Publico (SHCP)

Secretaria de Salud (SS)

Secretaria de  Turismo

(SECTUR)

A continuacion se describe la metodologia que se emplea actualmente pa-
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ra su calculo [11].

Se obtienen indices mensuales por clase de actividad econémica. Asi se ex-
trapolan los respectivos valores agregados brutos registrados en el ano 2008.
La produccion tipica se sustenta en un amplio y homogéneo detalle de los
productos que elaboran las empresas.

Para lograr resultados regulares y consistentes se emplea un método esta-
distico donde las cantidades se cuentan en precios constantes. Se utiliza la
formula de Laspeyres (ver [10], pagina 171), de agregacion ponderada, con
base en los precios del ano 2008. De esta forma se suma para cada periodo,
el valor de la produccion de cada clase en términos reales de 2008, y dispone
de un indice de volumen fisico directo y ponderado para cada clase.

La medicion mensual real de cada clase utiliza la formula de Laspeyres para
cada producto o clasificacion de productos, lo que permite obtener cada pe-
riodo de forma agregada en términos reales del 2008, ademas de contar con
el volumen fisico para cada clase de las actividades econ6micas.

Cabe mencionar que los resultados del IGAE siguen los mismos indices y

métodos empleados para los calculos trimestrales del producto interno bruto

(PIB).
3.1. Analisis de los datos con el modelo

SARIMA

Los datos analizados se toman mensualmente, tal como, los proporciona
el INEGI, a partir de Abril de 1994 hasta Noviembre del 2015, el IGAE es
publicado con 2 meses de retardo es por eso que en este trabajo se tienen

datos hasta esa fecha, por lo tanto se tiene la informacion correspondiente a
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248 meses, contando asi casi 22 anos. En forma grafica los datos del IGAE

se representan en la Figura 3.2

Indice
65 85 110

1995 2000 2005 2010 2015

Tiempo

Figura 3.2: Serie de tiempo IGAE

De acuerdo a la Figura [3.2] es claro que la serie no tiene una media y
varianza constantes por lo tanto se tiene que realizar una transformacioén para
convertirla estacionaria. Se puede observar que la serie tiene una evidente
caida en el 2009, es por eso que se consideran los modelos de intervencion
dentro de los modelos ARIM A o SARIM A. Se realiza primero un anéalisis de
la serie sin tomar en cuenta los modelos de intervencion y después haciéndolo,

para asi contrastar su eficacia y determinar al mejor modelo.

3.2. Analisis del modelo sin intervencion

Debido a que la serie de tiempo no es estacionaria respecto a su varianza,
se realiza una pre-diferenciacion con el objeto de estabilizar dicha varianza,
a continuacion se presentan en la Figura tres tipos de pre-diferenciacion
y se concluye que la mejor es aquella que utiliza raices cuartas del IGAE,

ya que ésta genera serie con variacion estacional constante. Aqui, los datos
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originales del IGAE se representan por X;, los datos transformados por la

pre-diferenciacién "raiz cuarta" por X;.
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Figura 3.3: Representacion de las series generadas al transformar la serie

original usando las pre-diferencias raiz cuadrada, raiz cuarta y logaritmica

de la serie de datos del IGAE.

Sin embargo la serie de tiempo sigue siendo no estacionaria ya que no tiene

una media constante, asi se aplica una diferencia a la serie X}, obteniéndose

una nueva, cuyos valores se representaran por Y; y cuya gréfica, ademés de
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su FAM y su FAMP se presentan en la Figura donde en la FAM hay

evidencia de estacionalidad con un periodo de s = 12.
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Figura 3.4: Diferenciacion de la serie Y; con su FAM y FAMP.

La existencia de estacionalidad también se comprueba mediante el ana-
lisis de diagramas de cajas y bigotes, los cuales, resumen la informacion de
medidas estadisticas: el valor minimo, el primer cuartil, la mediana, el ter-
cer cuartil y el valor maximo. Consisten en un rectdngulo, donde los lados

més largos muestran el recorrido intercuartilico, dividida por un segmento
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horizontal que indica la posicién de la mediana. Esta caja se ubica a escala
sobre un segmento que tiene como extremos los valores minimo y méaximo
de la variable. Las lineas que sobresalen de la caja se llaman bigotes. Estos
bigotes tienen tienen un limite de prolongacion, de modo que cualquier dato
0 caso que no se encuentre dentro de este rango es marcado e identificado
individualmente. Dicho diagrama se encuentran en la Figura donde los
valores tienen un leve incremento en los tltimos meses, sin embargo no hay

una notable estacionalidad con s=12.

Indice
65 85 110

Ene Mar Jun Ag Oct Dic

Mes
Figura 3.5: Diagramas de cajas y bigotes

Posteriormente se realiza el diagnostico de estacionariedad en el nivel no
estacional, donde el comportamiento parece ser senoidal amortiguado, me-
diante la prueba de Dickey-Fuller se obtiene un p-valor=0.1; asi, la conclusion
es que la serie es estacionaria para cualquier nivel de significancia razonable
(o < 0.1). Luego se tiene que tomar medidas para eliminar la estacionalidad,
se observa que los valores se extinguen con lentitud extrema por lo tanto
se analizara la parte estacional ya que se pone en duda la estacionariedad

estacional.
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A continuacion se presenta la Tabla donde en el primer renglén se pre-
senta la serie X a nivel estacional con un periodo de 12 meses (s = 12), con
el objetivo de hacer el analisis a un nivel estacional s = 12, por otro lado,
se observa que su FAM se desvanece muy lentamente, indicando que la serie
no es estacionaria, y que su FAMP se desvanece rapidamente en su nivel no
estacional y estacional, se verifica la no estacionariedad con ayuda del test de
Dickey-Fuller, el cual arroja un p-valor de 0.03565; de forma que, si & = 0.01,
la conclusion es que la serie es no estacionaria.

En el segundo renglon se muestra la serie Y; a nivel estacional; en este caso
se nota que la FAM va disminuyendo, sin embargo lo hace lentamente, el
resultado de la prueba de Dickey-Fuller arroja un p-valor = 0.2458; asi, la
conclusion es que la serie es no estacionaria para cualquier nivel de signifi-
cancia razonable (a < 0.24).

En el tercer rengléon se toma en cuenta la serie Y; a nivel estacional, con
una diferencia en el nivel estacional, el modelo sigue poniendo en duda su
estacionariedad ya que su FAM decae muy lentamente, tanto en el nivel no
estacional como en el estacional, la prueba Dickey-Fuller arroja un p-valor
= 0.1493, por lo tanto se afirma que sigue siendo no estacionaria. Debido
a esto un modelo estacional con periodo de s = 12 no serda adecuado para

pronosticar los datos.



Tabla 3.3: Analisis de Y; a nivel estacional s = 12.
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Con ayuda del Software R, se comprueba que no existe un modelo ade-
cuado con estacionalidad de perfodo s = 12. Asi, se analizan los mejores
modelos de acuerdo al Criterio de Akaike, los resultados se encuentran en la
Tabla [3.4] observandose de acuerdo a la prueba de Ljung-Box, que los mode-
los no son adecuados, puesto que se rechaza tal hipotesis con cualquier nivel
de significancia razonable. Por lo que se concluye que a pesar de que estos
modelos son los mas aceptables con estacionalidad de periodo s = 12, no son

adecuados para predecir los datos del IGAE.

Tabla 3.4: Criterio de Akaike y Prueba Ljung-Box.

Modelo CIA Prueba de Ljung-Box

Estadistico | p-valor
SARIMA(2,1,0)(2,0,0)15 | -1456.6 122.69 1.95e-05
SARIMA(2,1,0)(2,1,0)12 | -1406.44 151.58 4.14e-09

Ahora, considerando los resultados obtenidos en el tercer renglén de la

Tabla [3.3], es decir los modelos con d = 1y D = 1, se aprecian espigas en
los periodos 2s y 4s con s = 12 tanto en la FAM, como en la FAMP por
lo tanto, se decide realizar un analisis considerando lapsos estacionales de
longitud s = 24.
En la Tabla se observa el comportamiento de las series X* a nivel es-
tacional con 24 meses, el de la serie Y; a nivel estacional, y finalmente Y,
con una diferencia estacional. Del analisis del comportamiento de las series
dado en la Tabla se consideran los modelos SARIMA(2,1,3) (2,1, 1),
SARIMA(2,1,2) (2,1,1)04, SARIMA(2,1,3) (2,1,2)04 y SARIMA(2,1,2)
(2,1,0)24.
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Con ayuda del Software R, de acuerdo al Criterio de Akaike se selecciono
al més adecuado, en la Tabla se muestran los resultados, donde el mejor
modelo esun SARIMA(2,1,3)(2, 1, 1)94 puesto que la estadistica del Criterio

de Akaike, toma para este modelo, el valor mas pequeno.

Tabla 3.6: Criterio de Akaike a nivel estacional s = 24.

Modelo Criterio de Akaike
SARIMA(2,1,3)(2,1,1)9 -1344.36
SARIMA(2,1,2)(2,1,1)9 -1322.69
SARIMA(2,1,3)(2,1,2)9 -1319.05
SARIMA(2,1,2)(2,1,0)24 -1316.58

Por lo tanto, el modelo propuesto

Uy (B* )y (B)V3, VX = 0,(B*")05(B) Z, (3.2.1)

donde V! = (1 — B)' y V1, = (1 — B*)!, ademés de que X; = X;"/* es una
observacion del IGAE en el tiempo t. Otra forma de presentar el modelo es

considerar que

Vi= X7 =X = X o+ X/ o5
luego en la parte no estacional se tiene el modelo
Yi=1Yia+ Yo+ Zi + 012 1+ 022 5+ 037, 3
y en la parte estacional se propone

Yi=UY, 1 +WY, 0+ 2, +0:7,,4
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de forma que, el modelo integrado propuesto es

Y=Y+ Y, o+ 2+ 0021+ 02,5+ 0375+ V1Y,
+ WY o+ 01721 + U1 U1 Yo + Y1 UaY, 3+ 1 (3.29)
U1 Y+ WY,y + 010,12 5 + 0:0,17;_3

+ 03@1Zt_4.

Con objeto de pronosticar seis meses al IGAE, se tiene que como Y; =
Xy — X7 — X[ g+ X[ o5 donde X} = Xt1/4, el modelo, finalmente, puede

expresarse como

X =X{ 1+ X — X[ 55+ (Xz;:l — Xi o= X5+ le%)
F (X — X g = X{ g6+ X{ 7)) + Ze + 01211 + 022,
+ 0325 + WXy — X[y — XJ o5 + X[ gg) + WX,
= Xi g = Xiog T XiLo7) + 121 + +1h1 Wi (X, (32.3)
= Xy = Xigg + X{ o) + b1 WXy — Xy — X g7 +
Xiog) T2 Wi(X(g — Xiy — X o7 + X{ o) + 02 Ua (X
— X — Xiog + X{og) + 010129+ 02017, 3

+ 93 @1Zt_4.

Utilizando el Software R se realiza la estimacion de parametros, utilizando

el método de maxima verosimilitud, los resultados se muestran en la Tabla

B.1
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Tabla 3.7: Parametros del modelo SARIM A(2,1,3)(2,1,1)94 con s = 24.

Tipo  de | AR1 AR2 MA1 MA2 MA3 SAR1 | SAR2 | SMA1
parametro

Valor -1.1587 | -0.9999 | 0.7507 | 0.5191 | -0.4126 | -0.2707 | -0.2408 | -0.5067
Error 0.0042 0.0004 | 0.0086 | 0.0046 | 0.0155 | 0.1266 | 0.0920 | 0.1308
Estandar

Una vez estimando los pardmetros, el modelo queda como

Xe =X+ X{ 94— Xi 95 — LIBST(X/ ) — X[ 5 — X[ o5
+ Xi_96) — 0.9999(X(_y — Xi" 3 — X{ 96 + X{o7) + Zi
+0.7507Z;_1 + 0.51917; 5 — 0.4126Z,_5 — 0.4126( X,
= Xi gy — X{ o5+ X{96) — 0.2707(X; 5 — X[
— X[ 96+ X 57) — 0.5067Z;_; + 1.1587 (0.4126)
(X[ o — X 53— X[ o5 + X[ o)+ 1.1587 (0.2707) (3.2.4)
(Xi—s — Xy — X{or + X{ o)

+0.9999 (0.4126)( X7y — X7y — X or + X7 0g)

( )
+0.9999 (0.2707) (X7, — X o — X[ o + X7 g)
— 0.7507 (0.5067) Z,_5 — 0.5191 (0.5067) Z,_3
+0.4126 (0.5067) Z,_4.

En la Tabla se muestran los resultados de la prueba de Ljung-Box
aplicada a los datos, se calcula para diferentes lapsos en los cuales la prueba

es suficiente.



Tabla 3.8: Prueba Ljung-Box del modelo SARIM A(2,1,3)(2,1,1)a4.

Modelo SARIM A(2,1,3)(2,1,2)24
Lapso Prueba de Ljung-Box
Estadistico | p-valor
24 24.334 0.08246
36 36.74 0.1247
48 44.562 0.2858
72 62.31 0.5365

95

Cabe mencionar que el pronostico de la serie IGAE deben ser elevadas

—

a la cuarta ya que recordemos que X = th/4 por lo tanto X1/ se susti-

tuyen por (X1/4)* = X. Una vez hecho esto se usa el modelo propuesto,

SARIMA(2,1,3)(2,1,1)a4, para pronosticar el IGAE, teniendo como refe-

rencia a los datos del IGAE hasta Mayo del 2015, con el propodsito de pro-

nosticar los dltimos 6 datos del IGAE ya propuestos por el INEGI, para asi

observar la eficacia del modelo propuesto, mediante el error. A continuacién

en la Tabla 3.9 se muestran los resultados.

Tabla 3.9: Pronostico de Junio a Noviembre del 2015.

Periodo X X Error Intervalo inferior | Intervalo Superior
06/2015 | 115.3142478 | 115.426937 | 0.112689166 112.3285127 118.3591126
07/2015 | 115.2125137 | 116.1096042 | 0.897090521 111.7679801 118.7360572
08/2015 | 114.4409445 | 114.7940372 | 0.353092723 110.6281029 118.3513618
09/2015 | 114.0894969 | 114.4222867 | 0.332789827 109.9200196 118.3764814
10/2015 | 118.0873459 | 118.9173353 | 0.829989381 113.4695282 122.8446969
11/2015 | 119.0030334 | 120.2488303 | 1.245796865 114.0520793 124.1134539
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En la Figura se muestran los datos pronosticados, luego en la Figura
la serie de tiempo original y ajustada.
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Figura 3.6: Pronostico de Junio a Noviembre del 2015.
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Figura 3.7: Serie original y propuesta

Ahora bien, se obtiene el pronostico de interés, es decir el IGAE de Di-

ciembre del 2015 a Mayo del 2016. Los resultados, asi como los intervalos de



confianza se muestran en la Tabla

Tabla 3.10: Pronostico de Diciembre 2015 a Mayo del 2016.

~

Periodo X Intervalo inferior | Intervalo Superior
12/2015 | 120.8527071 117.7981683 123.9661194
01/2016 | 115.8639012 112.4367559 119.3688021
02/2016 | 114.2259814 110.4411548 118.1072643
03/2016 | 120.233674 115.9149047 124.6720157
04/2016 | 116.3643485 111.8136366 121.0524285
05/2016 | 120.5238308 115.5359602 125.6714853

En la Figura|3.8 se muestra los datos pronosticados, también en la Figura

se presenta el modelo ajustado de color rojo y el original de negro.

Pronostico IGAE Dic 2015-May 2016
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Figura 3.8: Pronostico de Diciembre 2015 a Mayo del 2016.
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Serie original y ajustada
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Figura 3.9: Modelo original y propuesto

Luego en la Figura se encuentra el histograma de los residuales,
que muestra una tendencia de una normal estandar, la FAM y la FAMP de
los residuales es otra herramienta de diagndstico importante para examinar
la dependencia de los residuales, las cuales muestran en éste caso que el
componente estocastico de la serie es muy parecido a un ruido blanco, y la
ultima gréafica donde la normalidad se puede comprobar con mas cuidado por
el trazado de las denominadas puntuaciones normales o grafica cuantil-cuantil
(QQ), esto muestra a los cuantiles de los datos frente a los cuantiles teoricos
de una distribuciéon normal, con los datos distribuidos normalmente, la grafica
QQ se ve aproximadamente como una linea recta, por lo tanto se apoya la
hipotesis de que los residuales tienden a estar normalmente distribuidos.
Por lo tanto se determina que el mejor modelo para representar de forma

adecuada a los datos es un SARIMA(2,1,3)(2,1,1)4.
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Figura 3.10: Histograma, FAM, FAMP, y grafica QQ.

Modelos de intervenciéon y transferencia

Por otro lado, continuando con el analisis de los datos, se toman en cuenta

los modelos de intervencion en los modelos SARIM A ya que existe una fuerte

caida en el 2009 ocurrido a partir del 2008, en la Figura |3.11]se muestra con
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detalle la caida, la cual es tomada del 2008 al 2009. Como bien se aprecia no se
puede hablar de un dato outliner ya que se fue recuperando paulatinamente a
partir del 2009, ademas de contar con evidencia de una grave crisis financiera
y econOmica, a medida que el mercado hipotecario de Estados Unidos fue
colapsando, y caian grandes instituciones financieras como los grandes bancos
de inversion, por lo tanto considerar a un modelo de intervencién es lo mas

adecuado para modelar éste tipo de fenémenos.

IGAE 2008-2009

101
Il

indice

91 92 93 94 95 96 97 98 99
Il

T T 11T T T 1T
2008.0 2008.3 2008.6 2008.9 2009.2 2009.5 2009.8

Tiempo
Figura 3.11: Suceso extraordinario ocurrido a partir del 2008.
Por lo tanto se puede decir que la crisis financiera y econémica sucedi6

en Enero del 2009, obteniendo el punto méas bajo.

De acuerdo a la teoria de modelos de intervencion y transferencia, se estudia
la serie de tiempo antes de la intervencion, es decir se realizan los pasos de
un modelo SARIM A para elegir al modelo.

Se realiza como primer paso una pre-diferenciacion de la serie, la cual arroja
mejores resultados apliciAndose raices cuartas, con esto se logra disminuir
la variabilidad sin embargo no tiene una media constante por lo tanto se

requiere de una diferencia a nivel no estacional para que sea estacionaria
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en éste nivel, en la Figura [3.12] se muestran las graficas correspondientes,
después en la Figura [3.13]se obtienen la FAM y FAMP y como es evidente la
serie muestra estacionalidad, debido al analisis sin intervencion, se toma un
periodo estacional de s = 24, luego en las dos tltimas graficas se encuentra
la serie con raices cuartas, una diferencia estacional de s = 24 y otra en el no
estacional, donde se nota un comportamiento a nivel estacional parecido al
de un modelo AR(2) debido a las dos espigas estacionales en la FAMP y de
las 3 espigas pronunciadas y las pequenas que reflejan un comportamiento
exponencial amortiguado. Un modelo aproximado para el nivel no estacional
podria ser un AR(2) debido a las 2 espigas pronunciadas en la FAMP a nivel
no estacional, por lo tanto se propone un SARIMA(2,1,0)(2,1,0)a4.
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(IGAE)~ (1/4)
o O
5 9 -
£ ™ -
o -
[ee]
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g8 81
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0 ]
87
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Figura 3.12: Serie antes de la intervencion
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Figura 3.13: FAM y FAMP con d = 1.

Existe un modelo estacional con s = 12 apropiado para los datos pero se
obtiene un mejor ajuste con s = 24, con un CIA de -812.05 se afirma que el
mejor modelo es un SARIMA(2,1,0)(2,1,0)24.

Por lo tanto el modelo propuesto es
Uy (B*)(B)V5, VX, = Z, (3.3.1)

donde ¥(B) es de orden 2, también V! = (1—-B)!' y V3, = (1— B*)!, ademas

de que X; = X£1/4 es una observacién del IGAE en el tiempo t, antes de la
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intervencion. Otra forma de presentar el modelo, es considerar que
Y, = Xt* - Xttl - X:724 + X:725
en la parte no estacional se tiene el modelo
Yi=1Yia + Yo+ 2
y en la parte estacional se propone
Y=Y, 1 + WY, »+ Z;

entonces el modelo integrado propuesto es

Y =Y + Yo+ Zi +91Y
+ WYy 2 + U1 V1Y, o+ 1 WaY; 3 (3.3.2)
+ oW 1Y, 3 + WYy,

Con objeto de pronosticar seis meses al IGAE antes de la intervencion y asi

ver la eficacia del modelo, observamos que como Y; = X; — X} | — X[ o, +

X[ 55 donde X[ = Xt1/4, podemos expresar al finalmente el modelo como

X =X{ 1+ X oy — X s + (XL — Xig — X{ o5 + X[ o)
+ o ( Xy — Xi g — Xi g6 + Xio7) + Zt
+ U (X — Xi = X a5 + X 96)
+ U (X[ p — Xi g — X o6+ X{o7) (3.3.3)
T WXy — X3 — X6+ X oy
+ U Wa (X — Xy — XJ o7 + X g
+ ¥y

tf
(Xig— Xi gy — X[ or + X g
+ oW (X7 ) — X 5 — X[ og + X[ 0g).

)
)
)
)
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Nuevamente utilizando el Software R se realiza la estimacion de parametros,

utilizando el método de maxima verosimilitud, los resultados se muestran en

la Tabla B.11]

Tabla 3.11: Estimacion de parametros para los datos IGAE antes de la

intervencion.

Tipo de parametro ARI1 AR2 SAR1 | SAR2
Valor -0.5469 | -0.2218 | -0.7710 | -0.5122
Error Estandar 0.0875 0.0875 | 0.0904 | 0.0836

Finalmente el modelo queda de la siguiente forma

Xi :Xt*—l + X:—24 - Xt*—25

—0.7710(X;, — X7,
—0.7710(X;, — X,

—0.5122(X; , — X

+ 0.7710(0.7710) (X[ 3 — X[, —

(

(
+0.5469(0.7710

(

(

(

)
+0.5469(0.5122)
)
)

+ 0.7710(0.5122

*
tQ_Xt 3

(
(Xig— Xig—
(
(X;

*
Xt—5 -

— X o+ X 00) + 2
— X o5 + X[ 56)
— X o6+ Xio7)

—0.5469(X; | — X[ ) — X[ o5 + X[ 06)

(3.3.4)

Los prondsticos de la serie IGAE debe ser elevados a la cuarta ya que recor-

demos que X; = X;/* por lo tanto X/4 se sustituyen por (X1/4)

41— X Dela

misma forma que en el modelo sin intervencion se estimaran los tltimos seis

datos de la serie IGAE antes de la intervencion, para asi mostrar la eficacia

del modelo propuesto, enseguida se muestran los resultados calculados con

el Software R.
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Tabla 3.12: Pronostico de Julio a Diciembre del 2008.
Periodo X X Error Intervalo inferior | Intervalo Superior
Julio 100.6791256 | 101.5575228 | 0.878397216 97.73635165 103.6878582
Agosto 101.0363402 | 99.55493675 | -1.481403484 97.81259282 104.3392564
Septiembre | 99.12344644 | 98.08460331 | -1.038843133 95.58343518 102.7610186
Octubre | 102.8859166 | 102.2527474 | -0.633169206 98.82897993 107.066493
Noviembre | 102.8726077 | 99.94191722 | -2.930690457 98.5046494 107.3842456
Diciembre | 103.1686807 | 99.46094261 | -3.707738053 08.48251391 108.0201299

En la Figura [3.14] es reflejado el pronoéstico de la Tabla [3.12]

95

indice
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65

Pronostico antes del la intervencion
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Figura 3.14: Pronostico de Julio a Diciembre del 2008.

Ademaés en la Figura [3.15] se encuentra el modelo ajustado a la serie

original, en color rojo se muestra el modelo propuesto.
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Serie original y ajustada antes de la Intervencién
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Figura 3.15: Serie propuesta

Los resultados de la eficacia del modelo son los de la Tabla [3.13] el cual

muestra que es un modelo aceptable con ayuda de la prueba Ljung-Box.

Tabla 3.13: Prueba Ljung-Box para el modelo SARIM A(2,1,0)(2,1,0)24.

Prueba de Ljung-Box
Lapso Estadistico | p-valor
12 12.748 0.1208
24 21.44 0.3716
36 31.821 0.4756
48 37.688 0.7376

Luego en la Figura se encuentra el histograma de los residuales, la
FAM,también se muestra la FAMP y grafica cuantil-cuantil (QQ).
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Histograma de los residuales FAM
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Figura 3.16: Histograma y FAM los residuales.

El cambio en el nivel podria ser modelado usando una funcién escalon de

la siguiente forma

1, sit> 01/2000;
5,(01/2009) = (3.3.5)
0, sit< 01/2009.

Por lo tanto, un modelo de intervencién completo o modelo de transferencia

para la serie de tiempos puede ser el siguiente
X; = v(B) - S5;(01/2009) + N, (3.3.6)

donde v(B) representa el efecto de la intervencion S, en éste caso se puede

ver como cae gradualmente y el efecto es permanente por lo que puede ser
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especificado como

w

X, = 755 5:(01/2009) + N, (3.3.7)
donde
N - Oo(B)0y(B) .
U, (B0, (B)(1— B)P(L—B)! .

SARIMA(2,1,0)(2,1,0)a4

v u; es una secuencia de ruidos blancos. El modelo SARIM A propuesto es
el mejor modelo antes de la intervencion. Por lo tanto el modelo queda de la

siguiente forma

w 1
K= g SOV G LB - B B

u  (3.3.9)

donde \112(324) =1- \111324 — \1/2B48 y ’QDQ(B) =1- ’QZ)lB — ¢QBQ.
La estimacion de los parametros se obtiene usando el Software R, tal estima-

cion es la siguiente:

Tabla 3.14: Estimacion de pardmetros para los datos IGAE con

intervencion.
Tipo de pardmetro AR1 AR2 SAR1 | SAR2 | ¢ w
Valor -0.5667 | -0.3083 | -0.7087 | -0.4582 | 0.1950 | -0.0284
Error Estandar 0.0669 0.0667 | 0.0652 | 0.0636 | 0.4512 | 0.0116

Asi, el modelo queda expresando como

X, = =00284_ g, (01/2009) +

Ut
1-0.19508B (1-0.7087B2%4—0.4582B48)(1—-0.5667B—0.3083B2)(1—B?4)(1-B) *

Con ayuda del Software R se determina el Criterio de Akaike y Ljung-

Box para asi poder determinar si es mejor modelo que el anterior modelo
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SARIMA sin una intervencion. De acuerdo a los resultados, el modelo con

una intervenciéon no es apropiado para los datos de acuerdo a la Prueba de

Ljung-Box.
Tabla 3.15: Criterio de Akaike y prueba Ljung-Box con un modelo de
transferencia.
Modelo CIA
Modelo de intervencion -1331.94
Prueba de Ljung-Box
Lapso Estadistico | p-valor
12 21.657 0.005593
24 42.899 0.002108
36 55.671 0.005887
48 67.548 0.01276

A continuacion se muestra en la Figura|3.17]el ajuste del modelo propues-
to y el real, de color rojo y negro respectivamente, luego en la Figura [3.18| el
histograma de los residuales, la FAM, FAMP y grafica cuantil-cuantil (QQ)
de los residuales, la gréafica de probabilidad normal de los residuales, donde
no es del todo lineal pero pasan la prueba de que los términos de error se

distribuyen normalmente.

Ajuste del modelo con intervencién
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Figura 3.17: Serie original y ajustada.
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Histograma de los residuales FAM
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Figura 3.18: Histograma, FAM, FAMP, y gréafica QQ.

Por lo tanto se decide utilizar el modelo SARIM A sin intervencion para
pronosticar los datos del IGAE, a continuacién en la Tabla [3.16|se comparan
los resultados de los dos modelos propuestos, de acuerdo al modelo Akaike,
prueba Ljung- Box y gréficas de residuales, lo cual justifica la decision antes

mencionada.
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Tabla 3.16: Comparaciéon de modelos.

Comparacion de Modelos
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Capitulo 4

Analisis y Conclusiones

El propésito del trabajo expuesto en este documento es explicar y apli-
car la teoria de series de tiempo, en el andlisis de la economia mexicana,
siguiendo el enfoque de Box-Jenkins. En particular el analisis del crecimiento
econdmico, a través de indicadores representativos y reportados en intervalos
de tiempo cortos, tales como trimestres o meses. Dos de tales indicadores
son el PIB y el IGAE, siendo el PIB el indicador mas acertado para medir el
crecimiento econémico, ya que representa una medida amplia de la actividad
econdmica; sin embargo los datos del PIB son publicados trimestralmente y
se reportan dos meses después de que termina el trimestre, lo cual limita el
andlisis del movimiento econ6émico en periodos mensuales. Por tal motivo, es
importante contar con estimaciones en periodos mas cortos, ya que actual-
mente el flujo constante de informacion en forma més frecuente es cada vez
més importante para conocer el estado de la economia, esto lleva a elegir al
IGAE como el indicador sobre el cual se realizan los anéalisis.

Los datos mensuales de los que se dispuso fueron obtenidos en la pagina del

113
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INEGI, lo que facilité su uso ya que el INEGI se encarga de corregir cierto
errores de captura, para asi obtener una mejor interpretacion. Primero se
realiza un analisis descriptivo mediante la grafica de los datos para observar
el comportamiento general del IGAE; en el andlisis de la grafica se nota una
caida abrupta comenzando en el 2008 y alcanzando un minimo en el 2009,
originada por una grave crisis financiera y econémica en ese ano, a medi-
da que el mercado hipotecario de Estados Unidos fue colapsando, y caian
grandes instituciones financieras como los grandes bancos de inversion, lo
cual lleva a incorpora modelos de intervencion. De tal forma que se decide
realizar el pronostico mediante un modelo SARIM A con y sin intervencion,
comparando los modelos que resultan mas adecuados en ambos casos, para
elegir al mejor.

Asi al aplicar la metodologia de Box-Jenkis aplicada al IGAE, en principio,
se realiza una prediferenciacion para disminuir la variabilidad, logrando una
mayor disminucién en la heterogeneidad de la varianza al usar raices cuartas.
Al llevar a cabo el andlisis de la serie obtenida mediante la transformacion
anterior se concluye que ésta no es estacionaria optandose por realizar una
diferencia. Se nota mediante el andlisis de la FAM y FAMP de las primeras
diferencias, que la serie es estacionaria en el nivel no estacional, sin embargo,
se nota de forma evidente la estacionalidad mensual, lo que es comun ob-
servar en indicadores ya que existe una fuerte conexion de éstas actividades
con los ciclos marcados en el calendario. Enseguida se analiza la serie a nivel
estacional realizando una diferencia, concluyéndose la no estacionariedad en
este nivel, lo cual se confirma mediante la prueba de Dickey-Fuller, ademas

de probar la no eficiencia de los probables modelos con estacionalidad de 12
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meses mediante la prueba de Ljung-Box.

Se decide analizar a la serie con estacionalidad de 24 meses, se realiza el
mismo procedimiento, encontrandose que a nivel estacional se transforma en
estacionaria al aplicar una diferencia en el nivel estacional, con ayuda del Cri-
terio de Akaike se determina al mejor modelo con estacionalidad de 24 meses.
De tal forma que el modelo propuesto resulta un SARIM A(2,1,3)(2,1, 1),
el cual es adecuado para pronosticar los datos segtin la prueba de Ljung-Box
y el andlisis de los residuales. Un hecho no esperado, ya que dentro de los
modelos estacionales no es comtn tener periodos cada 24 meses sino periodos
trimestrales, cuatrimestres o anuales. A pesar de esto, con un periodo de 24
meses se pudo determinar un modelo aceptable para los datos.

Por dltimo se analizan los datos usando modelos con intervenciéon, donde la
importancia radica en encontrar a la "funcion de respuesta" que mejor mo-
dela el tipo de caida que se tiene, teniendo en este caso a una funcién escaléon
junto con un término que la ajusta a un inicio gradual, como segundo paso se
incorpora un proceso SARIM A para los datos antes de la intervencion, éste
se elige de la misma manera que en los anteriores, y asi se incorpora en el mo-
delo de intervencion completo. A continuacion se realizan diferentes pruebas
para verificar si el modelo es aceptable, de acuerdo a la prueba Ljung-Box,
el modelo no es apto para pronosticar los datos del IGAE. Al comparar los
dos modelos SARIM A con y sin intervenciéon con ayuda de las pruebas de
Akaike, Ljung-Box, ajuste del modelo propuesto y anélisis de residuales se
concluye que el mejor modelo es un SARIMA(2,1,3)(2,1,1)24.

Es importante mencionar que en el presente trabajo queda por analizar otro

tipo intervenciones, las cuales puedan incorporarse a los modelos de inter-
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vencion completos y asi arrojar mejores resultados, al mismo tiempo realizar
otro tipo de anélisis alternativo como el de redes neuronales o bien usando

la metodologia de wavelets.
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Apéndice A

Solucidon a la Varianza no

constante

La transformacion de los datos nos ayuda a tratar la varianza no cons-
tante de los datos. Una familia de funciones muy conocida para esto son las

transformaciones de Box-Cox dadas por

Xr—1
o) —-7 S A # O,
xW =) X (A.0.1)

XInX, siA=0,

donde X = exp (1/T) Y.L, InX; es la media de las observaciones. Se
puede observar que el valor de A determina la transformacion, por ejemplo
cuando A = .05 es una transformacion de raiz cuadrada, cuando A = 0 es
una transformacion de tipo In, si A = —0.5 es una transformacion reciproca
de raiz cuadrada y cuando A = —1 es una transformaciéon inversa.
La transformacion In es la mas comin entre ellas, ya que se usa cuando
las desviaciones estandar de la serie original incrementan linealmente con la

media, éste método de transformacion estabiliza las varianzas.
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Apéndice B
Invertibilidad

Se muestra en el capitulo 2, como la FAC de un proceso MA(1) se parece
a la FACP de un proceso AR(1) y al igual que el FAC de un proceso AR(1)
se parece al del FACP de un MA(1). Esto se debe a que los procesos autorre-
gresivos se pueden representar como procesos de medias moéviles y algunos
procesos de medias moviles como los MA(1), se pueden representar de ma-
nera autoregresiva.
Un proceso lineal X; = 1(B)Z; es invertible, es decir se puede escribir en
términos del modelo AR si las raices de )(B) = 0 como una funcion de B
caen fuera del circulo unitario. Esto es; si 5 es una raiz de ¢ (B), entonces
| B |< 1. Considere un proceso AR(1) estacionario, si | ¢ |< 1 entonces se
tiene que un proceso AR es z; = ¥z, 1 + 2z v dejandolo en términos de B,

(1 —¢(B))x; = 2 se transforma en

[e.9]

v =(1—9(B) ' Z = () _(W(B)Y)Z
— (B.0.1)

=Zi+ U121+ 2/JQZzt—l + ...
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De manera general un proceso estacionario AR(q) se puede representar como
Xt - Zt - wth,l - w2Zt72 T e Ty (BOQ)

o
con E | ¥; |< co. Los coeficientes 1;, 1 = 1,2, ...
i=1
Un proceso de medias moéviles puede representarse como un proceso auto-

rregresivo, por lo que es invertible y ademés tiene como posible representacion

en la siguiente forma

0(B)X, = Zr (B.0.3)

donde §(B) = 1 — Zﬂ'ij y 1+ Z | 0; |< o0.
i=1 i=1
Un proceso MA(1) tiene una representacion en términos de un proceso au-

torregresivo siempre que | 6 |< 1. En efecto, el proceso MA(1)

Siempre que | 6 |< 1, se multiplica en ambos lados de la expresion por

(1+6(B))~! para obtener
(1= 61(B) — 62(B%) — 5(B%) — .) X, = 7, (B.0.5)

el cual se puede considerar como un proceso AR(00).

Si un proceso MA(p) es invertible, admite la representacion

W(B)Xf =1- 7TlXt_1 - 7T2Xt_2 ey (BOG)



Apéndice C

Evaluacion y monitoreo del
rendimiento de modelos de

pronostico

Una vez que se han estimado los pardmetros, se tiene que asegurar que se
tiene un modelo adecuado para el pronéstico, para tal efecto, generalmente se
recurre a estudiar los errores o residuales que se tienen entre los valores ori-
ginales y los pronosticados. Los errores de pronéstico de un lapso adelantado

son,
€t(1) = Tt — ﬁc\t(t — 1)

donde Z;(t — 1) es el pronostico de z; hecho un periodo antes. Estos errores
hacen referencia al prondéstico que se tiene de datos particulares obtenidos.
Ahora bien, se puede sacar el promedio de esos errores para asi tener un error

medio. Suponga que se tiene n observaciones para las cuales el prondstico
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genera n errores de pronostico de paso adelantados, e, (1),t = 1,2,...,n., el

promedio de errores es,

ME = L n €t(1).

N t=1

El valor esperado del estimador anterior se considera que sea 0, es decir, es

insesgado. La desviaciéon media absoluta o media absoluta del error es;
MAD = 2370 | e(1) |

y el error cuadrado medio es
MSE = 352 [e(D)]?

tanto la desviacion media absoluta y el error cuadrado medio (MSE) mide
la variabilidad en los errores de pronostico. Es asi como el MSE es un esti-
mador directo de la varianza de los errores de pronédstico de un paso

adelantado,
85(1) =MSE = %Z?=1[et(1)]2~

Por otro lado se puede diagnosticar desde la perspectiva de las suposiciones
donde Z; son ruidos blancos. Esto es, que Z; son variables aleatorias no co-
rrelacionadas con media cero y varianza constante. Por lo tanto se analizan
la serie de residuales Z. Para analizar si los errores estan distribuidos nor-
malmente, se puede construir el histograma de los residuales estandarizados
es decir Z /0 y comparar esto con una distribucion normal estdndar usando
el test de bondad de ajuste de una chi-cuadrada. Para analizar si tienen va-
rianza constante, se puede analizar la grafica de los residuales. También para

determinar si se comportan como un ruido blanco se pude calcular la FAC y
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FACP de los residuales.
Usando un test de diagnoéstico en relaciéon a la muestra de la FAC de los

residuales con hipotesis nula
Hy:pr=ps=..=pp,=0.

Este estadistico que ocupa a los residuales para determinar la suficiencia
del pronoéstico es la estadistica de Box-Pierce o la de Ljung-Box, ayuda a

examinar las primeras k autocorrelaciones muestrales de los residuos.

Definicién C.0.1 (Estadistica de Box-Pierce y Ljung-Box). La estadistica

de Box-Pierce es

La estadistica de Ljung-Box es

(0 — )FA2).

WE

Q =n'(n"+2)

)

I
—

donde n' =n —d, n es el nimero de observaciones de la serie, d es el grado
de diferencias donde la hipdtesis nula afirma la no suficiencia del modelo
mientras que la alternativa afirma la suficiencia del modelo. Fs decir que,
st QF < X[Qa](k: —n.), entonces la informacion obtenida estaria a favor de
considerar al modelo como adecuado o suficiente, aqui n. es el nimero de

parametros del modelo.

Basado en los resultados del anélisis de los residuales, si el modelo resulta

inadecuado se tendra que proponer otro modelo que ajuste mejor a los datos.
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Criterio de Seleccion Akaike

En el analisis de series de tiempo o de datos, a veces muchos modelos
podrian ser adecuados para representar a los datos, en otros casos resulta
facil elegir a un s6lo modelo, sin embargo si existiera la primera posibilidad
resulta dificil. Lo cual lleva a usar otros criterios basado en los residuales del
pronostico calculado.

El criterio de Informacién Akaike (CIA) asume que un modelo estadistico de

M parametros es ajustado a los datos. El criterio esta definido como
AIC(M) = —2 In[ funcién de maxima verosimilitud | + 2M

donde M es el nimero de pardmetros en el modelo. Para un modelo ARMA

con n observaciones, se tiene la funciéon de verosimilitud logaritmica, como

n 1
InL = 5 In 271'0'% — ES(%,/L,Q) (COl)
Maximizando (C.0.1)) con respecto a ¢, p, 0 y 0%, se tiene
Inl = —g In 52 — 3(1 + In2n) (C.0.2)

como el segundo término de es una constante, el criterio AIC se reduce
a

CIA(M) =n In 6%+ 2M.
El orden 6ptimo del modelo es seccionado por el valor de M, el cual estd en
funcion de py g, asi que el CIA(M) es un minimo. Una extension del minimo

CIA es llamado el criterio de informacion bayesiano (CIB) y es igual a

~2
BIC(M) = n In & — (n— M)In(1— 2y 4 0 In[(ZX — 1)/M],
n oy

donde 7% es un estimador de maxima verosimilitud de 6%, M es el nimero

de parametros y 0% es la varianza muestral de la serie.



Apéndice D

Incorporacion de un término

constante

En ocasiones es apropiado incluir un término constante § al modelo de
Box-Jenkins. Por ejemplo si se agrega una constante al modelo no estacional

de promedio moévil de orden uno, el modelo quedaria como
Xy =0+2Z+ 012,

En éste caso se puede demostrar que 6 = i, donde p es la media de la serie
de tiempo estacionaria. También si lo incluimos en el modelo no estacional

autorregresivo de orden 1, se obtiene el siguiente modelo
Xt — 5 —|— ’(/)Zt_l ‘l— Zt'

En éste caso se puede demostrar que ¢ = pu(1 — 11). En general el término
constante ¢ en cualquier modelo de Box-Jenkins, es una funcion de la media

p de (todas las obtenciones posibles de la serie de tiempo) la serie de tiempo
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estacionaria. Por lo tanto, puesto que la media muestral de los valores X,
X1y, X41n de la serie de tiempo estacionaria

7: Z?:IXZ'
n—t+1

es una estimacion puntual posible de y, se infiere que si X es estadisticamente
significativa es decir diferente de cero, es razonable suponer que p no es igual
a cero y por lo tanto d no es igual a cero. Lo que nos lleva a incluir el término
constante § en el modelo. Por otra parte si X no es estadisticamente diferente
de cero, es decir que p es cero, se omite del modelo.

Para el caso estacional el modelo SARIM A quedaria determinado de la

siguiente forma
Up(B W (B)VPVIX, = § +O0,(B*)0(B)Z, (D.0.1)

El término constante también se le conoce como tendencia determinis-
ta, en este caso se refiere a la tendencia para los valores de la serie temporal

original a desplazarse de manera insistente en una direcciéon particular.



Apéndice E

Prueba para los parametros
estimados, para aplicar el

principio de parsimonia.

Sea 6 cualquier pardmetro de un modelo de Box-Jenkins , 0 la estimacion
puntual de 0, y s; el error estandar de la estimacion puntual 6. Entonces, el
valor t asociado con 8 N

0
t=—.
5o
Si el valor absoluto de t es grande, entonces 6 es grande. Por lo tanto 6 no

es igual a cero. Se tiene el siguiente juego de hipotesis
Hy: 0 =0vs H,: 0 #0.

Suponga, que el modelo de Box-Jenkis que estd en estudio utiliza n, para-

metros, y se define el estadistico de prueba

~

0
t=—,

>)
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se rechaza la hipotesis nula si y solo si

(n—np)
[ E1> 1"

Es asi que con ayuda de ésta prueba se podra omitir parametros que no sean

significantes, segtn la prueba anterior.



Apéndice F

Modelos de intervencion y

transferencia

Esstos modelos se aplican, siempre que existan hechos externos que afec-
ten a la variable que se quiere pronosticar, llamados intervenciones. Una
intervencion ocurrida en el tiempo 7', ocurre cuando hay un evidente cambio
en la serie de tiempo, tal como un incremento en el nivel de la media.
Existen dos tipos de variables de intervencion. Una representa una interven-
cion ocurrida en el tiempo 7', cuyo efecto permanece después de dicho tiempo
T'. Esto es, en este caso, la intervencion se representa por la siguiente funcién

escalén,

0, sit<T;
ST = (F.0.1)
1, sit>T.
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La otra representa una intervenciéon tomando lugar en un solo periodo de
tiempo, ésta funcion es una funcién de impulso dada por:
0, sit="T,
P = (F.0.2)
1, sit#T.
Notar que la funcion de impulso se puede obtener diferenciando la funcién
escalon S\, Esto es, PT = ST — ST = (1—B)S™. Por lo tanto, un modelo
de intervencién puede ser bien representado sélo con la funcién escalon. El
uso de una forma especifica se utiliza usualmente por conveniencia de inter-

pretacion.

Las funciones (F.0.1) y (F.0.2)) reciben el nombre de funciones de respuesta

de modelado para las intervenciones. Existen varias funciones de respuesta.

A continuaciéon se aborda las mas comunes.

= Un impacto determinado de una intervencion que se refleja b periodos
después de la intervencion. Ademas, dependiendo del tipo de interven-
cion, el impacto es

wB’S" (F.0.3)

wB*P". (F.0.4)

= Un impacto de una intervencion se refleja b periodos después de la
intervencion, pero la respuesta es gradual. Para una funciéon escaléon se

tiene,

wBb (T)
- F.0.
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y para una funcién de impulso

wB?
2 __pD F.0.

donde 0 < ¢ < 1. Para 6 = 0, (F.0.5) y (F.0.6) se reducen a (F.0.3) y

(F.0.4)) respectivamente. Si 6 = 1, el impacto incrementa linealmente
sin limite. Para los demés casos, se tiene 0 < 6 < 1, y la respuesta es
gradual. Las respuestas pueden ser producidas por diferentes combina-

ciones de escalon e impulso. Por ejemplo se tiene la siguiente respuesta

—P BS; . F.0.7
(1 _ 5B) ¢ T wr t ( )
Esto se puede expresar en términos de una funcién de impulso, con
ayuda de la diferenciacion, porque P! = (1—B)S/, por lo tanto (F.0.7)

se puede escribir como

woB w1 B T
[(1 —5B) + 1= B)]Pt . (F.0.8)

Este modelo es 1til para representar un fendémeno en el cual una inter-
vencion produce una respuesta que disminuye gradualmente pero deja
un efecto permanente en el sistema.

Se generaliza el modelo simple a un modelo con k intervenciones,
X, =v(B)I°, (F.0.9)

donde I{° es la variable impulso o escalon,

_ w(B)B
donde w(B) = wo —unB — ... —wsB*y 6(B) =1—-6B — ... — 0, B"

son polinomios en B, b es el lapso para el efecto de la intervencion,
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y los w;’s en el polinomio w(B) a veces representan el efecto inicial
esperado de la intervencion. Por otro lado el polinomio §(B) mide el
comportamiento del efecto permanente de la intervencién.

Una representacion realista de la respuesta es obtenida agregando un
término de disturbio o ruido ;. Por lo tanto el modelo es representado

de la siguiente forma

X, =v(B)IP° + N, (F.0.11)

donde N; representa el proceso de ruido no observable, I'° y N; se

asumen independientes. o también

0(B)
¥(B)

X, =v(B)IP° + Z, (F.0.12)

B)B™J ; . .
donde v(B) = w('_) , asi, el modelo con k intervenciones es

k
Xi =Y v(B)L) + N,

=1
Asi I, 7 =1,2,...,k son las variables de intervencion. Estas variables
de intervencion pueden ser tanto de escalon o de impulso. La forma de

(B)BY ., . .,
wjé(,&g) para la j-ésima intervencion es postulada basada en la forma
J

esperada de la respuesta dado el conocimiento de la intervencion. La
ecuacion (F.0.19) es llamada la funcion de transferencia-modelo ruido.
El principal proposito de los modelos de intervencion es medir el efecto
de la intervenciéon. Ademds, con respecto a la variable I;;, la serie de
tiempo libre de la intervencion es llamada la serie ruido y es denotada

por V.
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Funcién de transferencia-Modelos Ruido

A partir de la serie temporal X;, en la que algin suceso externo o interven-
cion producen modificaciones en el comportamiento de la serie, es necesario
tener en cuenta la inclusion de alguna intervencién. A partir de la forma
general del modelo multiplicativo ARIM A(p, d, q),

_uB
Up(B)(1 = B)

si se incorpora el modelo de intervencion, se transforma y se obtiene la si-

Xy

guiente ecuacion
0,(B)
Up(B)(1 — B)?

Otra forma de obtener la expresion anterior es

X, =v(B)IP + Z.

X, =v(B)IP +v(B)Z,

W B)]w N B) (F.0.13)
- 6B) " B

Luego se tiene

— §*(B) — w*(B) — ¢*(B) (F.0.14)
§*(B)X; = w*(B)I{* + §(B) + 6*(B) Z,

s*

r* q*
Xi =Y 5 X =wil* =Y w2, = 077 (F.0.15)

i=1 i=1 i=1
La ecuaciéon (F.0.15)) es la representacion ARMA de una respuesta de X;.
Debido a la incorporacion de la intervencion la (F.0.15) es llamada modelo

ARMAX.
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Tipos de Outliers en las predicciones de los modelos ARIM A

Supongase que Y; es la serie de tiempo observada y X; a la misma serie
pero libre de outliners. Suponiendo que X; sigue un proceso ARIM A(p, d, q)
se tiene

Uy(B)(1 = B)'X, = 0,(B)Z,

y por conveniencia tenemos que

X, = ¢(B)Z, (F.0.16)

o(B)

donde ¢(B) =1+ CblB + QbQBQ + ... = W

El outlier aditivo (AO) es un suceso (efecto externo) que afecta a una
serie en un solo instante temporal ( t = ty), se ocupa la funcién de impulso,

de manera que podemos expresarlo como:

X, = wI® + N, (F.0.17)
donde
1, sit =ty
I = ° (F.0.18)
0, sit 7& t[).

es la variable que representa el outliner, siendo w el efecto de dicho outliner.

Una forma alternativa de expresar el outliner aditivo es

0(B)
Y(B)(1 - B)!

El outliner innovacional (IO) es un suceso cuyo efecto se propaga en con-

X, =wll® + ¢(B)Z, = wIl® + 7.

formidad con el modelo ARIM A del proceso, afectando a todos los valores
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observados después de su ocurrencia. Lo representaremos, por tanto, como
sigue

X, = ¢(B)wIl® + N, (F.0.19)

siendo I° una variable de impulso. Alternativamente se puede escribir 10
como X; = ¢(B)(wIf® + Z;).
El cambio de nivel (LS) es un suceso que afecta a una serie en un periodo

dado, y cuyo efecto es permanente. Su definicion es

1
Xt = 1—w1tt0 ‘I‘ Nt

donde I es la variable de impulso. Donde LS también se puede escribir como
Xt = wSt + Nt

donde S; es la variable escalon. Finalmente un cambio temporal (TC) es un
suceso que tiene un impacto inicial y cuyo efecto decae exponencialmente en
conformidad con un factor de amortiguacion, que denotaremos mediante el

parametro ¢. En consecuencia, se expresa como

X, = I 4 N, 1 F.0.2
t= 1 gVl t ;, 0<0< (F.0.20)

siendo I 1a variable de impulso.
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Apéndice G
Codigo en Software R

En este apartado se presentan los siguientes pasos con las lineas de c6digo
en R que fueron compiladas para el anélisis de las series de tiempo con la

metodologia de Box-jenkis y modelos con intervencion.

I El siguiente codigo se utilizo para graficar los datos del IGAE, hacer la

prediferenciacion, una diferencia y analizar la FAM y FAMP.

data <- read.csv(file="C:/Users/Gisela/Documents/Tesis Bulmaro
/Datos/IGAE3.csv", header=TRUE, sep=",")
I<-ts(completaa,frequency=12,start=c(1995,04),end = c(2015,11))
par (lab=c(22,4,10));ts.plot(I,ylab="Indice",xlab="Tiempo"
,main="Serie de tiempo del IGAE")

# Prediferenciacidn

I12<-(I)~(1/2)

ts.plot(I2,main="(IGAE)~(1/2) ”,ylab=“indice”,Xlab=”Tiempo“)
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I4<-(I)~(1/4)

ts.plot(I4,main=”(IGAE)‘(1/4)”,ylab=“indice”,xlab=“Tiempo”)

Iln<-log(I)

ts.plot(Iln,main=”1og(IGAE)”,ylab=”indice“,xlab=”Tiempo”)

# Se aprecia que la tranformacidén con raices cuarta produce una

# serie transformada con variacién estacional constante.

# Diferenciacidn; primera diferencia

I4d<-diff(I4,lag=1,differences=1)

ts.plot(I4d,main="(IGAE)~1/4 con una diferencia",ylab="Indice"
,xlab="Tiempo")

# Andlisis de FAC y FACP con una diferencia

acfI4d <- acf(I4d, plot=FALSE,lag.max = 70)

# Transforma los lapsos de afios a meses

acfI4d$lag <- acfl4d$lag * 12

# Grafica de la FAM

plot(acfI4d, xlab="Lapso (meses)",ylab="FAC",main="FAM")

#FACP

pacfI4d <- pacf(I4d, plot=FALSE,lag.max = 60)

# Transforma los lapsos de afios a meses

pacfI4d$lag <- pacfI4d$lag * 12

# Grafica de la FAMP

plot(pacfI4d, xlab="Lapso (meses)",ylab="FACP",main="FAMP")

II En ésta parte del coédigo se analiza la parte estacional con s = 12, la
serie con una diferencia en el nivel no estacional y otra en el estacional

y por iltimo la serie con solo una diferencia en el nivel estacional, asi
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como sus respectivas FAM y FAMP.

1412<-1lag(I14,12)

ts.plot(I412,main="IGAE con s=12”,y1ab=”indice”,Xlab=“Tiempo”)
# Andlisis de FAC y FACP en el nivel estacional

acfI412 <- acf(I412, plot=FALSE,lag.max = 70)

acfI412$lag <- acfI412$lag * 12

# Grafica de la FAM

plot(acfI412, xlab="Lapso (meses)",ylab="FAC",main="FAM")
#FACP

pacfI412 <- pacf(I412, plot=FALSE,lag.max = 70)

pacfI412$lag <- pacfI412$lag * 12

#Grafica de la FAMP

plot(pacfI412, xlab="Lapso (meses)",ylab="FACP",main="FAMP")
#Se comprueba la estacionariedad de s=12

library(tseries)

adf .test(I412, alternative="stationary")

#Serie con una diferencia en el nivel no estacional y con s=12
# sin ninguna diferencia en el estacional

Id12<-lag(I4d,12)

ts.plot(Id12,main="(IGAE)~(1/4), d=1 y s=12",ylab="Indice"
,xlab="Tiempo")

acfId12 <- acf(Id12, plot=FALSE,lag.max = 70)

acfId12$lag <- acfIdi2$lag * 12

# Grafica de la FAM

plot(acfIdl12, xlab="Lapso (meses)",ylab="FAC",main="FAM")
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pacfIdi12 <- pacf(Idi2, plot=FALSE,lag.max = 60)
pacfIdi2$lag <- pacfIdi2$lag * 12

# Grafica de la FAMP

plot(pacfIdi2, xlab="Lapso (meses)",ylab="FACP",main="FAMP")
library(tseries)

adf.test(Id12, alternative="stationary")

# Nivel estacional d=1,D=1

I14d12D<-diff (I4d,lag=12,differences = 1)
ts.plot(I4d12D,main="(IGAE)~1/4 con d=1,D=1 y s=12"
,ylab="Indice",xlab="Tiempo")

#Analisis de la FAM y FAMP en el nivel estacional
acfI4d12D <- acf(I4d12D, plot=FALSE,lag.max = 72)

acfI4d12D $lag <- acfI4d12D $lag * 12

plot(acfI4d12D , xlab="Lapso(meses)",ylab="FAC",main="FAM")
#FAMP

pacfI4d12D <- pacf(I4d12D, plot=FALSE,lag.max = 72)
pacfI4d12D$lag <- pacfI4di2D$lag * 12

plot(pacfI4d12D, xlab="Lapso(meses)",ylab="FACP",main="FAMP")
library(tseries)

adf .test(I4d12D, alternative="stationary")
library(forecast)

auto.arima(I4)

# Mejor modelo estacional con s=12 ARIMA(2,1,0)(2,0,0)[12]
MSI4d12<-arima(I4, order = c(2, 1, 0),

seasonal = list(order = c(2, 0, 0), period = 12))
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MSI4d12

# Prueba Ljung-Box para probar la eficiencia del modelo
BT = Box.test(MSI4d12$residuals, lag=24,

type = "Ljung-Box", fitdf=5)

BT

Ahora se analiza el nivel estacional con s = 24 ya que con s = 12 no se

encuentra un modelo adecuado para modelar los datos.

# Nivel estacional con S=24

1424<-lag(I4,24)

ts.plot(I424,main="IGAE con s=24“,y1ab=“indice”,xlab=“Tiempo”)
#Analisis de FAC y FACP en el nivel estacional

acfI424 <- acf(I424, plot=FALSE,lag.max = 60)

acfI424$lag <- acfI424$lag * 12

plot(acfI424, xlab="Lapso (meses)",ylab="FAC",main="FAM")
#FACP

pacfI424 <- pacf(I424, plot=FALSE,lag.max = 60)

pacfI424$lag <- pacfI424$lag * 12

plot(pacfI424, xlab="Lapso (meses)",ylab="FACP",main="FAMP")
#Se comprueba la estacionaliedas de s=24

library(tseries)

adf.test(I424, alternative="stationary")

#nivel estacional s=24 con d=0,D=1

I14d24<-1lag(I4d,24)

ts.plot(I4d24,main="(IGAE)~1/4, d=1, D=0 y s=24"
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,ylab="Indice",xlab="Tiempo")

acfI4d24 <- acf(I4d24, plot=FALSE,lag.max = 60)
acfI4d24$lag <- acfI4d24$lag * 12

plot(acfI4d24, xlab="Lapso (meses)",ylab="FAC",main="FAM")
#FAMP

pacfI4d24 <- pacf(I4d24, plot=FALSE,lag.max = 60)
pacfI4d24$lag <- pacfI4d24$lag * 12

plot(pacfI4d24, xlab="Lapso (meses)",ylab="FACP",main="FAMP")
library(tseries)

adf.test(Id12, alternative="stationary")

#nivel estacional s=24 con d=1,D=1

14d24D<-diff (I4d,lag=24,differences = 1)
ts.plot(I4d24D,main="(IGAE)~1/4, d=1,D=1 s=24"
,ylab="1Indice",xlab="Tiempo")

acfI4d24D <- acf(I4d24D, plot=FALSE,lag.max = 55)
acfI4d24D$lag <- acfI4d24D$lag * 12

plot(acfI4d24D, xlab="Lapso (meses)",ylab="FAC",main="FAM")
#FACP

pacfI4d24D <- pacf (I4d24D, plot=FALSE,lag.max = 70)
pacfI4d24D$lag <- pacfI4d24D$lag * 12

plot(pacfI4d24D, xlab="Lapso (meses)",ylab="FACP",main="FAMP")
library(tseries)

adf.test(I4d12D, alternative="stationary")

#Prondstico de parametros del modelo es un

#SARIMA(2,1,3)(2,1,1)[24]
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MSI4d24D<-Arima(I4, order = c(2, 1, 3)

, seasonal = list(order = c(2, 1, 1), period = 24))
MSI4d24D

# Se prueba la eficiencia del modelo

BT = Box.test(MSI4d24D$residuals, lag=48,

type = "Ljung-Box", fitdf=9)

BT

#Se realiza el prondstico
MSI4d24D.predict<-predict(MSI4d24D,n.ahead=6)

# Se deben elevar a La cuarta para obtener el pronostico original
s511<-(MSI4d24D.predict$pred) ~(4)

ssil

# Este es le modelo ajustado original
fit1<-(fitted(MSI4d24D))~(4)

fitl

# Grafica del prondstico
plot(I,ylab="Indice",xlab="Tiempo"
,main="Pronostico IGAE Dic 2015-May 2016",1lwd=2)
lines(ssil,col=2,1wd=2)

# Grafica del modelo propuesto ajustado al original
plot(I,ylab="Indice",xlab="Tiempo"

,main="Serie original y ajustada",lwd=2)
lines(fit1,col=2,1wd=2)

# Grafica de probabilidad normal de residuales

qqnorm(resid(MSI4d24D), datax=TRUE,pch=16, xlab="Residuales",main="")
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qqline(resid(MSI4d24D) ,datax=TRUE

qqnorm(resid (MSI4d24D), datax=TRUE,pch=16, xlab="Residuales",main="")
qqline(resid(MSI4d24D) ,datax=TRUE)

#histograma de los residuales

hist (MSI4d24D$residuals, 30,

main="Histograma de los residuales",xlab="residuales")

#FAM de los residuales

acfI4d24 <- acf(MSI4d24D$residuals, plot=FALSE,lag.max = 60)
acfI4d24$lag <- acfI4d24$lag * 12

par (lab=c(20,4,10));

plot(acfI4d24, xlab="Lapso (meses)",ylab="FAC",main="FAM")
#FAMP de los residuales

pacfI4d24 <- pacf(MSI4d24D$residuals, plot=FALSE,lag.max = 60)
pacfI4d24$lag <- pacfI4d24$lag * 12

par (lab=c(20,4,10));

plot(pacfI4d24, xlab="Lapso (meses)",ylab="FAC",main="FAMP"))

IV Se pronoéstica mediante los modelos de intervencién, primero se deter-
minar el modelo més apropiado para los datos antes de la intervencién

para luego incorporarlo al modelo de intervencién completo.

data <- read.csv(file="C:/Users/Gisela/Documents/IGAE.csv"
, header=TRUE, sep=",")

attach(data)

#Muestra la intervencidn de cerca

IGAEIc<-ts(cerca,frequency=12,start=c(2008,01), end = c(2009,12))
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ts.plot(IGAEIC,ylab=”indice”,xlab=“Tiempo”,main=“IGAE 2008-2009")
#La serie de tiempo antes de la intervencidn
II<-ts(inter,frequency=12,start=c(1995,04), end = c(2008,12))
ts.plot(II,ylab=”indice",Xlab=”Tiempo”

,main="Serie de tiempo del IGAE")
#Prediferenciacidn

I12<-ts((inter)~(1/2) ,frequency=12,start=c(1995,04),

end = ¢(2008,12))
ts.plot(II2,main="(IGAE)~(1/2) “,ylab=”indice“,xlab=”Tiempo“)
IT4<-ts((inter)~(1/4) ,frequency=12,start=c(1995,04),

end = ¢(2008,12))
ts.plot(II4,main=”(IGAE)‘(1/4)”,ylab=“indice”,Xlab=”Tiempo“)
II1n<-ts(log(inter) ,frequency=12,start=c(1995,04),

end = ¢(2008,12))
ts.plot(IIln,main="1log(IGAE)",ylab="Indice"

,xlab="Tiempo")
#Serie con una diferencia
IT4d<-ts(diff(II4,lag=1,differences = 1),frequency=12
,start=c(1995,04), end = c(2008,12))
ts.plot(II4d,main="(IGAE)~(1/4) con d=1",
ylab="Indice",xlab="Tiempo")
#Analisis de FAC y FACP en el nivel no estacional

acfII4d<- acf(II4d, plot=FALSE,lag.max = 70)

acfII4d$lag <- acfII4d$lag * 12

plot(acfII4d, xlab="Lapso (meses)",ylab="FAC",main="FAM")
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#FACP

pacfII4d<- pacf(II4d, plot=FALSE,lag.max = 70)

pacfII4d$lag <- pacfII4d$lag * 12

plot(pacfII4d, xlab="Lapso (meses)",ylab="FACP",main="FAMP")
#con d=1 y D=1

114424D<-diff (II4d,lag=24,differences = 1)
ts.plot(II4d24D,main="(IGAE)~1/4, d=1,D=1 s=24"
,ylab="Indice",xlab="Tiempo")

#Analisis de FAC y FACP en el nivel estacional

acfII4d24D <- acf(II4d24D, plot=FALSE,lag.max = 70)
acfII4d24D$lag <- acfII4d24D$lag * 12

plot(acfII4d24D, xlab="Lapso (meses)",ylab="FAC",main="FAM")
#FACP

pacfII4d24D <- pacf(II4d24D, plot=FALSE,lag.max = 70)
pacfII4d24D$lag <- pacfII4d24D$lag * 12

plot(pacfII4d24D, xlab="Lapso (meses)",ylab="FACP",main="FAMP")

#E1 mejor modelo para los datos antes de la intervencidn es
#un SARIMA(2,1,0)(2,1,0) [24]

MIId24<-arima(II4, order = c(2, 1, 0),

seasonal = list(order = c(2, 1, 0), period = 24))

MIId24

# Se comprueba la eficacia del modelo

BT = Box.test(MIId24$residuals, lag=42,

type = "Ljung-Box", fitdf=4)
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BT

# Los datos del modelo propuesto

fit24<-fitted(MIId24)

fit244<-(£fit24)~4

# La grafica del modelo propuesto al original
plot(II,ylab="IGAE" ,main="Ajuste del modelo")

points(II)

points(fit244,col=2)

#Histograma de los residuales

hist(resid(MIId24) ,main = "Histograma de los residuales"
,xlab="Residuales",ylab="Frecuencia",16)

#FAM y FAMP de los residuales

acfII4d<- acf(MIId24$residuals, plot=FALSE,lag.max = 70)
acfII4d$lag <- acfII4d$lag * 12

plot(acfII4d, xlab="Lapso (meses)",ylab="FAC",main="FAM")
#FACP

pacfII4d<- pacf(MIId24$residuals, plot=FALSE,lag.max = 70)
pacfII4d$lag <- pacfII4d$lag * 12

plot(pacfII4d, xlab="Lapso (meses)",ylab="FACP",main="FAMP")
# Grafica de probabilidad normal de residuales
qqnorm(resid(MIId24), datax=TRUE,pch=16,
xlab="Residuales",main="")
qqline(resid (MIId24) ,datax=TRUE)

plot (fitted(MIId24) ,resid (MIId24)

,xlab="Valores ajustados", ylab="residuales")



150

abline (h=0)

V Por ultimo se realiza el analisis del modelo de intervencién completo.

#Modelo con una intervencién

library (TSA)

#E1 siguiente es el modelo propuesto

#Se pronostican los pardmetros del modelo

Mili<-arimax((IGAE)~(1/4),order=c(2,1,0),
seasonal=1list (order=c(2,1,0) ,period=24),
xtransf=data.frame(I165=1*(seq(IGAE)>=166)),
transfer=1list(c(1,0)) ,method=’ML’)

M11

#Se prueba la eficiencia del modelo con intervencidn

BT = Box.test(Ml1$residuals, lag=12, type = "Ljung-Box", fitdf=4)

BT

# La grafica del modelo propuesto al original
fitd<-(fit)~4

plot (IGAE,ylab="IGAE" ,main="Modelo propuesto y original")

points (IGAE)

points(fit4,col=2)

#Histograma de los residuales

hist(resid(M11) ,main = "Histograma de los residuales"
,xlab="Residuales",ylab="Frecuencia",10)

#FAM y FAMP de los residuales

acfIT4d<- acf(Mil$residuals, plot=FALSE,lag.max = 70)
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acfII4d$lag <- acfII4d$lag * 12

plot(acfII4d, xlab="Lapso (meses)",ylab="FAC",main="FAM")

#FACP

pacfII4d<- pacf(Mli$residuals, plot=FALSE,lag.max = 70)
pacfII4d$lag <- pacfII4d$lag * 12

plot(pacfII4d, xlab="Lapso (meses)",ylab="FACP",main="FAMP")

# Grafica de probabilidad normal de residuales
qqnorm(resid(M11), datax=TRUE,pch=16, xlab="Residuales",main="")
qqline(resid(M11) ,datax=TRUE)

plot(fit,resid(M11),xlab="Valores ajustados", ylab="residuales")

abline (h=0)
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