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Capitulo 1

Introduccién y objetivo

1.1 Introduccidn alarestauracién digital de imagenes

En los afios de 1950 y 1960 se di6 inicio a programas espaciales, tanto de los
Estados Unidos como de la Union Soviética, en los cuales, la principal mision
era obtener imagenes de la tierra y otros planetas, facilitando asi futuros viajes.
Debido a las grandes limitaciones que existian por parte de las naves
espaciales y los diferentes factores que disminuian la calidad de las imagenes
se did lugar a una nueva area de investigacion conocida como Restauracion
de imagenes [17].

La Restauracion de imagenes digitales es un campo de la ingenieria que
estudia los métodos empleados para recuperar una imagen original a partir de
unas observaciones degradadas [5].

Por el coste elevado que tenia el procesar millones de bits contenidos en una

imagen, las primeras etapas de esta nueva disciplina fueron consideradas



como un lujo en ciertas areas de aplicacion, aunque los primeros algoritmos
tuvieron muy buenos resultados mejorando notoriamente la calidad de las
imagenes.

Con el tiempo, los algoritmos se fueron adaptando a la evolucion de los
equipos de computo asi como de los equipos de adquisicidn de imagenes.
Su importancia radica en que es un campo de especial interés para varias
disciplinas, tales como: matematicas, astronomia, medicina, biologia,
geologia, historia entre otras.

Un ejemplo de ello son las industrias del cine o la publicidad donde es comudn
la necesidad de restaurar imagenes que, por el paso del tiempo y/o falta de
cuidado se encuentran en un estado deteriorado. Dentro del campo del arte
esta misma necesidad surge con determinadas obras.

En la astronomia, una de las aplicaciones mas destacadas y que fue factor
para el cambio en la consideracion de esta ciencia, fue la puesta en érbita del
telescopio espacial Hubble en 1990 y el problema hallado en un espejo que
presentaba aberracion esférica lo que provocaba imagenes desenfocadas y
un fracaso en una inversién de casi 2000 millones de doélares [5][10]. Este
hecho impulsé a la contribucién de algoritmos para la solucién a los defectos
de las imagenes, un ejemplo de estos, es el algoritmo Richardson-Lucy
aplicado sobre la figura 1.

Es asi que su uso se extiende a diferentes disciplinas e industrias y su

desarrollo ha aumentado enormemente en los ultimos 40 afnos.



Figura 1. Restauracion mediante el algoritmo Richardson-Lucy [5]

1.2 Conceptos de larestauracién digital de imagenes

Antes de comenzar con la parte formal de este estudio es conveniente conocer
ciertos datos que permitan tener una idea clara de cuél es la metodologia mas
conveniente a emplear en el tratado de una imagen digital. Para dicho tratado
la herramienta a usar seran las matematicas, es por ello que se dara a conocer
la forma en que serd modelada la imagen y definiciones de degradacion, como

son el ruido y el emborronamiento.

Se tiene que tener en cuenta que la computadora y los algoritmos que se
implementan sobre las imagenes digitales también tienen un papel muy

importante en la manipulacion de las imagenes.

1.2.1 Emborronamiento y ruido
La degradacion de una imagen se debe a dos factores ambientales: el ruido y
el emborronamiento, el cual esta dado por [14][8]:

g =Hf +n, (1.1)
donde:

g, [ Yy n, son vectores columnas de tamafio p x 1, con p = mxn



g, representa a la imagen emborronada y ruidosa con la que se parte.

f, es la imagen objetivo, a la cual se quiere llegar después de una

restauracion.

n, es el modelo de ruido, para este trabajo se emplea el ruido

Gaussiano con media cero y varianza de forma g2 = g1

H, representa la matriz de emborronamiento; esta se genera a partir
de un filtro lineal e invariante a traslacion siendo H de dimension
(mxn)x(mxn) pudiendo ser conocida o no, todo depende del método

que se utiliza para realizar la restauracion de la imagen.
Las imagenes son de tamafio m x n con p = mx n.

1.2.2 Representacion de las imagenes
El objetivo principal cuando se adquiere cualquier tipo de imagen, es poder
representarla de manera que se sea capaz de procesar el tipo de informacién

gue la imagen proporciona.

Una imagen puede representarse matematicamente como una funcion
bidimensional f(x,y), donde x y y son la representacion de las “coordenadas
espaciales” y la amplitud de f en cualquier par de coordenadas (x,y) es
llamada intensidad o escala de grises de la imagen en ese punto. El término
“‘escala de grises” es utilizado de una manera continua para referirse a la

intensidad de las imagenes monocromaticas.

Se le llama “imagen digital” a la imagen cuando los valores de amplitud de x,y
y f son cantidades discretas. Esto es posible mediante un proceso de
“‘muestreo” y “cuantizacion” en la imagen, a este proceso se le conoce también

con el nombre de “digitalizacién de la imagen” [21].

Una imagen digital es una imagen f(x,y) que ha sido discretizada tanto en
coordenadas espaciales como en luminosidad. Una imagen digital puede ser
considerada como una matriz cuyos indices de renglon y columna identifican

un punto (un lugar en el espacio bidimensional) en la imagen y el
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correspondiente valor de elemento de matriz identifica el nivel de gris en aquel

punto.

El resultado del muestreo y cuantizacion es una matriz de M filas y N columnas,
y como en la teoria de matrices se le llama una matriz de M X N, los valores
de las coordenadas (x, y) de la imagen son convertidos en valores discretos y
por claridad y conveniencia se utilizan nimeros enteros para representar estos

valores [1].

Para lograr la restauracion de una imagen se tienen diversas técnicas de
naturaleza matematica, en la que una imagen se descompone y se representa
como un conjunto de datos manipulables (ver figura 2), donde cada
coordenada representa la posicion de los pixeles contenidos en la imagen, esto

para la realizacion de diferentes operaciones, tales como:

Modificacion de algunas formas.

* Eliminacién de ruido.

 Extraer informacion.

* Realzar, suavizar o detectar bordes.

Entre otras.

origen
i S e B
5 * 5 & 8 5 s s s @
2 * o o o o o o o o
3 o e s 0 o s e e e

Figura 2. Representacion de una Imagen digital en un plano [21]



1.3

Cada elemento en la imagen tiene un valor en particular, este nimero esta relacionado
con la temperatura de un circuito integrado, el valor asignado a cada elemento es
convertido a una “escala de grises”, en donde el menor valor es representativo del negro
y el valor mas alto representa el color blanco, los valores intermedios son distintos niveles

de grises [8].

En general, una imagen se puede considerar como una matriz, en donde cada elemento

de esta representa un pixel de la imagen.

Objetivo y organizacion de la Tesis

El presente trabajo describe las técnicas usadas asi como los resultados obtenidos en el
proyecto de tesis dentro de la restauracion digital de imagenes. En particular, la
investigacion se dirigié a la eliminacién del ruido y emborronamiento en imagenes digitales
creando un modelo de restauracidon basado en la estimacion bayesiana y campos

aleatorios Markovianos.
El esquema de la tesis es el siguiente:

El capitulo dos describe de forma detallada las etapas que forman el paradigma
bayesiano, gue es la base matematica en la que se apoyan las probabilidades de
soluciones candidatas a este modelo de restauracién. Se proporcionara una breve
introduccién de algunos conceptos matematicos que ayudaran al entendimiento del

tema.

En el tercer capitulo trata sobre los campos aleatorios Markovianos, su asociacion con la

distribucion a priori y la aplicacion en los posibles valores de cada pixel.

El cuarto capitulo se concentra en el estudio de la optimizacion sin restricciones, los
métodos de maximo descenso y gradientes conjugados, los cuales ayudaran
posteriormente a encontrar el minimo de la funcién objetivo mediante una técnica de

optimizacién no lineal.



En el capitulo cinco se muestra el modelo de restauracion utilizado, asi como la
justificacion de su obtencion y los modelos de minimizacion generados en la
implementacion del algoritmo.

Dentro del capitulo seis se realizaran pruebas a distintas imagenes a color para
comprobar y medir resultados.

En el capitulo siete se extraen las conclusiones de investigacion y se plantean en base

a los resultados obtenidos las mejoras obtenidas, asi como trabajos futuros.

Finalmente, se listan las referencias que ayudaron en la investigacion de este trabajo.

1.4 Objetivos

1.4.1 Objetivos generales

Generar una aplicacion que permita resolver un problema de restauracion de imagenes
digitales.

1.4.2 Objetivos especificos

Al analizar el problema de la restauracion de imagenes, se mostrara:

e Entender la técnica de estimacion bayesiana y enfocarla a la solucién de

problemas en el campo de la restauracion digital.

e Entender los campos aleatorios Markovianos con el fin de construir el modelo de
restauracion digital.

e Disefiar el algoritmo de restauracion.
¢ Implementar el algoritmo usando el lenguaje de programacién MATLAB.

e Realizar las pruebas con imagenes a color.



Capitulo 2

2.1

Paradigma bayesiano

Introduccion

El problema principal de la restauracion de imagenes es obtener f, es decir, la imagen
ideal a partir de una imagen que presenta ruido, imagen g. Para conseguir una buena
estimacion de la imagen original, los algoritmos de restauracion digital necesitan incorporar
conocimiento a priori sobre los tres elementos principales del modelo: el emborronamiento,
el ruido y la propia imagen original.

En este capitulo se va a estudiar fundamentalmente como el modelo bayesiano actta en
la restauracion de imagenes digitales.

La descripcion del modelo de imagen empleado en este trabajo se aborda de manera
especifica en el capitulo 5.

La estructura del capitulo es la siguiente:

- Para lograr una mejor comprensién se comenzara con una induccion general de los
conceptos principales.

- En el apartado 2.3 se sustentan las bases que permitiran realizar este trabajo.

- Paraterminar, en la seccion 2.4 se justifica la eleccion de la estadistica bayesiana.



2.2 Conceptos Basicos

2.2.1 Paradigma bayesiano

El paradigma Bayesiano es un método de razonamiento aproximado, es decir, simula la
capacidad de razonamiento en condiciones de incertidumbre, cuando no se conoce con
absoluta certeza la verdad o falsedad en un enunciado o hipotesis.

Este paradigma esta basado en el teorema de Bayes, en donde se busca obtener las
probabilidades de la hipotesis de independencia incondicional entre hipotesis y evidencia
[3].

2.2.2 Parametro

Un parametro es visto como una variable aleatoria a la que, antes de la evidencia muestral,
se le asigna una distribucion a priori de probabilidad, con base en un cierto grado de
creencia con respecto al comportamiento aleatorio. Cuando se obtiene la evidencia
muestral, la distribucién a priori es modificada y entonces surge una distribucién a
posteriori de probabilidad.

2.2.3 Probabilidad a priori

Dada una cantidad p desconocida, la distribucidén de probabilidad a priori es donde se parte
antes de efectuar un experimento que pueda arrojar nueva informacion sobre dicha
probabilidad, expresa alguna incertidumbre acerca de p antes de tomar en cuenta los
"datos"[15].

2.2.4 Probabilidad a posteriori

Es aquella probabilidad que consiste en encontrar el valor después de repetirse el
experimento un nimero considerable de veces [15].

2.2.5 Verosimilitud

Permite realizar inferencias acerca de su valor a partir de un conjunto de observaciones
[15].



2.3 Fundamentos

2.3.1 Teorema de Bayes

El teorema de Bayes permite determinar las probabilidades a posteriori y revisar
probabilidades previamente calculadas cuando se posee nueva informacion [15] [26].

P(A;) -P(B/A;)

o5 (2.1)

P(A;/B) =

donde:
P(A;), es la probabilidad a priori.
P(B/A;), es la probabilidad condicional.
P(B), representa la probabilidad total.
P(A;/B), es la probabilidad a posteriori.

2.3.2 Estimador maximo a posteriori (MAP)

Una que vez que se definen los elementos necesarios para realizar el analisis basado en
el paradigma bayesiano p(«, 8, f, g), se puede realizar este analisis en la moda a posteriori
(MAP). Este anadlisis realiza la estimacién de la imagen y los hiperpardmetros de forma
simultanea integrando p(«, B, f,g) sobre los hiperpardmetros, « y S, para obtener la
verdadera verosimilitud y maximizando esta verosimilitud en f [13].

La definicion del estimador maximo posteriori se obtiene a través de la siguiente ecuacion:
F = argp(max Pp(F)) (2.2)

La ecuacién (2.2) es muy empleada en el procesamiento digital de imagenes, con ella se
obtienen los parametros mas probables.

Dado que se pueden encontrar una gran cantidad de valores que se aproximen a la funcion
objetivo, es necesario introducir el conocimiento a priori de la imagen f, es decir, se deben
poner restricciones en A (representado en la figura 3).
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Figura 3. Modelo de restauracion de unaimagen [18]

En la figura 3 F representa la imagen inicial; H el dispositivo de adquisicion; n el ruido
introducido; G la imagen resultante; A el filtro para eliminar el ruido, F la imagen restaurada.

2.4 Descripcion de la Estimacion Bayesiana

El paradigma Bayesiano se ha empleado en muchas areas con relacién al analisis de
imagenes gracias a que se basa en una aproximacion estadistica y se integra el uso de
informacion a priori sobre las imagenes que estamos tratando.

Los métodos bayesianos parten de una distribucion a priori, ésta distribucion es donde se
incorpora informacion sobre la estructura esperada en una imagen y la combina con
informacion proveniente de los datos de la imagen observada por el sistema de captacion
para construir la probabilidad a posteriori de f dada g.

Los pasos a seguir son los siguientes [3]:

1.

2.
3.

ok

Definir la funcién de verosimilitud Pgr(F) = P,(G — Hp).

Definir la distribucion a priori Pr(F).

Resumir la informacion de la Regla de Bayes para obtener la distribucion a
posteriori.

Definir la funcién de costo C(F, F).

Encontrar el estimador Bayesiano 6ptimo.

11



Capitulo 3

3.1

Campos aleatorios Markovianos

Introduccion

En este capitulo se estudia el uso de los campos aleatorios Markovianos como modelo a
priori de las imagenes en problemas de restauracion de imagenes.

Como se vi6 en los elementos del paradigma Bayesiano, el conjunto de imagenes f
resultante es bastante grande, es por ello que generar restricciones a la probabilidad a
priori es fundamental si se quiere que éste conjunto sélo considere como posibles
soluciones aquellas imagenes que tengan una mayor probabilidad de ser f , esto puede
ser posible mediante los campos aleatorios Markovianos.

Los campos aleatorios Markovianos habitualmente se usan para etiquetar y segmentar
secuencias de datos o extraer informacion de documentos, proporcionan medidas de

probabilidad sobre un dominio ya sean espaciales o contextuales.

12



3.2

Para esta tesis se trabaja con relaciones de tipo espacial, ya que, al realizar un cambio al
valor de un punto en f, se busca considerar los valores de sus vecinos y no solo el valor

en si.

Etiquetado

Para lograr un éptimo modelado de los campos aleatorios Markovianos es necesario
plantear el problema como un problema de etiquetado, es decir, la configuracion de cada
etiqueta significara una solucion.
Dentro de la terminologia de campos aleatorios, un conjunto especifico de etiquetas recibe
el nombre configuracion [16].
Cada pixel recibe el nombre de site. Cuando todos los sites tienen el mismo conjunto
posible de etiquetas de D (conjunto de etiquetas que puede tomar cada site), al conjunto
de todas las configuraciones recibe el nombre del espacio de configuraciones [9].
Se pueden distinguir dos factores que determinan la probabilidad de una configuracién:

o La probabilidad a priori de cada estado.

o La conjunta con sus vecinos.

Una etiqueta no es mas que una clasificacion que se asigna a los pixeles de la imagen
especificAndolas dentro de un conjunto de estados y un conjunto de etiquetas, visto de
otra manera, una malla de puntos, donde el estado de cada punto depende del estado de
sus vecinos[9].
En el caso de las imagenes digitales, la distribucion geométrica de los pixeles corresponde
a una malla o rejilla denominada lattice.
Sea d un conjunto discreto de m estados
d={1,.. m} (3.1)

Se define D como un conjunto de etiquetas, que seran asignadas a cada estado en d.
Una etigueta puede ser continua o discreta. En el caso de ser continua, como el célculo
de profundidad en un par de imagenes estereoscépicas, el valor de la etiqueta asignado a
i estd dentro de un intervalo real, es decir:

fi €D = [x;,x] (3.2)

13



Si la etiqueta es continua existe un numero infinito de etiquetas.

En el caso de las etiquetas discretas, por ejemplo, en la segmentacion de una imagen en

5 clases, se asume un valor discreto, es decir,

3.3

fieD=[1,..,m] (3.3)

Sea F = {F,, ..., E,;} unafamilia de variables aleatorias definidas en d, donde cada variable
aleatoria F; toma valores D.Una interseccion de eventos F; = {fy, ..., b, = fm }, abreviado
como F = f es una ejecucion de F donde f = {f}, ..., fm} €S llamada una configuracion de
F. Una configuracion puede representar una imagen. Para el conjunto de todas las
configuraciones es:

S=D"=DxDx..xD (3.4)

mveces

El espacio de soluciones posibles puede ser idéntico a S o si son impuestas restricciones
adicionales, un subconjunto de S. Una configuracion de f puede ser interpretada como una
de las dos siguientes formas [12]:
o Como un mapeo f:d —» D, o como un etiquetado {f;, ..., f;,} de los estados.
o Un conjunto de estados puede ser categorizado en términos de su homogeneidad
y un conjunto de etiquetas en términos de su continuidad, bajo estos términos
podemos clasificar los etiquetados en cuatro niveles:
Nivel 1. Estados homogéneos con etiquetas continuas.
Nivel 2. Estados homogéneos con etiquetas discretas.
Nivel 3. Estados no homogéneos con etiquetas continuas.
Nivel 4. Estados no homogéneos con etiquetas discretas.
La restauracion de imagenes en escala de grises, pertenece al nivel 1. Un conjunto d de
estados corresponden a los pixeles en la imagen y un conjunto D de etiquetas es un

intervalo real.

Vecindarios

Un sistema de vecindad para S se define como [12]:

14



3.4

3.5

Y tiene que cumplir con las siguientes dos propiedades:
o Un sitio no es vecino de si mismo.

o Larelacion de vecindad es mutua.

Se pueden tener diferentes “vecindades” (primer orden, segundo orden, etc.)
Para una malla regular, la vecindad de orden i con radio r se define como:
V; ={v; € S|dist(i,v;) <} (3.6)
donde
dist (x,y) es la distancia euclidiana entre x e y.

r €S un namero entero.

Con base en esto se introduce el concepto de conectividad, que constituye una relacion
de vecindad espacial entre un site y sus proximos vecinos. En un sistema de vecindad de
primer orden, cada sitio (interior) tiene 4 vecinos, en uno de segundo orden, 8 vecinos: en

uno de tercer orden, 12 vecinos etc.

Cliques

El par (d, N) formado por el conjunto de sites S y la vecindad N constituye un grafo. La
vecindad establece la relacion de los nodos formados por los sites. Un clique ¢ para (d, N)
es un subconjunto de pixeles en d tal que ¢ consiste de un solo estado ¢ = {i}, o un par de

estados vecinos ¢ = {i,j}, o tres estados vecinos ¢ = {i, ], k}, y asi sucesivamente [12].

Campo aleatorio y caracteristicas locales

Un campo aleatorio es una coleccion de variables indexadas por sitios [12].

Se considera un conjunto de variables aleatorias F = {F,, ..., E,}, asociadas a cada sitio
del sistema de sitios S. Cada variable toma un valor f; de un conjunto de posibles valores
L. Entonces, F es un campo aleatorio.

Un campo aleatorio de Markov es un campo con la propiedad de “localidad”.

Debe satisfacer las siguientes propiedades:
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o P (f)>0—positivo
o P (filfs — i) = P(filvec(f)) (3.7)
donde
vec(f;) son los vecinos de f;.
Ahora bien, para un campo aleatorio se puede definir un tipo de probabilidad
condicionada denominada caracteristica local del campo definida para A < S como:
o Las caracteristicas locales siempre estan definida gracias a la propiedad de
positividad de los campos aleatorios. Dicha propiedad, dice que cualquier
subimagen tendra una probabilidad con valor positivo, que depende del

resto de la imagen.

o Lasdependencias en S en general son locales, es decir, que en una imagen

un pixel va a depender de los pixeles cercanos.
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Capitulo 4

4.1

Programacion no lineal sin restricciones

Introduccion

En este capitulo se hablara de los topicos de visibn computacional que permitiran construir
el modelo de restauracidbn de imagenes digitales y posteriormente encontrar su
minimizador mediante una técnica de optimizacion no lineal, de este modo se obtendra la
restauracion digital de la imagen ruidosa que se nos presente.

Dicha optimizacién es de gran importancia ya que se trabajara con la caracterizaciéon y
localizacion de maximos y minimos en funciones no lineales para la seleccion del mejor
elemento.

Para tener un enfoque claro se comenzara definiendo la teoria de la optimizacién, la cual
es una rama aplicada que estudia la solucion de problemas cuantitativos [9], es decir, en
los que se pretende obtener un resultado numeérico.

Segun la naturaleza de los datos, de las variables tiempo, de los objetivos del problema,
linealidad, entre otros factores, existen diferentes modelos de optimizacion [19]:

- Modelos deterministas.
-  Modelos estocasticos.
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- Modelos estaticos.

- Modelos dinamicos.

- Modelos de un unico objetivo.
- Modelos multiobjetivos.

- Modelos lineales y no lineales.
- Modelos continuos.

- Modelos discretos.

Por lo cual, es importante reconocer las caracteristicas de un problema para identificar
una técnica apropiada de solucién.

4.2 Optimizacion

Un problema de optimizacién puede ser representado como [9]:

Dada una funcion f: A - R.
Buscar un elemento xo en A tal que
f (Xo) < f(x) para todo x en A (minimizacion) o tal que
f (xo) = f(X) para todo x en A (maximizacion).
Tipicamente, A es algun subconjunto del espacio euclideo R™, con frecuencia delimitado
por un conjunto de restricciones, igualdades o desigualdades que los elementos de A
tienen que satisfacer. El dominio A de f es llamado el espacio de basqueda o el conjunto
de eleccion, mientras que los elementos de A son llamados soluciones candidatas o
soluciones factibles.

Los métodos de programacion no lineal tratan de resolver lo siguiente:

min f: R®" - R (4.1

XER™

donde

f, es una funcion de valores reales con derivadas continuas de orden 2 que se
desea minimizar y recibe el nombre de funcién objetivo o funcién de costo.

Definicion:

Sea f: R" — R unafuncion defindaen 2 € R". Un punto x* € 2 es un minimizador local
de f en ) siexiste e >0talque f(x) > f(x*) paratodax € Q\{x*}y[lx —x*|| <e.

Sea f:R"™ - R una funcion definda en 2 € R"™. Un punto x* € 2 es un minimizador
global de f en 2 si f(x) = f(x*) paratoda x € 2\{x"}.

Observacion:
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Si en las dos definiciones anteriores reemplazamos > con > se tiene un minimizador local
estricto o minimizador global estricto.

fix)

X

-——— - -

Figura 4. Ejemplos de minimos: x; minimo globlal, x, minimo local estricto, x3
minimo local no estricto.

4.3 Condiciones necesarias y suficientes.

Para comprobar si un punto dado es minimo o no se declararan condiciones algebraicas.
Estas condiciones son [7]:

1. Condicion necesaria de primer orden.
Si x* es un minimo local y f es continuamente diferenciable en una vecindad abierta
de x*, entonces If (x*) = g(x).

2. Condicién necesaria de segundo orden
Si x* es un minimo local de f(x), entonces V?f(x*) = H(x) es semidefinida positiva.

3. Condicion suficiente de segundo orden
Si V2f(x*) es definida positiva, entonces x* es un minimo local.

Cuando la funcion objetivo es convexa, los minimos locales y globales son faciles de
caracterizar.

4.4 Busqueda lineal

Una de las herramientas basicas para la minimizacion de problemas por medio de
técnicas iterativas es la busqueda lineal.
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4.5

Con la busqueda lineal lo que se pretende es encontrar una serie de soluciones prueba
gue conduzcan hacia una solucion optima en cada iteracion, a través de las iteraciones se
realiza una busqueda que culmina en la identificacion de una nueva solucién prueba
mejorada.

Es aqui donde se elige un punto inicial, una direccion de movimiento y se realiza una
basqueda lineal para determinar el siguiente paso. El algoritmo elige una direccion
descendente d;, busca a lo largo de esa direccion desde el punto actual a un nuevo punto
con menor valor de la funcion objetivo. En cada nuevo punto se calcula una nueva
direccién descendente de busqueda y un nuevo paso y se repite el proceso hasta que se
encuentre un minimo.

Direcciones de busqueda para métodos con busqueda lineal

Como se mencion6 en el apartado anterior, una vez elegido el punto inicial es hora de
definir la direccion de movimiento y esto se hara de acuerdo a algun algoritmo, dicho
algoritmo dara a la funcién objetivo una direccion en la que se reduzca.

Una direccién de descenso d esta definida como una a través de la cual la derivada
direccional es negativa [11].

g)"d <0, (4.2)
De donde se puede escribir la siguiente aproximacion:
flx+o0d) - flx) ~x g(x)'d, (4.3)

con lo anterior se asegura que un valor menor para la funcion puede ser encontrado por
medio de d para « suficientemente pequeiio.

Existen diversos métodos para la eleccion de la direccidon de busqueda. A continuacién se
listan los empleados en este trabajo para determinar la direccién de descenso dj, :

4.5.1 Direccién de mayor descenso

La direccion de d,, , de entre todas las direcciones en las que puede haber movimiento
desde x;, donde f decrece mas de prisa, es denotado por [11]:

di = =Vf(x) (4.4)

4.5.2 Gradientes conjugados

Es un método iterativo que busca minimizar funciones cuadraticas convexas R™ — R,
resolviendo un problema algebraico Ax= b, donde la matriz A es simétrica y definida
positiva.
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En este caso la direccion tiene la forma [7]:
di = =Vf(x) + Brdy—1 (4.5)
donde:

Bk, €S un escalar que asegura que d; y di_, Son conjugados, es decir, que d; y
dy_1 Con respecto a una matriz A son iguales a 0, con dy, # dy_4.
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Capitulo 5

5.1

Algoritmo de restauracién

Introduccion

Como se vio, la finalidad de este trabajo de tesis es la eliminacion del ruido y
emborronamiento por medio de un modelo de restauracion que ha sido obtenido utilizando
estimacion bayesiana y campos aleatorios Markovianos.

Para llegar a la solucion es necesario la optimizacion de la funcién objetivo, esto sera

logrado por medio del maximo descenso y gradientes conjugados.
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5.2

Se dara un breve recorrido por los tipos de ruido y emborronamiento mas utilizados con el
objetivo de reunir los elementos necesarios para definir el modelo del que se partird para

obtener la funcion objetivo.

Emborronamiento

Son varias las fuentes deterministas que producen el emborronamiento, asi como muchos

los tipos, a continuacion se resumen los mas comunes.

5.2.1 Emborronamiento por movimiento lineal uniforme

Se pueden distinguir muchos tipos de emborronamiento por movimiento, debido al
movimiento relativo entre el dispositivo de captacion y el objeto. Este movimiento puede
aparecer en forma de traslacion, rotacion o por un repentino camino de escala o cualquier
combinacion de estas causas. Aqui soOlo se estudiaré el caso de traslacion (movimiento

lineal uniforme).

Cuando el objeto se traslada a velocidad constante, V, bajo un angulo dado, ¢ durante el

intervalo de exposicion [0, T], la distorsién es unidimensional [5]. Denotado por:

T izx 2 <L i/, — _
Wi, ji L, @) = {L,Sl,/] +i2 <55y /] tan<p} 5.0)

0,en otro caso

En este caso, la funcién de dispersion de punto (psf) espacialmente invariante, aunque
también se puede dar el caso en que sélo una parte de la imagen esté sometida al
movimiento de traslacion, en cuyo caso la distorsibn general sera obviamente

espacialmente variante.

5.2.2 Emborronamiento por desenfoque uniforme

Cuando una escena tridimensional es captada mediante una camara en un plano
bidimensional, algunas partes de la escena se encuentran en el foco, mientras que otras
no pueden encontrarse en él. El grado de desenfoque dependera de la longitud focal, de

la apertura de la lente y de la distancia entre la camara y el objeto.
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Si el grado de desenfoque es grande en relacion a las longitudes de onda consideradas,
se puede emplear una aproximacion geométrica que da lugar a una distribucion de
intensidad uniforme. La pfs de este emborronamiento por desenfoque uniforme con radio
R esta dado por [21]:

1 s [izx 2
h(i,j;R) = {nRz'Sl it SR} (5.2)

0,en otro caso

5.2.3 Emborronamiento uniforme bidimensional
Esta es una forma severa de degradacion por emborronamiento que aproxima el
emborronamiento por desenfoque y se emplea en un gran nimero de simulaciones. Su

expresion es [21]:

1 . L .. L
—_ —_ < < —_
h(i,j) = {LZ'Sl , = bl = z} (5.3)
0,en otro caso

5.2.4 Emborronamiento por turbulencia atmosférica
El emborronamiento se produce en teledeteccion y astronomia debido al cambio en las
condiciones de refaccién de la atmosfera terrestre. Debido a que el emborronamiento
producido depende de multiples factores como la temperatura, el tiempo de exposicién o
las condiciones meteoroldgicas, no se puede conocer una expresion analitica que describa
la forma de la pfs [21]. Sin embargo, estudios previos [18] [14] han sugerido una

aproximacion radialmente simétrica de la forma:

h(r) = {[Wi % [[1 + (g)z]-b’]} (5.4)

(7
donde:

r, es la distancia de la fuente al pixel receptor.
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R y B, son parametros que se pueden estimar a partir de fuentes puntuales que

contenga la imagen [3].

5.2.5 Emborronamiento Gaussiano

Algunas fuentes [21] aproximan el emborronamiento por turbulencia atmosférica mediante

una funcion gaussiana:

R = Cop |~ 5] (5.5)

20.2

Esta aproximacion se puede emplear para exposiciones prolongadas, algo frecuente en
observaciones astronémicas. € es una constante de normalizacion y ¢ determinara la

severidad del emborronamiento [21].

5.2.6 Emborronamiento por dispersion

5.3

Las imagenes de rayos X muestra la distinta cantidad de radiacion absorbida por el objeto
gue estaba siendo irradiado. Sin embargo, parte de la emision también resulta dispersada
de su camino de incidencia, dando lugar a una distribucién de radiacion alrededor de un
punto. Hay muchos factores que intervienen en la pfs resultante de esta dispersion, aunque
para los rangos de energia empleados en diagndstico médico ésta se puede describir
como [21]:

1

BZ+(i2+]’2)3/2 (56)

h(i,j) =

donde:

p determina la severidad del emborronamiento.

Ruido

El ruido en las imagenes se manifiesta como un aumento en la brillantez de algunos pixeles
MAas que en otros, es un problema comun y complicado de resolver. El ruido puede estar

presente en diferentes formas, de acuerdo al agente que lo genere.

Entre las formas mas comunes se encuentran:
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5.3.1 Ruido uniforme
El ruido uniforme se modela de acuerdo a una distribucion estadistica en particular, la
distribucion uniforme es una distribucién de probabilidad cuyos valores tienen la misma
probabilidad. La funcién de densidad del ruido uniforme estad dada por la siguiente

ecuacion:

1 .
e < <
p(z) = { o Sta =z =h (5.7)

0, en cualquier otro caso

La media y la varianza para esta funcion de densidad estdn dadas por las siguientes

ecuaciones:

2 12

2
a+b 0_2 — (b—a) (5.8)

La grafica de la funcion de densidad del Ruido Uniforme es mostrada en la figura 5.

p(2)

1/(b-a)

a b
Figura 5. Densidad Ruido Uniforme [21]

El ruido puede utilizarse para generar cualquier tipo de distribucion de ruido y es
comunmente utilizado con el fin de degradar imagen para la evaluacion de algoritmos de

restauracion de imagenes digitales.
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5.3.2 Ruido de sal y pimienta
Es causado principalmente por fallas en el funcionamiento de los sensores encargados de
capturar una imagen o por errores de tiempo cuando se produce el proceso de

digitalizacion de la imagen. Su funcion de densidad esta dada por la ecuacion:

P, paraz = a
P araz=>b
p(z)=4.> P (5.9)
0 en cualquer
otro caso

Si b > a, puntos claros apareceran en la imagen y si b < a, apareceran puntos 0Scuros
corrompiendo la imagen. En el caso de que P, y P, sean cero, el ruido recibe el nombre de
“unipolar” y si ninguna de las probabilidades es cero y si son aproximaciones iguales, la
imagen se encontrara contaminada por puntos claros y oscuros, es por ello que recibe el

nombre de “Sal y Pimienta”.

5.3.3 Ruido Gaussiano
Se le llama gaussiano debido a que la distribucion del ruido es semejante a una distribucién
gaussiana de una determinada media y varianza. Puede decirse que esta distribucion es
la distribucién continua de probabilidad mas importante en todo el campo de la estadistica
y su curva describe con mucha exactitud muchos de los fendbmenos que ocurren en la
naturaleza, entre estos se encuentran los efectos del ruido en una imagen dada. Los
modelos de ruido basados en esta distribucion son utilizados frecuentemente debido a su
conveniencia matematica. El ruido gaussiano tiene una funcién de densidad dada por la

ecuacion [8]:

— 1 -(z-w?/20?
p(z) =¢ (5.10)

donde:
z, representa el nivel de gris.

U, es la media de valor de z.
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o, es la desviacion estandar.

La gréfica de la distribucion gaussiana se muestra en la Figura 6

p(2)
Pu—8 <z < u+9)

u—=~ K u+s
Figura 6. Distribucién Gaussiana [21]

Una representaciéon matematica de este fenédmeno (ruido) se puede hacer de la siguiente

forma [8]:
Gyy = Fey + nyy (5.11)
donde:
Gy.y, €S laimagen observada.
F,,, es laimagen original

Ny, €S el ruido
La nitidez es la ausencia de ruido, entre mas nitida sea una imagen menos ruido tiene.

La siguiente imagen es una imagen sin ruido.
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Figura 7. Imagen sin ruido [24]

Con el fin de poder observar los efectos del ruido gaussiano en una imagen dada (figura
7) es posible utilizar el programa de computo MATLAB [2] y su funcién “imnoise” para

poder agregar ruido a una imagen digital.

Figura 8. Efectos del Ruido en las imagenes digitales

5.4 Modelo de ruido y emborronamiento
Se comenzara definiendo la matriz de emborronamiento asi como el modelo final de ruido.
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Para el emborronamiento, se supone es producido por un filtro invariante y lineal a
traslacion por lo cual es posible implementar el operador de convolucion representado de
la siguiente forma:
Para las dos imagenes digitales f(i,j) y h(i,j) de dimensiones m;xn, y m,xn,
respectivamente, se extienden dichas imagenes de forma que las nuevas
imagenes f.(i,j) y h.(i,j) ambas de dimensiones (m;xn; — 1) x (myxn, — 1) se
forman con sus respectivas f(i,j) y h(i,j), donde se rellena con ceros para

complementar las dimensiones, es decir,

o~ (FGD) 1<i<m,1<j<n
fe(@.)) = {0 mAl<i<m+ mynm+1<j<n +n,+1, (5.12)
y
.~ (h(,)) 1<i<my,1<j<n,
he(l']) h {0 m2 + 1 S l S m1 + mz,nl - 1 S] S nl +n2 - 1, (513)

Dadas las funciones extendidas si son tratadas como funciones periédicas con periodos
my; + m, — 1 en la direccion de la coordenada x, y periodo n, + n, — 1 en la direccion de
la coordenada y, entonces se tiene que la convolucion de esas dos funciones es dada por

la expresion:

go(i,j) = ymtmemiymt el ¢ (j Nho(i—m,j—n),1<i<m+m,—1,1<j<n <n,—1 (5.14)
Se plantea la solucion del problema como un sistema de ecuaciones de alta dimension, es
decir, para encontrar f (i, j) se tendra que resolver este sistema.
Se lleg6 a dicha solucion ya que tanto la funcion g, (i, j), como las funciones f,(i,j) y h.(i, )
son periodicas y comparten el mismo periodo.
Para la implementacion del algoritmo se trabaja con la matriz:

h(i,j) = e~ 2(i/3)7-2G/3)* (5.15)

La cual es truncada a dimension 7x7.
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Con fines préacticos se trabajara con ruido Gaussiano con media 0 y varianza o2 , por lo

gue el modelo final se puede escribir de la siguiente manera:
J(F) = IIHf = gll3 + Az llcf 113 (5.16)

donde:

C, es el operador Laplaciano usando una 8-vecindad, es decir [19]:

-1 -1 -1
c=|-1 8 -1 (5.17)
-1 -1 -1

5.5 Meétodos de busqueda lineal

Los métodos para la minimizacién de una funcion objetivo arbitraria f(x) de n variables
independientes sin restricciones forman el principal campo de estudio de la optimizacién
no lineal [9].
En base a la definicion del capitulo 4, se puede expresar cada iteracion de la busqueda
lineal como:
freer = fie ¥ dy (5.18)
donde:

o, Se obtiene a partir de una basqueda lineal (mencionada en el capitulo anterior).

Se calcula una direccion de basqueda dy, al inicio de la k — ésima se denota a f;,, como el
estimado del minimo actual, a partir del cual se obtiene un nuevo estimado f; 4, tal como

se expreso.

5.5.1 Método de maximo descenso
Las técnicas del gradiente, asi como los métodos de maximo descenso permiten optimizar
funciones continuas que son dos veces diferenciables, es decir, de alta dimensién. La idea
general de este método es generar puntos sucesivos comenzando en un punto inicial dado,
en la direccion de mas rapido aumento de la funcion.
La direccién de descenso en el método de maximo descenso es el anti-gradiente de la

funcion J(f) de la ecuacion (8), de modo que dy tiene la expresion siguiente [11]:
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di = —grad, = —(H"(Hf —g) +AC"C) (5.19)
El tamafio de paso «; es el minimo de la funcién J(f,,+o d;) con respecto a la variable «,

el optimo tiene la expresion siguiente [11]:

llgradl3
oK, = 5.20
K Hd 2+ Al cd 12 (5.20)

Por lo que el algoritmo basico de maximo descenso es [11]:
Dado f,

Calcular grad, mediante la ecuacion (5.19)
Poner dy, = —grady y k = 0.
Mientras grad, # 0
Calcular «;, mediante la ecuacion (5.20)
frer1 = fi o dy
Calcular grad;.; mediante la ecuacion (5.19)
Ponerdy,, = —gradys1 Yk =k +1

Fin de Mientras

5.5.2 Método de gradientes conjugados

Como ya se menciond, los métodos de gradientes conjugados son una alternativa a
solucion de problemas de optimizacion de alta dimension. Estos métodos fueron
propuestos inicialmente por Hesteness y Stiefel en el afio 1952 con el propésito de resolver
problemas de ecuaciones lineales, posteriormente, en el afio 1964 Fletcher y Reeves
realizaron la aplicacion en la optimizacion [6].

Para este método la primera iteracion es la misma que en el método de Descenso de
Gradiente, quedando las iteraciones de la siguiente forma [6]:

_ 179k para k =1,
G = {_gk + Brdi-1 parak =2 (5.21)
fiern = Jie o6 di (5.22)

donde:
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Bk, €s un escalar

<, €s el tamafo de paso obtenido mediante una busqueda unidimensional [6].

Los métodos de gradientes conjugados tienen el esquema siguiente:
Dado f,
Calcular grad, mediante la ecuacion (5.19)
Ponerd, = —grad, y k = 0.
Mientras grad, # 0
Calcular «; mediante la ecuacion (5.20)
fierr = fre T di
Calcular grad,,; mediante la ecuacion (5.19)
Poner dy,, = —grady,, + B*dy yk =k +1

Fin de Mientras

Para el calculo de g* fueron implementadas las férmulas de Fletcher-Reeves (FR) [6], [7],

Polak-Ribiere (PR) [6], [7], Hestenes-Stiefel (HS)[6], [7], mostradas a continuacion:

1. La expresion de Fletcher y Reeves.

prr — loradinl 2 (5.23)

lgradil 3

2. La expresion de Polak y Ribiere.

,BPR — gradk+1T(gradk+1—gradk) (5.24)

lgradil 3

3. La expresion de Hestenes y Stiefel.

IBHS — gradk+1T(gradk+1—gradk) (5.25)

(gradys1—gradi)Tdy
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Capitulo 6

6.1

Pruebas

Introduccion

Se llevd a cabo un numero considerable de experimentos usando varias imagenes, en
esta seccion se presentan cuatro de ellas asi como las pruebas que muestran la
efectividad y verifican la calidad de restauracion. Como se explicé en la seccién anterior,
en términos de convergencia se trabajé con los algoritmos maximo descenso y gradientes
conjugados con las formas de Fletcher-Reeves, Polak-Ribiere y Hestenes-Stiefel para la
seleccion de B* pero sélo se muestra la expresion de Fletcher-Reeves debido a que no es
notoria la diferencia entre tales elecciones.

Las pruebas se realizaron a imagenes a color cuyos valores son reales de 0 a 1. Dichas
imagenes se obtuvieron de [4][22][23][25]. La primera imagen que se muestra es la de
leucocitos, la segunda imagen muestra la estructura del ADN, la tercera imagen muestra
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las células sanguineas transformadas en cancer y por ultimo, una imagen de plaquetas
sanguineas. Todas las imagenes se emborronaron con la h dada por la ecuacién 5.4 y
son ademas contaminadas con ruido gaussiano de media 0 y desviacion estandar 0.1.

Se utilizdé A = 0.25 en un tiempo de 60 segundos con intervalos de un segundo, con este
valor, el desempefio en la mayoria de algoritmos fue éptimo.

Las métricas de restauracion utilizadas en los experimentos fue la razén sefial a ruido
(PSNR) [20], la cual define la relacién entre la maxima energia posible de una sefal y el
ruido que afecta a su representacion fidedigna, es una métrica 6ptima para cuantificar la
calidad de la reconstruccion de una sefal y se expresa en unidades de decibeles (dB).

El parametro PSNR es una medida relativa de la calidad de una imagen. Se basa en el
MSE (Mean Squared Error) el cual mide el error cuadratico medio de la imagen ya
procesada y se calcula de la siguiente manera [5]:

MSE = Z[f(i,J')I\:ZI*"(i,k)]2 (6.1)
donde
f(i,J), es laimagen original con i, j elementos.
F(i,j), es laimagen procesada con i, j elementos.

NZ, es el nimero total de elementos.

El modelo matematico del PSNR se define en la ecuacioén 6.2 [5].

PSNR = 20  log,,

(6.2)

rmse’

donde
b es el valor mas grande que puede tomar la imagen, tipicamente 255.
rmse €s la raiz cuadrada de la ecuacién 6.1.

PSNR proporciona sus valores en decibeles (dB).

Hay muchas versiones de razones sefial a ruido, pero la PSNR es muy comun en
procesamiento digital de imagenes.

Se implementé una aplicacion usando MATLAB, software idoneo dado que todas las
formulas y modelos del capitulo han sido planteadas en formato matricial. La aplicacion
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6.2

recibe el nombre de Restima y es capaz de leer imagenes en formatos:

“.bmp”,.tif",”.jpg”,”.jpeg”.

Finalmente, se indica que los experimentos fueron ejecutados sobre un ordenador
personal con sistema operativo Windows 10, procesador Intel i5, 2.3Ghz, memoria de 6.0
GB, monitor PnP genérico 14” y un disco duro de 750GB.

Experimento 1

Para el primer experimento se utilizé la imagen de Leucocitos que tiene tamafio de 720 x
523.
Se agrego ruido Gaussiano con media 0 y desviacion estandar 0.1.

La figura muestra la imagen original y la imagen con ruido.

(@) (b)

Figura 9. (a) Imagen original (b) Imagen con ruido [23]

Una vez afadido el ruido gaussiano se aplicaron los métodos por un lapso de 60
segundos o hasta que la norma del gradiente al cuadrado sea menor a 1.0e — 10.

Como se dijo, se trabajo con Gradientes conjugados y maximo descenso. A continuacion,
se muestra la evolucion en la restauracion de la imagen experimentada.
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Figura 10. (a) imagen inicial para los métodos (b) imagen encontrada por maximo
descenso (c) imagen encontrada por gradientes conjugados (d) maximo descenso contra
gradientes conjugados comparados por tiempo

Finalmente, la tabla 1 nos ensefia la sefial a ruido segun la ecuacién 6.1, que, como se puede
observar, el ruido fue eliminado en un porcentaje 6ptimo, dado que se cumple un nivel mayor
de PSNR para la imagen con ruido que para las de Gradientes conjugados y maximo descenso.

Tabla 1. PSNR de cada uno de los métodos

Medida Gradientes Maximo Imagen Imagen con
conjugados | descenso inicial ruido
PSNR 82.3830 82.331 20.2922 54.4186
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6.3 Experimento 2

Para el siguiente experimento se trabajo con la imagen que muestra la estructura del ADN

[4]

Aligual que en la anterior se aplico ruido gaussiano y se ejecuto el programa por un minuto
con intervalos de un segundo para cada iteracion.

Los resultados obtenidos se observan a continuacion.

(b)

Figura 11. (a) Imagen original (b) Imagen con ruido [4]
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Figura 12. (a) imagen inicial para los métodos (b) imagen encontrada por maximo
descenso (c) imagen encontrada por gradientes conjugados (d) maximo descenso
contra gradientes conjugados comparados por tiempo

En la tabla 2 se muestran los PSNR obtenidos en cada caso: gradientes conjugados
maximo descenso, asi como los de la imagen inicial (f) y la imagen con ruido (g).

Tabla 2. PSNR de cada uno de los métodos

Medida Gradientes Méaximo Imagen Imagen con
conjugados descenso inicial ruido
PSNR 80.2457 80.2147 19.2257 55.1467
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6.4 Experimento 3
La imagen de test ahora es la imagen de las células sanguineas transformadas en cancer
de tamafo “700x396”, con un ruido Gaussiano de media 0 y varianza 0.2.

Nuevamente se toman como métodos comparativos a los métodos de maximo descenso
y gradiente conjugado.

En la imagen 10 mostramos la imagen original y con ruido, respectivamente.

(b)

Figura 13. (a) Imagen original (b) Imagen con ruido [25]

Generado el ruido, se presentan los resultados evaluando el rendimiento de ambos
métodos de reduccion.

40



100 B
200 2

300 %

BRSO

LR
Gy

S
e

2%
s e

e ¥

100 (8

200

Maximo Descenso
= = Gradiente Conjugado

20
(d) Segundos

40

60

Figura 14. (a) imagen inicial para los métodos (b) imagen encontrada por maximo
descenso (c) imagen encontrada por gradientes conjugados (d) maximo descenso
contra gradientes conjugados comparados por tiempo

Nuevamente, se dan a conocer los resultados que arroja el PSNR de las imagenes iniciales
y de prueba para comprobar la eficacia de ambos métodos.

Tabla 3. PSNR de cada uno de los métodos

Medida Gradientes Maximo Imagen Imagen con
conjugados descenso inicial ruido
PSNR 67.4518 67.4432 17.8268 53.7178
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6.5 Experimento 4

Se ejecuta el algoritmo propuesto en la Ultima imagen de experimento, las plaquetas
sanguineas de tamafio 650x487, con ruido Gaussiano de 0 y desviacion estandar de 0.1.

() (b)

Figura 15. (a) Imagen original (b) Imagen con ruido [22]

Teniendo la imagen con ruido se aplican los algoritmos y se muestran los resultados.

42



100
200
300

400

400
(c)

(log,|If-fopt]])

600

100
200
300
400

18

16

14

200

400
(b)

600

Maximo Descenso
| = = = Gradiente Conjugado

i
i
!
i

- -

0 20
(d) Segundos

40 60

80

Figura 16. (a) imagen inicial para los métodos (b) imagen encontrada por
maximo descenso (c) imagen encontrada por gradientes conjugados (d) maximo
descenso contra gradientes conjugados comparados por tiempo

Las PSNR obtenidas se pueden observar en la tabla 4.

Tabla 4. PSNR de cada uno de los métodos

Medida Gradientes Maximo Imagen Imagen con
conjugados descenso inicial ruido
PSNR 78.3213 78.2972 19.4398 55.2871
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Capitulo 7

7.1

Conclusiones

El capitulo final de este trabajo comprende y resume los principales resultados que

arrojaron los distintos experimentos.

Resumen

Esta tesis dirigio su investigacion a la eliminacion del ruido y emborronamiento.

Se presentd un método para suprimir el ruido gaussiano en imagenes a color,
proponiendo un modelo de restauracion basado en la estimacion bayesiana y campos
aleatorios Markovianos y minimizando la funcion objetivo con los métodos de maximo
descenso y gradientes conjugados.

Se compararon los resultados obtenidos con el método de gradientes conjugados y el
método de maximo descenso.
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7.2 Conclusiones

Una vez realizadas las implementaciones en imagenes a color:

En todos los escenarios probados, los resultados fueron mas eficaces con el
método de gradientes conjugados. El algoritmo demostro llegar a la restauracion
de la imagen en menor tiempo, ademas de producir buenas reconstrucciones de
las imagenes de alta resolucién, estimando de forma precisa los parametros y
mejorando, tanto visualmente como a nivel de PSNR.

Los resultados fueron analizados a través de Peak signal to noise ratio (PSNR),
qgue como ya se menciond es una de las métricas mas comunes para comparar la
calidad entre dos imagenes luego de un proceso de restauracion.

Retomando el tema de gradientes conjugados, éste se implementd con las formas
de Fletcher-Reeves, Polak-Ribiere y Hestenes-Stiefel para la seleccion de ¥ , en
las que los resultados fueron bastante similares y poco notorias las diferencias en
cuestion de velocidad de convergencia y visualmente.

Las pruebas se realizaron aplicando un valor fijo de A, el cual fue 0.25, donde se
pudo apreciar que entre mayor es el valor de A mayor sera el efecto de “suavizado”
gue tendréa la imagen resultante, es decir, la imagen tendra un aspecto cada vez
mas liso.

7.3 Trabajos futuros

Concluido el trabajo presentado sobre ambos métodos de minimizacion de la funcion
objetivo, quedan abiertas diferentes cuestiones que permiten plantearse trabajos futuros.

Uno de ellos, es la necesidad de un analisis comparativo entre el modelo aqui propuesto
y diversos algoritmos con igual objetivo y estrategia, pero utilizando multiples tipos de
ruidos con el fin de abordar de manera mas amplia el problema y sus posibles aplicaciones.
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