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Resumen

El presente trabajo tiene como objetivo hacer un andlisis de la helicidad magnética co-
mo invariante topolégica y encontrar algunas de sus propiedades que permiten un estudio
més amplio de las superficies magnéticas.

En el primer capitulo se dan todos los fundamentos de la fisica de plasma necesaria para
usos de este trabajo, en caso de conocer del tema, puede saltarse directamente al capitulo 3.
Se parte de la dindmica de particulas individuales en presencia de campos magnéticos, de
donde nos basamos para arribar al modelo cinético y al de fluidos, el primero da seguimien-
to a la evolucion temporal de la distribucion de iones y electrones, el segundo considera que
el plasma tiene un fluido positivo y uno negativo haciendo posible caracterizar el plasma
con la velocidad promedio del fluido positivo y, haciendo ciertas consideraciones se revisa
el modelo magnetohidrodindmico (MHD). Con este modelo se hace el célculo del equilibrio
en sistemas axisimétricos de fusién nuclear tipo Tokamak y Reversal Field Pinch (RFP).
Después se revisa la estabilidad de tales sistemas, topico importante para el confinamiento
magnético con fines de fusién, para ello se plantearon las inestabilidades mas comunes en
fisica de plasma. Finalmente se llega al fenémeno de la reconexién magnética, que es de
nuestro particular interés pues la helicidad se mantiene invariante ante este fenémeno a
diferencia de la energia magnética, lo que hace que esta cantidad sea mas robusta y pueda
proveer mas informacién del fenémeno.

En el capitulo 2 se hace un pequeno resumen sobre los tipos de dispositivos de confinamien-
to magnéticos, sus caracteristicas y las propiedades de los campos magnéticos helicoidales
bidimensionales y tridimensionales. En el capitulo 3 se hace una recopilacién de los resul-
tados experimentales descritos por Cooper en donde se pone ex profeso el hecho de que
pese a tener sistemas diseniados para la axisimetria, ésta tendera, experimentalmente, a
transformarse al menos de manera local en sistemas no axisimétricos, con el eje retorcido.
En el capitulo 4 se explora la helicidad como invariante topoldgica, se da la demostracion
en términos de geometria diferencial para el caso general, posteriormente se revisan indi-

vidualmente la helicidad magnética y cruzada. Y con ello se llega al andlisis topologico
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de la helicidad magnética para sistemas de confinamiento magnético axisimétricos y no
axisimétricos. En el capitulo 5 presentan calculos que hacen ver algunos alcances de la heli-
cidad magnética en distintas geometrias. Finalmente el capitulo 6 arriba a las conclusiones.

Los objetivos son los siguientes:

= Revisar la helicidad magnética como invariante topolégica.

s Revisar la informacién que tal cantidad da al anélisis de los campos magnéticos de

los dispositivos con fines de fusion.

= Encontrar una aplicacién a la robustez de la helicidad magnética a sistemas no axi-

simétricos y ver las implicaciones del cambio de topologia en los campos magnéticos.



Introduccion

En 1927 Mark Oliphant cuando realizaba estudios con un acelerador de particulas, dis-
parando nicleos de de 2H ™ contra blancos, descubrié que el He? y el H? reaccionan entre
si y fue la primera demostracion de la fusién nuclear. Para 1929 Atkinson y Houtemans
plantearon la posibilidad de obtener energia a partir de la fusiéon, tomando los textos de
Einstein, con su famosa ecuacién E = mc?, que relaciona la masa con la energfa y con ello
se explico el modo en que las estrellas irradian energia en términos de luz y calor.
Posterior a la segunda guerra mundial, en 1952 se empez6 a desarrollar el proyecto Sher-
wood, que planteaba el uso comercial de la fusién para obtener energia barata e inagotable
de la mano de Lyman Spitzer, quien ide6 un reactor de confinamiento magnético Stella-
rator con campos helicoidales en 1951, pero hasta 1953 no se puso en operaciéon. Mientras
en la URSS en 1950 Oleg Lavrentiev hacia los primeros bosquejos de lo que seria uno de los
primeros reactores de confinamiento magnético. En 1951 se crea el generador magnético
implosivo (MK1) cuyo funcionamiento se basaba en la compresién de campos magnéticos
por medio de explosiones, dos anos mas tarde se realizo el MK2 un afinamiento del MK1
(1953). Ya para 1956 Igor Tam y Andréi Sdjarov logran el primer Tokamak (cdmara
toroidal con bobinas magnéticas, por sus siglas en ruso) que consistié en una cdmara de
vacio toroidal que contenia hidrégeno y un dispositivo que por grandes descargas eléctricas
ionizaba el gas y un campo magnético helicoidal confinaba el plasma. Estos, el Stellarator
y el Tokamak, son los dos reactores de fusién mas estudiados hasta el momento, y de los
cuales el proyecto méas grande y ambicioso hasta el momento es el ITER (International
Thermonuclear Experimental Reactor) que es un reactor tipo Tokamak, que se esta cons-
truyendo en Francia y en el cual participan varios paises como la Unién Europea, Japdn,
Rusia, China, EE.UU., Corea del sur e India. Se le considera el proyecto cientifico mas
complejo de la historia, ya que se ha tenido que realizar por partes, que luego se deben
ensamblar en una provincia francesa, en una superficie de 42 hectareas. El primer plasma
que generard este coloso serd para diciembre de 2025 e inaugurard el experimento maés

grande hasta ahora en materia energética.



Todos estos dispositivos tienen problemas con inestabilidades en el confinamiento magnéti-
co que no permiten que la fusién nuclear se convierta en una fuente de energia comercial,
por lo que es menester estudiar estas inestabilidades con el fin de minimizarlas. En parti-
cular, gracias a la topologia de los campos magnéticos en sistemas de fusién, éstos poseen
una cantidad llamada helicidad magnética, que es una propiedad intrinseca de sistemas
con torcimientos y retorcimientos. Esta cantidad fue estudiada primeramente por Gauss,
con su integral de ligadura, en la que se calcula la cantidad de intersecciones que pueden
tener los sistemas con tubos ligados, que ademads, es una invariante topolégica. Poste-
riormente Calugareanu en 1956 encuentra un resultado fundamental en la geometria de
listones en bucles cerrados y torcidos: define el niimero de ligadura de Gauss como la suma
de la torsién,medida de cudnto se tuerce la cinta, y del writhe (retorcimiento) que es la
medida de la no planaridad de la cinta. Posteriormente Woltjer [35] demuestra para el
caso de los sistemas tipo RFP, que la helicidad magnética juega un papel fundamental en
los procesos relajacién del plasma. Moffat [26] en 1992 hace un estudio de esta invariante
topolégica aplicada en campos magnéticos solenoidales, clasificindolos en tres: ligaduras,
torcimiento y retorcimiento. Con estos trabajos es posible observar la robustez de la heli-
cidad magnética, pues al ser un invariante topologico ésta ante procesos de relajacién se
mantiene invariante, a diferencia de la energia magnética que se difunde en el plasma, por

lo que esta cantidad es sustancial para la investigacién de plasmas con fines de fusién.




Capitulo 1

Fundamentos de fisica de

Plasma

En este capitulo se dard una introduccién a la fisica de plasmas de fusiéon y confi-
namiento magnético, es importante recalcar que este capitulo y el siguiente se hicieron
pensando en las personas que no estan relacionadas con esta rama de la fisica. Quien esté
enterado del tema puede ir directamente al capitulo 3.

Partiremos primeramente del movimiento de particulas individuales en diferentes configu-
raciones de campo magnético [8], donde empezardn a aparecer las derivas, posteriormente
encontraremos los tres invariantes adiabaticos originados por la naturaleza oscilatoria de
las particulas cargadas en campos magnéticos [0].

Posteriormente se planteardn los diferentes modelos que se pueden utilizar para estudiar el
movimiento de iones y electrones y llegar finalmente a la MHD ideal. El primer modelo, el
cinético, es el mas detallado, en €l se da seguimiento a la evolucién temporal de la funcién
de distribucién de cada especie de particulas. El siguiente modelo, el de fluidos, no es tan
detallado pues considera que existen dos fluidos: uno de iones y otro de electrones, con ello
se enfoca en un régimen especifico de fisica cuyas ecuaciones son mas simples de resolver.
Posteriormente se hace una aproximacién, haciendo algunas consideraciones en la mag-
nitud de las velocidades, frecuencias, escalas de interés y en las ecuaciones de Maxwell.
Finalmente se llega a la MHD ideal, donde tinicamente se elimina la resitividad y se llega
a su formulacién conservativa.

Por tdltimo se hace una revisién del equilibrio para sistemas axisimétricos llegando a la
ecuacion de Grad-Shafranov, seguida de una introduccion a la estabilidad haciendo hinca-

pié en la inestabilidad tipo rizo y culminando con una sintesis esquemadtica del fenémeno



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS DE FISICA DE PLASMA

de reconexién magnética.

1.1. Introduccién

El plasma es el cuarto estado de la materia, en el cual la energia cinética de los dtomos
es tan alta que al colisionar se desprenden electrones, lo que a diferencia de un gas conven-
cional, lo ioniza. Por lo que tiene caracteristicas intrinsecas, es conductor y por lo tanto
reactivo a campos eléctricos y magnéticos, es cuasineutro, por lo general un volumen de
cualquier sustancia, en promedio es neutra, ya que posee la misma cantidad de particulas
positivas y negativas, pero tiene la particularidad de que se comporta como un fluido sin
carga si es visto de manera externa, al estudiar su comportamiento como el conjunto de
particulas cargadas se toma como fluido cuasineutro, ya que hay una pequena diferencia en
la cantidad de particulas positivas y negativas. Otra caracteristica es su comportamiento
colectivo, ya que el plasma en su conjunto es capaz de generar campos magnéticos y eléctri-
cos los cuales a su vez pueden reaccionar, ademas de que el efecto de la fuerza eléctrica es
de muy largo alcance y hace que las particulas estén acopladas en todo momento, por lo
que puede responder colectivamente a cualquier alteracién. Para usos de fusién el plasma
es confinado magnéticamente, por lo que es conveniente en primera instancia describir la
dindmica de particulas individuales en presencia de diferentes configuraciones de campos
magnéticos.

Enseguida se calcularan los invariantes adiabaticos, que nos proveen de cantidades conser-
vadas en movimientos periddicos. Después de ello, se revisara el comportamiento colectivo
del plasma, lo mas directo es el modelo de la funcién de distribuciéon de probabilidad con
seis dimensiones espaciales y una temporal f(Z, 7, t), aunque el rango de escalas de tiempo
y espacio es muy amplio en las descripciones mas generales y su solucién numérica es muy
compleja. Lo que hace necesario encontrar otras aproximaciones con el proposito de hacer

que la solucién numérica sea mas sencilla al restringir las escalas de tiempo y espacio.

1.1.1. Dinamica de particulas individuales

Revisaremos las ecuaciones de movimiento de particulas cargadas en presencia de cam-
pos magnéticos y eléctricos para verificar como es que se comportaria de manera general
el plasma, para después con los modelos mas sofisticados y dotarle de las caracteristicas

propias de un fluido cargado.




1.1. Introduccion

Campos uniformes

El caso mas sencillo es en el que tanto el campo magnético y eléctrico son uniformes
(E = E(2 + 2), B = By2), por lo que la particula simplemente tendrd un movimiento
circular con un radio de Larmor (r;, = v /w.) y una deriva del centro gufa. Escribimos su
ecuaciones de fuerza:

m‘c%’:q(EJrﬁxE). (1.1)

Haciendo algunos célculos obtenemos:

Uy = UJ_lewct7 (1.2)
vy = Hiv et — Ex

donde v, es la velocidad perpendicular al campo, w. = |¢|B/m es la frecuencia del ciclo-
tron.

Lo que interpretamos de las ecuaciones [£.126] es que la dindmica se rige por la superpo-
sicién del movimiento de Larmor (parte exponencial de las velocidades) y el movimiento
generado por el campo eléctrico E,/B del centro guia en la direccién —y. Ahora para ob-
tener la forma general de este movimiento, de la ecuacion [L.1] omitimos la parte izquierda

pues sélo da la dindmica circular de la frecuencia sincrotrénica w., por lo que:
E+#xB=0, (1.3)

de donde, tomando el producto cruz de la ecuacién anterior y hacemos algunos célculos,

encontramos la velocidad del centro guia:

'ch = 7 = Ve, (14)

donde v, es la velocidad de deriva del centro guia debido al campo eléctrico , esto es la
velocidad que una particula alcanza debido a un campo. Ahora, anexando la presencia de
campos gravitatorios, si reemplazamos gF de la ecuacién por una fuerza genérica F' la

deriva causada por esta fuerza seria:

1F x B
=——. 1.5
v q B2 ( )
Por lo que, si en particular hacemos F' = mg la deriva gravitatoria resulta:
m g X B
Ug = g B2 (16)




CAPITULO 1. FUNDAMENTOS DE FISICA DE PLASMA

Con lo anterior, podemos suponer la existencia de una densidad de corriente en el plasma
dada por:
- gx B
n es el numero de particulas, M es la masa de un ién y m la masa del electron.
Una vez entendido el movimiento en campos uniformes, ahora podemos introducir las

ecuaciones cuando estos no son uniformes.

Campos no uniformes

VB1B
Las lineas de campo son rectas pero su densidad aumenta en una direccién arbitraria,
esto hace que el radio de Larmor sea més grande en la parte de abajo del ciclo que en
la de arriba, lo que deja un desplazamiento perpendicular a B y VE, la velocidad sera
proporcional a r,/L y v, donde L la escala longitudinal de la inhomogeneidad y
rr, es el radio de Larmor. Considerando ahora, la fuerza de Lorentz promediada a un giro,

donde el gradiente esta en el eje y obtenemos:
F, = —quyB,(y) = —qui cosw tBz(y), (1.8)

donde podemos calcular B, con una expansién en serie de Taylor, con & el movimiento de

giro de la particula no perturbado:
B,=By+(Z-V)B+---. (1.9)

Haciendo los calculos pertinentes, tomando tnicamente los primeros dos términos de la

serie obtenemos

B
F, = —qup,tcos(wet) | By :I:TL(coswct)% . (1.10)
Y

La cual requiere que %+ < 1, promediando nos queda:

_ 10Bz

Fy = :l:q’ULT'L§87y. (111)

Para encontrar la deriva asociada a la fuerza podemos usar la ecuacién lo que

resulta en:
v r, 0Bz

2B 9y’

v, =+ (1.12)




1.1. Introduccion

Notemos que arbitrariamente elegimos el eje del gradiente, pero podemos generalizar el
resultado como sigue:
1VBx B1
v =+———-v,7L. 1.13

VB . B 2 IRg” ( )
B curvo
Las lineas de fuerza tienen un radio de curvatura constante R considerando \é | = cte. En
este tipo de campo la ley de Ampere es igual a cero, por lo que en la practica la deriva del
gradiente tendra anadido el efecto de curvatura. Surge de la fuerza centrifuga que sienten
las particulas cuando se mueven a lo largo de las lineas de fuerza; si vﬁ denota el promedio
del cuadrado de la componente de alguna velocidad a lo largo de B, el promedio de la

fuerza centripeta es:
Fp= — = muj 5. (1.14)
Usando [I.5] obtenemos:

m’”ﬁ R.x B
VR = ——5
" 4B? R?

(1.15)

Obtendremos la deriva VB que acompana a la anterior cuando se considera un decre-
cimiento de |B| de acuerdo al radio. En coordenadas cilindricas V X B tiene una sola

componente en z. Ya que B sdlo tiene una componente en ¢ y VB s6lo una componente

en r:
(VxB,)= %%(TB@) =0, (1.16)
Entonces:
B o &, v|§| =& (1.17)
Usando la ecuacién [LI3] resulta:
vy =i?;vi}§§2}§. (1.18)

Anadiendo a la ecuacion anterior a tendremos la deriva total de un campo curvado
en el vacio:

—(vf + 3v1)- (1.19)

Esta adicién es desafortunada, si se curva el campo hasta hacer un toro con el fin de
confinar a las particulas, éstas se desviaran hacia las paredes, tal como se ve en la ecuacién

[[L19 Para una distribucién de Maxwell:

1
Eqy = vaz =2K3pT, (1.20)
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con Kp la constante de Boltzmann.Por cada grado de libertad tenemos un término como
el anterior, por lo que indicando que v y %vi cada una es igual a %, y sabiendo que la
velocidad perpendicular involucra 2 grados de libertad, las ecuaciones de w,. nos permiten

escribir el promedio de la deriva de curvatura como:

77 (2KT\ %,
UR‘FVB:i-RI‘(m) 1, (121)

i es la direccién del producto cruz ﬁc X é, podemos notar que el signo aqui depende de

las cargas y no de las masas.

V B| B

Consideramos un campo magnético que es puntiagudo en el eje z y cuya magnitud
varia cerca de la direccidn z, es axisimétrico con respecto de z, By =0y %—Ig =0, donde F'
es una funcién arbitraria, es decir 6 es una coordenada despreciable por lo que cualquier
parcial respecto a esta coordenada es cero. Las lineas de fuerza necesariamente estan en
B,.. Mostraremos que esto es favorecedor al confinamiento.

Usamos la divergencia para obtener B,.:

- -~ 10 10By 0B,
.B = -B==-—(rB,)+ = —= =0. 1.22
v 0=V T@T(r )+7" 00 + 0z 0 ( )
Si aaBZ = no varia mucho con r, integramos:
" OB 1, 0B 1
B, =— Zdr ~ —=r? [, =0=—= 1.2
B, = = [ o5~ =5 =0 = —5rC(), (1.23)

aaBZ = es una constante en términos de z ya que sélo depende de r que ya escribimos como

C(r). Tomando la fuerza de Lorentz y descomponiéndola obtenemos:

F,. =q(vgB, — v.Bp) = q(v9B.),
Fp = q(Byv. —v,.B.), (124)
F, = Q(UTBG - Br”@) = Q(fBr"UG)

Notemos que F,. y —qu,-B, originan el giro de Larmor, ademads este segundo término no

interviene en el eje z, si v, # 0 habrd una deriva a lo largo del radio. Analicemos F, :

F, = q(—Byvp) = %vng(r). (1.25)




1.2. Invariantes adiabaticos

Promediando sobre el giro vy = v, , dependiendo del signo de g, para un giro tenemos:

1 0B, v mv, 0B, 1 mvi 0B, 0B,
F,=+= =4+= = —— = , 1.26
ZqUJ'TL 0z 2 ¢gB 0z 2 B 0z . 0z ( )
2
muy
= 1.27
55 (1.27)

Esto ultimo es el momento magnético p de la particula, y es un invariante ademas de que

podemos escribir algo mas general:

0B

—ng (1.28)

Fy =

Donde 0s es un elemento de linea de campo a lo largo de un campo cualquiera. Podemos

ver que la energia de la particula se conserva si no hay efectos disipativos:

doy _oB_ dw_ . _ OB __ 0Bds OB (1.29)
at — Mas T T T s T T as e — Mo ‘
i1 , 0B
aamh) = —hgy (1:30)

1.2. Invariantes adiabaticos

Considérese un movimiento oscilatorio con periodo . Si un parametro A del sistema

es tal que varia lentamente respecto al periodo, es decir:

1dx 1
i <3 (1.31)

y existe una relacion entre la energia E' y A que permanezca constante durante la dinamica
del sistema, entonces a A se le conoce como un invariante adiabatico.
Para demostrar lo anterior, suponga una particula que esta haciendo un movimiento pe-

riédico en el plano p — ¢, que tiene una hamiltoniana de la forma:
H = (p,q,\) = E(1), (1.32)

note que no depende explicitamente del tiempo por lo que coincide con la energia mecanica
total de la particula.

Vamos a tomar que la particula en cuestién tiene su punto de retorno en una posicién




CAPITULO 1. FUNDAMENTOS DE FISICA DE PLASMA

q = qpr tal que:
dg

i 0. (1.33)
Dado que la posicién ¢ esta oscilando, existiran varios puntos de retorno asociados a ¢
en sus valores maximo y minimo, en este ejemplo utilizaremos tUnicamente el punto de
retorno maximo, es decir, se tomaran los puntos del lado derecho de las trayectorias como

se puede ver en la figura:

Figura 1.1: Trayectoria espacial de fase para una hamiltoniana de cambio lento. Tomada
de Bellan [0]

Note que en un movimiento peridédico el punto de retorno es siempre el mismo, mien-
tras que si la dindmica es aproximadamente periédica, habra una diferencia, como se ve
en la figura anterior. Esta diferencia se puede caracterizar en el punto de retorno como

funcién del tiempo:

Gpr(t+7) # qt), (1.34)

donde 7 es el intervalo de tiempo necesario para que la particula vaya de un punto de

retorno al siguiente. La integral de la accién sobre un periodo completo iniciando en el gy,

qpr(t+7)
S = j(lgpdq = / pdq (1.35)
‘Ipr(t)

del lado derecho es:

Ahora calculamos su derivada respecto del tiempo:

ds d apr (t+7) dg Qpr (t+7) gpr (t+7) op
a5 _d wEOar= o5 | e [T (E)
dt dt ‘Zpr(t) dt q;?'r(t) q;m‘(t) at q

10



1.2. Invariantes adiabaticos

en los puntos de retorno se cumple la ecuacién y en general se satisface por lo

que encontramos la siguiente relacién:

apr(t+7) 3p) ap dE [ 0p dX
) - [[(2) () Du s
/qpr(t) (at . 0E ), dt ON)  pp dt

De la ecuacién [[.32] se derivan las siguientes ecuaciones:

_ 0H 0, __0H (0 OH
1_710(%)“ o_a—p(a—g)qEJrﬁ. (1.38)

Sustituyendo en la ecuacién [1.36 obtenemos:

ds OH\ ' [dE  OH d\

i il P —— 1.

dt f(a;;) [dt o\ dt} © (1.39)
utilizando la ecuacién y las ecuaciones de Hamilton ¢; = 0H/dp; y p; = —0H/dq;, es

posible ver que:
dE OH d\

TN (1.40)
Sustituyendo la ecuacion anterior en [1.39|se concluye que la derivada de la accion es ce-
ro, es decir es constante durante la dindmica del sistema, entonces hay una invariancia
adiabdtica, ya que encontramos una relacién entre la hamiltoniana (que en este caso coin-

cide con la energia) y el pardmetro A que permanece constante.

Estas constantes de movimiento son importantes ya que son aproximadamente constantes
incluso si la simetria en cuestion se rompe. Lo fundamental es que tal ruptura produzca
una ligera desviacion de la orbita cerrada inicial, en caso contrario, donde las trayectorias
de las particulas sean estocdsticas, la orbita no sera periédica y los invariantes dejaran de

ser cantidades conservadas.

En la dindmica del centro guia se supone que cualquier dependencia temporal es lenta
respecto al movimiento de giro, y la variacion espacial es pequena en la escala del radio

de giro, por lo que tendrd invariantes adiabaticos.

1.2.1. Momento magnético u

En la seccién anterior definimos el momento magnético:

_mvi
~ 2B

(1.41)
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS DE FISICA DE PLASMA

y se probd que es un invariante en el tiempo y espacio con la variacién del campo magnético.
En este caso el movimiento periédico asociado a esta invariante adiabatica es el giro de
Larmor. Si tomamos que el momento generalizado es el momento angular y la coordenada

generalizada es el dngulo 6, podemos hacer la integral de la accién:

2
L= 4rp” (1.42)
q

C

muv

/pdq = /mvlrLdH =2mmuv, r;, = 2T

Lo anterior es un invariante siempre que %

sea constante. En el caso donde la frecuencia
de giro w no sea pequena respecto a la frecuencia del ciclotrén, se viola su invariancia.

Cabe resaltar que como el flujo de campo magnético en una dérbita esta dado por:

2mm

lo cual implica que la conservacién del momento magnético también implica la conservacion
del flujo en una érbita. Lo que es consistente con el término de flujo congelado en el plasma,
pues si el campo se vuelve mas fuerte las lineas de campo se juntan de tal manera que
la densidad de lineas por unidad de drea aumenta en proporcién a la fuerza del campo.
En consecuencia, la contraccion del area de las érbitas es inversamente proporcional a la
fuerza del campo, por lo que después de la compresion del campo magnético el nimero de

ligaduras tiene que ser el mismo antes y después de la compresion.

Invariante longitudinal J

Si tomamos el caso en el que se tenga una configuracién con dos espejos magnéticos, una
particula queda confinada entre ellos y tienen una dindmica peridédica con una frecuencia

de rebote entre los espejos. Por lo que tiene asociado una constante de movimiento:

]{mv”ds, (1.44)

ds es un elemento de longitud de la trayectoria del centro guia a lo largo de las lineas
de campo magnético. Como la dindmica del centro guia cruza de una linea a otra, el
movimiento no es exactamente peridédico, por lo que J es un invariante adiabatico, que

esta definido entre los dos puntos de retorno.

b
,_72/ UHd& (1.45)

para probar su invariancia, calculemos la invariancia de v)ds, con ds un segmento de linea

12



1.2. Invariantes adiabaticos

de campo sabemos el centro gufa después de un tiempo At se encontrard en otra linea ds’,

por lo que obtenemos la siguiente relacién:

d0s 48
R (1.46)
R, es el radio de curvatura. Asi tenemos:
ds' — 4 R — R,
598 _ e (1.47)

dsAt  R.At

La componente radial, seria la velocidad del centro guia por el vector normal del radio de

curvatura: .
R. R.—-R.
Vec R T TRAL (148)
de las ecuaciones y |L.15] vemos que:
BxVB mw?R.xB
Vge = UVB + Uy = SVLTL o + . ]%BQ , (1.49)
lo que permite reescribir la ecuacién [T.47}
1d R, 1mo? 5 . R,
— — 05 =0y — = ——=+Bx VB ==, 1.50
ssdi’t " R, agm VPR (1:50)

lo anterior es la razén de ds. Ahora debemos encontrar la razén de cambio de v|. Para lo

cual necesitamos separar la energia paralela de la perpendicular:

1 1 1
W = 5MvL +§mvﬁ :uB+§mvﬁ =Wy + W, (1.51)

despejamos v):

v = (W—,UB)%. (1.52)

Cabe recalcar que en la ecuacién anterior inicamente el campo magnético es variable. Ast:

| 1 MB 1 MB
i Rl . 1.53
UH 2 VVH 2 mvﬁ ( )
Calculemos B,
— 2 = —
. dB dr mvj R, x B 3
B=— -—=V,-VB=— -VB. 1.54
dr dt g qg R2B? ( )
Sustituimos [[.54] en [[.53}
U _Lmod (Bx VB Re) (1.55)
| 2 qB RCB
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS DE FISICA DE PLASMA

asi el cambio v 5, es:
1 d 1dos iﬂ

Z(ods) = = == , 1.56

UH(SS dt (U” ) 6 dt ) dt ( )
y podemos ver que los términos del lado derecho son el inverso el uno del otro, como se
ve en las ecuaciones y por lo tanto v|ds es una constante. Ahora, si tomamos la
integral:

b
J :/ v|ds = constante, (1.57)

por lo que J se conserva.

1.3. Modelo cinético

El modelo cinético es el modelo mas detallado, consiste en el seguimiento de la evolucién
temporal de la funcién de distribucién de los iones y electrones. Es posible caracterizar
la configuracién instantdnea de muchas particulas especificando la densidad de particulas
para cualquier posicién y velocidad en el espacio fase. La funciéon que describe tal densidad
es la funcién de distribucién de velocidades f(Z,7,t), para cada especie a = i, e se tiene

una funcién:

fa :fa(ﬁﬁ;t)- (158)

A partir de esta ecuacién es posible calcular el niimero de particulas en un tiempo t que
se encontraban en un rango de posiciones entre z y « + dr y un rango de velocidades v y
v+ dv. Posteriormente con la evolucién temporal del sistema, el movimiento y aceleracién
de las particulas en esos rangos cambia por lo que f, cambia.

Usando la funcién de distribucién para caracterizar al sistema, tenemos una explicacién
més detallada que la descripciéon de un fluido, pero menos detallada la descripcion de las
trayectorias individuales de las particulas. En la que se distinguen las clases que posean la
misma posicién y velocidad.Consideremos la tasa de cambio de la funcién de distribucion

unidimensional para el caso de una caja en el espacio fase (z,v), es decir:

dedv = —folz + dz,v,)vdv + folx,v,t)vdV
—falz,v + dv, t)xdva(z,v, t)dx (1.59)
+f(z,v,t)a(z, v, t)dt.

Si la parte derecha de la ecuacién se expande en serie de Taylor, y se generaliza a tres

dimensiones obtenemos la ecuacion de Vlasov:

Ofa(T,0,1) , O v i
ot : o7 + %(afa(x,v,t)) =0, (1.60)




1.4. Modelo de fluidos

donde @ es la aceleracion de la fuerza de Lorentz:

a=2(F+7xB). (1.61)

Meq

Podemos escribir de manera mas exacta la ecuaciéon de Vlasov al tomar en cuenta las

posibles colisiones entre especies y la existencia de fuentes externas de particulas:

Oful@ 1) | 0ful@Tt) O . . of
Tl )y . DA B Y (G (2,7,8) = O 4+ Sor = | 22 ) 1.62
o T T er  tagl@e@ut) + o) o (162
donde Cor = >, Caas es el operador de colisiones entre especies a y o' y So hace

referencia a las fuentes externas de particulas, sus momentos y energia. As{ mismo englo-

bamos tales efectos en el término (%)wl.Las ecuaciones de Maxwell quedan de la siguiente

manera:

VEZ—%, VXEZ%%ﬁ‘N(ﬁf (1.63)
Vﬁzeipq, VB?:O7

la densidad de corriente y de carga estan dadas por:

b= Yo [ Fuld, 70, (1.64)

T=3 4o [ #a(E 5,085 (1.6%)

Con esto se logré hacer el promedio de de todas las particulas de alguna especie que
tuvieran la misma velocidad en una posiciéon dada, lo que permite caracterizar el plasma
con la funcién de distribucion, como se ve en las ecuaciones de Maxwell que ya contienen

la informacion de dicha funcién.

1.4. Modelo de fluidos

Consideremos una cierta funcién g(¥,t) arbitraria, cuyo promedio es:

< g(v,t) >= [ 9(@,t)fa(Z, 7, tzdv
[ fa(Z, 0, t)dV

, (1.66)

dv = dvzdvydv,, sabiendo que la densidad y la velocidad promedio de las particulas son:

n(i, 1) = / Fo(, 7, 1), (1.67)
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS DE FISICA DE PLASMA

y
- fvfa(f Ut )
o t —— 1.68
(@00 = LIS (163
asf, usando las ecuaciones y obtenemos la siguiente relacién:
[ 9(.05a(@.0.0d7 = nz.0) < o5.1) > (1.69)

Por practicidad, nos referiremos a las funciones g(7,t), fo (&, ¥,t), n(Z,t), como g, f,n

Para encontrar los momentos multiplicaremos la ecuacién [1.62] por la funcién g e integra-

/g%fd%r/gﬁ-vxfd\h/ga*-vvfdv: /g(g{) av. (1.70)
col

Trabajando con la ecuaciéon anterior usando los teoremas integrales llegamos a:

remos:

gt(n<g>)+v (n<g17>)—n<Vv-go‘i>:/g(?;> dav. (1.71)

Ahora calcularemos los momentos: el momento 0 (g = 1), el primer momento (g = mv) y

el segundo momento (g = 1/2mv?) respectivamente.

Momento cero

Sustituyendo g = 1 en la ecuacién tenemos que:

on af —
i 7 = - 1.
AV (<) /<8t)mldv’ (1.72)
simplemente vemos que < U >= v, con lo que reescribimos lo anterior:
on o\
— - dv. 1.
Ve = [ (5) 7 7

Esta es la ecuacién de continuidad de masa, de la cual podemos encontrar las ecuaciones

para la densidad de masa p,, = mgng:

Ipm -y of >
W + V ( mva) = /ma < at >cozdv (174)
y la de densidad de carga p. = qonq:
6pc - af Ve
Vo) = ol = av'. 1.75
5 T Ve (peta) /q <3t>ml (1.75)
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1.4. Modelo de fluidos

1.4.1. Primer momento

Ahora g = m#, por lo que la ecuacién [1.71] es:

%(nm <T>)+ Ve - (nm<U>)—nm < d-V,b>= /mﬁ(%ﬁ) dav. (1.76)
col

Sabiendo que ¥,v, es una matriz y que ¥ =< ¥ > +(7— < ¥ >) =< ¥ > +%,, donde v, es

la velocidad aleatoria de las particulas calculamos lo siguiente:

Ve (mn<o0>)=<0>V, mn<0>4+mn<0-V, <7>+V, - (mn < v,0; >).
(1.77)
Es importante recalcar que el dltimo término: mn < @v, > es el tensor de esfuerzos, que

podemos separar de la siguiente manera:
mn < U,0q >= P + 11, (1.78)

aqui, P es el tensor de presion dado por la matriz:

vZ, 0 0
Uza 0 (179)
0 0 02,
y IT es el tensor de viscosidad:
0 VraVya VzaVza
UyaVza 0 UyaVza (1.80)
UgaVza VyaVza 0

Haciendo los demads calculos y sumas respectivas encontramos entonces que:

—

Mata (LFeZ+ < Ty > Vi < ¥y > ) =naa(< E > +
<Ty>X<B>) =V, -P—=V, I+ Ry,

_— _(f B
Ruog = /mva <at>wldv. (1.82)

La ecuacién [1.81] es la ecuacién de transferencia de momento, la cual caracteriza la trans-

(1.81)

con:

ferencia de movimiento entre particulas de la misma especie.
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS DE FISICA DE PLASMA

1.4.2. Segundo momento

Por 1ltimo g = (1/2)mwv?, sustituyendo en m

g(ng”<v2>)+Vz~<”§L<v2ﬁ>>—"2‘1<(E+17><§)-Vv-v2>=

(1.83)
1,2 (9f ¥%
f§m"l} (ﬁ)coldv'
Haciendo algunos cédlculos encontramos que:
gt(";n <0 >+J§p) + V- ((";” <T>2 48 <G >)+ < T > -H+¢T) =
ngE- < ¥ >+ [ $mo?(§), dV,
(1.84)

de la ecuacién anterior cabe resaltar lo siguiente: el campo magnético no ejerce ningin

trabajo, ademés de que v2 = Np/nm y se uso la siguiente definicién de conductividad
7 . - 2 2 = L .7 . 1 .z d ‘f . d

térmica: ¢ = mn/2 < viv, >. La ecuacién anterior es la ecuacién de transferencia de

energia.

Es menester separar la parte de la ecuacién relacionada con la energia interna, asi que

haciendo un poco de céalculos obtenemos:

N +2
2

1 _,
paV - Up = —-V§—1I: Vi, + / imvg(%{)wldv. (1.85)

2

N <86pta + Ug, - Vp) +
El primer sumando del lado derecho de la ecuacién [I.8F] representa el flujo de calor, el
segundo da el calentamiento fraccional de cada especie debido al arrastre de la otra especie
y el tercer sumando es la razén en la que las especies « transfieren energia a las otras por
medio de las colisiones.

Atn con lo anterior, es complicado resolver la ecuacién [I.85] asi que podemos poner ciertas
cotas si consideramos un tiempo caracteristico de un fenémeno particular 7 y [ su escala
caracteristica v, = I/7, con esto podemos definir una velocidad caracteristica, con lo que
podemos usar el caso en el que los términos del lado izquierdo de la ecuacién son mucho
mas grandes que los del derecho, es decir, el caso adiabatico, pues se ignoran los términos
de flujo de calor y de colisiones. Con lo que usando que:

’)/: %7 (1.86)

)
1l
a8

;
asi escribimos la ecuacién de transferencia de energia en el limite adiabatico:

9p
ot

1 0
+”Evp+7pv'v_&:(7—1)—V'QE—H:VUE+/*WUZ(87{

5 () @V (187)

18



1.5. Magnetohidrodinamica

Si despreciamos todos los términos disipativos:

0
a—f + 0o Vp +pV - v =0, (1.88)

podemos igualarla con la ecuacién de continuidad de masa (a la que también se le despre-
cian los términos disipativos):

ap

at+v}~V,o+pV-v};:O (1.89)

Escribimos las ecuaciones de Maxwell:

V-E:izanaqa, V~§:0,

i S i o (1.90)
V x =~ > V x = Mo Ea NaGaVa + Ho€o ot °

Con este modelo, a diferencia del anterior se hace un promedio con las velocidades de todas
las particulas de una especie dada, haciendo posible caracterizar el plasma con la velocidad
promedio, la presion y la densidad, de ellas obtenemos informacién sobre la transferencia

de energia y momento lo que nos da un panorama maés general de los fenémenos.

1.5. Magnetohidrodinamica

Las ecuaciones encontradas en el modelo de los dos fluidos es general y posee un
rango temporal muy amplio, por lo que es menester simplificar las ecuaciones de Maxwell
haciendo algunas aproximaciones, que seran védlidas para velocidades (v), frecuencias (w)
y escalas de interés (L) tales que:

v <L e,
w < we, (1.91)
Ap < L.

Es decir, velocidades mucho menores a la velocidad de la luz, frecuencias menores a la
frecuencia de ciclotrén y longitudes menores a la longitud de Debye. Estas condiciones en
general se cumplen para fendmenos macroscépicos en los experimentos modernos.

Lo que nos da la facultad de usar otras dos variables que son una combinacién lineal de

V. ¥ U;. La primera es la densidad de corriente

-

J =1niq;0; + neqeve (1.92)
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS DE FISICA DE PLASMA

y la segunda es la velocidad de masa del fluido:

L nymU; 4 neme s
MeTe + n;m;

Ademads definimos la densidad total de masa como:
P = MiN; + MeNe. (1.94)

Cabe resaltar que la ecuacidn [1.93] se supone que m, < m; y n; ~ n.. El resultado de
estas aproximaciones es la magnetohidrodindmica extendida, en este modelo todo esta en
términos de promedios por lo que simplificaremos la notacién: < v, >= v.

Multiplicando las masas correspondientes y sumando las ecuaciones de continuidad

de cada especie encontramos:

0
- (pil) = 0. 1.95
299 (oii) (1.95)
Por practicidad usaremos que:
0 d
—+v-V=—. 1.
5 +v-V 7 (1.96)

Haciendo el mismo proceso para las ecuaciones de transferencia de momento:

dv dv L.,
mini% + meneﬁ =eb, B+ Jx B—Vp—V-(II), (1.97)

donde p=p; + pe, I =11; + ¢, 6, =n; —ne y J= e(n;0; — nety).
El lado izquierdo de la ecuacién anterior se puede reescribir recordando las condiciones

Me K My ¥ N ~ Ne, por lo que la ecuacién termina de la siguiente manera:

Jx B=V(p)—V-(II). (1.98)

ou _,
P |:8t + (u : V)u:|

Es notorio que de la ecuacién [.97 a la ecuacién falta el término del campo eléctrico,
el cual es ignorado, pues éste es muy pequeno comparado con el segundo término del
lado izquierdo de la ecuaciéon; lo que implica que la densidad de carga es de menor orden,
haciendo poco 1til la ley de Gauss para campo eléctrico V - E= (1/€0)edy,. En su lugar se

desarrolla la ecuacién de momentos de los electrones y se llega a:

1 - = e dJ
JxB— e — e I

E+i@xB= nf+ TR
neQe neQe ngqe dt

(1.99)
que es la ley de Ohm generalizada, los tltimos dos términos pueden ser despreciados si la
escala con la que se trabaja cumple que r;, < L. En la mayor parte de los experimentos
la ley de Ohm se reduce a:

E+ixB=nJ. (1.100)

20



1.5. Magnetohidrodinamica

La ecuacién de transporte de energia se obtiene directamente de la suma de las

ecuaciones de las especies, sabiendo que p = p; + pe, ¢ = q; + qe y I =11; + Il.:

1 o | gl q 4 L=
_ u=-V-g—1I: . 1.101
(7_1)(8t+qu>+(v_1>pV U V-q Vi +nd (1.101)

Asi encontramos que las ecuaciones de Maxwell son:
(1.102)

Notese que la corriente de desplazamiento en la ley de Ampere no aparece, esto debido
a que el campo eléctrico es de menor orden. Encontraremos la ecuaciéon de induccién

utilizando la ecuacién despejando el campo eléctrico y sustituyendo en la ecuacién

de Faraday:
%—Jf:foE': V x (@ x B—nJ)
o4 . - (1.103)
=V x (uxB)+n{Vx HO(VXB)],
Finalmente obtenemos que la ecuacién de induccién es:
0B ” 1 ;
:VX(UXB)+77[VX(VXB)]. (1.104)
ot Ho

De la ecuacién anterior es menester recalcar que el lado derecho de la ecuacién [T.104] es
una relacién de competencia entre el sumando que describe el congelamiento V x (@ X B)
(favorable para el confinamiento), el término de adveccién y el otro sumando que es el que

difunde al plasma (perjudicial para el confinamiento).

1.5.1. MHD ideal

Una aproximacion mas es la MHD ideal, en la que se considera que la resistividad
del plasma es pequena, es decir es un conductor perfecto, por lo que todos los términos
relacionados con 7 se desprecian. Tienen la ventaja de las soluciones que arroja no cambian
fundamentalmente de las soluciones con efectos dispersivos y disipativos para los eventos

macroscopicos. Asi, las ecuaciones de la MHD ideal son:

dp - ot — - 7 3
L4+ V-pu=0, (+u~Vu>+V =JxB
ot P P\ ot P (1.105)
P 4 G- Vp+pV - =0.
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS DE FISICA DE PLASMA

Para el caso de la ecuacién de Ohm se tendria:
E+ixB=0. (1.106)

Estudiemos la ecuacién [I.104] que para este caso termina de la siguiente forma:
oB S
— =V x (4 x B). (1.107)
ot
Esta ecuacién implica que como el flujo magnético ligado a una linea material cerrada
es constante, si se cumple la ecuacién anterior el flujo magnético esta congelado. Lo que
quiere decir que el flujo de lineas de campo magnético se mueve a la par que el plasma en
sf mismo. Por lo que de acuerdo a un observador dentro del plasma las lineas de campo
estan inméviles. A la ecuacién se le llama ecuacién de induccién de la MHD ideal.
Al considerar el caso de un plasma compresible, es decir, que cumpla lo siguiente:

p
7?

S

(1.108)

hs

donde S es la entropia por unidad de masa. De tal forma que utilizando las ecuaciones de

conservacion de masa y la ecuaciéon de momento, que aparecen en [1.105[se llega a:

a8
- = 1.1
5 +4-VS =0, (1.109)

donde S es la entropia especifica.
Con lo que terminamos de escribir las leyes de Maxwell y las ecuaciones de energia, con-

servacién de masa, etc. en la aproximaciéon ideal de la magnetohidrodinamica.

Formulacion conservativa de la MHD

Una formulacién conservativa consiste en poder escribir las ecuaciones de movimiento
con la siguiente forma: B
U_ _y. G, (1.110)
ot
con G una funcién genérica. Lo que nos es conveniente para utilizar el teorema de Gauss
y con él encontrar leyes de conservacién, ademés de las condiciones a la frontera.

La ecuacién de conservacién ya se encuentra en esta forma, de la ecuacién [1.95

op

o ==V (pi). (1.111)
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1.5. Magnetohidrodinamica

Usaremos las ecuaciones de transferencia de momento [1.98] y la de continuidad de masa

[1.95] se multiplica por la velocidad la ecuacién de momento y se suman, para obtener:

dpit B, -
— =_V. T —) — BB +1I|. 1.112
5 =V [p(u )t o) + } (1.112)

Esta ecuacion es la de conservacién de momento. Se hard un procedimiento similar para
el caso de la conservacién de energia, utilizando las ecuaciones de transferencia de energia

1.101] y la de transferencia de momento encontramos:

o1 , D B2 1 5 vy 1 = 5
—|zpp*+—+— ) =-V-|(cppv"+ —plu+d+-—ExB+1Ixu|. (1.113
(%(Qp YT o, (3P +7_1p) tats + (1.113)
La ecuacién anterior es la ecuaciéon de conservacién de energia, ndtese que del lado iz-

quierda estan los términos relacionados a la energia cinética % pu?, energia interna % y

’ O 2 7’ .
la energia magnética 2%0, estas sumadas es la energia total, es importante recalcar que la

energia total se conserva pero la energia magnética no, cosa que es importante para los

procesos de reconexién magnética que es un tema central en este trabajo.

Por 1ltimo, encontremos la ecuacién de conservacion de flujo magnético, para lo que uti-

lizaremos las ecuaciones [1.100] y %’f = —V x E con lo que llegamos a:
0B S
— =-V . |uB—-Bui— —VB 1.114
- @t~ B~ 5], (1114)

las ecuaciones [[.111] [[.IT2T.113] y [T.114] son las ecuaciones conservativas de la MHD.

1.5.2. Equilibrio axisimétrico

Al considerar una geometria cerrada toroidal, el campo magnético es curvo, por lo que
el plasma tenderd a desplazarse en la direccién VB, lo que implica que las particulas se
desviaran fuera del toro, como se vi6 en la secciéon de particulas individuales. Por lo que
el considerar un Unico campo magnético toroidal resulta insuficiente, pues las particulas y
el plasma tenderdn a irse a la pared al encontrarse en un campo magnético curvo, como
se observa en la ecuacién anterior. Al agregar By (direccién poloidal) a una configuracién
con campo By (direccién toroidal), por ser una componente azimutal comprime contra
la pared conductora, generando una fuerza que restituye la posicién de la columna del

plasma. Generando una configuracion helicoidal en las lineas de campo:
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J campo magnético
inducido por la corriente

Figura 1.2: Representacién de las lineas de campo. Tomada de [[31]]

Se realizard una transformacién a coordenadas cilindricas, de tal manera que podamos
reducir la descripcién del campo magnético a dos tinicas variables: el &ngulo toroidal (¢) y

encontrar una funcién ¥ (llamada funcién de flujo poloidal) que englobe las coordenadas

(r, 2).

Funcién de flujo

Usaremos las coordenadas cilindricas (r, ¢, z) donde r = 0 es el eje de rotacién del ci-
lindro. Por lo que r denotard la coordenada radial, ¢ el angulo toroidal y z la altura, cada
uno con sus vectores unitarios. También definiremos I'(r) la circunferencia por la rotacién
de r, siendo S(r) la superficie de tal circunferencia. Podemos observar que S(r) estd carac-

terizado por ¢ y el plano perpendicular a esta region es la poloidal, como se ve en la figura:

Es posible escribir el campo magnético como el rotacional de un potencial:

—

B=VxA4, (1.115)

donde A = A7 + A¢¢; + A,Z, entonces aplicando el rotacional en las coordenadas ya

mencionadas, obtenemos:

o 04, (8AT - 8Az) . 1ora,

el KR et w2 (1.116)
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z-axis

S(r)

) 7///

i

texto

Figura 1.3: Sistema cilindrico de coordenadas. Tomada de [[I]]

De la figura podemos ver que el plano en azul es el plano poloidal, es decir el plano R — Z
y la direccion ngS es la toroidal, por lo tanto podemos escribir el campo magnético como
sigue:

B = By + Byb. (1.117)

El dltimo término, el poloidal, es equivalente a By = B, + B, y By es el campo toroidal,
de acuerdo a la ecuacién [1.116[y sabiendo que el campo poloidal esta en el plano R — Z,
tenemos que el campo poloidal esta dado por:

04y, LOrdy,

0z ro or (1.118)

By =

Lo cual es equivalente al rotacional de Ay: By = V x Ay, por lo que podemos definir una
funcién ¥(r, 2):
U =rAy(r,z). (1.119)

Lo que nos permite reescribir las componentes del campo poloidal:

B,=18 B — _13¥¢ (1.120)

Antes de proceder debemos tomar en cuenta las siguientes relaciones vectoriales:

Q
Q

Vo=2, V=2 oLy (1.121)

El campo en la direccién toroidal no es afectado por ¥, que es la funcién de flujo, por lo
que simplemente se denotard como Bg. Debemos asegurar que B-VU =0.

Anélogamente, es posible demostrar que B. Vp = 0. Por lo tanto ya estamos en forma
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para escribir el campo en términos de W:

. 10U 10v 5
B=-—%—-~-—24+B 1.122
razr TaTZ+ 9%, ( )

que a su vez, se puede sintetizar si lo escribimos como rotacional:
B =VV x V¢ + By. (1.123)

Definimos :

f=rBy. (1.124)

Por lo que escribimos el campo completo como sigue:
B=VU x V¢ + [V, (1.125)

cuya geometria es: el eje z es el eje mayor, y el menor es un circuito circular que recorre
el toro de forma azimutal a z, tales ejes representan las direcciones toroidal (¢), paralela
a z, y la poloidal (8) que es azimutal al eje menor. R es la distancia radial desde el eje
mayor, 7 es la distancia radial desde el eje menor. El radio mayor Ry es la distancia entre

el eje menor y el radio menor a como se ilustra en las siguientes figuras:

Z

\Rg\‘

Cdu®

™

Figura 1.4: Geometria del tokamak. Tomada de [12]

El flujo magnético a través de cualquier liston toroidal entre dos superficies es equiva-
lente. Ahora calculemos un caso en el que el flujo magnético poloidal sea perpendicular a

%, esto es, unicamente B, contribuye al flujo poloidal:

1 r 27 T
U= —/ / B, (r,z)rdrd¢ = / B, (r,z)rdr. (1.126)
21 Jo Jo 0
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Es necesario calcular la corriente utilizando la ley de Ampere:

— -

V x B =Juyg. (1.127)
Al sustituir [[.125] en la ecuacién anterior obtenemos:

J =gtV x (v\p X Ve + fv¢). (1.128)

Considerando que é =Vo/ryqueVx fVp=Vfx Ve reescribimos la ecuacién anterior
como sigue:

- 0 19¥ 920
_ _ -1 ~ oz -1
J = —pg <T87"(7“ 5t 822>V¢+u0 Vfx Ve, (1.129)

lo que es equivalente a:
J=—pg ' AUV + pug 'V f x Vo, (1.130)

donde A* es el operador de Grad Shafranov, que se define como:

0 LOF OF

AF =15 G T o

(1.131)

con F' una funcién arbitraria. De la ecuacién [1.130] podemos ver que, si consideramos

unicamente la direccién toroidal para la corriente, obtenemos:

AT = —porJyop. (1.132)

1.5.3. Ecuacion de Grad Shafranov

La condicién bésica de equilibrio es cuando se considera al plasma en un estado esta-

cionario, donde su velocidad es cero, por lo que la ecuacién [I.105] se reduce a:

Vp=.JxB. (1.133)

De la ecuacién anterior se sigue que B. Vp=0y J- Vp = 0. Lo que muestra que las lineas
de campo magnético inducido y la densidad de corriente estan sobre superficies isobéricas.
En general la presion es méaxima cerca del centro de la seccién poloidal. Estas superficies
son concéntricas y se les conoce como superficies magnéticas, como se puede ver en la

figura:
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Magnetic Flux
Surfaces

\%y R
N / o

Magnetic Axis

Figura 1.5: superficies magnéticas anidadas. Tomada de [3].

De la condicién B - V¥ = 0 se sigue que las superficies magnéticas coinciden con el flujo
poloidal constante. En el plano poloidal la densidad de corriente, induccién magnética y
la presién es constante para cada nivel de W. Lo que hace posible tomar estas cantidades

como dependientes del flujo poloidal:

- -

B=BW), J=J(). (1.134)
Procedemos a calcular el producto cruz de la corriente y el campo magnético:
Jx B = (Jsd+ Job) x (Bsd + Byb), (1.135)
Jg = Jr + J, por lo que escribimos la corriente en direccién poloidal en términos de f:
1 ~
Jg = — <Vf x (b). (1.136)
Ho
Asi que de la ecuacién distribuyendo los paréntesis obtenemos:
Vp = Jyd x Bof + Jof x Byo. (1.137)

Ahora calcularemos el primer sumando de [1.137]

Lo (100 10U\
J¢¢ X (razr — 7"57“2> = —7V\I/, (1.138)

y del sumando restante, tenemos que, considerando la ecuacién [L.136| nos da:

1
por?

fVf. (1.139)
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Por lo que podemos escribir la ecuacién completa como sigue:

Vp = —%V\IJ — Molrz fVf, (1.140)
consideremos
Vp = d—\p(pV\I/) (1.141)
Y d
Vf= ﬁ(fV\I') (1.142)

Despejamos entonces J de la ecuacién [1.140] obtenemos:

—r (dp 1 d
= o (o VU + —— [ (fVT) ). 1.14
Je V\If(d\l/v Y )) (1.143)

Sustituyendo las ecuaciones [1.141] y |1.142 en la ecuacién anterior:

Jo=—r—=——f-=, (1.144)

AU =—por(—r—— —f-——) (1.145)

Que es la ecuaciéon de Grad-Shafranov, donde p es la presién del plasma y f la corrien-
te poloidal. Esta ecuacién presenta dificultades intrinsecas para encontrar una solucién
analitica, pues como se ilustra en las funciones de presién p y la de flujo f son a
su vez funciones de ¥, que es la incégnita de la ecuacion. Una ecuacién diferencial elipti-
ca, no lineal, bidimensional. Ademaés de que su solucién permite describir las propiedades
del equilibrio una vez conociendo las caracteristicas geométricas, de corriente y campos
magnéticos. Lo cual es importante pues determina las condiciones de estabilidad, necesario

para estudiar los problemas mas complejos como el transporte.

1.6. Estabilidad MHD

Las soluciones a la ecuaciéon de Grad-Shafranov nos dan un equilibrio estatico, la cues-
tién ahora es encontrar un equilibrio estable. Esqueméaticamente sabemos que existen dos
tipos de equilibrio: el estable y el inestable, la diferencia entre ellos radica cualitativa-
mente, para el caso unidimensional, en que la energia potencial aumenta ante cualquier

perturbacién, entonces el equilibrio es estable, caso contrario el sistema tiene un equilibrio
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inestable.

En particular en la MHD, la afirmaciéon anterior debe tomarse multidimensionalmente por
tratarse de un fluido, lo que implica que el sistema sélo es estable si la energia potencial del
equilibrio corresponde a un minimo absoluto respecto a todas las posibles perturbaciones.
Este problema ha sido central desde el principio para los investigadores del confinamiento
magnético y se ha encontrado que aunque el plasma esté bien confinado en un equilibrio
estatico como el descrito con anterioridad, la configuracién es violentamente inestable y
choca con la pared en pocos microsegundos [6].

Desde el punto de vista de particulas individuales es relativamente sencillo confinar un
plasma sin colisiones: Unicamente es necesario encontrar la forma correcta del campo
magnético que no pegue con el muro y que la simetria de las lineas del campo sea tal que
las derivas sean paralelas a la pared. Sin embargo desde un punto de vista macroscépico
esto no es tan simple, ya que el plasma estd confinado en campos magnéticos pensados
para confinar particulas individuales cargadas. Sin importar la forma del campo, el plasma
por si mismo puede generar campos internos que afectan su dinamica, como ejemplo, la
separacion de cargas puede generar campos eléctricos que terminen cambiando su direc-
cién y choquen con la pared, ademads las corrientes generan un campo magnético que lleva
a una deriva tipo VB que también decrementa el confinamiento [§].

En seguida se hard un pequeno recuento y resumen de algunas de las inestabilidades mas

comunes en el plasma.

Inestabilidad de Rayleigh-Taylor

Esta inestabilidad es general para fluidos, consiste en tener un fluido méas denso sobre
un fluido menos denso en presencia del campo gravitatorio. En el plano de la interfaz
de estos dos fluidos cualquier deformacién o rizo tenderd a agrandarse a expensas de la

energia potencial del campo gravitacional, como se ve en la figura [8].

Figura 1.6: Simulacién de la inestabilidad de Rayleigh-Taylor. Tomada de [30].
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1.6. Estabilidad MHD

En particular para el caso del plasma, el campo gravitatorio es sustituido por la fuerza
centrifuga de las particulas que siguen la trayectoria de un campo magnético curvado. Para

ejemplificar este caso, consideremos la frontera del plasma en el plano z — y: la diferencia

’ o, PLASMA o)}
—— 'O
L 777/ 77/

)
VACUUM ‘ 0 J .

Figura 1.7: Interfaz plasma vacio, donde Vng es el gradiente de densidad. Tomada de [§].

de densidades de dos fluidos se refiere a los gradientes de densidad en la direccién —zx,
v la fuerza centrifuga actie en la direccién z y el campo sea uniforme. Si bien se puede
considerar que el plasma tiene unas condiciones a la frontera tales que en los limites y = 0
y y = h no es posible que se formen los rizos [6], lo que implica necesariamente que los
rizos observados en la figura anterior se formen en el interior del plasma, en 0 < y < h.
Estos se pueden estabilizar o desestabilizar por la existencia de la buena y mala curvatu-

ra: Si las lineas de fuerza magnética son convexas hacia afuera esta aceleracién centrifuga

(b)

Figura 1.8: Mala a) y buena b) curvatura. Tomada de [25].

induce inestabilidad en el intercambio mientras que si las lineas son céncavas hacia afuera,

el plasma es estable.

Inestabilidades por corrientes

La fuerza impulsora de estas inestabilidades es la tendencia de dos tubos de flujo con
corrientes paralelas que se repelen entre si. Este efecto desestabilizador permanece incluso
si la presion del plasma es pequeiio [17]. Inestabilidad tipo Salchicha: Consideremos el caso
mads simple: un z-pinch, donde la columna de plasma es recta y por lo tanto abierta, en la
que se tiene un campo magnético azimutal que genera una corriente en la direccién axial (
2). Se toma que la presion es uniforme en dentro del cilindro (r < a) y cero fuera (r > a).
En el equilibrio se cumple la ecuaciéon Vp = J x B. Si existe algin tipo de ruido térmico
que disminuye localmente la presion interna del plasma, provocando que la corriente y el

campo magnético sea mas fuerte y se formen protuberancias en la superficie magnética
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generando deformaciones como la que se ve en la siguiente figura: Esta inestabilidad puede

Corriente

——abultamiento

constriccion

Figura 1.9: Inestabilidad salchicha. Tomada de [0]

ser sorteada al rodear al plasma de una pared conductora o al generar un campo.

1.6.1. Inestabilidad de rizo

El equilibrio ideal para los sistemas axisimétricos consiste en superficies magnéticas
donde la presién sea constante:

B-Vp=0. (1.146)

En el rizo, la turbulencia en la corriente fuerza a las lineas de campo a concentrarse en el

lado céncavo de la columna, pues el producto Jx B , no es uniforme en ambos lados por el

incremento de B en uno de los lados la columna lo que aumenta la presion magnética en

un lado de la columna y la presién no puede reestablecer la rectitud de la misma, ya que

el producto B x J se debe equilibrar con el gradiente de presién Vp como se ve en la figura:

Figura 1.10: Inestabilidad ”de rizo”, donde B’ > B”. Tomado de [Miyamoto,[25]]
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La interaccién entre la pared conductora y el plasma puede resultar de la expansién o
contraccién de la columna de plasma o del desplazamiento hacia arriba o abajo de la mis-
ma. Ademas, si la simetria toroidal es violada de alguna manera, ya sea por errores en las
bobinas o variaciones en los patrones del perfil de corriente en el plasma las superficies
magnéticas pueden romperse, lo que genera islas magnéticas, pérdida de confinamiento y
la transicion al caos del sistema.

Es comitn en la literatura, haciendo un anélisis de Fourier para las perturbaciones, que se

trate con estas inestabilidades de la forma:
f(r) exp(i[mb + ng + wt)), (1.147)

donde m y n representan a los modos poloidales y toroidales respectivamente, que dan
cuenta de la cantidad de vueltas en direccién toroidal por las que se dan en direccién
poloidal, r es la distancia radial desde el eje magnético y w es la frecuencia de los modos.
Se encontraron dos principales modos de inestabilidad, ambos con n finito: m = 0 inestabi-
lidad salchicha y para m = 1 la inestabilidad tipo rizo. Para contrarrestar estas condiciones
se implement6 el uso de corriente dentro del plasma y una pared metdlica de estabiliza-
cion. Las inestabilidades debidas a fluctuaciones en la presion pueden ser descritas por un

criterio que es aplicable en ausencia de disipacion y efectos toroidales:

1 (dg\°> 2uod

Zr <q> TR N0 (1.148)
r

donde B; es el campo magnético en direccién toroidal, p es la presion que depende de r y

q es el factor de seguridad, definido por:

. TBt
q(r) = RB, (1.149)

esta es una medida del torcimiento de las lineas de campo magnético, y R es el radio

mayor, B), es el campo en direccién poloidal.
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La ecuacién al considerar el limite donde L > a se transforma en:

(1—¢*%) >0. (1.150)

2
1T<dq(7")) L 20 dpr

4\ qdr B2 dr

Como el primer sumando es necesariamente positivo, entonces ¢? > 1, lo cual indica que
el campo B, debe hacer una tensién magnética lo suficientemente grande como para en-
derezar la columna del plasma; si la longitud de onda del plasma es muy alta, se debe
poner adicionalmente una pared conductora para enderezar la columna. El gradiente de
presiéon negativa asociada al plasma también desestabiliza al plasma, por lo que la ecua-
cién anterior implica que es necesaria una variaciéon en el campo magnético de cizalla lo
suficientemente grande para ser estable. Esta inestabilidad de la MHD ideal surge toda
vez que alguna perturbacién baja la energia magnética de la direccién poloidal By, es decir
cualquier perturbacién en la corriente que genera este campo hara a la columna de plasma

susceptible a la inestabilidad de rizo.

Saturacién del rizo

Los sistemas toroidales estan sujetos a inestabilidades tipo rizo, lo que sugiere que
existe una vecindad de equilibrio donde no se tiene axisimetria donde se mantienen las
condiciones de conservacién de flujo [24]. La saturacién del rizo es debida al incremento de
la densidad de corriente, de tal forma que exceda un valor critico [4] esta saturacién afecta
la frontera del plasma o al eje del mismo dependiendo de las condiciones a la frontera.
Al considerar efectos no lineales se encuentran estados de equilibrio de menor energia. A
modo de ejemplo consideremos constante al perfil del factor de seguridad ¢ durante el
surgimiento del sistema tridimensional. Sabiendo que el radio mayor y menor y el campo
magnético en direccién toroidal es aproximadamente constante, el campo en la direccién

poloidal debe variar de acuerdo a:

uo/f-dS:%E-dl, (1.151)

el area de la superficie se mantiene aproximadamente constante si la integral de linea de
las superficies de flujo en equilibrio aumenta, es decir, la corriente total del plasma debe
aumentar para conservar el perfil del factor de seguridad, lo que lleva a un pico en la
densidad de corriente, como se puede observar en la siguiente figura:

Esto puede interpretarse como el pico de corriente que normalmente se observa durante

las dinamicas MHD rapidas. De esta manera, el equilibrio perturbado puede interpretar-
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Figura 1.11: Perfiles de corriente inicial (negro), perturbada (rojo), presién (azul) y factor
de seguridad (gris). Tomada de [2§]

se como el estado saturado alcanzado después de la fase rdpida, antes de que los efectos
difusivos o las inestabilidades MHD no ideales puedan modificar atin maés el estado del

plasma.

1.7. Reconexion magnética

La reconexién magnética es una reorganizacion topoldgica del campo magnético que
ocurre en escalas de tiempo més rapidas que las que permite la disipacién. Esta es de suma
importancia debido a que cambia la dindmica del plasma, su energia y el transporte. Dado
que las lineas de campo se rompen en escalas macroscopicas. La reconexién es un proceso
multi escala que involucra fenémenos cinéticos y magnetohidrodindmicos [40].

Se ha estudiado bajo el régimen de la MHD, donde se supone que el campo estd conge-
lado al plasma y el flujo magnético se conserva. En este contexto, este fenémeno se
refiere a la violacién de esta tltima condicién para tiempos menores al tiempo de difusién
de las colisiones de electrones ([39]). Existen varios modelos que explican este fendmeno,
el més simple al considerar que el sistema estd en un estado estacionario fue propuesto
por Parker y Sweet, donde la ruptura se genera en una pequena seccion donde lineas de
campo magnético de direcciones opuestas se encuentran y existe difusién, lo que hace que
las lineas de campo magnético se acerquen y se rompan como se ve en la siguiente figura:
El punto donde se juntan las lineas magnéticas se conoce como punto X y es un punto
neutro. La interaccién de las lineas de campo genera una lamina de corriente singular,

donde el campo eléctrico se hace lo suficientemente grande como para que % # 0, esta
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(a

(b)

Figura 1.12: Esquema de un proceso de reconexién. Tomada de [3§]

ldmina se forma por el colapso de las lineas de campo cerca del punto X y es en esta zona
donde la reconexién tiene lugar como se ve en la figura 1.13 esta lamina es llamada lamina

neutra o ldmina de corriente.

A

Figura 1.13: Modelo de Parker y Sweet. Tomada de [39]

Como se ve en la figura, los campos magnéticos en sentidos opuestos se traslapan en
una longitud de 2L donde justo en el centro hay un punto nulo y se vuelven a conectar
en la lamina de difusién de ancho 26. Esta teoria contempla la velocidad de reconexiéon
v; y establece la geometria de la regiéon de reconexién basada en tres principios: la masa
se conserva y se supone que la energia magnética del plasma se transforma a través del
del calentamiento resistivo en energia cinética lo que eleva la presién, aunada a la fuerza
de tensiéon magnética debida a la curvatura de las lineas de campo cerca del punto de

reconexion aceleran el plasma a una velocidad v, que es la velocidad de Alfvén:

B
VATp

(1.152)

Vg =
De acuerdo a la ley de Ohm el campo eléctrico se puede escribir de la siguiente manera
en la lamina:

— -

E=—ixB+nlJ, (1.153)

w
(=2}



1.7. Reconexiéon magnética

es notorio que el campo eléctrico es perpendicular al plano de flujo y se considera constante
en el modelo estatico, éste es en general de tipo inductivo en todo el plasma menos en el
punto neutro, donde su naturaleza se vuelve resistiva.

Existen méds modelos con consideraciones mas reales, sin embargo para usos de este trabajo
con este modelo nos es suficiente.

La reconexion tiene efectos globales en el plasma, el equilibrio de la MHD tendra que tener
energfas menores [40] debido a la reorganizacién de la topologia, es decir, la reconexién se
detiene si ya no es posible disminuir la energia magnética total. Por lo que la reconexién
es un proceso de relajacién del plasma durante este proceso de relajacién se aceleran los
iones y electrones. Sin embargo en sistemas tipo tokamak, después de reorganizarse crea
zonas estocdsticas que da como resultado pérdida de confinamiento. Sin embargo, este
fenémeno no siempre perjudica al confinamiento, para el caso del sistema RFP (Reversed
Field Pinch), la dindmica de sus lineas de campo se debe a la reconexién y se entiende
como la relajacion del estado de minima energia con la condicién de conservacién de la

helicidad como se desarrollara en el capitulo 4.
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Capitulo 2

Sistemas toroidales

En este capitulo hablaremos de las propiedades de los campos magnéticos helicoidales

bidimensionales y tridimensionales.

Recordando del capitulo 1 la figura donde es notoria la simetria del sistema, esto
hace posible que una coordenada sea ignorable y permite que la funcién de flujo ¥ sea
escrita en términos de las coordenadas r y z, sin embargo como veremos en este capitulo,
este no es el caso general, ya que no todos los sistemas toroidales son simétricos. Iniciaremos

con los dispositivos experimentales simétricos el Reversed Field Pinch y el tokamak.

2.0.1. Reversed Field Pinch

Regresando a su geometria, en esta configuracién el campo magnético es curvo, por lo
que el plasma tendera a desplazarse en la direccién VB, al agregar By a una configuracion
con campo By, por ser una componente azimutal comprime contra la pared conductora,
generando una fuerza que restituye la posicién de la columna del plasma, aunque quedan
fluctuaciones e inestabilidades residuales, lo que hace que el confinamiento sea pobre.
Una de las caracteristicas fundamentales de este sistema es que los campos toroidales y
poloidales son comparables:

By ~ By. (2.1)

Estos campos estan practicamente determinados por las corrientes dentro del plasma y la
densidad de corriente es casi paralela a las lineas de campo.

Para este tipo de sistemas el equilibrio se debe de considerar dinamico, que se va a deber,
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por una parte de la existencia de una corriente I que fluye con el plasma y a la geometria
helicoidal de las lineas magnéticas.

Utilizando la MHD se ha encontrado que las inestabilidades se pueden deben principal-
mente por gradientes de presién y densidad de corriente distribuida en el plasma fuera del
centro.

Se puede hacer un criterio de estabilidad relacionado con los gradientes de presién, en

ausencia de efectos disipativos y toroidales, llamado criterio de Suydam, de acuerdo a

Dreicer [13]:
1/ dg\* | 2p0dp
- — —— >0, 2.2

4 <qdr) + Bg, dr (2:2)
donde p(r) es la presién del plasma en r y g(r) es el factor de seguridad que mide la razén
de las veces que una linea de campo magnético viaja en la direccién toroidal respecto a la

direccién poloidal de un area de confinamiento toroidal:

TB@

q(r) = BB, (2.3)

con R el radio mayor del toro. Es notorio que el signo del segundo término de la ecuacién
[2:2) es crucial para la estabilidad, ya que en caso de tener un signo negativo es un elemento
que contribuye a la inestabilidad; que cabe resaltar es necesario pero no suficiente para la
estabilidad.

Tomando en cuenta los efectos toroidales el criterio de Suydam [I3] es:

1/ dg\*  2p0dp
=) +—=--0-¢q)>0. 24

4 <qdr) B dr( 7 (24)
El RFP debe operar de tal manera que pueda compensar el caso en el que ¢ < 1, més auin,
para asegurar estabilidad para las derivas de densidad de corriente, se requiere que los
méaximos y minimos ¢ sean evitados en puntos lejanos al eje magnético. Lo que genera la
inversion del campo magnético toroidal en las regiones externas es la necesidad de quitar

los minimos en el borde del vacio, tal como podemos observar en las siguientes figuras:

Razén por la cual este dispositivo tiene el nombre reversed field pinch.
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Figura 2.2: Perfil de los campos magnéticos. Tomada de [13].

2.0.2. Tokamak

El sistema tokamak, fue ideado en los anos 50 por los fisicos soviéticos Igor Tam y
Andrei Sajarov, con las ideas de Oleg Lavrantiev, que consiste en una cdmara toroidal con
dos ejes de simetria: el eje mayor y el menor.

Respecto a la discusién del RFP, el sistema tokamak g > 1, pues es el segundo término
del criterio de Suydam es el predominante y cabe recordar que p(r) < 1 por lo que para
cumplir la desigualdad es necesaria esa consideracién. Esta configuraciéon va a tener una
componente toroidal més fuerte y no va a necesitar una corriente tan grande como el RFP.

En la siguientes figuras podemos observar sus perfiles tipicos:

0
|
|

Figura 2.3: Perfiles de los campos magnéticos Tokamak. Tomada de [13]
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Figura 2.4: Perfil del factor de seguridad Tokamak. Tomada de [I3]

2.1. Stellarators

Los sistemas Stellarators son muy similares a los tokamak, ya que también son dis-
positivos toroidales de confinamiento magnético con superficies magnéticas anidadas. Las
diferencias empiezan a aparecer al considerar cémo generar las lineas de campo helicoida-
les; en este dispositivo se hace mediante bobinas externas, por lo que no tiene simetria,
lo que lo hace un experimento completamente tridimensional como se ve en la siguiente

figura:

Figura 2.5: Diagrama de las bobinas externas y columna de plasma del experimento HSX
de la Universidad de Wisconsin.Tomada de [7]

No es necesario inducir una corriente en el plasma, lo que implica la ausencia de dis-
rupciones internas e inestabilidades inducidas por la misma. Otra diferencia sustancial es
que tiene el signo inverso en el shear, lo que permite una mejora en el confinamiento y
que estos dispositivos son susceptibles a inestabilidades debidas a corrientes bootstrap. Su

perfil de campo magnético es como el que se ve en la siguiente figura:
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|B] Stellarator

along field line

Figura 2.6: Perfil del campo magnético a lo largo de las lineas de campo. Tomada de [19]

Existen tres tipos de Stellarators: los torsatrons que poseen bobinas helicoidales continuas,
stellarators modulares, en los que bobinas no planas estdn dispuestas de forma toroidal
y finalmente los heliacs, con las bobinas distribuidas a lo largo de una hélice enrrollada

alrededor de una bobina central circular, como podemos ver en la siguiente figura:

Figura 2.7: a) torsatron (ATF), b) stellarator modular(W-7), ¢) heliac (TJ-II). Tomada
de [16]

Las ventajas de estos dispositivos son que permiten un mayor rango de configuraciones
magnéticas y mejor control externo del plasma. Sin embargo, como es notorio de las figuras
anteriores, su diseno es bastante mas complejo que en el caso de los tokamaks o RFP, es ne-
cesario un esfuerzo computacional grande para lograr la exactitud necesaria para conseguir
un correcto confinamiento del plasma. Aunado a esto, existen fuerzas electromagnéticas
que ejercen fuerza entre bobinas, un elevado rizo helicoidal y toroidal produciendo particu-
las atrapadas debido a diferencias del campo magnético a lo largo de una linea de campo.
Se consideran una alternativa a los tokamaks por sus ventajas respecto a este tltimo, tales

como la posibilidad del funcionamiento continuo.
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Capitulo 3

Rompimiento de axisimetria en

sistemas toroidales

En este capitulo se tocaran fenémenos experimentales de rompimiento de simetrias,
en donde sistemas disenados para ser bidimensionales permiten estructuras internas tri-
dimensionales que son estables con cantidades de energia magnética mas accesibles que
en el caso conservar las estructuras axisimétricas. Esta condicién hace que el estudio de
la helicidad magnética como cantidad topoldgica sea de gran importancia por su robus-
tez ante un cambio de topologia, lo que permite un entendimiento méas amplio de estos
fenémenos. Para ello estudiaremos las observaciones en sistemas tipo tokamak o RFP, en
donde se observan estructuras tipo rizo que producen un eje magnético helicoidal, en el
primero generado por la inyeccién de pérdigones, mientras que en el segundo es debido a

un incremento en la corriente del plasma como se explicard a detalle en este apartado.

3.1. Observaciones experimentales

En muchos dispositivos tipo tokamak o RFP aunque se imponga la axisimetria pueden
tener una reorganizacién interna tal que puede romper la simetria del sistema [9] y obte-
ner de manera local geometrias tridimesionales, que ademas tiene un estado de equilibrio
MHD mas bajo que el simétrico.

Estos estados estan condicionados a unos perfiles de presion y de corriente toroidal tales
que el gmin =~ 1, si esto sucede, entonces existe una bifurcacion en el estado de equilibrio: el

simétrico y tridimensional, la diferencia entre uno y otro es la condicién inicial del desfase
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de posicion del eje magnético, lo que da como resultado los siguientes perfiles de plasma:

06 08 1 12 06 08 1 12
R R

Figura 3.1: Secciones transversales toroidales de dispositivos tipo TCV, a) Sistema simétri-
co con eje sin desfasar. b) Sistema con eje desfasado y helicoidal. Tomada de [9]

Para el caso del tokamak estas estructuras son similares a un modo de rizo interno satu-
rado en el marco de la MHD ideal, mientras que en los RFP este fenémeno se entiende
mediante un rizo con n # 1 que llega a un estado de QSH (Quasi Single Helicity), donde

hay un modo predominante que ademds de generar un tnico eje helicoidal [10].

En un primer acercamiento, la helicoide del eje magnético es similar a un modo de ri-
zo saturado dominado por los modos m = 1, n = 1, donde estos modos vienen de la
descomposicién de Fourier del desplazamiento de la columna de plasma debido a pertur-

baciones:
e(7) = e(7)elmd—ne), (3.1)

Aqui el estado tridimensional tiene una energia ligeramente menor que el caso simétrico.
Es importante recalcar que la deformacion de las superficies internas del plasma tienen
una influencia muy pequena en las superficies externas y el borde [I1], por lo que quedan

estructuras de tipo:
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Figura 3.2: Secciones transversales toroidales de dispositivos tipo TCV. Tomada de [22]

Cooper [9] hace un anélisis numérico forzando la aparicién de estas estructuras simple-
mente desplazando el eje magnético conservando la frontera axisimétrica lo que puede ser
muy util para inducir estos estados y usarlos para mejorar el confinamiento del plasma
en dispositivos axisimétricos. En breve se dard una pequena explicacion de las estructuras

tridimensional en los dispositivos mencionados.

3.1.1. Tokamak
JET pellets

El experimento Joint European Torus (JET) ubicado en el Culham Center for Fusion
Energy, es un dispositivo tipo tokamak, con perfil activo desde 1983, cuyo objetivo es es-
tudiar las condiciones de fusién cercanas a una central de energia, fue el primer dispositivo
en lograr fusién nuclear controlada con D-T (UK atomic energy authority). Actualmente
se utiliza para el estudio de EML para referencia del experimento ITER. Este dispositivo
tiene un volumen de plasma de 100m3, en total tiene un arrastre de corriente de 51 MA
y unas dimensiones de 4m de alto por 2.5 metros de diametro.

Wesson [33] describe que en el JET la inyeccién de perdigones (particulas congeladas de
deuterio utilizadas para aumentar el calor en el plasma y palear la pérdida de energia

por conveccién, conduccién de calor, entre otras) lleva a estructuras localizadas llamadas

snakes (Figura|3.1.1)).

Estos perdigones alcanzan la superficie magnética donde ¢ = 1 y ocurre un cambio en el
equilibrio. Este cambio es local pues se concentra en la superficie donde m = n = 1. Esto

se ilustra con la direccién poloidal, como se ve en la siguiente figura:
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Figura 3.3: Perturbacién debida a la snake tomada con una cdmara soft X-ray. Tomada

de [33].
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Figura 3.4: Reconstruccién de senales soft X-ray de una seccién transversal. Tomada de

33].

La forma de esta perturbacion en la direccién toroidal es un circulo desplazado y oblicuo

como se ve en la siguiente figura:

Figura 3.5: Perturbacién debida a la snake en la direccién toroidal. Tomada de [33].

Una interpretacién bésica [33] es que el perdigén cruza al plasma, mientras lo hace se
va evaporando y su interaccién con el plasma causa un enfriamiento en cada superficie, la
més susceptible es la superficie donde ¢ = 1, dénde un tnico trayecto conduce al cierre

de la linea de campo, por lo que el enfriamiento en esta superficie aumenta la resistividad
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local, lo que provoca una caida en la densidad de corriente, al estar en una superficie racio-
nal esto permite la generacién de una isla magnética, misma que atrapa algunas particulas
provenientes del perdigén generando la snake.

Es de esperar que la snake decaiga y desaparezca, pues el enfriamiento decae en una escala
de tiempo de milisegundos y ademds aunque la isla se mantiene la densidad de la pertur-
bacién deberia desaparecer sin embargo esto no se presenta.

La creacién de la snake requiere la formacién de una isla magnética en una superficie
racional, esto evita que el material del perdigén se expanda por toda la superficie, lo que
implica que tal isla crezca rapidamente. Lo que involucra una corriente laminar al rededor
de la region enfriada y la difusion de esta corriente.

Dado que la temperatura dentro de la snake decae mientras que la perturbacién en si
misma persiste, se requiere de otro mecanismo para explicar como es que la isla magnética
se mantiene. Una posible opcion es la presencia de impurezas: en le marco de los iones
de largo gradiente de presion en la snake, ésta es balanceada por la fuerza de un campo
eléctrico a lo largo del radio menor. Los iones impuros tienen una masa molecular es mas
grande que la de los iones del plasma, por lo que esta fuerza se vera reducida por la dife-
rencia de velocidades relativas de los iones impuros con los del plasma.

Pese a esto el tiempo de vida de las perturbaciones tipo snake son mayores a las esperadas
incluso en el marco del tiempo de confinamiento neoclésico, lo que hace parecer que si la
descarga fuera permanente, también lo seria la snake. De otro modo la snake deberia estar
sujeta a su propio efecto pinch en el radio menor.

En resumen, las snakes se generan por el crecimiento de islas magnéticas en la superficie
racional ¢ = 1, derivado un enfriamiento localizado, la isla atrapa material ionizado del
perdigdn, sin embargo no se explica la persistencia de la perturbacion. Este fenémeno en
particular involucra dos procesos que se alimentan el uno al otro: por un lado la densidad
de la perturbacién incrementa la resistividad a través de la concentraciéon de impurezas,
lo que mantiene a la isla magnética. Por el otro lado la isla afecta el confinamiento local

de tal manera que incrementa la densidad.

ITER hybrid

Si bien en el caso del JET, la presencia de estados tridimensionales se ha observado
con la inyeccién de perdigones, para para el experimento de fusién mas grande del mundo:
ITER (International Thermonuclear Experimental Reactor), por ser también un disposi-
tivo tipo tokamak, que se espera sea susceptible a estas estructuras debido a los perfiles

del factor de seguridad y de presién, como se ve en la siguiente figura:
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Figura 3.6: Perfiles de la transformada rotacional 1/q y presién que se esperan para el
escenario hibrido de ITER. Tomada de [10]

A diferencia del JET, en ITER se espera un proceso de saturacién del rizo en el mar-
co de la MHD ideal por la forma de sus perfiles de presion y transformada rotacional. Este
dispositivo tiene un perfil de plasma en forma de D como el que se observa en la siguiente

figura:

Figura 3.7: Seccion transversal del ITER, z es la altura y R es el radio, ambos medidos en
mts.

En este dispositivo el campo magnético es del orden de 4.6 T y la corriente toroidal

es 13MA los limites donde se dan las snakes es entre 13.1 MA y 13.8 MA:
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Figura 3.8: Perfiles de la transformada rotacional (1/¢) como funcién de /s (donde s es
una variable radial) para el intervalo 13,1 — 13,8 MA. Tomada de [I0]

Con los perfiles de ¢ ~ 1 y p observados en la figura [3.6] la frontera descrita en [3.7]
se obtienen las condiciones necesarias para la bifurcacién de los estados de equilibrio tri-
dimensional en las que nicleo con superficies magnéticas de frontera simétricas, como lo

reportado por Cooper:

Figura 3.9: Contornos de las superficies magnéticas de secciones transversales en la direc-
ciéon toroidal para el escenario hibrido del ITER en un equilibrio con corriente Toroidal de
13,3MA. Tomada de [10]

Este resultado llega a un maximo de deformacién para el caso de una corriente de orden
13,5, més alld de esa corriente el plasma regresa a su eje axisimétrico, como se ve en [10].
Lo que resulta en que la imposicion de un borde axisimétrico constituye una constric-
cion suficiente que obliga al ntcleo helicoidal a desarrollarse por encima de un umbral de

corriente relativamente alto.
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3.1.2. Reversed Field Pinch
RFX-mod

A diferencia del JET, este dispositivo tipo Revelsed Field Pinch en general se caracte-
riza por tener campos magnéticos poloidales y toroidales comparables y de que su método
de calentamiento del plasma es tnicamente el calentamiento Ohmico. En particular el
RFX-mod tiene unas dimensiones de 2mts de radio mayor y 0.46m de radio menor con un
volumen de plasma de 9m3, este experimento busca complementar la fisica en cuestiones
generales usando alta corriente (2MA) para investigar barreras de transporte, control de
la MHD y efectos tridimensionales.

En este experimento cuando la corriente dentro del plasma I, > 1M A el plasma se auto-
organiza en estados de quasi-single helicity (QHS)[23] y el equilibrio magnético se vuelve
helicoidal, en este estado se condensan todas las helicidades en una sola curva mono-
cromatica al rededor de una helicidad dominante, que en este caso es cuando m = 1 y

n =7, como se ve en la siguiente figura:

o 7 01 02 — - 03 04

b, /B(a) (%)
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I
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Figura 3.10: a) Perfil de corriente respecto al tiempo, las lineas punteadas delimitan la
llamada fase superior plana de la descarga. b)La linea negra es la amplitud dominante de
q = 1/7 durante la fase superior plana. La curva roja muestra las amplitudes de los modos
secundarios: m =1 y n = 8 — 23 Tomada de [22].

Es notorio que el sistema oscila entre estos dos estados, uno donde todos los modos tienen
amplitudes similares y otro donde hay un modo dominante.

Esta auto-organizacién puede llegar al punto en el que el eje magnético del plasma se
vuelve helicoidal y se llegue a un estado SHAx (Single helical axis). Lo que contrarresta el
estado de multi-helicidad (MH) en el que diferentes modos resuenan en diferentes capas

del plasma, provocando que se sobrepongan las islas magnéticas, lo que resulta en caos.
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Dentro de la estructura tridimensional el confinamiento y la energia se mejoran, ademas
se generan barreras de transporte que disminuyen el caos [23]. Las propiedades de las QSH

estan relacionados con el nimero de Lundquist S, definido de la siguiente manera:
S=— (3.2)

donde L es la longitud caracteristica del sistema, v4 es la velocidad de Alfvén y n es la
difusividad magnética.

Esta cantidad es un caso limite de la ecuacién[I.107]que describe el congelamiento magnéti-
co de la MHD ideal (o con el coeficiente de difusién pequeno), lo que implica que S deter-
mina si el plasma es altamente conductor (S alto) o si es resistivo S bajo. En particular
podemos observar directamente de la figura[3.1.2] que mientras los modos secundarios de-

crecen conforme S crece, el modo dominante crece con el niimero de Lundquist.

b, /B(@) (%)

108 107
5

Figura 3.11: Amplitud de los modos dominante (negro) y secundarios(rojo) durante una
fase QSH en funcién de S. Tomada de [22].

Es menester observar que el incremento de S se debe al incremento de la fase superior
plana de la descarga, lo que aumenta la temperatura, sin ningin otro método de calenta-
miento. Es decir conforme el plasma més conductor se separan los modos y surge un modo

dominante.

Este fenémeno en los dos tipos de dispositivos reduce las fluctuaciones de la MHD y forta-
lece las barreras de transporte, lo que favorece al confinamiento y permite que el minimo de
energia para alcanzar el equilibrio sea ligeramente menor que en el caso simétrico. Lo que
hace importante estudiar cémo es que las superficies magnéticas pasan de lineas de campo
con twist a superficies que poseen twist y writhe, para ello se estudiard en el siguiente

capitulo los invariantes topoldgicos tales como la helicidad magnética, que es una cantidad
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conservada en el marco de la MHD ideal y que, aunque se difunde ante la presencia de
resistividad de la misma forma que la energia, es més robusta pues es capaz de distinguir

los procesos de deformacién y en el caso ideal se conserva ante deformaciones topoldgicas.
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Capitulo 4

Helicidad e interpretacion

topologica

En este capitulo se revisaran las propiedades topoldgicas de las superficies magnéticas
gobernadas por la MHD, se enunciaran y demostraran los invariantes topolédgicos asocia-
dos a la MHD: la helicidad cruzada y magnética, mismas que miden el nivel de ligadura
entre los campos de velocidad y magnética y el torcimiento de las lineas de campo respec-
tivamente. Asi mismo se demostraran las condiciones de conservacién de estas cantidades
en los marcos de la MHD resistiva e ideal.

Ademsds se hace un interpretacién de la helicidad magnética ante transformaciones de
topologia en términos de los tubos de flujo y su relacién con el factor de seguridad en
sistemas axisimétricos. Aunado a eso se hizo la reproduccion del trabajo de Woltjer del
campo libre de fuerzas donde la condicién de conservacion de la helicidad juega un papel
importante pues con éste se explican resultados experimentales obtenidos en dispositivos

tipo RFP (Reversed Field Pinch).

4.1. Ligadura de Gauss

La helicidad es una cantidad derivada del nimero de ligaduras de Gauss, en el que se

toma que existen dos curvas interligadas, como se ve en la siguiente figura:
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dy/dB

W) r=y-x
e 0)

dx/dx

Figura 4.1: Dos circulos interligados el uno con el otro, tomando la curva azul como C y
la curva rosa como Cl.

El ntmero de ligadura de Gauss es una doble integral, si x(\) y y(8), donde X\ y 8
parametrizan a las curvas Cy y Cj respectivamente, con r = y — z, la doble integral

es:
r

ngz—ﬁééj—i-r—g X %dﬁd)\:Lm. (4.1)
De acuerdo a la figura [4.1] esta integral es el producto vectorial de la diferencial en los
puntos = y y, de tal forma que exista un vector 7 que sea el vector separacién entre estos
puntos, al integrar sobre cada una de las curvas, lo que se encuentra es el nimero de veces
que la curva Cy pasa sobre la superficie encerrada por la curva C7, tal resultado es un
numero entero [26] y se le conoce como nimero de ligadura de Gauss, nétese que, esta
integral no depende del orden en el que se tomen las curvas, ya que Loy = Lqs.
En particular si estas curvas fuesen tubos de flujo, o se toman como lineas de campo
dentro de un volumen y se aplica la integral anterior, tomando a consideracién de tener
el campo magnético encerrado en un volumen cerrado tal que B-dS=0enla frontera,
donde existen N tubos en los que pasan ®;, con ¢ = 1...N, entonces se puede calcular la
siguiente cantidad:
N N
K= ZZLU@@, (4.2)
i=1j=1
donde L;; es el numero de ligadura de Gauss, de tal forma que al hacer N — oo, ®; — 0

y combinar la ecuacion [4.1| con 4.2 se encuentra que:

_% /é = B(x) - r% x B(y)d*zd®y, (4.3)

considerando que el potencial vectorial es:

- 1 r = 3
A= “ar | 3" B(y)d’y, (4.4)
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con lo que encontramos la forma usual de la ecuacién [4.3] conocida como helicidad magnéti-
ca:

/ B Adv (4.5)

que como se ve de la forma también es una medida de las ligaduras. Si vemos la ecua-
cién [£:2] es obvio que podemos tomar 2 casos: i # j y ¢ = j, este tltimo caso no lo predice
el niimero de ligadura de Gauss por si mismo, sin embargo para el caso magnético, éstos
casos son analogos a los de la inductancia, ya que existen estas dos variantes, donde la pri-
mera es auto-helicidad y helicidad mutua, similares a la autoinductancia y la inductancia
mutua, donde la helicidad mutua es el caso de la imagen [£.1]y el caso de la auto-helicdad

implica que el flujo de tubo se ligue a si mismo, es decir, que tenga una helicidad de tipo:
K = L;;®?%. (4.6)

El que el tubo se ligue a si mismo es referente el torcimiento (twist) o retorcimiento
(writhe) de un solo tubo de flujo magnético, mismo que serd estudiado a detalle en la

siguiente seccién.

4.2. Invariantes topolégicos

En general la topologia es el estudio de las propiedades de los objetos geométricos
que no cambian ante transformaciones continuas, lo que la hace muy util para algunos
estudios de los campos magnéticos de fusién y de coronas solares, dada su naturaleza de
reconexion y reorganizacion, procesos en los que la geometria de los tubos de flujo cambia
y es de suma importancia para la comprension de los procesos de disipacién de energia su
entendimiento.

De acuerdo a [2] en general el estudio de fluidos con el formalismo de la hidrodindmica es un
grupo de dimensién infinita de difeomorfismos que dejan invariante el elemento de volumen
del dominio de un flujo de fluido. En particular los campos magnéticos congelados en el
plasma, como los que se estudian en este trabajo, forman un grupo con esas caracteristicas,
donde su dominio es una variedad M. Este grupo denotado por SDif f(M), forma un
algebra de Lie.

Suponemos que los tubos de flujo de plasma llenan el dominio M en el espacio Euclideo R?
[2]. El fluido es incompresible respecto a la forma estdndar de volumen:u = d3x y ademds
en este caso en particular al poseer una frontera 6 M cumple que la transformacién deja
la frontera invariante, ademads el campo magnético es un campo libre de divergencia. En

la MHD ideal se toma que la energia total es la métrica Riemanniana de la configuracién
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del espacio, el cual es un producto semidirecto del grupo de difeomorfismos SDif f(M)
[2]. Note que en este caso la invariancia viene en la conservacién del elemento de volumen
y la frontera en la aplicacién de difeomorfismos y no necesariamente a la métrica que en
este caso es la energia.

En la teoria de la MHD son de interés 2 invariantes topoldgicas: la helicidad curzada y la
helicidad magnética. En ambos casos permanecen invariantes ante la deformacién continua
de los tubos de flujo en los procesos de reconexién y reorganizacion, es decir formalmente

hablando en ambos casos son invariantes ante difeomorfismos.

4.2.1. Invariante de Hopf

La helicidad magnética ademads de ser invariante ante difeomorfismos cumple otras ca-
racteristicas que la hacen una invariante de Hopf: que es una forma de contabilizar las
ligaduras entre sub—variedades suaves [29].

En particular, en una variedad de Riemann, el producto interno de un campo libre de
divergencia (campo magnético) y su potencial vectorial se conserva cuando un difeomor-
fismo que conserva el volumen actia sobre el campo [2].

Para la demostracién de la helicidad magnética como invariante de Hopf, consideremos
que, existen p-formas invariantes advectas al flujo G, también llamado arrastre de Lie con

el flujo @ debe cumplir que [34]:

(=41 -V)G= (%—&-Eg)G:O, (4.7)
donde Lz es la derivada de Lie respecto al campo vectorial . Estas pueden ser cerradas
o abiertas, i.e. dw? =0 o dw? # 0.

Para esta invariancia es importante enunciar el Lema de Poincaré:

Si X es un conjunto abierto contraible de R™, entonces cualquier p-forma definida en X
es exacta localmente, para cualquier entero p tal que 0 < p < n.

Recordemos que el campo magnético B es una 2-forma con estructura geométrica asociada
a la orientacién del elemento de superficie ds y el potencial magnético A es una uno-forma
asociada al campo B.

Algunos invariantes son obtenidos al combinar invariantes conocidos usando el producto
wedge, la derivada de Lie y la contraccién de campos y formas, tomando en cuenta que
el producto interno de una 1-forma invariante, con un campo vectorial invariante es un
escalar invariante, similarmente el producto wedge de una p-forma invariante con una g-

forma invariante es una p + g-forma invariante [34].

58



4.2. Invariantes topolégicos

En particular para la MHD tomamos una uno-forma advecta de la forma:
a=A-dz, (4.8)

donde se escoge A de tal manera que 1 - A= oE, ¢ es el potencial escalar derivado de la

ley de Faraday. La condicién de ser una uno-forma de arrastre es:

d(ﬁ-df):(%’f—*x(vXEva- *)>-df:o (4.9)

Asimismo el campo magnético es una 2-forma invariante, por lo que cumple:

C‘llt(é-d*):<5gf—ﬁx(vX§)+(w-§)>-d§=o. (4.10)

Es notorio que la uno-forma no es cerrada, ya que no cumple con la definicién: una

p-forma wP es cerrada si su derivada exterior dw? = 0, pues:

da=V xA-dS#0 si VxA#£O0. (4.11)

Podemos tomar el caso general de una 2-forma:
w? = b, (4.12)

donde
w? = fd’z, (4.13)

f es una funcion escalar y b es un vector de arrastre de Lie advecto al flujo, es necesario
que w} sea cerrado:

dwi =V - (bf)d*z = 0, (4.14)

Esto implica, de acuerdo al lema de Poincaré, que localmente existe 1-forma w' tal que:
(4.15)

Entonces,
fo=V x A. (4.16)
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Es importante notar, para no perder generalidad, que w' puede o no ser invariante, sin

embargo es posible encontrar una @' que si este advecta al fujo, tal que:
O=dA-d¥, A=A+ VA, (4.17)

nétese que de acuerdo a lo anterior d' = w' + dA.

Aplicando la condicién de uno-forma de arrastre a A:

d, > o d,» dA .
%(A -dT) = a(A -dZ) +V (dt) -dT), (4.18)

donde d/dt = /0t + i - V es la derivada lagrangiana. Por lo que en términos de w la

ecuacion anterior se reescribe como:

dot  dwt

— = —+Vyg-d7, 4.19

a a9 (4.19)
donde g = dA/dt. En particular en este caso se elige g, tal que % = 0, lo que asegura

que w' es un vector de arrastre de Lie advecto al flujo, es decir, cumple con

B A I 5
%(Mﬁx(VxA)nLV(ﬁ-A))dfO, (4.20)

como w! es una 1-forma de arrastre de Lie, entonces dw! y w! Adw?! también son invariantes.

Recordando que dw' = (V x ff) - § se obtiene la invariante de Hopf:

th/wl/\dwlz/(/i'-dfm[VX/T)@]:/(E-(ij))dv. (4.21)
Vv 14 \4

Es menester observar que s6lo necesita que las 1-forma a y la dos-forma do estén
advectas al flujo y que localmente, de acuerdo al lema de Poincaré a sea exacta. Si en
particular usamos que la uno-forma « esta definida por el potencial vectorial, y recordando
que el campo magnético es una dos-forma cerrada, tomando que B=vVx /Y, dB = dda =0,

donde o = A - d#; encontraremos la forma usual de la helicidad magnética:
I = | A-Bdz, (4.22)
donde A cumple con:

= —idx(VxA)+ V(i -A+g)=0. (4.23)
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4.2.2. Invariancia topolégica de la helicidad cruzada

Recalcando que el campo esta congelado al plasma, cumple con la siguiente ecuacién

en el caso ideal:
oB

& =V x(@xB), (4.24)

en OM, con la condicién a la frontera B -7 = 0. Que es equivalente a:

D (B B .
E <p) = (p -V) Uu. (4.25)

Como se ve en la ecuacién el campo es una 2-forma, asi que es posible escribir la

ecuacién anterior de acuerdo a Fukumoto [15]como:
¥ (wh) = wh, (4.26)

donde ¢} es un pull-back y w% = B.dy A dz + Bydz A dx + B.dx A dy es la 2-forma del
campo.

La helicidad cruzada se define como:

Hlv(z,t), B(x,t)] = /Mﬁ~ Bdv (4.27)

Probaremos que [4.27] es invariante ante difeomorfismos de la forma:
z = (X)), (4.28)

donde Z(t) = p4(X) = p(X,t) es la trayectoria de una particula del fluido y X es su

posicién (z1,22,23) en t = 0. Por lo que la velocidad es simplemente:

D ox.1) = wie(%,),0), (4.29)

la velocidad también cumple las condiciones a la frontera: @ - 7 = 0, por lo que:

= a(pt o cp;l’ (4.30)

de modo que es parte del grupo de algebra de Lie de los difeomorfismos.

Se probaré que la helicidad cruzada es invariante ante difeomorfismos de la forma:

— —

Hli(z,t), B(Z,t)] = H[#(X,0), B(X,0)]. (4.31)
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Tomemos la integral para un tiempo t de la ecuacién lo cual es un problema de
Cauchy, ya que es una ecuacién diferencial sujeta a condiciones a la frontera, cuyo resultado

de acuerdo a [15] es

By; Boa Ox;
ti_ 204 9% (4.32)
p p 0Xa
con x; = @;(X,t), esta solucién también aplica para u:
8XB 8)(
i = , 4.33
Ut; = UOB oz, + oz, ( )

donde x = fo [f #i0-1 {(‘;‘f) + (%)2 + (%)2}] dt con € denota la energia poten-
cial por unidad de masa en el punto x,y, z yp la presién respecto a las fuerzas que actiian
a distancia, de acuerdo a [20].

Haciendo la multiplicacién de con donde los indices repetidos estan en producto
punto encontramos que:

- 5 Po - 5 0
Uy - Bi— =) - By + — - (xB 4.34
t tpt 0 0 ox (xB) ( )

Integramos v - B en el dominio M , haciendo un cambio de variable: ¥ = gp()z ,1):

/ #(@,t) - B(Z, 1)dV = / t)- B(p(X,t),)J(X,t)dVx = / vy - BydVy,
M M

(4.35)
donde dVx = d*X y J(X,t) = |9¢|/|8X| es el Jacobiano y se asume que oy (M) = M. De

acuerdo a la ecuacién [£.34] el resultado de la ecuacién anterior es:

/ 7y - Bt—dV / 5(X,0)- B(X,0)dVx +/ xB(X,0) - adAx, (4.36)
oM
la dltima integral es cero por las condiciones a la frontera, con lo que queda demostrado

que se cumple la ecuacién [£31] y por lo tanto la helicidad cruzada es invariante ande

difeomorfismos, por lo que es una invariante topoldgica.

4.2.3. Helicidad magnética

La constriccion del MHD ideal de la ausencia de resistividad da como resultado el flujo
congelado, sin embargo si se introduce una pequena cantidad de resistividad se recupera la
ley de Ohm generalizada lo que implica que la condicién de flujo congelado se viole
en ciertas partes del plasma, donde el término nf sea mayor que el término V x ¥ x B.En
cuyo caso las lineas de campo pueden reconectarse entre si y pueden difundirse a través
del plasma. La reconexién magnética puede destruir y crear ligaduras entre tubos de flujo,

pero por cada ligadura que se destruye se crea una, de tal manera que el total de las
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ligaduras queda constante, tal constante es la helicidad magnética. La reconexién implica
dispersion de energia magnética, mientras que conserva la helicidad.

La definicién de la misma es:
K= / A-Bdv, (4.37)

El potencial vectorial A se ve afectada por una transformacion de gauge:
A=A+ VY, (4.38)
mientras que el campo magnético es invariante respecto a una transformacion de gauge:
B =Vx(A+Vf)=VxA, (4.39)

por lo que si las lineas de campo magnético no traspasan la superficie S que envuelve al

volumen V:

B-dS =0, (4.40)
la helicidad K es independiente a transformaciones de gauge. En seguida se hace la de-

mostracion:
f(A+Vf)-BdV:fVA-BdV—i-fVVf-BdV

= [, A -Bav + [, fB-dS (4.41)
= [, A Bav.

Una ecuacién de conservacién de la helicidad se puede encontrar usando la ley de Faraday:

_%sit'Bzzﬁ-§+V~(¢§+E*xA'), (4.42)

usando la ley de Ohm ideal encontramos la forma conservativa de la ecuacién anterior:

0A-B
ot

—

V- (¢B+E x A) —2nJ - B. (4.43)

Integrando sobre todo el volumen del plasma encontramos:
B - . I
at{/A-BdV}z/dS’-(<;5B—|—E><A)—277/J-BdV, (4.44)

recordando que B-dS=0 y E= nf -Benla frontera, el segundo término de la ecuacién

anterior desaparece y nos queda simplemente que:

%K:/E-édvzm/jédv (4.45)
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Es notorio que la helicidad se conserva en un plasma ideal rodeado de una pared rigida
en la que no penetra ninguna linea magnética, cuando n = 0. Sin embargo, en general
también se difunde en presencia de resistividad, a pesar de ello, esta cantidad es mads
robusta para el andlisis del plasma que la energia magnética, pues ésta permite diferenciar
la pérdida de energia por reconexién (disrupcién de las lineas de campo magnético) de
la reorganizacién de las mismas (deformacién de la columna de plasma) ya que esta es
invariante ante cambios de topologia.

En esta ley de conservacién en la que se encuentra la corriente de Noether y su carga, para
el caso ideal, no es posible usar el teorema inverso de Noether para encontrar su simetria
asociada ya que la MHD es una teoria en las que simplemente se suman las caracteristicas

de fluido y las caracteristicas electromagnéticas, es una teoria no candnica.

4.2.4. Helicidad cruzada

Esta cantidad describe como se entrecruzan las lineas magnéticas y las lineas de campo
de velocidades, viene dada por:

K.= / B-adv (4.46)

En seguida se hara la demostracién. Primeramente consideremos la ecuacién de momento

estipulada en las ecuaciones de la MHD |1.105

p(iﬁf+ﬁ-%)+vp:fxé—v-n. (4.47)

Considerando que es compresible y que se cumple lo siguiente:
1
;Vp = Vh(p), (4.48)
donde p = Cp” y h(p) es la entalpia y esta dada por:
h(p) = —=p""". (4.49)
Cabe resaltar que en el caso de que sea incompresible el plasma, la ecuacién anterior se

vuelve constante y Vh = 0. Con lo que escribimos la ecuacién

_ 1. .
%—s—&’-Vﬂ':;(JxB—Vp—V-H). (4.50)
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Haciendo uso de la siguiente propiedad vectorial:(V x A) = —V(A?/2) + (A-VA) en el

segundo sumando de la parte izquierda de la ecuaciéon anterior, reescribimos:

- 2 1 .
@—VX(’JXV’J)—FV&Z*(JXB—V]))—V-H., (4.51)
ot 2 p
usando la ecuacién [1.48] es equivalente a:
ot 2 JxB
aij:vX(ﬁxvﬁ)—Vh(p)—v%+ 2 _v.m. (4.52)

Definimos x = h + u?/2, despejando la derivada parcial respecto al tiempo, tenemos que:

ol Jx B
a—?:Vx(ﬁxVﬁ)—Vx+ .

-V .IL (4.53)
Con lo anterior ya podemos hacer la demostracion de la conservacién de K:

d d =

Desarrolando la iltima igualdad, encontramos que:

d [ 5 . . 9u , OB

reescribimos el integrando usando la ecuacién [4.53}

= Jx B 0B
/B-V(xﬁx Vi) — Vx + ; ) - v-n)m- S dV.(4:50)
Es notorio que el tercer sumando se va a cero por la ortogonalidad de B y Jx B. Usando la
siguiente propiedad vectorial V-(AxB) = (VxA)-B—A-(VxB) ,V-(Ap) = p(V-A)+ AV

y la ley de Faraday, hallamos lo siguiente:

/B.(vwxVﬁ)—v.(éx)+ﬂ-(vxaxé)—v-HJer(v?B‘.a)dv (4.57)
0

Usando otras propiedades vectoriales, llegamos a:
/ B-(Vx@xVi)—V(Bx)+(Vxi-(ixB)-V-(ix (ﬁxé))dV—i—/ —V I+ -L(V2B-@)dV.

(4.58)
Recordando la siguiente propiedad: A- (B x C) =B - (C x A) = C - (A x B) vemos que:

/(ﬁx V)-(ix B)=V(BX)+(V x@)-(@x B)— (V- x (ﬁxé))dv+/ —v.m%(wé-m
(4.59)
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Podemos ver que el primer sumando y el tercero se anulan si conmutamos el rotacional
de % x V, por lo que finalmente encontramos una forma conveniente de la derivada de la

helicidad cruzada:

d [ = . . .
%/B-EdV:—/V(BX—HTx(ﬁxB))dV+/—V-H+£(VQB-ﬁ)dV. (4.60)
0

Usando el teorema de Gauss y propiedades vectoriales en la ecuacién anterior obtenemos:

d [ - . . . . .
%/B-a’dV - —/[Bx—i— (@ Bi—u?B)))-dS+ [ -V T+ ﬂi(VQB-a') (4.61)

0
. De acuerdo a la condicién a la frontera dada por [£.40] es razonable ver que el primer

sumando de la parte derecha de la ecuacién anterior es cero y que por lo tanto:

%/E-ﬂdV:/—V~H+%(V2§-ﬁ). (4.62)
Es decir, la helicidad cruzada en general se difunde por la resistividad y la viscocidad.
Aunque en el marco de la MHD ideal ésta se conserva. En ambos casos esta cantidad es
invariante ante cambios de topologia respecto a la ligadura del campo de velocidades con
el campo magnético.
La helicidad cruzada, de acuerdo a lo publicado por Yahalom [36] hereda la simetria
asociada a la helicidad cruzada para fluidos, esta simetria es la simetria de reetiquetado,
en la que para el caso general de fluidos es definida por la variacién en las etiquetas de
la particula de fluido, que estan definidas de acuerdo a la descripcién lagrangiana de un
fluido:

Z(a,t) = x(a,b,¢,7),y(a,b,¢,7),z(a,b, e, ), (4.63)

donde a, b, ¢ etiqueta una particula de fluido, de tal manera que 7 es el tiempo propio del
sistema de etiquetados, de tal forma que 9/07 deja a a,b, ¢ invariantes y andlogamente
0/0t deja a. x,y, z fijo. De tal forma que se puede pensar que el vector Z sigue la particula
de fluido etiquetada por a, b, c que permanecen fijos. Son las variaciones de estas etiquetas
a+ da,b+ 0b,c+ dc las que dejan a la lagrangiana invariante.

Para el caso de la MHD, Yahalom mostré que al considerar las etiquetas a,b,c en unas
ciertas coordenadas x, 7,  (que tienen que ver con los potenciales del campo magnético),
es posible relacionar la conservacién de la helicidad cruzada con la simetria dada por la

variacién du en la direccion p llamada direccién del metage.
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4.3. Interpretacion topologica de la helicidad

Contemplemos dos tubos de flujo como se muestra en la figura:

7 AN

flujo @, flujo @,
Contorno C, Contorno C;
Volumen Vi Volumen v,

Figura 4.2: Sistema de dos tubos magnéticos enlazados. Tomada [6]

Respectivamente de cada tubo son ®; y ®5, que son contenidos por los contornos C; y
Cs, cuyos volumenes son Vi y V.
La helicidad se puede tomar como el recuento de los enlaces de los tubos de flujo magnético.

Tomando que B = 0 fuera de los tubos, encontramos que la helicidad total del sistema es:

K:K1+K2:/

A Bav + / A Bav. (4.64)
Vi

Va

Para evaluar la integral anterior es menester observar que el flujo que pasa atravez de una

superficie S con un perimetro C' se expresa como sigue:
@:/Em?:/VX/T-dﬁsz-dfzcte., (4.65)
s s c

para el tubo 1, dV = dl- BAS, donde AS es el drea de la seccién transversal al tubo y di

es la longitud a lo largo del contorno C, con lo que escribimos:
K, = /A’.B’dv = /A’- B(ASdI- B), (4.66)

El flujo es constante por lo que de la ecuacién vemos que BAS = &, y B I cﬁ, por lo
que encontramos lo siguiente:

K = @1/ A-dl, (4.67)
C

usando que A=V xB y el teorema de Stokes hallamos:

/ A’.JZ:/ vX/TdS*':/ Bds, (4.68)
Cl ’ ’
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en esta ultima integral, la superficie S’ es la superficie que el contorno C; rodea, donde el

Unico campo magnético que existe es el que pasa por el tubo 2, por lo que:
/, B-dS = ®,, (4.69)
asi, la ecuacion de la helicidad de enlace en el tubo 1 es:
K) = $,P,. (4.70)

Haciendo un procedimiento similar para Ky = ®o®5, encontramos que la helicidad de
enlace total es:

K=K, + Ky =2,,. (4.71)

Esta cantidad depende de qué tantas veces se enreda un tubo sobre el otro.

4.3.1. Helicidad de torcimiento

Si en este caso consideramos otra configuracién en la que el tubo 2 embebe al tubo 1,

como se puede observar en la siguiente figura:

B del tubo de flujo#1 — =

B del tubo de flujo #2

Tubo de flujo #1 Tubo de flujo #2

Figura 4.3: Sistema de dos tubos magnéticos embebidos el uno en el otro. Tomado de [6].

De tal manera que el flujo del tubo 2 sea perpendicular al del tubo 1, i.e. ®; tiene direccién
¢y Py tiene direccion . En este caso el tubo 2 es tal que su volumen es infinitesimal por

lo que ®5 = d, con lo que usando la ecuacién obtenemos:

dK = 20dip. (4.72)

68



4.3. Interpretacion topoldégica de la helicidad

Es menester recalcar que ninguno de los volimenes de los tubos es fijo, por lo que al

incrementar di) aumenta ®, por lo que no son independientes el uno del otro:
Y =1(P). (4.73)
Asi, sacando la derivada establecemos:
dip = ' ddP. (4.74)
Por lo que la ecuacién se escribe de la siguiente manera:
dK = 20y’ d®. (4.75)

Se mostrara que 1)’ representa el twist del campo magnético embebido.

Volviendo a la figura es razonable entender que la direccién ¢ es la misma que el contorno
C1, de forma similar € tiene la misma direccién de Cy, ademds el perimetro de la seccién
transversal del tubo 1 esta en la direccién 6 y la seccién transversal del tubo 2 tiene la

direccién d¢, que a su vez, se puede sintetizar si lo escribimos como rotacional:

By = Vi) x V¢ = Bsf. (4.76)
Recalcando que V1 es ortogonal a V¢. De la misma manera se encuentra que:

By =V® x V0 = B¢, (4.77)

similarmente V& es ortogonal a V8,con ® el flujo ligado al tubo 1.

Finalmente se obtiene el campo magnético total:
B =V® x V0+ Vi x Vo, (4.78)

que claramente tiene una forma de lineas de campo helicoidal.
El twist del campo magnético es el nimero de veces que una linea de campo da una vuelta
en la direccién 6 por cada vez que da una en la direccién ¢.

Si dl es un desplazamiento con direccién ¢, entonces:
do =|Voldly, (4.79)
analogamente si consideramos el desplazamiento en direccién 0:

o = |Vo|dl,. (4.80)
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Si di es el incremento de desplazamiento a lo largo de la linea de campo B = 51 + gg

encontramos que:

5 dlg  dly
B><dl—0:>Be—B¢. (4.81)
Usando las ecuaciones [4.79} .80 y [£.81] encontramos que:
do do
= } 4.82
Vo5, ~ ValB, s
De las ecuaciones [1.70] y [£.77 vemos que los campos son:
By = 5= |Vy[|V
o= 2HITVIT0 s
By = 5:[Vel[[VO],
Con lo que haciendo algebra elemental, encontramos la siguiente relacion:
a9 2x|Vy[|[Vel[Vo] VY (4.84)
do  27[Vo|[Ve[Ve| |Vl '
como |Vi| = ¢'V®, se obtiene:
de ,
= = 4.85
5= (485)

que es el numero de veces que la linea magnética recorre la direccién 6 cada vez que lo

hace en direccién ¢, que es 1)’ veces, que se le conoce como twist y se denota como:
T(®) =)' (4.86)

Asi podemos encontrar una ecuacién para la helicidad ahora en términos de giro sustitu-

yendo lo anterior en la ecuacién y haciendo integracién:

K=2 / OT(P)dd = TP (4.87)

4.3.2. Relajacién de Woltjer-Taylor

Considerando un plasma aislado en un cierto volumen V' encerrado por una superficie
S, donde el campo magnético se desvanece en la frontera que es también una superficie
equipotencial electostatico. Es necesario considerar el caso en el que la energia magnética
es mucho més grande que la energfa interna : p/B? < 1, ademds de no poseer corrientes
internas y que el campo magnético es producido por bobinas externas.
Woltjer en 1958 [35] hizo un principio variacional que establece que los campos libres de
fuerza con constante a:

— —

V x B =aB (4.88)
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representan el estado de energia magnética mas bajo en un sistema cerrado. Esto implica
que si la energia magnética es la minima, entonces no puede producir movimiento, por lo
que la fuerza de Lorentz se va a cero.

La demostracion es la siguiente: considerando que la helicidad magnética se conserva 7
se puede ver que la dindmica en el interior del volumen cerrado no afecta al potencial
magnético fuera del mismo.

Por otra parte vamos a tomar la energia magnética:

B2
W= | — 4.89
20 (4.89)

vy la vamos a minimizar con la restriccién de la conservacién de la helicidad K. Para lo

cual utilizaremos el método de multiplicadores de Lagrange:
I =0W —-XK =0. (4.90)

Calculemos el primer sumando de la ecuacién anterior:

oW = 3= [ [(B+6B)* — B2 av =
L _ S . .
5= [ (B2 +2B 6B+ 6B - B?)dV = (4.91)
LA o3
o J B-36BdV.
Ahora, si consideramos que 6B = V x § A encontramos que la ecuacion anterior se escribe:

W = Mi / (V x 6.4) - Bav. (4.92)
0

Usando la siguiente propiedad vectorial:

-,

V- (AxB)=(VxA)-B—A-(V x B), (4.93)
reescribimos la ecuacién .92
5W:/v-(51x§)+52-(vXé). (4.94)
Aplicando el teorema de Gauss al primer sumando obtenemos:

W = 7§ (6A x B)-dS + / (A -V x B)dV. (4.95)
S
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Haremos un procedimiento similar para calcular la variacién de la helicidad:
SK = / A-0B +6A - Bdv, (4.96)
sustituyendo 6B = V x §A variacién de la helicidad es:
0K = / (V x 6A) + 6A - B]d (4.97)

gracias a la relacién vectorial [£.93]lo anterior es equivalente a:

-,

6K = / (6A-B)+ V- (64 x A)dV. (4.98)

Andlogamente al caso de la energia magnética, utilizando el teorema de Gauss encontramos

que:

K = / (64 B)av + j’{ (64 x A)-d3. (4.99)
S

Con lo que hacemos las sustituciones correspondientes de y en la ecuacién |4.90

:/(M.wé)mwf(Mxé)-dsT—A[/ 2(54-B )dv+7§(5ﬁxﬁ).d§} — 0, (4.100)

S

reacomodando y agrupando la ecuacién es

— -, —

1:/5E.(VX§_2A§)W+?{MX(B_A ). d3. (4.101)
S

La superficie es equipotencial electrostatica, la componente tangencial del campo eléctirco
debe desaparecer en el muro, acorde a la conservacién de la helicidad, la componente
tangencial de §A es cero y usamos Por lo que sélo nos queda la integral sobre el
volumen:

= /M’- (V x B—2AB)dV =0, (4.102)

como 5 A es arbitrario, encontramos que para que se cumpla la igualdad anterior, se debe
cumplir que:

V x B = aB, (4.103)
con o = 2\, que es justamente un campo libre de fuerzas. Asi, los estados relajados
sélo dependen de una constante o y no de condiciones del sistema mas alla de la pared

perfectamente conductora y la helicidad constante.
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4.3.3. Ecuacion del campo libre de fuerzas.

Las ecuaciones del campo libre de fuerzas y las ecuaciones de onda estan relacionadas,
en general las soluciones de la ecuacién son soluciones para la ecuacién de onda,
nétese que al revés esta aseveracion es falsa.

Hagamos el rotacional de la ecuacion del campo libre de fuerzas:
V x (v X B) — 2B, (4.104)
utilizando propiedades vectoriales del rotacional es sencillo llegar a la siguiente expresion:

V2B +a’B =0. (4.105)

Sea A la solucién de la ecuacién de Helmholtz escalar:
V2A +a?A =0, (4.106)

entonces el campo magnético debe de tener la siguiente forma para resolver la ecuacién

de Helmholtz vectorial:

B = VAa, (4.107)

donde a es la direccién que cumple que su factor de escala es 1. Cabe resaltar que el campo
libre de fuerzas es solucién de la ecuacién 105

Si A satisface la ecuacién [£.106] entonces el campo magnético dado por la ecuacién
satisface la ecuacién del campo libre de fuerzas. Para demostrarlo supongamos que es

cierto. Sustituimos enV x B=aB y haciendo un poco de algebra obtenemos:
V x (V x (V x Ad)) — ®V x Aa = 0, (4.108)

simplificando llegamos a:

V x (V*(Aa) + o®Aa) =0 (4.109)

La cual se satisface si y sélo si Aa satisface la ecuacién de Helmholtz. Este resultado se pue-
de generalizar para la solucion vectorial de la ecuacion de Helmholtz. Ahora consideremos

a Sy T como soluciones a la ecuacion de Helmholtz, que tienen la forma:

(4.110)
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ambas son soluciones independientes de la ecuacién vectorial:
V2B + o*B = 0. (4.111)

Por consiguiente:

Vx (S+T)=a(S+T), (4.112)

también es solucién, con lo que es posible escribir la solucién general de la ecuacién de

Helmholtz vectorial:

—

B=S+T= év X [V x (@A)] + V x (@A) = V x (Ad) — —V?(Aa). (4.113)

1
o

En particular, para coordenadas cilindricas p, 0, z, S , T'y B son escritos de la siguiente

manera:

T =V x(AVZ)=VAx Vs §=(aA)VZ,

B (4.114)
B = VA X Vi+ (aA)V3,

donde a = 2. Cabe resaltar que las ecuaciones [1.114] son particularmente ttiles pues el
campo ya esta separado en una parte toroidal T y otra S poloidal y encontramos que un
campo con estas caracteristicas es solucién a la ecuaciéon del campo libre de fuerzas.
Taylor en una serie de articulos mostré que el campo libre de fuerzas explica las obser-
vaciones realizadas en los llamados pinch toroidales, en los que se tenia una primera fase
muy turbulenta, después de un cierto tiempo se estabiliza y espontaneamente se observa-
ba que en la superficie magnética exterior la direcciéon del campo magnético cambiaba de
direccion.
De acuerdo a los calculos de Taylor, un valor critico de 6 =~ 1,2, una vez superado el campo
toroidal cambia de signo, ademés dio otro punto critico 6 ~ 1,6 a partir del cual el estado
final deforma las lineas helicoidales del campo magnético. De acuerdo con estos articulos
después de la primera fase turbulenta, el plasma se relaja hasta llegar a un estado inactivo
donde parece estar estable, posteriormente se debe superar un valor critico de la razén del
pinch dado por:

21

= — 4.11
0=, (4115)

donde «a es el radio menor del toro. Al superar este valor critico la relajacion del plasma
se ve acompanada del cambio de direcciéon del campo toroidal.
Si tomamos la ecuacion de equilibrio, y la ponemos en términos del campo libre de fuerzas

tenemos primero que:

pod =V x B=—V2AVZ + VA x Vz, (4.116)
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donde b = aA es la magnitud del campo en la direccién 2 y b’ = db/dA.

Ahora podemos escribir completa la ecuacién de equilibrio:
pod x B = VEAVA — bb'VA = —pop’ (A)VA (4.117)
donde Vp = p'VA, se reduce a:
V2A +bb = —pop' (A). (4.118)

Si tomamos que p' = 0 y desarrollamos los gradientes en las coordenadas cilindricas
tenemos la siguiente ecuacion:

10 oA 1 92A 9

- r= — = A=0. 4.119
r Or (rar)+r2892+a ( )
Se puede resolver con separacién de variables de tipo A(r,0) = R(r)©(0). De donde se

obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales:

@R 1dR I
2
T e =0 (4.121)

p = ar, de las ecuaciones anteriores, la solucion de es de la forma:
o) = ™. (4.122)

Mientras que al considerar un cambio de variable la ecuacién [f.120]¢ = ar es una ecuacién
de Bessel, cuyas soluciones son la suma de las funciones de Bessel de primer y segunda
clase:

R(s) = AJ,(s) + BY,(s) = AJ,(ar) + BY, (ar), (4.123)

cuya solucion general es:

A(r,0) =Y Ay(r,0) => (CJy(ar) + DY, (ar)) [Ae™ + B, — ], (4.124)
donde A,, B,,C,, D, son constantes que dependen de v. Sin embargo las funciones de
segunda clase divergen en el origen por lo que sélo se toman las de primera clase como

solucién dentro del cilindro:

R(p) ~ Ju(p) = Ju(ar), (4.125)
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tomando las soluciones regulares en p = 0.
Usando la funcién de flujo encontramos la forma del campo magnético para el limite

cilindrico, donde a < R:

10N 1 . i ; i
By=-—p=- EV: (Codu(ar) [Ayie™® +iB, — ], (4.126)
OA oA

39:—7:

5 = %3 d (CuJ,(ar) [Ave™® + B, — ™?] , (4.127)

B,=bA) =aA =« Z (Cody(ar) [Ave™? + B, — ™?] .(4.128)

Debido a que sélo son necesarias las soluciones simétricas azimutalmente, consideramos

v =0, con lo que obtenemos el flujo poloidal:
U = J()(Oé?")[Ao + B()], (4129)

a partir de la ecuacion anterior se encuentra el campo magnético:

B, =0 By = aCJy(ar)

(4.130)
B, = aCJy(ar),

donde C' = By+ Ag, By y Ag son constantes que dependen de v que en nuestro caso v = 0,
con el campo y la funcién de flujo podemos encontrar el potencial vectorial, cuya forma
es:

- 1 ~
A= Xy(ar)z+ —Jo(ar)d (4.131)
q

donde ¢ es el factor de seguridad cuya definicién utiliza las ecuaciones [£.130] de la siguiente
manera:

_B,ar B, r

_Bzar_5: T 4132
q(r) By Ra By a’ (4.132)

donde R es el radio mayor, a el menor y € = a/R es la razén de aspecto cuyos valores van
0 < e < 1. Al sustituir las componentes del campo [4.130] y dividir y multiplicar por a,

encontramos:

(4.133)

Es posible obtener el factor de seguridad de forma més general al considerar las funciones

de flujo:

q(r) = j—z (4.134)
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Considerando que el campo magnético tiene la forma:
B =VVU x bVz, (4.135)

donde
bVz = bz = aV, (4.136)

es posible, a partir de las ecuaciones [4.130| encontrar la funcién de flujo poloidal ().

sabiendo que la relacion entre la funcién poloidal es:
27R T ar
U(ar) = / dz/ o(ar)dr = 27TR/ Ji(ar')d(ar') = 2 RC|—Jo(ar) + 1], (4.137)
0 0 0

y la toroidal, a partir de la relaciéon con V:

d¢
— =V 4.1
= ar (4.138)
se sigue que,
_ _c Nardr' — -~ &
¢ = | (ar)¥dr = CJo(ar)(ar)dr" = arJy(ar). (4.139)
o Jo «

Ahora, es necesario encontrar la derivada de la funcién poloidal y toroidal respecto al

radio:
dv
& =21RCaJ
R i(ar) (4.140)
T = T=ard(ar)]
finalmente podemos sustituir en el factor de seguridad:
d¢ _ rdolar) _ ear Jy(ar) (4.141)

alr) = dV  RJi(ar)  «a a Ji(ar)

Las gréficas de [4.130] son las siguientes:
Que es precisamente lo reportado por Taylor: Tales resultados los podemos comparar con
los experimentales en la siguiente gréfica:
Con lo anterior podemos calcular la densidad de energia magnétca:
B2 1

% = 2—%(040) (J1(ar)” + Jo(ar)?), (4.142)

cuya grafica es la siguiente:

grafica del factor de seguridad, sabiendo que a« = 1, C =1, a = 0,1 y e = 0,3 es la
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- Plot[{ Bessell[0, x] , BesselJ[1l, x]}, {x, 8, 6}]

B

—oz|

o4l

Figura 4.4: La gréafica azul corresponde a By y la gréfica amarilla a B,

Figura 4.5: Perfil de los campos magnéticos, lineas punteadas prediccién de Taylor, circulos
y x datos experimentales. Tomada Taylor 1986 [32].

siguiente:
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1 r 3 T

Figura 4.6: Grafica de la densidad de energia magnética para el caso en que CA =1

5L

—10f

Figura 4.7: Grafica del factor de seguridad.

Ahora, con la informacién de las ecuaciones y [4.130, podemos calcular la densi-
dad de helicidad magnética:

A B = xaCJ3(ar) + %CJl(ar)Jo(ar), (4.143)

cuya grafica es la siguiente:

Es menester recalcar que para el caso toroidal, la ecuacion es equivalente a la ecua-

cién de Grad-Shafranov y extender el resultado del campo libre de fuerza a esta geometria.

Sélo cuando esta en el estado de minima energia, se cumple la ecuacion [4.103] por lo
tanto, el estado final debe ser uno que haga que la energia minima esté sujeta a las restric-

ciones que se imponen al movimiento permitido. Una de esas restricciones es precisamente
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08

08

04

02

2 4 T & 8 10

Figura 4.8: Grafica de la densidad de helicidad magnética, con « = 0,9, A =1, C =1,
a=10y e=0,5.

la conservacién de la helicidad magnética, de la cual, como vimos en las secciones anterio-
res se llega al campo libre de fuerzas. Asi cuando las constricciones topoldgicas se relajan

se determina el multiplicador « y se vuelve un campo libre de fuerzas particular.

4.3.4. Comparacioén de la energia magnética con la helicidad magnéti-

ca.

Considerado los resultados encontrados [£.45]y .62} ahora calcularemos la variacién del
campo magnético tomando en el marco de la MHD resistiva y compararemos los resultados.

Tomemos la variacién de la energia magnética

0 o [ B2

"= 5t | 2o

1 [~ OB
=— [ B.-— 4.144
ot WV Ho / ot av, ( )

usando la ley de Faraday y propiedades vectoriales, la integral nos queda:
E - Jdv. (4.145)

Separando la integral, aplicando teorema de Gauss y considerando las condiciones a la

frontera encontramos que:

9 B? 1 [~ =
= — |dV=—— [ E-JdV. 4.146
9 <2/muo> o (4.146)
Ademas, teniendo que E=9xB+ 77j7 lo anterior resulta:
1 [~ - 1 [ = = 1 R,
-—— [E-JdV=—— [ E-JdV=—— [ =(0x B)-J+nJ*dV. (4.147)
Ho Ho Ho
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El primer término se elimina por condiciones a la frontera y finalmente resulta en:
0 1
—Wp=—— [ nJ*dV. 4.148
GiWo = [ (1148)

Lo que implica que la energia magnética se difunde proporcionalmente a 7, si comparamos
con el resultado de la minimizacién de la helicidad en el caso resistivo ésta también
se difunde en razén de 7 y la corriente de helicidad, y en este caso aunque la resistivitad
tienda a cero, la integral [ J-BdvV sigue siendo considerable. Sin embargo aunque ambos
se difunden, la helicidad si se conserva en los procesos de reconexién, ya que ésta cambia
la topologia de las lineas y superficies de campo para las cuales la helicidad s6lo cambia

de forma dandonos informacién de la evolucion de la reorganizacién del campo magnético.

4.3.5. Geometria tridimensional

Consideremos un retorcimiento en el eje de uno de los tubos de flujo mencionado en la

seccién anterior como se muestra en la figura:

helical flux tube,

volume V,;,

axis of helix
linked external flux 1),

Figura 4.9: Tubo de flujo retorcido ligado a un tubo de flujo no retorcido. Tomada de [6]

Donde el Viypo €s un tubo de flujo cerrado de radio menor a con un eje helicoidal, denota-
remos como [, a la longitud del eje y £ como la distancia a lo largo del eje a algin punto
fijo xp, de tal manera que incrementar ¢ de 0 a [, es dar toda la vuelta. Con lo anterior

encontramos una semi-coordenada angular:

¢ =21 ¢

eje

(4.149)
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Debido a la forma helicoidal del eje, existe para cada punto sobre éste un vector de cur-
vatura denotado por:

k= Vo, (4.150)

donde é es un vector unitario referente a la ecuacion 4.149} El radio local de curvatura es:

Teurva = 7% ! NE (4151)
¢-Vo

Una restriccién dada por la geometria toroidal es que el radio menor a debe ser menor
que el radio de curvatura.
El volumen Vi, estara lleno de lineas de campo magnético, alineadas y paralelas al eje
del tubo, la longitud de éstas variard de acuerdo a su distancia relativa al eje. Sea &’ la
distancia entre una de estas lineas de longitud I’ a un plano perpendicular al eje del tubo
de flujo en el punto x(, lo que hace posible darle més peso al significado de ¢, pues nos da
la distancia del eje del tubo a cualquier linea usando:
) v

§=0o5 (4.152)
El incremento de 0 a 27 de ¢ corresponde a dar una vuelta en cualquiera de estas lineas,
lo que da una medida de la distancia fraccional a lo largo del flujo incluso si esta torcido,

curvado o sea helicoidal.

El segundo volumen V.,; tendra lineas de campo magnético ligadas al tubo Viupe, v €l
flujo debido a esta ligadura se denotara como ®e,:. Si la dindmica dentro del volumen
V' = Viubo + Veut esta gobernado por la MHD ideal, entonces la helicidad Ky se debe
conservar, como esta definida como integral de volumen se puede separar en:

Ky = Ky,,,, + Ky,

ext”®

(4.153)

Proseguiremos calculando cada sumando de la ecuacién anterior, por definicién encontamos
que:

—

Kvy,.,, = /V A-Bdv. (4.154)
tubo

El campo magnético lo podemos separar en :B:, paralelo al eje del tubo de flujo y éaz que
es ortogonal a B, y va sobre la seccién transversal del tubo. Asimismo podemos escribir

ambos campos en términos de sus potenciales vectoriales:

B, =V x A, Bus=V X Aus (4.155)
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con lo que ya podemos escribir la ecuacién de la siguiente manera:

—

Ky, = /V (4 + Auz) - (Be+ Baz) av. (4.156)
tubo

Notese, que en general no tenemos informacién de la direccién de los potenciales vectoria-

les, sin embargo la ecuacién es cierta inclusive si el eje es helicoidal.

Esto nos permite ser méas generales en las definiciones, ya que con con esta discusién

se ve que si el eje no esta sobre un plano, pero cumple que:
-V xo=0, (4.157)

entonces ¢ describe el perimetro de una superficie no necesariamente regular. En casos
donde qg -V X gﬁ = 0 pero que el promedio sobre la longitud del eje si sea cero también se
puede considerar un perimetro.

En general cualquier superficie magnética encierra un flujo ®, por lo que la superficie
magnética esta etiquetada por @, de tal manera que se pueda considerar como una coor-
denada tomando que el gradiente V& es normal a la superficie de flujo, lo que la hace
un reescalamiento del eje menor a del tubo. Las lineas del campo magnético que yacen
en alguna superficie magnética tienen una componente paralela al eje del tubo y una per-
pendicular, pero nunca en direccion V®, por lo que es menester la introducciéon de una
coordenada azimutal 8 que es la distancia angular al rededor del eje del tubo en la direccién

Vo x Vo:
Y Vo x VO

VO] ~ V¢ x VO

(4.158)

Para que 0 sea una posicién debe medirse respecto a un origen fijo, para lo que usaremos
el vector de curvatura:

—k=-B-VB, (4.159)

que ya esta evaluado en el eje magnético.

La superficie descrita cuando # = 0 es un listéon que se extiende al rededor del eje y que
esta orientado tal que (ﬁx k es normal a la superficie del listén, éste tiene un corte en ¢ = 0
y ¢ = 27 para distinguir el final e inicio del mismo, tal como se observa en la figura:
Podemos notar que el flujo ® es una generalizacion del flujo toroidal ahora para un caso
donde la geometria es méds compleja. Lo que nos concierne ahora es generalizar el flujo
poloidal ¥(®), éste serd el flujo magnético que penetra el listén, extendiéndose hacia dentro

desde la superficie exterior del tubo, hasta una superficie magnética:

\1/:/ VX/T.d§:j§df.A’. (4.160)
subl C
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surface AN ribbon
surface

axis of flux tube

{
/magnetic surface,

constant ®
~—2b—

R |

Figura 4.10: Seccion transversal del tubo de flujo de radio a y b es radio sobre el eje de la
hélice, las sup. de flujo con ® cte. se muestran en las lineas punteadas. La sup. del listén
en § = 0 también esta marcada. Tomada de [0

C sigue el perimetro del liston, lo que implica que ¥ = 0 en la superficie exterior del flujo
pues el drea del sublistén es cero en ese lugar.

Si resolvemos |4.160| para el caso de ffaz Definmos el potencial vectorial:
—— V9, (4.161)

que es valido en 0 < ¢ < 27.

Asi el campo y el potencial magnético se pueden escribir de la siguiente manera:
B=B.+Vx¥2vy A=A +VxUvyy (4.162)

esto nos permite escribir la ecuacién [4.156} haciendo su correspondiente producto punto:

. . U(d . L1
Ktubo - / (Ae : Be + 2( >V¢ : Be + Ae : TV\II(@) X V¢) dV (4163)
m s

Que a su vez descomponemos en:

Ktubo = Kwrithe + Ktwista (4164)
dénde
Kwrithe = /A'e : Eedv (4165)
U(d —' - 1
Kruist = / (2()V¢ B+ A - VU(@) % v¢> dv (4.166)
™ ™

Como se mostrard adelante, Ky,;s; depende solo de ¥y K,,ithe depende de la medida en
la que el eje del tubo de flujo es helicoidal.

En particular en la ecuacién tal como la plantea Bellan es cero, ya que por definicién
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tenemos que:

)
A, = —V9, (4.167)
2T
Y 1
B. = —V x ®V0. 4.1
. QWVX \Y% (4.168)

Es notorio que asi como los describe el autor ambos vectores son ortogonales por lo que su
producto punto es obligatoriamente cero. La tnica forma que estos términos sean distintos
de cero es que exista un término extra en la direccion del eje, de forma que efectivamente se
tenga un writhe, es decir un retorcimiento del eje ademas del de las lineas de campo, para
ello es necesario un planteamiento distinto de las coordenadas del campo para obtener de

una forma més orgdnica el calculo de la contribucién del writhe a la helicidad magnética.

Ktwist

La integral es insensible a la conectividad, ya que no afecta su resultado el hecho
de que el tubo tiene un corte en ¢ = 0. Se puede demostrar que el campo magnético del
eje esta dado por:

—

1
B, = — dVe. 4.1
27TV x OV (4.169)
Es notorio por la forma del campo que el potencial vectorial es:

- d
A, = —V0, (4.170)
2

lo que es valido en 0 < ¢27; con lo que nos es posible obtener la integral de la helicidad
twist:

1
Kiwist = ) / (IVep- VO x VO + VO - VU x Vo) dV, (4.171)
tomando que ¥ = V¥ /V® y haciendo dlgebra encontramos:

1

Ktwist =
472

/((fxp + V)V -V x Vo) dV. (4.172)

En este caso VO, VO, V¢ forman un sistema coordenado ortogonal, asi que:

dddode

W =dladodls = G598 % v

(4.173)

considerando que dfl = dlg|vg|, dp = dly|vy|, dd = dlp|vg|, con lo que ya podemos calcular

la integral:

1 ool 27 27
Kiwist = —/ d<I>/ o (—® + BV )dg, (4.174)
4m? J, =0 ¢=0
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27+ implica que casi llega a cerrar el contorno pero no lo toca. Resolviendo:

03]
dv
Kipist = 2 —do. 4.175
twist , o ( )

Esta ltima ecuacién es consistente a la encontrada anteriormente para el twist: por

lo que concluimos que la generalizacién es valida.

Kwritha

Contrario al caso anterior, aqui la conectividad juega un papel importante, por lo que
el direfencial de volumen es:

dv = dl- ds, (4.176)

dl es el incremento de longitud en la direccién del eje y ds es un elemento de superficie
en el plano perpendicular al eje, por lo que B, -ds = d®, la integral relacionada con di
involucra un circuito completo, es decir que ¢ varia de 0 a 27, que hace que el K ithe ¥
el Kyuist sean diferentes topoldgicamente.

Asi la ecuacién se escribe de la siguiente manera:

Kwrithe = / (JZ(E . ée)df ds = (b/ g@ . df (4177)
C Ce

e

Noétese que el contorno C puede ser deformado hasta formar un nuevo contorno C’ sin que
esta deformacion altere el resultado de la ecuacién anterior, si y sélo si no hay un flujo

magnétco vinculado a la superficie delimitada por los contornos C' 'y C’, es decir:

0= [ B-dS
0=¢A-dl (4.178)
0= [, A-di— [, A-dl.

El que C se deforme hasta llegar a C’ impone una condicién: debe existir una superficie S
que se encuentra entre C' 'y C’, lo que implica que los dos contornos no estén ligados entre
si.

Revisaremos 3 casos extremos para el K, ithe:

Caso no helicoidal
Para este caso de la figura b = 0, lo que implica que se regresa a la axisimetria. Asf el
contorno que hace el eje C? se puede deslizar de su original posicién a través de las lineas

de campo ée a la superficie del tubo de flujo sin cruzando cualquier linea de campo, pues
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4.3. Interpretacion topoldégica de la helicidad

son paralaleas al eje, asi que la ecuacién se resuelve:
Kw'r‘ihe = (I"L/)eact (4179)

ya que C’ yace en la superficie del tubo de flujo, por lo que C’ rodea al flujo del tubo
externo.
Retorcimiento fuerte y débil: a <b yb<a

a)
Superficie

del tubo
Eje de la héli

Figura 4.11: a) Caso a < b, la hélice se traza fuera del eje del tubo b) Caso b < a, la regién
0 < 7 < b rota al rededor del eje de la hélice y la region b < r < a fluctia al rededor del
eje de la hélice. Tomada de [6]

En el primer caso como el eje helicoidal se curva sobre si mismo, como se ve en la figura,
debe tener un niimero entero de peridédos, al que llamaremos N. Nétese que b caracteriza
la amplitud del torcimiento, si b < 1 tiene un muy débil retorcimiento.

Como el campo magnético B, es paralelo al eje del tubo en todas partes y el eje serd
desplazado a través de las lineas del campo, del eje de la hélice hasta el eje de C., asi la
helicidad se escribe:

Kw'rithe = (b/ Ae . dl;,’ (4180)
C

e

En general, el tubo de flujo pasa através de la hélice N veces, por lo que:

/ A, dly = N® + eny, (4.181)
Ce

encontramos:

Kurithe = PPN + @)y (4.182)

Finalmente la helicidad del tubo seria:

A
Ktubo = 2/ %d(b + (I)QN + q>¢ext~ (4183)
0

Retorcimiento débil b < a figura b)
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En este caso necesitamos subdividir el interior en dos regiones: la del centro con r < b,
asociado a un flujo ®b%/a? y la regién exterior con b < r < a:

Consideremos tnicamente la regién del centro que gira al rededor del eje de la hélice, la
regién exterior s6lo oscila al rededor de la hélice y no enlaza con el eje de la hélice.

El flujo ligado a esta region es:

L b2
/ Ae-dle = N®— + Yegt, (4.184)
Chelice a
por lo que la helicidad de retorcimiento es:
b2
Kwrithe == Nq)2¥ + q)¢emta (4185)
mientras que la helicidad total del tubo es:
3 2
dv b
Kipo =2 | ®—d® + NP?— + Dtoyy. 4.186
tub /o g2t poi Vet ( )

4.3.6. Inestabilidad de rizo con twist y writhe

El campo magnético helicoidal es susceptible a inestabilidades tipo rizo, que es un
retorcimiento en la columna del plasma, que se deben a concentracién de campo poloidal
ég, resultando en una presién magnética mas grande de un lado de la columna que del

otro, como se ve en la figura:

I

Figura 4.12: Diagrama de inestabilidad tipo rizo tomada de[25]

La inestabilidad tipo rizo es gobernada por la MHD, por lo que también se debe conservar
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4.3. Interpretacion topoldégica de la helicidad

la helicidad en su presencia. El niimero de vueltas en el rizo se da por la condicién inicial
del twist:
k-B=kyBg+koBy. (4.187)

si kp, = n/Ry ko = 1/a, el resultado es una hélice con N = n. Como la helicidad se
conserva, la amplitud del rizo aumenta, es decir el twist del tuvo debe disminuir, si el

twist es uniforme: ¥ = T'®, por lo que utilizando la ecuacién [4.87] encontramos que:

dw
2 [ o zd® = T3 (4.188)

Por conservacién de la helicidad de la ecuacién se concluye que:
T+NY% =a, b<a (4.189)

La inestabilidad de rizo inicia con b = 0 (caso no helicoidal) con un twist inicial T; = n,
que crecerd (caso de retorcimiento débil) hasta que b=a, el twist se desvanece en este
punto y la helicidad ahora es contenida en un writhe de N-vueltas, donde N = T;. Es
decir, el rizo se convierte en writhe en el caso de retorcimiento fuerte.

Es decir, al inicio T'+ N = 0 porque la columna no se ha girado sobre si misma y el eje no
es helicoidal, si la columna se deforma en una hélice hacia la derecha, una linea de campo

en la superficie formara una hélice hacia la izquierda para mantener 7'+ N = 0.

4.3.7. Helicidad y reconexion magnética

Como se vid en este capitulo la helicidad existe igualmente en tubos ligados, como en
tubos con torcimiento y posteriormente retorcimiento. Es sencillo pensar que no es posible
la conservacién de helicidad ante reconexién si se piensa unidimensionalmente, sin embargo
este nunca es el caso, por lo que, tomando el caso presentado por Pfister y Gekelman, al
considerar dos tubos de flujo ligados cada uno con un flujo asociado de ¢, por la ecuacién
?7? su helicidad estaria dada por:

H; = 24°. (4.190)

Si los tubos de flujo se cruzan de tal forma que las lineas de campo en tal cruce son
antiparalelas (véase imagen c) de la figura) tales tubos se reconectardn en el punto nulo
(punto X) y se obtendra un sélo tubo de flujo con dos torsiones completas [41], por lo que

T = 2 y usando la ecuacién la helicidad es:

H,, = 2¢>. (4.191)
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Finalmente, si relajamos el tubo de flujo podremos llegar a un retorcimiento donde el

nimero de veces que se cruzan los tubos de flujo, NV = 2, con lo que la helicidad final

Hy =2¢7, (4.192)

d)

Figura 4.13: Proceso de reconexién magnética: a) dos tubos ligados, b) proceso de reco-
nexién por puntos X, ¢) un solo tubo con dos torsiones, d) un solo tubo de flujo con dos
retorsiones debidas al relajamiento del tubo. Tomada de Pfister

la helicidad magnética se conserva.
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Capitulo 5

Contribuciones de la helicidad

magnética

En este capitulo se presentaran tres resultados: el equivalente al dngulo de Hannay en
términos de la helicidad magnética, el calculo de la helicidad en sistemas no axisimétricos
con el eje retorcido para el caso recto, el andlisis de la norma propuesta por Yahalom y
su relacion con la transformada rotacional. El primer resultado principia con la dindamica
de una particula cargada en presencia de un campo, la descripcién de una linea de campo
magnético helicoidal y la representaciéon del campo magnético toroidal no axisimétrico.
Se expondra que los tres sistemas poseen un formalismo matemaético idéntico que los
hace topolégicamente equivalentes. Para ello se hard un pequeno resumen referente a la
particula cargada basados en el articulo de Littlejhon [21I] que llega al dngulo geométrico
asociado a la trayectoria de la particula, tal angulo es conocido como el dngulo de Hannay.
Posteriormente se analiza la extrapolacién que hace Bhattacharjee [5] donde, usando el
mismo formalismo matematico estudia el movimiento de una linea de campo helicoidal, lo
que da como resultado un analogo al angulo geometrico que para este caso se encuentra
en la transformada rotacional. Finalmente a partir de lo expuesto para la linea de campo
magnético se hace una comparacién de lo descrito anteriormente por Helander [I8] para
encontrar el simil de las descripciones del campo magnético y arribar a la propuesta de
campo magnético utilizando lo formulado por Bhattacharjee aprovechando la equivalencia
matematica de los tres sistemas.

Para el segundo resultado se inicia con la parametrizacion de la hélice que se transforma
mediante los vectores de Frenet a un sistema tubular analogo a las superficies magnéticas

circunscrito a un cilindro recto donde sale de forma organica la separacién por flujos del
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CAPITULO 5. CONTRIBUCIONES DE LA HELICIDAD MAGNETICA

twist y writhe.

Finalmente se hace un comentario acerca de un articulo publicado por Yahalom donde en
un sistema de coordenadas particular pareciera que la helicidad no es invariante de norma
y que ademas es de ser la densidad de helicidad por lo que asemeja al efecto Aharonov-
Bohm. Sin embargo esta conclusién no es la mas acertada, pues se encontré que esta norma

es equivalente en las coordenadas de flujo usuales a la transformada rotacional.

5.1. Discusién del angulo de Hannay en el marco de la

helicidad magnética

En un articulo de Littlejhon [2I] se analiza el problema de la fase de giro 6 de la

particula cargada que sigue a la linea de campo, tal problema posee esta geometria:

X

Figura 5.1: Dindmica de una particula cargada en un campo magnético en direccién
z.Tomada de [2]]

donde X es el centro de la trayectoria circular que sigue al campo magnético y 6 es
el dngulo entre é y Z, este tltimo vector sigue la posicién de la particula, en este caso la

fase de giro simplemente es:

o(t) = /w(X(t))dt, (5.1)

también llamada fase dindmica.

En este articulo se hace un andlisis geométrico del problema, teniendo en cuenta que
estamos ante una dindmica adiabdtica, es decir que cambia muy lentamente con el tiempo.
Se comienza con el analisis de un sistema abierto en un campo curvo, que a diferencia de

la imagen anterior, la trayectoria del centro guia se desvia por cuestiones de la forma del
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campo como se estudié en el capitulo 1, para ello opta por los siguientes vectores:

>
I
‘UJL
o
<
(a3

E

(5.2)

>
[y
I
D>
n
I
D>
[y
X
(<2

=
<
o

Este sistema tiene desventajas, pues en el caso de lineas de campo rectas se indefine, por

lo que llega a la siguientes vectores:
e/ = €1C08Q + éaseng Ex = —é1send + é3c08P, (5.3)

donde ¢ puede ser funcién de la posicién Z y representa un angulo de rotacién del sistema
de vectores antes definidos a lo largo de la trayectoria del centro guia, como consecuencia

la fase de giro cambia:
0" =0+ ¢(7). (5.4)

Es notorio que estos vectores provienen directamente de la fisica del sistema por ser nor-

males al campo magnético como se observa en la siguiente imagen:

b B

Figura 5.2: Sistema de coordenadas ortonormales. Tomada de [21].

Al hacer el cambio de base tomando en cuenta a un dngulo ¢ la fase de giro deja de ser
invariante, como se ve en la ecuacion ya que al hacer la expansién de la fase de giro

se encontraran términos extras:
0 =QX)+R-X + .., (5.5)

donde R esta definido por:

—

R=Veé, - é, (5.6)

éste es independiente de constantes fisicas, lo cual lo hace un efecto puramente geométrico

[21]. Esto escrito en la base primada es:

R =Veéy-ey=R+ Vi, (5.7)
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la cual al sustituir en la ecuacién 5.5 es:
0 =60+Vy- X, (5.8)
donde, al hacer la integral sobre la trayectoria del centro guia se obtiene:
/ 2 = /gQ(X)dX + R - dX, (5.9)

el iltimo término es un angulo tnicamente debido a la geometria de la dindmica y es analo-
go al dngulo de Hannay, ya que se origina unicamente por la trayectoria de la particula

cargada.

Una variacién posible de el caso anterior es cerrar el sistema abierto y con ello tendremos
un caso similar al de la linea de campo helicoidal. Bhattacharjee [5] basdndose en el articu-
lo de Littlejhon, encuentra que la trayectoria helicoidal de la particula es muy similar a
las lineas de campo helicoidales que forman a los tubos de flujo y que la trayectoria del

centro guia se puede tomar como el eje magnético como se ve en la figura:

50

Figura 5.3: Geometria de un sistema cerrado, donde ahora el eje magnético es una hélice.

Utilizando los vectores de Frenet ligados al eje magnético X = X(S) donde S es una

medida de longitud sobre el eje:

R 1 L
=9, = R s=éaxé. (5.10)

Con estos vectores escribe la posicién de un punto:

Z(p,0,5) = X(S) + pcostéy + psenbés, (5.11)
sabiendo que:
% = K/é27 % = K/gl + Té37 % = _Té27 (512)
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donde T es la torsién y « la curvatura. Es menester puntualizar que las relaciones anteriores
son idénticas a las propuestas por Littlejhon donde dX /dS hace de b y los vectores
€1y €2 son equivalentes a é, y €3 respectivamente en la propuesta de Bhattacharjee.

Usando las ecuaciones y encontramos:

Z—f = cosBéy + senbés,
Z—g = —psinbéy + pcosbés, (5.13)

% = (1 — kpcosh)éy + Tp(senbéy — coshés),

dando como resultado una métrica de la forma:
dz = dp® 4 p*(df7dS)? + (1 — kpcosh)?dS?. (5.14)
Es notorio que V6 ya no es ortogonal a VS, la direccién ortogonal es:
Vo' =Vo+7VS. (5.15)

Es posible notar que el trabajo de Bhattacharjee se puede pensar como una generalizacion
de lo establecido por Littlejhon al considerar que el formalismo usado para la descripcién
de la dindmica de la particula cargada puede usarse equivalentemente para el caso de una
linea de campo magnético helicoidal, como se observa en la similitud de las ecuaciones [5.2
y donde la diferencia fundamental es la definicién de é;.

Es evidente que Littlejhon simplemente escoge el vector unitario del campo magnético,
mientras que Bhattacharjee escoge la direccion de la diferencial de longitud que yace sobre
el eje magnético medido a través del pardmetro S, es aqui donde se nota la diferencia pues
el eje magnético ahora hace de centro guia.

Siguiendo en la misma linea, se puede calcular, gracias a la métrica[5.14]y la posicién

la relacién entre la direccién 6 y S:

df  Bpy(1 — kpcost)

@ _ - 1
73 Bs T, (5.16)

esta es la razén de rotacion local, cuya integral es la transformada rotacional:

L= / <B9'(1 —p&p0039)> <g§> _ %TdS . (5.17)

donde el primer término sélo depende del campo, mientras que el segundo depende Uni-

camente del camino que siga el eje magnético, cabe resaltar que este angulo ”extra”sélo
existe si el eje magnético no es coplanar, es decir, existe una contribucién tipo writhe en

campol5]. Este resultado es similar al encontrado por Littlejhon: encontramos una relacién
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similar entre 5.8 y ya que existe un efecto no dindmico en el que el recorrido de la

particula o la linea de campo generan un desfase.

Uno puede ir mas alld con esta comparacion y considerar que el caso del tubo magnético
helicoidal es también similar a los casos anteriores, donde vemos a la superficie magnética
como s6lida, el eje magnético tal como en Bhattacharjee esta torcido y la superficie la hace
de "linea de campo”. Si bien la base no serd tan perecida como la de Littlejhon, de acuerdo
a el articulo de Helander [18], la representacién del campo utilizando los potenciales de
Clebsch es:

B =VV x Va, (5.18)

donde ¥ es una superficie constante de presién constante, asimismo, a = 6 — vy, siendo ¢

la transformada rotacional: .
_do _ B-V§
d® B.vy

L

(5.19)

esta mide, al igual que el factor de seguridad la cantidad de vueltas que da el campo
magnético en la direccién toroidal por las que da en direccién poloidal. Ademaés, o cumple
con B-Va = 0, es decir, a es constante a lo largo de las lineas de campo.

Esta representacién es una version extendida de los vectores de Frenet, donde en vez de
tener simplemente 2 vectores perpendiculares a la linea de campo ahora se tienen 2 super-

ficies, como se ve en la siguiente figura:

l.—— plano normal

- plano tangente
€
| &

— 5 linea de campo |

Figura 5.4: Sistema de coordenadas mediante superficies barotrépicas.Tomada de Yi y
Choe.

Dénde se ve que o« y ¥ son los equivalentes en la representacién del campo magnético
a los vectores de Frenet €1 y é2 usados para describir una linea de campo helicoidal, con

la particularidad de que a diferencia del caso de Littlejhon y Bhattacharjee donde sélo
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se pide que los vectores sean ortogonales a la direccién de interés (ya sea de la linea de
campo o del centro guia), mientras que para el caso del campo magnético en si mismo
tales vectores provienen de la fisica del sistema, pues se definen a partir de superficies que
coinciden con flujos poloidales constantes: B-VU =0.

Esta representacion es una manera més compacta de escribir el campo magnético, pues
usando la transformada rotacional, se puede llegar a la forma tradicional del campo
magnético como lo descrito enfd.78] Cabe resaltar que le representacién de Clebsch es
una manera general, pero local, de escribir campos vectoriales de divergencia nula, in-
cluidas las que no tienen superficies de flujo, cosa que se recalca con el hecho de que la
métrica es la misma para el caso de los campos, pero sélo de manera local: cerca del

eje magnético [18].

Ahora, es importante recalcar que la representacién que nos es de interés es la que afecta
a la direccién toroidal (ecuacién del campo magnético haciendo notorio que el eje
esta torcido y que deja al término poloidal idéntico sélo con un cambio de variable
transformando ¢ por S. Lo que hace posible usar el resultado de Bhattacharjee para es-
cribir el campo magnético de tal manera que sea notoria que la pérdida de simetria y que
por lo tanto sea obvia la existencia del writhe en el sistema.

Para ello usaremos una forma del campo magnético similar a la propuesta por Helander

[18] introduciendo la forma del campo toroidal y poloidal descrita en
2B =V X ®V(0+7VS) +V x UVS =V x dVH +V x UVS, (5.20)

donde ahora la direccién ¢ de la ecuacion [£.76] es sustituida por S que es una medida de
longitud de la linea de campo magnético que yace sobre el eje.

Es facil notar de la ecuacién [5.20] que los potenciales de las dos partes del campo son:
A =0V +7VS)=2Ve, A,=TVS. (5.21)
Estas coordenadas, siguiendo lo ilustrado en el articulo [18], poseen una métrica:
[(V® x V) -VS] !, (5.22)
con lo que su diferencial de volumen es el siguiente:

AV = \/gd®de'dS = dS'dl = dS|g—i,|, (5.23)
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con ello podemos identificar la definicion de los flujos toroidal y poloidal respectivamente:

= = 2 B-VS
B-dS"= | &dd ay’ =27d 5.24
/ /0 /0 Vo (VO xVS) (5:24)
Similarmente: . R
L B-Vo
B-dS" = | ®dd ds =LV. 5.25
/ /0 /0 Vo - (Ve xVS) (5.25)

Con estas aclaraciones podemos repetir el procedimiento antes mencionado para calcular

las contribuciones del twist y writhe de la helicidad:
K= /A; By + A, - By + A, - B,dV. (5.26)

Sabiendo que el primer sumando es el referente al writhe y los restantes al twist, procede-

remos a calcular cada uno en estas coordenadas y con estos campos:

Kurithe = @/V@’ds = [/ Vo -dSs + /TVSdS:l =®7L (5.27)

Kiwist = 722 [(@U' — U)(VO- VO x VS),/gdV =
L [(@V — ¥)d®do'dS = (5.28)

472

s [P [0 [ (W — W)dS = L5 [P dd [TTdO [) T+ (U — W)dS.

Quedando como resultado final:

L
Ktwist = %

P
dv
drL d—do 5.29
T +/0 75 1 (5.29)

del resultado anterior podemos ver que existe un término extra, que no aparece en el de-
sarrollo de Bellan |4.175] lo que nos hace pensar que este sumando es debido a cuestiones

geométricas como lo encontrado por Littlejhon y Bhattacharjee.

5.2. Estudio de la helicidad mediante los vectores de

Frenet

No es dificil imaginar que, en lugar de partir de la trayectoria de una particula, se

principie con la trayectoria del eje magnético a partir del cual se calculen las superficies
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magnéticas.

Nuestro objetivo es plantear una forma maéas organica de calcular la helicidad magnética
en un sistemas no axisimétrico, donde ademas de existir un Twist en las lineas de campo
propias de los dispositivos, también se encuentra writhe, es decir, un retorcimiento del
propio tubo de flujo. En general de acuerdo a Bellan, la helicidad magnética se calcula
a partir de las funciones de flujo y hace varias consideraciones ulteriores para evadir el
cero que se observa para el sumando correspondiente a la helicidad debida al writhe [£.165]
Tales razonamientos no son necesarios para mostrar el fenémeno pues basta con plantear
el problema en las coordenadas adecuadas.

Es necesario encontrar una forma de escribir el campo magnético de tal manera que sea
obvia la pérdida de simetria, con el propésito de poder calcular la helicidad magnética co-
rrespondiente al twist y writhe en términos separados y ver si el término asociado al writhe

si funge como término estabilizador, de forma que haga menor la densidad de energia.

Como primer paso se hard el caso més simple: una hélice dentro de un cilindro recto,

que tiene unas ecuaciones paramétricas:
7 = (bcospw, bsin pw, hwp), (5.30)

donde £ es el alto del salto después de un ciclo en la hélice, como se ve en la siguiente figura:

Tias 10

Figura 5.5: Representacién del eje magnético torcido circunscrito en un cilindro en las
coordenadas x,y, z usuales.

Lo que generara unas lineas de campo como la siguiente:
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Figura 5.6: Esta es una hélice que representa la forma que tomara una sola linea de campo
magnético al rededor del eje.
Es menester pasar de la representacion [5.30| a una andloga a la anteriormente usada:

B=VU x V(+Vd x V0. (5.31)

Para ello primeramente usaremos los vectores de Frenet, donde usaremos la siguiente
notacion €1, és, é3 para definir unas coordenadas que vayan sobre el eje magnético, cabe

resaltar que en las ecuaciones la tinica variable es el angulo ¢:

L dr _ dr dy B 1 .
€1 = % = %E = m(-bSlﬂW@,bCOSUJ(p,h&)), (532)
4T dTdy ,
b= = dods —(bcoswy, bsinwy, 0), (5.33)
1
€3 = €] X €3 = (hsinwep, —h coswy, b). (5.34)

N

Asi mismo utilizando las férmulas de Frenet se encuentran la torsién 7 y la curvatura k:

dé, |° b b
2 |= = — = ——
Tlas| Twree T @Ry (5.35)
dé; ) h
o et = (5.36)

y reescribir los vectores base:

&1 = Vb2 + h2 (—k coswe, K sinwep, T) (5.37)
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és = — (coswep, sinwe, 0) (5.38)
és = Vb% + h? (Tsinwp, —7 coswy, K) . (5.39)
Ahora consideremos la siguiente triada de coordenadas basada en la anterior:

—
—

e’y =€, €9 =-cosxés+sinyés, e'3= —sinyxés + cosxeés, (5.40)

donde es notorio que x es el andlogo al angulo poloidal € que en yace en el plano és, é3.

Esta triada es equivalente a una triada cilindrica de la forma:

>
>
>

e, =C, ey=x, ey=p, (5.41)

=~
o~
w~

donde x es el angulo sobre el plano osculador, p el radio del cilindro y ( el eje torcido. En

este sistema encontramos que el vector posicién r”’ es de la forma:
7" = p cos xé + psiny + Cé1, (5.42)

cabe resaltar que este vector ya hace referencia al cilindro que se forma al rededor del eje
torcido, mientras que r [5.30] es el vector posicién asociado inicamente al eje torcido de la
hélice.

En este sistema de coordenadas podemos entonces definir lo siguiente:

1.7 1

Vx = ;¢ Wélla (5.43)

donde p = hy y Vb% 4+ h? = h; son los factores de escala de la transformacién de coorde-
nadas. Con ello terminamos de construir el sistema de coordenadas que necesitamos para

escribir el campo magnético de forma que sea conveniente:
B=VU xV(+V®dx Vy. (5.44)
Proponemos las funciones de flujo como:

v =¥(p, x), (5.45)

Sabiendo que @ tiene una relacién dada por el twist:

av

d@ =1, (546)
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donde ¢ es constante. Considerando el sistema de coordenadas:
(5.47)

6, %, ¢

tomado a partir de los vectores de Frenet, tomando en cuenta el vector posiciéon:
(5.48)

7' = peosx, psenx, hi(,

encontramos que los factores de escala son los siguientes:
= hy, (5.49)

o’
o¢

donde h; es el factor de escala de las coordenadas basadas en los vectores de Frenet, esto

debido a que en la direccién z no hay ningtin cambio.

Si potencial vectorial es de la forma:
A=U(p,\)VC— 11 (p, X)Vx, (5.50)
doénde
Ve=7( V=% (5:51)
por lo que el potencial vectorial finalmente es:
S 1. 1.
A=T(p,x)7-C+ (P, x)-%, (5.52)
t p
haciendo el rotacional del potencial vectorial, es de la forma:
1 b pX hté
f—_— | @ ) 2
VxA= o | % o 5 | (5.53)
Ap pr htA(
donde
Ay =0, A= (p )L, Ac=T(p )k, (5.54)
Por lo que el rotacional queda de la siguiente manera:
1 0 0 0 0 ~, 0 0
h—hiAe — —pAy) — pt X (5=hiAe — —A,) + h((=—pAc — =—A
(et = o) = St = A+l Eopdc — 2oa,))
(5.55)

A= —
V% oh B
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Sustituyendo en el resultado anterior obtenemos:

1 A N _ N 1 . 1 ot <
— (\I/;(p — U — hat lxp'pg> — V- V- 7\1/;,41 (5.56)

VxA=
pht pht ht

Por otro lado, si consideramos la forma del campo:

B=VUxV(-."'VU x Vy, (5.57)
tomando en cuenta que :
~ 2 . \I// .
Vx=2% V(=g4, VU=V j+—x% (5.58)

encontramos que el campo es de la forma:

= 1 . o’ . L_l ~
B= (pht\p;p - inX - pq/;)g) . (5.59)

Con la informacién anterior procedemos a calcular la densidad de helicidad magnética:

K:/ffﬁdV:/%(qﬁ—%)dV, (5.60)

donde el primer sumando corresponde al twist y el segundo al writhe. Y similarmente se
calcula la densidad de campo magnético:

B% = ﬁ (xl:i + 92 (1 + (fit)?) ;2) . (5.61)

Estas ecuaciones son generales: la diferencia entre un caso y otro es el valor de h;. Es
importante recalcar que este método esta disenado para separar las contribuciones del
twist y writhe pero no es 1util para el cdlculo de la helicidad para el caso axisimétrico, ya
que el colapso de hy = v/b2 + h? al considerar b =0y h = 0o (caso del eje coplanar) la
ecuacién (.60 se indefine.

Sin embargo esta en representacion se pierde informacion acerca del papel de la torsion y
la curvatura en el campo en la helicidad, por lo que reescribiremos el campo magnético y el
potencial vectorial regresandolo a la representacion rectangular. Por lo que primeramente

escribiremos el campo en las coordenadas

- U v v
B = —X(—sinxé, + cos x€3) — —L(cos x€y + sin x€3) — —L¢7, (5.62)
hy hy Lp
y
» U9 A
A= e + ;(cos X€2 + sin x€3), (5.63)
t

103



CAPITULO 5. CONTRIBUCIONES DE LA HELICIDAD MAGNETICA

donde a su vez, podemos sustituir los vectores de Frenet para obtener coordenadas rectangu-
lares como se ven las ecuaciones [5.37[5.38] [5-39] por lo que sustituyendo tales ecuaciones

en el campo y el potencial, encontramos que, por componentes el campo magnético es:

o’ v 148
— X /
B; = coswy < seny + —Lcosx + —\If hm) + senwp (h cosy — W' Senx>
p P

phy hy
(5.64)
\IJ/ \I// Lil
B; = coswyp (*\I/;(TCOSX + \I/'psenxr) + senwy <pf:‘/senx + h—tcosx — 7\11’ his |,
(5.65)
\I]/ / L_l !
By =k <pxcosx - \I/psenx> - TT‘I’p, (5.66)
y el potencial vectorial:
1 . .
A; = Wcoswp(—cosx — k) + Thy sinwesin x, (5.67)
pL
. 1 .
A; = Usinwp(— cos X + K) + Thy coswesin, (5.68)
pL
Ap = VT + sin Xk, (5.69)

con lo que podemos hacer el producto punto A-B y calcular la helicidad magnética:

K = [a+cos?b—sin® b+ 7b (sin” wipd + cos? wipe) + coswip sin wpbr <c + ‘I;—%/ + c’)
+7(Ukf — Tp—‘f’\Il’p — sml’f#) + sin xyhy w2 fdV,

(5.70)
donde
a= i cosY — k
b = hysin y,
c= p;I:X senx + Pcosx N \I!’ Wik,
d = ;ph senx + "cosx — —\Il’ ik, (5.71)
d = hysin y,

e= T(\II' sin x — W/ cosx),
f= Xcosx W senx.
Con lo anterior el calculo de la helicidad esta sujeto a los dngulos ¢, x y a la torsién 7 y

la curvatura k.
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5.3. Efecto Aharanov-Bohm con helicidad magnética

En la propuesta de Yahalom [37], describe al campo magnético de la forma més sintéti-
ca, como en la ecuacion [5.18

B=Vy xVn, (5.72)

donde 1 y x son funciones escalares y representan superficies barotrépicas cuya interseccién
da como resultado la linea de campo, como en el caso de la figura

Estas funciones en particular se pueden tomar como superficies de las representaciones
de Bellan y ¥ y la direccién #’ de Bhattacharjee. Donde de acuerdo con Helander,

siguendo el simil con los campos magnéticos de Bhattacharjee [5] se cumple que:

B-Vo =0. (5.73)

Esta descripcién no es la més acertada para cuestiones del calculo de la helicidad, pues el

potencial vectorial elegido por Yahalom [37] es de la forma:
A= \Vn, (5.74)
por lo que usando de manera directa la definicién de la helicidad
K= /é - Adv = /(vx x V) - xVndV = 0. (5.75)

Sin embargo, hay que notar que la ecuacién es una forma general de escribir un
vector tridimensional en términos de potenciales cuyos planos intersectados nos dan la
descripcién de un vector. Esto se sostiene incluso si x y 17 no son superficies magnéticas.

En particular si tomamos que 1 = 6 + 1 tal como en el caso de [5.18|donde ya es notorio

que Y es el flujo poloidal, por lo que podemos calcular el potencial y el campo:
B=VU xVl— V) x Vo, A=T(V)—1Vp, (5.76)

con lo que es posible encontrar la helicidad magnética, utilizando la ecuacién|5.26] podemos

encontrar la helicidad del twist y writhe:

Kpwist = [ (VU x V0) - 1UVy — (VT x Vi) - UV,

(5.77)
Kupithe = [ VU x 0/ - UV@AV = [V x 0- U7VS + VU x (r5) - UVOAV,

Donde cabe resaltar que la parte writhe de la helicidad sélo existe cuando el sistema no es

axisimétrico, es decir 8/ = 6 + 7.5. En este caso nos limitaremos al caso axisimétrico, que
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al integrar, se encuentra que:

Kiwist = WQ\I/Q/dG/dgo(L— %), (5.78)

De acuerdo al planteamiento de Yahalom, que no toma en cuenta las propiedades fisicas
de los potenciales [37], por lo que este autor toma como necesaria la existencia de una
norma para evitar el cero:

A= Vn+ V¢, (5.79)

con lo que llega a:

B-A=(Vx xVn)- V(. (5.80)

Para su analisis define una base vectorial:
VX, Vn, Vi, (5.81)

donde p es una generalizacién de la direccién S de la representacién del campo propuesta
por Bhattacharjee [B] y se le nombra como metage, éste mide la distancia sobre las lineas

de campo magnético. Con lo anterior, escribe lo siguiente:

¢ ¢ ¢
v \V/ Viu+ =V .82
lo que implica que:
B-A= —C(VX x Vn) - V. (5.83)

Noétese que (Vx x Vn) -V es el jacobiano en la base vectorial como se ve en la
ecuacion [5.22] para el caso del campo magnético [5.72} por lo que la helicidad es ahora
definida por (:
¢ ¢
K:/—d,udxdn:j{ —dp = [Cly.ns 5.84
5,U - 5,[1 [ ]X,"7 ( )

donde integra sobre un solo tubo. Aquif la funcién ¢ es una funcién que define la helicidad
magnética por unidad de flujo magnético.

Es importante notar que los potenciales descritos en el articulo no ofrecen mayor infor-
macién de la fisica del sistema, por lo que no aparece la transformada rotacional ni se
identifican los potenciales en direcciones poloidales y toroidales, cosa que es importante
en la descripcién de tubos de flujo de confinamiento magnético, esto es lo que pone en
aparente desventaja a la descripciéon de Clebsch tal como la expone Yahalom.
Comparando las formas de las helicidades encontradas y podemos ver que la di-
ferencia esta precisamente en la transformada rotacional, que es la que trae la informacién

de la direccion toroidal y que permite que la representacion de Clebsch sea equivalente a la
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representacion usual del campo magnético como la suma de[4.76)y [£.77} Por lo que el hecho
de que la norma V( sea la que permite la no nulidad de la helicidad para la representacién
[6.75] implica que ffsicamente esta norma la hace de transformada rotacional, sélo que en
vez de estar dentro de los mismos potenciales se encuentra en un sumando independiente.
Asi hacer un simil con el efecto Aharonov-Bohm, diciendo que tal efecto de la norma juega
un papel en la dindmica del sistema, lo cual es cierto en el sentido de que es un equivalente
a la transformada rotacional puesta en un sumando independiente, no es necesariamente la

lectura mas directa, pues tal cantidad es una medida de la torsién de las lineas de campo.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se hizo una revisién general de la helicidad magnética partiendo desde
el punto de vista fisico, con la integral de ligadura de Gauss, pasando por la geometria
diferencial, tomando en cuenta que esta cantidad es una invariante de Hopf y finalmente
se llegd a su interpretacién topolégica en el marco de la magnetohidrodindmica, conforme
a la literatura se observa que la helicidad tiene tres contribuciones que se conservan: la
ligadura, el twist y el writhe.

La ligadura necesita al menos dos tubos de flujo magnético ligados entre si para que la
helicidad sea distinta de cero; es importante recalcar que en este caso no es necesario que
los tubos de flujo tengan una torsién, siempre que estén entrelazados. En el caso del twist,
éste es equivalente a tener dos tubos de flujo ligados que se unen formando un solo tubo
dando como consecuencia una torsiéon en el tubo resultante, en particular en los tubos
de flujo magnético, ésto se ve reflejado en la torsién de las lineas de campo, cosa que es
inherente a los sistemas de confinamiento magnético y que se mide en términos de la trans-
formada rotacional o equivalentemente el factor de seguridad, que cumple la doble funcién
de medir la torsién de las lineas de campo magnético y ser un parametro de estabilidad.
Esta cantidad es precisamente la asociada a la helicidad del sistema. En el caso del writhe
su existencia radica en la retorsion de los tubos de flujo magnéticos y es la tnica forma de
la helicidad que puede medirse incluso con una sola linea de campo magnético, v.g. el eje
magnético, por lo que esta propiedad es esencialmente geométrica.

De la revisién de la helicidad magnética y su aplicacién a sistemas de confinamiento, to-
mando como motivacién las deformaciones de las superficies magnéticas presentadas por
Cooper, se utilizé la representacién del campo usada por Battacharjee [5.20] para el célcu-
lo de la helicidad magnética, cuyos resultados y tienen de manera explicita la

torsiéon del eje dentro de su expresion. En particular, para el caso del writhe este resultado
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es muy ilustrativo, pues implica que es esencialmente geométrico y equivalente del angulo
de Hannay en términos de la helicidad magnética. Es el tinico sumando de la contribucién
debida al writhe mientras que para el caso del twist es un sumando extra. Es menester
recalcar que de las ecuaciones y si se considera la torsién del eje igual a cero, se
regresa al resultado conocido de la ecuacion

Posteriormente se hizo un calculo general de la helicidad tomando en cuenta las contri-
buciones twist y writhe para sistemas no axisimétricos abiertos, donde a diferencia de
los calculos presentados por Bellan, se inicia por hacer una distincién en las coordenadas
adecuadas para el campo magnético de forma que sea evidente el proceso mediante el cual
el eje magnético deja de ser coplanar. Partimos de la parametrizacién del eje magnético a
partir del cual utilizando las relaciones de Frenet se hacen las transformaciones necesarias
para llegar a la forma del campo magnético que englobe la pérdida de simetria y que a su
vez se asemeje a lo presentado en la literatura tanto por Bellan como por Helander, consi-
derando los factores de escala, lo que permite calcular la helicidad de forma general como
se ve en la ecuacién [5.60} Es importante notar que en el cdlculo que proponemos para la
helicidad, con el cambio de coordenadas ya no se encuentra el cero para la aportacién del
writhe como en el caso de la expresion dada por Bellan [£.163} donde no queda claro en su
exposicién por qué es distinto de cero ese sumando ni la forma final de la expresién para
el writhe [£.182] mismo que queda, en nuestro cdlculo, definido a partir de las funciones
de flujo ¥ y ®. Sin embargo como se ve en la ecuacion [5.60] este método no es adecuado
para calcular la helicidad para el caso axisimétrico, pues al considerar el radio de la hélice
del eje b igual a cero y el salto de la hélice h infinito el resultado se indefine, por lo que
este método sdlo es util para casos tridimensionales ya que permite la diferenciacién de
la contribucion del twist y writhe directamente de la definicién de la helicidad usando el
cambio de coordenadas.

Finalmente del estudio concienzudo presentado en este trabajo pudimos analizar el articu-
lo de Yahalom, en donde se pretende hacer un simil del efecto Aharonov-Bohm, con la
helicidad magnétca: se presenta una forma del campo genérica en términos de potencia-
les [5.72] donde la helicidad es directamente cero por la forma del campo [5.75] por lo que
impone una norma para eludir tal resultado. En nuestro estudio concluimos que no es
posible hacer el simil con el efecto Aharonov-Bohm debido a que el problema reside 1inica-
mente en la forma del campo, ya que la helicidad magnética es profundamente geométrica
y depende de la forma del campo, pues este mismo necesita tener ciertas caracteristicas
para que tal cantidad sea distinta de cero, ya que no todo campo magnético tiene alguna
torsion, retorsion o ligadura que permita la aparicién de esta cantidad. Ademads de que su
norma, necesaria para la existencia de la helicidad en ese articulo, puede ser leida como

el factor de seguridad escrito en términos de la triada de coordenadas propuestas para tal
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calculo, donde esta interpretacion del factor de seguridad le devuelve en cierta manera el
caracter geométrico al campo magnético y le provee de las caracteristicas necesarias para

la existencia de la helicidad.

Con lo que podemos concluir que la helicidad es una parte importante del analisis del
confinamiento magnético y da informacion extra acerca del sistema, pues permanece ante
procesos de reconexion magnética, lo que implica que pueda ser usado para optimizacién
de aparatos con fines de fusién nuclear. Parte del trabajo que queda pendiente es el de

hacer el célculo de la helicidad, utilizando nuestras coordenadas para sistemas cerrados.
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