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Introduccion

En 2007, Bill Lawere publica su articulo “Axiomatic Cohesion” [6]; en donde tra-
ta de transmitirnos como distintos niveles de abstraccion para entender el trasfondo
del contenido espacial dentro de las teorias del analisis clasico o de la fisica continua,
estan relacionados con categorias de espacios. Hace notar ademas que estas catego-
rias acarrean una nociéon de cohesion. De manera que, si bien no nos presenta una
deficion de lo que es cohesion, si nos dice como se comporta o se presenta , de manera
axiomatica. Esta presentacion es a través de una cadena de funtores adjuntos entre
dos categorias, donde una trata de capturar una nocién de Cohesién y la otras una
idea de No- Cohesién. Lawvere dice al respecto [6]:

I analyze cohesion by contrasting it with non-cohesion. In that I follow Cantor,
who approached his Mengen by negating them into Kardinalen; the latter are (not
isomorphism classes but) spaces so devoid of internal cohesion and variation that
they satisfy his general “continuum” hypothesis. Not only have those very abstract
sets served as a background for algebraic structures, but also as a background for

models of cohesion itself.

Dentro de la fisica continua [7], la parte espacial se encuentra representada
dentro de la categoria de espacios de Banach o espacios topoldgicos. Sin embargo,
como Lawvere apunta en [7], el contexto no sélo debe ser categérico, sino tambien
geométrico. Por lo que las categorias anteriores no resultan del todo correctas en
ese sentido, ya que carecen de una definicién de exponencial, lo cual limita las
interpretaciones de los aspectos geométricos de la teoria. Desde aqui, vemos que
las categorias que pretendemos sean el transfondo matematico para hablar de
movimiento o de una nociéon de espacio para la fisica continua, deben ser las que
son cartesianas cerradas.

En la definién de Cohesién en [6], se pide también que estas categorias sean
extensivas, pues como se menciona en [7], la extensividad nos permite relacionar
puntos, conexidad y separabilidad; con el concepto de objetos decidibles. Como
mencionamos anteriormente, el estudio axioméatico de Cohesién se hace por medio
de dos categorias extensivas y cartesianas cerradas, relacionadas o comparadas,
a través de una cadena de cuatros funtores adjuntos. Estos ultimos encierran, de
manera intuitiva, la idea de espacio discreto, componente conexa, puntos, espacios
codiscretos. Los topos son categorias cartesianas cerradas, y como categorias con

XI



X11 Introduccion

colimites, son categorias extensivas. De modo que la interpretacion para cohesion
de los topos, se hace como categorias de espacios, y no como espacios generalizados,
como es usual tomarlos.

Esta manera de ver las categoria de espacios, le proporciona a Lawvere, el
contexto adecuado para fundamentar la Mecanica Racional, que fue su motivicion
original para buscar una nocién mas robusta de continuidad, esto es, la nociéon de
Cohesion.

En cuanto a la organizacién de este trabajo es como sigue. En el primer
capitulo, nos dedicamos a explorar la definicon de categoria extensiva. Se da una
caracterizacion de estas categorias mediante la relaciéon entre coproductos finitos y
pullbacks. Es decir, notamos que el hecho que una categoria sea extensiva, implica
la existencia de ciertos limites (Proposicién 1.1.1). Desarrollamos como ejemplos
de categorias extensivas a Con (la categoria de conjuntos), Top (la categoria de
espacios topolégicos), y Con®" (la categoria de graficas reflexivas). Aun més vemos
que toda categoria de pregavillas es extensiva. Y estudiamos algunas propiedades en
estas categorias. Por ejemplo, vemos que si una categoria extensiva tiene productos

finitos, entonces es distributiva.

En el segundo capitulo, estudiamos las propiedades de la categoria Rig, de
aillos (anillos sin negativos) y homomorfismos entre ellos. Y mostramos que Rig®
es extensiva. Esta categorfa es importante, porque como nota Menni [8], en ella
se puede caracterizar aspectos geométricos y sirve como base para ejemplos de
precohesion. Ademads, definimos los subobjetos complementados y componentes
conexas, ejemplificando en Con, Top y por supuesto Rig®.

Finalmente, en el tercer capitulo, hacemos una introduccién intuitiva al concep-
to de Cohesion. Comenzamos comentando, las observaciones de Lawvere sobre el
trabajo de Cantor. Posteriormente, analizamos la intucién de cada funtor y axioma
de la definicién de Cohesién presentada como en [6], a traves del ejemplo de Con?"
y Top ( que aunque no es cartesiana cerrada, nos permite intuir el significado de al
menos tres de tales funtores).Posteriormente, exponemos, como lo hace Lawvere en
[6], que existen diferentes tipos o situaciones de cohesion, y demostramos que son
incompatibles. Finalmente comentamos los dos ejemplos de Topos Cohesivos que se
tienen hasta ahora [16].
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Capitulo 1

Categorias Extensivas

1.1. Extensividad

En esta seccion , como las dos siguientes, se desarrolla a partir del curso XX VIII
ERAG: Curso Matias Menni 1-3 [10, 11, 12] (el cual se encuentra en YouTube).
Siguiendo el orden en que se presentan las ideas en éste; se inicia estudiando un tipo
de categorias , las cuales abstraen la idea de suma y producto como lo conocemos.
Estas son las categorias extensivas. Estas categorias son importantes, pues la
porpiedad de extensividad, es crucial para la definiciéon de Cohesién de Lawvere [6].
Ademas, por si mismas, resultan interesantes; como menciona Carboni, Walters y
Lack en [1] hay una relacién intima entre las categorias extensivas y las distributivas.

Sean % es una categoria y X € %. La categoria ¢’ /X tiene por objetos los
morfismos de ¢ con codominio X. Dados dos objetos de /X, f y g, digamos
f:A— Xyg:B — X morfismos de ¢, un morfismo entre ellos, es una flecha
F: A — B que hace que el diagrama

A-L.p

N

Q

X

conmute.

Sean ¥ una categoria con coproductos finitos y X, X', Y, Y’ € €. Definimos la
siguiente asignacion

CIXXC)Y —— /(X +Y) (1.1)

en objetos (f1, f2) € €/X x €/Y, con domf; = X' y domfs =Y’ como

H = (20

iy © fo
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que es el inico morfismo tal que los cuadrados siguientes conmutan

)'d iy )'d + Y’ Y’ by )'d + Y’
f ixof1 1 ixof1
iy ofa iy ofa

Y 2 X +Y Yy . X +Y

Y en en morfismos (hy, hy) € €/ X xX€ /Y ((f1, f2), (91, 92)) como +(hy, he) = hy1+ho,
el morfismo que hace conmutar el siguiente diagrama

X' 4y’ hi+h2 . X"+ Y
fl‘f’fQ\‘ %2
X+Y

No es dificil ver que esta asignacion es un funtor. En ocasiones denotaremos a
+(f1, f2) como fi + fa.

Definicién 1.1.1. Una categoria € con coproductos finitos es extensiva si, para
todo X,Y en % el funtor canénico

CIX xXC)Y —— €/(X+Y) (1.2)
es una equivalencia.
Como primer ejemplo tenemos
Ejemplo 1.1.1. Sea Con la categoria de conjuntos y funciones entre ellos. Tenemos

que la categoria Con es completa y cocompleta, entonces tiene coproductos finitos.
Ahora, para ver que el funtor

Con/X x Con/Y ——» Con/(X +Y) (1.3)

es una equivalencia, debemos definir otro funtor

(, ):Con/(X+Y) Con/X x Con/Y (1.4)

de tal manera que +o( , )= Idcon/x+v)Y ( , )0+ = Idcon/xxCon/y-
Considere un copoducto

XLXJFYTY
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en Con, y los conjuntos Z, X' ={z € Z|3x € X(fz=ix(2x))}y X' ={z € Z|Fy €
Y(fz =iy(y))}. De modo que si fy : X’ — X es la restricciéon de f en X'y fy la
restriccién de f en Y, entonces los siguientes cuadrados son pullbacks

ko k1

X’ i
lfx lf lfy (1.5)
X XL X1y Y

Asiysi f: Z — X 4+ Y estd en Con/(X +Y) , definimos al funtor

(, ):Con/(X+Y)

Con/X x Con/Y
como ( , )(f)= (fx,fy). Definimos al h: Z — X'+ Y’ como

{zeX’,f( 2) € X = f(z) =ix(x)

"D E ey i) ey = 1) = ivly)

~—

(1.6)

Asi, +(fx, fy)(h(2)) = ix(fx(2)) = f(ko(2)) = f(2), o bien +(fx, fy)(h(2)) =
iy(fy(z))d: f(ki(2)) = f( ). En cualquier caso, +(fx, fy) o h = f. Entonces, el
siguiente diagrama

- X'4+Y'

Z h
f\‘ 4/+(f1f2)

X+Y

conmuta. Asi, h es un morfismo en Con/(X +Y).
Ahora, sea i : X' +Y’' — Z la inclusion,

' (2), 2 € X
i(z) = {Z.X( »z € X (L7)
ZY(Z),Z cY

la cual estda bien definida pues X’ + Y es la suma disjunta. Note que i(h(z)) =
i(ix(z)) = z , para toda z € Z. Entonces, i o h = idy. Similarmante tenemos
hoi=1idx/y:. Porlo tanto, tenemos que

- X'4+Y'

A &
\ 4/+(flf2)

X+Y

Esta asiganacién se puede extenser hasta un funtor. De modo que
Con/X x Con/Y —— Con/(X +Y) (1.8)

es una equivalencia. Por lo tanto, Con es una categoria extensiva.



Categorias Extensivas 4

El hecho de que cierto funtor sea una equivalencia en la definiciéon de extensivi-
dad, implica la existencia de ciertos pullbacks, como veremos mas adelante. Primero
definamos propiedades sobre el coproducto.

Definicién 1.1.2.
Un coproducto X . X+Y i Y es:

1. Estable, si para todo Z —— X +Y los siguientes cuadrados son pull-

backs:
X' - 7 < Y’
X — X+Y «—Y
y el diagrama X’ - 7 = Y’ es un coproducto.

2. Disjunto, si X —— X +Y yY — X +Y son monomorfismos y el
cuadrado

I,

— X

es un pullback.

Observacion. Antes de dar otra una caracterizacion de las categorias extensivas,
observemos que si € tiene coproductos finitos, y suponga los siguientes cuadrados

conmutativos en €

ko k1

X’ - 7 = Y’
| | | (1.9)
X " X4V Y

Entonces X —2+» X +Y <2~ Y es un coproducto en % si y solo si

7z 1o x+1y es el coproducto de X' ol x4y y v 2 X 4y en
C/(X+Y).

En efecto, suponga que X O X +Y 2V esun coproducto en €. Tam-
bién considere B ——~ X +Y en /(X +Y) y las flecchas X' -2~ B y

g1 . . .
Y’ —— B tales que los diagramas siguientes conmutan

X' & - B Y’ 2 B
ioofo\x »/h ilofl\« »/h (1'10)

X+Y X+Y
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Es decir, g1 y go son morfismos en /(X +Y'). Ahora, por la propiedad universal

del coproducto tenemos que existe una tnica flecha 72 1. B tal que el diagrama

X' Y’
AN
7

go g1
f
v

B

(1.11)

v 19

conmuta, es decir, go = fo ko y g1 = f o k1. Luego,

19

(hof)oko=hogo=1tdp0 fo=foko

donde la segunda igualdad se sigue de la conmutatividad del diagrama izquierdo
en 1.10, y la ultima igualdad es por el cuadrado conmutativo izquierdo en 1.9;
analogamente,

9

(hof)oki=hogi=irofi=[fok (1.12)

Ahora, considere el siguiente diagrama

X' - 7 g

ko } k1

ipofo i10f1

g1

(1.13)

X+Y X+Y

X+Y

el cual es un diagrama en la categoria €/(X + Y'), note que es conmutativo por
1.12. Ademas, f es unica con esa propiedad . Por lo tanto, Z T x +Y esel
colproducto de X’ Hoh x4y y Y’ Lol x4y ,en6/(X +Y).

Ahora, como % tiene coproductos, tomamos el coproducto X’ + Y’ junto con
las inclusiones X' —*— X +Y y Y’ X4y , luego existe una flecha

X' +Y —2+ Z tal que oo g = B; el cual es isomorfismo, cuya inversa esta
determinada por la flecha de la propiedad universal del coproducto, en caso de que
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z 1. X +Y seael coproductode Y’ —— 0ol X+Y y Y — nef X +Y .Por

lo que X' M, 7 < - Y’ es un coproducto.
1

La siguiente proposicisiéon nos dice que los coproductos se comprotan bien en
este tipo de categorias.

Proposicién 1.1.1. Una categoria con coproductos finitos es extensiva si y sélo si
los coproductos son estables y disjuntos.

Demostracién. =] Supongamos /X X €)Y —— € /(X +Y) es una equiva-

lencia; entonces es esencialmente sobreyectiva en objetos. Asisi Z T x +Y es
un objeto en /(X +Y'), entonces existe (fo, f1) en € /(X +Y) tal que +(fo, f1) = f.
Es decir, si dom(fy) = X'y dom(f1) =Y’, tenemos que

X' +Y’ = - 7
1.14
fo+f1\‘ ;/f ( )
X+Y
conmuta  en ¢/(X + Y). Luego, considerando las  inclusiones

X" X4y <2 vy , tenemos que el diagrama

K ) (1.15)
100 fo i10f1
fot+f1

X —l— Y

conmuta, o bien en el diagrama

ko k1

¢ - 7 - Y’
lfo lf l (1.16)
X = X+Y i Y

el cuadrado de la izquierda y el de la derecha conmutan. Ahora, veamos que esos
cuadrados son pullbacks. Suponga que en el siguiente diagrama, el cuadrado izquiero
y el derecho, conmutan

5t

X7 s 7 y”
lgo lf lgl (1.17)
X — X+Y i Y
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Podemos formar el coproducto X” + Y” en ¥, y por la nota anterior, tenemos

go+g1 . . . .
entonces que X7 +Y” —= X +Y con las inclusiones jy y ji, es un coproducto

en /(X +Y). Por otra parte, ly y {1 inducen un morfismo tnico <lo> tal que

l
("
I
X77 _"_ Y?? - Z
1.18
goﬂl\. A/f ( )
X+Y

conmuta en € /(z4Y). Como €/X x €/Y —— €/(X +Y) es fiel y pleno (pues
es una equivalencia por hipotesis) y f = fo+ f1 en €/(X +Y), tenemos que exiten

.. h h
un tnico par de morfismo X7 ——+ X' vy Y” —~ Y’ que hacen conmutar los
diagramas

Xn ho X/ Y/ h1 Y/
1.19
A N (1.19)
X Y
y con la propiedad de que
lo .
lop = ] edo= ko o ho (1.20)
1
lo .
I, = o= ki o hy (1.21)
1
Por lo tanto, los siguientes diagramas conmutan
X” lo Yn I
X/ ko 7 7 k1 X (122)
% lfo lf . h lf
X s X4V Y 2 X4V

y como hg y hy son tunicas con la propiedad de hacer conmutar 1.22, entonces, los
diagramas anteriores son pullbacks. Note que, por la observaciéon anterior a esta

demostracion, y de 1.27, se sigue que X’ M, 7 - - Y’ es un coproducto en
1
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% . Para verificar que los coproductos son disjuntos, considere el diagrama,

0 - Y ~ s Y )
i i 1.23
)l(% XJlrlY < }/dy

y usando la estabilidad del coproducto y que 0 Y < . Y es coproducto,

se tiene que los cuadrados en 1,6 son pullbacks, por lo tanto, los coproductos son
disjuntos y el la inclusiéon iy es monomorfismo. Andlogamente se demuestra que i,
es monomorfismo.

<] Suponga que los coproductos en € son estables y disjuntos. Veamos que

C/X X €]Y —— €/(X+Y) es una equivalencia. Considere el siguiente dia-
grama

k1 ko

D1 > Z -« DQ
lfl lf lfz (1.24)
X "L X4y Y

Por la estabilidad del coproducto X+, tenemos que D; —+ Z <™ D, esun

coproducto. Por otro lado, considere el coproducto D; BN Dy + D, SELE D,
de modo que el siguiente diagrama

1%

D1+ D, - 7

f1+f2\‘ ,/f (1.25)

X+Y

conmuta en /(X +Y), es decir, f = f; + fo. Esto nos permite definir al siguiente
funtor

C/(X+Y) ——~ C/X xC|Y (1.26)

en objetos como 1(f) = (fi, f2). Ahora sea Z; —2— Z, tal que

Z1 J Zy
X / (1.27)

X+Y

conmuta, es decir, un morfismo en ¢’ /(X + Y); por la estabilidad del coproducto
tenemos que los cuadrados siguientes son pullbacks
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Al p1 . Zl - — A2 Bl q1 . Z2 - q2 B2

N

XLXH/TY X e X4Y Y

Asi, existen morfismo tnicos f1 : Ay — By fa : Ay — Bs tales que los siguientes
diagramas conmutan

Al gop1 A2 gop1

B —% .7 B, —2 . 7, (1.29)
h lzl lz he 112 ll
X 2 X+Y X " X+Y

Con esto definamos, el funtor € /(X +Y) . ¢/X x€/Y ,en morfismo

como 1(g) = (I3, l3). Veamos ahora que existe un isomorfismo natural

+of

RN

C/(X+Y) €/(X +Y) (1.30)

Nt S

id

Para esto considere Z ——+ X +Y en ¢ /(X +Y), entonces t(f) nos da un par

de morfismo f; y f5 tales que los cuadrados en el diagrama siguiente conmuta Para
esto considere Z —— X +Y en /(X +Y), entonces f(f) nos da un par de
morfismo f; y fo tales que los cuadrados en el diagrama siguiente conmuta.

k1 k?2

X - 7 Y,
|5 lf |1 (1.31)
X . X4Y Y
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Luego, por la estabilidad del coproducto, tenemos un isomorfismo en ¢ /(X +Y):

X1+ Xo - 7

f1+f2\‘ ,/f (1.52)

X+Y

De ahi que + o {(f) = +(f1,f2) = fi + fo = f. Definamos a; un morfismo en
C/(X +Y) entre +o71(f) y f, es decir, tal que

X, + X, el 7

i~ T (123

X+Y

conmuta. Sea 7, —— Z, tal que siguiente tridngulo conmuta

Zl g > Z2

X % (1.34)

X+Y

es decir, un morfismo en /(X + Y). Veamos que el siguiente diagrama conmuta

Xi+Y{ o Z
+ot(l) +ot(g) g l
(1.35)
X+Y X! +Y) —" Zy X+Y
l+0T(m) m
X+Y X+Y

Tenemos que (1) = (I1,1l3) y t(m) = (mq, my) son pares de morfismos tales que
los cudrados

k/ k/
/ 1 2 / " 1"
X! - 7y v, X! - 7y Y/

T T

XL»XJFY?Y XL»X+Y<TY

1 119
kl k2
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son pullbacks.

Por otro lado, por definicién, tenemos que T(g) = (ni1, i) es tal que los diagra-
mas siguientes conmutan

X{/ klll 22 }/2// kg Z2 (1 37)
O N
X . xX4Yv X . x4y

Asi, que demostar que el diagrama 1.35 conmute es equivalente a demostrar que el
siguiente cuadrado

—— l lg (1.38)

k1
K

el siguiente diagrama conmuta

" /
) = (Z},) o (miy + my). Note que g o <]]z,1> hace que
2

conmute. Es decir, que g o (
2

(1.39)

gok/2

/
1

ks

y por la propiedad universal del coproducto, go ( > , €s Unica que con esa propiedad.

Ahora, considere los siguientes diagramas
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X1 Y Xy i
X{/ _|_ YIII

(1.40)

T
Zl omai

"
kl

X{/ + }/1//

Del diagrama de la izquierda tenemos que (my + nig) o i) =i} o my, y del diagrama
/"

de la derecha tenemos que <Z,l,> o 1] = k7. De modo que ,
2

k! y . y kY o
! o ((my +mip) o)) = ! o (i} omy)

k/,// ) 5
:((@) 0df) oniy

:kflll o) Tﬁl
Pero, por el pullback de la izquierda en 1.37, tenemos que g o k} = kY o mi;.
"
Luego ( /{;}’ o (my + msy)) 0y = g o k. De manera analoga llegamos a que
2
k,// /!
((k’l’> o (my+my))oiy = gokl. Po lo tanto, k’l’ o (1 +miy) hace conmutar el dia-
2 2

/ "
1

/
grama 1.39, y por la unicidad de go (Z,) concluimos que (Z},) o(my+mniz) = go (i}) .
2 2 2

Luego, 1.38 conmuta. Por lo tanto, o : + o t = Id es una transformaciéon natural.

Por ultimo vemos que, existe un isomorfismo natural
fo+

C/X xXEC|Y C/X xC)Y (1.41)

id

Para esto, considere, (my,mg) en /X x €' /Y tal que domm; = M; y dommgy =



13 1.1 Extensividad

M,. Entonces, +(mq,mg) = my + ma, luego 1(my + ms) = (I3, 1), que es el par de
morfismos tales que los siguientes cuadrados

Ly~ My, + M, <2 L,
| |t Ji (1.42)
X X+Y Y

21 12

son pullbacks. Por otro lado, por la estabilidad del coproducto X + Y, tenemos que
los cuadrados siguientes

My~ My 4 My <2 M,
%1 Mﬁm %2 (1.43)
X X+Y 1%

71 2

son pullbacks, en particular conmutan, luego exiten un par de morfismo tnicos

M, L» Ly v M, L» Ly tales que los siguientes conmutan

.y .y

M1 1 MQ 3

L1 i’ M1 —f- MQ L2 i’ M1 + M2 (144)
" lh lm1+m2 " llz lm1+m2
X " . x4y X v X+Y

Con esto definimos el siguiente morfismo B, m,) = (lul, l;) . Como, los cuadrados en
2.16 conmutan y los cuadrados en 1.43 son pullbacks, entonces existen dos morfismo

tinicos L; —— M, y Ly —2+ M, tales que los siguientes conmutan

J2

L n Ly
wi Wﬁ

M1 i’ M1 +M2 M2 L’ M1 +M2 (145)
h lml lml+mg L2 lm2 lmﬁ»mg
X " . X+Y X 2 X+4Y

De ahi que, el siguiente diagrama
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(1.46)
M, i’ M, + M,
m| |t
X 2 X+Y
conmuta, y por la propiedad universalv del pullback, idy, = Zﬁl o l,. De
manera analoga llegamos a que idy, = 1y omy , idy, = mgoly y idy, =

V]

v . I I . .
ly omy. Asi My —— Ly y My —— M, son isomorfismo cuyos inversos

son L, e M, v Ls SRS M, , respectivamente.Podemos definir y 3, 1,y =
(miy, mMy). Ahora sea,

(h1, ha) = (M1, ma) —— (Iy,1s)

un morfismo en /X x € /Y (note que, por lo anterior, este es un isomorfismo).
Vemos que el siguiente cuadrado

) Bmy.ma) ;

(ma, mo o +(my, my)

lh lToJr(h) (1.47)
(I, 1) To+(l,l2)

'8(11712)

donde h = (hy, hy), conmuta. Ahora, veremos quien es t o +(h). Tenemos que t o
+(my,mg) = (l1,l2) vy To+(l1,la) = (I1,15) son dos pares de morfismo tales que los
siguientes cuadrados conmutan.

. 4 i .
Ly —2 v My+ My ~2— Ly, L) — L+ Ly ~—2— L),
lll lm1+m2 llg lz/l lllm llé (1.48)
X —— X+4Y Y X Y. X4Y Y

i1 i2 72

Como (hq, hs) : (my,mg) — (l3,12) es un morfismo en ¢/ X x € /Y y consi-
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derando hy+ ho; My + My — Ly + Lo, tenemos los siguientes diagramas conmutativos

(h1+h2)oj1 (h1+h2)oj2
_——

Ll Ll -+ L2 LQ Ll -+ L2
lzl lll—i-lg le llﬁb (1.49)
X ' X+Y Y ' X+Y

Asi, tenemos que 1 o +(hy, ho) = (hy, hs) es el par de morfismo tnicos tales que los
diagramas

4’ L1 —|— L2 4’ L1 —|— LQ (150)
h lh llﬁrlz & llg lllJrlz
X 2. X+Y X 2. X+4Y

conmutan. Ahora, B, 1,) = (I, 1) y Bimame) = (I1,13) son dos pares de morfismo
unicos de la propiedad universal de los siguientes pullbacks:

TN RO

Ly —— My + M, Ly —Z+ M, + M, (1.51)
mi m2
lll ‘ lm1+m2 llz lm1+m2
X X+Y Y X+Y
L LI (1.52)
h ll’l lh-}—lz k2 llé lll-i-lg
X 2. X4y Y — —~ X+4Y

Asi, que 1.47 conmute, es equivalente a que el siguiente cuadradro

(m17m2) 4l’ (llal2)
lh lﬁ (1.53)
(l1,15) — (11, 15)



Categorias Extensivas 16

conmute, donde [ = (I1,13), h = (hy, hs) y [ = (I}, 1}). Pero esto se traduce en que
los dos cuadrados siguientes conmuten:

I

M ——— L1 M E——— LQ
lhl lhul lhz lhvg (154)
i l]
Ahora, como vimos anteriormente, 3, m,), nos define un par de isomorfimos (como

se muestra en 1.44 y 1.45)(Iy,l5) nos define un par de isomorfimso tales que, sus
inversas m; : L; — M, son tales que

con i=1,2. Anédlogamente, como [, ;,) = (ZZ, lé) son un par de ismorfismos, tenemos
o1 L1

que l; : L, — L; son tales que [; ol =1, con i=1,2. Pero como I o hy = my y

como 1.52 conmuta tenemos que (I} ol}) o hy = my, luego, por 1.55 tenemos

(Lo ll) o hy)omiy =1y (1.56)

Por lo tanto, hvl = lu’1 o hy o miy, pues lv’1 o hy omy es un morfismo de L; — L) y de la
unicidad de Ay en 1.50. Asi, el cuadrado de la izquierda en 1.9, conmuta.

De manera andloga, llegamos a que hy = lu’2 o hy 0 Mo, lo que se traduce en la
conmutatividad del segundo cuadrado en 1.9. Por lo tanto 1.38 conmuta. Luego
t o4+ = Id es un isomorfismo natural. Y asi, €/X x €)Y —— €/(X +Y) es

una equivalencia.

Ejemplo 1.1.2. 1. La categoria Top, de espacios topologicos y funciones con-
tinuas, es extensiva. Para (X,7) € Top y A C X, un subespacio de X es el
(A, 7;),donde i : A — X es la inclusion y 7; = {i 1(U)|U e 7} = {UNA|U €
T}, y tiene la propiedad universal: para todo (W,o) € Top y toda funcién
f:W —= A, fescontinuasi ysolosiif: W — X es continua

W ! - Z
k / (1.57)
X

Para demostrar la parte de la estabilidad, observemos que

Observacion. (Completando el pullback). Sean (X, 7),(Z,8) € Topy A C X.
Considere Z;4 = {2z € Z|f(2) € A} C Z y i : Zyy — Z la inclision. El
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siguiente diagrama
(Zga,ow) —— (Z,0)
lf| lf (1.58)

(A, 1) —— (X,7)

conmuta en Top (f| es continua pues i f es continua, y la inclisién ¢’ es continua
porque sale de un subespacio de Z). Ahora sea

(@A) —— (Z,0)
ls lf (1.59)
(A, ) —t (X,7)

otro diagrama conmutativo . Tomemos la restriccién de r, es decir, r| : Q —
Zsa. Note que 7| es continua porque Zsy es subespacio de Z, entonces tene-
mos que 7’ f es continua pues r lo es, entonces por la propiedad universal del
subespacio, tenemos que su restriccion lo es:

AN

x‘ / (1.60)

A

Entonces, tenemos que el diagrama

(1.61)

i(s(q)), asi tenemos

(1.62)

Por otro lado, #'(r|(q)) = r|(¢) = r(q). Finalmente, el diagrama anterior es un
pullback, desde que la unicidad de r| se da por definicién.

Para cualesquiera dos espacios topoldgicos (x,7) y (Y, o), tenemos que el es-
pacio topoldgico X 4 Y es isomorfo al espacio (X ||Y, 7, ;,), donde ix : X —
XY yiy : Y — X[1Y son las inclusiones, y la 7, ;, es la topologia final



Categorias Extensivas 18

respecto a las inclusiones. Por la observacién anterior, para la estabilidad del
coproducto en Top, basta tomar Zyx y Z;Y, para que los cuadrados

-/

ZfX L > Z - J ZfY
lfl lf lf‘ (1.63)
X X+Y Y

(]
sean pullbacks en Top. Por otro lado, Z = Z;x||Zsy, pues si z € Z,
entonces z € Zsx 0 z € Zyy, por definicién de esto dos conjuntos. Ade-
mas, si z € Zyx N Zyy, entonces f(Z) esta en el coprducto de X con Y,
el cual es la unién disjunta. Entonces Zyx N Z;y debe ser vacia. Ahora
veamos que la topologia coincide con la topologia final 7 ;. Sabemos que
la topologia final es el supremo de las topologias sobre el coprudcuto de
Zix'y Zypy, tales que 7' y j' son continuas (Ver [15], seccién 5). Entonces
o C 7y;. Para ver la otra contencién, sea H C Zyx N Zyy , entonces
H = (fo) N (H N ny) = (Ale) N (Ag N ny) = (Al U Ag) Nz , con
Ay, Ay € 0. Entonces H € 0.

Que los coproductos sean disjuntos se sigue de que el espacio vacio () es el
inicial en Top.

2. Considere la categoria A; cuya clase objetos consta de dos, digamos A y

1, donde 1 es terminal; y cuyos morfismos son C A ,C 1 A —t.1 ,

d s
1 —+ A, 1 —"+ A . Note que los tltimos dos morfimos, ¢ y d, son sec-
ciones de !, pues los siguientes diagramas conmutan

A1 A1

idy idy
1 1

La categoria A; se ve de la siguiente manera: No es dificil ver que esta categoria

P &N
idy 1 ! A ida
e ~—

tiene coproductos. Por ejemplo, que A L1+ AN A+ i 1 es

coproducto. También lo es
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Finalmente, 1 —— 1+1= A — L. Estos son todos los coproductos en

esta categoria. Ya nos podemos preguntar si es extensiva. Para la estabilidad,
solo basta checar que ciertos cuadrados son pullbacks, ya que, tanto el terminal
como el otro objeto, son coproductos. Cabe notar, que A es el inical en esta
categoria. Pues es el tinico objeto del cual sale una tnica flecha a cualquier
otro. Note del terminal salen dos flechas, ¢ y d. Checaremos un caso para la
estabilidad y disjuncién de los coproductos, los otros casos se hacen de manera
anédloga. Para ver el coprodcuto A+ 1 = A es disjunto, note que (0=A denota

que A es inicial)
!

0=A 1
lidA lidl (1.64)
A—1 v 12A4+1

conmuta. Si tomamos los siguientes cuadrados conmutativos

idq

11— 11—
Ja ld Je ld (1.65)
A ‘ 1 A ! 1

At (1.66)
lidA lidl
1

AL

conmutan. Y la uncidad de ¢ y d es clara. Entonces, podemos concluir que los
coproductos son disjuntos. Ahora la estabilidad,también se puede hacer por
casos, pero como ya dijimos solo basta ver que ciertos cuadrados son pullbacks.
Asi podemos concluir que la categoria A; es extensiva.
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Definicién 1.1.3. Sea € una categoria localmente pequefia. La categoria Con®”
tiene por objetos a los funtores F : 4 — Con y como flechas a las transformaciones
naturales entre ellos. Los funtores X : 7 — Set, se llaman pregavillas sobre % .

Como la categoria Con®” es un topos [14], entonces tiene colimites finitos. En
particular, coproductos finitos.

Proposicién 1.1.2. Sea % una categoria localmente pequena y extensiva. Entonces
5op .
el topos Con“" es extensiva.

Demostracion. Considere el diagrama

Z
lf (1.67)

X "~ X+Y
en Con®”. Luego, si C' es un objeto en %, entonces
Z(C)
|se (1.68)
X(C) -~ X(C)+Y(C)

es un diagrama en Con. Sea X/ = {(z,2) € Z(C) x X(CO)|f.(2) = ic(x)}. Luego,
el diagrama

X4 —C 7(0)
lmc (1.69)
X(0)

con i y me proyecciones , es el pullback del diagrama anterior: claramente el
siguiente cuadradro

Xp — e Z(C)
lmc lfc (1'70)

X(C) —+ X(C)+Y(C)

conmuta ; y si
K Z(C)
th Jsc (1.71)
X(C) ¢+ X(C)+Y(C)

es otro cuadrado conmutativo , tenemos que fo(hi(k)) = ic(ha(k)), luego
f

(hi(k),ha(k)) € X{, esto nos permite definir K X, como f(k) =
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(hi(k), hy(k)) para cada k € K. Entonces tenemos que il (f(k)) = il (hy(k), ha(k)) =
hi(k) y }
mo(f(k)) = ha(k)

es decir, el siguiente diagrama

K /h\
~
XL — . 7(0) (1.72)
ha
lmc lfc

X(C) —+ X(C)+Y(C)

conmuta. Ahora como lo anterior es para cada objeto C' en %, definimos

¢» X+ Con como X' (C) = X{. Recordando qun los limites y colimites en
la categoria de pregavillas de calculan punto a punto [14], tenemos que

X L.z

|

X

es el pullback de 1.67. De manera analoga, llegamos a que

Z ~ Y/
J lh
Y

es pullback de
Z

|1

!

Para checar la estabildad , solo nos falta ver que X’ "L 7« Y esun
coproducto, pero esto se sigue de manera similar, teniendo en cuenta que los
colimites se calculan punto a punto.

Veamos finalmente que los coproductos son disjuntos: veremos que

A) —— Y

l

X
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es el pullback del digrama
Y

lJ (1.73)
X —te X4Y

en Con?”. Por ser A} el objeto inicial en la categorfa de pregavillas, tenemos que
el cuadrado siguiente conmuta

A Y
l lj (1.74)
X "+ X+Y

Suponga que el siguiente diagrama conmuta

Vv
lg lj (1.75)
X = X+Y

Entonces, si C' es un objeto en %, tenemos que el siguiente cuadrado

hce

V(C) Y (C)
gc ljc (1'76)
X — . X(C)+Y(C)

conmuta en Con. Si suponemos que V' (C') no es vacio, llegamos a una contradic-
cién. En efecto, si v € V(C), entonces tenemos que jo(he(v)) = ic(go(v)) entonces
he(v) € X(C)NY(C), pero el coproducto en Con es la unién disjunta de X (C)
y Y(C), luego tenemos una contradiccion.Luego, V' = Af), y asi existe un tnico

morfismo V 7% A() tal que

\fidA@

AG Yy (1.77)

b

X 1. X4Yy

Y

conmuta; donde g =!x es el inico morfismo desde el inicial hacia X, similarte h =!y-.
Por dltimo verifiquemos que las inclusiones son monomorfismo. Esto es equivalente
a provar que diagrama
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Idx

X X
l”" l (1.78)
X ‘e X4V

es un pullback. Pero en sCon, las inclusiones son monomorfismos, entonces

X(C) X
J1axco lic (1.79)
X(C) —2+ X(C)+Y(C)

es un cuadrado pullback en Con para cada C' € €. Luego, como los limites en la
categoria de pregavillas se calculan punto a punto, tenemos que 1.78 es pullback.

Por lo tanto, X ——~ X +Y es monomorfismo. Similarmente llegamos a que
y . X +Y es monomorfismo. ]
Ejemplo 1.1.3. 1. (Grafos reflexivos.) A las pregavillas del topos Con?"" se le

. . X
llaman grafos reflexivos. En concreto, un grafo reflexivo A}¥ —— Con , es
un diagrama de conjuntos y funciones:

X(1) (1.80)

X(¢)=cod

tales que dom(i(n) = n = cod(i(n)) para cada n € X(1). La idea intuitiva,
es pensar a X (1) como el conjunto de nodos del grafo, y a X(A) con el con-
junto de aristas. Un morfismo de grafos X —*— Y es un par de funciones

X(1) 2~ Y1) vy X(A) -~ Y(A) , tales que los siguientes conmutan

X(A) 2. v(4) XA v X(1) —2-Y(1)
dom dom lcod lcod 7 lz (1 8 ]')

X(1) ——Y(@1) X1 —=Y(1) X4 = Y(A

op ’ .
El topos Con®1 es una categoria extensiva.

2. Un resultado inmediato es que si ¢ es una categoria extensiva entonces € /C
es extensiva, para cada objeto C' en % .Sabemos que si 0 es el inical en ¥
entonces 0 — C' es el inicial en 4’ /C. Ahora, suponga que
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k1

-/ < Y’ es un coproducto en €. Veamos que si

X+Y X+Y

\\ ‘// \\ /// (1.82)

conmutan, entonces f es el coproducto de fy y fi en € /C. Considere los
siguientes tridngulos conmutativos

p g— B y —2 B
;\ /{ ;\ /{ (1.83)
C C

Luego, como X + Y es un copructo en %, entonces existe f : X +Y — B tal

que
X Y
WS
X+¥ (1.84)
90 y g1
f
B

conmuta. Entonces tenemos. fo ko = go, luego h o f oky = hogy = fo,
donde la tltima igualdad es por el tridngulo conmutativo de la izquierda en
1.83. Similarmente, h o f o ki = f1. Note que como fy, = f o fy, entonces
h o fo ko = f o kg. Similarmente, h o fo ki1 = f o ki. Por todo lo anterior, el
siguiente diagrama

(1.85)

conmuta. Esto nos dice que la categoria rebanada sobre C' tiene coprodcutos.
Ver que € /C también hereda la extensividad, es un trabajo anélogo al anterior.
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Pues basta ver que los pullbacks garantizados por la extensividad en & se
heredan a €/C.

1.2. Algunas popiedades de las categorias exten-
sivas

Definicién 1.2.1. Un objeto A de una categoria % es estricto, si todo morfismo
con codominio A es isomorfismo.

Proposicién 1.2.1. Si % es extensiva entonces el inicial 0 es estricto.

Demostracion. Suponga que % es extensiva y que existe X 7+ 0 un morfismo

o ! iy
en %. Como 0 es inicial entonces el morfismo 0 —— X es una secciéon de f, pues
el triangulo

x 1.0

!I ido

0

conmuta. Obien, fo! =idy. Ahora veamos que ! o f = idy. Considere el pullback

X idX'X‘Z-dX X
O
W00

ido

donde d 0+0 = 0, se sigue de la estabilidad del coproducto , que X es un coproducto.
Luego, existe a lo mas una unica flecha de X a 0, a saber f, asi el siguiente diagrama

x -1 .0

N

X

conmuta. Por lo que , ! o f =idx. Por lo tanto, f es un isomorfismo.

En el caso en el que un morfismo A — 0 no exista en % la proposicién se cumple
trivialmente. u

Definicién 1.2.2. Una categoria tiene objeto nulo si tiene inicial 0, terminal 1, y
la flecha tinica 0 — 1 es un isomorfismo
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Esto implica que si tenemos dos objetos en una categoria , digamos A y B, con
objeto nulo 0, entonces hay un morfismo canénico de A en B

Ahora si en una categoria extensiva, tenemos objeto nulo, como este es inicial,
por el resultado anterior es estricto. Y que el objeto nulo sea estricto implica que que
cada flecha hacia él, es un isomorfismo, pero como es nulo, entonces, es terminal,
luego para cualquier objeto A en la categoria existe una unica flecha A — 1.Que por
lo anterior, resulta en un isomorfismo. Asi podemos concluir que:

Proposicién 1.2.2. Si € es extensiva y tiene objeto nulo 0, entonces € es terminal.

Ejemplo 1.2.1. Cualquier preorden, visto como categoria, si es extensiva entonces
es terminal.

Definicién 1.2.3. Un monomorfismo A —"— B en una categoria 4 es mono-

regular si existe un objeto C' y morfismos B — C' | de los cuales m es el
igualador.

De la Definicion 1.1.2 y la Proposicion 1.1.1, tenemos que las inclusiones son
monomorfismo. El siguiente resultado, nos dice ademas que la extensividad implica
que estas son monoregulares.

Proposicién 1.2.3. Si € es extensiva entonces X —P L X4Y es monoregular

Demostracion. Suponga que € es extensiva y sean X,Y objetos en . Como € es
extensiva, tiene coproductos luego, (X +Y)+Y y Y +Y son objetos de la categoria.
Considere el siguiente diagrama

X Y X Y
X+Y X+Y
(1.86)
10 10 i2 20 10 11
12 1
(X+Y)+Y X+ (Y +Y)

De donde, tenemos que el siguiente es un tenedor:
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10
X = X+Y (X+Y)+Y (1.87)

Ahora, suponga que

!
T — X+Y (X+Y)+Y (1.88)

es otro tenedor. Por la estabilidad del coproducto,y que el siguiente cuadrado es un
pullback

X X+Y

. 10
X
12

X+Y — X+Y+Y

)

Entonces, como

X+4Y — X+Y+Y
10
(51
conmuta, entonces existe un inico morfismo 71T . x , tal que el siguiente trian-

gulo
T

l fx (1.89)

X . x4y

conmuta. Por lo tanto, X ~ L X +Y esel igulador en 1.87. |



Categorias Extensivas 28

Ejemplo 1.2.2. 1. Como vimos Con es extensiva. Luego, los monomorfismos
X - X4Y yY — X+Y son monoregulares. No obstante, todo monomorfismo
en esta categoria es regular. Sea m : X — Y un monomorfismo en Con. Ahora
considere las funciones f : Y — {0, 1} definida por f(y) = 1 para toda y € Y,
y g :Y — {0,1} la definimos por g(y) = 1 si y € img(m) y gy) = 0
en otro caso. Sabemos que en Con, el igualador de f y g es el conjunto
I'={y eYlgly) = f(y)} ={y € Y|g(y) = 1} = img(m) (concretamente
la inclusion I — Y'). La ultima igualdad, se sigue de la definicion de g. Luego,
es inmedianto que hay una biyeccion X — I. Pues como m : X — Y es
inyectiva (pues es monomorfismo), entonces X — I = img(m) tambien lo es,
tomandola como la restricciéon de m. Asi, X — [ también es sobreyectiva.
Luego es una biyeccion. Con lo que podemos concluir que m : X — Y es el
igualador de f y g. Por lo tanto, todo monomorfismo en Con es regular.

2. En Top todo encaje es monomorfismo regular.

Sea ¥ una categoria con coproductos y productos finitos. Decimos que % es
distibutiva si el morfismo
idX Xiy
idX X1z

(X xY)+ (X x2Z)—"Xx (Y +2)

es in isomorfismo.

Proposicién 1.2.4. Si € es extensiva y tiene productos finitos entonces es distri-
butiva

Demostracion. Sean C,C", C" objetosen €'y (' 1. ¢” un morfismo. Tenemos
que el siguiente diagrama

CxC L oxer
lpc/ lpcu (1.90)

Cl C//

conmuta, ain mas, es un cuadrado pullback. De modo que, los siguientes cuadrados
conmutativos
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’ idx Xigr
_—

CxC Cx(C"+0") s— CxC"
wax Xt
lpcl lpcl+c// Jpc// (191)

C' ic ' + " "

ign

son pullbacks, luego, C x C’ M ox (C"+C") i
i i
to. Por lo tanto C' x (C" 4+ C") =2 (C x C") + (C' x C") [

C x C" esun coproduc-

Observacion. Note que el regreso no se cumple. Pues si X es un conjunto, tomemos
Z(X) el potencia de X ordenado por la inclusion. Entonces & (X) se puede ver
como una categoria de preorden. Si A, B € Z(X), entonces el producto de A con
B es AN B, y su coproducto es AU B. Ademds, si C' € Z(X), sabemos que
(ANB)U(ANC)= AN (BUC). Luego, Z(X) es distributiva. Sin embargo, las
uniones (coproductos) no son disjuntas. Por lo tanto esta categoria no es extensiva.

Ejemplo 1.2.3. 1. ya vimos que Con es extensiva. Ademas, es un topos, enton-
ces tiene productos finitos. Luego, Con es distributiva.

.. . ~ op . . .
2. Similarmente, si € es localmente pequeiia, entonces Con®"” es distributiva.
En particular, la categoria de grafos reflexivos lo es.

3. Top es extensiva y con el producto topolédgico es distributiva.






Capitulo 2

Extensividad y
la categoria Rig

Stephen H. Schanuel introduce en su articulo Negative sets have Euler characte-
ristic and dimension el concepto de aillo. Ademads, introduce el concepto de aillo de
Burnside, que se construye sobre una categoria distributiva, tiene como elementos
clases de ismorfismos de los objetos de la categoria y su suma y producto se definen
a partir de la suma y producto de la categoria distributiva. Asi como un categoria
puede considerarse como una categoria con estructura similar a la de un aillo, una
categoria extensiva puede considerarse como una con estructura similar a la de un
grupo abeliano [1]. En esta seccién estudiaremos otras propiedades y objetos de las
categorias extensivas, partiendo de otro ejemplo de categoria extensiva,Rig® (la
opuesta a la categoria de aillos). Esta categoria, resulta importante, pues como se
muestra en [8], sirve como base para modelos anédlogos a la Geometria Algebraica de
Grothendieck. Ademas, también nos sirve como base para la construccion de mode-
los de categorias precohesivas, como veremos en el siguiente capitulo. Un aillo puede
pensarse como un anillo sin los elementos negativos.

Definicién 2.0.1. Se dice que una estructura (R, +,-,0,1) es un aillo si:
1. (R,+,0) y (R,-,1) son monoides conmutativos
2. para todo x,y,2 € Rsetienequex-(y+z2)=z-y+z-Z.
3. paratodor e R, z-0=0

Un morfismo de aillos, es una funcion f : R — S tal que

f(ab) = f(a)f(b). fla+b) = fla) + F(b), f(0) =0y f(1) = 1.

Denotaremos por Rig a la categoria de aillos y homomorfismo entre ellos.

31
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Ejemplo 2.0.1. 1. La categoria Ring, de anillos y homormorfismo entre ellos, es

una subcategoria plena Ring —— Rig de los aillos cuyo monoide aditivo
es un grupo (abeliano).

. Si K es un aillo arbitrario, entonces la categoria de de K — algebras, es por

definicién, la categoria K/Rigs.

El anillo cero 0 es tambien un aillo, llamado el aillo trivial. Ademas es el
terminal en la categoria Rig.

Los naturales N con la aritmética usual, es un aillo. Y es el objeto inicial en

Rig.

Cuando 1 no es 0 en un aillo R, y tomando la relacion 1 = 1+ 1, lo que resulta
es el el aillo 2 = {0, 1}, llamado el aillo idempotente.

Proposicién 2.0.1. Para cualquier aillo A y a € A existe un aillo Ala™!] y un
morfismo 7 : A — Ala™!] tal que :

1.
2.

na € Ala™!] es invertible y

para todo morfismo f : A — B en Rig tal que fa es invertible, existe un tinico
morfismo f’: Ala™!] — B tal que

A" Ao

\ |

B

conmuta en Rig.

Demostracion. Sea Aunrigy r € A. Definamos una relacion sobre Ax R, donde R =
{r"|n € N} como sigue: (aj,r"™) ~ (ag, ™) si y solo si existe u € R tal que ua;r™ =
uasr™. Veamos que es una relacion de equivalencia. La reflexividad y la simetria son
inmediatas. Veamos que es transitiva: tomemos (ay,r"), (az, ™), (a3, ") € A X R
tales que (ay, ") ~ (ag, ™) y (ag, ™) ~ (a3, ™). Entonces, existen ni,ny € R tales

que

niar™ = nyasr™ y  moagr™ = ngazr™ (2.1)

Veamos que existe n € R talque s nalrﬁ = nasr™. Pongamos n = nlngrm note que
3 )
n € R, luego

nar® =ninor™ar®
=noniar™rt
=nonqagr™rt
=ninqagr”r"

=nagr"
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por lo tanto (ay,r™) ~ (a3, ™). Ahora definamos la suma y el producto sobre
Alr7'] := A x R/ ~.Las clases de equivalencias de A[r~!] las denotaremos por
<. Asi, el prodcuto lo definimos por

a1 Q2 a1a2

pnpm  pntm

Y la suma, se difine como

ai Qs ar1r™ + asr™

Estas operaciones estan bien definidas. Por otro lado note que con u = 1 € A,
tenemos que uarr™ = uar™*!, es decir, (ar,7"*') ~ (a,"). Asi tenemos que =, es la
unidad en A[r~!], pues, ahora podemos concluir que

ar a

f,an',,a rntl - TTL

Note que el cero en A[r~'] es 2, pues para cualquoer n € R, tenemos que (0,7""!) ~
(0,7).Asi, tenemos

0 0
e pntl gt
Ahora veamos que existe

n:A— Aprl

tal que n(r) € A[r~!] es invertible. Definamos eta de la manera siguiente, sea a € A,
entonces eta(a) = %. Es morfismo, pues, n(a +b) = %=, Por otro lado ¢ + 2 = ¢4t
Por lo tanto, n(a + b) = n(a) + n(b). Ahora

ab
n(ab) = T (2.2)
por otro lado
ab_ab
't 1

Por lo que n(ab) = n(a) = n(b). Por ultimo, tenemos que se cumple que n manda
unidad en unidad y cero en cero, pues se tiene que (1,1) ~ (r,r) y (0,1) ~ (0,7).
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Vemos que 7)(r) es invertible, pues .2 =, es decir, (n(r)) ™' = 1, lo cual esta en
A[r~1. Ahora demostraremos la segunda parte de esta proposiciéon. Sea f: A — B
un morfismo de aillos tal que f(r) es invertible. Definamos

fAlf - B

por f(:%) = f(a)(f(r)~")". Esto se puede pues f(r) lo supusimos invertible. Al final
revisaremos que es un morfismo de aillos. Mientras tanto, vemos que el diagrama en
la proposicién conmuta. Sea a € A, luego n(a) = §, luego

Por lo tanto f’on = f. Note que f(%) = f(r)f(r)~' = 1p. Por otro lado, f(2) =

F0)f(r)~t =0pf(r)~' = 0p. Ahora, si % y -% estan en A[r'], entonces
Py =

=f(ar™ +br")(f(r)~H)"m
(fla)f(r)™ + fFO)F(r)")((FEHMFrm)™)

(F@)fr)™) ()M ™)™ + (FOLLE)M D)

=f(a)fr=")" + fO) f(r )™

=75+ 70

Anélogamente, llegamos a que f’(

) = J RV (). u
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Definicién 2.0.2. Si A es un aillo, decimos que a € A es Booleano si existe b € A
talqueab=0ya+b=1

Observacion. 1. En caso de existir un tal b para cualquier a, este se llamara el
complemento de a, y ademads es unico: suponga que existe otro by € A que es
complemento de a. Luego,

b:blzb(a+b2):ba—i—bbg:bbgzabg+bb2:(a+b)b2:1b2:b2

2. Por otro lado, se tiene que todo Booleano es idempotente: si b es el comple-

mento de a, entonces a + b = 1, luego a(a + b) = al, de ahi que, a* = a.

3. También, en anillos se observa que los complementos de un elemento a, son
1 — a. En efecto,

a(l—a)=a—ac=a—a=0 y a+(l—a)=1

4. Una consecuencia también inmediata, es que si a es Booleano, entonces
n:A— Ala™]
es sobreyectiva.

Lema 2.0.1. Si r un elemento de un aillo A tiene complemento s entonces el si-
guiente diagrama

A

s

Alr™] Als™]
es un producto en Rig.Y ademas, todo producto en Rig es de esta forma.

Demostracion. Pirmero notemos que si R, S € Rig, entonces R x S tiene estructura
de aillo, con la operacion de suma y producto definidas componente a componente,
con 0 = (0g,0s) vy 1 = (1g, 15). Entonces

R xS
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con Tr y Ts las proyecciones, resulta ser el producto categorico en Rig. Ahora,
considere el siguiente diagrama

& (2.4)

Alr™] Als™]

en Rig. Sea b € B, entonces tenemos que h,(b) € Alr~] (h,.(b) = f—,; para algin a
y r™), luego como 7, es sobreyectiva, entonces tenemos que existe a; € A tal que
ne(a1) = h,(b). Similarmente, h,(b) € A[s™!] (hs(b) = ;% para algin a” y s™), luego
como 7 es sobreyectiva, entonces tenemos que existe as € A tal que ng(az) = hy(b).

Definamos f : B — A como f(b) = a1r + ags para cada b € B. Tenemos,

a1r + ass
m(f(B) = T
y por otro lado, tenemos que h,(b) = %. Como r es booleano se tine que r" = r.

De donde, se tiene que 71,.(f(b)) = h,(b). Similarmente, ns(f(b)) = hs(b). Para la
segunda parte de la proposicién, como (0,1) es booleano en R x S, basta ver que
para aillos B y C, la proyeccién B x C' — B tiene la propiedad universal de

B xC — (BxO)(0,1)7"]
u

El resultado anterior nos dice que las descomposiciones directas de un aillo es-
tan en biyeccion con sus elementos booleanos. Con esto estamos en condiciones de
demostrar que Rig® es extensiva, o equivalentemente, que Rig es coextensiva.
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Teorema 2.0.1. La categoria Rig™ es extensiva.

Demostracion. Esto lo haremos probando que Rig es coextensiva. Veamos primero
que los coproductos son codisjuntos (lo dual a disjuntos). Ya vimos que las proyec-
ciones son sobreyectivas, entonces son epimorfismo. Ahora, tenemos que si 0 es el
aillo trivial. Tenemos que

Ax B "2+ A
B (2.5)
B 0
conmuta. Ademas si
Ax B "2+ A
B a (26)
B—2 .0

conmuta, tenemos que para b € B,

A(b) = B(ms((0,0))) = ama((0,))) = a(0) = 0

. Similarmente se puede ver que [ es constante. Asi, si (0,1) € A X B, entonces
0= /(1) = B(wp((0,1))) = a(ra((0,1))) = B(1) = 1. Entonces 1 = 0 en Q. Asi
podemos definir ¢ : 0 — @, como aquella que manda al tinico elemento en 0, a 1 en
(). Entonces, se ve que el primer cuadrado es un pushout.

Ahora veaamos, que los prodcutos son coestables. Sea

A

\ 2.7)

Ala™] Alb™]

un producto en Rig. Note que si a es booeano y f : A — B es morfismo, entonces
f(a) es booleano en B. En efecto, si b es el complemento de a, entonces

L=f(1)=fla+b) = fla)+ f(0) v 0=f(0)=f(ab) = f(a)f(b)
. Por lo que, f(b) es el complemento de f(a). Asi,

(2.8)
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es un producto. Ademas, los siguientes cuadrados conmutan

AlaY] ~—— A —"— AD7Y]
lfo lf lfl
Blf(a)™"] < B ="~ BIf(b)"

Pues, si x € A, entonces tenemos

_ e fla) _ fla)
. Por otro lado, ns(a)(f(z)) = @ Asi el cuadrado de la izquierda conmuta. De
manera analoga, se prueba que el de la derecha también. Sean

Ala™] o A~ AP
C T
Q3 B—Q

Definamos, ¢ : B[f(a)™'] — Q, como f(
b € B, entonces

f(Z)n) = ﬁ(b)&(a%). Ahora, tenemos si

¢(Nf(a) (b)) =0(

Es decir, ¢ o 1¢(q) = 3. Por otro lado, si % € Ala™!], entonces
)

an
Asi, ¢po f’ = a. Ademads, ¢ es tnica con esta propiedad. Asi, tenemos que el cuadrado
de la izquierda es pushout. Similarmente se prueba que el cuadrado de la derecha es
pushout |
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Observacion. La categoria Rig es distributiba.

2.1. Subobjetos complementados y componentes
conexas

En esta seccién trabajaremos dentro del contexto de una categoria extensiva, a
menos que se diga lo contrario.

Definicién 2.1.1. Un monomorfismo v : U — X en % es complementado si
existe v: V — X en ¥ tal que el diagrama

U—"s X« V (2.9)
es un coproducto.

Diremos que v es el complemento de u, y viceversa.

Observacion. La extensividad implica que los monomorfismo complementados son
estables bajo pullbacks: la estabilidad nos dice que si los siguientes cuadrados

ALy B
lfo lf lfl (2'10)
U~ X « %4

v

son pullbacks, entonces

A—"+Y B (2.11)

es un coproducto. Ademas, como los cuadrados son pullbacks, y v y v son mono-
morfismo, entonces tambien lo son a y b. Es decir, a : A — Y es un monomorfismo
complementado, y su complemento es b: B — Y.

Ejemplo 2.1.1. 1. Para X en una categoria extensiva, idxy : X — X es comple-
mentado, y su complemento es 0 — X. Pues para cualquier otro digrama

X"+ Y «——0 (2.12)

el morfismo a : X — Y hace conmutar el siguiente diagrama

X 0
a
X

a b

(2.13)
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2. En Con, todo monomorfismo es complementado: sea m : M — X un mono-
morfismo en Con, entonces m es inyectiva, luego m(M) = M. Recordemos
que el coproducto de dos conjuntos es la unién disjunta. tomando la inclusién
¢ : X(M), entonces tenemos que X = m(M)U(X/m(M)) y ademas es disjunta
esta union. Asi, tenemos que

M-—" X « X/m(M) (2.14)

[

es un copruducto.

3. En Top, tenemos que los monomorfismos complementados "son los cerri-
abiertos".

4. En Rig® un monomorfismo es complementado si y s6lo si el correspondiente
epimorfismo A — B en Rig tiene la propiedad universal de A — A[a™!] para
a € A Booleano. Sea B — A monomorfismo complementado, entonces existe
g:C — Atal que

f
B-t+aA-—cC

es un coprodcuto. Ademas, por ser Rig” extensiva, tenemos que g es mo-
nomorfismo. Luego, tenemos que fx : A — By gx : A — C epimorfismos.
Ademas, tenemos que B < A — C' es un producto. Ademas sabemos como
son los productos en esta categoria, por lo tanto fx = n,. Ahorasi fx: A — B
es eipimorfismo que tine la propiedad universal de 7, : A — A[a™!], entonces
tenemos que fx = 7,. Ademas sabemos que existe 7, tal que

Ala™1] — A . A
, donde b es el complemento de a. Entonces B < 7 AT Ab7] | es un
producto en Rig?. Asi,
B -« = A - A[b™!]

es un producto en Rig. Asi f es complementado.

Definicién 2.1.2. Un objeto es conexo si es codominio de exactamente dos mo-
nomorfismos complementados

Ejemplo 2.1.2. 1. En Con el tinico objeto conexo es 1, el terminal.

2. En Top, tiene el significado usual. Recordemos que un espacio X es conexo si
y solo si un C.O C X es cerri-abierto, entonces C.O = X si y sélo si C.O es
no vacio. Esto nos dice que en un espacio conexo los unicos cerriabiertos son
el vacio y el total. Y como sabemos los monomorfismos complementados estan
en correspondencia con los cerriabiertos del espacio. Asi, un espacio cenexo
tiene solo dos monomorfismos complementados.
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3. Un aillo A como objeto de Rig® es conexo si y sélo si 0,1 € A son distintos y
son los tnicos elementos boolenaos. Sean f: B — Ay g : C — A sus Unicos
monomorfismo complementados.

Observacion. Note que la extensividad implica que f es el complemento de g
o que A es el inicial.
Entonces tenemos, que

B-—1.4 C

g

es coproducto. Luego, A no es el inicial, y como el inicial es el aillo trivial, y
1,0 € A, entonces 1 # 0. Si hubiera otro a € A booleano, podriamos descom-
poner a A en un producto en Rig, pero esto nos determina un coproducto en
la categoria opuesta, cuyas inclusiones serian monomorfismos; entonces nos de-
terminaria otro monomorfismo complementado. Lo cual es una contradiccién.
Ahora, si 0 # 1, y son los unicos booleanos. Considerando los epimorfismo
m:A—= Al yn: A— A07]. Como 0,1 € A, entonces 71(0) = 0y
n0(0) = 1, luego, estos morfismos son distintos, y son los unicos dos epimor-
fismos tal que, determinan un producto como ya hemos visto antes, y esto
a su vez un coprodcuto con los inclusiones monomorfismos, en la categoria
opuesta, es decir, en Rig®. Por lo que f y g son los tinicos monomorfismos
complementados. Es decir, A es conexo.

4. FEl inicial no es es conexo, pues solo tiene un tnico subobjeto.
Recordemos que en una categoria, si f : A — B y B’ es un subobjeto de B,
entonces la imagen inversa de B’ bajo f es el pullback (si existe)

P——PF

El objeto P se denota usualmente por f~'U y g por f~lu.

Proposiciéon 2.1.1. Para todo todo f : C' — X, si C'es conexoy u : U — X es
complementado entonces U = 0 o se factoriza a través de u.

Demostracion. Por definicion de imagen inversa tenemos el siguiente pullback

U —— U
= . (2.16)
C X
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Como u es monomorfismo complenetado, entonces existe v : V — X tal que

U—s XV

es coproducto. Luego la estabilidad nos garantiza que en

v o Iy
lf' lf lf‘ (2.17)

el diagrama

f—lU f 1“‘ C < . f—lv

es un coproducto. Y la conexidad de C, implica que f~'U = 0o f~'U = C. Pues
vimos que para cualquier X,

X - X < 0

v

es un coproducto. |

Definicién 2.1.3. Sea % extensiva y con productos finitos. Un objeto X € € es
decidible si la diagonal

A=lidid] : X - X x X
es complementada.

Recordemos que en una categoria arbitraria con objeto terminal un punto de
un objeto C, es un morfismo en la categoria, de la forma 1 — C

Ejemplo 2.1.3. 1. En Con, como todo monomorfismo es complementado, en-
tonces todos los objetos son decidibles.

2. En Top los espacios discretos son decidibles. En un espacio discreto todo sub-
conjunto es cerriabierto. Ahora, como ya vimos, en Top, cada cerriabierto,
determina un monomorfismo complementado. Entonces, para cada espacio to-
pologico discreto, su diagonal es complementada; entonces es decidible. Ahora,
sea X € Top es decidible. Sea x : 1 — X un punto de X. El siguiente cuadrado
conmuta

1 . X

. A (2.18)

idX Xx

X = - X x1 s X x X
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Ademas es un pullback. Entonces, como la diagonal es complementada, en-
tonces x también lo es. Pero en Top los complementados son los cerriabierto,
entonces cada punto, es cerri — abierto. Por lo que X es discreto.

3. 0y 1 son decidibles






Capitulo 3
Cohesion Axiomatica

En [2] Bill Lawvere, revisita el trabajo de Cantor. Nos habla de dos categorias,
que llevan el nombre de dos conceptos propuestos por Cantor. Nos habla de la cate-
goria M de Mengen (traducida como conjuntos). Aunque Mengen se traduce como
conjunto, no sélo se trata de un conjunto de puntos, sino que también es variable
y cohesivo. Esto se diferencia del concepto de conjunto abstracto, que Lawvere nos
invita a pensar como una bolsa llena de puntos, concepto que por cierto, coincide
con el lauter Einsen de Cantor (que se traduce como nada mds que unidades). Como
ejemplo de una categoria de tal tipo, en ese trabajo se nos dice que pensemos en
alguna de las muchas categorias de espacios topolégicos. Por otro lado, nos habla
de la categoria K de Kardinalen, pensada contrapuesta a M, en el sentido de que es
no cohesiva y estatica. Para ilustar este proceso de pasar de M a K, Lawvere nos
presenta el siguiente ejemplo

A contemporary illustration of this process is provided by a color television picture
with its subtle contrast of color and detail furnished by advanced technology. We
can turn down the color knob and turn up the contrast knob until nothing remains
but stark white dots on a black background with even, we may imagine, the outlines
of figures suppressed. The picture with all its beautiful colors is a "Menge* : but in
order to study effectively a certain superficial (but necessary) aspect of the picture
we may be compelled to consider the 'bag’ of dots or points obtained in the way we
have just described. In carrying out this process of abstraction one forgets
temporarily all beautiful particular features, in order to concentrate just on the
points, now deprived of qualities, yet still equinumerous with those of the colored
picture. The result still seems also to be a Menge, but a Menge of a degenerate sort.

Ademas apunta, que si tenemos un Menge podemos asociarle un cardinal, tomado
solo el conjunto de puntos. Formaliza este proceso, mediante los siguientes funtores

45
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adjuntos:

discreto puntos (3 ].)

K

Esta adjuncién lo que nos quiere decir, es que, si M es un Menge y K es un cardinal,
entonces el morfismo K — puntos(M) (que es una funcién de conjuntos abstractos,
es decir, sin condicién de cohesién), es equivalente a un morfismo discreto(K) —
M, que es un morfismo cohesivo, es decir, una funcién que preserve la estructura
cohesiva. Ademads, Lawvere nota, que puntos tiene un adjunto derecho, llamado
codiscreto o caotico:

M

discreto puntos |cadtico

K

También, en [2], se nos hace notar que los Mengen cadtico y discreto determinados
por un cardinal K, son distintos a menudo. Este proceso que describe Lawvere, es
de cierta manera, estudiar cohesion comparandola con no cohesion. Y ademas, esta
comparacion es a través de una cadena de funtores adjuntos. En [6] se nos presenta
este contraste de manera axiomaética, a través de una cadena de funtores de adjuntos,
y la idea de categoria de espacios, que una de las interpretaciones de un Topos (
en contrastes a otra interpretacion de los Topos como espacios generalizados que es
mas usada )[7]. La definicién de cohesién original en [6] es la siguiente.

Definicién 3.0.1. Sean € y 8 dos categorias cartesianas caerradas y extensivas.
Diremos que € es cohesiva relativa a 8 si hay una cadena de cuatro funtores adjuntos

que satisfacen los siguientes axiomas:

1. p* (o equivalentemente p') es fiel y pleno.
2. pr preserva productos finitos.

3. (Nullstellensatz) La transformacién natural canénica 6 : p, — p, es puntual-
mente un epimorfismo.
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4. (Axioma de continuidad) Para cualesquiera £ € € y S € 8 el morfismo cané-
nico pi(E?" ) — p ES es un isomorfismo.

Si se cumple 1,2 y 3, diremos que hay un morfismo precohesivo p: &€ — 8.Y
si, ademas, se cumple 4, diremos que hay un morfismo cohesivo.
Para entender el significado intuitivo de esta adjunciones, atendamos el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 3.0.1. Como ya vimos Top y Con son categorias extensivas. Sin em-
bargo, Top, a diferencia de Con, no es cartesiana cerrada. Asi, no podremos dar
un ejemplo como tal de un morfismo precohesivo p : Top — Con. Sin embargo, se
pueden definir funtores como los de la definicién anterior, de manera que esto servira
para tener una idea intuitiva del significado en general de un morfismo precohesivo.
Tomememos el funtor que olvida U : Top — Con, este funtor podemos pensarlo,
como el funtor p, (o "puntos"), lo que hace es tomar un espacio topologico y man-
darlo a su conjunto subyacente. Esto significa que olvida la topologia del espacio, lo
que se puede interpretar como que olvida la cohesién entre los puntos del espacio,
dejando solo el conjunto de puntos. Se define un funtor D : Con — Top , como que
a cada conjunto , lo dota de la topologia discreta. Y a cada funcion, f : X — Y,
le asigna la funcién Df : D(X) — D(Y), la cual es continua porque los espacios
son discretos. Este funtor lo podemos pensar como el funtor p* (o discreto). Como
sabemos D 4 U, es decir,

D(X)—Y

X Uy (32)

Aqui la barra horizontal abrevia el hecho de que hay una biyeccion natural ga-
rantizada por la adjuncién. El funtor U, también tiene adjunto derecho, este el el
funtor I : Con — Top, que dota a cada conjunto X, con la topologia indiscreta,
dando un espacio indiscreto (X, Tipgiscreta)- Y @ cada funcién f: X — Y le asigna la
funcion I(f) : I(X) — I(Y), la cual es continua pues /(Y) es indiscreto.

UX)—Y

X — I(Y) (3:3)

Este funtor I podemos pensarlo o imaginarlo como funtor p' (o indiscreto o
cadtico). Este funtor, toma el conjunto y le asigna el espacio con los mismos puntos
que el conjunto, y los dota con a lo mas dos abiertos, el total y el vacio. Es decir,
los pega de manera cadtica". Note que no podemos, formar el analogo al funtor p,
en este caso, pues como D no preserva productos infintos ( pues el producto infinito
de espacios discretos no es discreto), entonces no preserva limites, y por lo tanto no
puede tener adjunto izquierdo.

Para poder tener un intuicion de lo que significan el functor p; : € — 8 y la
transformacién natural candnica 6 : p, — pi, y ademas en que sentido es candnica;
atendamos el siguiente ejemplo, que nos menciona Lawvere en [?7]:
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Ejemplo 3.0.2. Como ya vimos en el capitulo 1, la categoria de graficas reflexivas,
Con®! es extensiva. Ademds por ser una categoria de pregavillas, es un Topos
elemental. Luego es cartesiana cerrada. Asi nos preguntamos si existird un morfismo
precohesivo p : Con®" — Con. El funtor Do Con®" — Con, manda a cada
grafica reflexiva a su conjunto de componentes conexas ( o pedazos) Un morfismo
de graficas reflexivas, manda componentes conexas en componentes conexas, esto
nos determina una funcién entre conjuntos de componentes conexas. Es, decir este
funtor toma pedazos (conexos) de la grafica reflexiva y lo mete como elemento de
un conjunto. Por otro lado, el funtor p* : Con — ConA(ljp, toma un conjunto y lo
manda la grafica con vértices o nodos, los puntos del conjunto, y dota a cada uno
una arista distinguida (pues estamos en graficas reflexivas). Es decir, le asocia su
grafica discreta.

Con Con~!

Ademas, se tiene que (como sefialan en [18] las funciones del conjunto de componen-
tes conexas de una grafica, hacia otro conjunto, entan en biyeccion con los morfismo
que van de la grafica hacia la grafica discreta: si S € Con y G una gréfica reflexiva

P(G)— S

G—ps) .

Op . ’ .
Por otro lado, el funtor p, : Con®t — Con, asigna a cada grafica reflexiva, un
conjunto que tine como elementos los vértices de la grafica, es decir, le asocia sus
conjunto de puntos. Tenemos de igual manera

p(S) — G

e (3:5)

Por tltimo, tenemos el funtor p' : Con — ConA?p, el cual toma un conjunto S'y
le asocia la grafica G con vértices los puntos del conjunto, y si tenemos dos nodos,
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entonces hay una arista del uno en el otro, es decir, si x, y son nodos en GG, entonces
x — y es una arista en GG, pero de igual modo lo es y — x:

Con Con~!

Observacion. La contrucciéon de 6 : p, — pi, general, se hace en [4]. Ahi Jonhstone,
demuestra que el hecho de que p* sea fiel y pleno, implica que la counidad de p, - p*
(1), la unidad de p* - p, («) y su counidad (/3) , son isomorfismos, y con ello definine
de manera canénica las transfomacion 6 : p, — p;, como alguna composicién en el

diagrama conmutativo

D PP

1
T Px o Ipu

Pp'ps - p

Es decir, p 877 p, = 0 = a 'pp.o
En este caso, de graficas reflexivas , que 6 : p, — p sea epimorfismo puntual-
. op
mente, si G € Con”! , entonces, el mosfismo

Oc : p«(G) = pi(G)

nos dice que cada componente conexa de la gréfica, tiene al menos un punto.
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En [9] y [17], presentan la definiciéon de Cohesén en dos partes, teniendo por
separado el axioma de continuidad. Y es que se pueden tener mas ejemplos de
precohesion que de Cohesion. De hecho, el tinico ejemplo de Cohesion real despues
del presentado por Menni en [9], es el de Turcio presentado en [16]. Més adelante
describiremos brevemente estos ejemplos. Es natural preguntarse si esta propiedad
de cohesién es tnica o si existen diferentes tipos. Laewvere en [6] define direntes
tipos de Cohesion:

Definiciéon 3.0.2. Un morfismo precohesivo es un tipo de cualidad si 0 : p, — p
es un isomorfismo.

Ahora sabemos qué graficas reflexivas es un Topos, y ademés hay un morfismo
precohesivo de ésta en conjuntos. Lawvere en [6] expone una relacién entre el mor-
fismo precohesivo p : € — 8 y el clasificador de subobjetos {2 de €. Antes de dar
esta relacion, analicemos el caso en Con®". La grafica reflexiva es el clasificador de

\/Q

id

subobjetos () en Con”"". Note que €2, es conexo en el sentido usual, pues cada par
de puntos tienen un camino que los une. Por otro lado, 2 es su tinica componen-
te conexa. Entonces p(2) = 1, pues el conjunto de componentes conexas es {Q}.
Entonces es conexo en el sentido de la siguiente definicion.

Definicién 3.0.3. 1. Diremos que un objeto E € & es conexo si pi(E) =1

2. Un morphismo precohesivo p : € — 8, es suficientemente cohesivo si para
cada X € € existe un monomorphismo X — Y, con Y tal que Y* es conexo,
para toda A € &€ .

Esta definicion nos da otra forma de cohesion, a partir de la conexidad de sus
objetos. Para comparar los distintos tipos de cohesién y formas de cohesion, Lawvere
dice lo siguiente [6]:

Proposiciéon 3.0.1. Si p : € — § es suficientemente cohesivo y tipo de cualidad,
entonces § es inconsistente.

Demostracion. Como p : € — S tiene suficiente cohesiéon entonces existe un mono-
morfismo m : X — Y, con Y4 conexo para cada A € &, en particular, Y es conexo
(tome A = 1). Luego, pm(Y) = 1. Por lo que, el diagrama conmuta. Y como p es
un tipo de cualidad, entonces 6 es un isomorfismo. De modo que pym también es
monomorfismo. Asi, p,(X) es un subobjeto de 1. Ahora como mencionamos antes, p



51

Patn

P (X) )U*(Y)

m(X) 1

prim

precohesivo implica que la unidad « : idg — p,p* es un isomorfismo. Asi, tomando
X =p*(9), con S € §, tenemos que S = p,p*(S) es un subobjeto de 1. Lo que hace
trivial a 8.

|

Esto nos dice que suficiente cohesion es incompatible con tipo de cualidad.

Como deciamos anteriormente, encontrar modelos de precohesion es mas sencillo
en comparacion con hallarlos tales que ademas cumplan axioma de continuidad. En
la categoria Rig (que sabemos ya, es extensiva), un aillo es integral si 1 +1 = 1,
En [8], se nos presenta que la subcategoria plena de aillos integrales (o enteros)
presentan una situasion precohesiva sobre Con. Un ejemplo de topos cohesivo es el
Topos de Menni [9]. Mas recientemente se nos presenta otro modelo de cohesién en
un articulo de L. Turcio, [16], en donde modela Cohesién retomando el presentado
por Menni. El modelo cohesivo de Menni se construye tomando el submonoide del
monoide de endofunciones continuas sobre el intervalo I = [0, 1]. Turcio presenta su
modelo cohesivo tomando el submonoide mas grande del monoide anterior, tal que le
induce cohesiéon sobre Con. Ademas, ve que tomando submonoides del submonoide
mas grande, se obtiene otros modelos cohesivos.






Conclusiones

En términos genrales la tesis se centrd en introducir el concepto de categoria
extensiva y Cohesion Axiomatica. Se presentaron los ejemplos que pueden resultar
utiles para entender de manera intuitiva los conceptos de conexidad y complemento
en categorias extensivas, asi como el significado intuitivo de los funtores involucrados
en la definiciéon de Cohesiéon. Se presento resultados que no estan condensados en la
literatura sobre categorias extensivas, que de hecho hay muy poca, y se hicieron con
detalle las demostraciones presentadas. Se estudié en caso de la categoria de aillos,
que resulta importante no solo para Cohesion Axiomatica, sino tambien para la
Geometria Diferencial Sintética. Hay muchisimo trabajo por delante para encontrar
modelos de Cohesion axiomatica, los ejemplos de graficas reflexivas, el topos de
Menni y el Topos de Turcio son un paso en el desarrollo de esta teoria tan reciente.
Atn queda trabajo por hacer como apunta Lawvere [6].
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