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Resumen

U n proyectil que penetra en un lecho granular experimenta una fuerza de friccién F(z) de-
pendiente de la profundidad. Se han medido diferentes regimenes de F(z) dependiendo de las
caracteristicas del experimento: una dependencia casi lineal para penetraciones poco profundas,
saturacion total a grandes profundidades y un aumento exponencial cuando el proyectil se apro-
xima al fondo de la columna granular. Presentamos aqui un experimento que nos permite medir
los diferentes regimenes en un solo recorrido durante el descenso cuasiestitico de un intruso en
un medio granular ligero. Se encontré que F'(z) sigue una ley de potencia potencia al cubo con el
diametro del intruso, dp, y un incremento exponencial con el factor de empaquetamiento del medio
granular, ¢. Del andlisis de la fuerza de resistencia en la zona de saturacion se determina la masa
critica m, requerida para observar la penetracion infinita y su dependencia con dj, y ¢. Finalmente,
utilizamos nuestros resultados para estimar la profundidad de penetracion final alcanzada por in-
trusos de masas m < m,. Los resultados indican que un intruso de cualquier densidad (mayor que
la densidad del medio granular) puede hundirse indefinidamente en el medio granular si el factor
de empaquetamiento del medio es menor que un valor critico.




II

Abstract

A projectile penetrating into a granular bed experiences a depth dependent friction force F(z).
Different regimes of F(z) have been measured depending on the experiment features: a nearly linear
dependence for shallow penetrations, total saturation at large depths, and an exponential increase
when the projectile approaches the bottom of the granular column. We report here an experiment
that allows us to measure the different regimes in a single run during the quasi-static descent of an
intruder in a light granular medium. It was found that F(z) follows a cube-power law dependence
with the intruder diameter, dj, and an exponential increase with the packing fraction of the bed,
0. From the analysis of the resistance in the saturation zone, we determine the critical mass m,
required to observe infinite penetration and its dependence with dj, and ¢. Finally, we use our results
to estimate the final penetration depth reached by intruders of masses m < m.. The results indicate
that an intruder of any density (larger than the density of the granular bed) can sink indefinitely into
the granular medium if the bed packing fraction is smaller than a critical value.
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Introduccién 1

Introduccion

D esde el siglo XIX, la dindmica de penetracion de los proyectiles en arena y arcilla fue un tema
importante en balistica [1]. Los experimentos iniciales se centraron en la fuerza de resistencia en
penetraciones horizontales a bajas velocidades ((v < 100 m/s) [2-5]. Poncelet [3] plante6 una fuerza
de resistencia total dada por la suma de dos términos: un término de friccion constante més un
término viscoso, similar al de los fluidos, proporcional al cuadrado de la velocidad. A principios del
presente siglo, la comprension de la formacion de crateres por impactos motivo estudios a escala de
laboratorio sobre el impacto y la penetracion vertical de proyectiles en camas granular [6-8, 14—16]
En este contexto, la dindmica de un proyectil de masa m que cae a través de un medio granular bajo
la influencia de la gravedad g se aproxima bien mediante la expresion:

mz = mg — F(z) —nz? (1)

Donde F(z) es un término de friccion, a menudo tomado como lineal con la profundidad z [14,16],
y es una constante. Estudios mds recientes proponen la adicién de un término lineal con la velocidad
debido a la fuerza de resistencia viscosa [17, 20] , o una ecuacion diferencial lineal basada en el
andlisis de profundidad de energia [24]. También se informé que el término de friccién escala como
la raiz cuadrada de la densidad del medio granular y el proyectil, que es tipicamente més grande
que la combinacion de presion hidrostética y la ley de friccion de Coulomb [26]. Sin embargo, en la
ref. [23], se demostré que F(z) estd determinada por la fuerza normal proporcional a la superficie
del intruso. Esta fuerza se establece mediante un coeficiente de friccion, presion hidrostética y el
tamafio y la forma del proyectil. La dependencia lineal de la profundidad sélo se recupera para los
proyectiles esféricos cuando z es mayor que el didmetro de la bola [19,23]. Por otra parte, el término
de friccién F(z) se hace constante si un proyectil penetra muy profundamente en una columna
granular hasta llegar a la zona donde la presion satura debido al efecto de Janssen [15,18,21]. Esto
ocurre si la densidad del proyectil es mucho mayor que la densidad de los granos confinados [21], o,
como se muestra en el presente trabajo, para las fracciones de empaquetamiento bajo. De acuerdo
con todo lo anterior, el movimiento del proyectil estd bien descrito por:

mZ =mg —xA(l — e_z/x) —nz? (2)

Donde k es una constante, y A es una longitud de saturacion [21]. Finalmente, cuando el pro-
yectil estd llegando al fondo de la columna, la fuerza de resistencia aumenta exponencialmente
como F(z) o< e~¥/3, donde & es una escala de longitud caracteristica para detectar el fondo del
contenedor [15]. En conclusién, el término de friccion estdtica F(z) muestra diferentes regimenes:
proporcional a la profundidad z, saturacion a grandes profundidades y crecimiento exponencial a
medida que el proyectil se aproxima a al fondo.
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Si bien en las ultimas décadas se han realizado numerosos experimentos a escala de labora-
torio para estudiar sistematicamente la dindmica de impacto en medios granulares y explicar la
dependencia con pardmetros como: la profundidad de penetracion, la masa del proyectil, tamafio
del grano, entre otros. En este trabajo en particular nos centramos en dos aspectos: a) medir la tran-
sicion entre diferentes regimenes y describir la dindmica con una dnica ecuacién para F(z), y b)
explorar el efecto del tamafio del proyectil y el factor de empaquetamiento (este dltimo, raramente
analizado) en la dindmica de penetracion a grandes profundidades.

Apoyandonos en trabajos anteriores podriamos esperar, que en el caso de la dependencia de la
fuerza de resistencia con el didmetro, ocurra uno de dos casos; el primero que siga una relacién de
proporcionalidad con d,% como se reportd en [23] o una dependencia dg tipo fuerza boyance como
se reportd en [19]. En cuanto al factor de empaquetamiento es riesgoso aventurarnos a predecir la
forma de la dependencia, sin embargo, sabemos que este pardmetro ha de jugar un papel decisivo
en la dindmica de penetracion, ya que se debe considerar que, en contraste con los fluidos, cualquier
fuerza aplicada a un medio granular es transmitida de manera inhomogénea y anisotropica a través
de cadenas granulares de fuerzas. Otra aspecto que se debe tener en cuenta, es que, para que un
objeto se mueva dentro de un medio granular, todos los granos que impiden su movimiento deben
desplazarse de su trayectoria, requiriendo una reorganizacion del material en las inmediaciones por
donde éste se mueve. Luego, sabemos que el factor de empaquetamiento estd directamente rela-
cionado con la inhomogeneidad de la propagacion de la fuerza, debido a que de su valor depende
la formacion de cadenas de fuerza, al igual que favorece o dificulta la reorganizacion del grano al
paso del intruso. Por consiguiente, es evidente que la dindmica de penetracion en un medio granular
guarda una fuerte dependencia con el factor de empaquetamiento. Para dar respuesta a estos inte-
rrogantes, sé disenid y construyd un montaje experimental que permitiera observar y analizar como
intervienen dichos parametros en la dindmica de un intruso esférico que penetra cuasi-estaticamen-
te (1.1 cm/s) en un medio granular (poliestireno), dichas condiciones experimentales nos permiten
descartar el término viscoso a diferencia de las refs. [21,25].

El documento esta estructurado de la siguiente forma: En el capitulo 1 se hace una breve re-
vision de caracteristicas propias de la materia granular. Tales como: Factor de empaquetamiento,
efecto Janssen, fluidizacion, etc. En el capitulo 2 se mostrard una breve revision de los anteceden-
tes historicos donde se evidencian los trabajos llevados a cabo y que han contribuido a la evolucién
de las ecuaciones que describen la penetracion en medios granulares. En el capitulo 3 se presen-
tard el dispositivo empleado, los resultados experimentales y la discusion de los mismos, asi como
sus posibles implicaciones. Finalmente, se presentaran las conclusiones a las que se lleg6 con esta
investigacion.




Materia Granular

Consiste en un conjunto de particulas macroscopicas que interactiian entre si mediante fuerzas
de contacto. El tamafio de las particulas que constituyen estos materiales va desde algunas micras
hasta el tamafo de objetos como los meteoritos. La consideracién hecha para establecer el tamafio
minimo de las particulas en materia granular, es aquel tamafio donde las fluctuaciones térmicas
no afectan la dindmica de las particulas, es decir, cuando E), /kgT > 1, lo que corresponde a un
diametro superior a 10~%m.

La caracteristica mds importante de estos sistemas es su comportamiento altamente disipativo,
como resultado de una alta frecuencia de colisiones que se producen entre los elementos consti-
tuyentes del medio granular, especialmente para sistemas granulares densos. Veamos esto con un
sencillo ejemplo ilustrativo, si se suelta una pelota de tenis desde cierta altura inicial 4 respecto al
suelo, la pelota rebotard contra éste varias veces perdiendo energia cinética en cada rebote, hasta
que se detiene. Ahora, si se depositan un gran nimero de pelotas de tenis iguales entre si en una
bolsa y se dejan caer desde la misma altura inicial 4, el conjunto de pelotas en la bolsa rebotard una
vez. La explicacion a la gran diferencia en el nimero de rebotes en los dos casos, se debe por un
lado a la fuerza de friccion entre las superficies y por otro al gran nimero de choques inelédsticos
entre las pelotas, haciendo que en un medio granular denso la energia se disipe rapidamente dejan-
do como energia predominante a la energia potencial gravitatoria mgd, donde d corresponde a la
altura igual al didmetro de la particula.
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1.1. Conceptos fundamentales en materia granular

1.1.1. Cadenas de esfuerzos

En materia granular sedimentada una particula debe ser sostenida por las particulas con las
cuales hace contacto, es decir, por las que se encuentran debajo y a los lados y éstas a su vez
deben ser soportadas por las demds abajo y asi sucesivamente hasta llegar al fondo o las paredes
del contenedor. Los mismo ocurre si aplicamos una fuerza externa sobre la superficie de un materia
granular, ésta se distribuird entre todas las particulas a través de los puntos de contacto. Por esta
raz6én podemos permanecer de pie en la arena sin hundirnos, pues el peso se redistribuye en muchos
granos de arena. Un experimento que permite ver este particular comportamiento de la materia
granular fue el realizado por Dantu [9], donde se emple6 como medio granular un conjunto de
cilindros de vidrio ubicados en un recipiente transparente. Los cilindros se dispusieron dentro del
recipiente perpendiculares al plano de la figura. Al comprimir la columna de cilindros con un piston
se observo una especie de mapa que describia la distribucion de tension en el material (Figura 1.1)
y es a lo que se denomina cadenas de esfuerzos.

Figura 1.1: Imagen a la izquierda muestra la distribucién de estrés observado en un medio granular bidi-
mensional bajo una tensién aplicada y la imagen de la derecha muestra la configuracién de las cadenas de
fuerza, a partir del impacto de un disco sobre un medio de cilindros fotoeldsticos. Imagen tomada de la
referencia [10] y [11] respectivamente.

Otro trabajo que permiti6 visualizar las cadenas de esfuerzos, fue un trabajo realizado recien-
temente por Behringer et. al. [11], quienes estudiaron mediante video de alta velocidad la pro-
pagacién de la onda de choque en un medio granular mediante la visualizacién de las cadenas
de esfuerzos. Para ello, utilizaron discos fotoelésticos entre plexiglas estrechamente espaciadas.
Cuando un esfuerzo actua sobre un disco, este cambia su direccion de polarizacion ilumindndose.
El efecto colectivo permite visualizar las cadenas de esfuerzo. Véase figura 1.1.
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1.1.2. Factor de empaquetamiento

El factor de empaquetamiento es una cantidad adimensional, generalmente representada por la
letra ¢. Este pardmetro permite saber que tan compactas se encuentran las particulas entre si en
un arreglo granular, entiéndase por arreglo granular, a una cantidad de granos depositados en un
contenedor. Para conocer el valor de ¢, basta con realizar el cociente del volumen de granos y el
volumen total ocupado o volumen aparente, este ultimo hace referencia al volumen que ocupan los
granos dentro del recipiente méas el volumen de los huecos entre ellos, es decir:

_ Volumen de los granos

¢

(1.1)

~ Volumen total ocupado’

El factor de empaquetamiento siempre toma valores en el rango 0 < ¢ < 1, para medios granu-
lares poco densos como los gases granulares ¢, tomara valores mayores, mientras que para el caso
de sistemas mds densos ¢ tomard valores cercanos a la unidad. Un ejemplo de estos ultimos, son los
factores de empaquetamiento medidos para materiales monodispersos (particulas de igual tamaio).
Imaginemos que vertimos una cantidad de este tipo de material en un recipiente y los granos se
agrupan bajo la accion de la gravedad, el factor de empaquetamiento que se alcanza estd alrededor
de 0.56 y es conocido como Loose Packing. Luego si se golpea (tapping) el recipiente que contiene
dicho material, se obtendra un empaquetamiento de 0.68 conocido como Random Close Packing
y finalmente la méxima compactacion la conseguiremos al acomodar de forma hexagonal a las
particulas monodispersas, de aqui su nombre Hexagonal Close Packing y su valor es de 0.74.

El factor de empaquetamiento ademas de depender de la forma en que los granos son deposita-
dos, también depende de las propiedades de los granos como su forma y textura. Un ejemplo de esto,
es el empaquetamiento aleatorio de elipsoides estudiado por Donev et al. [12], donde encontré que
el valor de ¢ en este estado es de aproximadamente 0.74, que es el mismo valor alcanzado con es-
feras monodispersas en una configuracion HCP (Hexagonal Close Packing). Esto se debe a que un
mayor factor de empaquetamiento esta directamente relacionado con el nimero de contactos de las
particulas. Por ejemplo, para los esferoides empleados (dulces m&m) el numero de contactos por
particula es de Z ~10 en comparacion con Z ~6 para esferas. Esta diferencia se atribuye al nimero
de contactos resultante de los grados de libertad adicionales de rotacion de los elipsoides. Por lo
tanto se requerirdn mas contactos por particula para eliminar todos los grados de libertad locales y
colectivos y garantizar el atascamiento, visto desde otro punto de vista, para formar mas contactos
se necesitard un empaquetamiento mas compacto de las particulas.

1.1.3. Dilatancia

En 1885, Reynolds llega a la conclusiéon que un medio granular cambia su factor de empa-
quetamiento cuando es sometido a una presion externa. Para llegar a esta conclusion realizé un
experimento sencillo: llené un recipiente de caucho con arena y agua de color a través de un orifi-
co, luego introdujo un tubo de vidrio en el orificio y el agua alcanz6 cierto nivel en el tubo, seguido




6 1.1. Conceptos fundamentales en materia granular

de esto procedi6 a presionar el recipiente, entonces el nivel del agua en el tubo descendi6 contrario
a lo que se esperaria si el recipiente contuviese solo liquido. La explicacion dada por Reynolds a
este fendmeno, es que al ser comprimido el recipiente los granos de arena cambian de posicion
como respuesta a la presion aplicada, lo que produce un cambio en el volumen poroso del material
granular, el agua ocupa este nuevo volumen y como resultado el liquido en el tubo desciende. A
este fendémeno lo denomino Dilatancia de Reynolds.

Figura 1.2: Efecto de dilatancia de Reynols.

Un claro ejemplo de dicho fenémeno es lo que ocurre a medida que caminamos sobre arena
mojada, la arena parece secarse alrededor de las huellas y no es otra cosa que la dilatancia, ya que
la presion que ejerce el peso de la persona sobre la arena genera que ésta aumente su volumen
poroso y el agua superficial sea absorbida, lo cual da el efecto transitorio que la arena se seca.

1.1.4. Efecto Janssen

Al depositar un liquido en un contenedor resultard que la presion en el fondo de éste crece a
medida que se aumenta la altura, h, de la columna de dicho liquido, esta presion es conocida como
presion hidrostatica y su magnitud se determina a partir de la siguiente expresion:

P =pgh. (1.2)

Ahora, si en lugar de un liquido es depositado un material granular en el contenedor, nos
podriamos preguntar si la presion en el fondo del contenedor se comporta igual a como lo hace
con un liquido. Seguramente esta misma pregunta se la formul6 el ingeniero aleméan H. A. Janssen,
ya que midi6 la presion de granos de maiz en silos. Uno de sus principales resultados publicado
en un articulo en 1895, reporté que la presiéon del maiz en un silo crece con la profundidad, pero
ésta dejard de incrementar a cierta altura de grano, es decir alcanza un valor de saturacién. Cono-
ciendo esto Janssen elabor6 un modelo equivalente a la férmula barométrica para materia granular,
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partiendo de la suposicién que las paredes del contenedor soportan parte de la tension. Para tener
mayor claridad del trabajo realizado por Janssen, a continuacion se presenta una deduccion de la
expresion para la presion ejercida por un medio granular, el cual es tratado como un medio conti-
nuo [13, pag 84-86].

Inicialmente considérese un elemento de volumen dv de materia granular que se encuentra en
reposo dentro de un contenedor cilindrico (ver imagen 1.3), por lo tanto la fuerza neta ejercida
sobre el elemento de volumen dv por el medio ambiente debe ser nula. Ahora si recordamos que las
fuerzas internas granulares se dispersan en todas las direcciones a través de las cadenas de esfuerzos
(Figura 1.1). Debido a esta dispersion, una parte de la tension vertical que se origina por la gravedad
es soportada tanto por la pared lateral como por la pared inferior. Para considerar dicha distribucién
de la fuerza, Janssen empled una simple relacion entre la presion vertical P, y la presion horizontal
Py.

Py =xPy, (1.3)

donde K es un pardmetro que varia de 0< k <1

e

2

z+dz

B -+ dp,
\_______/R

Figura 1.3: Esquema de la presion ejercida por una columna granular en un contenedor cilindrico.

En este modelo las fuerzas que actdan sobre dv son:

» La fuerza (hacia arriba) que ejerce el medio granular que se encuentra debajo.

= La fuerza (hacia abajo) que ejerce el medio granular que descansa sobre el elemento de
volumen.

= El peso del elemento de volumen.

= La fuerza (horizontal) ejercida por la pared del contenedor, esta fuerza es de caricter disipa-
tivo, debido a la fuerza de friccion presente entre el medio granular y la pared del silo, como
resultado se tendra que la pared soporta parte del peso del medio granular.
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De acuerdo con lo anterior la ecuacion de balance de fuerzas sobre el elemento de volumen de
medio granular es:
(P,4+dP,)A — P,A — pgAdz+ uP,A =0, (1.4)

el ultimo término de esta expresion corresponde a una fuerza de friccion de Coulomb y el drea A
del elemento de volumen corresponde al drea lateral de un cilindro (2nRh) que en nuestro caso
resulta ser Ldz, con lo cual tenemos:

P,A+dP,A— P,A — pgAdz+ pPyLdz =0 (1.5)

AdP, = (pgA —uP,L)dz, (1.6)

al escribir P, en términos de P, a partir de (1.3) la anterior expresion resulta ser:

AdP, = dz(pgA — uxP,L). (1.7)
Esta ecuacion puede ser escrita de forma diferencial:
dPy  uxL
—+—P = 1.8
PR 2 (1.8)
al multiplicar por un factor exp(uxLz/A), esta ecuacion diferencial se transforma en:
d KL KL
e {Pvexp ('UTZH = pgexp (‘UTZ) . (1.9)

Al integrar desde z=0 (superficie libre del medio granular) hasta una profundidad z y usando la
condicién de contorno p,(z = 0) = 0, resulta:

_psAl _HxL
PV_IUKL{I exp( Az)}. (1.10)

Si se consideran dos casos limites: Uno para el caso de columnas grandes de medio granular
(z> A/uxL) el término de la exponencial serd muy pequefio, de forma tal que en este limite la
ecuacion (1.10) nos dice que la presion satura y adquiere un valor constante: Py, = pgA/uxL, si
consideramos que A=tR?> y L = 2nR se puede reescribir como: Py, = g%. Esto indica al agregar
mas material granular sobre la columna no se vera reflejado en un incremento en la presion en el
fondo del silo. Este es una de las principales diferencias del comportamiento entre un liquido y un
medio granular. El segundo caso contempla columnas pequefias de medio granular (z < A/uxL),
escribimos el término exponencial que aparece de la ecuacion (1.10) como un desarrollo en series
de Taylor hasta primer orden, de forma tal que se obtiene que P, = pgz. Es decir, solamente para
columnas de medio granular pequenas, el comportamiento serd como en el caso de la presion ejer-
cida por una columna de liquido. En la figura 1.4 se representa el comportamiento de la presion
tanto en columnas de liquido como de material granular.
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Figura 1.4: Griéfica cualitativa del comportamiento de la presién P,(z) obtenido a partir de la relacién P, =
KP,.

1.1.5. Fluidizacion

Proceso en el cual las particulas s6lidas que conforman un medio granular se comportan como
un fluido al suspenderse por la accion de flujo ascendente inyectado y que circula por los espacios
entre las particulas, provocando una disminucion de la presion entre ellas. Lo anterior corresponde
a lo predicho por la ecuacion de Ergun (1.11):

APT (1—¢€,)?> put 1—g,p(ut)?
—— =150 1.75 1.11
L & (@) e @y (1D

valida para cualquier valor de Re:

A continuacion se enlista a que corresponde cada uno de los términos que aparecen en la ecua-
ciéon (1.11):

= AP = pérdida de presién manométrica, debida al rozamiento, (N/mz)

= [= Altura del lecho granular

= ¢, = porosidad media del lecho o fraccién volumétrica de huecos (equivalente a €)
= u = viscosidad del fluido (kg/(m.s))

» " = velocidad superficial del liquido, calculada a seccion total libre (m/s)

= d; = factor de esfericidad

» d,, = Tamaiio de la particula

p = densidad del fluido (kg/m?)
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Si se inyecta un fluido a un medio granular y se incrementa poco a poco su caudal, la presion
entre las particulas disminuird progresivamente hasta llegar a un punto en que la fuerza de roza-
miento entre las particulas sea igual a su peso aparente (peso real menos empuje), haciendo que
éstas sufran un reordenamiento y opongan menos resistencia al desplazamiento del fluido, con lo
cual el medio granular se expande, quedando suspendido en la corriente de dicho fluido.

A caudales de circulacion bajos, el segundo término de la ecuaciéon de Ergun es despreciable,
con lo que (1.11) resulta en la ecuacion de Blake-Kozeny para flujos laminares. Por el contrario a
caudales elevados el segundo término se hace apreciable indicando que el régimen de circulacion
es turbulento.

A continuacion se aclaran algunos conceptos relevantes al momento de estudiar la circulacion
de fluidos a través de solidos y los cuales se encuentran presentes en la ecuacion de Ergun, tales
como: La velocidad superficial, u™, para ello considere el lecho fijo de una cama granular, por el
que circula un fluido, tal como se muestra en la Figura 1.5.

5 X
S = w/4D? Y

Lo

Figura 1.5: Vista esquematica de un lecho granular por el que circula un fluido a una velocidad superficial

ut.

La velocidad superficial, u™, con que circula el fluido, se calcula como el cociente del caudal
Q(m?>/s) y la seccién S del cuerpo geométrico siendo D el didmetro del tubo cilindrico.
Otro concepto que cabe aclarar es la esfericidad, pues generalmente encontraremos que las particu-
las que conforman un medio granular no son totalmente esféricas, su geometria es irregular y el
parametro que nos permite definir dicha geometria es la esfericidad o factor de esfericidad (Py),
definido como:

@ drea super ficial de la esfera
S prm—

& . (1.12)
drea super ficial de la particula

Finalmente la porosidad o fraccion de huecos €, que es igual a la relacion del volumen de poros
y el volumen total.




Antecedentes

2.1. Trabajos previos acerca del estudio de la dinAmica de im-
pacto en materia granular

El impacto de meteoritos en la superficie arenosa de la Luna y de otros cuerpos celestes mo-
tivo que, durante las dltimas décadas, se hayan realizado numerosos experimentos a escala de labo-
ratorio para estudiar sistemdticamente la dindmica de impacto en medios granulares y explicar la
dependencia con parametros como: la profundidad de penetracion, el factor de empaquetamiento,
la friccion de deslizamiento, la masa del proyectil, entre otros. Distintas dependencias relacionando
dichos parametros en forma de leyes de potencia se han planteado.

2.1.1. Ecuacion de Poncelet

Un primer trabajo fue el realizado por Poncelet en 1829, donde propuso que la fuerza que actia
sobre un objeto que penetra horizontalmente, es igual a la suma de dos términos: un término de
friccion constante mas un término viscoso proporcional al cuadrado de velocidad similar al de los
fluidos:

Fp = F;+ow? 2.1)

donde o es una constante positiva y F; es la fuerza de friccidn estitica de Coulomb constante, por
lo que esta ecuacion no es del todo vdlida para el caso de penetraciones verticales, ya que un objeto
cuyo peso sea mayor que la fuerza de friccion se hundiria indefinidamente en el medio. Este caso
puede ocurrir, pero con algunas condiciones especiales que discutiremos mas adelante.

11
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2.1.2. Dinamica de penetracion en arenas movedizas secas (quicksand)

En el afio 2004, D. Lohse et al. [14], estudiaron la penetracién de un proyectil en una cama
de arena fluidizada; al fluidizar la arena mediante la inyeccién de aire desde la parte inferior del
recipiente lograron disminuir su factor de empaquetamiento desde 0.55 hastas 0.41, bajo estas con-
diciones un proyectil que se deja caer en este medio puede penetrar varias veces su didmetro.

Figura 2.1: Instantineas del experimento de hundimiento esfera en arena movediza seca (Quicksand). Imagen
tomada de la referencia [14].

Al estudiar la dindmica del proyectil encontraron que la ecuaciéon que describe la fuerza que
opone el medio granular aumenta linealmente con la profundidad z, como:

(m~+mp)z =mg—xz, (2.2)

donde my4 corresponde a la masa de granos de arena que se aceleran junto con el proyectil, en
cuanto al término Kz, por simplicidad los autores suponen que se trata de una friccién de Coulomb
F. debido a las fuerzas normales del borde. Recordemos que la fuerza de Coulomb est4d dada como:
F. = uyPA donde us, P y A son el coeficiente de friccion, la presion en la superficie de la esfera
y el area de contacto, respectivamente. Ahora bien, si se consideran dos condiciones: La primera
que uy y A son constantes con lo cual: F¢ o« P. La segunda condicion, que la presion granular
en el recipiente sea aproximada a un término hidrostitico en un régimen donde la profundidad
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es superficial, por lo tanto, se tiene que la presion es proporcional a la profundidad, P o< z y por
consiguiente, F¢ es proporcional a z.

2.1.3. Efecto del fondo del contenedor en la fuerza de penetracion en impac-
to de un proyectil en un medio granular

El efecto de las paredes del contenedor en la dindmica de penetracion en materia granular fue
estudiado en el 2004 por Stone et al. [15]. Quienes encontraron al medir la fuerza de friccion que
experimenta una placa cuando se aproxima al fondo del contenedor aumenta rdpidamente como
resultado de los granos atascados frente a la placa.

Para cuantificar el efecto del fondo del contenedor se llevaron a cabo dos mediciones de fuerza
por separado. Una de ellas fue la fuerza F(z) medida para una profundidad z,,,,=112 mm (trazo na-
ranja) y la segunda para z,,,,=230 mm (trazo verde). Esta tltima fue usada para obtener la medida
de la fuerza de penetracion sin los efectos del fondo para un rango de profundidades superficia-
les, considerablemente menores a 230 mm. A esta fuerza que no se ve afectada por el fondo del
contenedor se le denomind Fy,;; (linea azul) como se puede apreciar en la figura 2.2. Luego para
obtener directamente una medida de la influencia del fondo del recipiente emplearon la siguiente
expresion: AF (z) = F(z) — Fpuk(2)

F(N)

L |
0 =
0 50 100 150 200 250
Z (mm)

Figura 2.2: Efecto sobre la fuerza penetracion experimentada por un objeto que se aproxima al limite inferior
s6lido de una muestra granular. Imagen tomada de la referencia [15].

En la figura 2.3 se muestra el comportamiento de AF(z) para profundidades cercanas al fondo
del contenedor, el cardcter semi-logaritmico indica que cerca del fondo la variacion de la fuerza de
penetracién describe un comportamiento tipo exponencial de la forma e~%/*, donde A es una escala
de longitud intrinseca que tiene una dependencia de la raiz cuadrada del cociente del radio de la
placa y la tension granular local inducida por la placa penetrante cerca del limite inferior y a su vez
es independiente de la velocidad de penetracion y del didmetro del grano, dicho comportamiento y
dependencia se puede evidenciar en la figura 2.3.
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Figura 2.3: Datos experimentales de la fuerza de penetracion diferencial escalada. Imagen tomada de la
referencia [15].

2.1.4. Ley unificada de fuerza de penetracion en medios granulares

En 2007, H. Katsuragi, y D. Durian [16] consiguen plantear una ley unificada de fuerza. Par-
tiendo de la expresion propuesta por Tsimring y Volfson [8], quienes argumentan que la fuerza total
que actiia sobre un proyectil penetrando un medio granular debe ser igual a la suma del peso del
proyectil mas la fricciéon de Coulomb mas el arrastre inercial, lo que se expresa como:

2

LF=-mgtF(o)+7 (2.3)

donde m es masa del proyectil, v corresponde a la velocidad del proyectil y d; es una escala de lon-
gitud caracteristica, la cual se supone independiente de la profundidad z alcanzada por el proyectil.

Katsuragi y Durian buscaban esclarecer de la ecuacién de Tsimring y Volfson (2.3) la depen-
dencia para la fricciéon de Coulomb y comprobar la forma dada para la fuerza de arrastre inercial.
Para lograr su objetivo, fijaron una aceleracion a una profundidad z; dada y consideraron la segunda
ley de Newton, con lo cual (2.3) toma la siguiente forma:

2
LG 2.4)

di
Para lograr su objetivo, miden la dindmica de proyectiles, en este caso emplearon una esfera de
acero de 1 pulgada de didmetro, la cual se dejo caer en un medio de esferas de vidrio no cohesivas.
Inicialmente se analiz6 la velocidad y aceleracion experimentadas a unas profundidades estableci-
das; z; =0,—1,—2,—3,—4+£0,1 cm. Los resultados muestran en la figura 2.4, donde cada punto
representa una altura de caida diferente y las cinco profundidades fijas estian representadas por los
cinco colores. Los resultados son cuadratico en la velocidad y arrojaron el mismo factor de pro-
porcionalidad para d;, dicho en otras palabras, el proyectil experimenta una fuerza mv? /d; que es

independiente de la profundidad, resultado que concuerda con los estudios de Tsimring y Volfson.
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Figura 2.4: Aceleracion total a + g vs velocidad para cinco profundidades z;, las curvas representan los
ajustes. Imagen tomada de la referencia [16]

En cuanto a la forma de la friccion Coulomb fue examinada usando el valor de d; obtenido
anteriormente. Expresando la ecuacion (2.4) como:

2
I (2.5)
m d;

Luego se evalu6 el lado derecho de (2.5) y los resultados obtenidos se grafican como funcién
de la profundidad (z) alcanzada por el proyectil (Fig 2.5), encontrando que los datos se ajustan a la
forma lineal F(z) = x|z|

De esta forma logran establecer la denominada ley de fuerza unificada, que tiene la forma:

2
my
Y F=—-mg+xz| ——, (2.6)
d
donde queda por determinar por ajuste de los datos experimentales los valores precisos de K 'y
d1 midiendo la aceleracion del proyectil para distintas masas.

2.1.5. Impacto granular y estado de empaquetamiento critico

Goldman y Umbanhowar en el 2010 [20], llevaron a cabo un experimento que consistié en de-
jar caer una esfera de acero con un radio R = 1.98 cm de masa total m = 270 g, con velocidades
iniciales de colisién en un rango de (0 a 350 cm / s), el medio granular empleado fueron esferas de
vidrio de didmetro d= 300 um y densidad p = 2.52 g/cm?. El estado de empaquetamiento del medio
fue controlado en un rango de 0.57 < ¢ <0.63. Para determinar cdmo el empaquetamiento afecta
la fuerza de friccidn experimentada por el proyectil, midieron la aceleracion vertical a de manera
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Figura 2.5: Aceleracién total a + g vs la profundidad. Imagen tomada de la referencia [16].

directa con la ayuda de un acelerometro que se ubico sobre la esfera.

A partir de los resultados obtenidos los autores encontraron que la fuerza de arrastre se ve sig-
nificativamente afectada por ¢ o que ¢ se ve afectado por cambios en la fuerza de impacto de la
siguiente forma: Si el medio se encuentra en un estado de empaquetamiento critico con ¢, = 0.591
y que esta definido, como el estado donde la fraccién de volumen es constante bajo cizallamiento,
encontraron que éste no cambia después del impacto, cuando ¢ < ¢, se produce una compactacion
del medio como resultado del impacto y para ¢ > ¢. se produce una dilatacion.

A partir del seguimiento de las trayectorias del proyectil (circulos en la figura 2.6) encontraron
que al aumentar la profundidad la fuerza de impacto aument6 para A¢p < 0, disminuy6 para A > 0
y no presentd mayores cambios para A¢ = 0, siendo Ap = ¢y — @9, donde ¢ indica la factor de
empaquetamiento final después del impacto. Luego procedieron a comparar las diferencias entre
sus resultados experimentales (limites entre los contornos de isofuerza o limites de las regiones co-
loreadas en la figura 2.6) con la ecuacion (2.6) de la ley de fuerza unificada de Katsuragi y Durian,
con lo que encontraron que el modelo (curvas blancas) subestima la fuerza de impacto tanto para
pequenas profundidades y velocidades, y A¢ < 0, mientras que para Ad > O se sobreestima la fuerza
a grandes profundidades y pequefias velocidades. Concluyendo asi, que la expresion de Katsuragi
y Durian sélo es vélida para ¢ = ¢, y a grandes velocidades.

Los resultados experimentales (ver figura 2.7) también revelaron que el coeficiente 1/d; del
término de fuerza de arrastre inercial en la ecuacion (2.6) aumenta con z para A¢ > 0, para valores
de ¢ =~ ¢, es independiente de la profundidad y disminuye con z para A¢ < 0, a tal punto que a
grandes profundidades puede tomar valores negativos, lo cual carece de sentido fisico.

lo anterior indica que se debe descartar la idea de separar la fuerza de resistencia en dos térmi-
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mald

Figura 2.6: Contornos de isofuerza (limites de las regiones coloreadas), contornos predichos por la Ec. (2.6)
curvas blancas) y trayectorias del proyectil (circulos) para empaquetamientos (a) mas abajo, (b) en, y (¢) por
encima del estado de empaquetamiento critico. Imagen tomada de la referencia [20].

nos, donde uno de ellos, el inercial, dependa tinicamente de la velocidad v2. Los investigadores
proponen que un término lineal con la velocidad debe ser adicionado a la fuerza de friccion, proba-
blemente debido a los cambios en el flujo asociado con la compactacion y la dilatacion del medio.
Lo que resultaria en una expresion de la forma:

F=C+ b + o (2.7)
= Vv —Yy .
VvRg  Rg '

donde C y o son constantes libres de variar con la profundidad, y esta tltima siempre resulta ser
positiva y casi independiente de la profundidad para todo ¢.
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Figura 2.7: Variacién de o’ con la profundidad y su dependencia con A¢. Las barras de error aumentan a
medida que el rango de medida v disminuye con z. S6lo cerca A¢p = 0 es o’ independiente de la profundidad.
Imagen tomada de la referencia [20].

2.1.6. Penetracion en medios granulares en el limite de bajas densidades

En 2011, Pacheco-Vazquez et al. [21], encontraron que cuando un proyectil de densidad p,, pe-
netra en un medio granular, donde la magnitud de larazén p,,/p,, es aproximadamente de dos o mas
ordenes de magnitud menor en comparacion con la densidad del proyectil. Esta enorme diferencia
entre las densidades es una condicidén que permitird a un proyectil penetrar grandes profundidades
hasta alcanzar una velocidad terminal, tal como lo hace un paracaidista en el aire. Un medio que
cumpla con dicha condicién estard en lo que los autores denominaron como el “limite de bajas
densidades” puesto, que no se han reportado razones de densidades con valores mayores y no son
posibles utilizando materiales granulares tipicos. Para llegar a esta conclusion se llevé a cabo el es-
tudio de la dindmica de 18 esferas con masas diferentes, m = 15, 26, 35, 46, 52, 64, 75, 79, 84, 92,
100, 111, 121, 139, 145, 154, 160, y 182 g. Estas fueron lanzadas desde la parte superior de un silo
de 6 m de altura, en el cual se dispuso aproximadamente 1 m> de esferas de poliestireno expandido
de densidad media p,, =0.01440.002 g/cm?® y didmetros de 2.0 a 6.5 mm, luego se grabaron las
trayectorias de los proyectiles y se extrajeron los datos que permitieron establecer velocidades y
profundidades alcanzadas. Posteriormente se elaboraron graficas de velocidad vs profundidad para
cada masa (Figura 2.8), las cuales revelaron la existencia de una velocidad terminal por encima de
un valor de masa critica.

El resultado anterior claramente contrasta con el término hidrostdtico (kz) de la ecuacién de
Katsuragi y Durian, puesto que dicha dependencia, al aumentar con z, alcanzara a una profundidad
dada un valor suficiente para dominar sobre el peso del objeto. Esto implica que dicha ecuacion
debe ser modificada. Para ello, se debe considerar una caracteristica distintiva de los medios granu-
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Figura 2.8: v contra z, obtenida a partir de las mediciones experimentales. Imagen tomada de la referencia
[21].

lares: la saturacion de la presion con la profundidad debido al redireccionamiento del estrés a través
de cadenas de fuerza hacia las paredes del contenedor, fendmeno conocido como efecto Janssen.
La ecuacion que describe dicha saturacion es:

P(z) = pgh(1—e™/™), (2.8)

donde p corresponde a la densidad del medio, g el valor de la gravedad y A la longitud caracteristica
relacionada con el didmetro del contenedor. Por lo tanto, la tnica forma de obtener una velocidad
maxima en un medio granular es que la friccién en funcién de la profundidad se haga constante
antes de que coincida con el peso del objeto. La ecuacién de movimiento es entonces:

mi=mg -z — kM1 —e 7, (2.9)

los coeficientes K y 1 dependen de los pardmetros del material y la geometria del proyectil. En la
figura 2.9 se muestran los valores nimericos obtenidos con la ecuacion (2.9), se evidencia un gran
acuerdo con los resultandos experimentales representados en la figura 2.8.

Por otra parte, al considerar la aceleracion igual a cero, la ecuacion (2.9) predice la existencia
de una velocidad terminal z = V7 dada por:

2
Vi N ~ (2.10)
La ecuacion (2.9) también implica que existe un proyectil con una masa critica minima capaz
de penetrar una profundidad infinita al alcanzar una velocidad terminal cero. Esta masa estd dada
por m. = xA/g.
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Figura 2.9: v contra z, obtenido por resolucion numérica de la ecuacién (2.9). Imagen tomada de la referencia
[21].

Con el fin de determinar individualmente los pardmetros K y A, consideraron el equilibrio entre
el peso del intruso y la fuerza de friccion cuando el término viscoso es despreciable. Esto nos
permite obtener una solucién para z(= zn), dada como:

Zmin = —Mn(1 —mg/x\). (2.11)

Para encontrar el valor de z,,;, experimentalmente se parte del hecho que la profundidad minima
es aquella donde un intruso ya no se hunde cuando penetra hasta dicho punto con velocidad cero.
Para reproducir esto, se introdujeron cuasiestaticamente las masas en la columna granular descen-
diéndolas muy lentamente (= 1 cm/s) con un hilo de masa despreciable, y se registrd la profundidad
(zmin) @ la que dejan de hundirse, se sustituyen estos valores en (2.11) y se obtiene: | = 342+0.013
g/em y k) =8.1484 0.652 x 10* g cm/s”. Dichos resultados se obtuvieron realizando experimentos
con un valor de empaquetamiento estdndar de ¢=0.64; mientras que la dependencia de la dindmica
y de dichos pardmetros con el empaquetamiento del medio no fue determinada.

Adicionalmente, Pacheco-Vazquez et al. realizaron simulaciones de dindmica molecular 2D
para tener una perspectiva mas cercana de la dindmica del proyectil, especialmente sobre la natura-
leza intermitente de la fuerza que actia sobre un proyectil cuya masa estd por encima de su masa
critica y que desciende en un medio superligero. Los resultados se muestran en la figura 2.10 en
donde se puede apreciar unas instantdneas del intruso y sus alrededores (los recuadros) a diferentes
profundidades, donde la intensidad del color representa la acumulacién de las cadenas de fuerza.
En el lado izquierdo donde se ve mayor intensidad de color, lo que indica un medio mds compacto,
causara que el intruso experimente una mayor resistencia del medio a la penetracion y como resul-
tado el intruso se desacelera. En lo que respecta al lado derecho se observa que el medio estd a un
menor factor de empaquetamiento, por lo que las cadenas de fuerza son mas débiles y el intruso se
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acelera. Es claro que los patrones de oscilaciéon observado en la aceleracion del intruso a medida
que se hunde, son resultado de las cadenas de fuerza que son cargadas y colapsadas de manera
intermitente al paso de éste. Por lo que a pequefias profundidades la amplitud de las fluctuaciones
es pequeia y aumenta con la profundidad, siendo del orden de 0.2 N. Incluso durante el régimen de
velocidad terminal, alrededor de 90 cm de profundidad, donde la fuerza promediada de cinco medi-
ciones (linea verde) es cero, el movimiento del proyectil sigue siendo perturbado por esta dindmica.

Figura 2.10: Simulaciones de dindmica molecular en un silo 2D. La fuerza total que actia sobre un intruso
que cae (masa 17 g). La linea quebrada oscilatoria (a/g vs z) es para un experimento (es decir considerando
s6lo un lecho) y la linea verde es un promedio suavizado de cinco trayectorias obtenidas usando cinco
lechos diferentes. Se representan instantdneas del intruso y sus alrededores que corresponden a grandes
fluctuaciones. Imagen tomada de la ref. [21].

La ecuacion (2.9) de movimiento de un objeto que penetra en un medio granular en el limite
de bajas densidades presentada anteriormente, fue empleada por Altshuler et al. [25], en el estu-
di6 de la dindmica de impacto granular en condiciones de gravedad reducida. Para dicho trabajo
usaron una maquina de Atwood de 15 metros de altura, en la que uno de los contrapesos es un
balde cilindrico de 30 cm de didmetro por 26 cm de profundidad, el cual estd lleno de esferas de
poliestireno expandido (didmetro medio D=5.0 mm, densidad p = 0.014 + 0.002 g/cm?’ y factor
de empaquetamiento ¢ = 0.68 £0.01). El efecto de gravedad efectiva g.rr experimentada por la
esfera (didmetro D=4 cm y masa m=23 g) al hundirse en el medio después de ser liberada a partir
del reposo con ayuda de un mecanismo de liberacién magnética, se controlé con la velocidad con
la que cae/sube el balde. La velocidad aumenta o disminuye sélo con variar la masa del otro con-
trapeso y en consecuencia g,y < g si el balde estd cayendo y se tendrd que g.ry > g si el balde
estd subiendo. La aceleracion producida posterior a la liberacion fue medida instantdneamente con
un acelerémetro de tres ejes inalambricos incorporado en la esfera.
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Con la elaboracion de gréficas de profundidad de reposo, Zyeposo, figura 2.12 (a) y el tiempo de
repos0, freposo, figura 2.12 (b) vs g.rs encontraron que Zy.poso €S independiente de g, ¢y mientras

1/2

qUE treposo €scala como ge_f .

Figura 2.11: () Zeposo VS gefy datos experimentales (circulos negros) y simulaciones (diamantes blancos).
(b) treposo VS gerr- El ajuste a los datos de simulacion arrojan una ley de potencia con exponente -1/2. Imagen
tomada de la referencia [25].

Para explicar la escala del tiempo de reposo con g. s emplearon la ecuacion de movimiento de
Pacheco-Vizquez: ma = mg —mv* —xA(1—e¥/*), donde el término de arrastre (nv?) se desprecia,
debido a que la esfera se suelta a partir del reposo en el medio y éste es relativamente ligero. La
ecuacion de movimiento resulta ser:

ma = mgerr—KA(1 —e UM, (2.12)

usando la relacién a = d?z/dt* = vdv/dt 1a ecuacion (2.12) se reescribe como:

dv . oA —z/A
VE_geffll E(l e )]dz, (2.13)
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al integrar esta ecuacion con respecto a z (con las condiciones iniciales zg=0 y vo=0) obtuvieron:

1 A A2
LIS {Z(l _ %) _ O e 1)} , (2.14)

2 m

luego, al despejar el término de velocidad, sacar la raiz cuadrada a ambos lados e integrar una vez
mas, resulta:

Zreposo (X)\- 067\.2 —1/2
,repm:(zgeff>—1/2/0 " K1——>+—(1—e—z/x)} , (2.15)

m m

1/

de donde concluyeron que #,¢poso < g;f 7 2, ya que el término de la integral es independiente de g, .
También emplearon la aproximacion (2.14) para demostrar que Zyeposo €8 independiente de ges.
Consideraron que cuando la esfera en el medio llega a un estado de reposo, es decir cuando v=0, el
lado izquierdo de la ecuacién (2.14) se hace cero, entonces:

A A2
<1 - OL_)ZVeposo = (x_(e_zmmw/x - 1)7 (2.16)
m m

debido a que ésta es una ecuacion transcendental que no puede ser resuelta analiticamente, por
simple inspeccion los investigadores concluyeron, que al no estar presente el término g.r en esta
eXpresion, Zyeposo €8 independiente de g, 7.

2.1.7. Fuerza de friccion vertical experimentada por intrusos de diferentes
formas y tamanos.

Brzinski et al. [23] Midieron la fuerza de friccion cuasiestatica que actda sobre intrusos que se
mueven hacia abajo en un medio granular, para asi poder determinar hasta qué punto ésta actia en
direccion normal o tangencial a la superficie del intruso. Para descifrar esto, ubicaron a diferentes
profundidades en un medio granular intrusos con diferentes geometrias, tales como: esferas, cilin-
dros y conos. Lo que también les permiti6 estudiar cdmo cambia la fuerza al variar la fraccién de
la superficie del proyectil que se mueve verticalmente hacia abajo en el medio. El medio empleado
fueron esferas de vidrio de diametro 30050 um, densidad aparente p=1.48 g/cm?, angulo de repo-
s0 22 (u=0.40)con un factor de empaquetamiento de ¢=0.59. El material se deposito en un cilindro
acrilico de 19 cm de didmetro a una profundidad de 20 cm. Luego con ayuda de un sensor midieron
para cada profundidad la fuerza maxima que el material granular podria soportar antes de fallar o
colapsarse.

Los autores proponen que la fuerza de friccion total que experimenta un intruso que se mueve
hacia abajo en un medio granular, actuard en direccidn contraria al movimiento del objeto, es decir
hacia arriba y sobre cada uno de los elementos de area de superficie del intruso. Lo cual se expresa
como:
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dF = ou(pgz)dA., (2.17)

donde u es un coeficiente de friccion interno igual a la tangente del dngulo de reposo, pgz es la pre-
sion hidrostatica, dA es un elemento de drea infinitesimal que sefiala perpendicular a la superficie
del proyectil y o es una constante adimensional igual a o« = 35 £ 5, valor que se repite para casi
todos los experimentos.

Para identificar hasta qué punto la fuerza de friccion actda localmente normal o tangencial a
los elementos de area de superficie del proyectil, se integré la expresion (2.17) con dA apuntado
normal y tangencial a la superficie. Los resultados obtenidos fueron:

direccién normal ~ geometria  direccidn tangencial
R’z cilindro R7’
#ﬂpg = tan®9z’ /3 cono tanz®
(R—2z/3)7? esfera, z <R
(z—R/3)R? esfera, z > R (z—0.58R)R?

Luego procedieron a normalizar las mediciones experimentales obtenidas de F(z) con los re-
sultados obtenidos por el método de integracion de la ecuacién (2.17) para los quince intrusos de
diferentes tamafios y formas. Los resultados se trazan en una grafica contra z (figura 2.12) en la cual
se observa claramente como los datos colapsan excelentemente con la expectativa de dF actuando
en direccién normal a los elementos de area de la superficie del intruso, cosa que no sucede con la
expectativa de dF tangencial al intruso. Por otra parte, teniendo en cuenta que las cadenas de fuerza
se extienden desde el proyectil en el medio, formandose y rompiéndose a medida que éste penetra.
Los investigadores consideran que esto puede tener un aporte en la magnitud de la fuerza de fric-
cion total F(z) experimentada por el intruso. Para identificar si esta suposicion es correcta, se hizo
fluir aire de manera controlada a través de los granos, con el fin de disminuir la presion entre ellos,
ya que la velocidad U del aire superficial es proporcional al gradiente de presion de aire a través de
la muestra, lo que modifica el gradiente de presién hidrostética efectivo como pg — pg(1-U/U,)
donde U es la velocidad del aire superficial, igual al caudal volumétrico por drea de la seccion
transversal y U, es la velocidad de fluidizacién a la cual la gravedad y la resistencia del aire se
equilibran y la fuerza de friccién Kz se hace cero.

Teniendo el medio granular fluidizado con la condicién de U = U,, se midié nuevamente la fuer-
za F(z) para los quince intrusos de diferentes tamafos y formas, los resultados fueron escalados por
factores geométricos, asi como por un factor (1-U /U,). Como se puede observar en la figura 2.13
la normalizacion causa un buen colapso, al igual que para los datos obtenido con U = 0, es decir
F(z)/(1-U/U,) es proporcional a R?z para los cilindros, a tan’¢z> /3 para los conos, y es consis-
tente para las esferas. En conclusidn, la fuerza de friccion reducida se puede calcular multiplicando
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Figura 2.12: F contra z. Comparacién entre las mediciones experimentales de F(z) y las expectativas de F(z)
actiando normal y tangencial a la superficie del intruso. Imagen tomada de [23].

kz por un factor de reduccién 1 — U /U,, con lo cual la magnitud de la fuerza de friccion F(z) es-
tard determinada por las fuerzas opuestas que se originan entre el intruso y los granos de alrededor
cargados por gravedad y no por los contactos cargados a través del movimiento del proyectil. Esta
fuerza actuaré a través de cadenas de esfuerzos intermitentes formadas desde un conjunto de puntos
de contacto, grano-superficie local del intruso y actuard aproximadamente en la direccién normal a
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dicha superficie, para extenderse a lo largo del volumen de granos cercanos al intruso. En cuanto a
su magnitud estard dada por el producto entre una constante de proporcionalidad adimensional, el
coeficiente de friccidn, la presion hidrostética y el area del intruso.

L |||| L L LI |||| L L L LI |||| L 2
(a) cylinder, R = 12.7 mm:
1of b + Ul=-104 x -08

oo

— -EqQ.(3a),c=35+5
—--EqQ.(3a), x=69+1

(b) cone,¢ = 20°:
10 4+ un,=-1.04

-
I
o
[=x]

F5 g

— - Eq.(3b), x=35+0.3

1072 U=0,Ald -
=y _
10 el L rranl L1 g araul 1
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1%10° .
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E gl + UNU=-074 |
== > -0.31
- 0.32
— 06 0.48 -
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Figura 2.13: F contra z. Comparacién entre las mediciones experimentales de F(z) obtenidas en un medio
fluidizado (U=U,) con las expectativas de F(z) actiando normal y tangencial a la superficie del intruso
medidas con U=0. Imagen tomada de [23].
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Como se pudo evidenciar de la revision hecha de las diferentes investigaciones que se han lle-
vado a cabo en las dos ultimas decadas, éstas tienen como objetivo establecer las leyes que rigen
la penetracion de un objeto en materia granular y su dependencia con diferentes pardmetros. Sin
embargo, hasta este momento, no se ha reportado un estudio sistematico de la dependencia de la
cinématica y dindmica de penetracién granular con el factor de empaquetamiento. Si bien, este
parametro si se ha considerado en las diferentes investigaciones, pero no se ha variado en un ran-
go apreciable, en general se ha trabajado a un valor de empaquetamiento estdndar. Cabe resaltar
el trabajo realizado en la ref. [20] donde efecivamente se vario el empaquetamiento estandar y se
estudié su dependencia en la dindmica de impacto, lo que les permitié encontrar entre otras cosas,
que la expresion de la ley de fuerza unificada, es valida sélo para medios en un estado de empaque-
tamiento estdndar y a altas velocidades. El medio empleado fueron esferas de vidrio y el proyectil
empleado impactaba a diferentes velocidades y de valor apreciable.

El enfoque de nuestra investigacion se centra en dos aspectos: a) medir la transicion entre dife-
rentes regimenes y describir la dindmica con una dnica ecuacién para F(z), y b) explorar el efecto
del tamaio del proyectil y el factor de empaquetamiento (este ultimo, raramente analizado) en la
dindmica de penetracion a grandes profundidades.
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Dinamica de penetracion granular para
diferententes factores de empaquetamiento

A continuacion se presenta el montaje experimental disefiado y construido en esta tesis, el cual
permitié analizar la dindmica de penetracion de un intruso esférico en una columna granular ul-
traligera. Seguido de esto se presentardn los resultados obtenidos asi como el andlisis hecho a los
mismos. Los resultados experimentales se abordaran a partir de tres aspectos: inicialmente estudia-
mos la transicidn de la fuerza de friccion entre distintos regimenes, para posteriormente proceder a
la modelacion de una tinica ecuacidn de la fuerza de friccion en funcion de la profundidad. Luego se
presenta una caracterizacion de la fuerza de saturacion experimentada por proyectiles de diferentes
tamafos. Finalmente se explora el efecto del factor de empaquetamiento y el tamafio del proyectil
en la profundidad de penetracion final.

3.1. Diseno experimental

La configuracion experimental se representa en figura 3.1. El silo consiste en un contenedor
cilindrico de carton de 300 cm de altura y diametro interno de 35.3 £ 0.05 cm. Estos tamafios
fueron seleccionados, debido a que las dimensiones de un silo determinan la profundidad a la cual
la presion satura (efecto Janssen), por otro lado, si el espacio entre la pared lateral y el intruso
es demasiado reducido, el atascamiento de los granos no permite grandes penetraciones. Por tal
motivo se escogid un silo con un didmetro del orden de 7 veces el didmetro del intruso, que de
acuerdo con la literatura es suficiente para evitar efectos de pared. Ademds, con dicho didmetro,
la saturacion de la presion se comienza a observar a 1 m de profundidad aproximadamente para el

29
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material utilizado, lo cual nos permite observar los efectos deseados en nuestro silo de 300 cm de
longitud. El didmetro del silo podria ser més grande, pero esto requiere de mas material granular y
una mayor longitud, lo cual seria inapropiado para las dimensiones del laboratorio.

El silo se llen con 3360 + 1 g de esferas de poliestireno expandido de densidad 0.022 g/cm?
y radio de 2 + 0.5 mm, de acuerdo a la diferencia de tamafo de los didmetros el material granular
es considerado como polidisperso, no es posible adquirir esferas completamente monodispersas en
las cantidades requeridas (3 m?). No obstante, las ecuaciones de movimiento expuestas anterior-
mente son derivadas asumiendo al material granular como un medio continuo y la naturaleza de la
granularidad queda considerada en los coeficientes de los términos inerciales y del arrastre viscoso
y como el material granular no se cambia, dichos coeficientes son constantes a determinar.

En la parte superior de un soporte de 6 m de longitud medidos desde el nivel del suelo se
ubicé un motor al cual se le adapto una polea. El motor cumple la funcién de hacer descender el
sensor de fuerza y de la inmersion del intruso en el medio granular a velocidad constante de v=1.1
4 0.003 cm/s, lo que corresponde a un voltaje de 20 V suministrados al motor por una fuente de
poder. Los 6 m de altura son necesarios para garantizar que en el momento del descenso el sensor
no penetre en el medio granular, ya que esto puede interferir en el registro de datos.

El sensor estd unido al motor a través de una cuerda de 3 m de longitud y masa despreciable que
pasa por la polea, el intruso es suspendido de una cuerda de 3 m de longitud al eje de la célula de
carga ubicado en la parte inferior del sensor. El sensor de fuerza empleado es un Model DFG35-5.
Los intrusos empleados consistian en ocho esferas, de las cuales seis eran pelotas huecas de didme-
tros dp = 3.0, 3.8, 5.4, 6.1, 7.8 y 9.4 £ 0.01 cm, esto con el fin de poder variar su masa al agregar
y quitar pequefios trozos de plomo de su interior alcanzando un rango de masas entre 50 y 1076 g
+ 1 g. Los dos intrusos restantes fueron bolas macizas de plomo de didmetros de 3.0 y 4.8 cm y
masas 155 y 600 g respectivamente. Todos los intrusos fueron cubiertos con una delgada capa de
latex para obtener la misma rugosidad superficial.

Para cada experimento se inyectd aire a la cama granular a través de una bomba de aire in-
corporada en la parte inferior del recipiente. Después de reducir lentamente hasta cero el flujo de
aire con un regulador de voltaje, la cama se restablecid de manera reproducible hasta un estado de
empaquetamiento suelto, donde la altura de la columna granular fue de 277 cm lo que corresponde
a un factor de empaquetamiento estandar de ¢ = 0.566 £ 0.001. Para experimentos con camas mas
densas, compactamos el material golpeando suave y sistematicamente a lo largo las paredes del
contenedor hasta que la columna descendié a un nivel fijo. El lecho més denso alcanz6 una profun-
didad de 256 cm, equivalente a un factor de empaquetamiento maximo de ¢,,, = 0.613 £ 0.001.

Una vez que el lecho granular estéd listo, una esfera se coloca sobre la superficie del medio
granular sin hacer contacto, en este momento el sensor registra el peso de la esfera que cuelga
libremente, asi que se fija en cero el sensor para obtener directamente la fuerza de friccién F(z) a
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Figura 3.1: Vista esquemadtica del montaje experimental.

medida que el intruso penetra en los granos. Estando todo listo se enciende el motor para iniciar el
descenso del intruso a una velocidad constante mientras los datos son capturados con una frecuencia
de 10 hz y una precision de £ 0.01 N y enviados a través de un cable de datos conectado al puerto
micro USB del sensor al software MESURM Lite (instalado previamente en la computadora) y de
ahi serdn exportados a los softwares OriginPro y QtiPlot para su posterior andlisis. La medicion
se detiene en el momento que la fuerza de penetracion se nivela con el peso del objeto, dicho en
otras palabras cuando el objeto se detiene. La profundidad alcanzada por el intruso en el medio
granular es medida de manera directa. El material se prepara de nuevo mediante el procedimiento
descrito anteriormente, ya que un proyectil al penetrar en un medio deja un camino conocido como
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memoria o historia del experimento, lo cual interfiere en la mediciones haciendo necesario borrar
dicha memoria. El experimento se repitié 5 veces para las diferentes masas y didmetros, y factores
de empaquetamiento considerados en un rango de 0.566 < ¢ < 0.613.

3.1.1. Descripcion de la determinacion del rango del factor de empaqueta-
miento ¢

El rango del factor de empaquetamiento ¢ se establecio de la siguiente manera. Inicialmente se
calcula el volumen de los granos de poliestireno, para ello se mide la masa total del material con el
que se va a trabajar usando una balanza, y la densidad del poliestireno usando técnica de flotacién
y liquido desalojado; luego, se calcula el volumen total (material en el silo), con estos dos valores
se calcula el factor de empaquetamiento, haciendo el cociente del volumen de las particulas y el
volumen total del material, es decir:

_ Volumen de los granos  m/p

¢

En nuestro caso los valores correspodientes fueron:

= = . 3.1
Volumen total ocupado  Ah G-

= masa total de granos empleada =3360 = 1 g

densidad del gran o= 0.022 g/cm?

Altura de la columna del material sin empaquetar = 277 cm

Altura de la columna del material empaquetado = 256 cm

Diametro del silo = 35.3+ 0.05 cm

3.1.2. Descripcion de la calibracion del motor

Para calibrar el motor se ubico éste a cierta altura y se hizo pasar una cuerda a través de la polea
previamente adaptada al motor, del extremo libre de la cuerda se fijé una esfera; luego, se sumi-
nistr6é un voltaje de 20 V al motor y la esfera inici6 su descenso. Se midi6 el tiempo que empleaba
la esfera en recorrer diferentes alturas y con los datos obtenidos se realiz6 una grafica de posicion
vs tiempo; luego, se le hizo un ajuste lineal, donde la pendiente de la recta obtenida corresponde a
la velocidad, la cual fue de ~ 1.1 cm/s.

A continuacion se presenta la gréafica obtenida del procedimiento descrito anteriormente:
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Figura 3.2: Calibracion del motor. La pendiente de la recta corresponde a la velocidad a la que desciende la
esfera, ~ 1 cm/s.

3.2. Resultados experimentales y analisis

3.2.1. Diferentes regimenes de F(z)

F(N)

z(cm)

Figura 3.3: Fuerza de friccién en funcién de la profundidad para un intruso de masa de 100 g y didmetro 5.4
cm que penetra en un medio granular con diferente factores de empaquetamiento 0.

En la figura 3.3 podemos ver el comportamiento de la fuerza que experimenta una masa de 100
gy dp=>5.4 cm al penetrar en un medio granular, para 5 diferentes valores de empaquetamiento. Ini-
cialmente vemos un comportamiento concavo para profundidades z ~ dj, que de acuerdo con [23]
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en este régimen la fuerza de friccidén actia localmente normal a la superficie del intruso, es decir,
aumenta con el dg. Seguido de esto se observa el regimen hidrostatico donde la fuerza es lineal
con la profundidad de penetracion. Este régimen fue observado por Lohse et al. [14], al estudiar la
dindmica de penetracion de una esfera en una cama de arena fluidizada, donde encontraron que ésta
experimenta una fuerza de friccion lineal con la profundidad, por simplicidad los investigadores la
consideraron una fuerza de friccién de Coulomb de la forma —xz. Posteriormente cuando el intruso
estd completamente enterrado a un nivel alrededor del doble de su didmetro vemos un punto de
inflexion, que indica que la fuerza de friccion empieza a disminuir debido a la presion que ejercen
los granos presentes en la parte superior de la esfera, lo que contrarresta una parte de la presion
ejercida desde el fondo y serd proporcional al volumen del intruso [19]. Finalmente observamos
que la esfera contindia su inmersion y se detiene cuando la fuerza de penetraciéon es aproximada-
mente igual al peso del objeto F(z) ~ W =~ 0.98 N.

La fuerza F(z) experimentada por el intruso de 200 g, esta representada en la figura 3.4. Vemos
que inicialmente presenta el mismo comportamiento descrito anteriormente, sin embargo, contra-
rio a la masa de 100 g F(z) si comienza a saturarse con z, pero el intruso todavia se detiene a una
profundidad finita (~ 100 cm) cuando F(z) ~ 1.96 N.
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Figura 3.4: Fuerza de friccién en funcién de la profundidad para un intruso de masa de 200 g y didmetro 5.4
cm que penetra en un medio granular con diferente factores de empaquetamiento 0.

Finalmente en las figuras 3.5 y 3.6 vemos el comportamiento de la fuerza de friccion para los in-
trusos de 357 y 445 g respectivamente. Donde se encontré que el comportamiento de F(z) para los
diferentes factores de empaquetamiento considerados, es similar. Para los primeros cuatro valores
de empaquetamiento mayores al empaquetamiento estdndar (0.566) se observa que en cada caso,
los intrusos logran penetrar hasta una region donde la fuerza de arrastre es lineal con la profundidad
y se detiene cuando la fuerza de friccion se nivela con el peso del objeto F(z) = W. Para empa-
quetamientos bajos (¢ = 0.566 a 0.572), donde los granos estdn mas separados y en consecuencia
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existen menos puntos de contacto entre ellos, lo cual genera que la transmision del estrés sea menos
eficiente en comparacion cuando los granos estdn mas compactos, lo que favorece que el intruso
alcance mayores profundidades y al mismo tiempo el poder observar un segundo régimen, donde
la fuerza de friccion es independiente de la profundidad y satura. Este comportamiento de F(z)
concuerda con los hallazgos de Pacheco-Vazquez et al. [21], quienes encuentran que un proyectil
con una masa mayor a la masa critica m,, al penetrar en un medio en el limite de bajas densidades
llegard a una region donde la fuerza de friccién es de la forma —xA(1 — e~/ 7”).

Continuando con la inspeccion de las figuras 3.5 y 3.6. Se observa que el valor de saturacion es
de F(z) ~ 2.0 =+ 0.1 N, menor que la fuerza requerida para detener a los intrusos, es decir de 3.5
N y 4.4 N, respectivamente, lo que les permite alcanzar profundidades cercanas al fondo del con-
tenedor, zona en la que se observa claramente un rapido aumento de la fuerza de penetracion tipo
exponencial de la forma e~%/* debido al efecto del fondo y se detienen cuando F (z) =W en cada
caso. Este comportamiento de F(z) fue observado por Stone ef al. [15], al medir la resistencia que
opone el medio a la penetracion de una placa que es empujada con la ayuda de un penetrometro.
Los autores argumentan que esto es debido al atascamiento de granos delante de la placa penetrante.
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Figura 3.5: Fuerza de friccién en funcién de la profundidad, para un intruso de masa de 357 g y didmetro 5.4
cm, que penetra en un medio granular con diferentes factores de empaquetamiento 0.

Es importante mencionar que el ruido presente en las mediciones es debido a las cadenas de
fuerza que se extienden desde el intruso profundamente en el medio y son intermitentemente for-
madas y colapsadas durante el paso del intruso [11]. El nimero de fluctuaciones aumentara con
el factor de empaquetamiento, puesto que la transmisioén de fuerzas grano-grano solamente puede
darse a través de puntos de contacto entre los granos y como se menciond anteriormente el factor
de empaquetamiento nos da una idea que tan compacto se encuentra el medio. Estas fluctuaciones
de las cadenas de fuerza fueron medidas, para obtener que son del orden de 0.3 N en la zona de
saturacion, para pequenas profundidades las fluctuaciones son menos pronunciadas, ya que esta
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Figura 3.6: Fuerza de friccién en funcién de la profundidad para un intruso de masa de 445.3 g y didmetro
5.4 cm que penetra en un medio granular con diferente factores de empaquetamiento ¢.

zona corresponde al régimen hidrostético, donde la presiéon aumenta con la profundidad por lo que
el medio estd mas suelto a nivel de la superficie, lo que estd en buen acuerdo con los resultados
obtenidos a partir de simulaciones de dindmica molecular 2D reportadas en la referencia [21].

A continuacidn, para dar mayor claridad, se presenta una grafica (figura 3.7) donde se sefialan
los tres regimenes de fuerza descritos anteriormente.

41 AF(z) o< e™%/2
] Fp = —kA(1 — e~?/4) \
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Figura 3.7: Regimenes de fuerza de friccién experimentada por un proyectil de m =445 gy d, =5.4 cmen
un medio granular con empaquetamiento estandar ¢ = 0.566

Con el fin de modelar la observacion de la fuerza descrita anteriormente, se llevd a cabo el
disefio de una gréfica de F(z) vs z (Figura 3.8) para un intruso de didmetro d, = 5.4 cm y masa
variable de 100, 200, 357 y 445 g que penetra en el medio a un factor de empaquetamiento estandar
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de ¢ = 0.566.
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Figura 3.8: F(z) vs z durante la penetracién de un intruso esférico de dj, = 5.4 cm en una columna granular
superligera con un empaquetado estdndar ¢ = 0.566 para diferentes valores de masa. Se observan los tres
regimenes de F(z): casi lineal, saturacién y aumento exponencial cerca del fondo del silo.

Para la modelacion consideramos una combinacion entre dos términos, uno de ellos es un
término de saturacion igual al propuesto por Pacheco-Vazquez et al. [21], para la fuerza de fric-
cién experimentada por un proyectil que penetra hasta una region donde la presion satura debido
al efecto Janssen, ecuacion (2.9), cabe recordar que K es una constante y A es una longitud carac-
teristica relacionada con el didmetro del contenedor. El segundo término corresponde a la expresion
de la fuerza de penetracion reportada por Stone et al. [15] para un objeto que se aproxima al fondo
del contenedor, recordemos que dicho comportamiento es el resultado del atascamiento de granos
delante del objeto penetrante, lo cual produce que F(z) crezca exponencialmente. De acuerdo con
esto la expresion obtenida es:

F(z) = kM1 — e~ E20)/%) 4 pe= (=)W (3:2)

donde A es la longitud de saturacion, H = 277 cm es la altura de la columna granular y A* es una
longitud relacionada con los efectos de confinamiento en la parte inferior del silo. El pardmetro
Zo debe ser introducido teniendo en cuenta que el comportamiento lineal no se observa hasta que
la pelota estd totalmente sumergida en el medio granular [19, 23]. Cuando z la profundidad del
intruso es pequeifia en comparacién con H(z < H), el segundo término se hace muy muy pequeiio,
tanto que es posible despreciarlo, quedando la fuerza de friccion descrita por el primer término.
En el caso contrario, en el que el intruso alcance una profundidad z grande, cercana a la longitud
de la columna granular, este segundo término ya no serd despreciable y serd el que describa el
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rapido aumento de la fuerza a profundidades mayores. El valor considerado para el producto de KA,
corresponde al valor al cual la fuerza satura, que en este caso es F(z) ~ 2.0 + 0.1 N (ver figura
3.8). La ecuacion (3.2) se utiliz6 para ajustar los datos para m =445 g en la figura 3.8 (linea naranja
continua), que da k¥ = 0.0482 N/cm, A = 41.5 &+ 0.1 cm ~ O(Dy;1,) cm, A* =~ 5.4 cm ~ O(dp) y
z0 ~ 3cm. Como podemos observar para zg < A, es despreciable para ¢ = 0.566.

3.2.2. Penetracion de intrusos de diferentes tamanos

Se midi6 la fuerza de penetracion experimentada por cinco intrusos de diferentes didmetros dp,
=438,6.1,7.0,7.8 y 9.4 £ 0.5 cm de masa constante m = 600 g penetrando en un medio a ¢ =
0.566. Los resultados se muestran en la figura 3.9, donde se observa que para d, = 7.8 cm, el in-
truso alcanza la zona de saturacion. Mientras que el intruso dj, = 9.4 cm, se detiene a z ~ 40 cm
mostrando solamente el régimen lineal. Para los tres casos restantes la penetracion termina cuando
el peso de la bola ha sido equilibrado, es decir en F = 5.88 N.
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Figura 3.9: F(z) vs z durante la penetracién de un intruso esférico de masa constante y didmetros diferentes.
El factor de empaquetamiento de la columna granular también es constante, ¢ = 0.566. En cuatro de los cinco
casos Fy,; < W y el intruso alcanzé la zona de saturacién. Las lineas de color sobrepuestas, corresponden al
ajuste hecho con la Ec. (3.2) a las mediciones experimentales

Si centramos nuestra atencion en la region donde la fuerza satura con la profundidad (ver grafica
3.9) es posible determinar la fuerza de saturacion promedio, Fy,; experimentada por cada intruso.
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Encontrando que Fy,;; aumenta con d, como se puede observar en la figura 3.10a. A partir de la
grifica log-log (insercion en la figura 3.10a) se revela que Fy, sigue una ley de potencia dada por
Fy,; =(0.015 £ 0.002)(1,3‘83j[()'08 R Adg. Puesto que Fy,; = KA, de la ecuacion (2.9) se puede escribir
la fuerza de resistencia como: F(z) ~ Adg (1— e~/ 7“). Por otra parte, haciendo un ajuste (lineas de
color sobrepuestas) a las curvas de la figura 3.9 con la ecuacion (3.2) es posible conocer la magnitud
de A para cada dj,, cuyos valores se muestran en la figura 3.10b, con lo que encontramos que A toma
un valor casi constante de A ~ O(41.5 cm) en el rango de dj, considerado.
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Figura 3.10: a) Fuerza de saturacién vs didmetro del intruso. Se presentan los valores promediados de la
fuerza de saturacion para cada didmetro empleado, donde la curva azul punteada corresponde a Fy,; o< dg y la
curva roja a Fyyy o< d,f que se ajusta mejor a los datos experimentales. La grafica log-log incertada revela que
Fy sigue una ley de potencia dada por Fy, = (0.015 £ 0.002)(1,%‘83ﬂ)‘08 b) A vs dj, muestra los valores de A
estimados para el rango de d,, estudiado, encontrando que toma un valor casi constante de A ~ O(41.5 cm).

Ahora bien, retomando la relacion de proporcionalidad encontrada entre Fy, y dp, y contrastan-
dola con lo reportado en Ref [23], donde encontraron que la fuerza de friccion total que experimenta
un intruso que se mueve hacia abajo en un medio granular actuard en direccidn contraria al movi-
miento del objeto, es decir hacia arriba y sobre cada uno de los elementos de 4rea de superficie del
intruso. Lo cual se expresa como dF = au(pgz)dA donde u es un coeficiente de friccién interno
igual a la tangente del angulo de reposo, pgz es la presion hidrostatica, dA es un elemento de area
infinitesimal que sefiala perpendicular a la superficie del proyectil y o es una constante adimensio-
nal. Ahora si se considera el caso en el que la fuerza a saturado, la expresion anterior resulta en
dF, = CdA, integrando una esfera, que corresponde a la geometria de nuestro intruso, se obtiene
Fygr o< d?, 1o que no coincide con nuestros hallazgos de Fy,s o< dg. Obsérvese, sin embargo, en la
figura 3.10a que la dependencia de potencia cuadrada (linea azul punteada) estd lejos de los resulta-
dos experimentales, dando una mejor aproximacion la dependencia de potencia cubica (linea roja)
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descrita anteriormente. Es importante aclarar que en la Ref [23], los resultados se obtuvieron sélo
para penetraciones poco profundas del orden de un didmetro de la esfera («~ 3 cm). En nuestro caso
la penetraciones consideradas son profundas, donde F es independiente de z y el efecto de dj, se
puede medir directamente en un largo rango de penetracion y lejos de la superficie del medio.

Por otro lado, sabemos que en dicha zona Fy,; = m.g, por lo que es posible conocer el valor
de la masa critica para cada dp, los valores obtenidos estdn representados por puntos negros en la
figura 3.11.

800~ + valores dados por Ec. (3.3)
® Valores obtenidos de Ft

600

(9)

u400_

200

dp (cm)

Figura 3.11: m. vs dj. Valores de la masa critica de intrusos con diferentes didmetros obtenidos de la Fi,;
(puntos negros) y de la ecuacién (3.3) (diamantes rojos).

Un método alternativo para encontrar m,. es variando la masa de los intrusos que se detienen
a una profundidad final Z; hasta alcanzar la masa a la que el intruso penetraria indefinidamente
si el silo fuese infinito. Este procedimiento se llevé a cabo utilizando cuatro esferas de diferentes
diametros dp = 3.0, 3.8, 5.4 y 7.8 = 0.5 cm, los resultados se muestran en la figura (simbolos).
Puesto que Z; es alcanzado cuando el peso del intruso es equilibrado por la fuerza de resistencia
(v =0y a=0) lejos del fondo, lo cual se expresa como: mg = KA(1 — e~ (4r=2)/*) resolviendo para
Zy se obtiene:

Zy = —Mn(1 —mg/x\)+ 2o, (3.3)

donde m. = ¥A/g y zo < A es despreciable para el empaquetamiento estidndar. La ecuacion (3.3)
se utiliz6 para ajustar las mediciones experimentales de Z; usando A = 41.5 cm y dejando m, como
parametro libre. Los mejores ajustes estdn representados en la figura 3.12 por lineas continuas.




3. Dinamica de penetracion granular para diferententes factores de empaquetamiento 41

En cuanto a los valores de m. dados por el ajuste, se encuentran representados graficamente con
diamantes rojos en la figura 3.11, como se puede observa, estos son en todos los casos mayores
que los valores dados por la fuerza de saturacion. Nuestra explicacion a tal diferencia es que, en
el primer método, se utiliz6 el promedio de la fuerza que experimenta el intruso en la zona de
saturacion, Fy,;. Sin embargo, como puede observarse a partir de los diagramas (ver figura 3.9),
existen fluctuaciones de fuerza mayores que el valor medio, las cuales son capaces de detener al
intruso de masa m, = Fy, /g. Por lo tanto se requiere de un valor de masa ligeramente superior al
predicho para superar tales fluctuaciones de cadenas de fuerza y penetrar indefinidamente a través
de la columna granular.
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Figura 3.12: Z; vs m. Mediciones experimentales de la profundidad final (simbolos) alcanzadas por intrusos
de diferentes didmetros, el medio se encuentra a ¢ = 0.566. Las curvas de color representan el mejor ajuste
dado por la Ec. (3.3)

3.2.3. Efecto del empaquetamiento del medio

En las ultimas décadas se han llevado a cabo experimentos a escala de laboratorio para entender
la cinemadtica y dindmica de penetracion de proyectiles en medios granulares y su dependencia con
parametros como: el factor de empaquetamiento estandar, la friccion de deslizamiento, la masa y
forma del proyectil, tamafo de grano, entre otros, sin embargo, hasta la fecha no se ha reportado un
estudio donde se informe como se modifica la cinemética y la dindmica cuando el medio se encuen-
tra a diferentes factores de empaquetamiento (¢). Con el fin de determinar dicha dependencia, se
midio la fuerza de penetracion experimentada por un intruso de masa constante (m = 600 g, peso W
= 5.88 N) que penetra en un medio granular con diferentes valores de ¢, las mediciones obtenidas
se representan en la figura 3.13. En dicha figura podemos observar que para empaquetamientos ¢ <
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0.589, el intruso alcanza la zona de saturacién y penetra profundamente en la columna granular
hasta detenerse cerca del fondo cuando la fuerza crece exponencialmente. Para empaquetamientos
mas altos, solo se observa el régimen lineal, la fuerza de penetracion crece mas rapido y el intruso
se detiene cuando su peso es equilibrado por F(z) = 5.88 N.
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Figura 3.13: F(z) vs z experimentada por un intruso de masa constante m = 600 g (W = 5.88 N) y didmetro
dp = 4.8 cm para diferentes factores de empaquetamiento. La linea discontinua corresponde a F(z) =W y el
intruso se detiene cuando se alcanza este valor.

Posteriormente calculamos la fuerza de saturaciéon promedio y con la informacién obtenida se
construy6 una grafica de Fy, vs ¢ (ver figura 3.14a), encontrando que ésta tiene una dependencia
que se ajusta muy bien a la forma:

Fyo = Bd} (ev(%) - 1)- (3.4)

El mejor ajuste sobre los datos experimentales estd representado con la linea negra en la figura
3.14a, donde 3 = 0.042 = 0.002 N, Y= 0.56 £ 0.06 y Opqx = 0.62 = 0.005 y djp =4.8 cm y ¢g =
0.548 que corresponde al valor de empaquetamiento en el que la fuerza F(z) experimentada por
el intruso es cero. El valor de ¢ se estim6 midiendo la fuerza de penetracion experimentada por
el intruso al penetrar en el medio expandido por la accién de un flujo ascendente de aire que fue
suministrado a diferentes caudales. Puesto que es de conocimiento, que cuando los granos comien-
zan a ser suspendidos por el flujo de aire intersticial, el contacto entre ellos se pierde y la fuerza
de friccién F(z) se aproxima a cero. En nuestro caso, esto ocurrié cuando ¢ ~ 0.545 - 0.548. Es
importante aclarar que el flujo de aire se mantuvo “encendido” durante el experimento sélo para
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Figura 3.14: a) F;, vs ¢. Valores de la fuerza de saturacién (puntos negros) de intrusos con diferentes diame-
tros y masa constante, el medio granular se encontraba a ¢ = 0.566. La linea negra corresponden al mejor

ajuste de los datos dados por la Ec. (3.4) b) m. = Fy;/g vs ¢ en el eje derecho se indica la densidad del
intruso.

el caso ¢ = @¢. Para los demds experimentos, el flujo de aire s6lo se utiliz6 para preparar el medio
antes de la penetracion del intruso.

Si condensamos nuestros resultados, tales como: la dependencia de Fs,; con dg y ¢, y teniendo
en cuenta que Fy,; = KA, podemos reescribir la ecuacion (3.2) y obtener una expresion que describa
la fuerza de resistencia en funcién de la profundidad, el factor de empaquetamiento y el didmetro
del intruso, dicha expresion resulta ser:

F(z) ~ Bd (J(M) - 1) (1—e~(E=20)/2), (3.5)

Esta expresion se represento en la figura 3.13 para diferentes valores de ¢ (lineas de color sobre-
puestas); con A = 41.5 cm y los valores constantes obtenidos de la ecuacién (3.4). Como podemos
apreciar, el acuerdo con los resultados experimentales es notable.

Adicionalmente, calculamos el valor de la masa minima que un intruso debe tener para penetrar
indefinidamente dependiendo del factor de empaquetamiento, partimos del hecho que Fy,; = m.g,
los valores resultantes fueron trazados en una gréfica de m. vs ¢ (ver figura 3.14b). El eje derecho
indica la densidad correspondiente de cada intruso, con lo que podemos hacer la siguiente lectura:
Un intruso de densidad por encima de la linea negra que penetra en el medio a un empaquetamiento
dado, se hundiria sin fin a través del lecho granular.
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Figura 3.15: Z; para intrusos de didmetro dj, = 5.4 cm y varias masas que penetran en lechos granulares con
¢ diferente. Las lineas continuas corresponden a la ecuacién (3.6).

Finalmente, podemos construir una expresion que permita estimar la profundidad final Z; al-
canzada por un intruso de una masa dada dependiendo del factor de empaquetamiento del medio.
Puesto que m. = xA/g, y combinando la ecuacion (3.3) y (3.4), obtenemos:

Zp = —An (1 = i ) . (3.6)
Bd[:j (ey(‘bmaxgq’) — ])

Esta expresion se represento en la figura 3.15 como funcién de ¢ para diferentes valores de masa
(Iineas de color) con B como tnico pardmetro libre y zo fue determinado a partir de la penetracion
en el empaquetamiento maximo, en cuanto a A, que depende ligeramente de ¢, se consider6 su valor
medio A =41.5 cm. Como podemos observar en las figura 3.15, las soluciones de la ecuacioén (3.6),
describen razonablemente bien los resultados experimentales (simbolos) en el rango explorado.
Es importante aclarar que la dependencia exacta de los pardmetros libres con las propiedades del
medio y la geometria del intruso no se analiz6 en esta investigacion y se debe tener cuidado al usar
sus valores debido a la alta sensibilidad del sistema al empaquetamiento del medio. Sin embargo,
es preciso resaltar que la existencia de la fuerza de saturacion (es decir, una masa critica) y su
dependencia con el volumen del intruso y empaquetamiento del medio son resultados confiables
medidos directamente durante la penetracion, y son contribuciones importantes de este estudio.




Conclusiones

La fuerza de resistencia a la penetracién de un intruso esférico en una columna granular ultra-
ligera se analiz6 variando el didmetro del intruso, su masa y factor de empaquetamiento del medio
en una condicién que permite no tomar en cuenta la contribucién de la resistencia inercial. Los
resultados confirman que:

= Bajo condiciones especificas, un intruso puede penetrar indefinidamente a través de una co-
lumna granular debido a la saturacion de la fuerza de resistencia por el efecto Janssen. Las
condiciones experimentales aqui propuestas posibilitaron el poder observar por primera vez
los tres regimenes de fuerza reportados en investigaciones previas en una sola medicion, los
cuales corresponden a: un régimen hidrostatico donde la fuerza aumenta con la profundidad,
seguido de un régimen donde la fuerza satura debido al efecto Janssen y finalmente un régi-
men donde la fuerza aumenta exponencialmente debido al efecto del atascamiento de granos
frente al objeto penetrante.

= Se logrd construir una tnica ecuacion que describe perfectamente la fuerza de resistencia en
funcion de la profundidad que experimenta un intruso que penetra en un medio granular, a
partir de la combinacién de dos términos; un término que satura con la profundidad [21] y un
término exponencial debido al efecto del fondo [15].

= El ruido presente en las mediciones es debido a las cadenas de fuerza que se extienden desde
el intruso profundamente en el medio y son intermitentemente formadas y colapsadas du-
rante el paso del intruso, como lo reportan Behringer et. al. [11]. También se observd que
el numero de fluctuaciones aumentard con el factor de empaquetamiento, asi como con la
profundidad, incluso estaran presentes durante el régimen de velocidad terminal, tal como lo
inform6 Pacheco-Vazquez et al. [21]. Es preciso resaltar que gracias a la implementacion de
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un sensor de fuerza se logré hacer una medicién directa no sélo de la fuerza que opone el
medio granular a la penetracion de un intruso, sino de la magnitud de dichas fluctuaciones,
las cuales son del orden de 0.3 N en la zona de saturacion.

A partir de la medicion directa de F(z) usando un sensor de fuerza mientras el intruso pe-
netra en una columna granular de esferas de poliestireno expandido, logramos determinar el
valor medio de la fuerza de saturacion, encontrando que ésta es proporcional al volumen de
la esfera, lo cual, al contrastarlo con el estudio realizado por Brzinski et al. [23] no coinciden.
Puesto que, estos encontraron que la fuerza de friccion cuasiestatica que actda sobre un in-
truso que se mueve hacia abajo en un medio granular actiia localmente normal a la superficie
del intruso.

Es posible estimar el valor de la masa critica a partir del valor de F,, haciendo la salvedad
que se debe considerar un valor relativamente mayor a m, = Fy, /g, debido a que el valor
de F;, es el valor medio y existen fluctuaciones mayores a éste valor, capaces de detener al
intruso y evitar penetraciones infinitas a través de la columna granular.

Se determiné la dependencia de los parametros K y A en funcién del factor de empaqueta-
miento (¢). Encontrando que es A = 41.5 cm y es independiente del factor de empaqueta-

miento y el didmetro del intruso. En cuanto al pardmetro Kae(M.

Encontramos que al fluidizar totalmente el medio, los granos se suspenden en el flujo de aire
y se expanden, con lo cual la fuerza de friccion se hace cero, y la dindmica estaria dominada
por la fuerza de arrastre viscoso.

A partir del estudio de la dependencia del factor de empaquetamiento, ¢, con la fuerza de fric-
cion, se logrd plantear una ecuacion final que permite describir razonablemente bien la fuerza
de resistencia en funcién de la profundidad, el factor de empaquetamiento y el didmetro del
proyectil.

Los hallazgos obtenidos a partir de la realizacién de la presente investigacion, permitieron la

elaboracion de un articulo cientifico, titulado: Friction force regimes and the conditions for endless
penetration of a projectile into a granular medium, con lo que buscamos informar a la comunidad
cientifica y asi contribuir en la comprension de la dindmica de penetracion en medios granulares y
sus diferentes aplicaciones.

Finalmente, es preciso resaltar que durante el proceso de realizacion de la tesis, es decir desde

el momento de la elaboracién del protocolo, disefio y desarrollo de la metodologia propuesta y fase
de escritura de la tesis, se alcanzaron diferentes logros, no s6lo en el ambito académico, también en
el aspecto formativo, tales como: el haber aprendido algunas técnicas experimentales, en analisis
de imagenes y videos de alta velocidad, asi como técnicas de seguimiento de particulas. La inves-
tigacion también requirid el contar con conocimientos en materia granular, por lo que se hizo un
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abordaje bibliografico, lo que conllevé a adquirir un grado de dominio en la dindmica de penetra-
cion en medios granulares, y por ultimo, pero no menos importante, se hizo evidente la importancia
de ser un agente activo en el quehacer cientifico y asi aportar y apoyar la divulgacion cientifica
como herramienta en el desarrollo de una mejor sociedad, con lo que de alguna manera se busca
retribuir el voto de confianza que da la sociedad al cientifico, al considerarlo como elemento base
en el desarrollo de la ciencia, asi como, en asignarle fondos publicos a favor de este fin.




48




Apéndices

49






Documentos adjuntos

Se adjunta la portada del articulo que se elabor6 a partir de la investigacion realizada en esta
tesis, el cual se encuentra en proceso de revision. También se adjunta una impresion de pantalla del
correo, de recibido, enviado por la revista Physical Review E.

Editorial Acknowledgment EFR1095 Lopez-Rodriguez
From  pre@aps.org
To fpacheco@ifuap.buap.mx
Date 2017-06-07 16:11

Re: EFR1095
Friction force regimes and the conditions for endless penetration of a
projectile into a granular medium
by L. A. L\'opez-Rodr' iguez and F. Pacheco-V\'azguesz

Dear Dr. Pacheco-Vazgquez,
The editors acknowledge receipt of this manuscript on 07 June 2017
and are considering it as a Rapid Communication in Physical Review E.

When sending correspondence regarding this manuscript please refer to
the code number EFR1095.

51



52

Friction force regimes and the conditions for endless penetration of an intruder into a
granular medium

L.A. Lopez-Rodriguez and F. Pacheco-Vazquez*
Instituto de Fisica, Benemérita Universidad Auwtdnomae de Pusbla, Apartado Postal J-48, Puebla 72570, Menico
(Dated: August 23, 2017)

A projectile penetrating into & granular bed experiences a depth dependent friction force F{z).
Different regimes of F'{z) have been measured depending on the experiment features: a nearly linear
dependence for shallow penetrations, total saturation at large depths, and an exponential increase
when the projectile approaches the bottom of the granular column. We report here an experiment
that allows us to measure the different regimes in & single run during the quasi-static descent of an
intruder in a light granular medivm. It was found that Fiz) follows a cube-power law dependence
with the intruder diameter, dy, and an exponential increase with the packing fraction of the bed,
¢. From the analysis of the resistance in the saturation zone, we determine the critical mass m.
required to observe infinite penetration and its dependence with dp and ¢. Finally, we use our results
to estimate the final penetration depth reached by intruoders of masses m < m.. The results indicate
that an intruder of any density (larger than the density of the granular bed) can sink indefinitely
into the granular medium if the bed packing fraction is smaller than a eritical value.

INTRODUCTION

Since the XIX century, the penetration dyvnamics of
projectiles in sand and clay was an important topic m
ballistics[1]. Initial experiments were focused on the re-
sistance foree to the hornzontal penctration at low veloo-
ties (v < 100 m /=) [2-5]. Poncelet [3] posed a total resis-
tance given by the sum of two terms: a constant fnction
term plus a viscous term, similar to that in fuwds, pro-
portional to the velocity square. At the beginning of the
present century, the understanding of mpact cratenng
motivated lab-scale studies about the impact and vertical
penctration of projectiles in & model granular bed [6-11].
In this context, the dynamics of a projectile of mass m
falling through a granular medinm under the influence of
gravity ¢ 15 well approached by the expression:

mE = mg — F(z) — ni’ (1)

where F(z) 15 a friction term, often taken to be linear
with depht = [10, 11], and # is a constant. More recent
studies propose the addition of a term limear i veloe-
ity to the viscous drag [12, 13|, or a linear differential
equation based on energy-depth analysis [14]. It was also
reported that the fnetional term scales as the square-root
of the density of granular medium and projectile, which
s tyvpically larger than the combination of hydrostatic
pressure and Coulomb friction law([153]. Nevertheless, in
ref. [16], it was shown that Fiz) is determined by the
normal force proportional to the intruder surface. This
foree is set by a friction coefficient, hydrostatic pressure,
and the projectile size and shape. The linear dependence
on depth is only recovered for spherical projectiles when
= is larger than the ball diameter [16, 17).

On the other hand, the fnction term F(z) beromes
constant 1f & projectile penetrates very deep into a gran-
ular column until reach the zone where the pressure sat-
urates due to the Janssen effect[8, 18, 19). This happens

if the projectile density s much larger than the density
of the confined grains[19], or, as we show in the present
work, for low packing fractions of the bed. Under these
considerations, the projectile motion 1= well descnbed by:

mi =mg— kA{l —e"3*) —_pz? (2)

where & s & constant, and A s a saturation length [19].
Finally, when the projectile i= getting to the bottom of
the column, the resistance force increases exponentially
as F(z) oc e */% where & is a characteristic length scale
for sensing the bottom of the container [8].

In this work, the different regimes of the static fric-
tion term are detected by directly measuring F'{z) using
a foree sensor while the intruder penctrates a granular
column of expanded polystyrene beads. In contrast to
refs. [19, 20|, the experiments are performed at negligi-
ble velocity in order to discard the inertial viscous term.
Our work 15 focused in two aspects: &) to measure the
transition between different regimes and descnibe the dy-
namics with a single equation for F'(z), and h) to explore
the effect of intruder size and packing fraction (the latter,
rarely analyzed) in the final penetration depth.

EXPERIMENTAL SETUP

The experimental setup 1= sketched in Fig. la. The silo
consizts of a cardboard tube of inner diameter D, =
35.3 £ 0,05 cm and 300 cm long filled with 3360+ 1 g of
expanded polystyrene beads (average density py — 0.022
gl."cmz and radms v = 24 (L5 mm). The effective den-
sty of the granular bed obtsined when the material was
poured from the top 158 gy = 00128 gll"lr::mz (see Fig.
Ib), which allows us to caleulate the bed packing frac-
110N dpourcd = poff /oy = 0L.38220.001. The intruders con-
sisted of hollow polvurethane balls of diameters dy rang-
ing from 3.0 to 9.4 £ 0.1 em filled with different amounts
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