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Introduccion

En nuestra vida diaria utilizamos un lenguaje para comunicar di-
ferentes tipos de ideas hacia o entre nosotros, para lo cual utilizamos
diferentes entes lingiifsticos. La Légica Matematica modela aquellos en-
tes lingiiisticos que utilizamos para razonar, asi como también algunos
mecanismos de razonamiento. El modelo mas sencillo es aquel dado por
lo que se conoce como el Célculo Proposicional de la Logica Clésica.
Tal modelo resulta insuficiente cuando hay que modelar cuantificado-
res (“todo”, “algin”, etc.), en cuyo caso podemos recurrir al Célculo
de Predicados, también llamado Loégica de Primer Orden. En algunas
ocasiones, nuestra forma de razonar ya no aplica alguna de las llamadas
Leyes del Pensamiento, las cuales son respetadas por la Légica Clésica.
Por el ejemplo, la que se conoce como la Ley del Tercero Excluido, que
implica que toda proposicién tiene uno y sélo uno de los posibles va-
lores de verdad, excluyendo cualquier tercera opcién. En esos casos, la
Légica Clasica resulta obsoleta y entonces se puede utilizar, por ejemplo,
la Légica Intuicionista. En fin, para diferentes maneras que tenemos los
seres humanos para razonar existen diferentes modelos matemaéticos o
logicas.

En este trabajo comenzamos por explicar lo que entendemos por una
légica y explicamos las diferentes logicas que utilizamos en esta tesis:
la clésica, la intuicionista, la paraconsistente C,, y la posibilista. Todas
estas tienen una conexién con el campo perteneciente a la Inteligen-
cia Artificial dedicada a representar informacién sobre el mundo real de
tal forma que una computadora la pueda utilizar para dar soluciones
a problemas que pudieran ser complejos. Tal campo se conoce como la
Representacion del Conocimiento. Los atributos de la Légica Posibilista
en el manejo de la informacion incompleta o parcialmente inconsistente,
las 1égicas constructivas, como la Intuicionista y las logicas Paraconsis-
tentes, como C,, hacen que estas 16gicas sean ttiles en la Representacién
del Conocimiento.

La Légica Posibilista Intuicionista PIL fue tratada ya en [11, 12], en
el cual los autores presentan algunas propiedades sintacticas de PIL. No-
sotros retomamos algunos de sus resultados y aportamos dos seménticas
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para PIL: una semdntica de Kripke y una semdntica topoldgica. Ademads,
en esa direccion estudiamos la Loégica Posibilista Paraconsistente que de-
nominamos PC\, L, presentando algunas de sus propiedades sintécticas
asi como dos semdanticas: una semantica de Kripke y una semantica to-
polégica.

Por otro lado, la Programacién Logica es uno de los seis paradigmas
de programacién en las Ciencias de la Computacién. Basados en la Légica
Matematica, los programas escritos en Programacion Légica son conjun-
tos de proposiciones légicas aunadas a algtin algoritmo de inferencia. En
este trabajo revisamos los dos tipos de Programas Ldégicos que son de
nuestro interés para esta tesis: Programas Definite y Programas Norma-
les, asi como semanticas para estos programas en términos de Modelos
de Herbrand, Modelos Minimos y Modelos Estables. En [2], los autores
presentan programas légicos posibilistas. En particular, presentan Pro-
gramas Definite Posibilistas y Programas Normales Posibilistas, as{ como
seménticas para este tipo de programas. En este trabajo revisamos estos
resultados y presentamos otra aportacion de esta tesis: la seméantica de
Modelos Minimos Posibilistas para Programas Normales Posibilistas. Un
resultado importante es sobre la demostrabilidad de 4tomos a partir de
Programas Normales en la logica paraconsistente C,,. Otra aportacién
de esta tesis es la extensiéon de este resultado en términos posibilistas.

También en [1], los autores presentan el concepto de Safe Beliefs Po-
sibilistas para teorias posibilistas. Presentamos, finalmente, una relacién
que hay entre los Modelos Estables Posibilistas de un Programa Normal
Posibilista y sus Safe Beliefs Posibilistas.

Los resultados originales presentados en esta tesis han sido publicados
en los siguientes articulos:

= Semantics for some non-classical possibilistic logics Rubén Octa-
vio Vélez Salazar, José Ramén Enrique Arrazola Ramirez, and Ivan
Martinez Ruiz, International Journal on Advanced Intelligence Pa-
radigms, Vol. 6, No. 3, 2014 (© 2014 Inderscience Enterprises Ltd.

» Possibilistic Minimal Models for Possibilistic Normal Programs
Rubén Octavio Vélez Salazar, José Ramén Enrique Arrazola
Ramirez, and Ivan Martinez Ruiz, F. Castro, A. Gelbukh and M.
Gonzalez (Eds.): MICAT 2013, Part I, LNAT 8265, pp. 110-119,
2013. ©Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2013

= Possibilistic Safe Beliefs vs, Possibilistic Stable Models Rubén Oc-
tavio Vélez Salazar, José Ramén Enrique Arrazola Ramirez, and
Ivan Martinez Ruiz, Research In Computer Science 56 (2012)




Capitulo 1

Las Logicas de esta Tesis
y algunas de sus
Semanticas

En este capitulo presentamos la sintaxis de las férmulas que consi-
deramos en este trabajo. Luego presentamos unas definiciones béasicas
de cémo se pueden construir las logicas que interpretan el significado
de tales féormulas. También presentamos una resena breve de las 16gi-
cas relevantes en los capitulos siguientes, asi como una breve resena de
programacion légica y de Safe Beliefs.

1.1. La Sintaxis de las Formulas

Un lenguaje proposicional formal es un conjunto de formulas cons-
truidas a partir de: un conjunto numerable de elementos llamados dtomos
(denotados por a, b, ¢, ...); los conectivos binarios A (la conjuncion),
V (la disyuncion) y — (la implicacion); y el conectivo unario — (la ne-
gacién). Las férmulas se contruyen de manera usual combinando estos
conectivos ([7, 18]).

También escribimos ¢ <« 1 para abreviar (p — ¥) A (Y — ¢) v,
siguiendo la tradicidon en programacién logica, escribimos ¢ < ¥ como
una forma alternativa de escribir ¢» — ¢. Una teoria es un conjunto de
férmulas. En este trabajo sélo consideraremos teorfas finitas. Mas atn,
si T es una teoria entonces denotaremos por L1 al conjunto de dtomos
que aparecen en la teoria T'.
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1.2. Légicas

Una ldgica es un conjunto de férmulas que satisface las dos propie-
dades siguientes: (i) es cerrado bajo modus ponens (i.e. si p y ¢ — ¢
pertenecen a la légica entonces también 1) pertenece) y (ii) es cerrado
bajo sustitucion (i.e. si una férmula ¢ pertenece a la l6gica entonces
cualquier otra férmula obtenida al reemplazar todas las ocurrencias de
un atomo p en ¢ con otra férmula ¢ también pertenece a la légica).
Los elementos de una logica son llamados teoremas y la notacién Fx ¢
significa que la férmula ¢ es un teorema de X (i.e. ¢ € X). Una légica
X es mds débil que o igual a una légica Y si X C Y. Similarmente, X
es mas fuerte que o igual a Y siY C X.

Sistemas Axiomaticos de Tipo Hilbert Existen diferentes mane-
ras de definir de manera especifica lo que es una légica. En los sistemas
axiomaticos de tipo Hilbert, una légica se especifica definiendo un con-
junto de axiomas cerrado bajo sustitucion y bajo modus ponens. En
estos sistemas, la notacion Fx ¢ se extiende a alguna teoria T' escribien-
do T Fx ¢ para denotar que la féormula ¢ puede derivarse de los axioms
de la légica y de las féormulas pertenecientes a T' por una sucesién de
aplicaciones de modus ponens.

1.3. Las Logicas de Esta Tesis

En esta seccién presentamos descripciones breves (en forma de
sistemas axiométicos) de las légicas relevantes para los propésitos de
este trabajo.

1.3.1. Légica Intuicionista

La Logica Clasica estd definida de tal forma que respeta las Tres
Leyes del Pensamiento atribuidas a Aristétees: Ley de la Identidad, Ley
de la No Contradiccién y Ley del Tercero Excluido. La Ley del Tercero
Excluido establece que una proposicion tiene sélo uno de dos valores
de verdad, excluyendo cualquier tercera posibilidad. Esto equivale en
Légica Clasica a que la proposicion ¢ V - es una tautologia. Sin
embargo, en nuestra experiencia cotidiana “no todo es blanco o negro”
y la Ley del Tercero Excluido no siempre es aplicable, por lo que la
Légica Clésica resulta ser insuficiente en muchos casos.

Podemos considerar que cualquier definicién de Ldgica Intuicionista
se basa en la negacién de la Ley del Tercero Excluido. Esto trae como
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consecuencia una légica con una caracteristica mas constructiva que la
Clasica: en particular, una proposicién intuicionista es falsa si y sélo
si existe una prueba de que su falsedad es verdadera, es decir, no son
vélidas las demostraciones por contradiccién. Por este hecho, la Logica
Intuicionista ha sido 1til en la Representacién del Conocimiento.

Presentamos una definicién axiomatica de la Logica Intuicionista, la
cual denotamos por I. La tnica regla de inferencia es Modus Ponens y
los axiomas de I son los siguientes.

Pos1 ¢ = (¢ = ¢)

Pos 2 (= (4 — 0)) = (9 = ¥) = (9 = o)
Pos3 oAy =

Pos 4 o At — o

Pos 5 ¢ = (¥ = (¢ A Y))

Pos 6 ¢ — (@ V1

)

Pos 7 ¥ — (¢ V1)

Pos8 (p = 0) = (v = 0) = (p Vb — 0))
— |

Int 1 (¢ =) = [(p = %) = =9
Int 2 —~p = (¢ = V)

Una consecuencia esperada de esta axiomatizacién es que ¥y ¢V —p.
A los primeros ocho axiomas los hemos nombrado con el prefijo Pos
para enfatizar el hecho de que son axiomas positivos, es decir, carecen
de la negacion. El conjunto de los teoremas que son consecuencia solo
de estos ocho axiomas constituye el fragmento positivo de I.

Existen seméanticas de tipo Kripke, de tipo topoldgica y de tipo
algebraica para I. Como en este trabajo extendemos las seméntics de
Kripke y las topoldgicas, las describimos mas adelante en las secciones
141y 14.2.

A partir de I y de la Légica Clasica (que denotamos por L) se de-
fine una cadena innumerable de légicas, llamadas Légicas Intermedias
y denotadas por Int, tal que I C Int C L. Las Algebras de Heyting
se usan para definir semanticas para I, a partir de las cuales podemos
definir estructuras més complejas, clases de Algebras de Heyting, las cua-
les definen seménticias para cada Légica Intermedia. Po otro lado, no
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cualquier Légica Intermedia tiene una seméntica de tipo Kripke, aunque
algunas si [19].

1.3.2. Légica Paraconsistente C,

Asi como la Ley del Tercero Excluido no siempre es aplicable en
situaciones cotidianas, tampoco lo es la Ley de la No Contradiccion, la
cual establece que nunca es permisible una contradiccién, es decir, la
validez simultdnea de una proposicién y su negacién. El problema de
validar contradicciones en la Légica Clésica es que conlleva a la triviali-
dad. Esto se caracteriza con el hecho de que la férmula (¢ A —p) — 9 es
un teorema, lo cual puede interpretarse diciendo que una contradiccién
implica cualquier férmula.

Por lo tanto, una forma de negar la Ley de la No Contradiccién
es construir una légica en la cual la proposicién (¢ A =) — 9 no
sea teorema. A este tipo de logicas les llamamos Paraconsistentes. Se
han definido ya varias Légicas Paraconsistentes. Aqui presentamos una
definicién axiomdtica de la Ldégica Paraconsistente llamada C,. La
Unica regla de inferencia es Modus Ponens y los axiomas de C,, son los
siguientes.

Pos1 ¢ = (¢ = ¢)

Pos 2 (¢ = (¥ = 0)) = ((p = ¥) = (¢ = 0))
Pos3 o ANy — ¢

Pos4 o A =

Pos5 ¢ = (¥ = (¢ A Y))

Pos 6 ¢ = (¢ V)

Pos 7 ¢ = (¢ V)

Pos8 (¢ = 0) = (¢ = o) = (V¢ = 0))
Cul oV p

Cu2 mmp =

Una consecuencia esperada de esta axiomatizacion es que, efectiva-
mente, ¥c, (@ A—p) — 1. Ademds, C, es la Légica Paraconsistente mas
débil [15, 16]. Nétese que el fragmento positivo de C,, coincide con el de 1.
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Existe una semaéntica de Kripke para C, asi como también una
seméntica topolodgica, las cuales describimos mas adelante en las sec-
ciones 1.4.3 y 1.4.4.

1.3.3. Légica Posibilista

Sabemos que si tememos las proposiciones ¢ — ¥ y ¢ podemos
inferir v. Hacemos énfasis en la palabra tenemos, pues la validez de
este argumento depende implicitamente de que irrefutablemente sean
verdaderas las premisas, en contraste con nuestra experiencia cotidiana,
en la que no siempre podemos determinar con total certeza la validez
de una proposiciéon. Por ejemplo, consideremos las proposiciones “Si
puedo conseguir un empleo entonces puedo comprar un auto” y “Puedo
conseguir un empleo”. Existen factores sociales, culturales, econémicos,
etc., que permiten asociar un grado de certeza a cada premisa, inde-
pendientemente. Esto conlleva a buscar una légica que permita hacer
la inferencia “Puedo comprar un auto” con un grado de certeza que
dependa de las certezas de las premisas, para lo cual la Logica Clasi-
ca es insuficiente. Una respuesta a esta bisqueda es la Logica Posibilista.

La idea de manejar incertidumbre en el contexto la Légica Matemati-
ca se puede rastrear al menos hasta el filésofo griego Teofrasto, quien
afirmaba que la fuerza de la conclusion es igual a la fuerza de la premisa
mas débil. Recientemente, algunos intentos de incluir la Teoria de la Pro-
babilidad para manejar la incertidumbre dentro la Légica encontraron
obstaculos como los siguientes.

= La Probabilidad no encaja con Modus Ponens en el siguiente sen-
tido: si Prob(p — ¢) > «a'y Prob(y) > « entonces Prob(y) >
méx{0, 2a — 1}, donde méx{0,2a — 1} < a, para cada o € (0,1).

= Hay una diferencia considerable entre la probabilidad de una con-
dicional Prob(p — 1) y la probabilidad condicional Prob(y | ¢).
Maés ain, | no es un conectivo légico.

La Logica Posibilista logra relacionar el principio originado por Teo-
frasto con medidas de necesidad en el contexto de la Teoria de la Posi-
bilidad de Zadeh. A continuacién presentamos un resumen de la Teoria
de la Posibilidad.

Teoria de la Posibilidad

La Teoria de la Posibilidad es una teoria de la incertidumbre,
la cual puede ser considerada como complemento de la Teoria de la
Probabilidad, aunque difiere de ésta por el uso de dos funciones (duales)
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en lugar de sélo una.

Las férmulas en la Ldgica Posibilista tienen la forma (¢ «), donde
¢ es una férmula en alguna légica (usualmente, la cldsica) y « es un
elemento de un conjunto totalmente ordenado (usualmente el intervalo
[0,1]). Tal férmula posibilista expresa el hecho de que la certeza con la
que se tiene a la féormula ¢ es al menos «. Entre més grande sea este
grado de certeza (también llamado peso) mds cierta es la férmula. Este
grado se evalua por medio de una medida de necesidad y por medio de
un experto en el contexto en que surjan. Denotaremos por ¥ a la base

posibilista {(v; ;) }ier-

El elemento basico de la teoria de la posibilidad es la distribucién
de posibilidad, que denotaremos por w, la cual es una funcién cuyo
dominio es 2, el conjunto de interpretaciones de las féormulas clasicas
en la base posibilista, y cuyo rango es [0, 1]. 7(w) representa el grado de
compatibilidad de la interpretacién w con la informacién (o las creen-
cias) disponible acerca del mundo real descrito por la base posibilista.
7m(w) = 0 significa que w es imposible y m(w) = 1 significa que w es un
modelo de X.

Hay dos maneras de ordenar por rango las férmulas de un lenguaje.
El grado de posibilidad (o la consistencia) de una férmula ¢ es

() = méx{r(w) | w |- o}.

Por otro lado, el grado de necesidad (o la certeza) de una férmula ¢
es
N(p) =1 —TI(=p).

Mientras II(¢) evalia la consistencia de ¢ con la informacién expresada
por m, N(¢) evalia la inferencia de ¢ a partir de la informacién
representada por X.

Resulta que si N es una medida de necesidad entonces
N(p = v) = ay N(p) = B implican que N(¢) > min{a, 5}.

Asi, el grado de incertidumbre de una férmula ¢ se representa en el
contexto de la Teoria de la Posibilidad con la expresién N(¢) > a, en
la cual el peso de ¢, denotado por a, representa la certeza de que ¢ es
verdadera, considerando la informacién (posiblemente incompleta) que
se tenga. También pueden considerarse expresiones del tipo I(y) > «
aunque no son preferibles. Nétese que la expresién N(p) > « equivale a
M(—p) <1-—a.
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Definicién Sintactica de Légica Posibilista

Presentamos la siguiente axiomatizacién de la Logica Posibilista
(Estandar), la cual denotamos con PL. El conjunto de los axiomas de
esta Légica es {(¢ 1) : ¢ es an axioma cldsico} y las reglas de inferencia
son:

* (pa), (¢ =9 B)FpL (v min{a, B})
» (pa)bFpL(pB)sia>p

Notemos que en la definicién anterior usamos la Légica Clasica co-
mo base. Podemos definir otras Loégicas Posibilistas extendiendo es-
ta definicién usando otras légicas como base. Sea X una ldgica (en
este trabajo X € {C,,I}). Definimos un sistema axiomdtico para
la légica posibilista denotada por PXL, por el conjunto de axiomas
{(¢ 1) : ¢ es un axioma de X} con las siguientes reglas de inferencia:

» (pa),(p = B)Fpxr (¢ min{a,B})
" (pa)Fpxr (pB)sia>p

It is not difficult to verify that (AANB — C a)=(B = (A — C) «a)
in PC, L and that the transitivity of implication is also valid in PC, L,
ie.

(A= B «a),(B—=C B)kpc,r (A= C min{a,S}).

Notemos que si (¢ ) F (¢ 8) entonces a > B, por lo que el caso 5 > «
no serd considerado. El principio de que la fuerza de una conclusién es
la fuerza del argumento mas débil usado en su prueba es la motivacién
de (GMP). Notemos que todo axioma y todo teorema tiene asociado
el valor 1. En el Capitulo 2 mostramos algunos resultados sintacticos y
algunas semanticas para PX L.

1.4. Semanticas para Intuicionismo y C,

Podemos considerar que una seméantica para una légica brinda un
mecanismo para validar férmulas en dicha légica. Las tablas de verdad en
Légica Clasica, por ejemplo, son la seméntica mas usual para nosotros.
Algunas légicas no tienen semdanticas definidas por tablas de verdad,
pero hay otros tipos de semanticas: por ejemplo, de tipo Kripke y de
tipo topoldgicas. Una aportacién de este trabajo es definir seménticas
para algunas 16gicas posibilistas (las cuales presentamos en el siguiente
Capitulo). Para ello, presentamos algunas seméanticas para Intuicionismo
y para Cl,.
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1.4.1. Una Semantica de Kripke para la Légica In-
tuicionista

Iniciamos presentando una seméntica de (tipo) Kripke para la Légica
Intuicionista. El lector puede consultar [18] para revisar los detalles de
esta semantica.

Un modelo de Kripke para Intuicionismo es una estructura
M = (W,<,E), donde W es un conjunto no vacfo, < es un orden
parcial en W y F es una relacién entre elementos de W y férmulas
intuicionistas, todo lo anterior con las siguientes propiedades.

Para cada z,y € W, para cada dtomo p y para cualesquiera férmulas
© v P, tenemos:

= sixFpyax <y entonces y F p;

s xFE(pAY)siysblosiz EpyxkE;

mzF(pVi)siysblosizEpoakEy;

= zF —psiysélosi (Vy e W)(sixz <y entonces y ¥ p);y

mz FE (p = ) siysélosi (Vy € W)(six <y entonces (y F ¢
implica que y F 1)).

Para todo modelo de Kripke también definimos wuna fun-
ciéen Vo : Lo — 2" tal que para cada atomo p, tenemos que
Vo(p) = {x € W | z E p}. Luego, extendemos esta definicién a férmulas
arbitrarias definiendo una funcién V : FOR — 2V de la siguente
manera.

Para cada dtomo p y cualesquiera féormulas ¢ y ¥:
= V(p) =Vo(p)
e AY) =V(p) NV (4);

V(
VipVy) =V(p) UV (¢);
s Vip—= ) ={x e W |siz e V(p)entonces x € V(¢)};
V(
V(L

—p) = {$€W|(ﬂ39>x)(y€V( Ny
) =

Con M E ¢ denotamos V() = W y con F ¢ denotamos que para
cada modelo de Kripke M tenemos M F ¢.

El siguiente resultado demuestra que los modelos de Kripke definen
una semantica adecuada para la Logica Intuicionista.

10
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ALGUNAS DE SUS SEMANTICAS
1.4. SEMANTICAS PARA INTUICIONISMO Y C,,

Teorema 1 Si ¢ es una formula intuicionista entonces
Fr o siy sdlo si F .

Una caracteristica fundamental de la Loégica Intuicionista es que
¥ ¢ V =p. Damos un modelo de Kripke para Intuicionismo que
demuestre este hecho. Sea M = (W, <,F) el modelo de Kripke para
Intuicionismo definido por W = {z1, 22}, <= {(z1,22)} y F= {(22, ¢)}.

Notemos que z1 ¥ -, pues x5 F ¢, por lo que z1 # ¢V —p. De aqui se
infiere que M ¥ ¢ V =@ y en consecuencia ¥; ¢ V —p. Notese ademéds
que como 1 ¥ ¢ y x2 F ¢, entonces x1 F ——p y asi, z1 ¥ 7—p — ¢. De
aqui se infiere que M ¥ ——¢ — ¢ y en consecuencia ¥; =—p — .

1.4.2. Una Semantica Topolégica para la Logica In-
tuicionista

Ahora presentamos una semdntica para Intuicionismo basada en
espacios topoldgicos. Esta semdntica se debe a Tarski [14], partiendo
de la idea de generalizar la seméntica Booleana de la Loégica Clésica.
Sabemos que si X es un conjunto no vacio entonces el conjunto
potencia P (X) forma un dlgebra booleana con las operaciones usua-
les. Para el caso de la Légica Intuicionista cambiamos P (X) por una
topologia para X. Los detalles de esta semantica pueden hallarse en [14].

Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea || ||: Lo — 7 una funcién que a
cada dtomo p le asigna un conjunto abierto || p ||. De manera inductiva,

extendemos esta funcién a cualquier férmula intuicionista.

Para cualesquiera féormulas ¢ y v, definimos:

FeAdl=llelnilel
Fevl=lellullel
e = ll=int( @ |FU ¥ |)

I = ll=int(]| ¢ 1)

L=

donde int denota el interior de un conjunto (i. e. el conjunto abierto
mds grande contenido en el conjunto dado). Puede demostrarse que

le=9lnlelcldl

11



CAPITULO 1. LAS LOGICAS DE ESTA TESIS Y
ALGUNAS DE SUS SEMANTICAS
1.4. SEMANTICAS PARA INTUICIONISMO Y C,,

Para cualquier féormula intuicionista ¢ escribimos Fx ¢ para deno-
tar que || ¢ ||= X. Asimismo, F ¢ denota que para cualquier espacio
topoldgico (X, 7) tenemos que Fx ¢. El siguiente teorema nos garantiza
que tenemos una semantica adecuada para Intuicionismo.

Teorema 2 Si ¢ es una formula intuicionista entonces
Fro siysolo si F .

Ahora bien, mostramos una aplicaciéon de una seméantica topoldgica
para Intuicionismo. Consideremos el conjunto de los Numeros Reales
con la topologia usual. Sea || ¢ ||= R\ {0}. Asf || ¢ ||= 0, por lo que
Il ¢ V=¢|l=|| ¢ ||# R. Por lo tanto, ¥; ¢ V =p. Ademds, | =—¢ ||= R,
por lo que | == — ¢ ||=|| ¢ ||# R. De aqui que ¥; == — .

1.4.3. Una Semantica de Kripke para C,

En [17], el autor presenta una seméntica para C,, basada en modelos
de Kripke. Un modelo de Kripke para C,, consiste en una estructura
M = (W,<,IF,T), donde (W, <) es un conjunto no vacio parcialmente
ordenado, T es una funcién que toma por valores formulas negadas de
tal forma que para cada z,y € W, si < y entonces T'(z) C T'(y) (intui-
tivamente, T'(p) es el conjunto de férmulas negadas que son verdaderas
en p) y, por ultimo, I es una relacién con las siguientes propiedades:

= z I ¢ estd definido para todo x € W y para toda férmula .

= Si ¢ es cualquier dtomo entonces z IF ¢ si y s6lo si para cada y tal
que z <y, ylF .

mzlFpAYsiysolosizlkeyxlk.
mzlFpVysiysolosizlkypoxl-y.
w2k —siysdlosi (Vy > xz)(y Ik ¢ implica que y I ).
» Sea ~Cp =, ""Flp = =(="p) para cada ¢ Z ).
x Ik =ty siy sélo si =1y € T'(z) o existe y < x tal que y ¥ .
x IF ="T2p siy sélo si =" 29 € T(x) y z - =" A o existe y < x tal

que y ¥ ="t

s 2l (o1 Ao A@) = (P V...V ahy,) siy sélo si para cada y tal
quez <y, xlFp1y...y 2zl ¢, implican que = I ¢ o ... or
z - Y,

12



CAPITULO 1. LAS LOGICAS DE ESTA TESIS Y
ALGUNAS DE SUS SEMANTICAS
1.4. SEMANTICAS PARA INTUICIONISMO Y C,,

Este modelo determina una semantica de Kripke adecuada para C,,,
de tal forma que ¢, ¢ siy sélo si I ¢.

Una caracteristica fundamental de la Légica Paraconsistente C,
es que ¥e, (p A —gp) — 1. Damos un modelo de Kripke para C,, que
demuestre este hecho. Sea M = (W, < F,T) el modelo de Kripke para
C,y definido por W = {z1, 25}, <= {(z1,22)}, F= {(z2,9)} y T na
funcién tal que —p € T'(xq).

Notemos que 25 E o A—p y que 25 ¥ 9, por lo que 21 ¥ (pA—p) — .
De aqui se infiere que M ¥ (¢ A =p) — ¢ y en consecuencia ¥, (¢ A
) = .

1.4.4. Una Semantica Topologica para C,

Una de nuestras aportaciones en este trabajo es definir una légica
posibilista basada en la légica C,, y darle una semadntica topoldgica
adecuada, extendiendo una semadntica topoldgica que se haya definido
previamente para C,,. Como no encontramos tal semantica topologica
para C,,, definimos una, baséndonos en la idea de [17].

Definicién 1 Diremos que un espacio topoldgico (X, ) es Cy,-adecuado
si es un espacio Ty o bien si no es un espacio Ty, pero (Vo € X)({y €
X |z ed{y})} es un conjunto abierto).

Sea (X, 7) cualquier espacio topoldgico C,-adecuado y sea || ||o: Lo —
P(X) una funcién tal que para cada dtomo a de Cl, el conjunto || a ||
es un conjunto cerrado en (X, 7). Ahora, para férmulas en C,, definimos
| || recursivamente.

Definicién 2 Para cualesquiera formulas ¢ y ¢ en Cy,, definimos:

| ¢ |=ll ¢ llo si¢ es an dtomo;

Fengll=lle Nyl

Tevyll=llelullyll;

e —= v ll=cl({z e X [cd{zhnll¢ | NIl 1= 0});
= 2 el ¢ 19); v

="+ 12 (] =" € Nl ="¢ ).

No es dificil verificar que || ¥ — ¢ [|9C|| ¢ ||¢ para cualesquiera
férmulas ¢ y ¢ en C,,.
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CAPITULO 1. LAS LOGICAS DE ESTA TESIS Y
ALGUNAS DE SUS SEMANTICAS
1.4. SEMANTICAS PARA INTUICIONISMO Y C,,

El motivo principal para usar conjuntos cerrados y el operador
clausura en lugar de conjuntos abiertos y el operador interior, usados en
la semantica topoldgica para Intuicionismo, es que en légicas paracon-
sistentes es posible tener teorias contradictorias pero no triviales. Esto
lo interpretamos topoldgicamente como el hecho de que || ¢ || pueda
tener una frontera no vacia.

Ahora bien, si ¢ es una férmula en C, entonces escribimos
(X,7) E ¢ para denotar que || ¢ ||= X y escribimos F ¢ para deno-
tar que (X, 7) E ¢ para cualquier espacio topoldgico C,-adecuado (X, 7).

En el siguiente teorema se muestra la motivacién en definir espacios
topoldgicos C,-adecuados.

Teorema 3 Sea (X, 7) un espacio topoldgico tal que para cada x € X,
el conjunto {y : = € cd({y})} es un conjunto abierto. Entonces para
cualquier y €|| ¢ — ¥ || y para cualquier x € cl({y}) tenemos que

six €|l ¢ || entoncesx €|l | .

Demostracién 1 Sean y €| ¢ = ¢ || y z € d({y})N || ¢ ||. Supdngase
que z €| ¥ ||©. Entonces y €| ¥ ||, ya que || ¥ || es una vecindad de
x. Por hipdtesis, el conjunto {t :y € cl({t})} es una vecindad de y, por
lo que {t :y € c({tHIN || ¥ ||€ es una vecindad de y. Asi que existe
wnw el P | tal que y € aA({w)) y d{whn |l ¢ | 0 || ¥ = 0.
Ahora, como x € cd({y}) yy € cdl({w}), entonces z € cl({w}), por lo
que x € d({wPHN || ¢ || N || ¥ ||, lo cual es una contradiccion. Por lo
tanto, x €|| ¢ ||

Como consecuencia del teorema anterior, mostraremos que axiomas
tales como Pos 2, Pos 8 y C,2 seran validas en la semantica topologica
que definiremos mas adelante.

Teorema 4 Sea (X, 7) un espacio topoldgico C,-adecuado. Entonces ||
(= @—=0)=(p=9)=(¢—=0) =X

Demostracion 2 Dividimos la demostracion en dos casos.

Caso 1: (X,7) no es un espacio topoldgico Ty, pero (Vx € X)({y €

X |z ecd{y})} es un conjunto abierto).
Supongamos que eziste zg € X\ || (¢ = (¥ = 0)) = (¢ = ¥)
(p = ) ||. Entonces existe una vecindad Uy de x tal que Uy N{z
Xld({zhnlle =@ —=o) 0l (e—=1v) = (p—o0)[[=0} =
Entonces cl({zo})N || ¢ = (¥ = o) [ N ]| (¢ = ) = (0 — o) %
2

ast que existe y € cl({xo}) tal quey €|l ¢ = (¥ = 0) || yy & (
) = (p = o) ||. Ast que tenemos lo siguiente:

_)
€
0.
@7

N

14



CAPITULO 1. LAS LOGICAS DE ESTA TESIS Y
ALGUNAS DE SUS SEMANTICAS
1.4. SEMANTICAS PARA INTUICIONISMO Y C,,

(i) Por el Teorema 1 tenemos para cada v € cl({y}), si r €] ¢ ||
entonces r €|| Y — o |;

(i1) Eziste una vecindad Uy de y tal que UsN{z € X | cd({z})N | ¢ —
v Nl e—o|“=0}=0. Luego, d({y)N [l ¢ — v [| N |
o — 0 |9 0, asi que existe z € cl({y}) tal que z €| ¢ = ¥ || y
yélle—oll

De (ii) tenemos lo siguiente:

(iii) Por el Teorema 1 tenemos que para cada s € cl({z}), si s €| ¢ ||
entonces s €| ¥ ||;

(iv) Existe una vecindad Us de z tal que UsN{z € X | cd({z})N | ¢ |
Nl o [[9=0} = 0. Luego, cl({zH)n | ¢ [ N | o [“F 0, asi que
existe w € cl({z}) tal que w €|l ¢ || yw & o ||

Ahora, como w € c({z}) y z € cl({y}) entonces w € cl({y}).
Asi que si w €| ¢ || entonces w €|| Y — o ||, por (i), y si w €| ¢ |
entonces w €|| ¥ ||, por (iii). Entonces, por (iv), w €| v — o |,
w €l Y || yw &|| o |, lo cual es una contradiccidn. Por lo tanto,

=@ —=0)=(¢—=9)=(¢—=0) =X

Caso 2: (X, 1) es un espacio T .

Primero notamos que en este caso tenemos que || ¢ — ¢ || resulta
ser igual a cl(|| @ || U (|9 [1). As? que || (¢ = (¥ = o)) = (¢ = ) =
(90H—> o) [9=int | o= @ —=o)lnint|le—yllnint]e]n]
o

Supongamos que existe x € int || p — (Y — o) || Nint || ¢ = ¢ |
Nint| ¢ || N |l o || Entonces existe una vecindad U de x tal que

(1) UClle—= (¢ —=o0) ],
(1) UClle =91,

(i) UCllelly

(iv) US|l o ||

Por (i), eviste y € U tal que y €| ¢ || U || & — o ||. Asi que,
por (i), y € c(|| ¥ || U || o |). Luego, existe = € U tal que
z €|l ¥ €U o |; pero por (), z €|| ¥ ||. Resumiendo, tenemos lo
stquiente:

Eziste z € U tal que
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ALGUNAS DE SUS SEMANTICAS
1.4. SEMANTICAS PARA INTUICIONISMO Y C,,

(a) z €l ¥ |,
(0) z€ll v 1€y
(¢c) por (i), z €ll o = ¥ ||.

Sea W =| v || 0 || ¥ |© NU. Entonces, por (a) y (b), W es una
vecindad de z y por (c) existe | € W tal que I €| ¢ | U || ¥ |,
lo cual contradice (4i) y la definicion de W. Por lo tanto,

=W —=0)=(¢—=9)=(¢—=0) =X

Para Pos 8 y C,,2 existen demostraciones andlogas. Para los demés
axiomas tenemos lo siguiente:

Pos 1: Como || ¢ — ¢ ||[9C]| ¢ || entonces || ¢ — (¢ — @) ||=
cd{ze X [d({z)n e nllv—¢|“=0}) =d(X) = X.

Pos 3: [ oA = ¢ ll=c({z € X | d({z})n | oAy [N ¢ =
M) =c(X)=X

Pos & || oAy = ¢ ||=c({z € X [d({zh)n | e Ad | 0]l ¢[|9=
PH=dX)=X

Pos 5: Since || & [ N |l (Il @ I Ul & 9 =[Nl el
entonces || ¢ = (¢ AY) |=cd({z e X [d({zh)n ¢ N leAy 9=
0}) =cd({z e X [ d({ah)n | ¥ | Nl =0} =l & = ¢ ||. Por lo
tanto, || ¢ = (¥ = (¢ AY)) [=cd({z € X [cd({zh)n ¢ [N ]| ¥ —
(A I€=0}) =cd({z e X | d{zhn (@ | N | ¥ = ¢ 9= 0}) =||
=W —=9) =X

Pos 6: | o = (Vo) [=cd{z e X [cd({z}in e Nl eV [|€) =
PH=cdX)=X

Pos 7: || = (¢ V¢) [=c({z € X [d({zin [l [In]le Ve [9) =
PH=dX)=X

Col: Sea z € X. Siz ¢| ¢ || entonces = €| ¢ |[C cl(|| ¢ |€) ||
—p ||, therefore [[ ¢ V=g =l ¢ | U || ¢ |I= X.

Ahora mostramos que hemos definido una seméntica topolégica ade-
cuada para C.,.

Teorema 5 Sea ¢ una formula en C,. Entonces

st Fc, @ entonces F .
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CAPITULO 1. LAS LOGICAS DE ESTA TESIS Y
ALGUNAS DE SUS SEMANTICAS
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Demostraciéon 3 Sea (X,7) un espacio topoldgico C,-adecuada.
Hemos demostrado que si ¢ es cualquier axioma en C,,, entonces F @,
por lo que solo resta demostrar que || || preserva modus ponens.

Modus Ponens: Supongamos que | ¢ — ¢ [|= X y que || ¢ ||= X.
Entonces cl({x X | cl({z}) N XN || ¢ ||“= 0}) = X lo cual impilica que
I fl= X

Concluimos esta subseccién con el siguiente teorema, el cual asegura
que hemos definido una seméntica topoldgica completa para C,,. En la
seccion 2.2.4 extenderemos esto a una semdntica topolégica para una
l6gica que hemos denominado la Légica C,, Posibiista.

Teorema 6 Sea ¢ una formula en C,,. Entonces
si F ¢ entonces ¢, .

Demostracion 4 Supongamos que ¥c, @. Demostraremos que ¥ ¢
hallando un espacio topoldgico (X, ) tal que || ¢ |# X.

Como ¥ ¢, ¢ entonces existe un modelo de Kripke M = (W, <,T,I)
para C,, tal que M W . Esto significa que existe pg € W tal que pg ¥ .

Ahora, sea T la topologia definida sobre W de la siguiente
manera: un subconjunto F de W es cerrado en T si y solo si,
(Yp)Vg)(p > ¢ N q € F = p € F). Asi, tenemos que w € cl({p})
sty sdlo si, w > p, donde cl(A) denote a la clausura del conjunto A.
Notemos que (W, T) es C,-adecuado.

Con esta topologia definimos los siguientes conjuntos cerrados:
=@ l|=c({ll ¢ [“DU{p e W[ —p e T},
| ="P2p = d({[| "o [“HU{Hp e W | "o e T(p)n | "¢ ),
y para cada dtomo ¢, || p ||l={p € W |plF ¢},
todos los cuales satisfacen la definicion de || ||, pues T es una funcion
creciente.

Mostramos que sin importar la complejidad de la formula ¢, siempre
tenemos que || ¢ || W (y por lo tanto, que ¥ ¢).

1. Si p es un dtomo entonces existe ¢ € W tal que po < q y q ¥ .
Por lo tanto, | ¢ |={p e W |plF ¢} #W.

2. Si @ = 1 Ay entonces po W o1 or po W 1. So || o1 ||[#£ W or
| 2 | W. Por lo tanto, || ¢ ||=[l 1 [| N || @2 [[# W.

8. Sip = 1V gy entonces po K @1y po W 1. So || o1 [[# W y
| o2 [|# W. Por lo tanto, || ¢ ||=[l 1 [| U || @2 [ W.
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4. Si o = @1 — @2 entonces existe ¢ € W tal que pg < ¢, qlF ¢1 y
q ¥ @o. Esto implica que cl({po)N || w1 | N || w2 |€# 0. Por lo tanto,
lell={peW [d{phnll el Nl w2 =0} #W.

5. 81 ¢ = 1 entonces —~p1 ¢ T(po) y para cada ¢ € W tal que
q < po, q IF p1. Entonces py €| ¢1 ||, ya que || @1 || es un conjunto
cerrado. Ahora, po ¢ {p € W | —~p1 € T(po)}, y siU ={q €W | q¢<po}
entonces U es un conjunto abierto en el cual estd pg y UN || o1 ||= 0
lo cual implica que poy ¢ cl(|| ¢1 ||©). Por lo tanto, || —py ||# W.

6. Si o = —"t2¢ entonces —"*2p ¢ T(py) or po ¥ —"p,
y ¢ F "o para cada ¢ € W tal que q < po. Entonces
po E{peW | -"PoeT@IN| "¢, ysiU={qgeW|q<po} en
tonces U es un conjunto abierto en el cual estd po y UN || ="Tlp1 [|©= 0
lo cual implica que po & cl(|| =" 11 ||€). Por lo tanto, | =" 2y ||# W.

Esto concluye la demostracion.

A continuacién mostramos una aplicaciéon de esta seméntica para
demostrar que ¥¢, (¢ A =) — 1. Consideremos a los Nimeros Reales
con la topologia usual. Sean || ¢ |=[0,1] ¥ || ¥ ||l= {2}. Por un lado,
notemos que cl(|| ¢ [|€) = R\ (0,1), por lo que definimos || —¢p ||=
R\ (0, %), de tal forma que || ¢ A = ||= [0, 3]. Asi, tenemos que

[ (eA=p) =l =d({zeR[d{zhneA-p Ny [=0})
=cd({z eR[{z}n0,5]} =0})
£R.

Por lo anterior, #¢, (p A —p) — 1.
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Capitulo 2

Las Logicas Posibilistas
PILy PCy,L

En el Capitulo anterior hemos presentado definiciones axiomaticas de
las Logicas Posibilistas PIL y PC,, L. En este Capitulo analizamos estas
l6gicas, buscando en primera instancia si satisfacen propiedades utiles,
como por ejemplo Teoremas de la Deduccién, Teorema de la Sustitucion,
etc. En una segunda instancia, proponemos semanticas para estas légicas.

2.1. Algunos Resultados Sintacticos

En esta seccién presentamos algunas propiedades para PC,L,
asi como también las propiedades para PIL ya demostradas en [11, 12],
donde también pueden encontrarse las demostraciones omitidas en esta
seccién. Consideramos que X € {Cl,, I'}, de tal forma que PXL es PIL
o bien es PC, L.

Teorema 7 Sil' es un conjunto de formulas en PXL y ¢ es una formu-
la en X, entonces T Fpxy, (p 1) siy sdlo si T* Fx .

Demostracién 5 Supongamos que T Fpxp (p 1) y que
(p1 a1),...,(pn an) es una prueba en PXL de (¢ 1). Demostra-
remos por induccion que para cada j = 1,...,n, tenemos que I'* Fx ¢;.
El caso j = n valida nuestra afirmacion.

La férmula (p1 «1) es un azioma de PXL o bien (¢1 a1) € T, i.
e., p1 es un azioma en X o bien @1 € I'*. En ambos casos tenemos que
' Fx o1, por lo que nuestra afirmacion es vdlida para j = 1.
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Ahora supongamos que para cada k < j, I Fx . La férmula
(pj ;) es un azioma de PXL, o es un elemento de T', o bien se sigue
por (GMP) a partir de (¢ o) y de (o1 = @; am), donde l,m < j y
1 = a; = min{ay, o}, 0 bien, finalmente, (¢; o) se sigue de la Regla
(S) a partir de (p; B), donde > o = 1.

En los primeros dos casos, I'* -x ¢ se sigue como en el caso j = 1.

En el tercer caso, usamos la hipdtesis inductiva para tener I'* Fx ¢
yI'" Fx @1 — ;. Por el Teorema de la Deduccion en X concluimos que
' Fx ¢;.

En el dltimo caso tenemos que [ es igual a «;, para algin i < j,
asi que por la hipdtesis inductiva concluimos que I'* Fx ¢;. Esto con-
cluye la prueba por induccion.

Reciprocamente, supongamos que I'* Fx ¢. St o1,...,0, €S una
prueba en X de ¢ a partir de T'* entonces (p1 1),...,(¢n 1) es una
prueba de (p 1) en PXL.

Teorema 8 (Teorema De La Deduccién) Si I' es un conjunto de
formulas en PXL, ¢,v son férmulas en X y « € (0,1], entonces

TU{(pe D} Fpxr (¥ a) siysdlosi Thpxr (p— 1 a).

Teorema 9 (Teorema Generalizado De La Deduccién) Si T' es
un conjunto de férmulas en PXL, ¢, son formulas en X ya, 8 € (0,1],
entonces

1. TU{(p B)} Fpxr (¥ a) implica que T Fpxy (¢ — ¥ @)

2. Si ademds 8 > «, entonces tenemos la equivalencia:
I'u {((p ﬂ)} Fpxr (1/) Oé) sty solo si T Fpxr, (QD — Oz).

Teorema 10 (Teorema Generalizado De La Deduccién (2a Versién))
Sean I' un conjunto de formulas en PXL, ¢,v formulas en X y o, €

(0,1]. SiTU{(p B)} Fpxr (¥ a) y {(¢1 p1),(d2 p2),---,(¢p pp)} ST

es el conjunto de formulas de las cuales depende una demostracion de
(¥ «) a partir de T U{(¢ B)}, entonces

r }_PXL (SO — w ml’n{PhPQa oo 7pp})'

2.1.1. Algunos Resultados Sintacticos para PIL

Aqui reproducimos algunos resultados propios de PIL, mismos que
aparecieron por primera vez en [11, 12].
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Teorema 11 (Teorema Débil De La Refutacién ) SiT' es un con-
junto de férmulas de PIL, ¢ es una férmula en I y o, 3 € (0,1] tales
que B > «, entonces

TU{(=¢ B)} Fprr (L a) siy sdlo siT Fprp (me )

Teorema 12 (Regla De Corte) Si ' es un conjunto de férmulas de
PIL, @,v son férmulas en I y o, € (0,1], entonces

Thkprn (0B) y TU{(e B)} Frrr (¥ «) implican que T Fprp (¢ min{a, 8})

Teorema 13 (Teorema De La Sustitution) Sea ¢ férmula cldsica y
sea ¥ una subférmula de @. Sea ¢’ la férmula que resulta al sustituir
alguna o ninguna de las ocurrencias de ¥ en ¢ por la formula o.

1 Fprin (V< 0) = (o ¢') 1)

2. SiTkprn (Y < 0 «) entonces T Fprr, (¢ < ¢ )

Teorema 14 (Teorema de Glivenko) Sean I’ un conjunto de férmu-
las en PIL, ¢ un férmula en I y supongamos que T Fpos (¢ «). Si
To={(y1 a1),..-, (7 an)} CT es tal que la prueba de (¢ «) a partir
de I' depende de las formulas en Ty, entonces

T'Fprr (4 min{ay,...,a,}).
2.1.2. Algunos Resultados Sintacticos para PC,L
Los siguientes resultados son propios de esta tesis.
Teorema 15 (Teorema De La Refutacién) SiT' es un conjunto de
formulas en PC,L, ¢ es una formula en C, y o, € (0,1] tales que
B > «, entonces
TU{(p B8)} Fpre, (L a) siysdlosiT Fpo,r (e ).

Demostracion 6 Por el Teorema Generalizado De La Deduccion
tenemos que

Tu{(e B)} Fpe,r (L «) sty sdlo siT Fpe,r (¢ — L «). Pero
p — L equivale a —.
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Teorema 16 (Regla De Corte) Si I' es un conjunto formulas en
PC,L, p,¢ son férmulas en C, y «, 8 € (0,1] entonces

I'tpe,L (0B) y TU{(¢ B)} Fre,r (¥ ) implican T'Fpc, 1 (¢ min{a, 5}).

Demostracion 7 Supongamos que T' bFpe,r (¢ B) y que T U
{(¢ B)} Fpe,L (¥ @). Por el Teorema Generalizado De La Deduccion
tenemos que I’ Fpo 1, (¢ — ¥ «). Luego, por (GMP) concluimos que

I'Fpe,r (¥ min{a,8}).

2.2. Semanticas para PILy PC,L

Para poder definir semdnticas para nuestras ldogicas posibilistas
PXL extendemos alguna que se haya definido previamente en la légica
X. Esta puede ser de Kripke o bien topoldgica. Hemos analizado
previamente este tipo de semadanticas para Intuicionismo y para C,.
Definiremos las semanticas de Kripke, en su versién posibilista, por
medio de funciones.

Comenzamos con semanticas para PIL.

2.2.1. Una Semantica de Kripke para PIL

Nuestra meta es definir una seméantica de Kripke adecuada para PIL
basada en un modelo de Kripke para Intuicionismo.

Sea M = (W, <,F) un modelo de Kripke para Intuicionismo y sea §
el conjunto de todas las funciones no decrecientes 7 : W — [0, 1]. Con el

simbolo \/ 7(z) denotamos a sup {n(z) | x € V(p)}.
zeV(p)

Definicién 3 Definimos la funcion || ||: FOR — § como sigue: para
cada dtomo p y para cualesquiera formulas intuicionistas ¢ y ¥:

Ipll= {wes V )W(x):l}

zeV(p

FeAdl=lelnilel
Feval=lelullel

IsD—H/)II:{WéSI Vo or@) <V 7T(:v)}
2eV (¥)

€V ()
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= | - ll= {WESI V W(m):O}

z€V ()

Ahora extendemos esta definicion a férmulas en PIL.

s Para cualquier (¢ «) € PIL, | (p =
{W€||<P|| IV 7T(CC)<1—04}
z¢V ()
Escribimos Fps (¢ 1) siempre que || (¢ 1) ||=] ¢ ||= § También
escribimos F (¢ 1) siempre que tengamos Fjs (¢ 1) para todo M, modelo
de Kripke para Intuicionismo. No es dificil verificar que || || preserva las

reglas de inferencia de PIL.

Teorema 17 Si ¢ es una formula intuicionista entonces
Fpin (p 1) siy sdlo siE (¢ 1).

Demostracion 8 Si M es un modelo de Kripke para Intuicionismo en-
tonces

Frin (e )= (vreF) |\ w@) =0]=](e1) =l ¢l=8=Fu (p1).
22V (p)

Ahora supongamos que ¥ prr, (¢ 1). Entonces ¥; @, por lo que existe
un modelo de Kripke para Intuicionismo, digamos M, tal que #pr . Esto
implica que W # V (¢). Ast, existe una funcionm € §F y unx € W\V ()
tales que (x) £ 1, i. e., w &|| ¢ ||. Por lo tanto, ¥ (p 1).

Definicion 4 Sea T un conjunto de formulas de PIL, ¢ € FOR vy
a € [0,1]. Definimos T’ F (¢ «) siempre que

N TWwlcleal.

(i vi)el

El siguiente resultado muestra que F preserva las reglas de inferencia
posibilistas (GMP) y Rule (S).

Teorema 18 La relacion E satisface las siguientes dos condiciones:

(1) SiTE (W — ¢ aq) yI' E (¥ a2) entonces T' E (¢ «), donde
a = min{ay, as};

(2) SiTE(p B) yB >« entoncesT E (¢ a).
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Demostracién 9 (1) Por la hipdtesis tenemos que

m | (ivi) || € {meF] \/ 7)) <1—-o

(¥i vi)el TEV (b—p)
Y
N @i lc qmedl \/ @) <1-a
(i vi)€T ¢V ()
Simte (| (Wi )|, entonces V m(x) <1—a.
(thi vi)€T z¢V (p—)NV (¢)

Ahora bien, como estamos trabajando con un modelo de Kripke
para Intuicionismo tenemos que V() NV (¢ — @) C V(p). Asi,

\/ m(x) < \/ m(x) <1-—a.

z¢V (p) ¢V (P)NV (=)
Esto implica que m €|| (¢ @) ||. Por lo tanto, T' E (¢ «).

(2) Como B > « entonces || (¢ B) || C || (¢ @) ||. Por lo tanto

N T@wlclehlclal.

(¥i vi)el

El siguiente teorema muestra que hemos definido una semantica ade-
cuada para PIL.

Teorema 19 Si T es un conjunto de formulas en PIL y (p «) es una
formula en PIL, entonces

Tkprr (¢ @) siysdlo siTE (¢ ).

Demostracién 10 Supongamos que I' Fprp, (¢ «). Sea Ty el conjunto
de formulas en T' sobre las cuales depende la prueba de (¢ o) a partir
de T'. Sea (p1 a1),...,(¢p1 an) una prueba en PIL de (¢ «) a partir
de I'. Demostraremos por induccion que para cada j =1,...,n tenemos
Fo E (QDJ Oéj).

La formula (v1 a1) pertenece a Ty o bien (¢1 1) es un axioma de
PIL. Si (¢1 a1) pertenece a Ty, entonces ﬂ(wi ~4)€To I (¥ ) || < |l
(p1 a1) ||, por lo que Ty E (p1 a1). Si (p1 a1) es un azioma de PIL
entonces aq =1y, por el 17, E (p1 aq), lo cual implica que Ty E (@1 a1).
Por lo tanto, nuestra afirmacion se cumple para j = 1.

Supongamos que para cada k < j, tenemos que T'g E (¢r ag). Luego,
(p; ;) pertenece a 'y, o bien (¢; ;) es un azioma de PIL, o bien
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(pj a;) se obtiene por (GMP) a partir de (¢, a;) y de (@1 = @ am),
donde I,m < k y o;j = min{ay, v}, 0 bien, finalmente, (¢; ;) se
obtiene por Rule (S) a partir de (¢ ), donde 8 > «.

En los primeros dos casos concluimos que I'g E (@; o) tal como lo
hicimos en el caso j = 1.

En el tercer caso, aplicamos la hipdtesis inductiva para obtener I'g E
(o1 1) yTo F (o1 = @j am). Luego, T'o F (o) o).

En el dltimo caso tenemos que B = «; para algin ¢ < j. Luego,
por la hipdtesis inductiva, T'g E (p; B), por lo que T'g E (p; «;). Esto
concluye la prueba por induccion. Para concluir la prueba de la condicion
necesaria, notemos que

N lTwiwlc () lT@wlcleal.

(i v:)€T (i vi)ELD

Ahora supongamos que T ¥ prr, (¢ «). Luego, To ¥1 @, por lo que exis-
teun modelo de Kripke para intuicionismo, digamos M, tal que T'g Eps .
Esto implica que (| V(¥) € V(g).

Pely
Sea
1, size () V()
f@) = vers
0, en cualquier otro caso.
Asi, meF, me (|| Wiv) |l yrm ¢l (¢ @) |. Porlo tanto,
(i vi)€T
¥ (p a).

2.2.2. Una Semantica Topolégica para PIL

En esta seccién extendemos la seméantica topoldgica descrita previa-
mente en la seccion 1.4.2 hacia una seméntica topolégica para PIL.

Sea (X, 7) un espacio topoldgico, || || la funcién que asigna un con-
junto abierto a cada férmula intuicionista y sea § el conjunto de todas
las funciones 7 : X — [0, 1].

Definicién 5 Para cada férmula (¢ «) en PIL definimos

((pa)) ={reF|sup{r(z) [z ¢ ¢} <1-a}.

Escribimos F (p 1) siempre que {(¢ 1)) = §. No es dificil probar que
() preserva las reglas de inferencia de PIL.

Teorema 20 Si ¢ es una formula en Intuicionismo entonces

Fprn (0 1) siy sélo si E(p1).
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Demostracién 11 Tenemos que

Fric(p1) =  (Vred) (supi{n(z) [z &| ¢} =0)

Ahora, supongamos que ¥prr, (¢ 1). Asi, ¥1 o, por lo que existe un
espacio topolégico (X, 7) tal que || ¢ ||# X, por lo que existe una funcidn
mreFyunxz e X\ | ¢l tales que w(x) # 1. Por lo tanto, ¥ (¢ 1).

Definicién 6 Sea I' un conjunto de férmulas de PIL, ¢ una formula
en Intuicionismo y o € [0, 1]. Definimos T E (¢ «) si

() (Wi ) € ((p o).
(¥i vi)€T

El siguiente resultado muestra que F preserva las reglas de inferencia
posibilistas (GMP) y Rule (S).

Teorema 21 La relacion E satisface las siguientes dos condiciones:

(1) SiT E (v = ¢ a1) y T E (¥ as) entonces T' E (¢ «), donde

a =min{ay, as};
(2) SiTE (v B) y B>« entonces T E (¢ «).

Demostracién 12 (1) Por la hipdtesis tenemos que

(| (i) € {meF|supin(a) |z ¢ ¢ —¢l} <1-ai}

(i vi)€D

Y

() (@) € {red|supin(a) |z ¢l v} <1-as}.

(i vi)el

Sime (1 ((¢i 7)) entonces sup{m(z) [z &[| ¢ = @ || N[ 4 ||
(¥i vi)€T
} < 1—a. Ahora bien, como estamos trabajando con una semantica

topoldgica tenemos que | Y || N || —= ¢ || C || ¢ ||. Asq,
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sup{r(z) [ = || ¢ [} <sup{m(z) [z ¢l [N ]| = ¢} <1-a.
Esto implica que m € ((¢ «)). Por lo tanto, I'E (¢ «).

(2) Como B > a entonces ﬂ(wi %.)ep«wi 7)) € (¢ 8)) C {(¢p ).

El siguiente teorema muestra que hemos definido una semantica ade-
cuada para PIL.

Teorema 22 SiT' es un conjunto de féormulas un PIL y (¢ «) es una
formula en PIL, entonces

Thprn (¢ a) siysdlo siT E (¢ a).

Demostracién 13 Supongamos que T Fprp (¢ «). Sea Ty un conjunto
de férmulas en T' de las cuales depende la prueba de (¢ «) a partir de
I'. Sea (p1 o1),...,(p1 o) una prueba en PIL de (¢ «) a partir T.
Demostraremos por induccion que para cada j = 1,...,n tenemos que
Lo = (p) a;).

La formula (p1 1) pertenece a Tg o bien (¢1 a1) es un azioma
de PIL. Si (g1 an) pertenece a Lo entonces (. -)er, (Vi ¥i)) C
((p1 1)), por lo cual Ty E (p1 a1). Si (p1 1) es un azioma de PIL
entonces aq = 1y, por el 20, E (v1 1), lo cual implica que T'o E (1 7).
Por lo tanto, nuestra afirmacion es vdlida para j = 1.

Supongamos que para cada k < j, tenemos que To E (pr o).
Asi (¢ aj) pertenece a Ty, o bien (¢; o) es un azioma de PIL, o bien
(pj a;) se obtiene de por (GMP) a partir de (v; 1) y (@1 = @5 am),
donde I,m < k y a; = min{ay, .}, o bien, por dltimo, (¢; ;) se
obtiene por Rule (S) a partir de (¢ B), donde 8 > a.

En los primeros dos casos concluimos que T'g E (¢; ;) tal como lo
hicimos en el caso en que j = 1.

En el tercer caso aplicamos la hipdtesis inductiva para obtener I'g E
(pr au) y Lo F (w1 = @5 o). Ast, To F (95 o).

En el altimo caso tenemos que B = «; para algun i < j. Luego, por la
hipdtesis inductiva T'o E (¢; B), por lo que T'g E (¢; ;). Esto concluye
la prueba por induccion. Para concluir la demostracion de la condicion
necesaria, solo notemos que

ﬂ (i 1)) < ﬂ (Wi 7)) € (¢ @)).
(i vi)er (i vi)€To

Supongamos ahora que T ¥ prr, (p a). Ast, To ¥1 @, por lo que existe
una semdantica topoldgica para intuicionismo, digamos M, tal que T'g F s

. Esto implica que (yer, |4 ] ¢ [I-
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Sea
fz) = {L $12 € Nyer, | |

0, en cualquier otro caso.

Luego m € §, m € ((y, nyer{@i %)) y m & ((¢ a)). Por lo tanto,
T (p a).

2.2.3. Una Semantica de Kripke para PC, L

La construcciéon de un modelo de Kripke para PC,, L es similar a la
de un modelo de Kripke para PIL (las demostraciones de los teoremas
en esta subseccion se siguen de manera analoga a como lo hicieron en
2.2.1). Nuestra meta es definir una semdéntica adecuada para PC,L
basada en un modelo de Kripke para C,,

Sea M = (W, <,IF) un modelo de Kripke para intuicionismo y sea §
el conjunto de todas las funciones no decrecientes m : W — [0, 1].

Definimos una funcién V; : Lo — 2% tal que para cada dtomo p, se
cumple Vy(p) = {z € W |  E p}. Luego, extendemos esta definicién
a férmulas arbitrarias definiendo una funcién V : FOR — 2%V de la
siguiente manera.

Para cada dtomo p y cualesquiera féormulas ¢ y :

= V(p) = Vo(p)

= V(pAy)=V(p)NnV(¥);

= V(pVve) =V(p) UV (¥);

s Vip—= ) ={x e W |siz e V(p)entonces x € V(¢)};

@) ={z eW|-peT(x)}U{reW| Gy <z)(y¥ -p)}

(
= V(") = {z e W | "o e T(x)yz Ik "o} U{z € W |
Gy <z)(y¥ "o}y

<

La expresién M E ¢ significa que V(p) = W y E ¢ significa que
para cada modelo de Kripke M tenemos que M F ¢. Con \/ w(x)
zeV(p)
denotamos sup {7 (z) | x € V(p)}. Asociamos un conjunto de funciones
en § a cada férmula (¢ «) en PC, L de la siguiente manera.

Definicién 7 Para cualquier férmula (¢ o) en PC,L,

l(pa)|=qmeF| \/ n@)<1-a

=gV (p)
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Escribimos Fps (¢ 1) siempre que || (¢ 1) ||=] ¢ ||= § También
escribimos E (¢ 1) siempre que Fp; (¢ 1) para todo M, modelo de
Kripke para C,,. No es dificil verificar que las reglas de inferencia de
PC,,L son preservadas por || ||.

Teorema 23 Si ¢ es una formula en C,, entonces

Fpe,r (¢ 1) siy sdlo si E (¢ 1).
Definicién 8 Sean I' un conjunto de férmulas de PC,, L, ¢ una formula
en Cy, y o € [0,1]. definimos T E (¢ ) si
N T@wwlcleal.
(i vi)€r

El siguiente teorema demuestra que hemos definido una seméntica
adecuada para PC,, L.

Teorema 24 Si T es un conjunto de férmulas en PC,L y (¢ ) es una
formula en PC, L, entonces

TFpo,r (¢ a) siysdlo siTE (¢ a).

2.2.4. Una Sematica Topolégica para PC, L

Una vez mas, la construccion de una semantica topolégica para PC\, L
es similar a la de una semdntica topolégica para PIL (y, una vez més,
omitimos las demostraciones de los teoremas de esta subseccién). Consi-
deremos dada una seméntica topoldgica para C,, donde || || es la funcién
que asigna un conjunto abierto a cada féormula en C,, y sea § el conjunto
de todas las funciones 7 : W — [0, 1].

Definicién 9 Para cada férmula (p «) en PC, L. Definimos
((pa)) ={m e |sup{n(z) |z ¢l ¢ [} <1-a}.
Escribimos F (¢ 1) siempre que ((¢ 1)) = 3.
Teorema 25 Si ¢ es un formula en C,, entonces

Fpe,r (@ 1) siy sdlo si E (¢ 1).

Definicién 10 Sea I' un conjunto de férmulas de PC,, L, ¢ una formula
en Cy, y a € [0,1]. Definimos T E (¢ «) si

N (@in) S (v a).

(i vi)€T
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El siguiente teorema demuestra que hemos definido una semantica
adecuada para PC, L.

Teorema 26 SiT es un conjunto de férmulas en PC,L y (¢ @) es una
formula en PC, L, entonces

I'kpe,r (@ a) siysdlosiT F (¢ a).
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Capitulo 3

Programas Loégicos
Posibilistas

En las Ciencias de la Computacién, la Programacién Logica es uno
de los seis paradigmas de la programacién (las demds son la Imperativa,
la Declarativa, la Funcional, la Orientada a Objetos y la Simbdlica).
Este paradigma estd basada en la Légica Matemética. Los programas
escritos en Programacién Loégica son conjuntos de proposiciones légicas
aunadas a algun algoritmo de inferencia. Tales proposiciones tienen
como objetivo modelar enunciados declarativos dentro de algin contexto.

Dado un conjunto finito de descripciones declarativas, si la sintaxis
de tales descripciones se formaliza en el campo de la Légica de Predica-
dos entonces una computadora puede inferir conclusiones a partir de tal
conjunto. De aqui que la Programacién Légica esté fuertemente apoyada
en la Légica de Predicados y las seménticas definidas a partir de modelos.

En las primeras secciones de este Capitulo revisamos los dos tipos
de Programas Loégicos que son de nuestro interés para esta tesis:
Programas Definite y Programas Normales, asi como semanticas para
estos programas en términos de Modelos de Herbrand, Modelos Minimos
y Modelos Estables. Para detalles, referimos al lector a [21, 20]. Un
resultado importante es sobre la demostrabilidad de atomos a partir de
Programas Normales en la légica paraconsistente C,, (ver [10]). Otra
aportacién de esta tesis es la extensién de este resultado en términos
posibilistas.

En su articulo [2], los autores presentan programas légicos posibi-
listas. En particular, presentan Programas Definite Posibilistas y Pro-
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gramas Normales Posibilistas, asi como seméanticas para este tipo de
programas. En este Capitulo también revisamos este trabajo y presen-
tamos otra aportaciéon de esta tesis: la semantica de Modelos Minimos
Posibilistas para Programas Normales Posibilistas.

3.1. Programas Definite

Cierto tipo de enunciados declarativos, aquellos que describen hechos
y los que describen reglas, pueden representarse por medio de proposi-
ciones que tienen la siguiente forma:

ag <—ay N+ N\ap,

con n > 0y en donde ag,...,a, son formulas atémicas y todas las
variables que ocurren en las férmulas estdn cuantificadas universalmente
(implicitamente). Tales férmulas se llaman cldusulas definite. El
antecedente de la implicacién se llama el cuerpo de la clausula y el
consecuente se llama la cabeza de la clausula. Aclaramos que en la
Programacion Légica es costumbre escribir y usar la implicacién en
sentido inverso al que se usa cominmente. Nétese que estas clausulas
representan exclusivamente informaciéon positiva, pues carecen de la
negacién. Un Programa Definite es un conjunto finito de clausulas
definite.

Dado un programa definite P, su universo de Herbrand, denotado
por Up, es el conjunto de todos los términos ground (sin variables)
definidos a partir de las constantes y los funtores del alfababeto determi-
nado por los simbolos que aparecen en el programa. Asimismo, la base
de Herbrand de P, Bp, es el conjunto de todos los dtomos ground
determinados por el programa. En la préactica, estamos interesados en
encontrar el menor subconjunto de la base de Herbrand de P que haga
que sean verdaderas las clausulas de P.

Una interpretacion de Herbrand de P es cualquier subconjunto
de Bp. Un Modelo de Herbrand de P es una interpretacion de
Herbrand de P que haga que sus clausulas sean verdaderas. Asi que
todo programa definite P tiene un modelo, a saber, Bp. Mas aun, la
interseccién de todos los Modelos de Herbrand de P resulta ser también
un Modelo de Herbrand de P. La interseccién de todos los modelos de
Herbrand de P se llama el menor Modelo de Herbrand de P.

Como ejemplo, consideremos el programa definite P definido por las
reglas
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impar(s(0)),
impar(s(X)) < impar(X).

P contiene una sola constante, 0, y un funtor unario, s, por lo que

Up = {0,(0),s(s(0)), s(s(s(0))), ...}

El tinico simbolo predicado es impar, por lo que

Bp = {impar(0),impar(s(0)), impar(s(s(0))),...}.

Algunas interpretaciones de Herbrand son

0,

{impar(s(0))},

)
{impar(s(0)), impar(s(s(0)))},
{impar(s™(0)) | n € {1,3,5,7,...}},
Bp.

De las interpretaciones de Herbrand anteriores, sélo las dos tltimas
son modelos de Herbrand de P. De hecho, el menor Modelo de Herbrand
de P es

{impar(s™(0)) | n € {1,3,5,7,...}}.

Existen varios algoritmos para hallar el menor Modelo de Herbrand
de un Programa Definite.

3.2. Programas Normales y la Negacién en
la Programacion Légica

En muchos casos cotidianos, interpretamos la falta de informacion
como evidencia de lo opuesto. Por ejemplo, rara vez ordenamos alimentos
que no estén en un meni. En Programacién Légica existe un mecanismo
(lamado la suposicidn del mundo cerrado) para obtener conclusiones
negativas a partir de la falta de informacién positiva. Sin embargo,
este mecanismo presenta algunas fallas. Una versién mas débil de este
mecanismo (y por lo tanto, mds aceptada) es la Negacién Por Falla.
Como, en general, la negacién por falla no coincide con la negacion
clasica, a veces se escribe not A en lugar de = A, a menos de que no haya
confusién. En lo que resta de este Capitulo, = A denota negacién por falla.

Una clasula normal es una proposicién que tiene la forma
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a by N~ ANby, A—cy A+ N\ ey,

donde a y cada b; y ¢ son dtomos. Cuando m = 0, la cldusula normal
es una cldusula definite. A menudo utilizamos la siguiente notacién:
sustituimos las conjunciones A por comas. Si r denota una cldusula
normal (o definite), head(r) es la cabeza de r y body(r) es el cuerpo
de r. En particular body™(r) = {b1, - ,ba} y body™ = {c1, - ,cm}-
Por dltimo, r* = head(r) < body'r). Un Programa Normal es
un conjunto finito de cldusulas normales. Nétese que todo Programa
Definite es también un Programa Normal.

Dada la clase de Programas Normales, un operador semdntico es una
funciéon que a cada Programa Normal P le asigna algiin subconjunto
de Lp. Estos conjuntos de &atomos, llamados modelos semdnticos
del programa P, usualmente son algiin subconjunto “preferido” de
los modelos clasicos bivaluados de P. El ejemplo més simple de un
operador semantico es el de los Modelos Cldsicos, €l cual asigna los mode-
los clésicos de P. Otro mds interesante es el de los Modelos Minimos[22].

Sea P un Program Normal. Un conjunto de atomos M es un
Modelo Minimo de P si M es un modelo clasico de P y es minimal
(con respecto a la contencién) entre los otros modelos cldsicos de
P. Usamos Min para denotar al operador semantico de los Modelos
Minimos, i.e. Min(P) es el conjunto de Modelos Minimos de P.

Los Modelos Minimos para Programas Normales estdn caracterizados
por el siguiente resultado [5], en el cual escribimos M para denotar el

complemento de M y definimos =M = {—a | a € M}.

Teorema 27 Sea P un Programa Normal y M un conjunto de dtomos
en Lp. Ast, M es un Modelo Minimo de P si y sdlo si PU-M Fo M.

Gelfond y Lifschitz [4], afirman que los programas con negacién
pueden tener varios modelos de Herbrand minimales. Esto implica que
la semantica del menor Modelo de Herbrand no siempre es aplicable a
Programas Normales. Ellos mismos proponen la Semantica de Modelos
Estables que revisamos a continuacion.

Sea P un Programa Normal y sea M C Lp Denotemos por Py, al
programa obtenido de un programa normal P eliminando

= toda regla que tenga un dtomo negado —b, donde b € M y

= todos los atomos negados en los cuerpos de las clausulas restantes,
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es decir, Py = {r* | r € P,body~ (r) N M = 0}.

Al programa Pj; le llamaremos el reducto de P con respecto de M.
Por su definicién, Py; es un programa definite, de tal forma que existe el
menor Modelo de Herbrand de Pj;. Si el menor Modelo de Herbrand de
Py coincide con M entonces decimos que M es un modelo estable de
P. Resulta que, en efecto, cualquier modelo estable de P es un modelo
minimal de Herbrand de P. Ademds, a diferencia del menor Modelo de
Herbrand de un programa definite, los modelos estables de un programa
normal pueden no existir o no existir de manera tnica.

Como ejemplo, sea P el Programa Normal definido por las reglas

a <,
c+a,b
d<+ a,—b

y sea M = {a,d}. El reducto Py es

a <+,
c<+a,b
d<a

y el menor Modelo de Herbrand de P,; es precisamente M, por lo que
M es un modelo estable de P. Nétese que M’ = {a,b,c} es un Modelo
de Herbrand de P)s, més no el menor. Por lo tanto, M’ no es modelo
estable de P, aunque si es un modelo de P.

Asi como los Programas Definite se extienden a Programas Normales,
éstos se extienden a Programas Disyuntivos, los cuales tienen la forma

Cll\/"'\/akFbl/\"'/\bn/\_‘Cl/\"'/\_‘c’m'

3.2.1. Programas Normales y la Demostrabilidad de
Atomos

Resolucion es una regla de inferencia que generaliza a Modus Ponens.
Para férmulas proposicionales en forma normal conjuntiva, se basa en
una sola regla de inferencia:

AVe BV-c

AV B Res
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Las siguientes reglas de inferencia aparecen en el estudio de técnicas
de Resolucién aplicadas a Programas Normales[23]. Son conocidas como
Regla G, Regla Ca y Regla R, respectivamente.

z+— ANd d<—BG v+ AANc x<—B/\—\cC
r+ ANB rz<+ ANB a

x— ANc y< BA-c
r—-yNANB

donde z, y, ¢ y d son dtomos y las férmulas A, B representan conjuncio-
nes arbitrarias de literales.

En los siguientes teoremas [23], C' denota a la légica clasica y Faeoar
denota deduccion usando las reglas indicadas en el subindice.

Teorema 28 [23] Sea P be a Programa Normal y sea A una férmula
normal. Ast, Ptc A siy solo si PlFgoar A.

Teorema 29 [23] Sea P un Programa Normal y sea a un dtomo. Si
P Facar a entonces P Fgoq a.

Por lo tanto, si a es an &tomo entonces P F¢ a siy sélo si P Fgoar a.
Luego, combinando estos dos teoremas tenemos que P ¢ a si y sélo si
P }_G'Ca a.

En [10], los autores relacionan la Regla G y la Regla Ca con la 16gica
paraconsistente C\,.

Teorema 30 [10] Sean x, y, ¢ y d dtomos y sean A, B férmulas que
representan conjunciones arbitrarias de literales. Asi,

x4 ANd,d< Btrc,z+ ANDB

y ademds
x4 ANc,x < BAN—-ckeo, x +— ANB.

Corolario 1 Si P es un Programa Normal y a es un dtomo entonces
Ptca siysolo si Plc, a.

Demostracién 14 La prueba se sigue a partir del teorema y los comen-
tarios anteriores.

Otra aportacién de esta tesis es extender este resultado al caso posi-
bilista, lo cual mostramos en 3.4.1.
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3.3. Programas Definite Posibilistas

Un Programa Definite Posibilista (PDP) es un conjunto de
cldusulas posibilistas de la forma
(a<by A - Nb, ),

que denotaremos también por r. La proyeccién de una regla r es
r* =a < by A---N\b,. El pardmetro « es el peso de la regla r, que tam-
bién denotamos por n(r). Si P es un PDP entonces P* = {r* | r € P}
(el cual es un programa definite). Nuestra meta en esta seccién es definir
el modelo posibilista de P.

Si denotamos por M p« al menor Modelo de Herbrand de P* entonces
la medida de necesidad de un 4dtomo x € Lp es

Np(z) = min {max{n(r) | M#r"} |z ¢ M}

El equivalente posibilita del menor Modelo de Herbrand es el siguien-
te: si P es un PDP entonces el Modelo Posibilista de P es

M (P) = {(z Np(z)) | x € Lp, Np(z) > 0}.
Asi, resulta que (ILM (P))* es el menor Modelo de Herbrand de P*.

Como ejemplo, consideremos el PDP

P={(a08),(b+a06),(d+ a0,5),(d+ c0,9)}.

El menor Modelo de Herbrand de P* es {a,b,d}. Después de calcu-
lar las medidas de necesidad de cada uno de estos atomos, obtenemos
Np(a) = 0,8, Np(b) = 0,6 y Np(d) = 0,5. Por lo tanto el modelo posi-
bilista de P es IIM (P) = {(a 0,8), (b 0,6), (d 0,5)}.

3.4. Programas Normales Posibilistas

Un Programa Normal Posibilista (PNP) es un conjunto de
cldusulas posibilistas de la forma

(@by A= ANby A=cg Ao A=ey, a).

Sea A € Lp. El reducto posibilista de P con respecto a A es el
PDP:

PA={((*)* n(r)) | r € P,body™(r) N A = 0}.
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Sea S un conjunto de adtomos posibilistas. Decimos que S es un
Modelo Estable Posibilista de P si S = IIM(P5").

Una propiedad de esta semantica esta dada en el siguiente teorema
[2].

Teorema 31 Sea P un Programa Normal Posibilista y sea M un con-
junto de dtomos posibilistas. St M es un Modelo Estable Posibilista de
P entonces M* es un Modelo Estable de P*.

Presentamos aqui un ejemplo de Modelo Estable Posibilista ([2]).
Cierto médico tiene un paciente que padece dos enfermedades, cada una
de las cuales puede ser curada con cierto medicamento. El problema es
que ambos medicamentos son incompatibles. El médico desea obtener
certeza sobre la eficacia de algun tratamiento.

Representemos con los atomos e; y es a los hechos de que el paciente
sufre de las enfermedades 1 y 2, respectivamente; my y mo a los hechos
de que al paciente se le administra el medicamento que cura de las enfer-
medades 1 y 2, respectivamente y ¢1 y c2 a los hechos de que el paciente
se cura de las enfermedades 1 y 2, respectivamente. Asi, la situacién se
puede representar por el siguiente programa normal P:

e] < mi < e1 A\ "mo c1 e ANmy

€y < ma <— €9 A\ My Co < €9 Ny

Este programa normal tiene dos modelos estables: M; =
{e1,e2,m1,¢c1} y My = {e1,ea,ma,ca}, los cuales confirman dos tra-
tamientos para el paciente. Pero ahora, el médico desea determinar la
certeza de estos tratamientos, en base a la certeza de la informacién que
tiene o puede obtener. Para ello utiliza su experiencia, la de sus colegas,
etc. Esto genera un programa normal posibilista como el siguiente.

( — €1 0,9) (61 A =g — My 1) (61 Amy — 077)
( — €9 0,7) (62 A =M1 — Mo 1) (62 A Mg — C2 0,3)

Ahora, el médico desea saber qué grado de certeza tendran
los tratamientos descritos por los modelos estables M; y My
a partir de los grados de certeza de las reglas anteriores. Pa-
ra ello debe calcular la medida de necesidad de cada &atomo en
M; y Ms. Después de los célculos obtiene los siguientes modelos
estables posibilistas: {(e; 0,9),(e2 0,7),(m1 0,9),(c1 0,7} ¥y
{(61 0,9),(62 0,7),(7712 0,7),(02 0,3)}
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Finalmente, el médico encuentra mas certeza en el primer tratamien-
to que en el segundo. Asi que puede considerar la gravedad de cada
enfermedad para dar prioridad a los tratamientos.

3.4.1. Programa Normales Posibilistas y la Demos-
trabilidad de Atomos Posibilistas

Podemos extender la Regla G y la Regla Ca hacia PC, L y los Pro-
gramas Normales de la siguiente manera:

Teorema 32

(zx+— ANda) (d« Bp)
(x + AN B min{a, 5})

(r+ AANca) (x<+ BA-cp)
(x < AA B min{a, 5})

a

donde x, y, c yd son dtomos, las formulas A, B representan conjunciones
arbitrarias de literales y o, B pertenecen a (0,1].

Demostracién 15 FEn esta prueba denotamos la implicacion en el sen-
tido mds usual: — en lugar de <—.Una prueba de la Regla G es como
sigue:

ANd =z ) Hipdtesis

B—d p) Hipdtesis

d— (A—1z) a) FEquivalencia(1)
B — (A —z) min{o,B}) Transitividad(2,3)
AAB =z min{a,(}) Equivalencia(4)

G fo =

(
(
(
(
(

Ahora verificamos que la Regla Ca también es vdlida en PC,L:
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1. (AhNc—z «) Hipdtesis
2. (BANAANc—=AANc 1) (Pos 4 1)
3. (AABAc— 2z «) Transitividad(2,1)
4. (BA-c—z B) Hipdtesis
5. (AABA—-c— BA-c 1) (Pos 4 1)
6. (ANBA-c—zx ) Transitividad(5,4)
7. (ANBAc—z)—
((AANBA=-c—x)—
((AABAc)V(AANBA-c) = x)) 1) (Pos8 1)
8. ((AANBA-c—2x)—
((AANBAC)V(AANBA-C) =) «) GMP(3,7)
9. ((AABAc)V(AANBA—=c)—z min{a,f}) GMP(6,8)
10. ((AAB)A(cV—c) = x min{a,(}) Distributividad
11. ((¢vV=c) = ((AANB) = z) min{a,B}) Equivalencia
12. (c¢V-cl) (C,1 1)
13. (AANB —z min{a,5}) GMP(11,12)

Por el teorema anterior y el Corolario 1 tenemos el siguiente resulta-
do, en el cual PL denota la Légica Posibilista estandar:

Corolario 2 Sea P un Programa Normal Posibilista y sea a un dtomo.
Ast, Prpr (a ) siy sdlo si Pbpe,r (a ).

3.4.2. Modelos Minimos Posibilistas para Progra-
mas Normales Posibilistas

Aqui adaptamos a nuestro contexto conceptos que fueron presentados
en [1].

Definicién 11 Dado un Programa Normal Posibilista P y dos subcon-
juntos My y Ms de Lp (dtomos posibilistas), decimos que My < My si
las siguientes dos condiciones se cumplen:

1. My C M3,
2. Para cada (a o) € Mo, si (a B) € My entonces oo < 3.
Se puede verificar que < es un orden parcial en 27,

Definicién 12 Dado un PNP P, definimos el grado de inconsistencia
de P por Incon(P) = méx{a | P tpc,r (L a)}, donde L es la constante
légica bottom. Si Incon(P) = 0 decimos que P es consistente (o PC,L
consistente).
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Definicién 13 Dado un PNP P y un subconjunto M de Lp, decimos
que M es un Modelo Minimo Posibilista de P,

1. Para cualquier (a o), (a B) € M, tenemos oo = (3.
2. Incons (P U (—|J\A4/* 1))=0y PU (—J\AJ/* 1) Fpe,L M.

3. Si M es minimal con respecto a = entre todos los subconjuntos de
dtomos que satisfacen las primeras dos condiciones.

Usamos PMin para denotar el operador semantico de Modelos Mini-
mos Posibilistas, i.e. PMin(P) es el conjunto de los Modelos Minimos
Posibilistas de P.

Teorema 33 Si P es un PNP y M C Lp, entonces M € PMin(P)
implica que M* € Min(P*).

Demostracién 16 Sea M € PMin(P). Por la definicion 13, tenemos
que P U (ﬂﬂ; 1) Fpe, M, lo cual implica que P* U —M* Fo, M*.
Luego, por el teorema 27 tenemos que M* es un Modelo Minimo de P*,
por lo que M* € Min(P*).

El reciproco del teorema anterior es falso. Si
P={(b+ —a 0,6),(a + —b0,3)}

y M = {(a 0,7)}, entonces M* es un Modelo Minimo de P*, pero P U

(—\Mv* 1) ¥pc,r (a 0,7). Sin embargo, podemos construir un modelo
posibilista de P de la siguiente manera.

Teorema 34 Sea P un PNP y M C Lp tales que M* € Min(P*). Si
N={(aa)|aeMya=maz{8|PU(-M*1)Fpc_r (a 8)}}

entonces N € PMin(P).

Demostracion 17 Supongamos las hipdtesis.

1. Porla definicion de N tenemos que para cualquier (a o), (a 8) € N
se cumple a = .

2. Por la hipotesis y el teorema 27 tenemos que P* U ~M* es con-
sistent. Por lo tanto, Incons (P U (—N* 1)) =0, pues N* = M*.
Ademds, por la definicion de N, tenemos que P U (ﬁ]f\fv* 1) Fpe,r
N.

3. Por la definicién de N, no existe N1 € Lp tal que para cualquier
(a o) € M se cumple PU(=N7 1) Fpe,r (a o) y Ny < N. Por lo
tanto, N es = — minimal.
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3.5. Safe Beliefs Posibilistas

La programacién Answer Set es una forma de programacion decla-
rativa basada en la semantica de Modelos Estables. La definicién de
Answer Sets para Programas Aumentados (los cuales son una tipo més
general de programas) se basa en hallar modelos minimos de algunos
programas reducidos. Asi, la semantica de los Modelos Estables es una
semantica de Answer Sets para Programas Normales.

Una Logica Intermedia es una légica méas grande o igual a la Intuicio-
nista pero menor estrictamente que la Cldsica. Pearce [5] establecié una
relacién entre la Programacién Answer Set y las légicas Intermedias,
relacién que los autores en [6] utilizan para presentar una extensién de
Answer Sets, llamados Safe Beliefs. Su definicién formaliza la idea de que
la inferencia no monétona puede lograrse determinando algunas férmulas
en las que uno puede creer con sequridad.

En [1], los autores definen los Safe Beliefs Posibilistas, presentando
adema&s una caracterizaciéon en términos de la Logica Posibilista Intui-
cionista PIL.

Como tltima aportacién de esta tesis, presentamos una relacién entre
los Safe Beliefs Posibilistas de cualquier Programa Normal Posibilista y
sus Modelos Estables Posibilistas.

El siguiente es un resultado de Pearce [5].

Lema 1 Sea P un Programa Normal, M C Lp y sea X una légica
Intermedia. M es un modelo estable de P si y solo st PU-M Fx M.

In [6], the authors present safe beliefs as an extension of answer sets
in terms of completions of a program. In [1], the authors extend this
notion to the possibilistic case. We reproduce some of their findings in
this section, in which a possibilistic theory is a finite set of possibilistic
formulas.

Definicién 14 [1]
Sea T' una teoria posibilista.

= Elinconsistency degree de I', denotaado por Incon(T'), se define
como el siguiente numero

méx{a | Fprr (L a)}.
» T' es consistente si Incon(I') = 0.

Si M es un conjunto de afomos posibilistas, escribimos M~* para
denotar el complemento de M* en Lp-. También, -—M* denota al
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conjunto {——z | z € M*} y ' IFprr (¢ «) denota que I' es consistente
y F FPIL ((p a).

Si M es cualquier subconjunto de Lr, denotamos por(ﬂm 1)y
(=—=M* 1) a los conjuntos {(z 1) | z € -M*} y {(z 1) | . € -—~M*},
respectivamente.

Es posible definir un orden parcial en 247 de la siguiente manera. Para
cualesquiera My y Ms en 2“, tenemos que My < M, si se cumplen las
siguientes dos condiciones:

a) My C Mp;
b) Si (¢ a1) € M; entonces existe (¢ az) en My tal que as < ay.

Definicién 15 [{]

Sea T' una teoria posibilista y sea M un subconjunto de Lr. Definimos
que M sea un Safe Belief Posibilista de P si se cumplen las siguientes
dos condiciones:

= M es < -minimal;
= Para todo (a ) en M, T U (~M* 1)U (=—M* 1) IFprz (a )

El siguiente lema nos da la caracterizacién que emplearemos en nues-
tro resultado principal.

Lema 2 [1] Sea P un Programa Normal Posibilista y sea M C Lp. M
es un Safe Belief Posibilista de P siy sdlo st PU (—M* 1) Fprp, M.

Nuestro resultado principal se sigue de los lemas anteriores.

Teorema 35 Sea P un Programa Normal Posibilista y sea M C Lp. Si
M es un Modelo Estable Posibilista de P entonces M es un Safe Belief
Posibilista de P.

Demostracion 18 Si M es un Modelo Estable Posibilista de P enton-
ces, por el Teorema 31, M™ es un Modelo Estable de P*, lo cual equivale,
por el Lema 1, a que P*U-M* tFr M*. Ahora bien, por el Teorema 7
tenemos que P U (—M* 1) Fpr, M y, por el Lema 2, M es un Safe
Beliefe Posibilista de P.

El reciproco del teorema anterior no es valido: no es dificil verificar
que si P es el Programa Normal Posibilista definido por las reglas posi-
bilistas (@ < =0 0,5) y (b <+ —a 0,5) y si M = {(a 0,3)} entonces M es
un Safe Belief Posibilista de P, pero no es un Modelo Estable Posibilista
de P.
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3.6. Conclusiones

Concluimos este trabajo resumiendo lo que hemos presentado. Pri-
mero revisamos el trabajo sobre la logica intuicionista posibilista PIL y
en esa misma direccién presentamos la légica paraconsistente posibilista
que denominamos PC,L y algunas de sus propiedades sintdcticas. En
segundo lugar presentamos dos semanticas, una de tipo Kripke y otra
topoldgica, para cada una de las légicas posibilistas anteriores. Para
lograrlo, también presentamos una seméntica topolégica para la légica
paraconsistente C,.

Después revisamos la teoria béasica de la Programacion Légica, en
particular los programas Definite y los programas Normales. Con respec-
to a los programas Normales, revisamos la demostrabilidad de atomos
a partir de estos programas por medio de la légica paraconsistente C,,.
Nuestra aportacién en este sentido es extender este resultado al caso
posibilista. También presentamos la seméantica de Modelos Minimos
Posibilistas para programas Normales Posibilistas.

Por tltimo revisamos la teoria de acerca de los Safe Belief Posibilistas
y la relacionamos con los Modelos Estables Posibilistas para programas
Normales Posibilistas.

Continuando en estas direcciones, podemos
= buscar semanticas para otras légicas posibilistas;
= buscar extender sematicas para programas légicos disyuntivos;

= definir transformaciones de programas légicos posibilistas y buscar
aquellas que preserven semdanticas posibilistas;

= implementar el cdlculo de modelos minimos posibilistas en la
computadora.
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