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Resumen

En este trabajo estudiamos el fenémeno de colapso y resurgimiento de las oscilaciones de Rabi
en un atomo de tres niveles dentro de una cavidad optica. Para esto utilizamos una configuraciéon
energética particular que llamamos de cascada, de esta manera pudimos estudiar dos casos. El
primero de ellos es cuando el estado intermedio se encuentra exactamente a la mitad de los otros
dos estados, ademas de que la diferencia energética entre estados consecutivos son exactamente
iguales, el analisis de este caso se realiz6 mediante la aproximacién de estados coherentes. Para
el segundo caso el nivel intermedio se localiza muy cerca del estado excitado; como resultado
de esto el atomo requiere la energia de dos fotones para pasar del estado base al excitado y de
manera contraria se liberan dos fotones. En esta tltima configuracién se usaron dos métodos para
el analisis; la diagonalizacién por bloques y la aproximaciéon de pequenas rotaciones, encontrando
resultados congruentes y equivalentes en ambos métodos. Agregando también que llevando al limite
una de nuestras condiciones obtenemos resultados analogos al modelo de Jaynes Cummings sin
embargo las oscilaciones de Rabi aparecen con resurgimientos perfectos. Por dltimo estudiamos el
comportamiento del entrelazamiento del atomo y la cavidad por medio su pureza.






Introduccion

El estudio de la interacciéon luz-materia ha sido un tema relevante en la actualidad y gracias a
las herramientas modernas tanto tecnologicas como teéricas nos han ayudado a investigar un poco
més alla de la simple observaciéon. Las cavidades Opticas son sistemas que nos ayudan al estudio
de la interacciéon con la materia dentro de la perspectiva cuantica. Uno de los primeros modelos
utilizados y del cual partimos en este trabajo es el modelo de Jaynes Cummings en 1963 [1] (MJC).
Este nos describe de manera simple a un atomo con dos estados energéticos (base y excitado) en
presencia de un campo electromagnético monocromético.

Una extensiéon del MJC es el modelo de tres niveles, la diferencia es considerar otro estado
energético que llamaremos como intermedio; para esto existen distintas configuraciones; el modelo
en V, donde hay un estado base que puede pasar a alguno de dos estados excitados que hay en esta
configuraciéon. El modelo en A, donde caso contrario al anterior se tiene dos estados base y pasan
a un Unico estado excitado. Y en = los estados energéticos son consecutivos; base, intermedio y
excitado. Esta tltima configuracion es la que utilizaremos en el trabajo y nos referiremos como
modelo en cascada. Las otras configuraciones han sido estudiadas|2][3] sin embargo el interés de este
trabajo surge al cuestionarse lo siguiente; ;Qué sucede si la diferencia energética no es simétrica?
esto refiere a que uno de los niveles, en particular el nivel intermedio, no se encuentra exactamente
a la mitad de los otros dos niveles y a su vez estd muy cerca de uno de los otros dos. Se sabe ademas
que estos tipos de configuraciones tienen relevancia en el estudio del entrelazamiento cuantico que
trataremos al final del trabajo.

Se estudiara el MJC, encontrando los tiempos de resurgimiento de las oscilaciones de Rabi asi
como la representacion del sistema en el espacio fase usando una funcién de probabilidad llamada
funcioén de Husimi por medio de una solucion exacta y por aproximacion de estados coherentes. Con
ello se da paso a extender lo estudiado al modelo de tres niveles (configuracion en =) primeramente
con energias simétricas y posteriormente se da lugar a la reduccion de dos niveles desplazando el
nivel intermedio al excitado dando como resultado un proceso de dos fotones .

Esta tesis se divide en 4 capitulos, el capitulo 1 contiene los conceptos béasicos necesarios para el
desarrollo y el entendimiento del trabajo. En el capitulo 2 se concentra el estudio y la solucién del
MJC por medio de dos métodos (exacto y aproximado). El capitulo 3 se se extienden los métodos
de solucion del capitulo anterior para la configuracion de tres niveles (Configuracion Z ). Por tltimo
el capitulo 4 se enfoca en el proceso de dos fotones, consecuencia de la reduccion del modelo de tres
niveles a uno de dos, asi como un pequeno analisis del entrelazamiento de la cavidad y el atomo.

El objetivo principal del trabajo es caracterizar al sistema por medio de la identificaciéon de los
tiempos de resurgimiento de las oscilaciones de Rabi y la funciéon de Husimi para cada unos de los
modelos a tratar.






Capitulo 1

Conceptos basicos

Este capitulo explica de manera general los temas importantes para el desarrollo y comprensiéon
del trabajo, partiendo de la cuantizaciéon del campo electromagnético para entender a la radiacion
como cuantos de luz o fotones.

1.1. El campo como osciladores armoénicos

De manera clésica, el campo electromagnético esta descrito por las ecuaciones de Maxwell que
pueden ser expresadas en términos de integrales o en forma de derivadas tanto en en el vaci6 o
no, para nuestro trabajo utilizaremos las siguientes ecuaciones para llegar a una relaciéon donde
el campo eléctrico como magnético E y B se pueden entender como un conjunto de osciladores
armonicos basandonos en el desarrollo presentado en [5].

—

= oF
VxB= Ho€0—F=T

ot
- 0B
V x 5 (1.2)
V-E=0 (1.3)
V-B=0 (1.4)
Con ayuda de la propiedad V x (V x E) = V(V-E)—V2E  Utilizamos la ecuacion (1.2), (1.1)

VE - —<—5 =0 (1.5)

De manera conveniente tomaremos el campo electromagnético como una onda polarizada lineal-
mente en el eje de las = con un desplazamiento en el eje z encerrada en una cavidad de longitud
L. Asi podemos escribir al campo como

E, = Z Cjq;(t) sin (k;z) (1.6)

siendo el indice j = 1,2, 3... los modos normales de oscilacion de la onda, mientras que g; corres-
ponde a la amplitud de cada modo normal, k representa al numero de onda k; = jr/L y C; una

constante conveniente para el desarrollo
202m;
c?=|=L-2 1.7
J ( Veo ( )



CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS
1.1. EL CAMPO COMO OSCILADORES ARMONICOS

Utilizando la ley de Ampere (1.1) podemos obtener la componente del campo magnético

= OE
VxB= — 1.8
X Ho€o (1.8)
0By _ ] 0F,
Y
OF,
By = —ﬂoﬁo/ﬁdz
"
B, = Z Cjpo€o q]k;( ) cos (k;z) (1.9)
- J
J
La energia del campo electromagnético se escribe como
1 B?
Heam = 5 / (e0E2 + —2)dV (1.10)
2 v Ho

en la cual se pueden sustituir las expresiones encontradas anteriormente (1.6) y (1.9) en (1.10)
respectivamente de después de realizar la integral se obtiene la expresién donde p; = m;gj.

1 2 P
Heom = 5 Z (mJ(quj) + m) (111)
j J

Esta expresiéon que hemos construido corresponde directamente al hamiltoniano de la suma de
miltiples osciladores armoénicos cuanticos individuales con lo que se deduce la relacion estrecha
que existe. Hay que mencionar que la masa m; se introdujo con la tnica intencién de obviar esta
relacion ya que si es omitida de la expresion C; esta no afecta més que la mera aparicion en la
ecuacion (1.11).




CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS
1.2. OSCILADOR ARMONICO CUANTICO

1.2. Oscilador armoénico cuantico

El oscilador arménico cuéntico es un caso conocido y muy tutil dentro de la mecéanica cuantica.
Este surge de la implementacion del potencial de un oscilador en la ecuacién de Schrédinger [4].
En este apartado si hacemos referencia al oscilador mecénico con la propiedad de masa a diferencia
del capitulo anterior.

B? d%y
—5 g TV =EY (1.12)
V(z) = %k:z:Q, w= % (1.13)

Donde k es una constante de elasticidad del oscilador. La manera mas sencilla de abordar este
problema es mediante los operadores de destruccion.

mw ip f mw ip
_ _ 1.14
@ 2h (@ + mw)7 @ 2h (2 mw) ( )

Una propiedad importante es la relaciéon de conmutaciéon de estos operadores, ademas definimos
lo que es el operador de niimero N.

[a,a'] = aa” —aTa =1
N =d'a (1.15)

De esta manera el hamiltoniano se puede escribir en términos de los operadores de la ec. (1.14)
tanto como del operador de nimero.

1 1
H:hw(aTa+§) = hw(N + 3) (1.16)
Esto es muy importante ya que el hamiltoniano es una funcién lineal del operador niimero por lo
tanto podemos diagonalizar ambos operadores simultdneamente considerando los eigenestados |n)
del operador de namero, los cuales resuelven la ecuacién de valores propios.

Nn)=n|n). (1.17)

Recordemos que el operador H nos da como resultado los valores de energia permitidos en nuestro
sistema, asi que aplicando la ecuacion (1.16) al ket |n) se obtiene una expresion muy sencilla para
la descripcion de la energia en términos de los estados |n)

Hln) = (n+%)h¢u\n> — B, = (n+%)hw. (1.18)

Los operadores también pueden ser representados de manera matricial y en nuestro caso serd muy
conveniente tener en cuenta como se escribe. Tomemos entonces al operador hamiltoniano H como
al operador de destruccion a de forma matricial, ambos casos son representados en la base del
conjunto de los kets [|n)]. En el caso de a' tinicamente tomamos la transpuesta de a.

/2 0 0
0 3/2 0
H=m| o 0 5/2 - (1.19)

0
0o ---
/Ao (1.20)

EN|



CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS
1.3. MATRIZ DE DENSIDAD Y MATRIZ DE DENSIDAD REDUCIDA

De la seccién anterior se llegd a la expresion (1.11) y ahora con lo visto hasta el momento podemos
notar que con ayuda de los operadores de creaciéon y aniquilacién se puede escribir el hamilto-
niano del oscilador (1.16) desde el hamiltoniano del campo, concluyendo que el oscilador armonico
cuantico no es més que uno de los modos normales de oscilacion del campo electromagnético.

1.3. Matriz de densidad y matriz de densidad reducida

La matriz de densidad u operador de densidad es un operador que nos provee la mayor infor-
macion de un estado cuantico ya que al tener un estado |¥) donde lo tinico que conocemos es la
probabilidad P; de encontrarse en el estado |¢;), hacemos uso de esto definiendo p donde P; = p;p;*

[7] .
|U) = Zpi [Vs)

p =) (¥

Entonces llamamos matriz de densidad a aquella matriz que representa al operador de densidad
de nuestro sistema.

Este operador surge naturalmente en estados compuestos, por ejemplo si tenemos |y (t)) estados del
modo y |k) estados de otros grados de libertad, como por ejemplo de niveles atomicos simplemente
su matriz de densidad completa estaria dada de la siguiente manera. Mas adelante usaremos una
dimensién d con los valores de d =2y d = 3.

d
k() =Y Ixu(®)) k) (1.21)
k=1

p=V(t)) (Vr(t)| (1.22)

p = Ixe@®) O (@) [F) (K| (1.23)

M=

>
Il

1

Sin embargo existe la matriz de densidad reducida, esta matriz se puede entender como la matriz
individual de uno de los estados que compone al estado compuesto. Si queremos obtener la matriz
de densidad de los estados del modo |x(t)) se toma la traza parcial sobre los otros estados, en
nuestro ejemplo es sobre los grados de libertad |k) y como podemos notar a diferencia de la
ecuacion anterior (1.23) tnicamente obtenemos los términos de interés. Hay que resaltar que esto
es posible si los estados |k) son ortogonales.

Prmodo(t) = Trag {[ W (1)) (Lr(D]} = > [xk(®)) (xu(t)] (1.24)
k
Podemos resaltar unas propiedades importantes y que ademés nos ayudaran en los siguientes
apartados.
» Tr(p) =1
= p es hermitico: p = pf

= p>0




CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS
1.4. DINAMICA EN EL ESPACIO FASE: FUNCION DE HUSIMI

1.4. Dinamica en el espacio fase: Funcién de Husimi

La funcion de Husimi es una funcion de distribucion que tiene la caracteristica de ser positivo
en cualquier parte del espacio fase. Esta funcion la llamaremos @ [7] y se define de la siguiente
manera.

Q=130 (1.25)

Siendo |8) un estado coherente y 1) un estado puro del sistema. Un estado coherente se define como
los eigenestados del operador de aniquilacién del oscilador armoénico en nuestro caso seria,

alB) =B18) (1.26)

1 2 i /Bn
— o318l
=e 2 —n 1.27
) > i (1.27)
n=0
Podemos escribir a la funciéon @ en términos de la matriz de densidad p que vimos en la secciéon
anterior notando que se puede generalizar para estados mixtos representados por dicha matriz.

Q== (8114} (4116)
Q==8l015). (1.28)

1.5. Pureza y entrelazamiento

La pureza es una caracteristica de un estado cuéntico que nos permite determinar el entrelaza-
miento de dos sistemas, esta se define como la traza del cuadrado del operador de densidad.

P(p) = Tr[p’] (1.29)

Es facil notar que para un estado completamente puro, el cual sabemos que uno de los valores
propios es igual a 1 mientras que el resto es 0, la pureza es igual a 1. Esto nos indica que esta
acotado superiormente.

P(p) = Tx[p?] = 1 (1.30)
En el caso de la cota inferior consideremos estados con la misma probabilidad, si son n numero de

estados cada coeficiente es A = %, sustituyendo esto en la ecuacién 1.30 para calcular la pureza

obtenemos que la pureza es 1/n, esto se conoce como un estado completamente mixto.

1 n

Tr(pl) = =
1
P(p) = — (1.31)

Hay que mencionar que para todo estado mixto p,, se cumple que la traza de p es mayor que la
pureza. Concluyendo entonces a que dicho valor esta acotado.

Trlpp] < Trlpm] (1.32)

% <P(p) <1 (1.33)

Por ultimo, este valor ayuda a conocer el entrelazamiento entre sistemas, de manera concreta se
utiliza la matriz de densidad reducida. Dependiendo del valor de la pureza se dice que el estado es
méaximamente entrelazado cuando P(p) = 1 o separable cuando P(p) = 1.




CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS
1.6. MARCO DE INTERACCION

1.6. Marco de interaccion

Los problemas donde el hamiltoniano no tienen una dependencia explicita del tiempo son muy
comunes sin embargo existen otros casos importantes en cuéntica donde el potencial tenga una
dependencia temporal [4] y es ahi donde el marco de interaccion aparece, este se basa en una
transformacién unitaria que nos ayuda a considerar exactamente la misma informacién pero con
otras expresiones.

Hay que tomar en cuenta que el hamiltoniano que consideraremos se puede escribir de la siguiente
manera

H = Hy+V(t)

donde se pueda separar la parte temporal explicita en el potencial dejando libre a Hy. Con esto
podemos definir la siguiente transformacion,

), = "ot/ M [y)) (1.34)

donde el subindice I refiere a que es un ket en el marco de interacciones, mientras que el ket sin
subindice es nuestro sistema original.
Otro punto importante son las observables, estas se transforman de la siguiente manera,

O; = etHotQe=iHot (1.35)

10



Capitulo 2
Modelo de Jaynes Cummings

Este modelo fue propuesto por E.T. Jaynes y F.W. Cummings en 1963 [8], en su trabajo
proponen de manera idealizada la interacciéon luz y materia. Esto consiste en contener un atomo
con dos estados o niveles de energia en una cavidad 6ptica interactuando con un sb6lo modo de
oscilacion del campo electromagnético. Tomando en cuenta esto ultimo y con los resultados del
apartado anterior resulta intuitivo el hamiltoniano que se debe de considerar para este sistema.
Resaltemos tres puntos importantes, &tomo, campo e interaccién.

Figura 2.1: Diagrama de una cavidad optica con el &tomo de dos niveles

H = Ho + Hin (2.1)
HO = Hato + Hcam

Ya que se esté considerando dos tnicos niveles de energia para el 4tomo, denotaremos al estado
excitado (o de mayor energia) por el ket |e) y al estado base (o0 de menor energia) por |g). Podemos
escribir entonces

Huo = heale) (el ~ lo) o)

11



CAPITULO 2. MODELO DE JAYNES CUMMINGS

9= (o) 9= (1) (22)

donde w, es la frecuencia de transiciéon de un nivel a otro y recordando las matrices de Pauli, se
puede simplificar en dichos términos

o, = (le) {e] —19) (g])

1
Hato = §7iwaaz (23)

En la parte del campo podemos hacer uso del resultado que vimos en el primer capitulo para
escribir completamente Hy

1 1
HO = §ﬁwaaz + hW(N+ 5)

Hy=nh (%waaz + waTa) (2.4)
en este ltimo termino hemos omitido una constante fuw/2 como un cambio en el origen de energias.

Recordemos que un particula en presencia de un campo eléctrico se describe por el momento
dipolar eléctrico, asi que hacemos uso de ello para el hamiltoniano de interaccion Hiy.

Hy=p-E (2.5)

En nuestro modelo estamos considerando la aproximaciéon dipolar eléctrica, escribiendo el campo
de la siguiente manera
E=¢la— aT)

ademés el momento dipolar lo escribimos en la base de los estado del d4tomo ya mencionados
(le),1g)), definiendo como o4 = le) (g y o— = |g) (e].

fi=ple){gl+n'lg) (el
= puo4+ + ,LLTO'_
Hing = A (a —a¥) (o0 +04) (2.6)
Reuniendo todos los términos obtenemos una expresiéon completa en términos de los operadores de

creacion y de o
H = h(wala+ jweo. + Aa — al)(o- +03)) (2.7)

Ahora consideraremos la aproximaciéon de onda rotante, que de manera muy sencilla nos ayudara
a ignoraremos un par de términos. El término ao_ aniquila un fotén y a su vez desexcita el atomo
Fig 2.2, de manera correspondiente el termino a'o crea un foton y excita al atomo Fig 2.3, puede
entenderse mejor en la figura. Obteniendo asi la expresion del hamiltoniano del modelo de Jaynes
Cummings (JC)

1
Hjc="h (waTa + FWa0 + Maoy + CLTO')> (2.8)

le)

foton

Y

lg)

Figura 2.2: Casos cuando un foton entra y el &tomo pasa de excitado a base

12



CAPITULO 2. MODELO DE JAYNES CUMMINGS
2.1. SOLUCION EXACTA

" B

foton

9)

Figura 2.3: Casos cuando un fotén sale y el atomo pasa de base a excitado

2.1. Solucién exacta

Hemos construido y entendido el sistema de dos niveles en una cavidad por medio de la ecuaciéon
(2.8), sin embargo este solo es un operador por lo cual no nos dird mas alla si no es aplicado a un
vector de estado. Procedemos entonces a incluir dichos vectores asi como al operador de evolucion,
ya que nuestro interés es hallar nuestro vector de estado para un tiempo distinto de cero. El
operador de evolucién esta definido como la siguiente expresion [5].

Ult) = e~ Ht/h (2.9)

donde H es el hamiltoniano con el que se trabajara; en nuestro caso es Hjc. De esta manera nuestro
vector de estado se expresa como

(1)) = U(t) [1(0)) = e H7et/ M |4p(0)) .

Para facilitar el calculo vemos que puede reescribirse el hamiltoniano en dos factores (Hy y V)
de modo que cumple con las condiciones de conmutaciéon. De esta manera podemos trabajar en el
marco de interacciones.

1
HO = hw (CLTCL + 20'Z>

V=nh ((“‘12_”)0 + Maoy + aTa_)> (2.10)

[Hp,V]=0=V=V;
En la nueva expresion para V se ha incluido una diferencia de frecuencias esta la definimos como
d, no hay que olvidar que w, es la frecuencia de transicion del 4tomo mientras que w refiere a la
frecuencia del campo
0= w, —w. (2.11)
De esta manera el operador de evolucién queda en término del potencial V' en el vector de estado
con el que trabajaremos y por simplicidad omitiremos el subindice I

[9(t)) = eV 4(0)) (2.12)

El estado |1(0)) es nuestro estado inicial, nuestro sistema al tiempo cero, en este término debemos
considerar un estado donde se contenga la informacion del dtomo |€) como del campo |a). En este
trabajo consideraremos estados arbitrarios para el &tomo y a la cavidad un estado coherente (1.27).

§) = Cele) + Cylg)

13



CAPITULO 2. MODELO DE JAYNES CUMMINGS
2.1. SOLUCION EXACTA

Usaremos la notacién combinada de coeficientes Ce 1 = Ce Pri—1y Cy.n = CyP,,. Para los vectores
de estados usamos una base donde un solo ket representa los estados combinados del dtomo y del
campo, es decir

{lg, 003 U{le,n—=1),1g,n) a2, (2.13)

de esta manera el estado inicial toma la forma
= (Cen-tle;n—1) + Cynlg,n)) . (2.14)
n=1

Cabe recalcar que estas constantes son valores arbitrarios de nuestro sistema al tiempo t=0. Para
encontrar el estado dependiente del tiempo se sustituye la ecuacion (2.14) en (2.12) y obtenemos

(1)) = e VN " (Comet lesn — 1) + Cy . lg,m))
n=1
Z em-1(t) [e;n = 1) + Dy n(t) [g,n)) (2.15)

Para determinar los coeficientes D, es conveniente resolver la ecuacion de eigenvalores donde |¢)
es el eigenvector de V.

V0g) = wnlo) (2.16)

Para resolver esta ecuaciéon donde w, son los eigenvalores de V encontramos la representacion
matricial usando la base mencionada anteriormente. V es diagonal por bloques, con bloques dados

por
W

v = < 2 ) (2.17)
PV

Los eigenvalores para cada bloque quedan como

\/ﬁ

i = g YO AN (2.18)
2

Podemos definir a Q2 = §? + 4\?n. A partir de este punto consideraremos un caso especial,

cuando la frecuencia del campo esta en resonancia con la frecuencia del 4tomo, es decir cuando

las frecuencias son iguales w, = w, esto nos lleva a que § = 0 simplificando algunas ecuaciones, en

particular para las eigenfrecuencias

=+ (2.19)

Determinando los eigenvectores observamos que para conveniencia nuestra tomamos vectores nor-
malizados ademés de que todo queda en términos de la base para el atomo. En estos eigenvectores
podemos agregar los vectores del estado del campo |n) de nuestro sistema, quedando asi en términos
de la base que hemos estado utilizando.

|€,’I’L— 1> + \g,n}
V2

Ahora escribimos nuestro estado inicial ecuacion (2.14) en términos de nuestros eigenvectores y
simplificando el resultado llegamos a este resultado.

Z e ) (2:21)

|6n) = (2.20)

14



CAPITULO 2. MODELO DE JAYNES CUMMINGS
2.2. APROXIMACION A ESTADOS COHERENTES

De esta expresion aplicamos el operador de evolucion temporal obteniendo nuevamente [¢)) pero
con la diferencia de que se observan claramente los coeficientes que nos interesaban encontrar
D.n—1y Dy llegamos a la solucion.

[1(t)) = (Cen—1cos A\/nt/h—iCy,, sin \y/nt/h) |e,n — 1)
+ (—iCe,p—1sin Av/nt/h + Cy , cos \W/nt/h) [g,n) (2.22)
Donde
D o1 =(e,n—1{p(t)) = Ce 1 cos \W/nt/h —iCy, , sin \v/nt/h (2.23)
Dy = (g,n|Y(t)) = —iCe 1 sin \/nt/h+ Cy., cos \/nt/h (2.24)

Con estos coeficientes queda resuelta la ecuacion (2.15).

2.2. Aproximacién a estados coherentes

Este método consiste en poder expresar el ket |1(t)) en términos de estados coherentes, para
ello partimos de la expresion (2.21) donde vemos el estado inicial al que se le aplico el operador
de evolucion temporal. Como ya mencionamos la intenciéon de este procedimiento es hallar una
expresion donde se visualice tanto el estado del campo (estado coherente) como del dtomo de
manera individual. Entonces reescribimos |¢(t)) en términos de los eigenestados del hamiltoniano
introducidos en la ecuacion (2.20).

{ —iwtCen-1+Cyn iwntCemn—1—Cgn | _
(o) = 3 (e Cenmt R Com poy g gt Gt = Com )

Esto se hace aplicando el operador de evoluciéon a los eigenvectores hallados en la seccién anterior
(2.20)

n=1

eVt |pF) = eFiwnt gy (2.26)

Regresando a la base atémica y del campo se obtiene

> Cenfl'i‘lc n g |67n_1>+l|g7n>
w&»}j}j(vg*eﬂwﬁ ). (2.27)
l=+1n=1 \/i ﬁ

lo siguiente es factorizar los estados del campo pero para esto hay un pequeno inconveniente pues
dichos estados en cada término son distintos, uno comienza en 0 y otro en 1 por lo que sumaremos
un cero al término desfasado para que ambos términos coincidan.

o~ (Cem +1Cq 1 i1 Cen—1+1Cgn i
i) = - 3 (CentlComst gy Coact ot Y oy (2
I=+1n=0

Para continuar consideraremos dos aproximaciones, la primera es que si un estado |«) tiene un
nimero promedio de fotones 7 grande y ademés « es real, los coeficientes cumplen con

Pn,1 ~ P’n ~ I'p+1- (229)

La segunda aproximacién que realizamos es una expansion en serie de Taylor alrededor del numero
promedio de fotones (71), pero para las frecuencias w, teniendo una diferencia de fases

Wn = wi +ws(n —n) (2.30)

Wn = On + whn (2.31)
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CAPITULO 2. MODELO DE JAYNES CUMMINGS
2.3. COLAPSO Y RESURGIMIENTO DE OSCILACIONES DE RABI

donde ¢ = wp + wj (7). Si sustituimos n por el siguiente valor n + 1

Wni1 = wp +wh(n+1—mn)

Wnil = wi +wh(n —n) +wh

= Wpt1 = Wy + W (2.32)

Aplicando dichas consideraciones podemos factorizar completamente el estado del campo de la
siguiente manera

() = Z (C’ezl%q@ e~ Hwnt 4 |g>)) e ilont Z (Pnfﬂw;nt |n>) . (2.33)
I=+1 n=0

Sin embargo podemos simplificar atin més redefiniendo los coeficientes C¢, Cy en una sola expresién
que llamaremos como D; y de igual manera los kets de estados atémicos los agrupamos en un nuevo
vector [£;). Ademas recordando como esta dado un estado coherente ec. (1.27) podemos ver que el
altimo término se puede entender de dicha manera.

_ CeH1Cy g

D, 5

&) = le)e™"n" +11g)

(1) = > Dil&(t) e ™nta) (2.34)

I==%1

Lo que se encuentra con este resultado es que la parte del campo a pesar de estar evolucionando,
se tiende a comportar como un nuevo estado coherente. Esto se nota en el ultimo ket de la ultima
ecuacion (2.34).

2.3. Colapso y resurgimiento de oscilaciones de Rabi

En la solucion que encontramos podemos observar que son funciones oscilatorias, esto nos puede
dar una idea de lo que sucede, sin embargo hay atin mas informacién que podemos obtener. Las
expresiones |D, ,_1|?> v |Dgy.n|? representan las probabilidades de tener n numero de fotones al
tiempo t y también de que el 4tomo esté en el estado base o en el estado excitado respectivamente.

Observemos con atenciéon al operador o, que nos brinda informacién sobre el comportamiento
de nuestro 4tomo. Su valor esperado es la funciéon llamada inversion de poblacién que denotaremos
como W (t), la cual representa la diferencia de probabilidades atomicas, es decir

W(t) = (0.) (2.35)
(0,) = Tr(o,p) (2.36)

= Z ‘De,n—1|2 - |Dg,n 2- (237)

Utilizamos un programa en Octave para graficar esta funciéon, tomando el hamiltoniano de JC
donde tnicamente cuenta con el término del potencial, ecuacion (2.10) con el valor de o = 5 para
nuestro estado coherente y comenzando tinicamente en el estado base para nuestro 4tomo, es decir

€)= 19)-
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CAPITULO 2. MODELO DE JAYNES CUMMINGS
2.3. COLAPSO Y RESURGIMIENTO DE OSCILACIONES DE RABI

]
W
05 ‘
l ‘ M“
s .l il Il ‘ ‘
05
2 ! : ‘
0 0.5 1 15 2

t/itr

Figura 2.4: Inversion de poblacion de W(t) = (o) para un estado inicial del dtomo en el estado
base y un estado coherente con o = 5 y con los parametros de A = 0,1, n = 60

En la figura 2.4 podemos observar las conocidas oscilaciones de Rabi las cuales colapsan y
vuelven a resurgir. En ella se visualizan los puntos de interés para este trabajo los cuales son en
el tiempo en el que las oscilaciones vuelven a aparecer alcanzando un méximo. A este valor lo
llamaremos tiempo de resurgimiento t,.

Estos resurgimientos van a ocurrir en el momento que las fases de oscilacion de términos cercanos
difieran por miltiplos de 7. Estas fases corresponden a las frecuencias que ya conocemos, son las
eigenfrecuencias w,, que aparecen en la ecuacion (2.33) en el término del estado coherente.

Vemos entonces que los puntos de interés son en los periodos miltiplos de 7, de manera general
se tiene

Wity =T (2.38)
de lo cual se obtienen los tiempos de resurgimiento

V62 + 4N
t, = — (2.39)
En nuestro caso estamos considerando que hay resonancia en nuestras frecuencias (6 = 0) por lo
que en nuestro trabajo el tiempo de resurgimiento es explicitamente

2m\/1

==

(2.40)

En la figura 2.4 hemos graficado la inversion de poblacién con respecto al tiempo normalizado para
tr.

Ahora haremos uso de la funcion de Husimi, para ello usamos la ecuacion (1.28) que como men-
cionamos funciona de igual manera para estados mixtos si tomamos la matriz de densidad co-
rrespondiente. En el espacio fase tomamos los tiempos de resurgimiento de ¢t = ¢, y de ¢t = ¢,./2
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2.3. COLAPSO Y RESURGIMIENTO DE OSCILACIONES DE RABI

Im(B)

-10 -5 5 10

0
Re(P)

Figura 2.5: Funcién de Husimi con |¢(¢)) al tiempo ¢ = ¢, y se considerd una referencia o = 5

Im(B)

-10 -5

0 5 10
Re(B)

Figura 2.6: Funciéon de Husimi con [¢(¢)) al tiempo ¢ = ¢,/2 y se considerd una referencia a = 5
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Capitulo 3

Sistema de 3 niveles

En este capitulo nos centraremos en un sistema similar al modelo de JC, con la diferencia de
que ahora consideraremos un nivel extra de energia. Ahora tenemos 3 niveles en una configuracion
de cascada o escalera. Estos niveles los representaremos por los mismos kets |g) como estado de
minima energia o base y |e) como el estado con mayor energia, pero en esta ocasién necesitamos
un ket méas para representar el estado intermedio, por lo que ahora incluimos al ket |i). Una
particularidad que por el momento consideraremos en este modelo es que la diferencia entre niveles
consecutivos es exactamente la de un fotén, por lo que la energia entre el estado g y e es la de dos
fotones.

le)

[7)

l9)
Figura 3.1: Diagrama del sistema de 3 niveles en configuracion de cascada

Nuevamente para la construcciéon del hamiltoniano de nuestro modelo es similar al MJC salvo
el término de interaccidén o potencial ya que se agregaran los términos del nivel intermedio. Hay
que recordar ahora que en este problema los kets son de dimensién 3, es decir

1 0 0
ley=1{0 liy =11 lg)=10]. (3.1)
0 1

Tomaremos nuevamente el hamiltoniano como la suma de dos términos, esto para trabajar en el
marco de interacciones.

H=Hy+V (3'2)
Ho = hw(a'a+ le) (e| — |g) (g]) (3.3)
V' = hg(a(li) {g| + le) (i]) + a'(|g) (i| + |3) (e])) (3.4)

El potencial esté construido de la siguiente manera, andlogamente al modelo de JC en la parte
de la interacciéon vimos que los elementos que aportaban a la ecuacién eran los operadores que
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CAPITULO 3. SISTEMA DE 3 NIVELES
3.1. DIAGONALIZACION POR BLOQUES

correspondian con la creacion del fotén con la excitacion del &tomo. Asi que partiendo de la misma
manera se propone dicha expresiéon, necesitamos al operador de destrucciéon a con el operador que
desexcita al atomo de un nivel superior al inferior y el operador a' con los operadores que excitan
al a&tomo, obteniendo asi nuestro potencial V.

Ademés de esto, otra condicién en nuestro sistema es la resonancia de 2 fotones esto es que la
diferencia de energias entre el nivel excitado y el del estado base es igual al de dos fotones £, —E, =
2hw. Verificamos que nuestra propuesta cumple con las condiciones de conmutaciéon por lo que de
aqui en adelante trabajaremos con la parte del potencial V.

[Ho, V] =0 (3.5)

3.1. Diagonalizacién por bloques

Utilizamos el método de diagonalizacién por bloques para nuestro potencial y usando una base
similar al capitulo anterior para este sistema consideraremos en un mismo ket el estado del campo
como del atomo {|e,n —1),|i,n),|g,n + 1)}, en esta base el potencial V es diagonal por bloques

dados por
gvn

0 0
v = | gy/n 0 gvn+1]|. (3.6)
0 gvn+tl 0

De igual manera al capitulo anterior lo que haremos es resolver la ecuaciéon de valores propios, ecua-
ci6on (2.16), pero para este matriz, usamos la misma notacion para los eigenvalores y eigenvectores
encontramos que sus expresiones son las siguientes

wn1 =lgv2n+1

Py ntl
|07) = i\/\/% |0°) = \/0T
1

1

donde [ sblo es un subindice para cada una de las frecuencias, le{—1,0,1}. Sin embargo lo que
haremos es resolver por medio de aproximaciones. Trabajaremos con valores muy grandes para n,
n >> 1 asi simplificando las expresiones para los eigenvectores obtenemos vectores més sencillos
de manejar y ademés los normalizamos

PN =L (o (3.7)
2\ 4 Ve \y ] '

Como ya vimos la aproximacion de estados coherentes es un método bastante tutil para obtener
los tiempos de resurgimiento, que de hecho siguiendo la intuicién podemos deducirlo directamente
derivando el valor de la eigenfrecuencia como en el caso anterior, sin embargo no se visualiza ni se
justifica hasta tener dicho término del estado coherente.
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3.2. APROXIMACION A ESTADOS COHERENTES

3.2. Aproximaciéon a estados coherentes

Comenzamos tomando los eigenvectores y agregando los vectores de estado del atomo combi-
nando los kets de las ecuaciones (3.7) y (3.1)

1 1 . 1

n—1l,e)+[n+1,9)
NG .

Para nuestro estado inicial usamos de igual manera la notaciéon combinada de coeficientes para el
atomo y el campo asi como la base que elegimos para este sistema tenemos lo siguiente

|05) = (3.9)

0(0)) = (Com-1lgin—1) + Cip i,n) + Cemsr le,n+1)). (3.10)
n=1

Aplicando el operador de evoluciéon temporal y reescribiendo en término de los eigenvectores obte-
nemos la nueva expresiéon de manera desarrollada

o Cen Cn— Oin ] —
() = Y- Gy Conmt g Sy o gy

Cen +C n— Czn —jw
CNES: SR T P

2 V2
n ((,Wanl) e~ iwont

). (3.11)

2

Lo siguiente es reescribir y simplificar la expresion en términos de nuestra base a manera de poder
factorizar en unos nuevos estados coherentes. Abusando un poco de la notaciéon obtenemos un
resultado similar al de la ecuacién 2.33

1

() = 30 (D) + g + B i) et 3 (a0t ) (312)
n=0

=1

1

(1) = 3 (Die™ ™ (le) +1g)) + Fili) ) e~ *#n* [~ nta) (3.13)
1=—1
donde los valores para D; y F; las definimos como
1 (Ce+Cy C;
Di = o (2 + lﬂ) , E=1V2D, (3.14)

Cabe recalcar que el procedimiento para las expresiones w;, y ¢y es el mismo al capitulo anterior
donde se hizo una expansion en serie de Taylor alrededor de 71 llegando a la forma w, = p5 + win
las eigenfrecuencias son completamente distintas al de esta seccion. Con estos resultados vemos
que podemos hacer la misma consideraciéon para los tiempos de resurgimiento de nuestro modelo
de 3 niveles.
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3.3. Dinamica, oscilaciones de Rabi

En el capitulo anterior encontramos la inversiéon de poblacién y que se expresa como una
diferencia de probabilidades de estar en un estado excitado |e) o base |g). Sin embargo en este
modelo podemos tener una diferencia de probabilidades entre el estado excitado e intermedio y de
igual manera con el estado base por lo que tomaremos ambos casos, anélogo al capitulo anterior
usaremos ¢, como la probabilidad de estar en el estado excitado menos la probabilidad de estar
en el estado base.

W(t) = (02)

De igual manera podemos graficar la probabilidad de que el 4tomo esté en alguno de sus estados
por ejemplo el excitado:

Pe = (¥ (t)]e) (elt(t)) (3.15)

Para calcular los tiempos de resurgimiento lo despejamos de considerar los periodos multiplos de
7y la frecuencia w;,

wpt =7 (3.16)
wr = di (9v2n+1)
n
ty — LQ;‘H. (3.17)

Nuevamente con el programa de Octave se hizo la grafica siguiente, el hamiltoniano que se utilizo
fue tnicamente con el potencial es decir la ecuacion (3.4) y los parametros son: n =60 a =5y
una g = 0,1.

]

— <SZ>

| — qﬁ;\n [

05 |, — e [
[l | H“ M “ | ‘\

“\Il" A ’|'I‘IV\“°“‘J| | |‘u "u‘

K] H ‘ i I \‘ | ‘ H ‘ H
e oy . {ilffthih
= W
| Rl

‘ | { M ‘\ ‘|

05| Il

|
2 ‘ ‘

8 05 15 2

1
t/tr

Figura 3.2: Colapso y resurgimientos de las oscilaciones de Rabi para el sistema de tres niveles con
n=60a=>5yunag=0,1

En la grafica 3.2 podemos ver que hay otro resurgimiento mucho mas pequeno y que corresponde
al del promedio del estado excitado. En el modelo de JC vimos que se formaban dos objetos a la
mitad del tiempo de resurgimiento (¢ = t¢./2), esto sucedia cuando las probabilidades de que el
atomo se encontrara en el estado excitado como en el base eran las mismas. En este caso se vuelven
a observar dos objetos pero con la diferencia de que existe uno mas, esto tiene sentido al observar

la grafica de la Fig 3.2 pues existe una parte que es un resurgimiento y un colapso en el mismo
tiempo.
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Al igual que en el capitulo anterior graficamos la funcion de Husimi para los tiempos de resur-
gimiento a la mitad de dicho tiempo.

10

Im(B)

-10 -5 5 10

0
Re(P)

Figura 3.3: Funciéon de Husimi para [i(t)) con o = 5 al tiempo t = ¢,

Im(B)

-10 -5

0 5 10
Re(B)

Figura 3.4: Funcion de Husimi para [¢(t)) con o = 5 al tiempo ¢ = ¢,./2

Con el modelo anterior podemos decir que al momento de un colapso se forma un objeto, mien-
tras que en las oscilaciones se divide este objeto. En este caso que estamos tratando, observamos
ambos fenémenos al mismo tiempo con un comportamiento similar y esto se debe a que existe
tanto el colapso como el resurgimiento en el mismo momento.
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Capitulo 4

Procesos de dos fotones (reduccion a
dos niveles)

En el capitulo anterior analizamos el caso de 3 niveles en el cual se introdujo un nivel intermedio.
Para esta seccion nuevamente consideraremos dicho modelo sin embargo ahora el interés cae en ver
qué es lo que sucede cuando el nivel intermedio se encuentra muy cerca de alguno de los otros dos,
en concreto lo consideraremos cerca del nivel excitado. Cabe mencionar que la distancia entre |e)
y |g) continua siendo 2Aw, lo cual, como mencionamos anteriormente, se conoce como resonancia
de dos fotonoes.

g)

Figura 4.1: Diagrama del modelo de 3 niveles con el nivel intermedio desplazado en A con respecto
a su posicion en el modelo anterior

El hamiltoniano a usar es el mismo que en el caso de 3 niveles (3.3) y (3.4) salvo un pequeio
término extra que representa la diferencia energética del nivel intermedio respecto a su posicion
anterior.

H = Hy+hA i) (i| +V (4.1)

Hy =V + hA i) (il (4.2)

Representaremos este hamiltoniano de forma matricial diagonalizdndolo con nuestra base que he-
mos usado hasta el momento. Comprobamos que este término extra no hace cambiar a las con-
diciones de conmutacion, por lo que podemos trabajar con lo que hemos llamado H;. El término
extra que aparece en el hamiltoniano (AA |¢) (i|) también lo encontramos en una de las entradas de
la matriz que es la tnica diferencia notable hasta el momento comparada con la matriz del modelo
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4.1. APROXIMACION PARA EL SISTEMA PROPIO

anterior (3.6).
0 gvn 0
7™ = | gyn A gvn+1 (4.3)
0 gvn+1 0

Calculamos los eigenvalores y eigenvectores correspondientes de nuestra matriz que de manera
explicita y exacta son los siguientes.

/ _n_ _n_
— nzl n+1 n+1

|p°) = 0 |p7) = | _—a+V4a2@entD)+A2 o) = | —A—\/152@n+1)+A2
X 20w/ TT 207/ TT
1 1
1 1
w=0 w = (A V1@ @2n )+ A?) wi =3 (A V12 2n 1+ 1) + A2) (4.4)

A partir de este punto mostramos dos métodos distintos para llegar a nuestro objetivo, obtener los
tiempos de resurgimiento, ambos son por aproximaciones.

4.1. Aproximacioén para el sistema propio

En este método nos basamos en el trabajo realizado por Haroche [6] donde se toman las si-
guientes consideraciones:

nn>>1

" 2gv2n+1 << A

recordemos que los valores de n al ser parte del estado coherente del campo estos tienen a infi-
nito. Para casos practicos lo consideramos como un nimero muy grande. Como consecuencia de
esas aproximaciones podemos reducir y simplificar el sistema propio, es decir los eigenvalores y
eigenvectores.

[ L [0
=— 1o =—10 = |1 45
[29) Vil [ Vi ! ¢7) : (4.5)
2 2
wo =0 w_:Af% w+:A+W (4.6)

en estos tltimos valores se hizo ademas una expansion en serie de potencias de la forma

2

\/1—&—6:14—%—%4—...

donde
4¢%(2n +1)
A2
Ahora usaremos el hecho de que un operador de dimensién d, de manera general se puede
escribir en términos de sus eigenvectores y eigenvalores de la siguiente forma

1>>e=

d
H =) wilé') (&) (4.7)
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4.2. APROXIMACION DE PEQUENAS ROTACIONES

Explicitamente para nuestro calculo usamos los valores aproximados de nuestro sistema dando
como resultado la nueva matriz aproximada H f”) ~ HI()?CZX

~K(n+) 0 ~K(n+3)
2
Hige=| 0 A-%m+d) 0 (4.8)
—%(n+3) 0 -%(n+3)

Numéricamente nuestra aproximacion funciona muy bien, esto debido al régimen en el que estamos
trabajando. Por ultimo recordemos nuestro modelo y lo que implican nuestras aproximaciones;
esto significa que A al ser muy grande, el nivel intermedio se acerca al nivel excitado, por lo que
practicamente este nivel no esta contribuyendo al proceso. Esto nos lleva a despreciar el eigenvector
correspondiente al estado intermedio|¢™). Nuestra matriz aproximada del sistema propio puede
escribirse entonces como una matriz de 2 x 2 convirtiendo la ecuacion (4.8) en

2
" g 1 1 1
Hi ==X <n + 2) (1 1> (4.9)

4.2. Aproximacion de pequenas rotaciones

Continuando con el siguiente método, la aproximacion que usaremos es la de pequenas rotacio-
nes, usando al expansion de Baker-Cambell-Hausdorff [12].

CHe™ = H + G, H] + 16,16, H]] + 7 [GIGIG, HI] + . (4.10)

La justificacién o la interpretacion que se le puede dar a este procedimiento es que un ket es muy
similar al ser rotado por una fase muy pequena. Esto lo podemos expresar como |y) el vector
original y |7') como el ket rotado donde A es un operador, llamémosle de transformacion, y 6 es
muy pequeno.

) = €49 | (4.11)

Para medir un operador H en el sistema primado o rotado es necesario que este se encuentre descrito
en este espacio es decir necesitamos conocer H’, sin embargo lo podemos encontrar directamente
sustituyendo la definiciéon de nuestra rotacion.

(HR) = (e He )
= (YH'|v)
obteniendo asf nuestro operado H’ donde tomamos 140 = G
H =e¢“He ¢ (4.12)

Con esto podemos utilizar el hamiltoniano primado o aproximado, al cual llamaremos como ha-
miltoniano efectivo Hqg

El problema ahora es conocer un operador G que nos ayude a encontrar el hamiltoniano efectivo,
sin embargo conocemos el trabajo de Klimov [11] donde usa la siguiente expresion.

G =2 [a(li) (9] ~ Ie) (il) = o' (Ig) (il = 1) {e])] (413)

Sustituyendo este valor que considera Klimov en la ecuacion (4.10) obtenemos una expresion donde
aparecen todos los términos, sin embargo como hemos considerado en la secciéon anterior podemos
despreciar los elementos de |#) (i| sin ningtn problema. También lo representamos en su forma

matricial ) )
Her = Ho — %-(afa+ [e) (e]) = L-(a? |e) {g] +a'? |g) (e (4.14)
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" —%n 0 —%\/n(n—i-l)
Hy =| 0 0 0 (4.15)
—Ly/nn+1) 0 —%(n+1)

Por dltimo haremos una pequena pero importante consideracion, esto es que al tener valores muy
grandes para n podemos aproximar n — % ~nRn+ %, ademas podemos representar nuestra
matriz en una de 2 x 2 ya que hemos despreciado la contribucion de la componente |i) (i| esto nos
lleva a obtener el mismo resultado de la ecuacion (4.9), es decir

2
n_ g 1\ (1 1
H‘gﬂ):—Z (n+2) <1 1). (4.16)

4.3. Dinamica en el espacio fase

Hemos encontrado de manera analitica que trabajar con el hamiltoniano aproximado es una
buena alternativa al modelo original por lo que usaremos la ecuacion (4.14) para el anélisis de este
modelo.

Hasta el momento s6lo conocemos una parte en la soluciéon del problema, recordemos que
nuestro punto de interés es hallar el tiempo de resurgimiento. Tomemos como referencia el calculo
de la aproximacion de estados coherentes para el modelo de tres niveles, en dicho resultado vimos
que el primer tiempo de resurgimiento se encuentra en un periodo de 7 al igual que en el capitulo
de JC, veamos si esto es valido para este modelo. Cabe destacar que la transiciéon de dos fotones
ocurre cuando A >> g y es el caso general de nuestro sistema puesto que en el limite cuando
A — 0 volvemos al caso estudiado en el capitulo de 3 niveles. Tomando entonces los eigenvalores
w4 para encontrar los tiempos de resurgimiento obtenemos lo siguiente.

T
ty = —

“n 4.17
. m/492(2n + 1) + A2 (4.17)

g2

Donde w}, es la derivada de los eigenvalores con respecto a n. En el caso cuando delta tiende a
cero, obtenemos nuevamente el tiempo de resurgimiento visto en el capitulo anterior, ecuacion 3.17;
mientras que en el otro caso cuando A >> 4¢%(2n + 1) obtenemos una nueva expresion.

ty = — (4.18)

Analicemos entonces lo que sucede con o, que utilizamos en el modelo de 3 niveles. Tomamos el
hamiltoniano original sin ninguna aproximacion, ecuacion (4.2) con los siguientes valores n = 60,
a=5¢g=0,1y A =1000 ademéas de que consideramos un estado inicial del d&tomo en el estado
base |g).
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Figura 4.2: W(t) =< o, > utilizando el hamiltoniano original con parametros n = 60, a = 5,
g=0,1y A =1000

Graficamos nuevamente la funciéon de Husimi para los dos tiempos de interés, t = ¢, y t = t,./2.
En este caso se observan unos resurgimientos perfectos, al tiempo de resurgimiento vemos que la

probabilidad llega al valor de W (t) = 1 lo que esta comportandose completamente como un estado
coherente.
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-10

-10 -5 5 10

0
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Figura 4.3: Funciéon de Husimi al tiempo t =t con a =5
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Figura 4.4: Funcion de Husimi al tiempo ¢ = ¢,./2 con o = 5

Ahora volvemos a graficar tanto W (t) como la funcion de Husimi pero utilizado el hamilto-
niano con las aproximaciones que realizamos. Ya vimos que cualitativamente obtenemos el mismo

resultado, ya sea por aproximacion del sistema propio como por pequenas rotaciones. Tomamos
entonces el hamiltoniano efectivo (4.14)

|
os| |

Prob
o

0 0.5 1 1.5 2
t/itr

Figura 4.5: W(t) = o, utilizando el hamiltoniano efectivo para el caso de A >> n con n = 60,
a=5¢g=01y A=1000
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Figura 4.6: Funciéon de Husimi al t = ¢, con a =5
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Figura 4.7: Funciéon de Husimi al t = ¢, con a =5

Es evidente que las aproximaciones son muy buenas al menos cualitativamente ya que al com-
parar las graficas son préacticamente idénticas.
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4.4. Entrelazamiento

Por ultimo, en esta secciéon analizamos el entrelazamiento del atomo y el campo mediante la
pureza de la matriz de densidad reducida. Tomando nuestra matriz de densidad reducida de la
cavidad 6ptica pcay donde p es la matriz de densidad del sistema completo, podemos introducir su
pureza como

Peay = Tr(pZ,y) (4.19)
donde
Peav = Trat(p) (4.20)
y
p=1P@) (W) (4.21)

De manera general hemos visto que el vector de estado |¢(t)) se puede factorizar en términos de
los vectores que lo componen (|n), |e, i, g)) por lo que lo escribimos de esta manera, aplicando la
traza y siguiendo con el calculo correspondiente llegamos a encontrar los elementos de la matriz
de densidad, que esté expresada en términos de los coeficientes de nuestro vector [¢(t))

() = ZZCW ) 17) (4.22)

Trac(p) = > (jlols)

J

=3 D CuiCrj | In) (m]

n,m 7

(pcav)n,m = Z Cn,jC;%j (423)
J

De manera numérica, si guardamos los coeficientes Cy, ; en un amatriz rectangular C, la matriz de
densidad reducida se obtiene de la multiplicacion matricial

Peav = CC (4.24)

entonces podemos expresar a la matriz de densidad reducida como una matriz de coeficientes.
Mientras que para el caso de la matriz reducida para el el 4&tomo es

pat = CTC. (4.25)

De esta manera podemos conocer la pureza de nuestro sistema a un tiempo arbitrario, recordemos
que los valores de C' son dependientes del tiempo.

Analizando nuestro modelo de tres niveles cuando el nivel intermedio no se encuentra desplazado
A = 0, es decir que tenemos el modelo de cascada. Podemos observar que el entrelazamiento no
llega a ser maximo y mucho menos un momento en que sea separable. Recordemos que el maximo
entrelazamiento sucede cuando alcanza el valor de 1/n donde n es el nimero de dimensiones, en
nuestro caso corresponden a los 3 niveles de energia. Por lo tanto el este méximo deberia ocurrir
en P =1/3 pero no es el caso, a diferencia con la reduccién de 2 fotones.
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Figura 4.8: Pureza para el sistema de 3 niveles cuando A = 0, correspondiente a la figura 3.2 usado
el hamiltoniano original y con pardmetros n =60, « =5y g = 0,1.

En el caso de la reduccién a dos fotones vemos el entrelazamiento que existe en nuestro sistema,
aqui se puede notar el maximo entrelazamiento. Esto corresponde cuando la pureza llega a valores
de P = 0,5. De igual manera se hace visible el momento en que el sistema es completamente
separable y sucede exactamente en el tiempo de resurgimiento ya que P = 1.
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Figura 4.9: Pureza para el sistema reducido a dos fotones, correspondiente a la figura 4.2 cuando
se toma el hamiltoniano original con los mismo parametros n = 60, « =5, g = 0,1 y A = 1000.
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Capitulo 5

Conclusiones

Durante el estudio y el analisis que se realizo sobre el modelo de JC en el primer capitulo, se
entendié de manera sencilla la forma de tratar al sistema asi como su comportamiento utilizando
el método de la aproximaciéon de estados coherentes. Gracias a los antecedentes se corroboraron
los resultados obtenidos, como resultado de ello se pudo extender al modelo propuesto.

En la secciéon siguiente donde se trabajo con el sistema de 3 niveles se pudo llevar a cabo sin
mucha diferencia del desarrollo ya antes visto, la aproximacion de estados coherentes, método que
brinda una manera sistematica para calcular los tiempo de resurgimiento pues en estos valores de
t coinciden de nuevo los estados coherentes y esto es gracias a la linealizacion de las frecuencias.
Los resultados obtenidos en esta parte del trabajo eran consistentes comparados con el capitulo
anterior, los tiempos de resurgimiento fueron calculados bajo el mismo método en ambos modelos
y al igual comprobados numéricamente observando un comportamiento similar.

En el siguiente capitulo se analiz6 un modelo basado en el sistema de 3 niveles, donde el nivel
energético intermedio se encuentra desplazado. En esta parte del trabajo se utilizaron métodos
de aproximaciéon para su analisis sin embargo no se us6 la aproximaciéon a estados coherentes sin
embargo con lo visto en los capitulos previos se pudo inferir los tiempos de resurgimiento que
ademés se corroboraron de manera numérica. Otro resultado importante es que se encontraron
resurgimientos perfectos y con ayuda de la funcion de Husimi se puede ver el comportamiento
de los estados del sistema y que estos casi no se deforman, en otras palabras se comportan como
estados coherentes.

En este modelo en particular se pudo ademéas reproducir los resultados del modelo en cascada
haciendo A=0.

En el capitulo final se encontré que existe un entrelazamiento en los sistemas propuestos, sin
embargo en el caso que hay una transiciéon de dos fotones existe un entrelazamiento maximo. De
igual manera este sistema puede ser separable pero en un momento en especifico y esto ocurre en
los tiempo de resurgimiento.
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