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Resumen

En este trabajo se desarrolla el tema de numeros figurados con un enfoque
didactico, para que los alumnos de nivel medio superior tengan una mejor
perspectiva de cdmo trabajar con una sucesion de nameros (patrones numericos)

para lograr expresar el termino general.

Los numeros figurados son un tipo de sucesiones cuyos elementos tienen
correspondencia con figuras construidas a base de puntos equidistantes que forman
triangulos, cuadrados, pentagonos etc. en el plano, en el espacio se forman los
“‘nameros piramidales”, si se sobreponen por capas, nosotros pretendemos utilizar
un enfoque concreto al utilizar cubos de madera, dados y fichas para llevar al
alumno de educacién medio superior a la comprensién del término general en una
sucesion, esto permitird visualizar como se van generando los términos de la
sucesion y sera mas facil para el alumno poder comprender como se llega a

expresar el término general.

Al poder observar como se forman los nimeros figurados, los alumnos pueden
percibir mas facilmente el patron de crecimiento de una sucesion, al poder manipular
objetos en lugar de puntos y con el apoyo del profesor los alumnos acceden poco a
poco a la simbolizacion algebraica. Para llevar a cabo este trabajo nos ayudaremos
de diferentes objetos como dados, cubos de madera, fichas circulares y en general
del programa GeoGebra el cual nos ayudara a visualizar cualquier patrén numeérico
y asi el alumno pueda comprender como se forma la sucesion, ademas de consultar

la pagina web Wolfram Mathword para la visualizacién 3D.

Cabe sefalar que este tema se trabaja desde hace varios afios, y se incluyé en los
planes oficiales de SEP para secundaria, por ejemplo, en el libro; Fichero de

actividades didacticas matematicas (2004), pero el “método algebraico” para



obtener el termino n-ésimo no es accesible a la mayoria de los alumnos. Dicho
meétodo consiste en obtener los coeficientes A, B, C para el termino general de la
forma Ax? +Bx +C y como se conocen los primeros términos de una sucesion

concreta, se resuelve un sistema lineal de ecuaciones.

“Es mas facil entender un concepto cuando se dispone de una imagen, a

cuando se carece de ella” (Shlomo Vinner)



Introduccion

Nuestro primer contacto con los numeros figurados se dio en el libro “Estudio de las
geometrias” de Howard Eves (1969), en el cual se indica que la creacién de los
nameros figurados se acredita a los pitagéricos antiguos (siglo VI antes de nuestra
era), como un intento de conectar la geometria y la aritmética. Los pitagoricos,
siguiendo su credo "todo es numerao", consideraron a cualquier entero positivo como
un conjunto de puntos que se pude representar en el plano formando una figura
geométrica. Posteriormente estudiando los apuntes de clase en el tema induccién
matematica de Pablo Rodrigo Zeleny en la FCFM, vemos otra forma de trabajar,
donde se hace énfasis en obtener algunas sumatorias al notar como van
incrementando una sucesion y usando el método de diferencias, que los alumnos

perciben de manera natural.

Actualmente esto se considera una buena opcidn para motivar el algebra elemental,
al usar expresiones simbolicas para el termino n-ésimo de una sucesion, esto lo

indican como “Expresion de una generalidad”, Mason et al (1985).

Un numero figurado es un namero que se puede representar por un patrén
geomeétrico regular y discreto de puntos equidistantes, forman un poligono regular,
también pueden formar otras figuras como poligonos centrados, formas en L, y
tridimensionales, estos son menos conocidos y casi no se consideran en los libros

de texto de matematicas (secundaria).

En particular, los numeros poligonales generalizan numeros que pueden
representarse desde un triangulo (nimeros triangulares), o un cuadrado, para

cualquier figura con un namero de lados entero k 2 5 lo denotaremos como k-agonal.

Este trabajo mostramos las propiedades de los numeros figurados como “zona de
trabajo” para acceder a la idea de “generalizacion algebraica”, esto permite que los
alumnos hagan explicitas sus actividades cognitivas que surgen de manera natural
al trabajar de manera concreta patrones numericos y resulte natural pensar en "n”

COMO un numero entero cualquiera.



La propuesta es trabajar con alumnos de nivel medio superior, nos ayudara a dar
un enfoque didactico al proceso de generalizacion una literal como n, m, k etc.,
representa cualquier nimero natural, mas adelante esto nos lleva al método de
induccion matematica que se estudia en la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas
(FCFM) ademas obtenemos una visualizacion de algunas sucesiones que permite

entender mejor las demostraciones formales de sucesiones y series.

Nosotros consideramos que el trabajar con sucesiones de numeros figurados brinda
una manipulacioén, de tal forma que los alumnos de nivel medio superior pueden
visualizarlas haciendo mas facil la comprension de sus propiedades, en este trabajo
comenzaremos realizando diferentes sucesiones con puntos y cubos, algunas nos
permiten que los alumnos puedan dar una interpretacion algebraica a partir de la

visualizacion y manipulacion de cubos de madera.

No omitimos mencionar que hay muchos trabajos de investigacion respecto del uso
de patrones numéricos como propuesta didactica desde la primaria hasta nivel
medio superior, pero claramente presentan limitaciones en cuanto a su desarrollo
conceptual; por las limitaciones propias de la edad de los alumnos, preferimos
desarrollar el tema por nuestra cuenta que dar muchas referencias, basandonos en
el libro Figurate Numbers de Deza (2012) donde hacen un tratamiento mas
profundo del tema, pero no con fines didacticos. Somos conscientes que
implementar una propuesta depende de muchos factores que salen del control del
docente, por ello el éxito en la comprensién y avance al cubrir el material depende

del contexto escolar y del tiempo que se trabaje.

Finalmente concluiremos con algunas de las respuestas de los alumnos a las
actividades que se plantean a lo largo del trabajo y actividades realizadas con el
material didactico utilizado.

El algebra escolar incluye sumar, restar multiplicar expresiones algebraicas,
simplificacion de términos semejantes, solucion de ecuaciones de primer grado y
segundo grado, asi como resolver sistemas de ecuaciones 2x2, resolucion de
problemas con enunciado, en este trabajo no consideramos la solucion de

ecuaciones, para las ecuaciones lineas es comun recurrir al método de la balanza
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para explicar como se resuelven, pero el uso de simbolos algebraicos para
representar nimeros requiere mas trabajo, al no haber un modelo sencillo (como la
balanza) Usiskin (2004) explica los diferentes significados del algebra escolar

dependiendo a que temas se de preferencia.

Sin embargo, rapidamente se puede comentar que, el trabajo con expresiones
algebraicas al inicio del estudio del algebra escolar desconcierta a los alumnos,
pues dichas expresiones se presentan sin relacion a algo concreto, “caen del cielo”
asi que son victimas de lo que se conoce “como falta de significado” de las literales.
Al alumno no se le explica de donde surgen o a que se refieren las “expresiones
algebraicas” que debe operar (sumar, restar, multiplicar y simplificar), en pocas
palabras no sabe lo que esta “manipulando” y termina viendo los temas como
conceptos aislados, la didactica se reduce a la repeticibn mecanica de ejercicios
tipicos, en inglés algo como “drill algebra” o worksheets. Finalmente cabe hacer
notar este tipo de ejercicios es lo que se evalla y aparece en los exdmenes de
admision, pero en la actualidad esto didacticamente no se considera lo mas

acertado, obviamente hay muchas propuestas.



Numeros figurados en el plano.

En este capitulo introducimos definiciones de los nimeros figurados basicos y lo
generalizamos para dar pauta a cualquier numero k-agonal regular. Ademas de los
nameros poligonales clasicos, consideramos los numeros poligonales centrados, es
decir, son “capas o0 anillos crecientes” centradas en un punto. Finalmente,
enumeramos otros numeros figurados bidimensionales y tridimensionales resaltado

sus relaciones.

Los patrones numéricos se consideran de utilidad para iniciar la introduccion al
algebra escolar basica, aparecen en los libros de texto para secundaria de afios
anteriores, pero los numeros figurados son muy utiles, se pueden expresar en forma
de suma, esto indica que van creciendo lo cual requiere expresar el término general
de la sumatoria e indicar la suma de manera algebraica, los nifios dan la regla de

forma verbal. Ademas de manera natural se relacionan entre si, como veremos.

Con las actividades que se presentan se puede realizar un taller que se lleve a cabo
con alumnos de nivel medio superior, donde se trabaja con los numeros figurados
para asi poder deducir a partir de ellos el término k-ésimo de una sucesion; no se
da la sensacion de ser “el algebra de siempre”. El docente debe tener una idea
clara de las posibilidades, en los primeros grados de secundaria se introducen las
ideas concretas y en grados mas avanzados se concretan los 4 pasos al trabajar

con patrones:

1. Identificar que algo cambia, pero los incrementos van creciendo de acuerdo
con una regla fija (Que es necesario expresar, lo mas claramente posible)

2. Laregla que cumple el término k-ésimo se expresa verbalmente,
La regla se expresa simbdlicamente.
La regla se justifica matematicamente (en FCFM se usa induccion

matematica o propiedades de las sumatorias).

Estamos conscientes de que una figura no es una demostracion matematica, sin

embargo, nuestra idea es la de ayudar al estudiante a visualizar y entender cémo



se relacionan los nameros figurados entre: triangulares, cuadrados, pentagonales y
los piramidales, porque estas relaciones pueden expresarse grafica y

algebraicamente.

Primeras sucesiones con numeros figurados

Antes de hablar de nimeros figurados daremos la siguiente definicion:

Definicion 1: Llamaremos sucesioén numérica a todo conjunto ordenado de
nameros. A cada uno de sus elementos se le llama término y se caracteriza por un

subindice que indica el lugar que ocupa en la sucesion.

De esa forma a; representa el tercer término, el término decimocuarto se indicara
por a.4, €S decir, la sucesion de numeros naturales S, es determinada por los

nameros: 1,2,3,4,5,... y denotada de la siguiente manera.
S, ={1,2,3,4,5 ...}

El segundo término de la sucesion es 2, es decir, S, = 2, el séptimo término de la

sucesion sera S; = 7, etc.

Como lo indicamos trabajaremos con sucesiones que podemos obtener a partir de
figuras poligonales que se basan en puntos. Comenzaremos hablando de la
sucesibn de numero naturales es decir S, ={1,2,3,4,56,..}, la cual
representaremos con puntos apoyandonos del programa Geogebra y Wolfram
Mathworld.

& - ‘
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Cada punto azul representa un elemento que al contabilizarlo representa la cantidad
en cada término es decir S;=1 ya que solo consta de 1 punto azul, S3=3 ya que
consta de 3 puntos, etc. lo que se le muestra al alumno es como esta sucesion, se

puede representar por medio de puntos.

Siguiendo a los matematicos griegos, consideraremos los conjuntos de puntos que
forman figuras geométricas en el plano comenzando con poligonos regulares y
obtendremos sucesiones de numeros a partir de estos puntos, iniciando con las

sucesiones de los nameros triangulares.

Numeros triangulares

Partiendo de un punto, agregue dos puntos en un nivel por debajo del punto base,
de modo que obtenga un triAngulo. Se puede obtener un triangulo de seis puntos a
partir del triangulo de tres puntos, esto es afiadiendo tres puntos; afiadiéndole cuatro
puntos obtendremos un triangulo de diez puntos, etc.

Entonces, al sumar a un punto base dos, tres, cuatro, etc. puntos, organizandolos
en forma de un triangulo equilatero y contando el nimero total de puntos en cada

triangulo, se pueden obtener los nimeros: 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55,. . .



conocidos como numeros triangulares. De esta manera formamos la sucesion de

nameros triangulares T,,.

Esta sucesion se obtiene a partir de sumar nimeros consecutivos;
T,=S5 =1—T, =1

T,=8,+5,=1+2=3 > T, = 3.

T3 =S5, + S, +S53=1+2+43=6 — T; = 6.

T, =S, + S, +S; +5,= 1+2+3+4=10 — T, = 10.

Ts =S; + S, + S35+ S, + Ss= 1+42+3+4+5=15 — T, = 15.

Te =S1+ S, +S3+ S, + 85+ Sg = 1+2+3+4+5+6=21 — T, = 21.

De esta sucesion de numeros se desprende un patron en la formacion de puntos,

como se muestra en las siguientes figuras.

©)
o o0
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o o0 [ N N 000
L] o0 00 o000 0000
T T, Ts T, T
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o000 0000
| N N N N J 00000 LI
T T

Donde los términos de la sucesion estan determinados por el nimero de puntos que

conforma a cada figura.

Al formar estas figuras es facil mostrar a los alumnos que en cada término podemos

formar una serie de triangulos que ellos pueden apreciar de la siguiente manera.
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En este caso, el siguiente término se obtiene al afiadir un nuevo lado a la base del
triangulo anterior de manera que nos quede un nuevo triangulo cuya longitud de los

lados es una unidad mas que el anterior.

Después de mostrar estos ejemplos a los alumnos, se les pidi6 que determinaran

los siguientes terminos de la sucesion mediante el uso de diversos materiales

didacticos.

Término | 1 2 3 4 5 6 7 8 10
T, 1 3 6 10 15 21

Los numeros triangulares son nimeros enteros que se obtienen de la siguiente

manera: T, = 1 + 2 4+ 3+...+n, lacual es la sucesién T, = "("2“)




A esta sucesion también se conoce “Suma de Gauss”, la cual se atribuye al
problema de sumar 100 enteros consecutivos, segun la leyenda del nifio Gauss de
la cual no se tiene un antecedente que demuestre su veracidad, sin embargo, esta
anécdota es retomada por Max Wertheimer en su libro Productive Thinking(1945),
quien propone como pudo el nifilo Gauss llegar al resultado solicitado de manera

rapida.

Todo mundo sabe que el juego de domino tradicional (doble 6) tiene 28 fichas, si se
colocan en orden creciente o decreciente vemos que se forma un patron triangular,
es decir, el juego de domino sigue un patron de numeros triangulares, en la
actualidad es facil conseguir domino doble 9, doble 12 y doble 15 y el nimero de

fichas que conforman a estos también es un triangular.

NUmeros cuadraticos

Ahora, de manera analoga, partiendo de un punto base, agregamos tres puntos, de

modo que se obtenga un cuadrado, después cinco puntos, siete puntos, etc.

Entonces, si a un punto base afiadimos tres, cinco, siete, etc. puntos,
organizandolos en forma de cuadrado, se obtienen los niumeros 1, 4, 9, 16, 25, 36,

49, 64, 81, 100,. .. que son llamados numeros cuadrados denotados por C,,.



A diferencia de la sucesidon de numeros triangulares esta sucesion parte del
producto de numeros naturales multiplicados por si mismos, es decir, del cuadrado

de los nmeros naturales y se obtiene de la siguiente manera:
C, = (S1)(S) = ()(1) =1— ¢, =1.

C, = (5,)(S,) = (2)(2) =4 — C, =4.

C3 = (S3)(S3) = 3)(3) =9 — C; =9.

Cy = (S)(S) = (4)(4) = 16 — C, = 16.

Cs = (S5)(Ss) = (5)(5) =25 — Cs = 25.

Cs = (S6)(Ss) = (6)(6) =36 — C, = 36.

Esta sucesion de niumeros se desprende de un patrén en la formacién de puntos la

cual se determina a partir de cuadrados, como se muestra en las siguientes figuras.

e ¢ o o o
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e o e e o e & @ o e & o @ e
@ e e e e @ e o @ @ e o @ o e
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C

9]
o

6

Donde los términos de la sucesiéon estan determinados por el nimero de puntos que

tiene cada figura.

Al formar estas figuras es facil mostrar a los alumnos que en cada término podemos

formar una serie de cuadrados que ellos pueden apreciar de la siguiente manera.
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En este caso, el nuevo término se obtiene afiadiendo un par de lados del cuadrado
original y un punto en su union, formando un nuevo cuadrado cuya longitud de sus
lados es una unidad mas que el anterior, donde los cuadrados tienen bases distintas
por esto esta sucesion se conoce como sucesion de nimeros cuadrados.

Después de mostrar estos ejemplos, se pidi6 a los alumnos determinar los

siguientes elementos de la sucesion mediante el uso de diversos materiales.

8 20 00 0
.

e 28 %0
.
.
N OURAR
P
F

"
F T BAF

xRk L)

ey

Término | 1 2 3 4 5 6 7 8 10
C, 1 4 9 16 25 36

Obteniendo la sucesion de numeros cuadrados

C, = {1,49,16,25,36,49,64,81,100, ... }.

11



La cual se determina contando el nimero de puntos que conforma cada cuadrado.

NuUmeros pentagonales

De igual manera en que hemos venido trabajando, partimos de un punto base
afadiendo cuatro, siete, diez, etc. puntos, formando pentdgonos regulares,

llegamos a la sucesion de numeros pentagonales B, = {1,5,12,22,35,51,70, ... }.

R,

Py P, Py

%

Py

Aqui GeoGebra es de mucha utilidad, pues permite facilmente generar poligonos

regulares, lo que facilita los dibujos para visualizar claramente el patron.
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Esta sucesion se logra a partir de utilizar como base un pentagono regular, la

sucesion de numeros pentagonales es:

P, = {1,5,12,22,35,51,70, ... }.

NuUmeros hexagonales

Partiendo de un punto agregamos cinco, nueve, trece, diecisiete puntos
progresivamente, formando hexagonos regulares, determinamos los numeros

hexagonales

H, = {1,6,15,28,45,66,91, ..

Q@@@
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Esta sucesion se obtiene a partir de utilizar como base un hexagono regular, la

sucesion de numeros hexagonales es:
H, = {1,6,15,28,45,66,91,120,153, ... }.

Numeros figurados poligonales

Como podemos observar utilizando este procedimiento a partir de poligonos

regulares podemos obtener las siguientes sucesiones:
Numeros heptagonales
Hep,, = {1,7,18,34,55,81,112,148,189,235, ... }.
NUmeros octagonales
0, = {1,8,21,40,65,96,133,176,225, ... }.
NUmeros nonagonales
N, = {1,9,24,46,75,111,154,204,261, ... }.

Andlogamente, podemos obtener los términos de cada sucesion de numeros
poligonales recordando agregar la terminacion k-agonal dependiendo del poligono
regular que estemos usando.

Como podemos notar, hemos construido varias sucesiones simples de nameros
correspondientes a puntos en el plano, que forman un poligono regular a partir de

un punto base y lo llamaremos k-anomon regular (pentanomon, hexanomon, etc).
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Definicion y formula de nameros figurados poligonales.

Antes de empezar con nuestro tema, hablaremos de la generalidad de las sesiones
de numeros triangulares, para ello definiremos el concepto de sucesion aritmética y

sucesidén geométrica que son las formas generalizadas de las sucesiones basicas.

Definicidn 2: La sucesion aritmética es la sucesion donde la diferencia entre dos

términos consecutivos es constante.

Definicion 3: La sucesion geométrica es la sucesion donde el cociente de dos

términos consecutivos es constante.

Al hablar de los numeros figurados como una sucesion de numeros enteros
debemos tomar en cuenta que no podemos expresar los numeros figurados como
una sucesion del tipo geométrica, pues al realizar el cociente de dos términos

consecutivos no obtenemos una constante

Por ejemplo, sitomamos de T,, ={1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, . . .}, los términos
consecutivos: T;=6, T, =10, Ts =15 y Ty = 21,si los dividimos tenemos los

siguientes resultados:

T, 10 Ts 15 Ty 21
2===166, 2=—==15y 2===
T3 6 T, 10 Ts 15

1.4

Notemos que los resultados son distintos, por lo tanto, la sucesion T,, no es una

sucesioén geométrica.

Tampoco se trata de una sucesion aritmética, ya que al realizar la resta de dos
elementos consecutivos no arrojan un resultado constante, por ejemplo, tomando:
T3=6, T, =10, Ts =15 y Ts = 21 obtenemos:

T4_T3=4‘y T6_T5=6

Los resultados son distintos por tal motivo la sucesion T,, no es una sucesion
aritmética.
Esto nos lleva a determinar que las sucesiones de numeros figurados son un tipo

especial de sucesion, para obtener el término general de la sucesion de nimeros
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triangulares usaremos un método que utiliza representaciéon puntual; el cual
consiste en considerar dos secuencias de nuamero triangulares y unirlas, de la

siguiente manera:

[ ] @ @ [ ] o @ (o]
o @ [ ] o @ [ ] o [ ] @
2 T 2T 2 Ty

[ ] (0] (o] 0] ] ] @ (0] 0]

[ ] [ ] 0] o] ] ] @ @ @

[ ] [ ] [ ] Q@ @ @] (] @ @
2 T; 2T,

Al utilizar este método de puntos podemos mostrar al alumno como obtener el
término general en la sucesiéon de numeros triangulares a partir de una nueva
sucesion 2T, la cual asocia nuestro numero triangular con una figura que resulta
familiar para él y, por lo tanto, es mas facil llegar a una generalizacion, esto es
tomando 2 veces el nimero triangular obtenemos un rectangulo, por ejemplo, para
2T, se formaria un rectangulo de base 2 y altura 1, 2T, es un rectangulo de base 3
y altura 2, 2T; un rectangulo de base 4 y altura 3, 2T, un rectangulo de base 5y
altura 4.Utilizando este proceso los alumnos de educacién media superior pueden
visualizar mediante figuras que la altura del rectangulo que formamos coincide con
el lugar que ocupa en la sucesion, por ejemplo, 2T es el rectangulo que ocupa el
lugar 3 de la sucesion 2T, y 3 es su altura, ademas se puede hacer notar que la
base de la figura esta dada por la altura mas 1, es decir para 2T; su altura sera 3y
su base seria 3+1=4, de esta manera se forma la sucesion de numeros
rectangulares la cual reescribiremos R,, en la que cada elemento es el doble del
namero triangular del mismo orden. El nimero de puntos de cada uno de estos

rectangulos se obtiene con:
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R, =2x1=2; R, =3x2=6; Ry =4x3=12; R, = 5x4 = 20; .....;

Generalizando, para obtener el nUmero de puntos del lugar n-ésimo de la sucesién

R, basta aplicar lo siguiente:
R, =2T,=(m+1)(n)

Como construimos R, utilizando 2 veces un numero triangular, para obtener el
namero de puntos en la sucesion de numeros triangulares T,,, debemos dividir entre

2 nuestra férmula R,, es decir:
Si, R, =n(n+1)
Dividiendo entre 2 la igualdad tenemos

R, T n(n+1)

=T, = >
Esta generalizacion nos permite obtener el nimero de puntos que contiene
cualquier elemento de nuestra sucesion, sin necesidad de dibujar los términos

anteriores al que se pretende analizar.

Por ejemplo, para obtener el nUmero de puntos que contiene Ty, sabemos que

n = 6, sustituyendo en nuestra formula tenemos:

_®6+1) _©)7) _42 _

6 2 2 221

Es decir T, = 21, el sexto término de mi sucesién consta de 21 puntos.
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De esta manera es como obtenemos el valor de los numeros triangulares

dependiendo de su lugar en la sucesion T,,.

Con esto se lleva al alumno a pensar que el nimero de puntos que conforman cada

término en la sucesion de numeros triangulares, solo aplicando la féormula:

n(n+1)

T, = . Recordemos que esta formula fue estudiada por Max Wertheimer (1945),
a la cual nosotros llegamos por visualizacion y utilizando nuestros materiales
didacticos. Esto es generalizacion porque insinuamos a los nifios que nuestro n
puede ser cualquiera y que nuestra figura tiene (n puntos en algun lado, pero

nosotros queremos el total de puntos en la figura que es un poligonal).

Para obtener los términos de la sucesion de numeros cuadrangulares C, ={1,4, 9,
16, 25, 36, 49, 64, 81, 100,. . .}, dividiremos la figura “cuadrado” en dos triAngulos

de la siguiente manera:

BN

&

'{-- I: ( '_;

Donde uno de ellos esta en la misma posicion que el cuadrado y el otro una posicion

anterior.
L 2
™ &
Co=T+ T Ci=Ts4+ T Cy=Ty+ T3
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De esta manera aplicando la anterior, conoceriamos el nimero de puntos que
conforman cada término de la sucesién sin necesidad de conocer sus términos

anteriores, por ejemplo:

1) C=Ty+Tyy; Cp=T,+Ty; C, =D&, LA,

2 2
(2)(3) 1(2) 6 2
C, =—2 +—2 ;G =§+§; C,=3+1;, C,=4.
2) Co=Ty+Ty_qy; CL=T,+Ts; C,4 =(4)(;l+1)+(3)(2+1);
4)(5 3(4 20 12
C4=()2()+—(2); C4=7+7; C,=10+6; C,=16.

De manera general para conocer el numero de puntos para el termino n-ésimo de

la sucesion C,,, tenemos:

(n)(n+1) N (mM)(n—-1)
2 2

Realizando las operaciones en el numerador obtenemos:

Co=Ty+Tyh—1; C,=
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2 2
n“+n n“—n

n 2 2
sumando las fracciones tenemos:

Cp = 5 ;
finalmente:
c - 2n?
n — 2 )
Por lo tanto:
C, = n?.

Asi podemos determinar que la sucesion C,, es igual a n?.

Continuando con los numeros pentagonales B, = {1,5,12,22,35,51,70, ...} los cuales

se obtendran al dividir la figura pentagonal en triangulos.

;@@@
AL
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El esquema anterior sugiere que la figura pentagonal se expresa como la suma de
tres numeros triangulares de un lugar inferior al pentagonal, con los puntos de uno
de sus lados:

P,=3T,_1+n

De esta ecuacién podemos ver que

n—Dn-1+1 n—1)(n
B, =3T1+n; Pn=3(( )(2 ))+n; Pn=3((2¢)+n;
3n? —3n 3n2 -3n 2n
n=—2 +n; n=T 7;
3n? —3n+2n 3n?—n
B, = > ; Pn=T.
Por ejemplo
3(2)%-2 3(4)-2 12-2 10
1) P2= > ; P2= > ’ P2=T; P2=7; P2=5'
2_ — —_

2 2

Con estos ejemplos verificamos que la formula es correcta.
Pasando a los numeros hexagonales H,{1,6,15,28,45,66,91,120,153,...}, esta

sucesion se puede obtener a partir de dividir la figura hexagonal en triangulos:

kol ez @
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H,
Del esquema anterior se sigue que un nimero pentagonal se expresa como la suma

de cuatro numeros triangulares de un orden menor y los puntos de uno de sus lados:

H,=4T,_;+n
De esta ecuacién podemos definir que
n—1)(n—-1+1 n—1n
Hy,=4T,1 +n, Hy, = 4‘(( X > )) +n; Hp = 4((TX)) +n;
4n? — 4n 4n’> —4n 2n 4n? —4n + 2n 4n? — 2n
=gt ety hm Ty ey
H,=2n%?-—n
Por ejemplo

1) Hy;=2(3*)-3=2(9)-3=18-3=15

2) Hy =2(6%)—6=2(36) —6 =72 — 6 = 66.
Rectificando que la férmula utilizada es correcta.
Podemos notar que las sucesiones de numeros poligonales se pueden obtener a
partir de los niUmeros triangulares, de esta manera tenemos que las sucesiones de
nameros poligonales se pueden obtener mediante una formula generalizada. La

cual podemos definir para cualquier numero poligonal de lados “m”:

— 2_ —
m-agonal = &2 2[(m Y1, Jonde m es el ndmero de los lados del poligono y n

representa el término en la sucesion.

Concluimos que se puede obtener el nimero de puntos que conforman a cualquier
término en la sucesion m-poligonal de nimeros figurado sin necesidad de conocer

los términos anteriores en la sucesion.
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Numero Elemento de la sucesioén
Poligonal Férmula 4 |5 6 7 8 9 10
- 5 1
Triangular n*+n En(n+1) 3 |6 |10|15 (21 |28 |36 |45 |55
2 1
Cuadrangular n En(Zn—O) 4 |9 |16|25 |36 |49 |64 |81 | 100
Pentagonal 3n2—-n 1 5 |12]22|35 |51 (70 |92 | 117 | 145
-n(3n—1)
2 2
Hexagonal 2n? —n 1 6 [15(28 |45 |66 |91 |120 | 153 | 190
En(4n—2)
2_ 1
Heptagonal 5n° —3n Zn(sn —3) 7 |18 34|55 |81 |112 | 148 | 189 | 235
2 2
Octagonal 3n? —2n 1 8 | 21|40 |65 |96 | 133|176 | 225 | 280
En(6n—4)
Nonagonal 7n% — 5n 1 9 |24 |46 |75 | 111 | 154 | 204 | 261 | 325
—— —n(7n —5)
2 2
Decagonal 4n? — 3n 1 10 | 27 |52 |85 | 126 | 175 | 232 | 297 | 370
En(8n—6)
Undecagonal 9n? —7n 1 11 |30 ({58 |95 | 141 | 196 | 260 | 333 | 415
- -n(On —7)
2 2
Dodecagonal | 5n% —4n 1 12 | 33 | 64 | 105 | 156 | 217 | 288 | 369 | 460
En(lOn—B)
13-agonal 11n2 - 9n 1 13|36 | 70 | 115 | 171 | 238 | 316 | 405 | 505
——— -n(11n —-9)
2 2
- 2 _ 1
14-agonal 6n° —5n En(lZn—lO) 14 139 | 76 | 125 | 186 | 259 | 344 | 441 | 550
- 2 _ 1
15-agonal 13n . 11n 5n(13n—11) 15 |42 | 82| 135|201 | 280 | 372 | 477 | 595

Tabla 1 NUMEROS POLIGONALES

Otra forma de proceder es pedir a los alumnos que se fijen en la figura y

normalmente ellos detectan la primera y segunda diferencia, la cual es constante.

. ., . e . 1 z
En esta generalizacion al factorizar el término SN obtenemos las formulas de la

tercer columna de la tabla.

23




Este es nuestro primer estudio de los numeros figurados, los numeros
m-poligonales, con nuestras formulas y apoyandose de la tabla se realiza la

siguiente actividad con los alumnos

Determinar:

T51 Octaq, 20 — agonog

Numeros poligonales centrados

Detras de los numeros poligonales clasicos, hay muchos otros numeros, que
pueden construirse en el plano. Los numeros poligonales centrados forman la

siguiente clase importante de tales niumeros.

Los nimeros poligonales centrados (0 numeros poligonales de segundo orden) son
una sucesion de numeros, en los que se dibujan capas de poligonos centrados en
un punto. Cada numero poligonal centrado estd formado por un punto central,
rodeado de capas poligonales con un niamero constante de lados. Cada lado del
poligono contiene un punto mas, que lado de la capa anterior, es decir, a partir de
la segunda capa, la siguiente capa del numero k-agonal centrado contiene "k™ mas

puntos que la capa anterior.

Numeros triangulares centrados

Un numero triangular centrado representa un triangulo con un punto en el centro y
todos los demas puntos que rodean el centro en capas o anillos triangulares

sucesivos.

La siguiente imagen muestra la construccion de los nimeros triangulares centrados:
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2 4

TC4 TC 5

Los primeros nameros triangulares centrados son:

TC, =1. Se explica a los alumnos que: TC, =4 Es la suma de los puntos en la
figura con 2 capas, donde la primera es el punto inicial y la segunda se conforma de
tres puntos, el numero centrado es la suma de los puntos que conforman la figura,

esto nos da 1+3=4

TC; = 10 Es la suma de los puntos en la figura con 3 capas donde la primera es el
punto inicial, la segunda se conforma de tres puntos y la tercera capa esta formada
los puntos de la capa anterior mas k puntos, asi el valor del nUmero centrado es la

suma de los puntos que conforma la figura esto nos daria 1+3+6=10
TC, = 19 Es la suma de los puntos en la figura con 4 capas.
Asi la sucesiéon de numeros triangulares centrados TC,, seria

TC, ={1,4,10,19,31,46,64,85,109,136 ... }
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Numeros cuadrados centrados

Un numero cuadrado centrado se conforma con un punto central y cuatro puntos a
su alrededor, y luego puntos adicionales que se agregan en forma de anillo

cuadrado.

C.Cl ICICIQ t t

RIDEMRIEIEINE

Siguiendo el proceso de los nimeros triangulares centrados podemos construir los
nameros cuadrados centrados con la diferencia de usar como base la figura de un

cuadrado, asi la sucesién de numeros cuadrados centrados CC,, seria:

cC, ={1513,25,41,61,85,113,145,181, ... }

26



NuUmeros pentagonales centrados

Los nUmeros pentagonales centrados se representa con un punto en el centro

rodeado por capas pentagonales sucesivas.

@ @

PC
: PC, POy PC,

Asi la sucesién de nimeros pentagonales centrados PC,, seria;
PC, ={1,6,16,31,51,76,106,141,181,226, ... }
NUmeros poligonales centrados

Podemos definir que la sucesion de niumeros m-poligonal centrado depende de la
figura poligonal que se tome como base y con esto se obtiene dicha sucesion.

Siguiendo este procedimiento, podemos construir la sucesion de los numeros.
Hexagonales centrados, que son representados por un punto en el centro y todos
los demas puntos que rodean el punto central en una celosia hexagonal. Asi la

sucesion de numeros hexagonales centrados HC,, seria

HC, ={1,7,19,37,61,91,127,169,217,271, ...}
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HC,y

NUmeros heptagonales centrados
HepC, = {1,8,22,43,71,106,148,197,253,316, ...}
NUmeros octagonales centrados

0C, ={1,9,25,49,81,121,169,225,289,361,441, ...}

Formula general de los niumeros poligonales centrados

Denotaremos la sucesion de numeros k-agonales centrados como CS,(n), donde:
CS representara el poligono centrado k el nUmero de lados del poligono regular base
y n el término de la sucesion, por ejemplo CS¢(10) se refiere al décimo término de

la sucesion de niumeros hexagonales centrados (seis lados del poligono).

Asi CSi(n) se obtiene como la suma de los primeros n elementos de la secuencia
1, k, 2k, 3k, .... Donde k es numero de lados del poligono de la sucesién que se

estudia, entonces, se tiene:
CSsm)=1+k+2k+3k+--+n-1)(k)

Con k el nimero de lados del poligono y n el término de la sucesién k-agonal

centrada.
En particular tenemos

CSs(M) =1+3+23)+33) +-+nm—1)3)
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CS,(n)=1+4+24)+3@1)+ -+ (n—-1HA)
CSsm)=1+5+20B)+30G)+ -+ (n—-1)(5)
CSe(n) = 14 6+ 2(6) + 3(6) + -+ + (n — 1)(6)
CS; (M) =14+742(7) +3(7) + -+ (n—1)(7)
CSgn)=1+8+28)+38)+ -+ (n—1)(8)

De la férmula anterior podemos definir los nimeros k-agonales centrados, tomando

el factor comun, 1+k(1+2+3+---+(n-1))=1 + k@ con lo anterior obtenemos el

término n de la sucesion k-agonal centrado.

csemy =1+ kTN g oM g Ktk ke k2
k) = > = > = > = >
Es decir
kn%?—kn+2 , . L.
CSi(n) = — ademas, si separamos los términos del numerador vy

factorizamos %kn de los 2 primero términos tendriamos (%nk(n — 1)) + 1,

En particular, obtenemos

3n2 —3n+2 1
CSs(n) =——— = (=3n(n—-1) |+ 1
2 2
an’ —4n+2 1 5
CS4(n)=f=(z4n(n—1))+1=2n -2n+1
5n%2 —5n 42 1
CSs(n) =—— = <—5n(n — 1)) +1
2 2
6n% —6n+ 2 1 5
CS6(n)=f=(E6n(n—1))+1:3n —-3n+1
n? —7n+2 1
C.S}(n)zf: E7n(n—1) +1
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8n?—-8n+2 1
CSg(n) = ————=

5 E8n(n—1)>+1=4n2—4n+1

kn? —kn + 2

CSp(n) = )

1
= <Ekn(n — 1)) +1
Estas férmulas generalizan la manera de obtener el nimero de elementos que
conforman cualquier término de la sucesion de un numero k-agonal centrado sin

llevar a cabo la realizacion de las figuras anteriores. Con k el nimero de lados del

poligono y n el término de la sucesion.

2_
Por ejemplo, para CS;(n)tenemosk =3, es decir, CS3(n)=3"2ﬂ con esta

férmula se puede obtener el nimero de elementos que tendra cualquier término de
la sucesion de triangulares centrados, por ejemplo, para el tercer término se tomara
n=3 obteniendo:

33)-3(3)+2 3(9—-6+2 27-9+2 20

€S;(3) = 2 z 2 — =10

Es decir, el tercer término de la sucesidn tiene 10 puntos.
Para el décimo término se tendria n=10

3(10%) —3(10)+2 3(100)—30+2 300-30+2 272

2 2 2 5 = 136

€S4(10) =

Es decir, el décimo término de la sucesion de triangulares centrados se conformara

de 136 puntos.

Las sucesiones de numeros k-agonales centrados no son del tipo sucesién
aritmética o geométrica ya que al tomar los elementos PC; = 16, PC, =31 y PCs =

51, no se obtendrd un valor constante en su cociente o en su diferencia, es decir.
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PC4_31_19 1365_51_16

pc;, 16 Y Pc, 31

No se trata de una sucesion geométrica, del mismo modo, si tomamos.
PC,—PC3;=31-16 =15 y PCs—PC,=51-31=20

Tampoco se trata de una sucesion aritmética.

Asi los valores de la sucesion de numeros centrados se pueden apreciar en la

siguiente tabla.
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Ndmero Elemento de la sucesién

Poligonal Formula 2 |3 4 5 6 7 8 9 10

Centrado

Triangular 3n?—-3n+2 1 4 |10 |19 |31 |46 |64 |85 |109 | 136
- 3n(n—-1)|+1

k=3 2 2

Cuadrangular 4n? —4n + 2 1 5 (13 |25 |41 |61 |85 | 113|145 | 181
_— —4nn-1) |+1

k=4 2 2

Pentagonal 5n% —5n+2 1 6 |16 |31 |51 |76 |106 | 141|181 | 226
_ =5n(n—1)|+1

k=5 2 2

Hexagonal 6n% —6n+2 1 7 |19 |37 |61 |91 |127|169 | 217|271
R —6n(n—1) |+1

k=6 2 2

Heptagonal n? —7n+2 1 8 |22 |43 |71 | 106 | 148 | 197 | 253 | 316
_— ~7n(n—-1) | +1

k=7 2 2

Octagonal 8n? —8n+2 1 9 |25 |49 |81 |121|169 | 225|289 | 361
_ -8n(n—1)|+1

k=8 2 2

Nonagonal 9n? —9n + 2 1 10 (28 |55 |91 | 136|190 | 253 | 325 | 406
_ —9n(n-1)|+1

k=9 2 2

Decagonal 10n? —10n + 2 1 11 | 31 61 101 | 151 | 211 | 281 | 361 | 451
_— —10n(n—-1)|+1

k=10 2 2

Undecagonal 11n? —11n+ 2 1 12 {34 |67 | 111|166 | 232 | 309 | 397 | 496
- —1ln(n—-1)|+1

k=11 2 2

Dodecagonal 12n? —12n+2 1 13 (37 |73 | 121|181 | 253 | 337 | 433 | 541
_ =12n(n—-1) |+1

k=12 2 2

13-agonal 13n? —13n+2 1 14 {40 |79 | 131|196 | 274 | 365 | 469 | 586
_ -13n(n—-1) )+ 1

k=13 2 2

14-agonal 14n? — 14n + 2 1 1543 |85 |141| 211|295 | 393 | 505 | 631
_— —14n(n—-1))+1

k=14 2 2

15-agonal 15n% —15n + 2 1 16 | 46 91 151 | 226 | 316 | 421 | 541 | 676

) — z15n(n—-1) +1

=15

Tabla 2 NUMEROS POLIGONALES CENTRADOS

Con ayuda de esta tabla se deja la siguiente actividad al alumno.

Determinar

TC(11)

PC(12)

NC(13)
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Descomposicion de nameros figurados

En este apartado veremos algunas descomposiciones de los numeros figurados a
partir del niumero de elementos que las conforman para llegar a las propiedades de

los nimeros centrados.

Por ejemplo, C,, este se puede descomponer como 4 veces C(,, al igual que

11+ 11
Cy I:I:I:I

Ci+Ts+S;.
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A C5, podemos descomponerlo como el nimero cruzado C(3) o el nUmero octagonal

centrado OC, o el tercer numero gnomonico GN(5)

El numero centrado C,, se puede ver como la suma de 2 nimeros triangulares T,
mas T, 0 como la suma de S; mas 4 veces el numero triangular T; mas 4 veces el

numero rectangular R,, al igual que como el tercer nUmero octagonal centrado 0C,.
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Ahora el tercer numero dodecagonal DD; con 33 elementos lo podemos ordenar

como el tercer numero cuadrado C; y 4 veces el tercer nUmero triangular Ts.

Propiedades de los numeros centrados

Propiedad 1: Los numeros k-agonales centrados CSy(n) se puede componer de un

punto central con una cantidad M de ndmeros triangulares iguales. Por ejemplo:

1.- El cuarto nimero triangular centrado se compone de 3 veces el tercer nimero

triangular y un punto central de la siguiente manera

+ X
X

+ X

+ O X —_

+ (o] o]

+ o
X + o
X X + + + + o o + <
— X b4 X + + + (o] [e] o
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2.- El cuarto nimero cuadrado centrado es igual a 4 veces el tercer nUmero

triangular y un punto central.

X o + —
X A + + =
A A +
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X
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— X X+0 O+A A++
- X o A A A + + +<>
X -

Finalmente, si utilizdramos un numero centrado con mas elementos se puede
descomponer en una cantidad finita de nimeros triangulares con termino menor en
su sucesion que el numero centrado y este nimero finito esta dado por la cantidad

de lados del poligono en el nimero centrado.

Por ejemplo, el quinto nimero pentagonal centrado se conformaréd de 5 veces el

cuarto numero triangular y un punto.
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b 4 [e] A * &
— X X oo A A * e + +
T oxx % +ooo +AAA +.., ++++ +<>
X X X X coo0o A A A A PP, + + + +
Ya que los numeros k-agonales centrados €S, (n) se pueden obtener por la formula:
CSy(n) =1+ kT3(n—1)

Donde k es el numero de lados del poligono que se formara y n el término que se

estudia en la sucesion.

Sustituyendo la férmula de los niUmeros triangulares tenemos

n—1)%+n-1
CSy(n) =1+ k(( )2 )
Realizando la operacion.

n-2n+14+n-1
S (n) = 1+ k(

2
n?—n
CS,(n) = 1+ k( )
kn? — kn
cS,(n)=1+ (T)
kn?> —kn+2
CS(n) =—————

2

La cual es la formula que anteriormente se obtuvo para los numeros k-agonales

centrados.

Propiedad 2: Los numeros triangulares centrados CS;(n) se pueden descomponer
como 3 nameros triangulares consecutivos T;(n) + Ts;(n — 1) + T3(n — 2), siempre

que el término tenga al menos 10 elementos.

Por ejemplo
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El quinto nimero triangular centrado CS5(5) sera igual a

Se representa con el siguiente esquema

% '
/X
- ¥
£ %
/ + X
+ X X
i » X 3¢
X
* + X X —
+ o X
- o o X
+--0--0--0--X
CS;(4)
X
+ X X
o + + X X X
o o + + + + + X X X X
= o o o + + + - X X X X X
S3(3) S3(4) S3(5)

Propiedad 3: de manera similar, cualquier nimero cuadrado centrado CS,(n) es la

suma de dos numeros cuadrados consecutivos:

Por ejemplo, si tomamos el sexto cuadrado centrado CS,(6) este sera igual a la

suma de 2 nimeros cuadrados consecutivos.
C54(6) = C4(6) + C4(6 - 1)

Se representa en el siguiente esquema
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X X X X X
X X X X X +
X X X X + X X X - X X X
X X X X + + X X X X X X + -
X X X + + — X ¥ X X X X + + + + + +
X X X + + + — X X X X X X + + + + +
X X + + + X X X X X X + -+ + + +
X X + + + + X —AK—H K- XX +—+—-+-4+ 4+
X + + + + 04(6) 04(5)
X + + + + +
CCy(6)

Lo anterior nos da una representacion de CC,(6) como 2 cuadrados consecutivos
pero los numeros cuadrados no se pueden visualizar sin embargo el siguiente

esquema nos permite observar su forma, pero no de manera consecutiva.

X X X X X X

+ -+ - - -

X X X X X X

+ + + - + X -%-X-%X-X-X

X X X X X X X -%-X-%X-X X + -+ -+ + +
4 e 4 4 4 =xxxxxx ++++++
X X X X %X X X -%-X X X X + -+ -+ + +
+ + + - 4 ¥ -X X X X X + -+ + + +
X X X X X X X—X—X-X- X X +—+-+-+ +
- - - - - 04(6) 04(5>
X X X X X X

C'Cy(6)

Propiedad 4: Los numeros cuadrados centrados se pueden obtener utilizando

nameros cuadrados y triangulares juntos.

Sabemos que el numero de elementos en un numero cuadrado centrado se obtiene

mediante la siguiente formula

4n?-4n+2

CS,(n) = 2n?2 —2n+ 1, sumamos un cero para obtener el binomio

cuadrado 2n? — 2n + 1 + 2n? — 2n — (2n? — 2n) obtenemos
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4n? —4n + 1 — (2n% — 2n)
(2n — 1) — (2n2 — 2n)

(2n-1)? =2((M(n - 1)

A -1)

(2n—1)2 5
(2n—1)% — 4 ((")(7;— 1))

de esto la primera parte seria C,(2n—1) = (2n—1)? y la segunda parte seria
T;(n) = ((n)(zﬂ es decir,
CS,(n) = C,(2n — 1) — 4T;(n — 1)

Como podemos observar cualquier numero cuadrado centrado se puede obtener

operando un numero cuadrado y 4 triangulares.

Por ejemplo, para el cuarto termino cuadrado centrado se tiene que
CS,(4) = C,(2(4) — 1) — 4T (4 — 1)

Se representa en el siguiente esquema

* * * k * * *

+ -+ + & - + + + + .
+ + + + * * *
* * + + + * *
004(4) Tg(S)
[ < * + . < <
C,(7)

Propiedad 5: Existe una conexion similar entre los nimeros hexagonales centrados

y los nimeros triangulares, esta se da por:
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6n%—e6n+2
CSe¢(n) = — desarrollando el numerador tenemos

(3n—-2)3n—1) —3n%+3n
2 )

(3n—-2)(3n—1) 3n?-3n
2 2

(3n-2)3n-1) 3n2 -n
2 2

Bn—-2)3n—-1) 3 (n—1m)
2 B 2

T;(3n—2) — 3Ty(n — 1)
CSs(n) = Tz(3n — 2) — 3T3(n— 1)
Por ejemplo, para el cuarto nimero hexagonal centrado se tiene que
CSe(4) = T5(3(4) — 2) — 3T (4 — 1)

Se representa en el siguiente esquema

o o0oo0oO0
O 0 0 0 O

— 0O 00O0O0O X

-

0O 0 00 000 3( X X )

X 0 000 00X

X X 00 0 0 0 X X T(n_1)
X X X0 0 0 0 X X X 3

T,(3n-2)



Lo cual implica que cualquier niumero hexagonal centrado se pude obtener con seis
nameros triangulares y un punto central, y al mismo tiempo un namero triangular se
puede reescribir como un hexagonal centrado mas tres triangulares y también como

nueve numeros triangulares mas un punto.

T:(3n—2) = CSe(n)+3Ts(n—1) = ITy(n—1) +1

X A X X

X X O A A —
+ A A X A+
+ + A XX+ +

T,(3n-2)
— X A>< < AA A + o + + + A
CS{,(3) T3(n-1) T3(n-1) T3(n_1)

Propiedad 6: Cualquier numero hexagonal centrado es la diferencia de dos cubos

perfectos consecutivos.
De la formula para el numero hexagonal centrado tenemos:

6n? —6n + 2 X s s X
C56=f=3n -3n+1=n"—n"+3n“-3n+1

=n3-m®-3n?+3n-1)=n> - (n-1)>3

Propiedad 7: Siguiendo la propiedad 6, tendriamos que la suma de los numeros

hexagonales centrados es un cubo perfecto.
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Esto se desprende de.
CSe(1) + CSg(2) + CSe(3) + CSe(4) + CSe(5) + -+ + CSg(n) seria igual a

PB—(1-12+22-(Q2-13+33-3—-1)3+43—(4—-1)*+5° - (5—1)3
+oemd — (n—1)°

=13-(0P+22-(1)*+33-23+42-03)3+5-@*+--n*—-(n-1)>3
Lo cual utilizando la suma telescépica es facil determinar el resultado
n3—(0)3 =n3-0=nd.

Propiedad 8: Los numeros hexagonales centrados satisfacen la ecuacion de

recurrencia
CSe(n) = 2CSs(n— 1) — CSs(n — 2) + 6.
En efecto, 2CS¢(n—1) —CSe(n—2) +6 =

=2Bn-1)?-3n—-1)+1)-Bn-2?%?-3(n-2)+1)+6 , desarrollando

tenemos

=2((3n*—-6n+3)—3n+3+1)—-Bn*—-12n+12-3n+6+1) +6

=6n’—18n+14—-3n?-15n+19)+ 6
=6n2—18n+14—-3n>+15n—19+6
=3n%2—-3n+1=CSs(n)

Propiedad 9: Cualquier nimero octagonal centrado es igual a un nimero cuadrado

con indice impar, es decir:

8n? —8n+2

CSg(n) = )

=4n?-4n+1=02n-1?%=C,(2n-1)

El siguiente esquema, dado para n = 4, muestra como el nimero octadgono centrado
CSg(n) y el numero cuadrado C,(2n — 1) tienen la misma cantidad de elementos,

con una ubicacion diferente en el plano.
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Se representa en el siguiente esquema

++ + + +
* + + + + + + + +
+ A A A ++ '
* +- A A A 4+
+ AA X X AA + | '
A A
+ 7 x X + T XoH—X T
+ 4 4 4@ T = A X o X A +
X X o+
+t o A ' '
. S A X X X A +
+ + | |
e A A Kk + A A A A A +
+ + | |
+++ ++ +-4+-+ 4+ -+ -+
CSg(4) C4(2n-1)

Propiedad 10: Cada numero nonagonal centrado es un nhumero triangular:

n?-9n+2 _ (3n-2)(3n-1) _
= ” =

Esto se desprende de: CSq(n) = 2 T;(3n—2), esto se

representa en el siguiente esquema para n=4

o e
<>°‘0’°o
o @ + * o X
o o * t* o 0 + *
¥ + +
3 °
°’+ x +’°_ ¥ & ' %
@ ¢ — ¥ & ¢ ¢ o
T L & ¥ & ¢ ¢ o o
O o * ¥ o o ¥ e o o o o o
R i 2 ¥ 0 o0 o o o o o
S Ol ¥ 0 6 o o o° o o °
K- -0-0-0--0-0-06--0 -0
CSqy(4) T4(3n-2)

Propiedad 11: Un numero dodecagono centrado CS;,(n) puede obtenerse a partir

de un punto central y 12 nimeros triangulares iguales T;(n — 1)

12n%-12n+2 _ 12n%-12n
2 B 2

__12(n%-n) n(n-1)

2

Esto es: (CS;,(n) = +1 +1=12( )+1 es

decir, CS;,(n) = 12T;(n—1) + 1.

Esto se representa en el siguiente esquema para n=3
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X p 4

X X — X X

% X x % X

X : o : x = 12 )

% y y % % X + <

X xX X X

- o Ta(n-1) 1

CS,,(n)

Esta propiedad corresponde al numero de elementos triangulares de la tabla del
juego de damas chinas (hexagrama) que es llamado numero de la estrella y
denotado por S(n). Ya que, cualquier numero dodecagono centrado CS;,(n)

coincide con el numero de la estrella S(n) correspondiente:
CS1,(n) = S(n)

De hecho, por la definicidn, el niumero estrella S(n) se construye como un numero

hexagonal centrado y un nimero triangular afladié a cada lado, es decir,
S(n) =CS¢(n) + 6T3(n—1)

La tabla del juego de damas, mostrada en el cuadro debajo, tiene un total de 121

agujeros representa a S(5).
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Asi que, nosotros tenemos S(n) = CS¢(n) + 6T3(n—1) =1+ 6T3(n— 1) + 6T3(n —
1) =1+ 12T3(n — 1)=CS,,(n), el numero estrella es igual al nimero dodecagono

centrado, CS,,(n) = S(n) con sus elementos colocados de diferente manera

Esta propiedad se representa en el siguiente esquema para n=3.

0- -6 -0
o o
[} . °
. o —© L e o
o 2 b » X X © 0 0 e ®
? ? —_— X © 0o O e
. o b S —
o o © 0 o O ©
° X
s g e O O O o x
™ o - @ . ® & 0 -0-0-x%-X
* L] .« s
x L ] L
* — K- @
S(n)
CS,,(n
12(N)

Ademas de la propiedad anterior podemos definir que un nimero estrella es igual a
un numero dodecagono centrado y a su vez esto es igual a uno mas doce niumeros
triangulares, S(n) = CS;,(n) = 1+ 12T;(n — 1), lo cual se representa en el siguiente

esquema para n=5.

o..0.00..o -.o
R A N XXX
et FQXLAXL O
S(n)
CS,,(n)
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La sucesion de los numeros estrella S,, es:
Sp, =1{1,13,37,73,121,181,253,337,443,541, ... }
Estos numeros también se pueden contar y visualizar de diversas maneras.

Propiedad 12: Los numeros dodecagonos centrados satisfacen la ecuacion lineal

recurrente.

12(n—-1)%-12(n-1)+2
2

Esto se desprende de; CS;,(n—1) +12(n—1) = +12n-12 =

12n%—-24n+12-12n+12+2
2

+12n—12=6n*—18n+13+12n—-12=6n>—-6n+1=

CS12(n)

Propiedad 13: Dado que, CS¢(n)=3n?-3n+1y CS;,(n)=6n*—-6n+1

n?-6n+1+1 _ CS;p(n)+1
- =

podemos determinar que CS¢(n) = o en otros términos

CS1z (n)+1
2

CS12(n)(CS12(N)+1) el
2 )

CS;,(n) - CS¢(n) = CS1,(n) - es decir CS;,(n) - CS¢(n) =

producto de un numero hexagonal centrado y un numero dodecagonal centrado es

igual a un numero triangular.

CS12(n) - CSe(n) = T (6512(71))-
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NUMEROS FIGURADOS NO POLIGONALES EN EL PLANO

Existen algunos numeros que se pueden representar en el plano, pero para
dibujarlos no es necesario tomar como referencia un poligono regular, como pasa
con los numeros figurados poligonales y los numeros poligonales centrados,
tomamos en cuenta el estudio de estos nimeros con el fin mostrar su importancia,

ya que, algunas sucesiones con estos nimeros son del tipo geométrica o aritmética.

NUmeros gnomonicos

Los nuameros gnomonicos son estrechamente asociados con los ndmeros
cuadrados. Un numero gnomonico es un numero figurado en forma de L,(Mason
2005) el niumero gnomonico se representa por los elementos que se obtienen al
sustraer los laterales al nimero cuadrado en el lugar n es decir al quitar n-1

elementos al nimero cuadrado.
La sucesion gnomonica de numeros figurados GN(n) seria
GN(n) = {1,3,5,7,9,11,13,15,17,19, ...}

Los niumeros gnomonicos se ilustran a continuacion.

@ @

L] L] L]

L] ] L] @ L] L] L] ] ] L]
GN(1) GN(2) GN(3) GN(4)
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Veamos que los numeros gnomonicos se pueden obtener quitando de un ndmero

cuadrado n, sus elementos menos sus elementos laterales.

[ J [ ]

[ ] (] [ ] [ ]

(] [ ] (] (] (]
GN(1) GN(2) GN(3)

GN(4)

GN(4)
[ ] [ ] @
[ ] [ ] @
[ ] [ ] @
[ ] [ ] o

° °® e
GN(5)
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Asi podemos concluir que la sucesion de los nUmeros gnomonicos se puede obtener
como la diferencia de la ecuacion de los numeros cuadrados el numero cuadrado
anterior es decirn? —(n—1)?=n? - (n?-2n+1)=n2-n?+2n—-1=2n-1, de
esta forma la ecuacion para obtener los niumeros gnomonicos es 2n-1. Que es
equivalente a la sucesion de numeros impares (Mason 2005) y sabemos se trata de

una sucesion aritmética.

Asi tenemos dos formas de visualizar los nimeros cuadrados: como suma de dos

triangulares consecutivos y como suma de impares.

NUmeros diamantes

Los numeros diamantes D(n) son nimeros que tienen como base un punto centro y
alrededor de este punto se pondra un nuevo elemento haciendo capas a este punto,
este numero diamante se puede obtener por 2n(n—1) + 1, los valores de la

sucesion de los numeros diamantes D(n) son:
Dy = {1,5,13,25,41,61,85,113,145,181, ... }

Geométricamente tendriamos.

D(1)
D(2)
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[ ] [ ] [ ] L] [ ] [ ] [ ] ]
[ ] ] [ ] ]
D(3) .
D(4)

Precisamente esta sucesidn es numéricamente igual al valor de la sucesion de
nameros cuadrados centrados y puede verse geométricamente como el numero

cuadrado centrado correspondiente, pero con una rotacion de 45°.

NUmeros en cruz

Los nimeros en cruz se definen como los numeros que se obtienen de la ecuacion
4n — 3 y puede representarse geométricamente como un cruce de ejes simétricos
de manera perpendicular con un punto base en el cruce y agregando puntos a la
misma distancia en cada eje. Asi la sucesion de numeros en cruz CR(n) es:

CR(n) ={1,5,9,13,17,21,25,29,33,37, ...}
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Esta sucesion es del tipo aritmética ya que si tomamos CR(5)=17, CR(6)=21 y
CR(7)=25, de esto tenemos que CR(6)-CR(5)=21-15=4 y CR(7)-CR(6)=25-21=4,
es decir se obtiene el valor constante 4.

Gréficamente son de la siguiente manera.

CR(1) 01; @ . .
CR(3) 012(4)
CRE) 0;.2(5)
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Numeros figurados en el espacio (espaciales)

Al colocar objetos en el espacio en un orden especial se obtienen los nimeros
figurados en el espacio, al formar figuras con elementos en el espacio que se
utilizaran como puntos o elementos que conforman el numero figurado en el
espacio. Los numeros figurados espaciales mas conocido son los nuameros
piramidales, los cuales se obtienen al formar pirdmides tomando como base los
nameros poligonales correspondientes a triangulares, cuadrados, pentagonales,
hexagonales, heptagonales, en general, piramide del k-agonal.

Su valor numérico se puede representarse como las sumas de los numeros

poligonales correspondientes.
NuUmeros piramidales

Los nimeros piramidales S; (n) se definen como la suma de los primeros n nimeros
k-agonales donde n es el término que ocupa en la sucesion y k representa el nimero
de lados del k-agonal base.

SE(n) = S (1) + Sk (2) + -+ + Sp(n).
De esta férmula se puede obtener la siguiente férmula para los numeros
k-piramidales

SE(n) =Sp(n—1) + S(n).

La formula general para obtener el elemento n de la sucesion k-piramidales es de
la forma

nn+1)((k—2)n—k+5))

Sin) = g

Numeros triangulares piramidales

Los numeros triangulares piramidales o también llamado tetraedro, es la suma de

los primeros numeros triangulares, de la siguiente manera.
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La sucesion de los numeros triangulares piramidales es.
S$3(n) = {1,4,10,20,35,56, ... }.

Asi la formula para obtener los nimeros triangulares piramidales es:
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(M(n+1Dn+2) n®+3n°+2n

s = &

Numeros cuadrados piramidales

Los numeros cuadrados piramidales son la suma de los primeros ndmeros

cuadrados, tomando como base a los nimeros cuadrados de la siguiente manera.

La sucesion de los nimeros cuadrados piramidales es.
$3(n) = {1,5,14,30,55,91,140, ... }.
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Asi la formula para obtener los nUmeros cuadrados piramidales esta dada por:

Asi los numeros k-agonales piramidales y sus formulas se pueden observar en la

Si(n) =

(M +1D2n+1) 2n°+3n®+n

siguiente tabla.

6

6

Nombre Formula Elemento de la sucesion
1 2 3 4 5 6 7 8

Triangular | n3+3n?2+2n |1 |4 10 |20 [35 |56 |84 |120
piramidal 6

Cuadrado 2n3+3n?+n |1 5 14 |30 |55 91 140 | 201
piramidal 6

Pentagonal 3n3 + 3n? 1 6 18 |40 |75 126 | 196 | 288
piramidal 6

Hexagonal | 4n®+3n?2-n |1 |7 22 |50 |95 |161 |252 |372
piramidal 6

Heptagonal | 5n3 +3n%? —2n | 1 8 26 60 115 (196 | 308 | 456
piramidal 6

Octagonal |6n®+3n2—-3n|1 |9 30 |70 |135 |231 |364 |540
piramidal 6

Nonagonal | 7n3+3n? —4n |1 10 |34 |80 155 | 266 |420 |624
piramidal 6

Tabla 3 NUMEROS PIRAMIDALES

Utilizando la tabla y la formula general se plantea la siguiente actividad con los

alumnos.

Determinar los valores de la siguiente tabla.

53(9)

Sto(4)

53(10)
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NuUmeros cubicos

Un numero cubico (o el cubo perfecto) es una figura en el espacio cuyo numero de
elementos son correspondientes a n3, nosotros lo construiremos con cubos en el
espacio donde un cubo denota un elemento del nimero cubico, denotado como,
C(n)=n3, la sucesion de nimeros cubicos sera.
C(n)={1,8,27,64,125,216,343,512,729,1000...... }
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NuUmeros octaédricos

Un numero octaédrico es un numero figurado en el espacio que representa
un octaedro, o dos piramides que se ponen juntas, una por debajo de la otra. Por
consiguiente, los numeros octaédricos 0,(n) es la suma de dos numeros
piramidales consecutivos.
Es decir, un numero octaédrico es la suma de 2 niumeros piramidales consecutivos
0r(n) =Sp(n) + Si(n+ 1)

A diferencia de los numeros figurados que se han estudiado, los numeros
octaédricos no comienzan su sucesion con un punto base, es decir, su primer
elemento no sera 1 como en los casos anteriores ya que se trata de la suma de dos
nameros consecutivos y es necesario empezar sumando el punto base con un
numero piramidal consecutivo, por tal razon el primer elemento de la sucesion de
nameros octaédricos no puede ser la unidad.
De aqui la sucesion de numeros octaédricos piramidales 05(n) serian

05(n) = {5,14,30,55,91,140, ... }

. <>

':‘1_3_: \J .%-I‘_:_:!:; '._. .
Os(1) =5 " ¥y
04(2) = 14 /

05(3) = 30
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De esta manera algunas de las sucesiones de los nUmeros octaédricos serian:

Octaédrico cuadrado
0,(n) = {6,19,44,85,146,231, ... }.

Octaédrico pentagonal

0s(n) = {7,24,58,115,201,322, ... ... }.
Octaédrico hexagonal

0¢(n) = {8,29,72,145,256,413, ... ... }.
Retomando forma de la ecuacién para obtener los nimeros octaédricos

0,(n) =SE(n) +Sg(n+ 1).

Se puede desarrollar una férmula para generalizarla de la siguiente manera.

Ok(n) = Si(m) + Si(n+ 1)

0. (n) = <n(n + 1) ((k ; 2)n—k + 5)
((n +D((n+1)+ 1)) (((k —2)(n+1)—k+ 5)
6
0. (n) = {((nz + n)(kn g 2n—k + 5))
N <((n + 1) (n+2)((kn+k —2n—2)) —k + 5))}
c .
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(kn® — 2n3 — kn? 4+ 5n? + kn® — 2n? — kn + 5n)
O (n) =

6
N (n? +3n+ 2)(kn — 2n + 3)
6
On(n) = (kn® — 2n3 + 3n% — kn + 5n)
kn) = 6
(kn® —2n3 + 3n? + 3kn? — 6n* + 9n + 2kn — 4n + 6)
6
_ ([ (kn® = 2n® + 3n® — kn + 5n)
Ok(n)—{< 6
(kn3 — 2n3 — 3n? + 3kn? + 5n + 2kn + 6)
< :
0()_kn3—2n3+3n2—kn+5n+kn3—2n3—3n2+3kn2+5n+2kn+6
rn) = 6 .
2kn® —4n3 +3kn’ +kn+10n+ 6
0r(n) = 6 .

Con k el numero de lados del poligono que se estudia y n término de la sucesion

octaédrica que se quiere obtener.
Los nimeros octaédricos se pueden apreciar en la siguiente tabla.
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Octaédrico | Formula Elemento de la sucesion

1 |2 |3 4 5 6 7 8
Triangular 2n3+9?+13n+6 |5 |14 |30 |55 |91 |140 (204 |285
k=3 6
Cuadrado 4n3+12n*+14n+6 |6 |19 |44 |85 |146 |231 |344 |489
k=4 6
Pentagonal |6n3+15n?+15n+6 |7 |24 |58 |115 |201 |322 |484 |693
k=5 6
Hexagonal 8n3+18n%?+16n+6 |8 |29 |72 |145 |256 |413 |624 |897
k=6 6
Heptagonal | 10n®+21n?+17n+6 |9 |34 |86 |175 |311 |504 | 764 |1101
k=7 6
Octagonal 12n3 +24n?+18n+6 |10 |39 | 100 | 205 | 366 |595 |904 |1305
k=8 6
Nonagonal | 14n3+27n?+19n+6 |11 |44 | 114 | 235 | 421 | 686 | 1044 | 1509
k=9 6

Tabla 4 NUMEROS OCTAEDRICOS

Utilizando la formula general y la tabla

alumno.

se plante6 la siguiente actividad para el

Determinar los valores solicitados en la siguiente tabla.

012(3)

0,(11)

015(1)
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Aplicacion did4ctica

En nuestro trabajo abordamos las propiedades de los numeros figurados. Pero su
aplicacion did4ctica es para mejorar la comprension de las sucesiones de nimeros,
en nuestro caso nos apoyamos de la idea de Mason et al (op cit, 1985) “Expresiones
de la generalidad” siguiendo su idea de que la generalidad se alcanza en cuatro
etapas para obtener el conocimiento esperado, fue como lo aplicamos con los

alumnos de nivel medio superior, las etapas de las que hablamos son:

1)Ver un patrén

2) Decir cudl es el patron

3) Registrar un patron

4) Prueba de la validez de las férmulas.

El conocimiento del alumno al seguir estos pasos se llevé de la manera esperada,
la mayor parte de nuestra poblacién de alumnos fue capaz de generalizar una
sucesién de numeros, aun cuando presentaron dificultades en el traslado de la
generalidad, el poder manipular los elementos de las figuras formadas en nuestro
curso hizo que esto fuera mas factible, es decir el apoyo que se brinda a los alumnos
generalmente es simbdlico haciendo que no puedan notar la importancia de definir
una variable como se debe, sino como una letra la cual es generalmente “X”,
nosotros notamos que al hacer un manejo de figuras el alumno es capaz de
determinar donde se ocupa la variable ya que €l lo realiza por construccién y no
como una imposicién, notamos que si se apoya a los alumnos con patrones ellos
son capaces de usar simbolos algebraicos y notar que la variable “X” puede ser
cualquier numero, en los reales aun cuando nuestro caso se utilizé en su mayoria

los enteros positivos.

Los nameros figurados nos ayudaron a la comprension de las sucesiones ademas
brindaron un enfoque de la existencia de sucesiones distintas a las usualmente
utilizadas para mostrar generalmente este tema a los alumnos, dando un panorama

mas amplio a los alumnos de nivel medio superior, la generalidad implica una gran
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inversion de tiempo con los alumnos, pero nos permite la posibilidad de explotar
diferentes contenidos matematicos al mismo tiempo que trabajamos con sus
conocimientos algebraicos, lo cual consideramos de suma importancia en el
desarrollo del estudiante ademas de la ventaja considerable para el docente al
abarcar no solo un tema al mismo tiempo, fomentando que el estudio del siguiente

tema sea mas facil y eficaz en cuanto al aprendizaje del alumno.
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Conclusion

En conclusion la experiencia que se obtuvo al realizar este trabajo con los alumnos
fue reconfortante al poder ayudar a estos a conocer de manera factible términos
algebraicos y de sucesiones que ellos pudieron reforzar al realizar este taller, dentro
de la experiencia que se obtuvo en este trabajo es observar que el algebra basica
es un tema de los que mas se complican en el aula de clases con los alumnos, esto
se debe a la imposicion de férmulas lo que hace que el alumno tenga una baja
comprension en los conceptos y tenga dificultades al desarrollar los temas, que si
bien es algo que aplica en su vida diaria, le es muy complicado el apreciarlo de esa
manera, el poder llevar al alumno a una visualizacién de los objetos con los que
trabaja le brinda un mejor aprovechamiento en el aprendizaje de los temas, ademas
hace mas factible la generalidad de estos, finalmente el trabajar con diferentes
materiales y de manera tecnoldgica con el programa Geogebra nos ayudé a que el
alumno comprenda la generalidad ya que su atencién se presenta de manera
motora y no escuchando solo lo que el docente dice en el aula de clases, nos
sentimos conformes con los resultados aun sabiendo que no todos los alumnos
alcanzaron el aprendizaje esperado, sabemos que se caus6 un impacto favorable

en el desarrollo de los temas que se abordaron y para ellos resultaban complicados.
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Respuestas a las actividades realizadas por los alumnos

Actividad 1. Numeros triangulares:

Término

1

2

3

10

Tn

1

3

6

10

15

21

Alumno 1

Alumno 2

Alumno 3
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Actividad 2. NUmeros cuadrados
Término | 1 2 3 4 5 6 7 8 10
Cy, 1 4 9 16 25 36

Alumno 1

Alumno 2

Alumno 3

Actividad 3. Nameros poligonales

T4 Octa,, 20 — agonog

Alumno 1
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Alumno 2

Alumno 3

Actividad 4. NUmeros centrados

Alumno 1

TC (11)

PC(12)

NC(13)
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Alumno 2

Alumno 3

Actividad 5. Niameros piramidales

53(9)

Sto(®)

53(10)
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Alumno 1

Alumno 2

Alumno 3
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Actividad 6. NUmeros Octaédricos

Alumno 1

012(3)

0,(11)

015(1)

Alumno 2
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Alumno 3
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Material didactico y Anexos

Anexo 1

Anexo 1 Nos muestra la actividad realizada por el profesor Pablo Rodrigo Zeleny en
su curso de induccion matemética, donde se hace énfasis en obtener algunas
sumatorias al notar como van incrementando y usando el método de diferencias
entre sucesiones formadas con cubos de madera.

Teselado

Anexo 2

Un teselado es una sucesion de figuras que se repiten con regularidad para cubrir
el plano, es decir el patrén de las figuras se repite hasta dejar toda la zona
completamente cubierta. En nuestro trabajo estos teselados se realizaron con fichas
de domind la figura que se aprecia en el Anexo 2 es un ejemplo de lo realizado el
cual se nombra también sucesién azteca.
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Dominds

DOMINO

Anexo 3

Estos son los dominds utilizados para realizar los teselados, ademas de ser
utilizados para formar las sucesiones de teselados se preguntd ¢ Cual es relacion
existe entre el nimero de fichas de domind y el valor mas alto de la ficha? La cual
como hicimos notamos tiene que ver con los numeros triangulares. Dependiendo
del numero que tenga la ficha més grande es la relacion que guarda con los nimeros
triangulares, por ejemplo, para el domino de valor maximo 15, Anexo 3 para obtener
el numero de fichas que tendra se utilizaria la formula de triangulares con k=n+1,
esto se debe a que contamos a la ficha cero como nuestro primer niumero, es decir
para saber cuantas fichas tiene el domino doble 15 en nuestra formula de nimeros
triangulares k=15+1, k=16.

Triominos

Anexo 4

El Anexo 4 nos muestra a los triominos los cuales se utilizaron para realizar
teselados y ademas se estudio la relacién que existe entre estos y los numeros
triangulares piramidales.
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Cuadrado perfecto

e o o o 4 o o o o 4L o 4 o —
n? n n 1

n*+2n+1=(n+1)>

Anexo 5

El Anexo 5 nos muestra la idea con la que mostramos a los alumnos la generalidad
del binomio al cuadrado perfecto, esto es suponiendo que n es el nimero de puntos
gue conforman el lado de nuestro cuadrado, entonces si aumento n veces de un
lado, n veces del otro lado y ademas de un punto extra, nos daria (n?> + 2n + 1) lo
cual como se hizo notar en el taller seria (n + 1)2, esto con la visualizacién de las
figuras por parte del alumno.
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Cubo perfecto

Se observan el cubo de medidas n,
tres capas cuadradas, tres tiras y un
elemento.

Se colocaron dos de las 3 caras

cuadradas al nuevo cubo.

Se colocaron las 3 caras cuadradas y
dos de las tres nuevas tiras en el
nuevo cubo.

Se colocan las tres caras cuadradas
y las tres tiras faltando el dltimo

elemento que complete el
cubo.

nuevo

"2

+ -
n’
n
n?

n
) '
n
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3+ m+1=m+1)?

Anexo 6

El Anexo 6 nos muestra como mostramos a los alumnos la generalidad del binomio
al cubo perfecto, la generalidad se mostr6 tomando un cubo de lado igual a n,
agregando 3 lados de medida n, 3 caras cuadradas de medida nxn = n? y un punto
mas, esto no llevo a que al colocarlos todos juntos nos daria. n® + 3n2 +3n+1 =
(n+ 1)3.

Claramente el trabajo realizado en Anexo 5,Anexo 6 mostro que en una ecuacion
para el alumno no es lo mismo usar material concreto visualizandolo, a aprender el
desarrollo abstracto.

Triangulo de pascal

Anexo 7

El uso del tridngulo de pascal con alumnos de nivel medio superior generalmente
se realiza para mostrar las propiedades del binomio, sin embargo, en nuestro trabajo
mostramos como podemos notar los numeros triangulares y los ndameros
piramidales (tetraedros), esto se mostr6 en la tercera y cuarta columna
respectivamente, como hicimos notar la primera diagonal a partir del primer 1
representara a nuestro primer elemento con valor constante 1, la segunda diagonal
representa la sucesion de numeros enteros, la tercera diagonal muestra los
nameros triangulares y finalmente la cuarta diagonal muestra los nuameros
triangulares piramidales (tetraedros) Anexo 7.
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Tablas de nimeros figurados

Numeros Poligonales

NuUmero Elemento de la sucesién
Poligonal Férmula 1] 2 4 ‘ 5 I 6 ‘ 7 ‘ 8 [9 ‘ 10 l
- 5 1
Triangular n“+n Sn(n+1) 1|3 10 (15 | 21 | 28 | 36 | 45 | 55
m=3 2 2
2 _ 1
Cuadrangular 2n® —0(n) _ S 4 16 | 25 | 36 | 49 | 64 | 81 | 100
m=4 2 2
2 _ 2 _ 1
Pentagonal 3n? —1(n) _3nf-n InGn-1 1|5
m=5 2 2 2
2 _ 1
Hexagonal 4n? - 2(n) 2’ —n Intn-2) 1|6
m=6 2 2
2 __ 2 __ 1
Heptagonal 5n* —3(n) _ 5n* —3n Inen-3) 117
m=7 2 2 2
Octagonal 6n? —4 1 18
9 =AM e on | onen—4)
m=8 2 2
2 __ 2 __ 1
Nonagonal 7n* —5(n) _7n 5n e — 1]9
m=9 2 2 2
Decagonal 8n% —6(n 1 1|10
9 4() =4n?—-3n En(Sn —6)
m=10 2
2 _ 2 _ 1
Undecagonal | 9n? — 7(n) _ In? —7n Zn@n-7) 1|11
m=11 2 2 2
2 _ 1
Dodecagonal | 10n* —8n _ n? _ an ~n(10n - 8) 1|12
m=12 2 2
- 2 _ 1
13-agonal 11n? —9(n) In(in—-9) 1113
m=13 2 2
_11n* - 9n
- 2
- 2 _ 1
14-agonal 12n% — 10(n) L nzn—10) 1|14
m=14 2 2
=6n%—"5n
- 2 _ 1
15-agonal 13n% — 11(n) I —11) 1|15
m=15 2 2
_13n* —11n
- 2
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Numeros poligonales centrados

NUmero Elemento de la sucesién
Poligonal Férmula 112 |3 4 5 6 7 8 9 10
Centrado
Triangular 3n? —3n+2 1 114 10 | 19 31 | 46 64 85 109 | 136
_— =3n(n—1))+1
k=3 2 2
Cuadrangular 4n? —4n +2 1 il 5 13 |25 |41 |61 |85 113 | 145 | 181
_— —4n(n—1)|+1
k=4 2 2
Pentagonal 5n? — 5n + 2 1 116 16 | 31 51 | 76 106 | 141 | 181 | 226
_— =5n(n—1)|+1
k=5 2 2
Hexagonal 6n? —6n+2 1 1
_— —6n(n—1)|+1
k=6 2 2
Hept | m*—7n+2 1
eptagona n n <_ Tnn - 1)) 1
k=7 2 2
Octagonal 8n* —8n+2 1
—_ = —8n(n—1)|+1
k=8 2 2
Nonagonal In?—-9n+2
_— -9n(n—-1)|+1
k=9 2
Decagonal 10n? — 10n + 2 1
—_— —10n(n—1) |+1
k=10 2 2
Undecagonal 11n? —11n+2 1
—_— —1lin(n—-1) |+1
k=11 2 2
Dodecagonal 12n? —12n+2 1
—_— -12n(n—-1) |+1
k=12 2 2
13-agonal 13n2 —13n+2 1
- - - —13n(n—-1) |+1
k=13 2 2
14-agonal 14n? — 14n + 2 1
- - —14n(n—-1) ) +1
k=14 2 2
15-agonal 15n%2 —15n + 2 1
- = - ~15n(n—-1) | +1
k=15 2 2
Numeros poligonales piramidales
Nombre Formula Elemento de la sucesion
1 2 3 4 5 6 7 8
Triangular n®+3n2+2n |1 4 10 20 35 56 84 120
piramidal 6
Cuadrado 2n3+3n2+n 1 5 14 30 55 91 140 201
piramidal 6
Pentagonal 3n3 + 3n? 1 6 18 40 75 126 196 288
piramidal 6
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Hexagonal an3+3n2-n |1
piramidal 6
Heptagonal 5n3+3n%2-2n |1
piramidal 6
Octagonal 6n®+3n2-3n |1
piramidal 6
Nonagonal 7n®+3n2—-4n |1
piramidal 6

Numeros poligonales octaédricos

Octaédrico Formula Elemento de la sucesion
1 2 3 4 5 6 7 8
Triangular 2n3+9n?2 +13n+6 5 14 | 30 55 91 140 | 204 285
k=3 6
Cuadrado an3+12n2+14n+6 6 |19
k=4 6
Pentagonal 6n3 + 1512+ 15n+ 6 7 |24
k=5 6
Hexagonal 8n3+18n?+16n+6 |8 |29
k=6 6
Heptagonal 14n3 +21n%+17n+6 |9 | 34
k=7 6
Octagonal 12n3 +24n*+18n+6 | 10 | 39
k=8 6
Nonagonal 14n® +27n%+19n+6 |11 | 44
k=9 6
Anexo 8

El Anexo 8 nos muestra las tablas que se realizaron con los alumnos a lo largo del curso.
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