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Problematica

Una materia indispensable para el desarrollo de cualquier Ingeniero Quimico es aquella donde se empiezan
a combinar y dar un sentido fisico a todos los conocimientos adquiridos desde matematicas, fisica, quimica
e incluso métodos numéricos, una de ellas son los fen6menos de transporte. Dicha materia es una de
las mas complicadas porque se debe recordar muchas definiciones, términos, simbologia, leyes e incluso
hipétesis. Muchos profesores que la ensenan e incluso alumnos en pleno desarrollo de licenciatura ocupan
como base el famoso libro Fendmenos de transporte de Bird, R., Stewart, W. y Lightfoot, E., [1], siendo
este un libro excepcional, aunque a la vez es uno de los mas complejos de entender, esto es debido a que
se omiten varios pasos algebraicos e identidades que como alumno en pleno desarrollo ingenieril no llega a
comprenderse bien, causando muchas veces confusién al interpretar lo que representan las ecuaciones que
se deducen, ya sea de forma aritmética (como ecuacién) o de forma grafica. Ademds, en algunos ejemplos
se hace caso omiso de aplicaciones de casos reales. Es por ello, que con este trabajo se pretende entender
mas a fondo los fenémenos de transporte, explicados de una forma sencilla, clara, precisa y sobre todo,
sin omitir ningtin paso en el proceso, con el objetivo de que el alumno entienda mejor el origen de las
variables y el porqué de las mismas; Implementando un software llamado MATLAB-2020a que ayude
al alumno a llegar de manera més rapida y dindmica a la solucién de ecuaciones, ya que se ha visto
que los problemas que se plantean a lo largo de la carrera son en estado estacionario y con muchas
consideraciones de idealidad cuando en la vida cotidiana no es asi, surgiendo las famosas ecuaciones
diferenciales parciales las cuales también se resolveran y programaran para que el alumno comprenda
y pueda empezar a desarrollar sus propios cddigos o incluso optimizar éstos, con esto se pretende que
las nuevas generaciones reconozcan alcances y propongan mejoras al sistema a través de una reflexién

constante durante el planteamiento de ecuaciones para la resolucién de problemas optimizando cédlculos

[1].

Pregunta de investigacion

Con la realizacién de este documento ;se podra comprender mejor los fenémenos de transporte y el cémo
optimizar los cdlculos con la implementacion del software MATLAB-2020a?

Alcances

Se implementard el software de MATLAB para optimizar los calculos sobre problemas relacionados acerca
de los fenémenos de transporte, haciendo que sean més rapido, con menos margen de error y el lector vaya
desarrollando la capacidad de empezar a implementar algoritmos que permiten encontrar una solucién
numérica o grafica a ecuaciones que analiticamente serfan muy tardas o complejas de desarrollar. MATLAB
es un software de paga, pero gracias las oportunidad de estudiar en la Benemérita Universidad Auténoma

de Puebla (BUAP) permite obtener el software mediante una versién para estudiantes.
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Limitaciones

No abarcar el fenomeno de transporte de transferencia de masa, ya que el documento seria bastante

extenso para su revisién a profundidad.

Justificacion

A lo largo de la carrera de Ingenieria Quimica se ha venido estudiando y preparando al alumno, bajo la
disciplina de las Operaciones Unitarias, las caracteristicas, los fundamentos y los métodos de cédlculo
sobre los procesos y equipos de transporte de fluidos, intercambiadores de calor, separaciones mecanicas,
transferencia de masa y reactores, ya que la Ingenieria Quimica trata de procesos industriales en los que las
materias primas se transforman o separan en productos ttiles [2]. Dados los objetivos de las operaciones
unitarias, y los requerimientos organizativos del plan, asi como los programas de estudio, estas tematicas
se imparten en diferentes semestres de forma independiente. La literatura abarca informacién acerca de
la mecanica de los fluidos, los procesos de transferencia de calor y masa, es suficientemente amplia y, en
los tltimos anos, ha alcanzado una gran importancia siendo la base de toda ingenieria de procesos, sin
embargo, debido a las limitaciones de tiempo que exigen los estudios de licenciatura, no es posible abarcar
todo el temario en un solo semestre de carrera universitaria debido a que cada afio se incrementa y se
enriquece al ser humano con conocimiento. Es por ello que, en la ensenanza de la Ingenieria Quimica,
existe un interés creciente por consolidar el dominio de los principios fundamentales que facilite a los
egresados asimilar los avances tedricos, practicos en el campo de la tecnologia quimica, haciendo énfasis
en que el alumno debe empezar a ser autodidacta e investigar por cuenta propia, ya que muchos libros
manejan la idealidad, cuando en la realidad los modelos son més complejos y no se pueden resolver de

una manera analitica.

Cada dia es més evidente que el conocimiento de las leyes basicas de transporte de cantidad de movimiento,
de energia calorifica y de masa, adquieren gran importancia en el anilisis de sistemas de ingenieria. Pues
fue hasta el ano de 1960 cuando fue publicado por Bird, R., Stewart, W. y Lightfoot, E., el famoso libro de
Fenémenos de Transporte [1], donde se consolid6 por primera vez como una disciplina perteneciente
a las ciencias ingenieriles y se afiadié al plan de estudio de Ingenieria Quimica en varias universidades.
Donde esta disciplina se enfoca a las leyes naturales que gobiernan los procesos de transporte, ya que, si se
desea mejorar la operacién de un equipo es necesario entender qué ocurre en éste desde un nivel atémico

hasta macroscopico, para proceder a tomar la decisién més adecuada para los cdlculos correspondientes.

Desde un punto de vista practico, cuando el ingeniero desea disenar y/u optimizar algin equipo o proceso se
debe considerar su capacidad de poder predecir mateméaticamente la cantidad de calor, masa o movimiento,
que se forma y eso unicamente se logra mediante el transporte molecular, mejor conocidos como
gradientes de potencial. Para el estudio del mecanismo de transferencia de cantidad de movimiento el
gradiente de potencial estd expresado en términos del gradiente de transporte molecular o gradiente
de velocidad (cuando la viscosidad del fluido es constante), para el caso de transferencia de calor serd
el gradiente de temperatura, y finalmente para el caso de transferencia de masa su potencial es el
gradiente de concentracién [3]. El estudio de estos mecanismos son de suma importancia puesto que los
principios teéricos combinados con datos experimentales y algunos modelos empiricos, son considerados
en el disefio de una gran diversidad de equipos de ingenieria. Gracias a los métodos utilizados en los

fenémenos de transferencia es una forma menos costosa y generalmente mas confiable de obtener un



acercamiento del comportamiento a nivel molecular hasta un nivel macroscépico [4]. Obviamente no todos
los problemas actuales pueden resolverse por los métodos de los fenémenos de transporte de una forma
analitica, sin embargo, con la implementacién de los sistemas numeéricos y la programacion hace maés facil

el poder resolverlos debido a la gran cantidad de variables que se empiezan a interrelacionar.

Si se les desea dar a los estudiantes de Ingenieria Quimica, una educacién que no sea obsolescente, debemos
prepararlos con la comprensién de los métodos de los fenémenos de transporte, para que hagan uso de los
métodos de deduccién, cdlculo y nimeros que aparecen dia con dia. Tanto por su uso potencial como por
su utilidad actual, un curso en Fenémenos de Transporte finalmente deberd ser el méas til y practico
en una carrera de licenciatura. El uso de analogias hace el proceso de aprendizaje mas sencillo y debido
a estas similitudes podemos estudiar tres temas (transferencia de calor, de masa y movimiento) como si
fuese uno, partiendo de un simple balance y consideraciones se pueden desarrollar ecuaciones tan sencillas
como el saber que la entrada es igual a la salida o tan complejas como el describir la difusion catalitica

de un pellet de hematita dentro de un horno de fusién.

En el presente documento se estudian los principios fisicos y matematicos que describen los fenémenos de
transporte de transferencia de cantidad de movimiento y de calor, y también un analisis de programacién
sobre el como se puede eficientizar un problema, debido a que, a nivel industrial el tiempo siempre es oro
y resolver un problema a mano suele ser tardado y en ocasiones laborioso. Es por eso, que planteando un
modelo matematico y programando en un software podemos tener un mejor acercamiento de lo que ocurre
en un proceso. Con estos conocimientos, el estudiante cuenta con una herramienta que le permita ampliar
los fundamentos teéricos de las operaciones unitarias y sus posibilidades de aplicacion. El texto plantea
un desarrollo matemético que propicia la accesibilidad de los contenidos, haciendo uso de los principios y
generalizaciones matematicas necesarias que facilitan la comprension y aplicacion de los temas tratados de
acuerdo con los objetivos de la disciplina. Para el desarrollo de los problemas, de una manera numérica,
también se ocupé el sistema operativo MATLAB-2020a, del cual se dard una breve introduccién en
cuanto a su uso, asi como, conforme se vaya avanzando en la lectura, se empezaran a ver con mayor
profundidad ciertos comandos, por otro lado, gracias a que tiene una gran libreria, es de facil uso y sobre
todo se pueden programar modelos matematicos de diversa complejidad. Cabe recalcar que un software,
cual sea, hard lo que se le pida, y arrojarda un resultado numeérico o algin comportamiento grafico, pero
quien debe saber qué estd programando, desde un andlisis dimensional correcto (ya que muchas veces por
no hacerlo correctamente se obtienen niimeros excesivamente grandes o irreales), hasta el poder interpretar

el resultado obtenido, teniendo el tltimo criterio, siempre serd uno mismo.

"Siempre la generacion mds joven de profesionistas es la que ve el futuro con mayor claridad y es la que

debe construir su realidad sobre una herencia imperfecta [1]. 7

Objetivo general

Desarrollar de una manera ordenada, desglosada, sencilla, problemas planteados y ecuaciones sobre los
fenémenos de transporte siendo: movimiento y calor. Asi como la solucién de ellos de forma analitica y

numérica.
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Objetivo especificos

= Desarrollar los conocimientos previos para el entendimiento de los fenémenos de transporte.

= Introducir al lector sobre la resolucién de las ecuaciones diferenciales parciales

= Conducir al lector sobre los métodos numéricos y programacioén en el software MATLAB-2020a.
= Desarrollar el primer fenémeno de transporte que se estudia, en cantidad de movimiento.

= Desarrollar el segundo fenémeno de transporte que es transferencia de energia.

= Agregar anexos donde se incluyan las ecuaciones que se utilizarén a lo largo de cada fendémeno de

transporte.

Hipétesis

Con este documento, el alumno comprenderd mejor los fenémenos de transporte, el como solucionarlos
de forma tanto analitica como numérica. Llegard a plantear los limites para establecer una ecuacién
que permita definir todo el sistema, partiendo de un anélisis microscopico hasta llevarlo a un andlisis

macroscopico.

Marco tedérico

Los procesos industriales tienen como objetivo principal la transformacién de insumos o materias primas
en productos o bienes de consumo, siendo unos de los sectores mas importante de un pais o mejor dicho,
del mundo entero [5]. Desde que el ser humano aparecid, ha tenido la habilidad de ir creando y fabricando
instrumentos de uso cotidiano y de trabajo, desde una lanza de obsidiana, un martillo o inclusive su
misma ropa, es por ello que empezaron a surgir talleres artesanales donde se ofrecia dicho servicio a
cambio de algin otro bien, como productos agricolas. Surgiendo asi el principio de la empresa industrial:
la transformacion de materias primas obtenidas de la naturaleza en productos finales de consumo. Con
el pasar del tiempo han ido surgiendo nuevas tecnologias y complejos procesos fisicos y quimicos en
la produccién, haciendo que las empresas artesanales vayan desapareciendo y surjan industrias de talla

global, esto debido a la competitividad que existe en el mercado.

A finales del siglo XIX surgié como disciplina la Ingenieria Quimica, que se desarrollaba a partir de
quienes practicaban la industria quimica. Todo inicia con la Revolucién Industrial, ya que la demanda
crecié, tanto respecto a la cantidad como a la calidad de productos, significando dos cosas: que el tamafno
de la actividad junto con la eficiencia debia aumentar y que los procesos que antes eran producidos por
lotes, debian modificarse para ser procesos continuos. Es por ello, que la Ingenieria Quimica se enfoca en
resolver los problemas de una industria cuyos procesos de fabricacion resultaban inoperantes y en muchos
casos eran simplemente versiones a gran escala de equipo de laboratorio. De esta forma, se dio importancia
a la utilizacién de resultados de experimentos del laboratorio para el diseno de equipos de procesos que

cumpliera el ritmo industrial de produccién.

La industria en la que esta més enfocado un Ingeniero Quimico es la Industria Quimica, ya que se rige

por el principio de empresa industrial. Para obtener los cambios deseados de la materia prima se debe
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considerar que los procesos quimicos, fisicos y la combinacién de ambos siendo los fisicoquimicos, se deben
clasificar en una serie de etapas individuales y diferentes llamadas operaciones unitarias [6]. Estas
operaciones unitarias son comunes a todos los tipos de industrias de proceso. La definiciéon de Ingeniero
Quimico se puede establecer como la profesion que requiere la aplicacion creativa de principios cientificos

tales como los conceptos de masa, energia, cantidad de movimiento y cambios fisicoqguimicos en la materia.

Un proceso de fabricacién tipico estd formado por combinaciones de operaciones unitarias, requiriéndose
entonces la misma habilidad para disenar cada unidad que para el diseno de procesos. El origen de los
conocimientos en operaciones unitarias fue en gran parte empirico, y ademads, en la préctica se adoptaron
formas de andlisis y disenos especificos para cada proceso industrial particular. Es decir, si bien se fueron
conociendo los fundamentos de cada etapa unitaria, era menester un conocimiento enciclopédico para
abarcar todas las aplicaciones de la misma. Es por ello que las operaciones unitarias se empezaron a
fundamentar en principios cientificos y técnicas [2]. Algunos de ellos son leyes fisicas y quimicas elementales

que intervienen en el transporte de masa, energia y cantidad de movimiento.

La ciencia ingenieril ha dado una mayor relevancia a los conocimientos mateméticos con respecto a los
fundamentos empiricos, pero a su vez, busca encontrar un equilibrio entre ambas que permita desarrollar
conceptos fundamentales en el disenio de la ensenanza de la ingenieria. Para expresar concisamente los
procesos de ingenieria se le debe dar una forma cuantitativa, solo asi, se puede formular, interpretar y
usar un principio fisico fundamental o un experimento y luego llevarlo a una aplicacién real, fuera del
laboratorio. Esta capacidad es diferente de la habilidad matematica y se llama andlisis. El andlisis se
puede aplicar a multitud de problemas diferentes, no sélo de ingenieria, siendo un elemento necesario
para la formacion del ingeniero. Esta expresién cuantitativa se aplica a las situaciones de interés para
obtener modelos matematicos. Los modelos matematicos permiten observar el comportamiento y el efecto
de las variables sobre el mismo. Por lo tanto, la descripcién matemadtica de un fenémeno es una manera
concisa y efectiva de comunicar la informacién y ademés puede manipularse con las reglas formales para
proporcionar informacién esencial de la evolucion. Si se comprende el uso de un modelo matematico, se
podra definir, organizar y entender, tanto las leyes fundamentales como cualquier problema de ingenieria

quimica.

Para realizar un andlisis ingenieril sobre los fenémenos de transporte se debe conocer tres leyes funda-

mentales de la fisicas:

1. El transporte de cantidad de movimiento (flujo viscoso de fluidos), basado en el principio de con-

servacion de la cantidad de movimiento.

2. El transporte de energia calorifica (conduccién del calor en sélidos y fluidos, conveccién, radiacion),

basado en la ley de conservacion de la energia.

3. El transporte de materia (difusién ordinaria, térmica, de presién), basado en el principio de conser-

vacion de la materia.

Junto con otros postulados fundamentales de la fisica, tal como la gravitacién, permitirian obtener una
descripcion matematica de cualquier fenémeno. Estas tres leyes fisicas en Ingenieria Quimica describen
los sujetos de mecéanica de fluidos, transferencia de calor y masa, usualmente denominados, Fenémenos
de Transporte. El primer curso especializado en los fenémenos de transporte dentro del plan de estudio
de Ingenieria Quimica, ocurrié probablemente con la publicacion en 1923 del libro Principios de Ingenie-
ria Quimica de Walker, Lewis y McAdam [7]. Siendo la primera vez que se consideraba que las técnicas

involucradas en la produccién de productos especificos eran en gran medida Unicas, reconociendo formal-
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mente que ciertos procesos fisicos o quimicos asi como los principios fundamentales correspondientes, eran

comunes a muchas tecnologias industriales muy diferentes.

El resultado de esta nueva visién, fue la aparicién gradual de la mecanica de fluidos y el transporte,
la transferencia de calor y la transferencia de masa, conceptos que tanto en la docencia como en la
investigacion, son la base fisica o quimica fundamental para muchas de las operaciones unitarias. Es
cierto que muchas de las operaciones unitarias son equipos con una alta complejidad geométrica a la
hora de disenarlas para la industria, ya que intervienen tanto la transferencia de calor, como la de masa
y movimiento, sin dejar de lado las reacciones quimicas causantes de que las ecuaciones exactas no se

puedan resolver, teniendo que recurrir, al ensayo y error o a la experiencia misma.

Para los Ingenieros Quimicos fue aceptable comenzar a ocupar la premisa del empirismo, para los procesos
de transporte a escala de las operaciones, sin embargo, debian comprender al menos lo que ocurria con
los principios fisicos que se llevaban a cabo dentro de la operaciéon. Es por ello que en el ano de 1960
apareci6 el histérico libro de Bird, R., Stewart, W. y Lightfoot, E., llamado Fendmenos de Transporte [1],
donde se introdujo no sélo la idea de un anélisis detallado de procesos de transporte en el nivel continuo,
sino que también enfatizé la similitud matematica de las ecuaciones de campo gobernantes, junto con las
aproximaciones constitutivas mas simples para mecénica de fluidos y transferencia de calor y masa. La
presentaciéon de Bird et al. [1] estaba principalmente centrado en resultados y soluciones méds que en los
métodos de solucién o andlisis. Sin embargo, fue pionero dentro de la comunidad quimica de ingenieros

proponiendo el manejo de las matemdticas sélidas [7].

Los antecedentes produjeron las transiciones mas recientes en nuestras formas de pensar y comprender los
procesos de transporte. Actualmente, se pretende optimizar los cdlculos siendo lo més exactos y precisos
a la realidad mediante el uso de softwares especializados en la simulacién para un analisis detallado y
poder comprender el cémo las variables se van colacionado para transformar un diseno de planta piloto
a una red compleja industrial. Es por ello la importancia de la labor de los Ingenieros Quimicos, ya
que desempenan un papel importante en la aplicacion, compresion, disefio, simulacién y solucién de los
procesos de mecéanica de fluidos, transferencia de calor y masa a una gran escala dentro de las industrias,

razén por la cual el crecimiento y desarrollo de un pais se ve favorecida.
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Capitulo 1

Introduccion a los conocimientos

previos

Con la finalidad de poder introducir directamente a las deducciones matematicas, fisicas y aplicaciones
de los fenomenos de transporte, se debe tener en consideracién ciertas capacidades y conocimientos que a

lo largo de la carrera se han adquirido.

En el presente documento, se dard una breve recapitulaciéon de los conocimientos minimos necesarios
para el manejo de los fenémenos de transporte, durante el desglose de los apartados del documento, se
podran encontrar ciertos ejercicios con su respectiva teoria, la cual se ocupara como planteamiento para
la resolucién de problemas enfocados al manejo de los fenémenos de transporte. Por otra parte, con esta
obra, se pretende que el alumno fomente en si mismo, el ser autodidacta, que tenga interés en investigar
mas a fondo y con ello favorezca la adquisicién de habilidades que le permitan actuar de manera mas

critica y creativa.

1.1. Algebra lineal

El algebra lineal, se puede decir en un aspecto ingenieril, que es una matemaética ya aplicada, siendo
una de las ramas de las matemaéticas mas paraddjicas por combinar una aparente simplicidad con un
enorme campo de aplicacién en las ciencias fisica y aportando en gran medida para modelos matematicos
practicos. La palabra lineal, en el aspecto matematico, tiene un significado diverso. Mucha de la teoria
de el dlgebra lineal viene conjunta con las propiedades de la linea recta, la cual se puede representar en

un plano zy mediante la siguiente expresién algebraica
y=mx+b (1.1)

Donde se le conoce como una ecuacién lineal en las variables z y y. Normalmente, se define una ecuacién

lineal en las n variables x1, 23, ..., z, como aquella que se puede expresar en la forma [8]
a1x1 + asxo + ...+ a,x, =b (1.2)
Donde ay,as,...,a, y b son constantes reales. Cabe mencionar que todas las ecuaciones lineales se pre-

sentan Unicamente a la primera potencia y no aparecen como argumentos para funciones trigonométricas.
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Tabla 1.1.1: Ejemplo de ecuaciones lineales y no lineales con sus respectivos criterios.

Ecuaciones Lineales Ecuaciones No Lineales
22+ 3y =10 3y =10 — sin 3z
z =2z + 3y z = 2x + 3y°
2961-1-1962—5-i +ZCE4=—1 2$1+1$2+13€3+\/77$U4=—1
2 33 2 2 3 2
Para hallar la solucién de una ecuacién lineal, en una sucesién de n niimeros si, So, ..., s, tales que la
ecuacion se satisface cuando se hace la sustitucion xy = s1, T2 = S3,..., %, = Sy,. El conjunto de todas las

soluciones de la ecuacién es un conjunto de soluciones. Para encontrar la solucién de las ecuaciones
lineales se debe establecer un sistema que permita la resolucién con lo antes mencionado, por lo que puede
existir tres casos posibles [9], como se muestra en la tabla 1.1.2. En donde el sistema de ecuaciones que se
presentan como ejemplo es un sistema de ecuaciones de 2z 2 el cual es el mas conocido, pero mientras més
variables se vayan sumando més ecuaciones e incognitas apareceran, teniendo como un sistema arbitrario

de m ecuaciones lineales en n incégnitas

anry +  aiexre + + anz, = b
aziry  +  ary + +  axn = be
(1.3)
+ + + =
Am1T1  +  Gm2T2  + + amnTn = bm
Donde x1,x9,...,x, son las incdégnitas, a indica el coeficiente de las variables y b es la variable indepen-

diente. Los subindices dobles en los coeficientes de las incégnitas son utilizados para indicar una ubicacién
del coeficiente en el sistema, siendo el primer subindice el que indica la ecuacién en la que se encuentra,
mientras que el segundo ubica la incégnita que estd multiplicando. Si se mentaliza la ubicacién de los
signos de mds (+) y de menos (—), las incognitas (z,) y los signos de igual (=), es posible abreviar un

sistema de m ecuaciones lineales en n incégnitas escribiendo tinicamente el arreglo rectangular como:

a;n a2 - Gy by
a1 Q22 -+ A2n bo

(1.4)
Am1 Am2 o Qmn bm

Conocida como matriz aumentada para el sistema. Donde el concepto de matriz aparece en una gran
variedad de aplicaciones de las matemadticas, siendo un modelo excelente para describir los llamados
problemas lineales desde sistemas mecanicos hasta la soluciéon de las ecuaciones diferenciales parciales,
como establece Alain y Saucez [10]. As{ mismo, el método de solucién para este sistema de ecuaciones
seria el de eliminacion de Gauss-Jordan. Este método consiste en reducir por renglén la matriz de
coeficientes a la forma escalonada por renglones, hasta que quede una matriz identidad, usando las

operaciones elementales sobre los renglones las cuales son:

1. Multiplicar uno de los renglones por una constante diferente de cero.
2. Intercambiar dos de los renglones.
3. Sumar un multiplo de uno de los renglones a otro renglén.
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Tabla 1.1.2: Tipos de soluciones, ejemplos y representaciones graficas.

se encuentran en
paralelo, haciendo

que nunca se junten

Soluciones Sistema de ecua- | Grafica
ciones
Unica 3r—2y=4
Las rectas tienden a | 5z — 2y = 12 ¥ iy
~
cruzarse en un pun- 5 T T = oSz
N
to 4 S
N
3 S
~ -
g s
> 2 L = //},,/
~ P
1 s
///’/ ~
0 ot S
//} ™
1 //”’ i ~
T ~ |
27 ==
0 0.5 1 15 2 25 3
X
Numero infinito | z—y=7
. 4
Ambas rectas tien- | 2z — 2y = 14 —
= = —2x-2y=14
den a sobreponer- 45 =
se, una encima de la
5
otra.
>55
-6
6.5
s
>4
=7
0 0.5 1 1.5 2 25 3
X
Sin Solucién r—y="7
Las rectas siempre | 2z — 2y = 13 i

0 05

Algunas notaciones que se llegan a utilizar cuando se resuelven este tipo de matrices son:
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1. R, — cR; que indica remplazara el i—ésimo renglén por ese mismo renglén multiplicando
por c.

2. R; — R; + cR; significa que se sustituye el j—ésimo renglén por la suma del renglén j mas
el rengléon ¢ multiplicado por c.

3. R; <+ R; quiere decir que se estdn intercambiando los renglones i y j.

. J

Ejemplo 1.1.1: La papeleria

Un dia van tres amigos a una papeleria. Juan compra un lapiz, 3 lapiceros y 3 gomas, al final pago

24 pesos. Fernanda compra un lapiz, 4 lapiceros y una goma, pagando 25 pesos. Para finalizar
Alberto compra 2 lapices, 5 lapiceros y 5 gomas, le llegan a cobrar 41 pesos. Si cada amigo quiere

determinar cudnto cuesta cada articulo.

Resolucion:

1. Primero se establece un sistema de ecuaciones, denominado a lapices como z, a lapicero como

Y y a goma como z.

Juan o x+3y+3z = 24
Fernanda : x4+4y+4+2z = 25
Alberto : 2z +5y+5z = 4l

2. Se realiza la matriz aumentada, con los coeficientes de cada incognita.

1 3 3 : 24
1 4 1 : 25
2 5 5 : 41

3. Se resuelve la matriz con las operaciones elementales de renglén. Empezando primero por

restarles el renglon 1 al renglén 2 y el doble del renglén 1 al renglén 3.

1 3 3 : 24 1 3 3 : 24 1 3 3 : 24
. N .

1 41 25|Re—Rifop 1 —2 ¢ 1 |Rs—2Ri|p 1 —2 : 1

2 5 5 1 41 2 5 5 41 0 -1 -1 : -7

4. Al renglén 3 le sumamos el renglén 2.

1 3 3 : 24 1 3 3 : 24
) — .

0 1 -2 ¢ 1 |[RBs+R|o 1 —2 : 1

0 -1 -1 : -7 00 -3 : —6

5. Multiplicando el renglén 3 por —1/3. Nota: los renglones y matrices no se pueden dividir, solo
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multiplicar.

1 3 3 : 24 1 3 3 : 24
. % .

01 —2 + 1 |-18Rs|lp 1 —2 ' 1

00 -3 : —6 00 1 : 2

6. Se suma al rengléon 2 el doble del renglon 3 y a restarle al renglén 3 el triple del rengléon 3.

1 3 3 : 24 1 3 3 : 24 1 3 0 : 18
01 -2 ¢ 1 |R+2Rs|o 1 0 : 5[R—=3Rs|lp 1 0 : 5

00 1 : 2 001 : 2 001 : 2
7. Para finalizar, se resta el triple del renglén 2 al rengléon 1.

1 3 0 : 18 10 0 : 3
. — :

010 5|R—3R|og 10 : 5

00 1 : 2 00 1 : 2

8. Quedando la matriz identidad, por lo cual se puede deducir que el precio de cada articulo es
de:

Juan =3
Fernanda : y =5
Alberto : z=

Una matriz se compone de dos aspectos: Los vectores renglén o fila (n) de n componentes y los
vectores columna (m) de m componentes. Los cuales al hacer un producto cruz de m z n da como
resultado una matriz. En cambio, si m tiene el mismo ntimero de elementos que n dard como resultados

una matriz cuadrada.

Tabla 1.1.3: Tipos de vectores.

Vector renglén o fila | Vector columna
‘al
T2
(ﬂﬂl T2 xn) .
In

Explicado esto, se puede utilizar un método distinto para resolver un sistema de ecuaciones, el cual consiste
en usar una matriz cuadrada, y obtener sus determinantes (D), la cual se obtiene con la siguiente

formula (s6lo valida para Matrices de 3 x 3)

a1l a2 ais
\A|= 21 G22 @23

azi1 agz ass
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Para hallar la determinante de una matriz 3 x 3, se debe simplificar (asi como para cualquier matriz de
n X n) a una matriz de 2 x 2, mediante la siguiente ecuacién
22 a32 a1  G23 a1 Q22
|D| = ai — a2 + a3 (15)
as2 as3 as1 ass asr  as2
Antes de resolver para |D| se debe identificar la diagonal principal y la diagonal secundaria para una
matriz 2 x 2. La diagonal principal va de la esquina superior izquierda hasta la esquina inferior derecha,
mientras que la diagonal secundaria va de la esquina superior derecha hasta la esquina inferior izquierda.
Por poner un ejemplo, para la ecuacién (1.5) la diagonal principal estard dada por los colores en azul y la
diagonal secundaria los colores rojo
a22  A32 az; a23 az1  a22
|D| = an — a2 + a3
az2 ass azir ass azyp as2
Para evaluarla |D| va a ser la diferencia de productos de la diagonal principal menos los productos de la
diagonal secundaria.

|D| = a11 (022 +a33 — a32 - a32) — a2 (6121 +a33 — G423 - a:ﬂ) +an (a21 $a32 — a2 - afn) (1~6)

Una vez obtenida, indicara si los sistemas son singulares o mal condicionados, dicho de otra forma, expresa
la existencia y la unicidad de los resultados de los sistemas de ecuaciones lineales. La determinante puede
tener tres resultados:

1. La determinante de una matriz es un ntimero real.

2. Un determinate con valor de cero indica que se tiene un sistema singular. Esto ocurre cuando
el sistema de ecuaciones al gréaficarlo las rectas que se generan son paralelas entre si o se
contraponen, haciendo que su pendiente sea la misma.

3. La determinante tiene un valor cercano a cero indica que se tiene un sistema mal condicionado,

que es cuando es dificil identificar el punto exacto en que se insersectan las ecuaciones lineales.

La funcién determinante (def) se define con la suma de todos los productos elementales con signos
tomados de una matriz A. Y una vez que sea obtenida se puede decir que es un sistema de Cramer (8]
[9], 1a cual debe cumplir dos requisitos:

1. n = m (la matriz A es cuadrada).

1
2 1, triz A : tible [8]. A=l = —— . Adj A.
a matriz A es invertible [8], det A ]

En este caso siempre existe una solucién tnica al sistema
AX =D
Donde A es la matriz cuadrada de los coeficientes, X son las incognitas y b son los términos independientes,

dados en un vector columna. Donde la regla de Crammer estd dada por

D, D, D,
= — X _ — ... Xn frd
YT det AT det A det A
Donde D; es el determinante de la matriz obtenida al reemplazar la columna j de A por el vector columna
b [8].

(1.7)
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Ejemplo 1.1.2: La papeleria II

Ocupando los datos del ejemplo 1.1.1, pero resolver por el método de Cramer.

Resolucion:

1. Estableciendo e un sistema de ecuaciones, denominado a lapices como x, a lapicero como y y a

goma como z.

Juan o x+3y+3z = 24
Fernanda : z4+4y+z = 25
Alberto : 2z +5y+5z = 4l

2. Realizando la matriz cuadrada de solo los coeficientes de las incégnitas, y un vector columna.

1 3 3 24

A=11 4 1 y  b=[25

2 5 5 41

3. Se obtiene la determinante.
a) Para ello, se ocupa la ecuacién (1.5) en la matriz A.
4 1 1 1 1 4
|D| =1 -3 +3

5 5 2 5 2 5

b) Para evaluarla va a ser la diferencia de productos de la diagonal principal menos la diagonal

secundaria, ecuacién (1.6).

Dl = 1[(4-5) = (1-5)]=3[(1-5) - (1-2)+3[(1-5) - (4-2)] = -3

4. Determinando la primera incognita que es z, para la cual se sustituye la primera columna por

los términos independientes.

24 3 3
ID.=|25 4 1
41 5 5

a) Ocupando la ecuacién (1.5), para la determinante respecto a .

4 1
5 5

25 1
41 5

25 4
41 5

ID,| =24 -3

b) Para evaluarla se ocupa la ecuacién (1.6).

ID,| =24[(4-5) — (5-1)] — 3[(25-5) — (1-41)] + 3[(25 - 5) — (41 - 4)]
=9

16
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¢) Una vez obtenido |D,|, se divide entre la determinante principal |D| para obtener el valor
de la incégnita z, ecuacién (1.7).

A
R

T 3

5. Para determinar la segunda incdgnita, y, se sustituye la segunda columna por los términos
independientes.

1 24 3
ID,|=1{1 25 1
2 41 5

a) Ocupando (1.5), para la determinante respecto a y.

25 1
41 5

11
2 5

1 25
2 41

ID,| =1 —24 +3

b) Para evaluarla se ocupa la ecuacién (1.6).

ID,| = 1[(25-5) — (1-41)] — 24[(1-5) — (1-2)] + 3[(1 - 41) — (25 - 2)]
=-15

¢) Una vez obtenido |D,| se divide entre la determinante principal |D| para obtener el valor
de la incégnita y, ecuacion (1.7).
|Dy| —15 _

YD) T 3

6. Para determinar la tercera incognita, z, se sustituye la tercera columna por los términos inde-

pendientes.
1 3 24
D=1 4 25
2 4 41

a) Ocupando (1.5), para la determinante respecto a z.

4 25
5 41

1 25
2 41

1 4

‘DZ‘:l
2 5

-3 +24

b) Para evaluarla se ocupa la ecuacién (1.6).

|D-|

1[(41-4) — (25-5)] — 3[(1-41) — (2-45) + 3[(1 - 5) — (4 - 2)]
-6

¢) Una vez obtenido la D, se divide entre la determinante principal D para obtener el valor
de la incégnita z, ecuacién (1.7).

_ID.| _ =6 _
B

z 2




Capitulo 1. Introduccion a los conocimientos previos

7. Por tltimo, ordenan los resultados.

Juan x=3
Fernanda : y=
Alberto : 2=2

La expresién matemadtica para cualquier determinante de m z n sea A una matriz cuadrada se denota
como [9]
n
Dety = a11A11 + aigAiz + -+ + arpdin = E ap Ak (1.8)
k=1
Entre mayor ntiimero de incognitas se establezcan, la matriz crecerd haciendo que el proceso sea mas
tardado de una forma manual, es por ello que se opta por usar métodos numéricos y/o programas que

ayuden a la resolucién.

1.2. Quimica

En la literatura y bajo la experiencia de muchos profesores, doctores e investigadores se dice que la
quimica es considera como la ciencia central, ya que se encuentra presente en el dia con dia, desde
algo sencillo como utilizar un quitasarro para destapar drenajes hasta algo mas complejo como el cuerpo
humano. Es por eso que en la ensefianza y aplicacién de los fenémenos de transporte no puede faltar esta
ciencia. Segun la hipdtesis del quimico britdnico John Dalton (1766-1844) propuso que toda la materia
estd hecha de pequenas particulas, las cuales llamé atomos, no obstante, ciertos hallazgos hechos en el
sigo XX concluyeron que los atomos estan compuestos por tres particulas aiin mas pequenas llamadas
electrones (e”), protones (P") y neutrones (N). Un concepto fundamental que se ensefia desde el
nivel educativo basico y que su manejo es primordial en la resolucién de problemas quimicos, es el nimero
atémico (A) siendo definida como el nidmero total de neutrones y protones que se encuentran dentro del

nicleo de un dtomo de un elemento [11]

A = Pt 4+ N
e + N

El ntimero atémico de los elementos viene establecido en la tabla periédica. Cuando dichos elementos se
llegan a juntar entre si, se forman los compuestos. Entonces la suma del nimero atémico de cada uno

de los elementos recibird el nombre de peso atémico (PM).

PM = zn:A (1.9)

Para la formacién de compuestos se debe llevar a cabo un proceso quimico, en el cual se combinan dos o
més sustancias (reactivos) para formar nuevos productos con propiedades fisicas y quimicas diferentes, a
esto proceso se define como reaccién quimica. La mayoria de las reacciones quimicas, no sélo llegan a
ocurrir entre los sélidos, liquidos o gases puros, sino entre iones y moléculas disueltas en agua o en otros
disolventes. En el estudio cuantitativo de una disolucién (soluto + disolvente) se requiere que se conozca
su concentracion, existiendo varios tipos de unidades para su mediciéon. A continuacién se presentaran las

més comunes [11] [12].
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El primero es porcentaje en masa el cual indica la relacion de la masa de un soluto en la masa de la

disolucién, multiplicada por 100 %

mastsoluto

Porcentaje masa = 100 % (1.10)

masadisol

La segunda unidad de medicién es la fraccién molar (x) la cual expresa la proporcion en que se encuentra
cierta sustancia respecto a los moles (n) totales de la disolucion. La fraccién molar es adimensional y la

suma de las fracciones debe ser igual a 1

Ny

X = =5 (1.11)
Zi:l ncomponente
La molaridad (M) se define como el nimero de moles del soluto en un litro de disolucion
n moles
— = 1.12
Volumeng;sol l:Ltdisol:| (1.12)

Por tltimo, es la molalidad (m) que es el nimero de moles de soluto disueltos en 1 kg de disolvente

m

(1.13)

kgsolvente

Molessoiuto [ moles ]
Masafssol'uente

La diferencia entre molaridad y molalidad radica en qué la primera, para casos experimentales, es mas facil
su mediciéon volumétrica utilizando matraces volumétricos y probetas graduadas. Por su parte, la molalidad
es independiente de la temperatura, a diferencia de la molaridad que el volumen de la disolucién

aumentara al existir un incremento en la temperatura, causando inexactitud a la hora experimental.

Ejemplo 1.2.1: Aplicaciéon de las unidades de concentracion

En el laboratorio de quimica analitica se estd llevando a cabo cierta practica de laboratorio, la
temperatura del laboratorio marca que se encuentra a 16 °C. En la practica se van a disolver 3.5
g de sal de mesa (NaCl, p = 2160kg/m?) en 250 mL en agua (p = 999kg/m?). El profesor indica
que al final de la clase deben entregar la fraccién molar por componente y molalidad de la mezcla
obtenida.

Resolucién:
1. Determinar la masa atémica de los compuestos NaCl y agua.

a) Masa atémica de NaCl.

PMpyact = Anaet+ + Acy-

— 2998 9 43545
mol mol
— 5843 -
mol

b) Masa atémica del Agua.

PMagua = 2Ap+ + Ap-2

- (1 %) +15.99 %

—17.99 9
mol
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2. Se procederd a obtener el nimero de moles de ambos compuestos.

a) Nimero de moles de NaCl.

Masanaci

PMpyaci

3.5¢
— 229 _ (.0599 mol
58.43 L moe

mol

NNaCl =

b) Ntumero de moles de Agua.

1) Convirtiendo el volumen a masa usando su densidad.

masa =p-V
- (0.999 i) (250 mL)
mL

=249.75 g

2) Se procede a obtener los moles de agua.

n _ MAasGAgua
Agua — MAgua
_249.75¢
1799 -4
= 13.8827 mol
3. Para obtener la fraccién molar se ocupa (1.11).
a) Fraccién molar de NaCl.
NNq
Xyac = ——2L
nNaeot + N Agua
- 0.0599 mol
0.0599 mol + 13.8827 mol

= 0.0043

b) Fraccién molar de Agua.

1= Xnact + Xagua
Xagua =1 = Xnacu
=1—0.0043
= 0.9957

4. Para calcular molalidad de la mezcla se procede a utilizar la ecuacién (1.13), con la variacién
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de que los 249.75 g de agua se conviertan a kilogramos.

NNaCl
Masa Agua
~0.0599 mol
~0.24975 kg

mol

=0.2398 ——
kg

m =

1.3. Fisica

Uno de los pilares en el entendimiento del universo es la fisica, esta es una disciplina que demostrar
las causa effectum de los hechos que ocurren a los alrededores y gracias a la continua experimentaciéon
y observacién de estos fenémenos, es que los cientificos han podido estudiar los cuerpos tanto en reposo
como en movimiento, dando paso a deducir las leyes fundamentales con gran aplicacién en la ingenieria.
En el afio 1687 fue publicado por el matematico, fisico, astrénomo y tedlogo ingles Sir Isaac Newton
(1642 — 1726) en su obra Philosophiae Naturalis Principia Mathematica tres leyes denominadas Leyes de
Newton o Leyes de la Dindmica [13] las cuales permiten describir el movimiento de cualquier cuerpo

relativo al movimiento.

La primera ley de Newton (Ley de Inercia) establece que un cuerpo permanecerd en estado de reposo
o movimiento rectilineo uniforme a menos que una fuerza externa no equilibrada actué sobre él [14]. Por
ejemplo, un balén de futbol, el cual esta estatico hasta que alguien llegue y lo patee, entonces su estado
inicial se vera modificado, ya que cambiara de posicién, estar fijo a adquirir movimiento por la aplicacién
de una fuerza, siendo la patada que se le da. Una vez que el balén fue pateado este adquirird movimiento, si
el balon rodara por un piso de azulejo que acaban de lavar, éste tendera a recorrer una gran distancia antes
de que llegue a pararse completamente. En caso contrario si se hace rodar el mismo balén en un campo
de fatbol con pasto, llegard a recorrer una menor distancia, esto es debido a la interaccién horizontal,
llamada friccién. La primera ley es solo aplicable en casos ideales, ya que en la vida cotidiana existe la
friccién, haciendo que ningtin cuerpo este totalmente libre de las fuerzas externas. Newton llamé inercia a

la propiedad de una particula que le permite mantenerse en un constante estado de movimiento o reposo.

En virtud de que el estado de un objeto en reposo o en movimiento no serd modificado sin la accién de
una fuerza de desequilibrio, ahora se debe considerar qué sucede si hay una fuerza resultante. Newton
llegb a demostrar que existe una relacién entre la fuerza aplicada y el cambio de movimiento en un cuerpo
(aceleracion resultante), esto es denominado en la Segunda ley de Newton: la aceleracion (a) de un
objetivo es directamente proporcional a la suma de fuerzas externas (F') que se este aplicando sobre él e

inversamente proporcional a la masa (m) del cuerpo [13] [14].

— _ ZE
a ==
m
O también

SFem-a (1.14)

La ecuacién anterior es una expresion vectorial, por lo cual puede contener direccion X, Y y Z.
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>

- —

Figura 1.3.1: Movimiento de caja [13].

Ejemplo 1.3.1: Aceleracion de cajas

En una industria de autopartes se empacaron dos cajas para su distribucién, la caja A tiene una
masa de 6 kg en cambio la caja B es de 2 kg. Se le pide a un trabajador mover ambas cajas del
almacén al camion de carga. ; Cual deberia ser su aceleraciéon minima necesaria si aplica una fuerza
de 45 N? Observar la figura 1.3.1. Desprecie las perdidas por friccién. Obtenido de [13].

Resolucion:

1. Despejando de la ecuacién (1.14) la aceleracion.

F
a=—
m
2. Sustituyendo los valores en la ecuacién anterior.
45 N
a =
6kg+2 Tlrflg
a = 5.6250 -
5

Es comin que en la sociedad las palabras masa y peso sean tomadas como sinénimos, sin embargo, no lo
son. La masa es la cantidad cuantificada de materia contenida en un cuerpo, en cambio el peso es una

fuerza siendo el producto de la masa por gravedad [14]
_>
W,=m-¢ (1.15)

La gravedad como la aceleracion pueden tener tanto signo positivo como negativo. La gravedad tendra
signo positivo (+) cuando su direccién sea hacia abajo y signo negativo (-) cuando su direccién sea hacia
arriba. La aceleracién serd positiva (+) cuando su velocidad inicial (v;) sea menor que la velocidad final
(vy), en caso contrario serd negativa (-) cuando su velocidad inicial (v;) sea mayor que la velocidad final
(vg), conocida también como desaceleracién. La aceleracién se define como
v —v; dv
=S 3= (1.16)
tp—t; di
Donde ¢; y t¢ representa el tiempo inicial y final, respectivamente, por lo regular, el tiempo inicial se
considera como 0, siendo el tiempo de partida. La aceleracion también se puede ver como la derivada de
la velocidad o la segunda derivada respecto a la distancia
&Pz
dt?
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Donde en este caso x representa la distancia.

Ejemplo 1.3.2: Star Strek

En una de las expediciones la nave USS Enterprise el capitan James T. Kirk descubre un nuevo
planeta el cual quiere conocer, antes de bajar le dice al general Spock que determine la gravedad
y condiciones del planeta, al hacer un escaneo rdpido determinan que se le puede clasificar como
planeta Tipo B (Gravedad similar a Mercurio g = 3.7 m/s?). (a) ;Cuél serfa la masa en dicho
planeta? (b) Determinar cudl serfa el peso afiadido en sus trajes para caminar como si estuvieran
en la Tierra (g = 9.81 m/s?) si el capitdn Kirk tiene una masa 78 kg y el general Spock de 86 kg.

Resolucion:

Inciso (a):

1. La masa de ambos personajes sera la misma, ya que esta no varia, lo inico que cambia es su

peso debido a la gravedad
Inciso (b):
1. Determinar el peso (Wr) de ambos personajes en el planeta tierra, mediante (1.15).
a) Peso del capitan Kirk.
Wr=m-g
m
= (78 kg) (9.818—2)
=T765.18 N

b) Peso del general Spock.
Wpr=m- g

m
= (86 kg) (9.818—2)
— 843.66 N

2. Determinar el peso (Wy) de ambos nuevamente, pero con bajo la gravedad del planeta.
a) Peso del capitan Kirk.
Wn=m-g
m
= (78 kg) (3'75_2>
= 288.60 N

b) Peso del general Spock.

Wny=m-g
m
= (86 kg) (3‘73_2)
— 31820 N
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3. Realizar una diferencia de pesos entre el obtenido de la Tierra y el del Nuevo Planeta.

a) Peso afiadido al traje del capital Kirk.

W =Wr—-Wx
= 765.18 N — 288.60 N
=476.58 N

b) Peso anadido al traje del general Spock.

W =Wr—-Wxn
= 843.66 N — 318.20 N
= 525.460 N

Al hacer mencién de una fuerza deben estar comprometidos dos cuerpos. En el antiguo Egipto, las per-
sonas dejaban jeroglificos en tablillas de arcilla, el proceso consistia en golpear con un martillo un cincel
ejerciendo una fuerza de accion sobre este. Pero el cincel también reacciona haciendo que el martillo se
mueva hacia atras. Cuando dos cuerpos estan implicados siempre la fuerza ejercida por el segundo sobre el
primero (fuerza de reaccién) es igual en magnitud, pero de sentido contrario a la direccién de la fuerza
ejercida por el primero sobre el segundo (fuerza de accién), dando paso a la Tercera ley de Newton
plantea que toda fuerza de accion tendrd una fuerza de reaccion con la misma intensidad, pero en sentido
opuesto. La fuerza resultante se puede precisar como una sola fuerza cuyo efecto es igual al de un
sistema de fuerzas en particular. Si la tendencia de un conjunto de fuerzas es producir un movimiento,
la resultante también lo produce [14], por lo que se puede escribir mediante tres ecuaciones, las cuales

indican la sumatoria de fuerzas en un eje respectivo que seria igual a la masa constante del cuerpo por su

aceleracion
R, =Y Fo=Fas+ Fpo + Fou +- =my - a (117)
R.=Y F.=Fa.+Fp.+Fo.t-- =m.-a (1.19)

Existe una condicién de equilibrio cuando la resultante de todas las fuerzas externas que acttian sobre
el objeto es igual a cero, en consecuencia, aplicando la primera ley de Newton en las tres ecuaciones

anteriores, obtenemos que no hay una fuerza externa que actie sobre éstas.

Ry=) Fy=Fay+Fp,+Foy+-- =0 (1.21)
R.=)Y F.=Fa.+Fp.+Fo.+- =0 (1.22)

Un sistema de fuerzas que no esta en equilibrio puede equilibrarse si se sustituye la fuerza resultante por
una fuerza igual pero opuesta denominada equilibrante. Para el eje de las abscisas la fuerza resultante en
muchos casos es la friccién (f), solo aplicable cuando hay rozamiento de una superficie con otra, mientras

que para el eje de las ordenadas serd la Normal (N). Para hallar la friccién va a ser igual al producto
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de la normal por el coeficiente de friccién cinética (ux) o estatica (us). Este coeficiente viene ya

establecido en varias tablas. [13]
fk = U - N (123)

fs=ps N (1.24)

Para aplicar la condicién de equilibrio en la resolucién de problemas fisicos es necesario aprender a construir

diagramas vectoriales.

-

1. Trace un bosquejo e indique las condiciones del problema. Asegurando representar todas las
fuerzas conocidas, desconocidas y sus angulos correspondientes.

2. Aislar cada cuerpo del sistema en estudio. Realice esto mentalmente o dibujando un circulo
alrededor del punto donde se aplican todas las fuerzas.

3. Construya un diagrama de fuerzas para cada cuerpo que va a estudiar. Las fuerzas se repre-
sentan como vectores con su origen situado al centro de un sistema coordenado rectangular.

4. Represente los ejes x y y con lineas punteadas.

5. Con lineas punteadas trace los rectangulos correspondientes a las componentes z y y de cada
vector, y determine los angulos conocidos a partir de las condiciones dadas en el problema.

6. Marque todas las componentes conocidas y desconocidas, opuestas y adyacentes a los angulos
conocidos.

40

Figura 1.3.2: Polea fija con una objeto con cierto peso W [13].

Ejemplo 1.3.3: El Revocado

En construccién unos albaiiles ocupan una polea para mantener fija una cubeta llena de mezcla
de cemento para hacer un revocado en una pared, como se ilustra en la imagen 1.3.2. Si la cubeta
tiene una capacidad méaxima de 65 kg de mezcla ;Cudl debera ser la tension que ejerce la cuerda,
si el dngulo de inclinacién es de 40°7

Resolucion:

1. Realizar el diagrama de cuerpo libre de la cuerda del sistema
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2. Determinar el peso que ejerce la cubeta de mezcla llena mediante (1.15) y sustituyendo sus
valores.

Wy=m-g
m
= (65 kg) (9.815—2>
— 637.65 N

3. Aplicando la tercera ley de Newton, donde habra fuerza que se opone, siendo en caso Ty, que
es el cable, el subindice y indica la coordenada respecto al eje de la ordenada. Gracias a que el
sistema se encuentra en equilibrio, se procede a ocupar (1.21).

> Fy=T,-W=0
T, =W =637.65 N

4. Para hallar la tension del cable total se ocupan las funciones trigonométricas, sabiendo que T’
es la hipotenusa T}, es opuesta al vértice, la funcién indicada es seno.

T,
sin T
5. Despejamos T' y se procede a sustituir valores.
_ T
~ sinf
63765 N
~ sin40
=992.0073 N
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Figura 1.3.3: Representacién del carro en movimiento [13].

Ejemplo 1.3.4: El impacto

Radl llega un dia a su casa en su Tsuru (masa de 1343 kg) después de llover todo el dia, al bajar
de su vehiculo se le olvida poner el freno de mano, por lo cual el auto empieza a moverse sin
control con direccién a impactarse con otro auto. Ratl vive en una pendiente de 30° de inclinacién.
Determine en que tiempo se impactard su vehiculo si se encuentra a 60 metros, si el coeficiente de

friccién estético (us) entre el caucho y cemento hiimedo es de 0.3. Ver figura 1.3.3.

Resolucion:

1. Realizar el diagrama de cuerpo libre de la cuerda del sistema
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2. Como se aprecie el vector peso (W) se debe descomponer en sus componentes x y y:

a) Para el eje de la ordenada y se ocupa la funcién trigonométrica coseno.

Wy =m-g-cosf
m
(1343 kg) (9.815—2) cos (30)

= 11410 N

b) Para el eje de las abscisa x se ocupa la funcién trigonométrica seno.
Wy=m-g-sinf
= (1343 kg)(9.813@2) sin (30)

=6587.4 N

3. Al aplicar (1.21), esto es debido a que no hay velocidad en el eje y. Para ademds determinar la

Normal (N), que es la fuerza opuesta al vector peso en y (W,).

> F,=0

Y F,=N-W,

N-W,=0
N =W,
N = 11410 N
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. Se deberd ocupar la ecuaciéon 1.24 para encontrar la friccién entre la llanta y el pavimento

himedo. Se ocupa el coeficiente de friccion estatica ya que parte del reposo.

fs = Mg * N
= (0.3)(11410 N)
= 34229 N

. Ocupando la ecuacién 1.17 ya que hay movimiento en el sistema respecto al eje de las =x.

Despejamos la aceleracién en x (a,) y se sustituye los valores correspondientes.

ZFz:mI-am

ZFz:Wx_fs
szfs:mm'ar
Wz_fs
Ay = ———=
m
o — 6587.4 N — 3422.9 N
T 1343 kg
— 2.3563
S

. Ocupando la ecuacién 1.16 se puede determinar el tiempo de impacto, ya que si se sabe que

parte del reposo el vehiculo, su velocidad inicial es cero (v; = 0).

Vf — U
t

vy — (0)
t

vy

t

. Sabiendo de base que la velocidad (v) es igual el coeficiente de la distancia (d) entre el tiempo

(t) se sustituye vy.

ajt
t
d

2

. Despejando la variable de; tiempo (t) de la ecuacién anterior y se evalia.

\/E
t=4/%
a
- 60 m
|/ 2.3563 m/s2
t =5.0462 s
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1.4. Termodinamica

Con la llegada de la revolucién industrial en el siglo XIX ocurrieron grandes avances para la humanidad, ya
que la mano de obra se reemplazo6 por las maquinas de vapor haciendo que los procesos de manufactura
se realizardn de manera méas rapida y con una produccién en masa. Al mismo tiempo surge la necesidad
de poder describir, entender y limitar el funcionamiento de éstas, dando paso hacia la ciencia denominada

termodinamica.

La termodindmica se define como una parte de la fisica que comprende la accién mecénica del calor y las
restantes formas de energia. La aplicacién de esta ciencia en la vida real comienza con la identificaciéon de
un cuerpo particular de materia como foco de atencidn, recibiendo el nombre de sistema [15] y el estado
termodindmico se define en cuantas propiedades macroscépicas son medibles, las cuales dependeran de

las dimensiones utilizadas como son: longitud, tiempo, masa, temperatura y concentracion.
Los sistemas se pueden encontrar en tres tipos:
= Los sistemas abiertos puede intercambiar masa y energia (calor) con sus alrededores.

= Los sistemas cerrados son aquellos que pueden intercambiar energia con sus alrededores, pero no

la masa.
= Los sistemas aislados no permiten la transferencia de calor ni de masa con sus alrededores.

La energia, la presion, el volumen y la temperatura son funciones de estado, es decir, que son las propie-
dades que determinan el estado del sistema, sin importar como se haya logrado esa condicién. Dicho de
una manera mas sencilla, cuando el estado de un sistema cambia, solo dependerd, del estado inicial y el

final sin importar como se halla logrado.

Sistema abierto: Sistema cerrado: Sistema aislado:
Transferencia de Transferencia de Sin transferencia
masa y energia masa, pero no energia de masa y energia

Vaso abierto Vaso cerrado Termeo

Figura 1.4.1: Tipos de sistemas

Durante los afios de 1840 a 1878, el fisico ingles James P. Joule fue uno de los pioneros en la experimentacién
e investigacién sobre la naturaleza del trabajo y el calor. Teniendo éxito en sus resultados, llegando a
reconocer el calor (@) y la energia interna (U) como formas de energia, modernizando el concepto de
energia y permitiendo comprender la primera ley de la termodinamica o ley de la conservacién
de la energia [15] [16] la cual establece que, aungue la energia tome muchas formas, la cantidad total
de energia es constante, y cuando la energia desaparece en una forma, aparece simultdneamente en otras

formas, es decir, que la energia no se crea ni se destruye, inicamente se transforma. Esta ley se puede

30



Capitulo 1. Introduccion a los conocimientos previos

representar de la siguiente manera
AU+ AEg +AEp=Q - W (1.25)

Donde la AU indica el cambio de energfa interna, la AEk es el cambio de energfa cinética, AEp sera el
cambio de energia potencial, la Q el calor y por ultimo W que es el trabajo.

El calor (@) y el trabajo (W) pueden tender tanto signo positivo como negativo y esto dependera de cual
sea su direccién. Esto se refiere a que el calor tendra signo positivo cuando se suministra calor al sistema
y cuando sale tendra signo negativo. Para el trabajo, sera negativo cuando el sistema ejerce el trabajo, es
decir, cuando entra al sistema, y positivo cuando salga del sistema. Solo se podra aplicar la ley de signos
una vez que se vayan a sustituir los valores en cada literal, esto se hace después de que se hayan realizado
los despejes y la eliminacién de las variables correspondientes.

Figura 1.4.2: Representacién de cuando el calor y el trabajo tendran signo positivo o negativo

La segunda ley de la termodinamica [15] [16] establece dos pardmetros importantes. El primero es
que ningun equipo puede funcionar de modo tal que su unico efecto sea convertir completamente todo el
calor absorbido por el sistema en trabajo hecho por el sistema y el segundo enunciado es que no existe
ningun proceso que consista exclusivamente en la transferencia de calor de un nivel de temperatura a otro
mayor. El primer enunciado afirma que el calor no puede convertirse en trabajo, mientras que el segundo
dice que el calor jamds fluye del objeto con mayor temperatura (caliente) al de menor temperatura (frio)
llegando hasta el equilibrio.

Aunque suene ilégico, la ley cero de la termodindmica [16] [17] fue la dltima en demostrarse y la
razén fue que, aunque precede a la primera ley y segunda ley, la necesidad de establecerla como principio
de la termodindmica solo se admitié después de que la primera hubiese tomado su nombre y ésta establece
que dos cuerpos estdn en equilibrio térmico cuando, al ponerse en contacto, sus variables de estado no
cambian. Observar la figura 1.4.3.
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AISLANTE
/
Conductor
‘ Térmico

Figura 1.4.3: Segun la ley cero de la termodindmica, aunque el cuerpo A y B no estan en contacto térmico

directo, se encuentran en equilibrio térmico gracias al cuerpo C'

Un tercer postulado de la fisicoquimica, que algunos toman como ley (lo cual no es) y que es digno de
mencionar es el Teorema de Nernst [17], el cual establece que no se puede alcanzar el cero absoluto (0
K) en cualquier proceso fisico ya que tenderia a detenerse y la entropia se volverd un valor minimo que
se vuelve constante. El estado gaseoso es de los més estudiados de los tres estados de la materia, ya que
su comportamiento de encuentra inmerso en tres grandes variables que estudia la fisicoquimica que son:

el volumen, la presion y la temperatura. Estas tres variables pueden relacionarse en la siguiente féormula:
PV =nRT (1.26)

Esta ecuacién es mejor conocida como la ecuacién de los gases ideales, donde la P serd la presion, la V'
el volumen contenido del gas, n los moles de gas, la R es la constante de gases ideales (que se encuentran
en el apéndice A.1) y T que indica la temperatura. La cual s6lo es aplicable para aquellos gases que
son ideales, ya que en gases reales existen modelos més complejos que se ajustan a las condiciones de

operacion.

1.5. Balance de materia y energia

Como en todas las industrias a nivel mundial, su objetivo es el poder transformar la materia prima y
secundaria, en productos de mayor valor agregado, considerando que la transicion es econémica y favorable
con el medio ambiente. A esta transformacién se le conoce como procesos quimicos, que son el conjunto
de operaciones y procesos unitarios el cual se divide en dos partes,: el primera con respecto al balance
de materia y el segundo al balance de energia.

Un proceso se define como una agrupacién de transformaciones sean fisicas, quimicas, biolégicas o una
mezcla de ellas sobre las materias primas [18]. Todo proceso sigue un mismo patrén que es una entrada de
insumos y una salida de productos, donde puede existir una recirculacién de materia que no interacciono
y de energia recuperada, como se muestra en la figura 1.5.1.

Los procesos para llevar a cabo la transformacién de la materia prima siguen un orden: se parte de
un estado transitorio o no estacionario que consiste en cambios en la materia respecto al tiempo.

Conforme el tiempo pase todas las variables que intervienen se tornaran constantes, llamando a este estado
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RECIRCULACION

PROCESO

ENTRADA

RECIRCULACION

Figura 1.5.1: Representacién grafica de un proceso, donde entra materia y energia, se realiza el proceso

de transformacién y sale materia y energia, donde puede existir una recirculacion.

estacionario, muchos libros de ingenieria manejan este tltimo estado para varios de sus problemas, ya
que facilitan al estudiante el entendimiento de lo que ocurre en la vida real de una forma sencilla, pero
conforme se va apegando mas a la realidad el alumno notara que el estado no estacionario es mas utilizado
para medir los cambios en el proceso y para su solucién se aplica las famosas ecuaciones diferenciales.

26+ Respuesta del sistema
' Valor deseado
. 24
=
@
k7
2 0
o= |
@
°
: [\
a2
3 L
a
w
i
1.8
1) " . .
Tiempo de Respuesta Transitorio ~ Estacionario

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Tiempo (segundos)

Figura 1.5.2: Transicion del estado transitorio al estado estacionario.
En la ingenierfa bésica se requiere de algunos conceptos bdasicos [5] como son: la temperatura, presion,

densidad, volumen especifico, gasto volumétrico, gasto masico. A continuacién se explica brevemente cada

una de ellas.

La temperatura (7T') siendo una magnitud escalar relacionada con la energia interna de un sistema
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termodindmico, la cual se define por la ley cero de la termodindmica, dicho de otra forma, es la energia
cinética que se presenta en forma de vibraciones moleculares, entre mayor energia cinética el cuerpo se

encontrara mas caliente.

La presién(P), se define como la fuerza (F) ejercida por unidad de area (A).

P= 1 (1.27)

La densidad (p) es la relacién entre la masa (m) por unidad de volumen (V'), esta es una propiedad
intensiva, la cual puede determinarse mediante formula o en ocasiones en tablas.
m
= — 1.28
P=v (1.28)
A la reciproca de la densidad se le conoce como volumen especifico (v), este se define como el volumen

por unidad de masa o cantidad de materia.

- (1.29)

El gasto volumétrico o también llamado caudal (V) es la cantidad de volumen (V') que se transfiere

—~

por unidad de tiempo (¢).

V:% (1.30)

Otra forma de determinar el caudal es, obtener el producto de la velocidad del fluido (v) por la unidad
de drea de transferencia (A).

V=uv-A (1.31)
La fraccién masica (w;) es la fraccién de una sustancia de masa m; con respecto a la masa total de una

mezcla Miotar-
m;

w; = (1.32)

Miotal
La suma de las fracciones de masa es igual a 1:

N N
Mtotal = § mg E w; =1
=1 =1

Por tltimo, el gasto maésico o flujo masico () serd la transferencia de cantidad de materia (m) por
unidad de tiempo ().

= (1.33)

También se puede evaluar el flujo masico mediante el producto de caudal (V') por la densidad (p).
m=V-p (1.34)

Al disefiar o analizar cualquier tipo de sistema [18] [19] se debe tener en cuenta ciertas restricciones
impuestas por la naturaleza, siendo la primera la ley de la conservacion de la materia, que establece
de manera objetiva que la materia no se crea ni se destruye, solo se transforma, se ve representada en el

balance de materia

Flujo de entrada de masa al sistema —
Flujo de salida de masa al sistema +

La Generacién de masa dentro del sistema - (1.35)
El Consumo de masa dentro del sistema =

Razon de acumulacién de masa dentro del sistema
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Dentro del sistema es aplicable cuando exista un estado transitorio. Cuando el sistema llega al estado

estacionario la acumulacion tiende a cero, por lo tanto, el balance se ve modificado a

Flujo de entrada de masa al sistema —
Flujo de salida de masa al sistema + (1.36)
La Generacién de masa dentro del sistema ’

El Consumo de masa dentro del sistema = 0

Si no hubiera reaccién quimica durante el proceso, la generaciéon y el consumo se eliminan, quedando

unicamente como:

Flujo de entrada de masa al sistema (1.37)
Flujo de salida de masa al sistema = 0 )

Para la realizacién del balance de energia es muy similar al de materia, pero este se fundamenta
principalmente en la antes mencionada ley de la conservacién de la energia, la cual se ocupa princi-
palmente en los procesos industriales para realizar separaciones por medio de un cambio de fase o de la

transformacién quimica de la materia, quedando como:

Flujo de entrada de calor al sistema —
Flujo de salida de calor al sistema +

La Generacién de calor dentro del sistema — (1.38)
El Consumo de calor dentro del sistema =

Razon de acumulacion de calor dentro del sistema

Como ocurrié en el caso anterior, este balance se aplica cuando el sistema estd en estado transitorio,
cuando se llega el equilibrio la acumulacién de energia tiende a cero, que es el estado estacionario, por lo

cual la acumulaciéon se elimina,

Flujo de entrada de calor al sistema —
Flujo de salida de calor al sistema + (1.39)
La Generacidon de calor dentro del sistema — ’

FEl Consumo de calor dentro del sistema = 0

Y por tdltimo, si es que no existiera alguna fuente que genere o consuma calor, estos se eliminan, por lo

cual se expresa como

Flujo de entrada de calor al sistema (1.40)
Flujo de salida de calor al sistema = 0 ’

1.6. Calculo diferencial

El célculo se distingue de otras ramas de las matematicas ya que este es el estudio de los limites. El cdlculo
diferencial estudia los limites en una funcién, es decir, se refiere a la cercania entre un punto y un
valor. Lo podemos ver de la siguiente manera considerando la funcién

t2—1

t—1

ft) =

Donde el dominio (t) pertenece a todos los niimeros reales exceptuando el 1, esto debido a que al evaluar
la funcién (f(t)) en t = 1 el denominador se vuelve cero haciendo que la funcién se vuelva indefinida, pero

puede calcularse una aproximacién mediante un método grafico.

Lo
ot
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35 7

3 Por la <
derecha
t=a*

Porla
izquierda

vz t=a-
0 0.5 1 15 2 25 3
it

Figura 1.6.1: Método grafico de la funcién f(t) = tf_—_ll Donde (a) cuando se dice que ¢ — a™ indica que
t tiende por la derecha, es decir, a través de los nimeros que son mayores que a. (b) Cuando se dice que
t — a~ indica que ¢ tiende por la izquierda, es decir, a través de los nimeros que son menores que a. (c)

Cuando se dice que t — a indica que t tiende por ambos lados.

Tabla 1.6.1: Cuando la funcién f(t) = t:_—_ll tiende por la derecha

Un punto después de...
t 1.1 | 1.01 | 1.001 | 1.0001
f@) 2.1 | 2.01 | 2.001 | 2.0001

Tabla 1.6.2: Cuando la funcién f(t) = % tiende por la izquierda

Un punto antes de...
t 0.9 | 0.99 | 0.999 | 0.9999
f @) 1.9 | 1.99 | 1.999 | 1.9999

Como se muestra en las tablas 1.6.1, 1.6.2 y con la figura 1.6.1 nos hace una referencia de que un valor

cercano cuando f(t) = % es igual a 2. Una forma de obtener el valor cercano es ocupando el algebra,

usando el método de eliminacién.
-1 (t+DE-1)
t—1 t—1

f(f) = =(t+1)=1+1=2

En el caso de los limites puede haber el caso de que existan o que sean inexistentes, esto dependera si
esta definida para el caso de que el dominio esté cerca del niimero de a. Para ver si un limite existe debe

cumplir dos requisitos: [20]

1. Si alguno de los limites laterales lim+ f(z)y lim f(z) si existen.
T—ra r—a—
2. Siel li_rfl flx)=L1y liin f(z) = Lg, donde L1 = Ly; L € R.

En caso de que alguno de estos dos criterios no se cumpla, el limite no existe. Como se muestra en el

recuadro 1.6.3 algunos ejemplos de cuando el limite existe y cuando no.
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Tabla 1.6.3: Demostracién grafica de cuando un limite existe y cuando es inexistente en cuatro casos

posibles

Grafica Limite

Existe.
lim f(x) = 2% — 42 + 22 + 2
z—1

' Cumple con ambos criterios

T
2 / =
Por la\\\

1 / izquierda .\
/ =8 b Porla

-1 0.5 0 0.5 1 15 2 25 3

Existe.
x? o >1

)

T@ =91 0043 . 122

?

Cumple con ambos criterios aunque la

1 b
\\ Porla /
08 bopslends - - funcién sea por partes
0.6 \ ! // ‘\derecha
N / W
04 \ ///
0.2 \. A
> 0 \\77/’/
0.2
0.4
0.6
-0.8
El
1 0.5 0 05 1 1.5 2
X
Inexistencia.
lim f(z) = Ina?
z—0
_ El limite de ambos lados tiende al infinito,
> —
s haciendo que el primer criterio no se cumpla
, o
//
(I y P
1 R N\ // '
\ Y
>-2 \ p
\ /
3 \\ "/
\ 1/
= Porla \ ““ Porla
5| izquierda | dered':‘
x =00~ | Xx=00
5 1if
1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3
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Inexistente.
22 -3z +1 ; =>4

xTr) =
/(@) 2x — 3 ; A<
5 — El primer criterio si se cumple, ya que si
existe pero el segundo falla ya que no es el
Y X:4.021 / 1 . .
v-6.042| « Porla mismo valor del limite.

derecha

6 L&
X:4 x=a*
Por la Y:5
5 izquierda )
®i=as V4
> i
4 "

/

3 3.2 34 36 38 4 42 44 46 48 5

El calculo diferencial surge de poder encontrar soluciones a problemas geométricos y fisicos dando como
resultados la derivada. El concepto de derivada como interpretacién geométrica es hallar la recta
tangente a la grafica de una funcién f. Mientras que en un aspecto fisico es una razén instantdnea de

cambio [21].

L L
i Y4 Recta
Recta tangente en Rectas
tangente en \ P (a, fla) Q Secantes
P (a fla)

//:\/,/

(a) Recta tangente L respecto a una grafica f(z). (b) Pendientes de rectas secantes en el punto P.

Figura 1.6.2: Funcién de una derivada.

Se debe suponer que y = f(z), como se muestra en la figura 1.6.2(a). Donde L es la recta tangente a la
funcién y el punto P es el punto donde la toca. Para encontrar la ecuacién de la recta tangente se requiere

de las coordenadas de P y la pendiente myqy,.

Determinar las coordenadas de P no es complicado ya que este debe especificarse, pero el problema surge a
raiz de encontrar el valor de la pendiente m;,,,, por lo cual una aproximacién facil es usando las pendientes
de las rectan secantes mg., que pasan por el punto P y cualquier otro punto @ sobre la grafica. Observase
la figura 1.6.2(b).
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L Q(a+h flath)

" Rectas

Recta -
tangente en : Secantes
P(afl) I\ f@th-fl@

Figura 1.6.3: Rectas secantes se mueven hacia la recta tangente L cuando h — 0

Analizando la figura 1.6.3 se aprecia que las coordenadas de P son (a, f(a)) y la coordenada @ serén
(a+ h, f(a+ h)) siendo la pendiente de la recta secante que pasa por Py @ es

__cambioeny  fla+h)—f(a)  fla+h)— f(a)
Msee = ambioenx (a+h)—a n (1.41)

En la ecuacién 1.41 la expresion de la derecha se llama coeficiente diferencial. Cuando h tiende a valores
més cercanos a cero (h — 0) el punto @ se mueve més cerca del punto P. Entonces la recta secante se

aproxima a la recta tangente, en otras palabras
Mian = M Mgee (142)
h—0

Sustituyendo la pendiente de la recta secante (mg..) en la expresién anterior dada por la ecuacién 1.42

Ejemplo 1.6.1: Velocidad instantanea

La velocidad instantéanea es aplicable cuando una particula se desplaza a lo largo de un eje de coor-
denadas en funcién de su posicién f(t), siempre y cuando el limite exista y no tienda a mas/menos
infinito (£00). Demostrar si f(¢) = 9¢? cuando el tiempo corresponde a 2 segundos. Problema
tomado de [21].

Resolucion:

1. Aplicando (1.42), sustituyendo las pendientes por velocidades (v).

2. Sustituyendo por (1.43).
e flath) - fa)
h—0 h

3. El valor de a corresponde al tiempo indicado de 2 segundos mientras que h se mantiene cons-
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tante. ) )
o — lim 9(2+ h)* —9(2)
h—0 h
4. Resolviendo el binomio.
. 9(h?+4h+4) —9(4)
v = lim
h—0 h
. 9h? + 36h + 36 — 36
v = lim
h—0 h
5. Se eliminan términos semejantes y se simplifica la ecuacion.
. 9h% + 36h
v=lim ————
h—0 h
6. Se factoriza el polinomio por factor comuin.
v — Tfm h(9h + 36)
h—0 h
7. Se eliminan términos semejantes y se simplifica la ecuacién.
v = lim 9h 4 36
h—0
8. Se aplica el valor del limite, cuando A — 0.
v =36
9. Esto se puede comprobar mediante un método grafico

L T T T

Desplazamiento
Velocidad

80

70

60

50

40

30

20

Como se explicé la pendiente de la recta tangente y la velocidad instantdnea son cambios. Por lo que la
derivada en su explicacion més sencilla es eso un cambio, entonces la derivada de cualquier funcién f es

otra funcién f’ (f prima) cuyo valor en cualquier nimero x es

flz+h) = fz)
h

" = 1im

h—0

(1.44)
Solo cuando el limite existe, se dice que f es derivable en x. La derivacién es el nombre que recibe el
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determinar una derivada [22].

Ejemplo 1.6.2: Encontrar la derivada

Encuentra la derivada de las siguientes funciones.

(@) flz) = —a?
(b) f(x) = 4x+9; cuandoz =3

Resolucion:

Para la parte (a)

1. Ocupando (1.44), se sustituye por la funcién que se esta proporcionando en el inciso (a) y se
evalia quitando paréntesis

y e (@4 h) P = (2P
= Jimy h

1 L

) a2+ 2hx+h2 T
= Jim, h

2. Se realiza una suma de fracciones y se simplifica.

_;v2+2h:v+h2 —z?
£ = 1im x2(x? + 2hx + h?)

h—0 h
2hx + h?
;L - 22(22 + 2ha + h?)
I= h

3. Se juntan términos semejantes y se hace divisién de fracciones (Método del sandwich).

, , 2hx + h?
f' = lim
h—0 h(z? + 2hx + h?)x?

4. Se factoriza el numerador y se eliminan términos semejantes (h).

h(2x + h)
N
! B0 h(x? + 2hax + h?)z?
o= lim 2x+h

h—0 (22 + 2hx + h2)x?
5. Se aplica el valor del limite, cuando h — 0 y se simplifica.

, 2z 2z 2
o v e

Para la parte (b)
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1. Ocupando (1.44), se sustituye la funcién por la que se nos proporciona en el inciso (), cambiando

el valor de x por el valor de 3.

fl _y [4(3 +h)+ 9} — [4(3) + 9]
= a0 h

2. Se evaltia la expresion quitando paréntesis y se eliminan términos semejantes.

12+4h+9-12-9

! 1z
;= Jim h
4h

/:1/ -
! hlg})h
I 12
=i

fr=4

Para finalizar el método de derivacién entre mayor cantidad de variables independientes (x) mayor serd
el proceso para evaluar la funcién, por lo que a lo largo de la historia se han encontraron varias férmulas
para facilitar el proceso las cuales se pueden encontrar en la literatura como [20] [21] [23].

1.7. Calculo Integral

El calculo integral, es conocido como una extensién del calculo el cual estudia el proceso de integracion,
también es conocido como la antiderivada, esto es debido a que una de sus aplicaciones es encontrar la
derivada original. El calculo integral se origina al cdlculo de areas y volimenes de figuras geométricas en
la antigua Grecia, pero no fue que hasta el siglo XIX que adquirié su propio estudio independiente, esto
debido a que las funciones empezaron a ser mas complejas para explicar los fenémenos que ocurrian en

las areas de fisica y matematicas.

Haciendo que la integracién sea una de las herramientas maés ttiles del calculo, tanto para ingenieros como
para matematicos, ya que no solo se limita al calculo de areas de regiones planas o volimenes de sélidos,
si no también en calcular longitudes de curvas, centros de masas, momentos de inercia, representaciéon de
magnitudes fisicas como: el trabajo, la fuerza ejercida por la presién, o la energia potencial en un campo
de fuerzas [22].

La integracién para su demostracién en el drea de matematicas es la integral de Lebesgue y para un
aspecto de ingenieria se ocupa la integral de Riemann [21] los cuales son bastante largas, a comparacién
del céalculo diferencial, y la resoluciéon de una integral dependera del método a ocupar como puede ser una
integracién directa, por sustitucién, por partes, productos de dos funciones, entre otras. Existiendo ya
formulas para su integracién que solo es cuestién de buscarlas en libros como [22] [23] [24] o en el mismo

Internet buscar formulas de integracion.

La integral puede ser definida, mediante valores limites (valor superior y valor inferior) definidos o puede
ser indefinida lo cual no contiene valores limites, pero debe contener siempre un +C' que indica una

constante finita. A su vez se subdivide dependiendo del nimero de variables, como es:
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1.7.1. Calculo Integral de una variable

Ejemplo 1.7.1: Resolver las siguientes integrales

Resolver las siguientes integrales ocupando las formulas que se encuentran en el apéndice A.4.

(a) 3 3/m2dm
(b) /1<%+3x+2>dm

Resolucion:

Para la parte (a)
1. Ocupando la féormula de.

1
/u"du = n—Hu""’l—i—C; si o n#—1

2. Donde u serda x y n serd la exponente que es 2, para después sustituir dichos valores.

1
/xde =_—— "2 4 C

2+1
Lo
= —x
3
3. Gréaficando la funcién.
40 [ T LI T T L] T T T T /
Integral

Funcion
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Para la parte (b)

1. Debido a que no existe una formula directa, sin embargo al ser una suma, la integral se puede

3 .3 3 3
/ —dsc—l—/ 3:cdx+/ 2dx
1 2 1 1

2. Se deberd a ocupar las formulas adecuadas, para la primera integral que es:

3,3
/ x—dw
1 2

dividir en varias partes.

a) Ocupando la férmula adecuada
/u"du = ﬁu"““l +C; si n#-1

b) Sustituyendo

¢) Debido a que es una integral definida no se debe poner el +C, sino un | que indica de
donde a donde se esta evaluando y se procede a hacer una sustitucién, donde al limite
superior se le resta el limite inferior.

1 1
§(3)4 - §(1)4 = 10 unidades cuadradas (u?)

3. Se procede a ocupar las férmulas adecuadas para la segunda integral que es:

3
/ 3xdx
1

a) Ocupando la férmula adecuada

1
/u”du = mu"“—!—C’; si n#-—1

b) Sustituyendo

3 1 1y
de =3 ——
/13:53: 3(1 7% )

323
f2x1

¢) Evaluamos la integral
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3
/ 2dx
1

/aduza-u+0

3
/ 2dr = 2|3
1

2(3) — 2(1) = 4 u?

4. Para la tercera integral:

a) Se ocupa la férmula

b) Sustituyendo

¢) Evaluando

5. Se realiza la suma adecuada de cada valor obtenido de la integral

10u? + 12 4% + 4 4% = 26 4>

1.7.2. CaAlculo Integral de multiples variables

Las integrales de una variable son bastante sencillas ya que solo hay una variable que se esta evaluando. El
problema surge cuando se quieren evaluar areas o volimenes. Es por eso que una integral doble es una
manera de integracién sobre una regién bidimensional, la cual permite calcular el area bajo una superficie
[21]. Dada una funcién de dos variables f(z,y), en coordenadas rectangulares, se puede encontrar la gréfica

y una region rectangular del plano zy al tomar la integral de una integral esta es la funcién de y.

/y y ( /m m f(wy)d:c)) dy (1.45)

/m " < "t y)dy)> do (1.46)

1 Y1
La otra integral estd en funcién de x que podra verse muy diferente pero el resultado serd el mismo, lo
que se hace es evaluar dos veces la integral aplicando los limites que se establezcan. Asi como existen
coordenadas rectangulas en planos bidimensionales también hay coordenadas polares y la integral se
modifica, ya que tendra el siguiente aspecto

/T /O " £(r,0)drdo (1.47)

Donde r serd el radio y 6 el angulo.

Ejemplo 1.7.2: Integral doble

Evaluar la siguiente integral doble.
2 4
/ / gdyclac
1 J1 X

Resolucion:

1. Evaluamos primero la variable y.
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a) Considerando la ecuacion, la variable x se puede determinar qué es una constante, por lo

que sale de la integral y se integra tinicamente en y para después evaluarla.
2 4 2
1 1/1
Joa ()= [ 5 Gt o
1 T \J1 1 T \2
2
11
2l
1 T |2
B /2 115
), x 2

2. Evaluando la variable z.

a) Sacamos las constantes de la integral y se resuelve mediante formula directa y después se

procede a evaluar los valores limites en .

15 /21 15
-~ | 2
AR B n(l")h
1
:?5(1112—1111)
15

=—In2u’
2nu

Asi como existen dobles integrales para hallar areas, también existen triples integrales para encontrar

volimenes:

= Para coordenadas rectangulares, encontrar el volumen de un cubo o un prisma rectangular:

dV = dzdydz (1.48)

///Rf(x,y,z)dv (1.49)

= Para coordenadas cilindricas, encontrar el volumen de un cilindro:

dV = rdrdfdz (1.50)

///Rf(r,e,z)dv (1.51)

= Para coordenadas esféricas, encontrar el volumen de una esfera:

dV = r%sin (¢)drdfde (1.52)
///Rf(r,Q,qS)dV (1.53)

1.8. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Las ecuaciones diferenciales surgen intimamente para la resolucién de cuestiones fisicas y geométricas,
como por ejemplo el movimiento planetario. Siendo el padre de la fisica Isaac Newton quien comenzé con
el nacimiento de éstas ecuaciones en su tipo ordinaria, la cual plante6 una relacién entre dos cantidades

y sus diferencias, para hallar una relacién entre ambas cantidades. La definicién de ecuacién diferencial
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[23] de una manera técnica es una ecuacién que contiene derivadas de una o més variables respecto a una

o0 més variables independientes. Este tipo de ecuaciones se clasifican de tres formas:

= Tipo
Cuando una ecuacion diferencial solo contiene variables de una o més variables dependientes respecto

a una variable independientes es conocida como ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO)

dy  dw 3
ﬁ‘f'a—w 3y

En cambio, si esta ecuacion tiene varias variables independientes es una ecuaciéon diferencial

parcial (EDP) [25] las cuales se verdn en la siguiente seccién

dy Ow

279 _ Y7

or ot
= Orden

Sea una EDO o EDP el orden la determina la mayor derivada en la ecuaciéon

d’z  ldx x
— +-— —2—-=3z
a2 2.dt t
Una EDO de orden se puede expresar mateméticamente con una forma general
F(Iayayla'“ayn) =0 (154)
Donde F' nos indica una funcién con valores reales y™ sera la maxima derivada.

= Linealidad
Una ecuacién diferencial de n—ésimo orden es lineal (ecuacién 1.54) si F' es lineal en y, ¢/, ..., y™.
Esto significa que una EDO de n—ésimo orden es lineal cuando

dny n—ly dy
a(x)dx—n + am-1(x) e 4+ .+ al(x)% +ap(z)y = g(x) (1.55)

Las condiciones para que sea una EDO lineal es que cumpla dos requisitos [23]:

1. Las variables dependientes y y todas sus derivadas y, 4/, ..., 4™ son de primer grado, es decir, la
potencia de cada termino que contiene y es igual a 1.

2. Los coeficientes de aq, ..., a, de y,7/, ...,y depende a lo més de la variable independiente x.

Para resolver este tipo de ecuaciones existen una gran variedad de procedimientos, pero para los fenémenos
de transporte los que tienen mayor aplicaciéon son cuatro: variable separables, EDO homogéneas, EDO no
homogéneas y de tipo Cauchy-Euler. El método de variables separables [24], donde su férmula general
es

R (1.56)

Donde g(x) es una funcién lineal respecto a x, mientras que h(y) es una funcién lineal respecto a y donde
ambas funciones se estdn multiplicando. La forma de resolver esta EDO es mediante un despeje, para
que cada funciéon quede con su respectiva variable, e integrar ambos aspectos de la igualdad y finalmente
despejar la variable dependiente.

Ejemplo 1.8.1: EDO por variables separables

Resolver la siguiente EDO por el método de variables separables.

dzx 11—z

47



Capitulo 1. Introduccion a los conocimientos previos

Resolucion:

1. Viendo la forma que tiene la ecuacién e identificando g(x) y h(t).

glz)=1—x

2. Despejando a (1.56) y sustituyendo las variables.

A= by
g()

dx _ﬂ
1—x 3

3. Integrando ambos aspectos de la ecuacién.
de [ dt
-z )

4. Resolviendo cada aspecto de la integral, debido a que es una integral indefinida recordar el +C.

1
—ln(l—x)-f—Cl:—M-'—CQ

5. Despejando la variable dependiente, siendo z.

a) Aplicando la leyes de los exponentes.

1
L _ o sastta
1—=x
L 1
T
e—ﬁ-‘-cz-i-cl
1
r=1+
6_72('5172) +C2+Cy

b) Simplificando la ecuacién. Cabe destacar que cuando se suman o restan varias constantes,

como es el caso de Cy — C7 se puede poner como una sola constante C.

1
r=14+—7—
e 2(t£2) +C
¢) Aplicamos ley de multiplicacién de exponentes.
1
=14 ——75——
e 202 eC
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d) Cuando se haya e la constante C absorbe a la e y se vuelve una constante.

—_

x:1+C~62<t_2)

6. Obteniendo que la funcién solucion es

z(t)=1+C" e/

Las ecuaciones diferenciales de primer orden pueden expresarse en forma general como

Z—z + P(z) -y = R(x) (1.57)

Donde Py R son dos funciones tinicas de x que son continuas en un intervalo de interés. Para la resolucién
de este tipo de problemas se ocupa un factor de integracién [24] que en varias literaturas se denota
como p(x) que es igual a

w(z) = ef P (1.58)
Y la forma para evaluar esta EDO es mediante la siguiente forma

L) (/u(az) R(X)da + C) (1.59)

y(x) =
p(x

Como se observa, al resolver una ecuacién diferencial sale una constante C la cual tiene una cantidad

infinita de nimeros reales, por lo que si se desea tener una solucion tnica se deben implementar valores

iniciales que se definen como una ecuacién diferencial ordinaria junto con un valor especifico (f) de la

funcién desconocida en un punto dado del dominio de la solucién. Su definicion matematica es

y"(z) = flz,y(t))

Las definiciones matematicas pueden ser algo complejas a primera vista, pero ya aplicadas es mas sencillo
su entendimiento.

Ejemplo 1.8.2: EDO con valores iniciales

Resolver la siguiente EDO lineal, aplicando su valor inicial.

dA
B-— — A=2B?
dB
Con valor inicial de

A1) =5

Resolucion:

1. Dividiendo toda la ecuacién entre B, para que la ecuacion diferencial quede sola y se pueda

simplificar.
dA A
iz B
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2. Determinar las funciones P y R de la ecuacién.
1
PB) = ——=
(B) = -
R(B) = 2B
3. Se procede a determinar el factor de integracién (1.58).
uB) = ol B
e~ InB=B""
4. Sustituyendo los datos obtenidos en (1.59).

A(B) = % U B'(2B)dB + C}

5. Resolviendo la integral.

AB) = 1/13<232BBd§+C>
- B 1B

6. Se obtiene la ecuacién general.
A(B)=2B*>+C-B

EN

. Para aplicar el valor inicial y encontrar la constante C'.
a) Se despeja la constante de integracién C.

A(B) - 2B?

¢= B

b) Se sustituye los valores iniciales en cada literal.

5 2(1)2

C= 1

=3

8. Para hallar la solucién particular se sustituye el valor obtenido de C en la ecuaciéon general y

se simplifica.

A(B)=2B*+3B
= B(2B +3)

Las ecuaciones diferenciales de primer orden pueden resolverse de una manera ”sencilla” ocupando un
factor de integraciéon o por variables separables. Pero no ocurre el mismo caso para las ecuaciones di-
ferenciales de segundo orden o de orden superior, ya que no presentan un procedimiento general. Este
trabajo se enfocard principalmente en las ecuaciones lineales de segundo orden ya que se encuentran con
mayor frecuencia en la practica. Estas ecuaciones lineales de segundo orden se pueden expresar de

la siguiente forma

y" + P(x)y + Q(x)y = R(x) (1.60)
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Donde P, Q y R son funciones dadas quienes, no dependen solo de la variable independiente y son cons-
tantes. La funcién R(z) es diferente de cero se dice que es una ecuacién diferencial lineal no homogénea,
mientras que cuando es igual a cero se dice, que es una ecuacién lineal homogénea de segundo orden,
como

y" +P(a)y’ +Qx)y =0 (1.61)

Las ecuaciones lineales homogéneas de segundo orden, cuando sus coeficientes son constantes [23] [24]
se pueden resolver de una manera sistematica, las cuales primero deben tener una estructura similar a la

siguiente ecuacién, donde a, b y ¢ son coeficientes reales y diferentes de cero
ay’ +by +cy=0 (1.62)

Este tipo de ecuaciones siempre tienen dos soluciones lineales independientes que son y; y 42 que son

aplicables en cualquier intervalo con una solucién general que se expresa como
y = Ciy1 + Cayo (1.63)

Donde Cj y C5 son constantes arbitrarias. El poder hallar estas dos soluciones, y; y 32, es agregando
una funcién solucion y sus derivadas después de multiplicarlas por algunas constantes. La tnica funcién
elemental cuyas derivadas son multiplos contantes de la misma funciéon exponencial es e™*, donde m es

una constante, por lo tanto

y — eme
y/ _ me™m®
y// — m2€mz

Sustituyendo estas tres funciones en (1.62), se obtiene
a(m?e™®) 4+ b(me™*) + c(e™*) =0
Factorizando la expresion anterior y simplificando

e™®(am? + bm + c) 0
am? +bm + c = 0

Esta ultima expresién algebraica obtenida es llamada ecuacién caracteristica, ya que se obtienen los
valores aceptables de m que caracterizan la soluciéon de una ecuacién diferencial dada. Para resolver el

polinomio de segundo grado se resuelve mediante la formula cuadratica o formula general

o —b+Vb? — dac

% (1.64)
Esto da los valores permisibles de m y las soluciones son
yi = em™e Yo = em2® (1.65)

Ejemplo 1.8.3: EDO de segundo orden homogénea

Resolver la siguiente ecuacion diferencial homogénea de segundo orden.
1/ / 1
3y’ — 4y + 2Y= 0

Con valor inicial de
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Resolucion:

1. Determinando los coeficientes constantes a, b y c.

2. Sustituyendo en (1.64), las constantes.

a) Para mq, el signo + serd positivo.

o (A + V(A7 - 4B3)(1/2)
e 2(3)
_4+V10
-

b) Para ms, el signo + serd negativo.

_4-10
=

3. Sustituyendo los valores en las soluciones en (1.65)

4-v10 . 4-V10 .
Yy =¢€ 6 Y2 =€ 6 '
4. Sustituyendo en la ecuacién (1.63).
4410 4-v10 .

y=Cre 6 T4 (Che o

5. Obtenida la solucién soluciéon general, se evaliia las condiciones iniciales, tomando el primer

valor inicial donde y(0) = 2 y sustituyendo en los valores de z =0y y = 2.

9 = Oy O | 0,00
2= 0160 + Cgeo
2=C1+Cy

6. Al no tener solucién ya sea para Cj; o Cs, se aplica la segunda condicién inicial, donde la

ecuacion general se debe derivar respecto a la variable independiente, en este caso es x.

— % Z

_ 4+6\/ 100164+\/ﬁ n 4+6\/ 100264—GJEZ,
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7. Una vez derivado, se procede a ocupar la segunda condicién de frontera y'(0) = 0.

0— 4 +6\/1_Ocle4+%ﬁ(0) n 4 +6\/1_OC2647(\5@(0)
4 10 44+ /10

0 = +T\/_0160 + +TC260
4 10 4 10

0 +\/_Cl+ +\/_02

6 6

8. Se obtienen dos ecuaciones y hay dos incégnitas, C7 y Cs, se procede a resolver el sistema de

ecuaciones. Obteniendo

Cy =—342/1291 y  Cy = 1291/570

9. Sustituyendo los valores obtenidos en la solucién general para obtener la solucién particular.

4-v10

342 arvio, 1291

\/10w
__e 6
1291 670

Y= e

Para resolver las ecuaciones lineales no homogéneas es favorable el utilizar el método de variacién de
parametros [23] [24]. El método consiste en volver primero una ecuacién no homogénea en homogénea

relacionada (yp,) y resolverla llegando a la ecuacion (1.63).
yn = Ciy1 + Cay2 (1.66)

Posteriormente para la solucién particular de la ecuacién no homogénea (y,), de la forma de la ecuacién

1.60, las constantes de la ecuacién (1.66) se sustituyen por u; y us.

Yp = U1y1 + U2Y2 (1.67)
Para hallar las funciones u; y us se ocupan las siguientes formulas.
- R(z
up = — WT()dx (1.68)
- R(x
uy = le()dx (1.69)

Donde y; y y2 son soluciones de la homogénea, R(z) es la que aparece en la parte derecha de la ecuacién
no homogénea y la W que es el Wronskiano de las soluciones y; y y2. Para determinar el Wronskiano

se ocupa la siguiente ecuacién, por el método de determinante.

W= Y Y2 (1.70)
Y1 Y2

Y para obtener la solucién general de la ecuaciéon diferencial no homogénea va a ser la suma de la solucion

particular més la solucién homogénea relacionada.

Y =yp+yn=wy1 +uy2 + Cry1 + Cay (1.71)

Ejemplo 1.8.4: EDO de segundo orden no homogénea

Resolver la siguiente ecuacion diferencial.
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Resolucion:

1. Pasar la ecuaciéon no homogénea a homogénea.
!
y'—4y=0

2. Determinemos los coeficientes constantes a, b y c.

3. Sustituyendo en la ecuacién (1.64), las constantes.

a) Para mq, el signo + serd positivo.

04 +/0)2 —4(1)(—4)
2(1)

my =

=2
b) Para ms, el signo + serd negativo.

ms =

4. Sustituyendo los valores de m; y mg en la ecuacién (1.65).

p=e y  pp=e

5. Sustituyendo en la ecuacién (1.66).

6. Para obtener el Wronskiano.

a) Primero se obtienen las derivadas de y1 y yo.

e

e2;v e—?m
2€2x _26—290

¢) Se ocupa el método de la determinante.

b) Generamos la matriz.

w

W = (e?*)(—=2e72) — (e72%(2e%*) = —4

7. Se procede a determinar las funciones u; y us.
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a) Para la funcién u; se ocupa (1.68).

Uy

72x_1 22x_
_/e /2e o

—4

= / xdx

2

-

[N}
=~

1
16"
b) Para la funcién ug se ocupa (1.69).

217.1 22z.
WZ/wdx

—4
1 4
5 (=) /e xdx
1
= —— (4 —1)e*®
1298
8. Sustituyendo en (1.67)
I o 5 1 4z -2
_ T _ (4 1 T T
=167 ¢ T gggdr T e e
I 5 9 1 2
S T 4z —1)e>
67 ¢ " 1ozt e
1 1
—_ 62:E 2 7( . )
16 1298

9. La solucién general sigue la ecuacion (1.71).

1 1
Yy = 62z |:161'2 — TQS(ZLJJ — 1):| + Cl€2x + 026_21

En matematica, la ecuacién de Cauchy-Euler, se trata de una ecuacion con coeficientes variables cuya
solucién general siempre se puede expresar en términos de potencias, senos, cosenos, funciones logaritmicas
y exponenciales. Este método de solucién es bastante similar al de las ecuaciones con coeficientes constantes

porque se debe resolver la homogénea asociada. La ecuacién de Cauchy-Euler sigue la siguiente forma

dn dn—ly dy
n n—1 —
A" T+ anaz" T o s  aoy = g(x) (1.72)
Donde los coeficientes ag, an_1, - - ., ag son constantes reales. La ecuacion de Cauchy-Euler tiene la carac-
teristica de que el grado k =n,n —1,...,1,0 de el grado de la potencia z* coincide con el orden k de la

diferencial d*y/dx*. Algunos ejemplos son

d*y dy
32°— 4 br—— = 0
Vg T Y
Zd*y 1 dy 3 90
T E—!—Ew%—l—y = dx’e

Para empezar la resolucién de este tipo de ecuaciones, primero se debe resolver como si fuera una ecuacion
homogénea y posteriormente resolver la parte no homogénea por variaciéon de parametros. Para la soluciéon
de la ecuacion diferencial de Cauchy, se supone que dicha solucién tiene la forma y = ™ donde m sera

ot
ot
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una variable por determinar en la cual dependiendo de los valores que resulten viene dada la solucién. Al
aplicar esta solucién se deben encontrar las derivadas que aparezcan en la ecuacién diferencial, realizar
las respectivas sustituciones y proceder a resolver la ecuacién polinémica en funciéon de m que resulte.

Supongamos que tenemos una ecuaciéon de Cauchy-Euler de segundo grado homogénea
asx®y" + a1xy’ + apy =0

Asi si y = 2™ es una solucién de la ecuacién diferencial siempre que m sea una solucién de la ecuacién

auxiliar. Como la ecuacién diferencial es de segundo orden, se debe determinar la segunda derivada.

y = ™
y/ — ml’Tﬂ_l
Yy = m(m—1)zm2

Al realizar las sustituciones en la ecuacion diferencial, se tiene
asz*m(m — 1)2™ 2 + ayzma™ ' + apz™ = 0
Realizando las multiplicaciones de términos semejantes en x, se llega
agm(m — 1)a™ + ayma™ + apz™ =0

Aplicando factor comin

2" agm(m — 1) +arm 4 ag) =0

Como z™ # 0, se tiene que

agm(m —1)+am+ay = 0
asm? —agm+aim+ay = 0
azm?®+ (a; —ag)m+ag = 0

Hay tres casos distintos a considerar que depende de si las raices de esta ecuacion cuadratica son reales y

distintas, reales e iguales o complejas. En el ultimo caso las raices aparecen como un par conjunto.

Caso I: Raices reales y distintas Sean m; y mo las raices reales, con m; # my. Entonces y; = 2™

y y2 = 22 forman un conjunto fundamental de soluciones. Por consiguiente, la soluciéon general es:

y = Cra™ + Coz™? (1.73)

Caso II: Raices reales repetidas Si las raices son repetidas (esto es, si m; = ms), la solucién general
es de la forma
y=Crax™ 4+ Cox™ Inzx (1.74)

Caso III: Raices complejas conjugadas Si la ecuacion caracteristica de segundo orden tiene las
raices complejas conjugadas, entonces m; = a4+ 118y ms = a — i3, donde 'y 8 > 0 son reales, entonces

una solucién
Y= Clxo‘“ﬂ + sz(x—iﬂ

O visto de una solucién general [23]
y=a%[Cicos (flnz) + Cysin (Slnx)] (1.75)
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Ecuaciones con coeficientes constantes

Soluciones generales

Y +oay=0 y=Cre o?

y' +ay=0,a>0 y = C cos(ax) + Cy sin(ax)

y' —ay=0, a>0 vo= Cret™ + Che™ ¢
7 y = C4cosh(azx)+ Cssinh(az)

Ecuacién de Cauchy-Euler

Soluciones generales, x > 0

22y + 2y —ay=0, a>0

y = Ciz7*+Coz® a>0
y = Ci+Ciln(z) a=0

Ecuacién paramétrica de Bessel (v =0)

Soluciones generales, © > 0

zy”" +y + ey =0

y = C1Jo(az) + CoYy(ax)

Ecuacién de Legendre (n=0,1,2,...)

Las soluciones particulares son polinomios

(1—2%)y” —2zy +n(n+ 1)y =0

y = Px) = 1,
y = Pi(z)

y = Py(z) = %(3952 -1
y = =

|
B

ot
=



Capitulo 2

Ecuaciones Diferenciales Parciales
(EDP)

Esta disciplina suele ser de las més confusas para el alumno, debido a que se debe tener suficiente dominio
sobre algebra, identidades trigonométricas, hiperbdlicas, calculo, teoremas, saber resolver EDO, asi como
tener conocimiento minimo en programacién, ya que muchas soluciones de las parciales son soluciones
graficas. Las ecuaciones diferenciales parciales tiene una gran aplicacién tanto fisica como matematica, ya
que permite evaluar el comportamiento en dos o més variables en un sistema [23] [25], ya que en el drea de
ingenierfa y sobre todo cuando recién se esta en formacién, es comin trabajar con ejercicios de idealidad
y referirse a tablas para la obtencién de ciertos datos, pero en la vida cotidiana se ven involucrados
muchos factores que impiden trabajar con procesos ideal. Empezando por definir que las Ecuaciones
Diferenciales Parciales (EDP) son similares a las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias con la

diferencia que la funcién ahora depende de méas de una variable. De una forma maés precisa, teniendo

una funcién v = u(xy,xs,...,%,), una ecuacién diferencial parcial en u es una ecuacién que relaciona
cualquiera de las derivadas parciales de u entre s{ y/o con cualquiera de las variables (z1,za,...,z,) y u.
Antes de empezar con los ejemplos, se necesita conocer la notacién que se maneja en las EDP. En vez de
poner algo dificil de manejar como %, se puede escribir escribirla como
ou
Uy = —
T Ox
Para derivadas de orden superior, se leen los subindices de izquierda a derecha, por ejemplo
0 (0Ou 0%u
u:E = _— _— =
Y Oy \ Ox Oydx
0 (Ou 0%u
Uzz = a |\ 5 = a o
0z \ 0z 022

Es importante categorizar las EDP por su orden, asi como se hizo con las EDO, sucediendo lo mismo
[25] [26] [27]. Se define el orden de la EDP de acuerdo a la derivada de mayor orden que aparece en la
ecuacion, por ejemplo si se tiene Ugzy + Uzy — Uy = 0, la derivada de mayor orden es gz, la cual indica
que es de tercer orden. Al igual que con las ODE, la variable dependiente en una EDP generalmente se
desconoce y se debe resolver. Una solucién de una EDP, entonces, es cualquier funciéon u que satisface la

EDP de manera idéntica, es decir, para todos los valores posibles de la variables. Con frecuencia, se buscan

o8
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funciones que sean soluciones de un EDP dado en alguna region restringida [23] [26]. Ademds, para
garantizar que nunca haya un problema con el orden de diferenciacién, se necesita cualquier solucién u de
n-ésimo orden EDP para tener la propiedad de que todas las n-ésimas derivadas parciales de u existen y

son continuos.

2.1. EDP el comienzo

Para resolver una EDO de este tipo p

ﬁ =0
Se integra por partes y se obtiene y = C', algo igual ocurre con las EDP, excepto que hay que recordar que
son derivadas parciales, por lo que cualquier antiderivada que se tome serd, en un sentido, antiderivadas
parciales o integrales parciales [26]. Si se tiene EDP de la forma u, = 0, donde tunicamente hay una
variable independiente que es x. Para ser mas precisos el orden de la funcién corresponde a u = u(x,y).

Para resolver

U, =0
ou
%—0

ou = (0)0z
/5‘u=0/8m
u=f(y)

Donde f es alguna funcién arbitraria en y y representa una solucién general de la EDP u, = 0. Si se
quiere determinar una solucién particular, se ven involucradas funciones arbitrarias o condiciones de
frontera [26] [27].

Ejemplo 2.1.1: Resolver la primera EDP

Buscar la solucién general de u = (z,y) de la funcién

uz=x2+y2

Resolucion:

1. Aplicando la integra en funcién de z
ou 9 o
%dx:/(x +y )dx

$3
ul,y) = 5 + zy® + f(y)

Donde f(y) es una funcién arbitraria de y.
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Ejemplo 2.1.2: Resolver la siguiente EDP

Buscar la solucién general de u = (z,y, z) de la funcién

umzz:x_yz—’_y?)

Resolucion:

1. Se resuelve mediante la primera integral en funcién de z.

03u
Wdzz/(x—yz—i—f)dz
0?u 1 5 4
Beds — LF T ayE Yz + fy)

2. Nuevamente, se aplica la segunda integral en funcién de z.

0*u 1 5 4
/mdz'—/[xz—l—iyz +y z—l—f(x,y)} dz

ou 1 1 1
a—z = 533/22 + 63/23 + 5y3z2 + z2f(x,y) + g(z,y)

3. Por ultimo, se realiza la ultima integral, en funcién de la variable x

ou , Lo b 5 135
axdx—/[zxz +5v2 + 5y’ +2f(z,y) +g(x,y) | dx

1 1 1
u(z,y,2) = Zx%z + gfcyz3 - éxy3z2 + 2 f(z,y) + g(x,y) + h(y, 2)

Donde finalmente f, g y h son funciones arbitrarias.

De seguro existird la pregunta de jpor qué las funciones f(z,y) y g(x,y) al ser integradas respecto a x
pasaron iguales? La respuesta es que si se tiene, por suponer, una funcién sencilla u, = f(z), en funcién
de u(z,y) y se integra respecto a z, se obtendra otra funcién de z. Sin embargo, también se obtendra una

constante arbitraria, que es, en este caso, una funcién arbitraria de y. Asi que

/ f(@)de = fi(z) + 9(y)

En todo caso, se puede transcribir como

u(z,y) = fx) +g(y)

2.2. Condiciones de frontera

Cuando se habla de edp la pregunta siempre serd ;cémo resolverla? Para esto, siempre habra condiciones
de frontera que satisfagan las condiciones de frontera en un entorno fisico o condiciones iniciales. Por

poner un ejemplo, la ecuacién de calor se define por [26] [27] [28]

up = Uy, (2.1)
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\ x — abscisa

x=0 x =L

Figura 2.2.1: Tuberia metélica u(x,t) = temperatura del punto z, en el tiempo ¢

Donde, « es una constante y la funcién u = u(z,t) representa la temperatura en un punto z a lo largo de
una pieza estrecha de material, en un tiempo ¢ (como se muestra en la figura 2.2.1). Al resolver la ecuacién
(2.1) existird multiples soluciones, pero solo una serd predecird el comportamiento, bajo las condiciones

de frontera o iniciales que se establezcan, conocida como solucién tnica.

Parece bastante claro que no se puede conocer la temperatura a través del tiempo si no se tiene claro
a temperatura que esta ocurriendo en este preciso momento, o al menos, en algin punto definido en el
tiempo. De modo que se debe esperar que se proporcione al dato, o se pueda medir. Es llamado temperatura

inicial] a la temperatura en la que inicia la transferencia de calor, cuando el tiempo t = tg, es decir
u(z, tog) = f(x), 0<z<L (2.2)

Llamado como condicién inicial. En la préctica, el tiempo generalmente se toma como un valor inicial
de to = 0 [27]. {Qué requisitos adicionales son necesarios para resolver la ecuacién (2.1)? Resulta que
la EDP se deriva del supuesto de que toda la pieza de material estd aislado excepto, posiblemente, en
sus extremos, y que el calor fluye solo en la direccién x. Por tanto, se necesita saber que sucede en los
extremos. En la practica, generalmente los extremos del tubo estan bajo control de los experimentadores,
asi, por ejemplo, el extremo izquierdo puede mantenerse a una constante temperatura de ug grados, es
decir,

u(0,t) = wo, t>0 (2.3)

Alternativamente, si se aisla el extremo derecho de la tuberia, matematicamente se representaria
u(L,t) =0, t>0 (2.4)

Las ecuaciones (2.3) y (2.4) son llamadas condiciones de frontera y en sistema que sea consistente con
la EDP (2.1), esta sujeta a las condiciones (2.2), (2.3) y (2.4). En la practica, una de las variables a menudo
representard el tiempo, por lo que la condicién lateral serd una condicién inicial, y el problema serd un
valor inicial problema. Ahora, resulta que el problema del valor en la frontera inicial de las ecuaciones
(2.2), (2.3) y (2.4) tiene una solucién tnica, llamando a este problema un problema bien planteado.

Para ser precisos, un problema de valor inicial o valor limite inicial estd bien propuesto si

1. Existe una solucién.
2. Solo existe una solucién de este tipo, es decir, la solucién es tnica.
3. El problema es estable, es decir, que el problema no existen cambios en las condiciones

iniciales o perturbaciones.

61



Capitulo 2. FEcuaciones Diferenciales Parciales (EDP)

2.3. Ecuacion Diferencial Parcial Lineal

Una EDP lineal, se define exactamente de la misma manera que una EDO lineal, recordando que ésta

ultima se puede escribir de la forma [23] [27]
ao(@)y™ + ai(@)y" T+ anoa @)y + an(2)y = flx)

Donde y = y(z) y y* = d¥y/dx". Sin embargo, una forma maés fructifera de verlo es definir con el llamado

operador, L, por lo que
Llyl = ao(x)y™ + ar(@)y" " + -+ an1 @)y’ + an(a)y

Entonces es facil demostrar que, si ¢ es cualquier constante y y cualquier funcién en el dominio de L,
entonces
Llcy] = cL[y]

Y si y1 y y2 son funciones en el dominio de L, entonces
Lley] = cL[y]

Llyr +y2] = L{y1] + L[y2]

Usamos la idea de un operador para definir EDP lineales, primero, dado una EDP en u = u(z1, 22, . .., Tn),
escribiendo la ecuacion de la forma
L[u] = f(l‘]_,.’]l'g,. .. 7$n)

Donde f es una funcién dada.

Ejemplo 2.3.1: Demostraciéon de las EDP lineales

Demostrar las siguientes EDP son lineales, mediante la definicién anterior

a) Wy = E2u,.
b) ut + yuy — zy* + cosy = 0

Resolucion:
Caso a)

1. Despejando la ecuacion, con la finalidad de que este igualada a cero.

2
Uy — kU, =0

2. La ecuacién anterior se puede escribir como

Llul=0

3. Donde el operador L esta definido por

Caso b)
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1. Debido a que la EDP ya esta despejada, lo que se hace es pasar del lado izquierdo las parciales
y del otro lado las funciones

U + YUy = xyz — cosy
2. La ecuacién anterior se puede escribir como

L[u] = 2y — cosy

3. Donde el operador L esta definido por

Liu] = ug + yuy

2.4. Principio de Superposicion

Las ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, de orden > 2, ya presentan de cierta manera, las EDP
lineales son de un nivel atin mayor de dificultad , y s6lo un pequeno punado de ecuaciones especificas se
puede resolver por completo. Ademads, las soluciones explicitas tienden a ser expresable sélo en forma de
series infinitas, que requieren sutiles herramientas analiticas para comprender su convergencia y propie-
dades. Para la gran mayoria de EDP el tinico medio factible de producir soluciones generales es mediante
aproximacién numérica. Resolver este tipo de ecuaciones es mediante la aplicacion de funciones especiales

que normalmente no se encuentran en un curso de calculo basico [25].

La caracteristica distintiva de la linealidad es que permite combinar directamente soluciones para formar
nuevas soluciones, a través de un Principio de Superposicién general [25] [27]. Lineal superposicién
es universalmente aplicable a todas las ecuaciones y sistemas lineales, incluidos los lineales sistemas alge-
braicos, ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, ecuaciones diferenciales parciales lineales, problemas
lineales de valores iniciales y de frontera, asi como: ecuaciones integrales lineales, sistemas de control

lineal, etc. Introduciendo la idea béasica en el contexto de una sola ecuacion diferencial.
Ecuacién Diferencial Lineal Homogénea La ecuacion siempre estard igualada a cero y no tendra
alguna funcién de la variable independiente sola f y tiene la forma

Llu)=0 (2.5)

Si up,ug,...,u, son soluciones de una ecuacién lineal homogénea comtn L[U] = 0, luego la combinacién

lineal, o superposicién u = ciuy + cous + --- + ¢, es una solucién para cualquier eleccién de constan-

tes ¢1,¢o,...,Cn, €s conocido como el principio de superposicién para la soluciéon de las EDP. La
demostracion es sabiendo que uy, usg, ..., u, son las soluciones que nos da
Llu]) = L{ug] = -+ = L[u,] =0

Entonces, para cualquier combinacién lineal v = cyuy + coug + - - - + ¢y,

Llcyuy + coug + -+ + ¢] = e1 L[ug] + eaLus] + - - - + ¢, Luy]
= 01(0) + CQ(O) + -+ Cn(O)
=0
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Ahora, en la teoria de las EDO, para una ecuacién lineal homogénea de n-ésimo orden, solo se debe
encontrar n soluciones linealmente independientes. Entonces, la soluciéon general consta de todas las com-
binaciones lineales posibles (finitas) de estas soluciones [23]. Sin embargo, la vida es mucho més complicada
en el ambito de las EDP. A menudo, es necesario encontrar infinitas soluciones,uy, usg, ..., de una EDP

lineal y homogénea antes de construir una soluciéon general
(oo}
u=Cyus + Coug + - =Y Cruy (2.6)
n=1

Y dado que esta combinacién lineal infinita en realidad es una serie infinita [25]. Para cualquier eleccién
dada de los coeficientes, puede divergir para todos los valores de x, o puede converger para algunos valores
de z pero no para otros. Baste decir que, a lo largo de este trabajo, se asumiréd que la ecuacién (2.6) siempre
tiende a converger y satisfacer la condicién de linealidad, por lo cual

oo
E(%%
n=1

Y, por tanto, que si cada u, es una solucién de L]u] = 0, entonces también es lineal, (2.6). Cuando se

L

= CnLluy] (2.7)

cumple (2.7), se dice que puede diferenciar la serie término por término.

Ecuacién Diferencial Lineal No Homogénea Tiene la forma de
L] =f (2.8)

Donde L es un operador diferencial lineal, v es la funcién desconocida y f es un funcién distinta de cero

de las variables independientes solas. Por ejemplo:

L[v] = 0yv — d%v
= U — Uy

= f<t7m)

Donde f(t,x) es una funcién especificada.

2.5. Series de Fourier de senos y cosenos

Cuando existe un conjunto de funciones de valor real {¢o(x), ¢1(z), pa(z), ...} se dice que es ortogonal

en un intervalo [a, b] si
b
(Oms0n) = [ onl@)nla)z =0 3 m#n (29)

Un conjunto ortogonal que es de interés, son el de funciones trigonométricas sin y cos

{1,COS (Wx> , COS <27rac> , COS (?mx> ,...,sin (Wx> , sin (27r:r) , sin <37Tx> ,} (2.10)
p p p p p p

Este conjunto esta en el intervalo [—p,p] y es de especial importancia en la solucién de ciertas clases de

problemas con valores a la frontera donde intervienen las EDP lineales. Suponiendo que f esta definida en
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el intervalo antes mencionado y que se puede desarrollar en una serie ortogonal formada por las funciones

trigonométricas del conjunto ortogonal (2.10), es decir

flz) = % + i [an cos (7;773:) + by sin (Z%)] (2.11)

n=1
Antes de proseguir, observe que se ha elegido escribir el coeficiente de 1 en el conjunto (2.10) como 1/2 ay
en lugar de ag. Esto es sélo por conveniencia; la férmula de a, se reducird después a a,, para n = 0. Al

integrar ambos miembro de la ecuacién (2.11), desde —p hasta p, se obtiene

P e P D
f( )dx _— dw—i-z {an/ cos (mx> dfc—i—bn/ sin (n >dm]
2 = -p p -p p

Puesto que cos(nﬂ'as/ p) y sin(nmz/p), n > 1 son ortogonales a 1 en el intervalo, el miembro de la derecha

/ da

|P

de la ecuacién anterior se reduce a un solo término

/_I; f(z)dz

2

= pag

= ;/_if(m)dx

Multiplicando la ecuacién (2.11) por cos(mmz/p) e integrando posteriormente

[ (Gayur=y [ ()
5[ o (o (Y [ (25 o (2]

Por ortogonalidad, se obtiene que

Despejando para ag

Por lo que la ecuacién se reduce a

P
an - p = f(x) cos (m:r> dx
—p P

1 P

f/ f(z) cos (mx> dx

Py P

Por ultimo, multiplicando (2.11) por sin(mmz/p), integrando y utilizando los resultados

p
/ sin (m:ﬂ> dx = 0 ;0 m>0
- p

p
/ sin mm) cos (mx> der = 0
p

Qn
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Se encuentra que

by -p= ' f(x)sin (n—ﬂx> dz
p

1 [P s
by, = 5/}) f(x)sin <7$> dx

Por lo cual una serie de Fourier [25] [27] de una funcién f definida en el intervalo (—p,p) dada por la

ecuacién (2.11), donde los coeficientes ag, a, v b, se definen por las tres ecuaciones deducidas

ap = L flx)dx (2.12)

PJ-p
1 [P nm
ap, = ;/_p f(z)cos (733) dx (2.13)

1 P
by, = _/ f(x)sin (Tx) dx (2.14)
pJ-p p
Ejemplo 2.5.1: Serie de Fourier

Encuentra la serie de Fourier de f en el intervalo dado. Problema obtenido de [23]

f(x):{o, 1<2<0

z, 0<z<l1

Resolucion:

1. Para obtener ag se ocupa la ecuacién 2.12. En la que se sustituyen los valores y se evaltdan.

1 [P
a0:§/_pf(x)d$
1 1
S d
IRCE
0 1

/_ (0o + /O (2)da

2

X
=0+ —|}
+2|0

N | =

2. Para obtener a,, se ocupa la ecuaciéon 2.13. En la que se sustituyen los valores y se evaltan.

ap, = %/P f(z) cos (%x) dx
-p
1t nm
=1 /_1 f(z)cos (Ta:> dz
0

:/ (0) cos (nmx) dx—i—/l(x) cos (nmx) dx
-1 0

—o0+ [nmc sin (nwx) + cos (mm:)} !

m2n2

nmsin (nm) + cos (nw) — 1

m2n2
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3. Al simplificar la expresién anterior, si se recuerda la identidad de Euler ¢/™ = —1. Ademads, que
el numero de euler vale ¢ = cos (f) + isin (#). Por lo cual si elevamos el numero de euler a la
n potencia, donde n e N.

(e™)" = '™ = (=1)" = cos(nx) + isin (n)

4. Una vez obtenido esta expresion, se sabe que la funcién sin (n7) = 0. Por lo cual se queda
establecido como

cos(nm) = (=1)"

5. Entonces
nm(0)+ (—1)" —1
m2n?

(-p" -1
2

ap =

m2n2

6. Para obtener b, se ocupa la ecuacién 2.14. En la que se sustituyen los valores y se evaltan.
1 [P n
by, = — f(x)sin (Wx> dz
p

PJ—p
1/_11 f(x)sin (nwa) dx
0

:/_1(0) sin (nmx) dx+/01(x) sin (nmx) d

—04 [sin (nmx) — nmx cos (nmc)} !

w2n?
sin (nm) — nm cos (nw)

- m2n2
—nm(=1)"
m2n?

7. Simplificando la expresién anterior, si —(—1)" = (—=1)(=1)" = (=1)(*+1)

8. Por ultimo, queda sustituir los resultados en la ecuacién 2.11.

—1)(n+D)
() b sin (nmx)

m2n2 ™m

f(x) = i + Z [(_Qucos(nmc) +

Como se observa en la figura 2.5.1, se aprecia el comportamiento grafico de la serie de Fourier, donde

entre mas iteraciones se generen la funcién se aproximara mas a la funcién por partes que se dio en

el problema, en los intervalos de [—1,1].

El esfuerzo que se invierte en la evaluacién de las integrales definidas que calculan los coeficientes ag, an,

y b, al desarrollar una funciéon f en una serie de Fourier se reduce significativamente cuando f es una
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14 Serie de Fourier 1.4 Serie de Fourier
1(x)=0; [-1,0] f(x)=0; [-1,0]
12t f(x)=x; [0,1] 12 f(x)=x: [0.1]
1 1
08} 08 S
i = / \
£ - £ \
= 06} — = 086 /_// |
! A /
0.4 PN 7 04, //
N e \ 7
0.2 ™ / 02 B 3
\ \ . )i
0 N 0 W T S
s \J/ =
(a) Serie de Fourier cuando n = 1. (b) Serie de Fourier cuando n = 5.
141 Serie de Fourier 14 Serie de Fourier
1(x)=0; [-1.0] 1()=0; [1,0]
12b f(x)=x: [0.1) 12 (x)=x:10.1)
\
A l A
08t =+ 08
Z o6t 7 ‘ B
y
04} el 04
ﬂ /
\ /
02t 02
\ //
Y L N N it L b
W/
(c) Serie de Fourier cuando n = 10. (d) Serie de Fourier cuando n = 100.

Figura 2.5.1: Sumas parciales de una serie de Fourier.

funcién par o impar. Recuerde que se dice que una funcién f es

parsif(—xz) = f(x) e imparsif(—xz) = — f(x)

Por lo cual, la series de Fourier de senos y cosenos se pueden simplificar. Para una serie de Fourier de una

funcién par en el intervalo (—p, p) siendo la serie de cosenos

fla) = % + nil {an cos <’er)] (2.15)

Donde o /P
ap = f/ fz)dz (2.16)

pJo
2 (P mm
ap = 5/0 f(x)cos (px) dx (2.17)

En cambio, una serie de Fourier de una funcién impar en el intervalo (—p,p) es la serie de senos

f(z) = nil [bn sin <7rx>} (2.18)

Donde o o
by, = 7/ f(x)sin <m7rx) dx (2.19)
PJo p
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2.6. Separacion de Variables para EDP lineales homogéneas

A mediados de la década de 1700, Daniel Bernoulli y, més tarde, Jean le Rond d’Alembert experimentaron
con una nueva técnica para producir soluciones lineales de las EDP homogéneas [25]. Este método, llamado
separacién de variables, implicando la reduccién de una EDP a una EDO (o0, mas comtinmente, a una
serie de EDO, cada una correspondiente a una variable independiente diferente), un tema recurrente en el
estudio de EDP. Teniendo una EDO en la forma v = u(x, y), podemos decir que u es un solucion producto
si

u(w,y) = f(x)g(x)

Paras las funciones f y g. Mas generalmente u = u(x1,a,...,2,) es un producto de la solucién de la

EDP en las n variables x1,xo,..., %, si

w(r1, oy ..oy Tn) = fr(xr) fa(x2) ... fu(Tn)

Para las funciones fi(z1)f2(z2)... fn(z,). En la practica es comin escribir a u(z,y) = X(z)Y(y),
u(z,y,z) = X(2)Y (y)Z(z2), ete.

Ejemplo 2.6.1: EDP lineal homogénea de primer orden

Encuentre todas las soluciones de productos de primer orden, lineales, homogéneas de la EDP

Ug + Uy =0

Resolucion:

1. Buscamos todas las soluciones de la forma u(z,y) = X (2)Y (y). Usando los hechos ese.

u, = X'Y y uy = XY’

2. Sustituyendo en la EDP y obteniendo

XY+ XY' =0

3. {Cémo ayuda esto? Bueno, con un poco de algebra (especificamente, dividir ambos lados por
XY) da
X’ Y’
X Y
4. Se ha logrado separar la variable x de la variable y. Diciendo que la ecuacién es separable y
se ha podido separar las variables. Ahora, se tiene una situacién en la que una funcién de z es

igual a una funcién de y, en otras palabras, donde

5. Para todos los valores de  y y en el dominio del problema. Asi que elige cualquiera de esos

valor x, x = xo. Entonces se obtiene

f(zo) = g(y)
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6. para todos los valores de y, es decir, que ¢g(y) es una funcién constante. Entonces, sigue que
f(x) es una funcién constante también. Por lo que, en este punto, se tiene
X’ Y’

2.20
< v = (2.20)

u(z,y) = X (2)Y (y)
7. Para alguna constante real A. Por el contrario, dada cualquier constante real A, si (2.20) se
satisface, entonces v = XY es una solucién de la EDP. La ecuacién (2.20) en realidad son dos

ecuaciones: X v
— = — =)
X Yoy

8. Por lo tanto, se concluye que u = XY es una solucién de la EDP, si y solo si, X y Y satisfacen
las EDO
X' -AX =0 y Y +AY =0

9. Para lo mismo A. Las soluciones de producto son

X(@)=0Ce y  Y(y)=Cee™™

10. Sabiendo que u(z,y) = X(2)Y (y) y detonando que A,, = C;1C5. Entonces

u(z,y) = X(2)Y(y)
= C1eMChe N

— Anekx—/\y

Anek(m—y)

11. Aplicando el principio de superposicién (2.7).

u(z,y) =Y A}
n=1

Lo ultimo que faltaria seria proponer valores iniciales para hallar la constante A,

Aunque parece que se ha encontrado una tnica solucién, en si son combinaciones lineales de soluciones
de productos, en muchos casos que seran suficientes para resolver cualquier problema bien planteado que
involucre una EDP. En el proceso de resolver estos problemas de valores en la frontera inicial, se encuentran
que ciertos valores de A\ conduciran a soluciones no triviales de el problema, es decir, a soluciones distintas
de la funcién cero. Para hallar la solucién de la ecuacién de calor, que corresponde a u; = uz;, donde a = 1.

Para esto, sabiendo que se puede representar como un producto a u(z,t) = X (x)T'(t) y sustituyendo
X(2)T'(t) = X" (2)T(t)
Despejando y hallando la constante, por conveniencia, llamada —A
T/ X//
—_— = —— = —)\
T X
O visto de otra manera
X"+AX =0 y T+XT=0

Entonces, para cada ntimero real —\, se debe resolver ambas EDO. La forma de la solucién del primer

EDP depender4 del signo de A (esto no sucedio en el ejemplo anterior), por lo que se consideran tres casos:
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1. Caso : A\=0a% >0
X = Cycos(ax) + Cysin(far) y T=e

Donde las eigenfunciones son las funciones cos(ax) y sin(ax). Para hallar la eigenfuncién serd
u(z,t) = X(2)T(t)
u(z,t) = e~ *[C} cos(az) + Cy sin(ax)]

2. Caso 2: A=a?2=0
X =Cix+ Oy y T=1

Donde los eigenfunciones son las funciones z y 1. Para hallar la eigenfuncién serd u(x,t) = X (x)T'(¢)

u(z,t) = Crax + Cy

3. Caso 3: A=a?2 <0
X =Ce* 4+ Cae™® y T=e¢™

Donde las eigenfunciones son las funciones e** y e~*. Para hallar la eigenfuncién serd u(x,t) =
X(x)T(¢)
u(z,t) = e~ *[Cre* + Coe™ "]

Ejemplo 2.6.2: Ecuacion de Calor

Tomando de referencia la figura 2.2.1 y la ecuacién (2.1). Considere una varilla delgada de longitud
L con una temperatura inicial f(x) en toda la varilla y cuyos extremos se mantienen a temperatura
cero durante todo el tiempo 0 < t. Encuentre la funcién de la temperatura u(x,t) a lo largo varilla
con valores en la frontera.

2 0%u  Ou

— = — 0 L, t>0
s = 5 <zx<L, t>

w(0,t) =0, w(L,t)=0, t>0

u(z,0) = f(z), 0<z<L

Resolucion:

1. Usando el producto u(z,t) = X (x)T(t), para usar el método de variables separables. Entonces,

si —A es la constante de separacion, las dos igualdades quedan

X/I T/
_— — = —>\
X a?T
2. Se sabe que dicha ecuacién conduce a dos EDO
X'"+XX =0
T +a?XT = 0

3. Antes de resolver la ecuacién en X, se debe analizar las condiciones de frontera que se estan
aplicando para u(x,t) = X (x)T'(t)

w0,6) = X(O)T(#) =0 y  wu(L,t)=X(L)T(t) =0
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4. Puesto que tiene sentido esperar que T'(t) # 0 para toda t, las igualdades anteriores valen s6lo
si X(0) =0y X(L) = 0. Estas condiciones frontera homogéneas junto con las ED homogéneas,
constituyen un problema regular de Sturm-Liouville [23] [27]:

X"+2X =0
X0)=0 'y X(L)=0

5. En este ejemplo, se considera tres casos posibles para el parametro A, siendo cero, negativo o
positivo. Las soluciones correspondientes de las EDP estdn, dadas por

X(x) = Ch1+ Cox A = 0
X(x) = Cre P 4 OyeP™ A = (£2<0
X(x) = Cjcos(Bz)+Cysin(Bxr) ; A = B2>0

6. Se debe hallar la ecuacién que sea no trivial. Para esto se deben ocupar los valores de frontera
antes ya establecidos

a) Para donde A = 0.
X(x) =C; +Csz

1) Para la condicién de frontera X (0) = 0.

2) Para la condicién de frontera X (L) = 0.

0) = G(L)

Oy = O/L

Cy = 0
X(x) = 0

Por lo cual, para A = 0 en estas condiciones, da una solucién trivial
b) Para donde A < 0.

1) Para la condicién de frontera X (0) = 0.

(0) = Cre PO 4 CyeP0)
0=0Cy +Cy
Cy=—Cy
X(x) = —Coe P 4 Coe®
X(z) =Cy (eﬁz — eiﬁz)
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2) Para la condicién de frontera X (L) = 0.

(0) = Cy [P — efm)}

C2= e
Cy=0
Ci=0
X(z)=0

Por lo cual, para A < 0 en estas condiciones, da una solucién trivial
¢) Para donde A > 0.

1) Para la condicién de frontera X (0) = 0.

(0) = Crcos [B(0)] + Cy sin [5(0)]
0==0C
Ci=0
X(z) = Cysin (Bx)

2) Para la condicién de frontera X (L) = 0.

(0) = Cosin[B(L)]

3) Para no obtener una solucién no trivial, se debe obtener que Cy # 0 y sin (8L) = 0.
Siendo que esta ecuacion solo se satisface cuando SL = nw o § = nw/L. Por lo cual,
la solucién no trivial cuando A, = B2 = (nm/L)?, n € N. Estos valores de A son los

eigenvalores del problema y las eigenfunciones son

X(x) = Cysin (n%x) ; neN

. Se resuelve la EDO para T'(t), donde sabiendo que la tinica funcién que no sea trivial es para
A>0

T(t) = Cye Pt
T(t) — C«ge—az(nrr/L)2t
. Sustituyendo por u(z,t) = X (2)T(t) y donde A4,, = C2C5

u(z,t) = Ape=® /L)t iy (%x)
. Ocupando el principio de superposiciéon

o0
)= 5 A (15,

n=1

-

w
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10. Se procede a ocupar la condicién de frontera donde u(z,0) = f(x)

Z Ane_az("”/L)z(O) sin (%x)

n=1
> nm
Ansin (o)
T; Sin 7 T

u(z,0) = f(z)

11. Aplicando la serie Fourier en serie de senos

A, = 2/; f(x)sin (%x) dx

12. Suponiendo que la temperatura inicial es u(x,0) =50, L =1y a = 0.5. Se evalia A,

2 1
A, = I/o 50 sin (nwa) dx
1
= 100/ sin (nwz) dx
0

cos (nmx)

= —100 6

_ 1Oolfcos(nﬂ'
nm
14 (—1)n+?
- 100L

_ 100
_TL7T

nm

1+ (=1)"*]
13. Sustituyendo en la ecuacién

100 <= [1 4 (—=1)7+!
u(e,t) = 225 [JF()] R e p—
T n
1

Se puede observar en la figura 2.6.1 la representacién grafica 3D del problema.

Ahora que sucederia si tuviéramos una EDP que depende de tres variables, por ejemplo la funcién en
u(z,y, 2).
Uy — 2Uyy +3u, =0
Como se vio en el ejemplo de dos variables, se sabe que u(z,y,2,) = X(2)Y (y)Z(z), se sustituye y se
obtiene que
X'YZ-2XY"Z+3XYZ =0

Como minimo, se puede separar cualquiera de las variables de la otra dos. Por ejemplo, escribir

X' 2y 37

XY z~
Donde a cada lado de la ecuacién separada debe ser constante. Ahora, inmediatamente se obtiene la EDO

—\

X +0X=0
En cuanto a la segunda mitad, se puede reescribir como
2y" 37’ \
y 7z !
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600

X 1.0 t

Figura 2.6.1: Comportamiento gréfico de u(z,t), cuando ¢ = 1.

Y se ha separado las variables y y z. Por lo tanto, se concluye que
2y" 37’
Y  Z

— A1 ==X
Para cualquier \s real, o
2Y" + XY =0 y 32 +(M—A1)Z =0

Por lo tanto, u = XY Z es una soluciéon si y solo si existen constantes A\ y Ao tal que X, YV y Z
satisfacen las tres EDO anteriores (con, por supuesto, la mismo A; y el mismo Ay en cada uno). No se
quiere dar la impresién de que todas las EDP lineales y homogéneas son separables. Sin embargo, muchas
de las ecuaciones que son importantes en las aplicaciones son separables (més bien, muchos de los las
simplificaciones que se realizan al derivar EDP se realizan de modo que el resultado de las EDP son
lineales y, a menudo, separables). Es muy fécil demostrar que un EDP es separable, sin embargo, es més
dificil de probar que un EDP no es separable.

2.7. Las tres grandes EDP

Una EDP lineal de segundo orden con dos variables independientes y con coeficientes constantes se puede
clasificar en uno de los tres tipos [28] [29]. Esta clasificacién s6lo depende de los coeficientes de las derivadas
de segundo orden. Por supuesto, suponemos que al menos uno de los coeficientes A, B y C es distinto de
cero. o2 o2 o2 5 5
U U U U U
A—+B—+C—+D—+FEF—
Ox? 0x0y + Oy + oz Oy
Donde A, B, C, D, E, y F son nuestras constantes reales y esta ecuacion se clasifica en
Hiperbdlica si B? —4AC >0
Parabédlica si B? —4AC =0
Eléptica si B2 —4AC <0

+Fu=0 (2.21)
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Se hace mencién de esta clasificacion, debido a que tiene una gran importancia matematica y va mas alla
de su conexién con problemas fisicos. Esta clasificaciéon corresponde a la ecuacién de calor la cual es una
parabdlica, la ecuaciéon de onda es hiperbdlica y por ultimo, la ecuacion de Laplace es una eliptica. De

hecho, cada una de estas ecuaciones es una ecuacién estandar o ecuacién prototipada de cada uno.

2.8. Problemas no Homogéneos

Se dice que un problema con valores en la frontera es no homogéneo si la EDP o las condiciones de
frontera son no homogéneos [26] [29]. Tomando la ecuacién (2.1), pero considerando que dicha varilla tiene
una longitud finita y consta de una generacién de calor a una razén h, la ecuacién de calor es

5 0%u Ou

0<x <L, y t>0

La ecuacién (2.22) es no homogénea y se observa con facilidad que no es separable. Por otro lado, se
desea resolver la ecuacion de calor homogénea a“u,, = u; cuando las condiciones de frontera en z = Oy
r = L son no homogéneas, por ejemplo, que las fronteras se mantengan a temperaturas distintas de
cero: u(0,t) = up y u(L,t) = u;. Aun cuando la sustitucién u(z,t) = X (z)T'(t) separa a a®uz, = ut, se
encuentra rapidamente un obstaculo en la determinacion de los eigenvalores y las eigenfunciones porque
lo que no se puede concluir nada acerca de de X(0) y deX (L) de u(0,t) = X(0)T(t) = up y de u(L,t) =
X(L)T(t) = uy. A continuacién se mostraran dos métodos de solucién distintos para los diferentes tipos

de EDP no homogéneos.

Método 1: Considerando la siguiente EDP con condiciones de frontera independientes del tiempo tales
como [23] [27]

0%y ou
2

Z L F(r) = =—
o T =%
O<z<L t>0

u(0,t) =uo  uw(L,t)=u; t>0
u(z,0)=f(z) O0<z<L
Donde ug y u; son constantes. Cambiando la variable dependiente u a una nueva variable dependiente v

sustituyendo u(x,t) = v(x,t) + £(x), el problema anterior se puede reducir a dos problemas:

2 ¢ —
Problema A o’ + Fz) =0
6(0) = Uo, f(L) =u
0% v
Y o2 T Bt
Problema B : v(0,t) =0, v(L,t) =0

v(z,0) = f(z) —&(x)

Observe que el problema A implica una EDO que se puede resolver por integracién, mientras que el
problema B es un EDP homogéneo que se puede resolver por la separacion de variables comtn. Una

solucién del problema original, es la suma de las soluciones de los problemas A y B.

76



Capitulo 2. Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP)

Ejemplo 2.8.1: EDP no homogénea independiente del tiempo

Resolver el problema con valores en la frontera

0%u ou
207U ., _ OU )
O‘aaﬂ hu 5% O<zx<m ; t>0
u(0,t) =0 ;ou(mt)=uy ; t>0
u(z,0) =0 ; O<z<m

La ecuacién diferencial parcial es una forma de la ecuacion de calor cuando hay pérdida de calor por
radiacion de la superficie lateral de una varilla delgada en un medio a temperatura cero. Problema
obtenido de [23].

Resolucién:
1. Se sustituye a u(z,t) = v(z,t) + £(x), dentro de nuestra EDP

0%v ov
QQ@ +a2£l! _h'l)_hé- _ 7

2. La ecuacién serd homogénea si se hace que & satisfaga

a*¢" —hE =0

3. Si a? y h son positivos, la solucién general para la ecuacién de segundo orden es

f(l‘) — Clegc\/h/a2 + Cze—gc\/h/a2

4. Aplicando los valores de frontera.
a) Para £(0) = 0.
0 = CreOVh/e® 4 o,e=(0)y/h/a?

0=C1+Cy
ChL=—-0Cy

b) Para () = up.
o = —Coe™VATR? | 0 o= (m)y/Aa?
ug = Cs <_67T\/h/a2 + e—ﬂ\/h/az)

Uo
Cy

- _eT(\/h/a2 _|_e—Tr\/h/a2

7
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¢) Sustituyendo en la ecuacién original
éz) = - o Vel o emV/h/a?
_e‘n'q/h/oz2 + 6—7'm/h/oz2 _e‘n'\/h/ozz + 6—7‘r\/h/oz2

— Uo z4/h/a? —x+/h/a?
T)= —e +e
6( ) 767rg/h/a2 +677r\/h/042 ( )

_eav\/h/oc2 _’_efa:\/h/oz2
=
07671'\/h/oc2 +677r\/h/a2

£(x)

—T

d) Ocupando identidades hiperbdlicas de cosh (z)+sinh (z) = e* y de cosh (z)—sinh (z) = e

£(x) = 1y — cosh (z+/h/a?) — sinh (z+/h/a?) + cosh (x+/h/a?) — sinh (x/h/a?)
—cosh (my/h/a?) — sinh (m1/h/a?) 4+ cosh (my/h/a?) — sinh (7+/h/a?)
€(x) = up— sinh (xy/h/a?) — sinh (x1/h/a?)
—sinh (m4/h/a?) — sinh (7+/h/a?)
_ —2sinh(z\/h/a?)
) =0 (m /b o)

0?v v
2000, _ OV )
a@xQ hv 5 O<ax<m ; t>0
v(0,t) =0 ;ou(mt)=0 ; t>0
v(z,0)=—-&x) ; O<z<mw

. Si se sabe que v(z,t) = X (2)T(t), se obtiene que

X" T+ nT

- A
X o?T

. Donde A = 32 > 0, ocupando el método de variable separable para la ecuacién

X'"+8X =0 y T +(h+a?B)T=0

. Obteniendo la solucién respectiva da
X (z) = C3cos (Bx) + Cysin (Bx)

T(t) = Cye~(hta®B)t

. Para X (0) =0, por lo que C3 = 0y para X (7) = 0, obteniendo que  =n donde n =1,2,3,...

por consiguiente se tiene que

v(z,t) = i Ane_(h"'aznz)t sin (nx)

n=1
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10. Donde
2 [T .
A, = —7/ &(x) sin(nx)dx
T Jo

2 /“ uosinh (x/h/a?)
T Jo  sinh(my/h/a?)

sin(nx)dx

11. Resolviendo
B 2uona’[(—1)"]

" w(h + a2n?)

12. La solucién del problema es

Método 2: Otro tipo de problemas implica una ecuacién homogénea dependiente del tiempo y condi-
ciones frontera homogéneas [23] [27]. A diferencia del método 1, en el que u(x,t) se encontré al resolver

dos problemas separados, es posible encontrar la solucién completa de un problema tal como

0%u ou
227 7 _ 7 . L
aax2+ (x,t) 5 0<z< ;i t>0
u(0,t) =0 ;ou(L,t)=0 ; t>0
u(z,0) = f(z) ; O<az<L

Haciendo la suposicién de que los coeficientes dependientes del tiempo w,(t) y F,(t) se pueden encontrar
tanto u(x,t) como F(z,t) en la ecuacion (7) se puede desarrollar en las series

Zun sm( x) vy ZF sm( )
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Métodos numeéricos

Durante el trayecto académico de un alumno que tiene como mente fija algin area de exactas para su
estudio de licenciatura, maestria o doctorado los métodos tradicionales es ensefiar primero la teoria y
posteriormente los ejercicios ocupando siempre una pluma, hojas y calculadora cientifica. Sin embargo,
los tiempos cambian reflejandose claramente en las nuevas tecnologias que salen, por ejemplo, un celular
de la época 80’s no sera el mismo que uno del 2020. El poder resolver cualquier problema de exactas
tiene tres caminos diferentes, el primero es de forma analitica, otro grafico y por ultimo el numérico, es
por ello que en este trabajo se pretende instruir al lector en ocupar un software que permita programar,
resolver y graficar cierto tipo de ecuaciones de manera rapida, sencilla, ordenada y con un margen de
error muy pequeno, que le permita también poder programar desde cero al gusto del lector, es por ellos
que se ocupara el programa numérico MATLAB (Versién 2020a). Se sabe que hay mds programas en el

mercado, pero se prefirié ésta fueron las siguientes razones:

= Su paquete es interactivo, facil de usar, ordenamiento y que no se requiere de un amplio conocimiento

de lenguaje de programacion.

= Su funcionamiento es rapido, ya que contiene un gran paquete incluido de algoritmos y funciones

fiables. Muchos de hecho se encuentran en las siguientes paginas web, en caso de necesitar ayudas:
o https://la.mathworks.com/ [31]
« https://www.lawebdelprogramador.com/

= Ofrece excelentes posibilidades a la hora de graficar en planos bidimensionales y tridimensionales.

3.1. Introduccion de comandos

MATLAB es un potente lenguaje disenado para la computacién técnica. Su nombre proviene de Labo-
ratorio de Matrices (Matrix Laboratory) esto es a que el tipo bdsico que gestiona es una matriz. Para
empezar con el desarrollo del lenguaje de la programacién y analisis numérico es competente conocer el

escritorio como esta ordenado, mostrada en Figura 3.1.1.
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r | Ventana del Editor
Ventana de Editores
Abierta
Mame « Value f".“""l h
Ventana del Espacio Ventana de
de Trabajo Comandos

Ready

Figura 3.1.1: Escritorio de MATLAB

Tabla 3.1.1: Ventanas de MATLAB [30].

Nombre Significado Objetivo

+

Command Window

Editor Window

Ventada de Edito-
res Abierto
Ventana de Coman-
do

Ventana del Editor

Se puede generar nuevas ventanas de editor e indica cua-
les estan abierta.

Ventana principal, se utiliza para introducir variables y
ejecutar programas.

Usada para crear y perfeccionar ficheros de script y fun-
ciones MATLAB.

New Script Nueva Ventana de | Generacién de nuevos ficheros.

Editor
Open Abrir Carpetas Puedes abrir carpetas de programas guardados.
Workspace ~ Win- | Ventana del Espa- | Proporciona informacién sobre las variables utilizadas.
dow cio de Trabajo

En la resolucién de los problemas, que se demostraran posteriores a este capitulo, se ocupara la ventana
de Command Window, esto ya que se facilita a la hora de cambiar comandos, literales y ciertos nimero,

por ello se deben conocer tres pardametros esenciales a la hora de programar, siendo:

El punto y coma () se utiliza al final de cualquier comando en la ventada del programador, esto para

evitar que cuando se corra el programa con Run and Advances se visualice en la ventana de comandos.

El simbolo % al insertarlo y escribir cualquier cosa a la derecha de este automéaticamente el texto se
pondré en verde y lo tomard como un comentario. A la hora de ejecutar cualquier comando este no se

vera en la ventana de comandos ni se aplicard en lo que se esté programando.

Y el comando clc (teclear clc y pulsar enter) el cual borra el contenido en la ventana de comandos.
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Esto debido a medida que se van tecleando y ejecutando comandos en la ventana de comandos, éste se va

llenando, por lo que es recomendable poner el primer lugar el comando clc.

Las operaciones aritméticas inicamente se pueden efectuar en un escalar (Estos pueden ser asignadas con

una variable):

Tabla 3.1.2: Operaciones aritméticas con escalares.

Operacién Simbolo | Ejemplo
Suma + 3+4

Resta - 3—-4
Multiplicacion * 3x4

Divisién derecha / 3/4

Divisién izquierda | \ 3\ 4
Exponencial A 3A4 (3%
Mayor que > 4>3

Igual o mayor que | >= 4>=3(4>3)
Menor que < 3<4

Igual o menor que | <= 3<=4(4<3)
Idéntico a == 4==4(4=4)

Hay que recalcar que la divisién a la izquierda es la inversa de la division a la derecha y es ampliamente
utilizada para operaciones con matrices [30] [32]. MATLAB al igual que todas las calculadoras cientificas

ejecuta los cédlculos en funcién de un orden de precedencia.

Tabla 3.1.3: Orden de precedencia.

Precedencia | Operacién matematica

1° Paréntesis. Para paréntesis anidados, el mas interno es el que primero se ejecuta.
2° Exponencial.

3° Multiplicacién, divisién (igual precedencia).

4° Suma y resta.

Aparte de las operaciones aritméticas béasicas, las expresiones que se construyen en MATLAB pueden

contener funciones predefinidas, gracias a tu amplia coleccién en librerias.

Tabla 3.1.4: Operaciones matematicas.

Funcién Descripcién Ejemplo Representacion
sqgrt (x) Raiz cuadrada sqgrt (3) V3

exp (x) Exponencial exp (3) e3

abs (x) Valor absoluto abs (-3) | — 3]

log (%) Logaritmo natural | log(3) In3

logl0 (x) Logaritmo base 10 | 1og10 (3) log 3

factorial (x) | Funcion factorial factorial (3) | 3!

pi Numero 7 pi T
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Tabla 3.1.5: Funciones trigonométricas. El valor de z, cual debe estar en radianes.

Funcién | Descripcion Ejemplo Representacion
sin (x) Seno del angulo x sin(pi/3) | sing
cos (x) Cos del angulo = cos(pi/3) | cos %
tan (x) Tangente del angulo z tan(pi/3) | tan g
cot (x) Cotangente del angulo x | cot (pi/3) | cot %

Otra funciones a conocer son las operaciones légicas, las cuales son expresiones matematicas cuyo
resultado es un valor booleano (verdadero o falso). El tipo de dato logical representa estados true
(verdaderos) o false (falsos) mediante el uso de los nimeros 1 y 0, respectivamente. Determinadas
funciones y operadores de MATLAB devuelven valores 16gicos para indicar que se cumple una condicion.
Es posible usar dichos valores 16gicos para indexar un arreglo o ejecutar cédigo condicional [30] [32].

Tabla 3.1.6: Operaciones logicas.

Funcién Significado

Short-circuit &&, || Operaciones logicas con cortocircuito

& Encontrar logica Y

~ Find logical NOT

\ Encontrar logica O

XOr Encontrar 16gica exclusiva-O

all Determine si todos los elementos de la matriz son distintos de cero o
verdaderos

any Determinar si algiin elemento de la matriz es distinto de cero

false Logical 0 (false)

find Buscar indices y valores de elementos no nulos

islogical Determinar si la entrada es una matriz logica

logical Convertir valores numéricos en légicos

true Logica 1 (verdadera)

3.2. Generacion de matrices

Un operador que se utiliza en toda la programacion es el signo de = (llamado asignacién), tiene la finalidad
de dar un valor a una variable.

Nombre_de_la_Variable = Valor_Num_o_expresion_computable

En la parte de la izquierda de la operacién (Nombre_de_la_Variable) tnicamente puede existir un
nombre de la variable, mientras que en la parte derecha (Valor_Num_o_expresion_computable)
puede ser un nimero o una expresién computable que pueden incluir niimeros y/o variables que ante-
riormente se le asignaron previamente valores numéricos. La informacién (arrays) que se almacena y
manipula en MATLAB es la estructura fundamental la cual se agrupa en forma de fila o columna, los
cuales son llamados vectores. Para la creacién de un vector fila deben teclearse las variables o niimeros,

separados por una coma (,) o un espacio (space bar) y entre un corchete ([]). Para un vector columna
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se puede realizar de dos formas. La primera es hacer un vector fila, luego hacer un cambio de variable
agregandole al final un (') y el segundo método es similar que un vector fila, cambiando la separacién por
un punto y coma (;). Para producir un vector con distancia constante a partir de la especificaciéon del

primer termino, de la distancia y del ultimo termino es
Nombre_de_la_Variable = m:qg:n

Param sera el valor inicial, para g es el espacio entre cada término y para n es el ultimo termino. En
ocasiones los vectores se deben mostrar en forma de tabla, para observar los datos obtenido, respeto
a las variables metidas. Usando el comando table permite la formacién de éste, pero con la condicién
de que los vectores deben tener los mismos tamarfios (usando el comando length (x) permite saber el

ndimero de elementos de cualquier vector) y deben estar en vector columna.

La direccién de un elemento en un vector es su posicién en la fila (o columna). Si se tiene un vector, que
se llamara vec, vec (k) se hace referencia al elemento en la posicién k. La primera posicién es 1. Un
elemento de un vector v (k) se puede utilizar como una variables. Por ejemplo, es posible cambiar el valor
de un solo elemento de un vector reasignando un nuevo valor a la direccién especifica del elemento en
cuestion. Esto se hace tecleando: v (k) = valor. Un elemento de un vector puede ser utilizado también

como variable en expresién matematica. Suponiendo que en el vector vec cuenta con diez elementos

>> vec = [13 20 32 12 0 1 9 4 40 99]

13 20 32 12 0 1 9 4 40 99

>> vec (3)

vec(7) = 3.14

13 20 32 12 0 1 3.14 4 40 99

>> vec (10) + vec (6)
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Ejemplo 3.2.1: Ecuaciéon de Van der Waals

Un profesor de fisicoquimica aplica un examen a sus alumnos sobre cuatro gases reales siendo
Metano, Monéxido de Carbono, Hidrégeno y Argén que ocupan un volumen molar de 50L/mol,
277 mL/mol, 500 cm?/mol y 0.02 m?3/mol, respectivamente. Les pide determinar la temperatura
(K) de los gases si el primer gas se encuentra a 0.80 atm, el segundo a 450 mmHg, el tercero a 1
bar y el dltimo a 93.2 kPa. Los alumnos saben que deben ocupar la ecuaciéon de Van der Waals

[16].
a —
R-T= <P+ %> (V—0)
Donde:
LRI R-T,
T 64P, ~ 8P,

Formulas tomados de [15]

Resolucion:

1.

. Ocupando los métodos numéricos mediante MATLAB, se proceder a hacer un vector fila con

. Se procede a ocupar las ecuaciones para determinar a y b, ocupando los vectores antes generados.

. Se ocupa la ecuacién de estado de Van der Waals.

. Por ultimo, se hace un cambio de variable y se presenta en forma de tabla.

Ocupar un mismo sistema de unidades, definiendo a la constante R como igual a 8.3144 L -
kPa/(K - mol). Se procede a convertir los voltimenes a Litros, la presién a kPa y ademés

agregar la masa molecular, la presién y temperatura critica. Datos tomados del [16].

los datos proporcionados de la tabla anterior.

P = [81.06 59.9951 100 93.2]; % Presidén [kPal

V = [50 0.277 0.500 20]; % Volumen molar [L/mol]

Tc = [190.6 132.9 33.19 150.9]; % Temperatura critica [K]
Pc = [4599 3499 1313 4898]; % Presidn critica [kPa]

% Valores para (a)

= (27*R"2xTc."2) ./ (64%Pc);
Valores ara (b)

= (R*Tc) ./ (8%Pc);

V)

o°

o

T = (1L/R)*(P+a./(V."2)) .x(V-Db); ]
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o)

% Representacidén de forma de tabla

Gas = {’Metano’;’Mondéxido de Carbono’;’Hidrogeno’;’Argdn’};
Presion\_kPa = P’;

Volumen\_molar = V’;

Temperatura\_K = T';

Resultados = table (Gas,Presion\_kPa,Volumen\_molar,

Temperatura\_K)

Resultados =
4x4 table
Gas Presion_kPa Volumen molar Temperatura K
‘Mecano® £1.06 50 487.6
'‘Mondxido de Carbono’ 59,9595 0.277 56.525
'Hidrogeno' 100 0.5 11.274
‘Argén’ 93.2 20 224.64

Asi como MATLAB tiene la capacidad de hacer hacer varias operaciones a partir de vectores del mismo
tamano, se pueden generar matrices, conocidos en la programacién como array bidimensionales, a partir
de la generacién de vectores columna y vectores fila. Las matrices se usan para almacenar informacién
como si fuera una tabla, formando un papel importante para el dlgebra lineal, como se mencioné con
anterioridad, y que es comunmente utilizada en las ciencias exactas para modelizar y resolver problemas.
Para la generaciéon de una matriz es cuestion de asignar los valores correspondientes a una variable. Para
hacer esto es necesario teclear los elementos, fila por fila entre corchetes [ ]. Primero escribiendo el corchete
izquierdo [, posteriormente se tecla la primera columna separando los elementos por espacio o comas.
Antes de teclear la siguiente se coloca un punto y como o pulsar enter. Se concluye poniendo el corchete
de la derecha al final de la dltima fila.

nombre_variable : [elementos de la 1° Fila; elementos de la 2° Fila;

elementos de la 3° Fila; --- ;elementos de la ultima Filal;

Los elementos de una matriz pueden ser nimeros o expresiones matematicas que incluyen niimeros, varia-
bles predefinidas y funciones. Todas las filas deben tener el mismo nimero de elementos. Si un elemento
es cero, también debe ser teclado.

Cuando se pone punto y coma después de cada linea (antes de la siguiente fila):

> A = [1,2,3;4,5,6;7,8,9]
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Poniendo Intro después de cada linea y poniendo espacio entre cada niimero:

> B = [12 3; 45 6; 78 9]

Las variables en MATLAB, una vez creadas, se pueden realizar operaciones mateméaticas de diferente
indole. La operaciéon mas simple es la suma y resta de matrices, la cual para efectuarse deben tener el

mismo tamafio de arrays, esto quiere decir que, debe haber el mismo nimero de filas y de columnas.

> A = [1 2 3; 45 6];
> B = [7 8 9; 1 2 31;

La multiplicacién * es ejecutada por MATLAB segtin las reglas propias del dlgebra lineal [9]. Esto significa
que si A y B son dos matrices la operacion A. x B se ejecuta solamente si el numero de columnas de la
matriz A es igual al nimero de filas de la matriz B. El resultado es una matriz que tiene el mismo nimero

de filas de A y el mismo ntmero de columnas de B.

> A = [1 2 3; 45 6; 78 9];
9 8, 7 6; 5 4];

[
>> B = [
> C = A .x B

Cc =
38 32
101 86
164 140

El producto de la multiplicacién de dos matrices cuadradas es también una matriz cuadrada del mismo
tamano, pero no es el mismo resultado, recordando que A x B # B %« A. Hablando de matrices cuadradas,
como se vio en la secciéon de dlgebra lineal, a partir de estas se puede hallar la determinante de algiun
sistema de ecuaciones para luego encontrar la solucién de cada incognita, la cual existe el comando det (2)
O |Al, la cual ayuda a encontrarlo de una forma sumamente rapida. Pero existe una forma de resolver
ecuaciones matriciales ocupa unicamente \, sabiendo que AX = B, por lo tanto, despejando a X se

obtiene que X = A~!'B. Por ejemplos, suponiendo que

dr -2y +6z = 8
2 +8y +2z = 4
6 +10y 43z = 0

Resolviendo en MATLAB



Capitulo 3. Métodos numéricos

> A = [4 -2 6; 2 8 2; 6 10 371;
> B = [8 4 0]";
>> C = A\B

-1.8049
0.2927
2.6341

Por lo tanto
= —1.80498

= 0.2927
z = 2.6341

Para las operaciones de multiplicacién, exponenciacién y divisién de arrays se realizan elemento a elemento,

en MATLAB hay que teclear un punto delante del operador aritmético correspondiente.

Tabla 3.2.1: Operaciones aritméticas para matrices y vectores.

Simbologia Descripcion
K Multiplicacién
" Exponenciacién
./ Divisién a la derecha
A Divisién a la derecha

3.3. Calculo

A partir de este punto, se debe conocer lo que son las variables simbdélicas que representa una incoégnita
que puede tomar cualquier valor. Por tanto, una operacién que involucra una o més variables simbélicas no
devuelve un valor numérico, sino una expresion simbdlica que involucra ntimeros, operaciones, funciones y
variables simbdlicas. MATLAB tiene dos comandos que son sym y syms, la cual tiene la misma utilidad
pero su diferencia radica en que syms es un atajo a la funcién sym, facilita al usuario la creaciéon de

variables simbdlicas.

>> x=sym(’'x’");

>> y=sym('y’);

Usando los simbolos de atajos, haces lo mismo, solo con el cédigo:

Syms X y

MATLAB contiene en su software una gran cantidad de comandos ya preestablecidos para la resolucién
de una cierta variedad de ecuaciones, pero se pueden programar por uno mismo. Como es el caso de la
resolucién de poder calcular las derivadas de una variable [30] [33], la cual para poder hacerlo se sigue

los pasos siguientes:
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1. Se pone el comando syms x donde x va a ser la variable a derivar, se da enter (no requiere
punto y coma).

2. Seguido se pone el comando diff (£ (x)), donde f(x) va a ser la funcién.

3. Si después de la funcién se agrega una como y un nimero natural cual sea (n), diff
(f (x),n), indicaras el orden de la derivada.

4. Para evaluar una derivada se usa el comando subs (f (x),’x’, v), donde f(z) serd la
funcién, entre comillas ira la variable independiente 'z’ y por ultimo v el niimero que a
evaluar la funcion.

5. Si es requerido gréaficar se pone el comando fplot (diff (f(x), [a,b]) donde dif f(f(x))
seré la derivada y [a,b] serd un intervalo.

Ejemplo 3.3.1: Movimiento de una particula

Cierta particula se determing en un laboratorio que su distancia (m) que esta proporcionada en

metros, es dependiente del tiempo (t), dado en segundos, mediante la siguiente ecuacién.
5 4,23 2
m=t’>—3t +§t — 2t 4+ 2.1t + 7

Se pide encontrar la distancia la velocidad, la aceleracién en el segundo 2.05 y ademads graficar las

tres curvas generadas en un intervalo de tiempo que vaya de 0 a 3 segundos.

Resolucion:

1. Poner el comando syms t e introducir la funcién a evaluar (m), dando enter y agregaremos el
comando diff (m) aplicando la primera y segunda derivada.

syms t
tA5-3%t"4+2/3%t"3-2*xt"24+2.1xt+7; $Funcidén [Distancial]

m
v = diff (m);%Primera derivada [Velocidad]

a = diff(m,2);%Segunda derivada [Aceleracidn]

2. Evaluando las funciones como en el paso 4, en el punto 2.05. Observe que se introdujo un
comando double (n) el cual sirve para que arroje el resultado en forma decimal en caso que
de fracciones.

syms t

ml = double(subs(m, "t’, 2.05));%Distancia
vl = double(subs (v, "t’, 2.05));%Velocidad
al = double(subs(a, 't’, 2.05));%Aceleracidn

3. Realizando una tabla.
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syms t

Valores = {’Distancia’;’Velocidad’;’'Aceleracidn’};
Datos = [ml;vl;al];
Unidades = {'m’;'m/s’;'m/s"2"};

Resultados = table (Valores,Datos,Unidades)

Resultados =

3x3 table

Valores Datos Unidades

'Distancia’ -5.1345 "m'
"Velocidad' -12.771 ‘m/s*

'Aceleracidn’ 25.212 ‘mfs"2r

4. Se obtienen tres funciones, por lo que se procede a poner la primera funcién, seguido se pone el

comando hold on que sirve para introducir varias graficas en un mismo plano, seguido se ponen

las funciones restantes. Los comandos xlabel (' Nombre’) y ylabel (' Nombre’) sirven

para nombrar la abscisa y ordenada respectivamente. El comando title (' Titulo’) pone

un titulo a la gréfica, mientras que legend (' Funciénl’, ’'Funcién2’,...,’Funcién’)

inserta una leyenda, la cual debe nombrarse de acuerdo al orden as las graficas. Y para finalizar

se coloca hold off que indicando que ya no se pueden poner més graficas en el mismo plano

fplot (m, [0, 3])

hold on

fplot (v, [0,3])

fplot (a, [0,3])

xlabel ('Distancia’) ; $Nombre de las abscisa

ylabel (' Tiempo’ ) ; $Nombre de la ordenada

title (Movimiento de Particula’); %$Nombre del titulo
legend (’Distancia’,’Velocidad’,’Aceleracidén’) ; $Leyenda
hold off

N\
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Movimeinto de Particula
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Como se pudo ver en el ejemplo anterior, MATLAB pose una gran potencia para resolver derivadas y
no solo quedarse alli, si no, que puede resolver su inversa siendo la integral, ya sea con una o multiples
variables, siendo definida o no. Para resolver una integral simple [33] [34] en MATLAB se sigue los pasos

siguientes:

1. Se pone el comando syms x donde x es la variable que se quiere integrar.

2. Luego se introduce int (F (x)) donde F'(x) es la funcién a integrar.

3. Si se quiere una integral definida se pone de la siguiente forma int (F (x), a,b) donde a
serd el limite inferior y b el limite superior.

4. Si es requerido graficar se pone el comando fplot (int (F(x)), [a,b]) donde int(F(z))

serd la integral y [a,b] serd un intervalo.

Ejemplo 3.3.2: Reactor PFR

En cierta universidad se estd probando en un laboratorio un reactor PFR que contiene una sus-

tancia alpha. Varias tomas de datos demostraron sugieren que la siguiente ecuacion demuestra la
conversién de la sustancia del reactor respecto a su volumen [cm?]

T 2 5

Se le dice al encargado de laboratorio que grafique la conversién (x) respecto al volumen (V) y

determine el volumen obtenido cuando la conversién se encuentra en el intervalo 0.2839 y 0.8375.

Resolucion:

1. Poner el comando syms x y la funcién F (x) a evaluar.
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syms x
F = (x74)/(x"2-5)+2/3%x"2;

2. Se pone el comando int (F (x),a,b) luego un double (V) para que arroje de manera sim-
plificada.

V = int (F,0.2839,0.8375);
Volumen = double (V)

3. Dando como resultados que el volumen generado es de.

V =0.1072 em?

4. Se grafica en el intervalo pedido con fplot (F (X), [a,b]).

fplot (F, [0,1])

xlabel (' Conversidn’) ; $Nombre de las abscisa
ylabel (Volumen [cm3]’);%Nombre de la ordenada
title (" Reactor PFR’); %Nombre del titulo

Reactor PFR
T T T T T T T =
04~ o -

0.35 — # =

Volumen [cm3]
j=
¥
T
|

015 / _

01 < -

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Conversion

Asi como se puede resolver una integral simple, se puede resolver una multiple, sea de dos o tres variables,
lo tinico que se necesita es meter la integral dentro de otra integral e indicar con respecto a que se esta

integrando. Se puede hacer por tres pasos distintos, teniendo en cuenta la siguiente integral:

be by
/ / Flz,y|dydx
ag ay

1. La primera forma, siendo la mas simple, es metiendo la integral dentro de otra, para MATLAB seria
algo tal que
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syms X y
F = F[x,vy];%Funcidén a evaluar

int = int ((int(F,v,a_vy,b_vy))x,a_x,b_x)%Integral doble
$Graficar

G = solve(F,y);%Despeja la ecuacidén respecto a y
fplot (G, [Ix,Sx]);%Funcidén para graficar

xlabel ("x");ylabel ('y’);%Titulos

Donde (int (F, x,a_x,b_x)) esta integrando primero con respecto a y. Posteriormente se integra

con respecto a x.

2. La segunda forma es similar, pero un poco mas desarrollada y organizada, donde se hace un cambio

de nombre.
syms X y
%Datos
F = F[x,y];%Funcién a evaluar
Ix = a_x;%Limite Inferior en x
Sx = b_x;%Limite Superior en x
Iy = a_y;%Limite Inferior en y
Sy = b_y;%Limite Superior en y
Fl = int(F,vy,Iy,Sy);%Integrando primero respecto a y
F2 = int (Fl,x,1Ix,Sx);%Integrando respecto a x
$Graficar
G = solve (F,y);%Despeja la ecuacidén respecto a y

fplot (G, [Ix, Sx]);%Funcidén para graficar
xlabel ("x");ylabel (y’);%Titulos

Como se puede observar, es un poco mas desglosada, algo mas tardado pero puedes ir identificando

todo en el programa permitiéndote ser més organizado.

3. La ultima forma, es idéntica a la segunda, solo que se hace es ponerla como function, la cual esta

puede guardarse en una carpeta y seguir utilizando el programa en varios problemas mas.

function R = Integral_Doble (F,Ix,Sx,I1y,Sy)

%$Este programa permite calcular integrales dobles
%Para el intervalo de Y [Iy,Sy]

%$Para el intervalo de X [Ix, Sx]

%$Donde I indica limite inferior

%$Donde S indica limite superior

syms X y

Fl = int(F,vy,Iy,Sy);%Integracién respecto a Y

R = int (F1l,x,Ix,Sx);%Integracién respecto a X
%$Grafica

G = solve(F,y);%Despeja la ecuacidn respecto a Y
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fplot (G, [Ix,Sx]);%Funcidén para graficar
xlabel ("x");ylabel (y’);%Titulos

Cabe recalcar, que esto se puede programar a gusto de cada lector y hacer inca-pie de que en este
caso, primero se esta integrando respecto a z y después a y, pero puede existir el caso de que sean
otras literales o en otro orden, y lo inico que se debe hacer es cambiar el orden de integraciéon, asi
como el de graficar, ya que los programas siguen una secuencia de integracién, pero en ocasiones

hay que modificar el orden manualmente, cambiando tinicamente las literales de integracion.

Ejemplo 3.3.3: Resolver la siguientes integral doble

Resolver la siguientes integral miltiple por método numeérico.

1 z2
/ / (z2 — y)dydx
—1J—z2

Problema obtenido de [23].

Resolucion:

1. Se deberé copiar el programa en MATLAB con sus respectivos limites y solo queda correr el

programa.
F = x"2-y;
Ix = -1; Sx = 1; $Limites de X
Iy = -x"2; Sy = x"2; %$Limites de Y

R = Integral_Doble (F,Ix,Sx,1y,Sy);

R =
0.800

2. Gréaficamente se obtiene.
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3.4. Ecuaciones diferenciales

MATLAB no se queda alli, debido a su alta capacidad, podemos resolver EDO hasta EDP. Empezando
primero por las Ordinarias, por ser algo mas facil de resolverlas. Para saber como evaluar una EDO, se
puede hacer de dos formas: La primera es programando todo desde cero, a justo del programador, y la
segunda es mediante el comando dsolve (). Empezaremos ocupando la segunda forma, la cual se empieza

con:

1. Se usard el comando dsolve ('Ecu_Dif’,’variable_independiente’).

2. Donde dice 'Ecu_Dif’ se introducird la ecuaciéon diferencian de la siguiente manera
an*Dny+...+a2xD2y+al+«Dly+a*Dy+axy=g (x), donde a serd el coeficiente de la ecua-
cién diferencia, Dn marcaréd el orden en que se encuentra la ecuacién, y puede cambiar ya
que era la variable dependiente y g(x) es una funcién de la variable independiente.

3. Se pondra el comando simplify (y), para simplificar la ecuacién diferencial.

4. Si contiene valores en la frontera o inciales entonces el comando de la parte 1 se modifica a
dsolve (Ecu_Dif’,’y(i)=3’,’Dy(i)=3’,’Dly(i)=3","...7, 'Dny(i)=3',
"variable’), donde i es la condicion inicial en la variable independiente y j de la variable
dependiente, para Dn serd el orden de la derivada donde se aplica el valor inicial

5. Por 1ultimo, queda graficar fplot (y, [a,b]), para y serd la solucién de la ecuacion dife-

rencial y [a, b] serd un intervalo.

Ejemplo 3.4.1: Movimiento criticamente amortiguado

Una masa que pesa 12 libras se alargara hasta 5 pies un resorte. Suponiendo que una fuerza
amortiguada que es igual a dos veces la velocidad instantanea actiia sobre el sistema, determine la
ecuacién de movimiento si la masa inicial se libera desde la posicion de equilibrio con una velocidad
ascendente de 2.5 ft/s y la longitud méxima alcanzada. Problema obtenido del [23].
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Resolucion:

1. Ocupando la Ley de Hooke se observa que 12 = k(2) — k =61b/ft y que W = m - g da que
m =W/g=12/32 = 3/8. La ecuacién diferencial de movimiento adquiere la siguiente forma.

3 d%x dx
Y _Gr—5—
8 dt2 T
2. Se deberd meter le ecuacién en MATLAB, aplicando los valores limites que son 2(0) = 0, ya que
parte del reposo y 2’(0) = —2.5, que es la velocidad ascendente. Con la variable independiente
de t

$Ecuacién diferencia
x = dsolve (’3/8+D2x=-6xx-5+Dx’,’x(0)=0",'Dx(0)=-2.5","t");

X simplify (x)

—(15xexp (-12xt) » (exp ((32xt)/3) - 1)) /64

z(t) = _6%1 [156_12t . (e32t/3 — 1)}

3. Para obtener la distancia méxima requerida, de deben graficar dos funciones, la primera sera

la funcién obtenida anteriormente y la segunda la derivada de dicha funcién.

$Ecuacién diferencia

X = dsolve (’3/8xD2x=—6+x-5xDx’,’'x(0)=0’,'Dx(0)=-2.5","t");
$Derivada

x1l = diff (x);

$Grafica

fplot (x, [0,2])

hold on

fplot (x1,10,2])

xlabel ("t’);ylabel ("x")

title('Movimiento criticamente amortiguado’)
legend (' Funcidén’, ' Derivada’)

hold off
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interpretaciéon se da como la distancia maxima del resorte. Lo comtin es igualar ambas ecuaciones
y resolver, por lo que se programé un comando llamado [E, x1]=Newton_Rhap (£, x0,tol),
el cual es el método de Newton Raphson o también conocido como método de Newton para
raices [33] [35] [36], siendo muy 1til para hallar las raices de cualquier funcién, (donde £, que
es la funcién debe estar igualado a cero) a partir de una tolerancia (tol) y un valor inicial

(x0) . El programa se vera mas adelante en la siguiente secciéon o se puede descargar en linea.

Como se observa en la grafica 77, se haya una intersecciéon entre ambas funciones, la cual su

$Ecuacidén diferencia

R =

x =
x = simplify (x);
%$Derivada

x1l = diff (x);

syms t

f = x1-x;%Funcién

x0 = 0.1;%Valor inicial
tol = 107-10;%Tolerancia

0.1610

[R, I]=NewtonRaphson (f,x0,tol)

dsolve (' 3/8xD2x=-6%x-5xDx’,’x(0)=0",'Dx(0)=-2.5","t");

3

5. Por lo tanto, R es el tiempo en que logra su mayor distancia, lo inico que falta solo es resolver

le ecuacion.
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Distancia = double(subs(x, 't’, R))

Distancia
-0.1551

6. Como se observa la distancia obtenida tiene un niimero negativo, lo cual indica que la distancia
maxima se encuentra debajo del punto de equilibrio y se toma como valor absoluto.

Distancia = 0.1551 ft; bajo el punto de equilibrio

3.5. Métodos numéricos

El analisis numérico esta encargada de disefiar algoritmos para simular una aproximacién de una solucién
a problemas de indice matemaético, es por ello que se ocupan ordenadores para la utilizacién de célculos
matematicos, desde sencillos hasta muy complejos. El andlisis numérico proporciona los pilares necesario
para llevar a cabo todos aquellos procedimientos mateméaticos susceptibles de expresarse algoritmicamen-
te, basdndose en algoritmos que permitan su simulacién o calculo en procesos mas sencillos empleando
numeros. En cualquier programacion se debe establecer un error junto con el error admisible. Muchas
de las operaciones mateméticas pueden llevarse adelante a través de la generacién de una serie de niimeros
que a su vez alimentan de nuevo el algoritmo (feedback). Esto proporciona un poder de cdlculo y refina-
miento importante a la maquina que a medida que va completando un ciclo va llegando a la solucion. El
problema ocurre en determinar hasta cuando debera continuar con el ciclo, o si nos estamos alejando de

la solucién del problema.

3.5.1. Series de Taylor

Una Serie de Taylor [30] [34] [35] de una funcién es una suma infinita de términos que se expresan en
términos de las derivadas de la funcién en un solo punto. Para las funciones mas comunes, la funcién y la
suma de su serie de Taylor son iguales cerca de este punto. Por poner un ejemplo, la serie de Taylor del

numero de euler (e”) se expresa de la siguiente manera

Para programar una aproximacién de esta serie, se debe conocer el comando for, el cual permite hacer
bucles y una vez finalizado se sierra con el comando end. Dicho eso, se comienza poniendo la literal x
siendo el valor a determinar, seguido de m, la cual serd el nimero méximo de iteraciones, s = 0, que
indica la suma inicial que parte de cero. Seguido de esto se pone el comando for y en el mismo rengléon se
introduce n=0 :m, el cual indica que el valor de n es igual a 0 hasta m. Dando enter y después introduciremos
la ecuacién de sumatoria, partiendo de s = s + ecuacidn, se termina poniendo end y haciendo un
cambio de variable, donde s pasara a ser Iteracion, poniendo Real, el cual sera igual a exp (x) y se
concluye poniendo el margen de error como error el cual serd el (Real — Iteraciones)/Real - 100. Entre
mayor sea el nimero de m, el margen de error sera mas pequefio y la aproximacién numérica sera mejor.

Suponiendo que se quiere conocer cuando x = 5.
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%$Serie de Taylor de exp (x)
x = 5;%Valor de X

m = 100; $Numero de iteraciones
s = 0;%Valor inicial de la sums

for n=0:m

s = s+x”n/factorial (n); $Expresidén algebraica
end
Iteracion = s;%Resultado de la iteracidn
Real = exp(x);%Resultado real

error = abs((Real-Iteracion)/Realx100);%Margen de error

Tteraciones [m] | Valor de iteraciones | Error [ %]
5 91.4167 38.4039
10 146.3806 1.3695
100 148.4132 1.9150e-14

3.5.2. Errores

En la programaciéon numérica existen tres tipos de errores masicos siendo: inherentes, por redondeo y

por truncamiento.

Errores inherentes Son aquellos errores que existen en los valores de los datos, esto se debe a la
incertidumbre de las mediciones, debido a equivocaciones o por su naturaleza de aproximacién. Por poner
un ejemplo, el valor de la gravedad (g), algunos ingenieros para calculos rdpidos, en situaciones que lo a
meriten, pueden tomarlo como 10 m/s?, pero durante mucho tiempo se ha ensefiado que se ocupa como

9.81 m/s%, aunque si le pregunta a un fisico, podrfa decirte que se ocupa la gravedad como 9.80665 m/s>.

Errores por redondeo Este tipo de error se produce debido a que la computadora o el operador debe
manejar un numero finito de digitos después del punto decimal y por ende, se tiende al redondeo. Por

ejemplo, el valor el vapor 7 que es un ntimero infinito pero se tiende solo a ocupar 4 digitos.

Errores por truncamiento Estos son debidos a la omisiéon de términos en una serie que tiene un
numero infinito de términos. Por ejemplo, se puede utilizar la serie infinita de Taylor para calcular el

cos (), expresado en radianes

e’} . 1,271 1,2 1’4 1’6
cosm:Z(fl) (2n)!:17§+ﬂia+'”
n=0

Lo que se hace en la programacion, es que sabiendo que el porcentaje de error sera

Real — Ideal

E =
rror Real

Se puede hacer con un valor antes del valor final de la sucesién (ny_1) menos el valor final de la sucesién

(ng), dividido entre el valor antes de la sucesion, multiplicado por 100

Error = M= 100 %
nf_1

99



Capitulo 3. Métodos numéricos

Para esto, se propone conocer el valor de la serie de Taylor para cos (z), cuando & = 10, si se permite
un error minimo de entruncamiento de 1 x 1078. Antes de empezar cpm desarrollo del problema, se debe
conocer el comando if expression, statements, end evalia una expresién y ejecuta un grupo
de instrucciones cuando la expresién es verdadera. Una expresién es verdadera cuando su resultado no
estd vacio y contiene solo elementos no nulos (numéricos reales o l6gicos). De lo contrario, la expresién
es falsa. Los bloques elseif y else son opcionales. Las instrucciones se ejecutan solo si las expresiones
anteriores del bloque if. . .end son falsas. Un bloque if puede incluir varios bloques elseif.

if expression
statements
elseif expression
statements
else
statements

end

Entonces, para desglosar el problema que se plantea, se repite el procedimiento que se planteo para la serie
de Taylor de e*. Se introduce las variables definidas, como son el valor x, el numero de iteraciones m, el
valor inicial de la suma s=0, el margen de error error y por ultimo el valor real de cos (x). Posteriormen-
te, ocupando dos comandos for, el primero para hacer la sumatoria hasta ny y cerrando, el segundo for
es para encontrar el valor de ny_;. Implementamos dos ecuaciones de error, una que serd con respecto al
valor final y el valor real y el otro que sera el valore final y el valor final menos, con la finalidad de ver
su comportamiento. Para finalizar se ocupa el comando if para decir que si el error del entruncamiento
es igual o menor (<) al error establecido, y que arroje el resultado con una frase que diga; "E1 valor
esta en el margen de error (error = error hallado)’. En caso contrario, si el error no
esta dentro del margen de error se ocupara el comando else la cual muestre la frase: "E1 valor NO
esta en el margen de error (error = error hallado), aumentar iteraciones’, pa-
ra que arroje dichas oraciones, se ocupa el comando R = sprintf (’Oracién%s’, %s, donde R es la

respuesta y $s permite mostrar el valor numérico obtenido, en este caso sera el error porcentual.

clc
x = 10;%Valor de X

= 25;%Numero de iteraciones
s = 0;%Valor inicial de la suma
error = le-8;%Error minimo
r = cos(x);%Valor real
$Sumatorias

for n=0:m

s = s+ (-1)"nx (x"~(2*n))/factorial (2+n); %$Expresidén algebraica
end
p = m-1;
sl = 0;
for nl1=0:p

sl = sl+(-1)"nl*(x"(2+xnl))/factorial (2+«nl);%Expresién algebraica
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end

%$Ecuaciones de error

erl = abs((r-s)/r)*100;%Error con el valor real
er2 = abs((sl-s)/sl)*100;%Error con el valor de entrucamiento

%$Deducicdn de error
if er2 <= error
R = sprintf ('El valor esta en el margen de error (error = %s)’,er2)
else
R = sprintf (’El valor NO esta en el margen de error (error = %s),
aumentar iteraciones’,er2)

end

Iteraciones [m] | Error real [%] | Error truncamiento [%] | Respuesta
Fuera del

5 1.5445 x 10° 1.5445 x 10° uera del margen
de error
Fuera del

10 894.2785 1.1935 2 102 era del margen
de error
Fuera del

20 8.0531 21078 | 1.4607 2 10~° uera del margen
de error
Dentro del

25 1.7505 2 10~ | 3.9694 2 10~ 13 entro del margen
de error

3.5.3. Resolucion de ecuaciones no lineales

La resolucién de ecuaciones lineales es mediante el uso de las matrices, pero ;qué sucede cuando dichas
ecuaciones no son lineales? Es donde entran los métodos numéricos, entre ellos estdn el método del
trapecio, el de sipmson, pero el mas efectivo, debido a que tienen un margen de error de entruncamiento,
es el método de Newton-Raphson el cual es un algoritmo para encontrar aproximaciones de los ceros

o raices de una funcion real. Este método se describird mediante la siguiente formula de iteracién:

_ f(=i)
f'(z:)

Tit+1 = T4 (31)

El método de Newton-Raphson es un método que garantiza una convergencia, pero no global, es de-
cir, siempre que la funcién toque un punto de la abscisa dard un resultado. Es por eso, que la formula
Tiv1 = x; — f(x)/f (x;), f(zn) no representa grande variaciones mientras que f'(z,) puede variar bas-
tante. Si f/(x,) es grande entonces la correccién f(z;)/f'(x;) que se le aplica a x,, para aproximar el cero
es pequeiia. Por otro lado, si f/(z,) es pequena entonces la correccién serfa mayor por lo que aproximar
un cero de f puede ser un proceso lento o a veces imposible. Es posible hacer un andlisis geométrico del

método a partir de las siguientes graficas, ver la figura 3.5.1.
Datos de entrada

= Funcién f(z) (igualada a cero).
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T
Ti: y= f'(x0)(x — x0) + f(x0)

(a) Obteniendo x7. (b) Obteniendo z1,z2,.. ..

Y

(c¢) Representacién grafica

Figura 3.5.1: Descripcién gréafica del método. Graficas obtenidas de E. Mora [37].

= Punto de inicio (z;).

» Porcentaje de error % (tolerancia).
Datos de salida

= Respuesta (R).

= Ndmero de iteraciones ().

Para poder programar el método de Newton-Raphson, se debe introducir primero el comando function
[vl,...,yn] = miFun(x1l,...,xm), el cual permite declarar una funcién con entradas y salidas;
miFun sera el nombre de la funcién, en este caso se nombra como Newt onRaphson, pero el nombre es al
justo del programaodr; (x1, ..., xm seran las variables de entrada, para el método establecido, debiendo
meter tres variables, siendo la funcién igualada a cero, que la denominaremos como f, el punto de inicio
(z;) el cual sera x0 y por ultimo la tolerancia o porcentaje de error, nombrada como tol. Por ultimo,
queda establecer las variables de salida, el cual serdn dos, la respuesta R y el numero de iteracionesI. Por
lo cual, el programa tendré la siguiente estructura

function [R, I]=NewtonRaphson (f,x0,tol)

Desarrollando le programa, y siguiendo la definicién del principio de esta apartado, se debe primero derivar
la funcién principal, por lo cual se obtendra como d = diif (f). Posteriormente, se ocupa el comando
f = inline (exp), donde inline construye un objeto de funcién en linea a partir de la expresién de

MATLAB contenida en expr, o dicho de otra manera, convierte la funciéon aritmética, a partir de un
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punto de referencia, a un valor numérico, viendo la ecuacién (3.1) se debe volver numérica la funcién
original y la derivada, por lo cual seria £ = inline (f), que sera la conversiéon de la funcién a una
expresion numérica, y d = inline (d), que es la conversién de la derivada a una expresién numérica.
Se introduce el error absoluto, que es del 100%, E = 100 y un contador de inicio, para el total de
iteraciones, 7 = 0. Igual que el for permite generar bucles, existe otro comando que hace lo mismo, pero
sin introducir cuantas iteraciones, sino estableciendo el resultado de una expresién algebraica, se habla
del comando while y se finaliza con el comando end. Para usar dicho comando, se estable una expresién
algebraica y sabiendo que el método de Newton-Raphson trabaja mediante un error pequeno, se dice
que mientras el error sea mayor que la tolerancia, este entrara al bucle, quedando como while E>tol,
posteriormente se introducen las ecuaciones, la primera que sera la ecuacién (3.1), donde se expresara
como x1 = x0-(f(x0)/d(x0)), donde f (x0) representa la funcién evaluada en el punto inicial dado
y d (x0) la derivada en el funcién evaluada en el punto inicial dado y donde x1, sera la respuesta. Seguido,
se pondra el error que se viene manejando E = abs ( ( (x1-x0) /x1) x100, después se hara un cambio de
variable donde el valor obtenido ahora se sustituird por el nuevo valor de entrada x0=x1, ya por ultimo,

se agrega el contador, donde sera una sumatoria de uno en uno, con la finalidad de conocer el total

de iteraciones que hizo 7 = j+1, se cierra el bucle con end. Se agrega a las respuestas de salida, para
R = sprintf (‘Raiz en =% 0.4f’,x0) yI = sprintf('Con%d iteraciones’, j), donde el

comando sprintf sirve para plasmar alguna oraciéon que se quisiera o si el autor lo prefiere, se puede
eliminar, solo recordando que representa cada variable de salida y por finalizar, se puede gréaficar la funcién
de entrada con el comando explot (f). Se guarda el archivo en una carpeta correspondiente para que
llegue a ejecutarse correctamente, con el mismo nombre que el programa, ya que si se nombra con otro

que no es o con espacios, no correra adecuadamente.

function [R,I]=NewtonRaphson (f,x0,tol)
%$Este programa calcula la raiz de una funcién (f) a partir de un valor
%cercano a ésta (x0), mediante un margen de error que serd la

$tolereancia (tol)

d = diff (f);%Derivada de la funcidn

d = inline(d); %Conversién de la derivada a una expresidédn numérica
f = inline (f);%Conversidén de la funcidén a una expresidn numérica
E = 100;%Error absoluto

j = 0;%Contador de inicio

while E>tol
x1 = x0-(f(x0)/d(x0));%Ecuacidén de Newton—-Raphson
E = abs (((x1-x0)/x1)+100); $Error
x0 = x1;

j = j+1;%Contador

R = x1; %Respuesta

I = j;%Numero de iteraciones
%$Grafica

ezplot (f)

grid on

Para poder utilizar el comando que se acaba de generar, se supondra que se obtiene la ecuaciéon siguiente,

donde se quiere hallar el valor comprendido en el intervalo entre [0, 1] con una tolerancia de orden 1-10~°
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Pendiente

=)

Pendiente
aproximada

Jx)

Xi xi + Ax

Pendiente

Pendiente X
aproximada

S

S

Bendicn Pendiente
f‘e(; iente aproximada

fix)

(a) Diferencias finitas progresivas.

x; — Ax Xi

(b) Diferencias finitas regresivas.

x; — Ax Xi X+ Ax

(c) Diferencias finitas centradas.

Figura 3.6.1: Graficas de aproximaciones con diferencias finitas divididas de la primera derivada.

y se da un valor inicial de 2
2 =323+ =0

Lo que se hace primero es poner syms x, ya que z es la variable a evaluar, metiendo las funciones de
entrada como en el programa. Después, se abre en una nueva ventada de editor el programa hecho, se dara
Run para ejecutar el programa, copiando tinicamente [R, I]=NewtonRaphson (f,x0,tol) y se pega
donde se este llevando a cabo el problema, se da correr en Run and advance, donde los resultados se

daran en la pantalla de ventana de comandos o ventana del espacio de trabajo.

syms x
f = x"2-3*%x"3+x"(-4);
x0 = 2;

tol = 1le-10;
[R, I]=NewtonRaphson (f,x0,tol)

R =

3.6. Meétodo Grafico - Diferencias finitas

Al alumno se le ha inculcado que siempre se debe llegar a una solucién numérica, pero no en todas las
ocasiones es aplicable. En algunos casos solo se quiere ver el comportamiento grafico de una ecuacion para
darle una interpretacién. Es por ello, que para las ecuaciones diferenciales surge el método de diferencias
finitas, este método consiste en aproximar las diferentes derivadas que aparecen en la ecuacién diferencial
que se esta dando con expresiones algebraicas mas simples y mas sencillas. Dichas expresiones algebrai-
cas de pueden obtener por tres aproximaciones: Diferencias finitas progresivas, Diferencias finitas

regresivas y Diferencias finitas centradas, ver la figura 3.6.1

De manera analoga a la interpolacién polinomial, el uso de mas puntos en la evaluacién de la derivada

producird mayor exactitud; aunque esto implica mayor cantidad de evaluaciones funcionales y aumento
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de error de redondeo. Para cada aproximacién cuenta con su expresion algebraica que la representa , la

cual se muestra en la tabla siguiente

Tabla 3.6.1: Resumen de formulas para aproximacién de las derivadas. Donde x, sera el valor inicial,
Az es el tamano de paso dado o incremento, siendo la longitud del intervalo sobre el cual se realiza la

aproximacién y O el error de entruncamiento.

Primera derivada
F la de dif i i1 — Vi
01.rmu a de 1’erenc1as Flz) = Yit1 — Yi O
finitas progresivas Az
F la de dif i i1 — Yi
OI"Hlu a de diferencias () = Yitl — Yio1 022
finitas centradas 2Azx
F la de dif i i — Ui
OJ.rmu a de .1 erencias () = Yi — Vi1 Ox
finitas regresivas Az
Segunda derivada
F la de dif i ito — 2u; ;
onu a de 1.erenc1as f”(ac) _ Yite Yi+1 + Yi Ox
finitas progresivas Az
FOJ'rmula de diferencias () = Yit1l — 2Ui + Yi-1 02
finitas centradas Az
F la de dif i i — 2y i
OJ.rmu a de .1 erencias () = Ui Yio1 + Yi_2 Ox
finitas regresivas Az
Tercera derivada
FOfmula de dii:erencias (@) = Yits3 — 3Yi+2 —|—33yi+1 —Y; O
finitas progresivas 2Az
Eoinula d: d(ilferencias F(z) = Yito — Qyzu;;- iyz;l — Yit2 O2
nitas centradas T
FOfmula de d-iferencias () = Yi — 3Yi—1 +3Yio — Yi_3 Oh
finitas regresivas 2Ax3

Como se observa, la aproximaciéon en diferencias centrales es més exacta que las diferencias hacia adelante
y hacia atras, esto se puede ver claramente en que las diferencias centrales el error es de orden Az2, a
diferencia de las otras diferencias que tnicamente son de orden Az, en otras palabras, es que converge
rapidamente a cero. Suponiendo que se tiene la siguiente ecuacion diferencial

2
% + 4y = 8cos (2x)
Se quiere hallar su representacién grafica ocupando el método de diferencias finitas, si sus valores iniciales
son y(0) = 0y y(10) = 18.2589. Lo primero que se debe hacer es sustituir la formula de diferencia finita
centrales, por ser mas exacta. de la segunda derivada, en la ecuacién problema, asi como renombrando y
a Zl
Yit1 — 2Yi + Yio1
Ax?
Multiplicando toda la expresién por Ax?

+ 4y; = 8cos (2z)

Vi1 — 2yi +yio1 +4Ax%y; = 8Ax?cos(2z)
Yir1) + yio1 + (4A22 —2)y; = 8Az?cos(2z)
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Sabiendo que el intervalo en z[0,10] y para comenzar a discretizar en 5 intervalos (i), entonces 10/5 = 2,

siendo el tamano de paso de 2, Ax = 2. Una vez obtenido esto, se debe hallar una sucesiéon constante en

las ecuaciones para programar. Para esto, se comienza a iterar:

1. En la iteracién ¢ = 0, x = 0, yo = 0.
2. En la iteraciéon i =1, x = 2
Yie1 Hy1-1 +[4(2)° =2y = 8(2)%cos(2-2)
Y2 +yo + 14y = 32cos (4)
3. En la iteraciéon i =2, x =4
Yor1 + 21 +[4(2)° =2y = 8(2)%cos(2-4)
ys +y1 + 1dys = 32cos (8)
4. En la iteracion i =3, . =6
Ys+1+ Ys—1 + [4(2)2 —2lys = 8(2)%cos(2-6)
Ya +y2 + 14ys = 32cos(12)
5. En la iteracién i = 4, r = 8
Yar1 +ya1 +[4(2)2 —2ys = 8(2)%cos(2-8)
Ys +ys + 14y, = 32cos(16)

6. En la iteracion ¢ = 5, x = 10, y5 = 18.2589.

Se tienen cinco incégnitas con cinco ecuaciones, por lo cual se puede resolver por medio de una matriz y

posteriormente graficar, si se sabe que la solucién analitica de la EDO es

y(z) = 2z sin (2)

b=
Il

[1 0000 0;

14 1 0 0 05

1141 0 0;

0114 1 0;

00114 1;

0000 171;

0 32*xcos(4) 32xcos(4) 32xcos(4) 32+cos(4) 18.2598];
B’ ;

= A\B;

= 0:2:10;

1
0
0
0
0
[

X Q W w
Il

syms x2

f = 2%xx2xsin(2xx2);

hold on
plot (x,C,"-g’)
fplot (£, [0 10]1,'b")
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hold off

#— Matrix generada
EDO

20 . . . . )
0 2 4 6 8 10

Figura 3.6.2: Comparacién entre el sistema de ecuaciones generada y la solucién analitica

En la figura 3.6.2 es la solucién por diferencias finitas con tamaio de paso Ax = 2, no se aproxima nada
a la solucién analitica, es muy pobre ya que tiene muy pocos datos. Es por ello que entre mayor sea el
tamano de paso serd mas exacto, pero trae consigo la generacién de mas ecuaciones y hacerlo a mano es
muy tardo, por es lo se apoya en los métodos numéricos. Para programar, hay que darse cuenta del patréon

que sigue la matriz

1 0 0 0 - 0 0 0 0
114 10 -0 0 0 0
0 1 14 1 00 0 0
00 0 0 -~ 114 1 0
00 0 0 -~ 0 1 14 1
o0 0 0 -0 0 0 1

Donde en la diagonal principal es el 1,14, 14,...,14,14,1, que a los lados de cada niimero 14, va el 1 y que
al final todo se rellena con ceros. Para establecer los limites superior e inferior en que se estard trabajando,

tanto para x, como para ¥y, ademéas acordar el nimero de iteraciones n en el MATLAB

clear
clc

%$Derivada de segundo orden

1limI = 0;%Limite inferior

1imS = 10;%Limite superior

n = 100; $Numero de iteraciones
Y1limI = 0;%Limite inferior Y

YlimS = 18.2589;%Limite superior Y

Se procede a encontrar las ecuaciones que permitan a generar la matriz. Primero hallando el tamafio de

paso Az, sacando la diferencia entre el limite superior y limite inferior en x y dividiéndolo entre el nimero
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de iteraciones (1imS-1imI) /n. Generando y;1+1 ¥ ¥;—1, por lo cual, para y;11 serd S=1imS-deltax y
y;—1 serd S=1imS+deltax. Generando primero la sucesién de la diagonal principal, para ello se obtiene
el intervalo entre y; 11 v y;—1, mediante v = I:deltax:S el cual permite determinar el nimero de
vectores que se generaran de acuerdo al tamano de paso nl = length (v). Para el producto escalar,
(4Az? —2), se traducirfa en lenguaje de programacién como v1 = 4xdeltax’2-2. Generando un vector
de unos mediante el comando A0 = ones (1,nl), ese vector fila se multiplica por el productor escalar,
(4Az? — 2), renombrando a A0 como A0 = AOxv1 y por finalizar, se afiade los vectores unos del inicio y

final de la sucesién, todo esto para generar los datos diagonal principal.

%$Ecuaciones

deltax = (1limS-1imI) /n;
S = 1imS - deltax;

I = deltax + 1limI;

v = I:deltax:S;

nl = length(v);

vl = 4xdeltax"2-2;

AQ0 = ones(l,nl);

A0 = AOxvl;

vz = [1 A0 1];

Para generar la matriz diagonal, mediante el comando A = diag(v2), se genera una matriz cuadrada
con los datos previamente cargados o generados, y hacer un conteo de cuantos datos se tienen a lo largo,
mediante contl = length (A), la finalidad de los contadores es saber si todas las matrices que se
generan tienen el mismo nimero de datos y saber si alguna al hacer una operacion aritmética marca algiun
error, identificar rdpidamente cual es. Para generar la diagonal de 1 de y;11, se hace primero una vector
fila de 1 de largo nl, quedando A1 = ones (1,v3), luego agregado el 0 inicial mediante A2 = [A2
01, se convierte dicho vector fila en una diagonal principal, pero con el detalle que se desplazard hacia la
derecha mediante A1 = diag(Al,1) y agregando un contador cont2 = length (Al). En el caso de
Yi—1, se similar a y; 11, pero al generar la diagonal principal y moverla a la derecha, sera a la izquierda
mediante A2 = diag (A2, -1) y se finaliza igual con un contador cont3 = length (A2). Por ultimo,

sumando las tres matrices, AA = A+A1+A2, y generando la matrices que al inicio se propuso.

%$Generador de matriz
A = diag(v2);
contl = length(A);

v3 = nl;
Al = ones(1l,v3);
Al = [0 Al];

Al = diag(Al,1);
cont2 = length(Al);

A2 ones (1,v3);

A2 [A2 0];

A2 = diag(A2,-1);
cont3 = length(A2);
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20 20 20
Matrix generada Matrix generada | | Matrix generada | /
——EDO ——EDO / 15 ———EDO i

. A A~ = N
VIS I SN AW AN N SN AN A

e \ ‘ \ | B ‘
o \ / \ ,‘/ \ / == \ | 0 /\ / \
\ / \ [ / \ / /
_ \\/ \ | \ | _ Y \ / \ | . \// \v/ \
\ | / /

-20
4 6 8 10

-20
6 8 10 0 2

(a) Solucién de la diferencias finitas, (b) Solucién de la diferencias finitas, (c) Solucién de la diferencias finitas,

cuando n = 10. cuando n = 50. cuando n = 100.

Figura 3.6.3: Grafica de aproximacién entre la solucién generada por diferencias finitas y la solucién

analitica

AA = A+A1+A2;

= (deltax”2x8) «cos (2+Vv) y se

Para generar las respuestas, se traduce a 8Az? cos (2z) como B
= [YlimI B YlimS] y dicho

colocan las respuestas de las condiciones de frontera en un vector fila B

vector fila, se convierte en un vector columna B = B’.

%$Imagen
B = (deltax”2x8)*xcos (2*vV);

= [Y1limI B Y1limS];

B
B = B';

Por ultimo, queda resolver la matriz, C = AA\B y graficar tanto los resultado y compararlo contra la
soluciéon analitica. Cabe destacar que la programacion que se hizo, es Unica y exclusivamente para este

problema, pero son las bases para que el lector pueda programar el suyo a su gusto y se de una idea de

COImo empezar.

%$Resultados
C = AA\B;

%$Graficas

X = limI:deltax:1imS;
syms X2

f = 2xx2+sin (2xx2);

hold on
plot(x,C,’ —-g’")
fplot (£, [0 10],"b")
hold off

Como se puede observar en las graficas generadas, figura 3.6.3, entre mayor sea el nimero de iteraciones
que se quiera generar, se tendrd mejor una aproximacion a la soluciéon de la ecuacién, pero trae consigo

mismo la generacion de un numero finito de ecuaciones, que hacerlas a mano seria una tarea muy pesada,
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por ello la importancia de poder implementar los recursos de los métodos numéricos y saber conocer de un
software que sea capaz de hacer tal tarea. Ademas a partir de las diferencias finitas pueden resolverse las
EDP y también surgen los métodos de elementos finitos y volimenes finitos, el cual todos son métodos
mas graficos y hay que darle una interpretacion a dichos resultados, siendo la labor de un investigador,

ingenieros o alumno pensar que significa el resultado obtenido y cudl es su finalidad.

3.7. Ecuaciones Diferenciales Parciales

Una forma de resolver las EDP, es mediante el método analitico, que con anterioridad se menciono. Pero
no se puede quedar alli, ya que se debe expresar el resultado ya sea numérico o grafico. Es por ello que

retomando el siguiente problema:s:
,0%u  Ou

— = — 0 L, t>0
O’ 5s = A <zx<L, t>

u(0,t) =0, u(L,t) =0, t>0

u(z,0) = f(z), O<z<lL
Ocupando el método de separacién de variable ha permitido demostrar que la solucién de esta ecuacién
se expresa mediante la suma de serie, donde la temperatura inicial es u(z,0) =50, L=1y a = 0.5.

1 14 (—1)nt!
u(a,t) = 22§ [H)} O R e p—
i n

Si se quiere obtener la temperatura de dicha serie en el instante ¢ = 1 y en el punto x = 7/4. Se
debe calcular primero la aproximaciéon del valor de la serie mediante una suma parcial, analizando su

convergencia con un parametro de tolerancia de 1-10710,

clc
t = 1;%Tiempo
x = pi/4;%Distancia a evaluar

a = 100/pi; %Constante
m = 5;%Numero de iteraciones
tol = le-10;%Tolerancia

sl = 0;s = 0;%Sumatorias

for n = 1:m
a_n = (1+(-1)"(n+l)) /n;
v_t = exp(=(0.5)"2% (nxpi) "2*t);
v_x = sin(n*pixx);
s = s + a_n*v_t*xv_x;
if norm(s—-sl)<=tol
break
end
sl=s;

end
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if n==m
disp(’La ecuacidén de sumas parciales no converge’)
else
disp([’La temperatura es ...’, num2str(ax*s)])
end
La temperatura es ...3.3703

Si se quiere graficar el comportamiento 3D de la temperatura, distancia y tiempo, se hace algo similar,

pero en vez establecer puntos definidos, se ponen como si fueran variables.

syms X t
a = 100/pi;

5
for n = 1:m
an = (1+(-1)~(n+l)) /n;
v_t = exp(=(0.5) "2+ (nxpi) "2xt);
X

V_x = sin(n*pixx);

s = s + a_n*v_tx*xv_x;
end
S = axs;

Posteriormente, la ecuaciéon que se genera en s, se copia y pega en otra ventada de operacion, escribiendose
de la siguiente manera para generar el grafico 3D, donde se puede ver representado en la figura 2.6.1, donde
t=1.

clc

X =0:0.1:1;

T =0:0.1:1;

[x,t] = meshgrid(X,T);

u = (2239906695008851*exp (—(8681395840437547+t)/140737488355328)
sin (5*pi*x))/175921860444160+(2239906695008851*
exp (—(3125302502557517+t) /140737488355328) xsin (3*xpi*x))
/105553116266496+(2239906695008851xexp (—(2778046668940015+t)
/1125899906842624) xsin(pixx))/35184372088832;

surf (x,t,u)

xlabel ("x’");ylabel ("t’);zlabel('u’);

view (20, 35)




Capitulo 3. Métodos numéricos

Nomenclatura

5.@‘@133@

IYmISS

£

b

Determinante
Moles

Masa

Vector gravedad
Velocidad

Energia cinética
Energifa interna
Trabajo de fluido
Volumen
Constante de los gases ideales
Volumen especifico
Flujo maésico
Fraccién masica

Area

v
S

(ST

.

2ok D N YO

Masa atémico
Vector fuerza
Vector aceleracién
Vector peso
Tiempo

Energia potencial
Calor

Presion
Temperatura
Densidad

Flujo volumétrico
Funcién de x, variable
Fraccién molar

Fuerza normal
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Capitulo 4

Introduccion de conocimientos de

cantidad de movimiento

El manejo de cantidad de movimiento (en inglés momentum) es una de las enseflanzas conocidas més
antiguas, siendo la primera en explicarse y dar teoria, por su origen coinciden al tiempo de la agricultura
y la formacién de las primeras ciudades-estados, esto se puede ver reflejado en las antiguas civilizaciones
que van del viejo hasta el nuevo mundo mediante los canales de riego, diques, los colectores de aguas y
acueductos, a pesar de ello, en sus inicios, el unico fluido que se podia transportar era el agua, no fue
hasta que a mediados de revolucién industrial se empezaron a producir materiales mas resistentes capaces
de oponerse a las altas presiones y la corrosién de liquidos diferentes al agua para su transporte, lo que

permitié empezar a implementar el transporte de gases, como el gas natural [38§].

En la industria actual se maneja un gran nimero de fluidos, pero jqué es un fluido? Un fluido es cualquier
materia compuesta por moléculas con una atraccién entre si, impidiendo que puedan mantener una forma
fija y por lo tanto adopten la forma del recipiente que los contenga. La principal caracteristica fisica de un
fluido, es que sufre una deformacién continuamente cuando se encuentra bajo accién de un esfuerzo cor-
tante. Si este esfuerzo cortante cesa, la deformacion irreversible del fluido también. Dentro de la ingenieria
a las liquidos y gases se le consideran como fluidos, ya que su comportamiento se describe a lo que se
menciono con anterioridad, adoptan la forma del recipiente que lo contienen y se deforman continuamente
bajo un esfuerzo cortante. Para ejemplificar la deformacién de un fluido es como si se lanzara una piedra a
través de una laguna, el cual a la hora de arrojar la piedra dejard una serie de ondas en el agua, ver figura
4.0.1(a). Al aplicar una fuerza externa sobre el agua que esta estética, ésta también aplicara una fuerza
opuesta pero en sentido opuesto, pero debido a que los atomos de agua estan unidos débilmente tenderan
a deformarse continuamente y no regresarda a su estado original, hasta pasado un cierto tiempo que el
agua regrese a estar tranquila, pero a nivel molecular los &tomos de agua habran cambiado de posicién a

la que estaban originalmente.
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(a) Generacién de ondas al lanzar una piedra [39]. (b) Anillos de humo [40].

Figura 4.0.1: Ejemplo de tazas de deformacion es fluidos.

Ese seria un ejemplo para un liquido, para un gas se podria ejemplificar cuando uno fuma algin cigarro o
tabaco, lo tiende a sacar y algunos pueden sacarlo en forma de anillos de humo, ver figura 4.0.1(b), donde
con una pequena presién que se haga de los pulmones hacia afuera el humo saldra lentamente por la boca
haciendo los anillo y este al ser mas ligeros que el aire tenderan a dispersarse, haciendo que se deformen de
igual manera y al tener una menor interaccién molecular que un liquido, sus moléculas ya no regresaran
a su estado original. En comparacién con un sélido, que aunque se le aplique una fuerza moderada es
sumamente dificil que se deforme. En la dindmica de fluidos es importante conocer la fuerza ejercida por
el fluido, conocida también como fuerza viscosa. Dicha fuerza se puede obtener a partir de la tercera ley
de Newton, partiendo del siguiente ejemplo: se supondrd que hay una caja completamente vacia, la caja
cuenta con una tapa, despreciando la resistencia, al darle un empujén a la tapa esta se movera una cierta

distancia a una velocidad constante, como se logra apreciar en la figura 4.0.2

Figura 4.0.2: Caja completamente vacia con una tapa encima deslizandose.

Ahora, se procede a llenar la caja con un fluido newtoniano, como puede ser agua, hasta el tope de ésta.
Repitiendo el mismo procedimiento de empujar la tapa de la caja, con la misma fuerza, ésta tendera a
moverse mas lento y se detendra en un punto mas corto que si estuviera vacia la caja, como en el caso
anterior. Si se le da otro empujon este de igual manera se seguira moviendo de manera lenta y su distancia
recorrida serd pequefa, que si estuviera vacia. En el caso anterior se necesito un empujén para mover la
tapa totalmente, ahora con el fluido dentro de la caja, éste necesito de dos empujones para recorrer la

misma distancia que la caja vacia, como se muestra en la figura 4.0.3.

Para explicar este fenémeno hay que ver el fluido contenido en la caja como si tuviera un cierto nimero
de capas, ver figura 4.0.4, que va desde la capa 1, siendo la més cerca a la tapa en movimiento, hasta
un nimero finito n de capas, donde n es la mas placa mas pegada a la base de la caja que no estd en

movimiento.
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w

Figura 4.0.3: Caja completamente llena con un fluido con una tapa encima deslizandose, la cual dicha

tapa debe ser empujada més veces para hacer todo el recorrido de la figura 4.0.2.

s
X

Figura 4.0.4: Fluido divido por capas que va desde la 1 hasta n, siendo la capa 1 la més pegada a la tapa

en movimiento y n la que esta pegada al fondo de la caja.

Representando las capas de la figura 4.0.4 como si fueran flechas, esto para indicar su movimiento, tal
y como se muestra en la figura 4.0.5. El hecho de tener un fluido viscoso hard que la tapa se resista al
movimiento, es decir, que cuando la tapa se este moviendo por encima el hecho del que el fluido este en
contacto con la tapa va a ser que esta primera capa de fluido se mueva con la velocidad que tenga la tapa,
existiendo fuerzas de adhesion entre el fluido y la tapa a un nivel molecular, cuando se mueve la tapa el
fluido también se mueve con esta y resiste el movimiento. Viendo la segunda capa, esta se movera a la
velocidad de la primera capa, pero con la desventaja de que se movera un poco menos y esta segunda capa
hara que la capa que este debajo también se mueva, pero con una distancia aun menor y asi sucesivamente
hasta llegar a la capa n, la cual dicha capa su velocidad es tan baja que es nula, debido a que la parte

inferior de la caja no tiene movimiento y opone una resistencia.

Se debe observar la figura 4.0.5 de una perspectiva latera, apreciando el movimiento de las placas del
fluido y no tnicamente eso, si no que ademés permite establecer un punto de eje coordenado en un plano
bidimensional. Viendo la figura 4.0.2 hasta la 4.0.5 el eje coordenado se localizaba a un lado de la caja,
pero se debe establecer en un punto del problema, esto con la finalidad de poder indicar que direccién
tiene la fuerza que se ejerce, para fines practicos, el punto coordenado se colocara entre la tapa de la caja
y la primera capa del fluido que se encuentra en contacto con la tapa de la caja, tal como en la figura
4.0.6(b)
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YTZ,Z

x

Figura 4.0.5: Movimiento de las capas representada por flechas, las cuales indican la direccién en la cual
se desplaza la tapa.

Tapa de la caja

Tapa de la caja ~————> Uy

Velocidad
maxima

=
Capas del fluido <

Velocidad
minima

(a) Fluido estético, es decir, cuando la tapa superior (b) Fluido en movimiento, es decir, cuando la tapa
no esta en movimiento, por lo regular se establece superior esta en movimiento, por lo regular se esta-
cuando la condicién inicial es el tiempo es menor blece cuando la condicién inicial es el tiempo es
a cero, t < 0. mayor a cero, t > 0.

Figura 4.0.6: Fluido comprendido entre dos tapas con una separaciéon Y, una tapa en movimiento siendo
la superior y otra tapa estatica, siendo la inferior. El fluido se encuentra divido encapas y con un eje
coordenado entre la tapa en movimiento y la primera capa de fluido.

En la figura 4.0.6(b), se aprecia una taza de deformacién o una reduccién de velocidad donde la primera
capa, siendo la méas pegada a la tapa en movimiento, tendrda una mayor cantidad de movimiento que la
capa inferior, siendo esta denominada como velocidad maxima y cada capa tendra una mayor velocidad
que la capa inferior asi sucesivamente hasta llegar a la capa més baja, donde el fluido que esta en contacto
con la base de la caja que no tiene movimiento y por lo tanto esta capa no se movera, conocida como
velocidad minima. Como se aprecia en la figura 4.0.6(b) cada capa tiene tiene su propia velocidad, la
cual al conjunto de estas se le conoce como perfil de velocidad, la cual ocupan ingenieros y cientificos
para comprender la hidrodindmica. Para determinar la velocidad méaxima del fluido, es sencillo, porque
es la capa que esta en contacto con la tapa de la caja en movimiento, pero que pasard si se desea medir
la velocidad en algin otro punto del fluido. Es por ello que para medir el perfil de velocidad se requiere

pardmetros medibles que ayuden a determinarlo, por ello se recurre en primera instancia a la ecuacion de
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velocidad, la cual se define como el cambio de posicién respecto al cambio del tiempo

dx
’sza

v, es la velocidad de la tapa respecto al eje z; dz la distancia recorrida del fluido; dt el cambio del tiempo.

(4.1)

Determinar la distancia recorrida del fluido seria algo complicada, ya que cada capa del fluido recorre
una distancia diferente, por eso hay se recurre a la trigonometria, donde uno se imaginara un triangulo
rectangulo tal como se ve en la figura 4.0.7, el cual tiene un dngulo 6 el cuil se encuentra comprendido
entre la distancia entre las placas y la distancia recorrida entre la velocidad minima y la velocidad maxima.

Tapa de la caja

Velocidad
maxima

Velocidad
minima

Figura 4.0.7: Movimiento de las capas representada por flechas, las cuales indican la direccién en la cual
se desplaza la tapa.

El dngulo € indica que tanto se ha ido deformando el fluido, este puede ir variando respecto al tiempo

incrementando dicho dngulo. El dngulo 6 se define como
tan (0) = — (4.2)

Donde dy es el cambio de la distancia que puede haber entre la tapa movil y la tapa inmévil. Despejando
dz de la ecuacién (4.2) y sustituyendo en (4.1)

tan (9) - dy
T = - 4.
v pn (4.3)
Pasando del lado izquierdo de la ecuacién (4.3) la variable dy
vy  tan(6)
= = 4.4
dy dt (4.4)

Para finalizar, a la expresion anterior la funcién tanh(f) se puede aproxima como df, ya que hay un
cambio en el dngulo. Y la v, es la velocidad que tiene la tapa de la caja, siendo conocida como velocidad
mdzxima, para medir el perfil de velocidad se ocupan las cambios, es decir Av, = Vpmin — Vmag, debido a

que la v,,4, ocurre cuando la distancia vale 0 y vy, en Y

Umin — Umax Av,
Y -0 Sy

_ dv,

Sy
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Debido a que v, = 0 la expresién anterior también se puede representar como

Umaz _ dUg

Y  dy
vy  dug

_r _ = 4.5
Y dy (4.5)

Ya que Upmqr = vg. Sustituyendo dicha expresion en (4.4)

dv,  df

_ 20 _ Y 4.6
dy dt (4.6)

La ecuacién (4.6) permite estudiar mejor el perfil de velocidad del fluido sin la necesidad de medir cada
una de las distancia que pueda existir entre las diferentes placas del fluido. A la parte izquierda de la
igualacion se le conoce en fisica como gradiente de velocidades. La tercera ley de Newton dice habra
una fuerza en un sentido y existird otra con la misma magnitud, pero sentido opuesto. Para esto hay que
ver la figura 4.0.8, donde la fuerza que se esta aplicando tendra una opuesta la cual se llamard Fuerza
viscosa, F),.

Foaplicada = Fy (4.7)

Area superficial
Faplicada dela placa

-p .

F viscosa

Figura 4.0.8: Representacién de la fuerza aplicada y la fuerza opuesta siendo la fuerza viscosa.

Esta fuerza viscosa se ha demostrado por experimentos que depende del area de contacto superficial de
la placa, Ag, la cual no es el area total de la tapa, solo solo aquella que esta en contacto con el fluido, por
eso en la figura 4.0.8 esta contorneada de rojo. Por eso entre mas grande sea el drea, mas fluido se estard
arrastrando con ella y serd mas grande la fuerza de viscosidad, a esta area se le llega a llamar area de
seccion transversal. Otra cosa que depende la fuerza de viscosidad es la velocidad, v, ya que entre méas
veloz sea el movimiento de la tapa, el fluido tendré a desplazarse mas rapido de igual manera. Pero entre
més distancia tenga de profundidad, en este caso detonando como Y, méas fuerza se tendré que aplicar
para mover el fluido. Por lo tanto, se puede decir que la fuerza viscosa es directa mente proporcional al
area de seccion transversal y la velocidad, pero inversamente proporcional a la distancia de profundidad
quedando nuestra ecuacién como

F, x As% (4.8)
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Para quitar el simbolo de proporcionalidad, o, en dlgebra se ocupa el signo de igual y una constante siendo
en este caso el coeficiente de viscosidad del fluido, p, siendo el factor més importa de la ecuacién, ya

que este numero nos indica que tan viscoso es un fluido.
Vg
Fy=pu- A57 (4.9)

Donde p tiene unidades de Pa - s. Si p no depende de la velocidad con que se mueve el fluido se considera
un fluido Newtoniano, pero si u depende de la velocidad del fluido serd un fluido No Newtoniano. Ya que
los fenémenos de transporten su base son los gradientes de potencial para medir los cambios, se tomara la
ecuacién (4.9) para sustituir a v, /y por la expresion (4.5) que es el gradiente de velocidades o potencial de
velocidad, ya que si se quiere evaluar la velocidad que pueda existir en alguna de las otras placas aplicando

el potencial
dv
Fo=p A —= 4.10
weAs (4.10)
Cuando se habla de un diferencial de velocidad, se dice que habra una diferencia entre la velocidad final,

vgzf, ¥ la velocidad final inicial, v,, es decir
dvy = Ugy — Vg (4.11)

La ecuacién (4.10) solo es valida cuando el gradiente de velocidad es negativo, o de que la vg; < v, esto
seria cierto si se fuera de una regiéon de baja velocidad y este tendiera aumentar a una regién con mayor
velocidad, pero como ya se explicd, el fluido hard que la tapa tienda a disminuir su velocidad inicial, hasta

el punto de que ya no se mueva, por lo tanto vy; > v,s. Por lo tanto, la ecuacién (4.11) cambiara a
— dvy = Vg — Ugi (4.12)

La ecuacion anterior es valida, ya que se considera que las capas de fluido se mueven de manera lineal,

como si fueran un vehiculo que se mueve en linea recta. Sustituyendo la ecuacién (4.12) en la (4.10)

dvy

T s 4.1
i (4.13)

F, = K
En este punto, se introducird una nueva definicién, siendo el esfuerzo cortante o también llamado
esfuerzo tangencial, que se define como la relacion entre la fuerza y el area a través de la cual se
produce un deslizamiento, siendo producido por fuerzas que actiian paralelamente al plano que la resiste,

y se denota por la letra griega . Ver figura 4.0.9.

Fi

SR (4.14)
As)

Tij =

Donde el subindice ¢ representa la direccién del plano de la superficie en el que se aplica (perpendicular

a la superficie), y j representa la direccién de la fuerza aplicada.

e,
=

Figura 4.0.9: La fuerza cortante aplicada se resiste uniformemente por el area de la parte que se corta.
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Tomando la ecuacién (4.13) y dividiendo toda entre A se obtiene

F, dvg

_ W 4.1
A Wy (4.15)

La expresién de la izquierda de la ecuacién (4.15), es idéntica al esfuerzo cortante 7;; de la ecuacién (4.14)

_, dve

Tya (4.16)
El simbolo 7, se interpreta de la siguiente manera: el primer subindice y indica la direccién que tiene el
esfuerzo cortante, la cual se puede ver como la distancia que hay entre una interfase y otra, mientras
que el segundo subindice x representa la direccién del movimiento del fluido. La magnitud 7 se mide en
pascal (Pa). A la ecuacién (4.16) se le conoce como Ley de Newton de la viscosidad. Esta ecuacién
describe el transporte de cantidad de movimiento en materiales que fluyen en régimen laminar. Segin la
ley de Newton, la transferencia de cantidad de movimiento ocurre de una regién de velocidad de alta a
otra de baja velocidad. Siendo el gradiente de velocidad la fuerza impulsora de transporte de cantidad
de movimiento. Para ocupar la ecuacién (4.16) se debe tener cuidado, ya que tnicamente es aplicable
bajos ciertas condiciones: los fluidos Newtonianos, el sistema es isotérmico, con un flujo laminar y las
propiedades fisicoquimicas del fluido son constantes.

4.1. Tipos de fluidos

Los fluidos se clasifican de acuerdo a sus propiedades termodinamicas, teniendo: fluidos ideales y fluidos
reales. Los fluidos ideales, son incompresibles y de viscosidad nula. Los fluidos reales contienen viscosidad
y son todos los que existen en la naturaleza. A partir de los fluidos reales se desprenden dos tipos, siendo el
primero los fluidos newtonianos que son aquellos que se rigen por las leyes de viscosidad de Newton, es
decir que su viscosidad no varia de acuerdo con la fuerza que se aplique y depende mayoritariamente de la
temperatura y poco de la presién. Aquellos materiales que poseen una alta viscosidad tienden a clasificarse
como fluidos no newtonianos dado que su viscosidad no es funcién del gradiente de velocidad o, dicho
de otra forma, no siguen la ley de viscosidad de newton, estos ultimos se categorizan en dos ramas los
dependientes del tiempo y los independientes del tiempo. En el esquema (Figura 4.1.1) se pueden observar

los tipos de fluidos que existen de acuerdo a sus propiedades termodinamicas.

La primera categoria de fluidos es fuertemente dependiente respecto al tiempo llegando a subdividirse en
tres ramas. Los fluidos tixotrdpicos exhiben una reduccion de la viscosidad aparente con el tiempo ante
la aplicacién de un esfuerzo de corte constante, en otras palabras, es que un fluido tarda un tiempo finito
en alcanzar una viscosidad de equilibrio cuando hay un cambio instantaneo en el esfuerzo cortante. Los
fluidos reopécticos muestran un aumento de viscosidad aparente con el tiempo. Los fluidos viscoe-
lasticos, después de la deformacién, algunos regresan parcialmente a su forma original cuando se liberan
del esfuerzo aplicado (figura 4.1.2).
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TIXOTROPICO
s I
DEPENDIENTE DEL
D IDEAL TIEMPO REOPECTICOS
— NEWTONIANO
> REAL VISCOELASTICOS
-
LL NO NEWTONIANO [
PSEUDOPLASTICOS
INDEPENDINETE |7
— DEL TIEMPO DILATANTES
PLASTICOS DE
BRINGHAM

Figura 4.1.1: Representacién esquematica de tipos de fluidos

Viscosidad Aparente
9

I 7 Mewtoniano

Reopectico

Tixotropico

s
=

Tiempo

Figura 4.1.2: Representacién grafica del esfuerzo cortante contra la relacién de deformacion de los tipos
de fluidos no Newtonianos que dependen del tiempo [42].

Los independientes del tiempo se subdividen en tres: los primeros son los fluidos pseudoplasticos,
los cuales su viscosidad aparente disminuye con el aumento de la relacién de deformacion, sus opuestos
serian los fluidos dilatantes, en ellos su viscosidad aparente aumenta con el incremento de la relacion de
deformacion y, por ultimo, se encuentran los fluidos plasticos de Bringhman son especiales debido a
que se comportan como un sélido hasta que excede de deformacién minima mostrando una relacién lineal
entre el esfuerzo y relacién de deformacién (Figura 4.1.3).
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. . -
Tyx Plastico de Bingham

Newtoniano

Pseudopldstico

| Dilatante

A
/dy

Figura 4.1.3: Representacién grafica del esfuerzo cortante contra la relacion de deformacién de los tipos

de fluidos independientes del tiempo [42].

Tabla 4.1.1: Tabla de tipos de fluidos con sus respectivos ejemplos

FLUIDO REAL | TTIEMPO CLASIFICACION | EJEMPLO

e Agua a baja velocidad

Newtoniano - - e Jarabe de maiz
o Miel

e Yogures

Tixotropico e Pinturas
Dependiente e Ketchup

. e Lubricantes
No Newtoniano .
Reopecticos e Pastas de yeso

e Tintas de impresora

e Polimeros

e Nata

e Gelatina

e Helados

e Gel de cabello
e Ketchup

Viscoelasticos

Pesudoplasticos

Independientes

e Maizena con agua
Dilatantes e Arena con agua

e Silice y polietilenglicol

e Mantequilla
e Chocolate
o Arcilla

e Pasta de dientes

Plasticos de Bringham

Los fluidos ocupados en la totalidad dentro de la industria son no newtonianos, siendo calculados bajo
las leyes de los flujos newtonianos causando gran incertidumbre a la hora de presentar reportes, por lo
que se empezaron a desarrollar herramientas practicas para el estudio de éstos, siendo una de éstas la
ecuacién de Ostwald of Waele (Ley de potencias, ecuacion (4.17), en donde n = 1 se modifica en la ley de

viscosidad de Newton, por lo tanto, la desviacién del valor de n con respecto a la unidad es una medida

[\}
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de grado de desviacién del comportamiento newtoniano, cuando n < 1 son los pseudoplésticos y si n > 1
son dilatantes [43].
dvg

dv, n—1 d'Uz
dy

dy

Tyz = —M

(4.17)

4.2. Tipos de flujo

Un concepto que fue introducido por Osborne Reynolds en el afio de 1883 es el nimero adimensional
Numero de Reynolds (Re) el cual es muy utilizado en la mecénica de fluidos, disefio de reactores, y
sobre todo en los fenémenos de transporte ya que es un parametro que determina el comportamiento de
los fluidos newtonianos. El nimero de Re viene dado por la ecuacion:

~D-p-v_ D-w

PR (4.18)

Re

Donde D es la dimensién lineal caracteristica de recorrido del fluido que para el caso del conducto circular
representa el didmetro mientras que para placas cuadradas [107] y rectangulares cambiara cambiara [108],
se mide en m; p es la densidad del fluido, kg/m?, donde variara de acuerdo a la temperatura y si es
en gases se ocupa alguna ecuacién de estado; la v es la velocidad promedio del fluido, m/s; La p que
representa la viscosidad dindmica, kg/(s-m); y por tltimo la viscosidad cinemdtica representada por la
letra griega v donde no es més que el cociente de densidad entre viscosidad, m?/s, como se representa en
la ecuacién:

v=" (4.19)

Lo primero que se debe de hacer al estudiar un flujo es calcular el valor de Re. En donde, valores muy
pequenos indican un movimiento lento correspondiendo a un flujo laminar ya que sus variaciones son
suaves y es menor a 2100. Valores altos de Re suelen estar relacionados con el flujo turbulento, el cual
se caracteriza por tener variaciones fluctuantes aleatorias tendiendo a aparecer remolinos, este es el méas
comun a nivel industrial, teniendo valores mayores a 4200, y cuando el valor de Re se encuentra en estos
dos limites se llama flujo transitorio en donde tiene un régimen inestable y puede cambiar a laminar a

turbulento o viceversa (Tabla 4.2.1).

Tabla 4.2.1: Numero de Reynodls para fluidos contenidos en una tuberia circular.

Flujo Numero de Reynolds
Laminar 2100 < Re
Transitorio 2100 < Re < 4200
Turbulento Re > 4200

Los flujos de acuerdo al nimero de Re se aprecian en la figura 4.2.1, donde se muestra un chorro de agua
a la salida de un tubo. A bajo nimero de Re, figura 4.2.1(a), es suave y laminar. Y a alto ntimero de Re,
figura 4.2.1(b), es no estacionario, cadtico, irregular y turbulento, pero cuando se promedia con el tiempo

resulta estacionario y predecible.
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q

(a) Viscosidad alta, bajo niimero de Re, (b) Viscosidad baja, ntimero de Rey-

flujo laminar. nolds elevado, flujo turbulento.

Figura 4.2.1: Flujo saliendo a velocidad constante de una tuberia. Obtenido de F. White [38].

Ejemplo 4.2.1: Numero de Reynolds en gases

Cierto fluido en estado gaseado viaja por una tuberia de acero comercial de 3” con cédula 40
(Didmetro interno [Di] = 3.0680"), el fluido es calentado hasta 250 °F manteniendo la temperatura
constante y mediante pruebas de laboratorio se determina que tiene una viscosidad dinamica de
1.672 cP. El flujo volumétrico que determina el compresor marca 500 Galones por Minuto (GPM).
Determina que el nimero de Reynolds y en qué tipo de flujo es, si el fluido tiene una masa atémica
de 27 una a presién del estado de Puebla (560 mmHg).

Resolucion:

1. Se determina primero la densidad del fluido, suponiendo que es un gas ideal, entonces a partir

de la ecuacion de gases ideales

PV =nRT
m
PV = —RT
M
P-M
_ 4.20
P=F7T (4.20)

2. Sustituyendo los valores correspondientes, pero recordando el andlisis dimensional, por lo que
una correlaciéon adecuada de R = 2.2024 (ft3mmHg) /(K -lbyme) v pata T = 250°F = 394.261K.
(560 mmHg)(27 by, /Ibmor)

(2:2024 5mtis ) (394,261 K)

3. El siguiente paso, es hallar la velocidad el fluido. Para los GPM se deben transformar en ft3/s
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siendo igual a 1.1140.

. D?
pl'4

11140 ft3/s
- (3.0680/12 ft)2
T

= 21.6993 %

4. Las viscosidad dindmica del fluido es de 1.672 ¢P. Para el andlisis dimensional se deben pasar

a lbm//(ft - s los cuales dan como resultados 0.0011, ya teniendo esta relacién se ocupa la

ecuacién (4.18) y se sustituyen valores

_D-p-v
o
(3.0680/12 ft) - (17.4129 Ib,,,/ ft3)(21.6993 ft/s)
0.0011 b, /(ft - s)

Re

= 87820.9749

Siendo un flujo turbulento.

4.3. Volumen de control

Una de las herramientas que es de bastante ayuda en el proceso de entendimiento de un sistema a analizar,

no solo en flujo de fluidos si no en el intercambio de masa o calor (fenémenos de transporte), consiste

en establecer una regién en el espacio, dentro del sistema en cuestiéon, a la cual se le aplican las leyes

fisicas fundamentales para obtener las ecuaciones que describen los fenémenos que ocurren en el sistema.

Esta region, que se caracteriza por tener un volumen constante, se denomina volumen de control y, las

superficies que lo limitan superficies de control (figura 4.3.1).
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Superficie

*\f r ) Sélida

4
] Az Flujo s
T J
z

k{ Superficie

% a) Solida

2R
—~ \
AT o
==

Superficie
Solida Flujo por el
Flujo Borde de la
Esfera

. S g

b)

Figura 4.3.1: Tipos de voltimenes de control. (a) Es el volumen de control, en color gris, para coordenadas
rectangulares, donde el flujo es vertical. (b) Es el volumen de control, en color gris, para coordenadas
cilindricas, donde el flujo es horizontal dentro del cilindro. (¢) Es el volumen de control, en color gris, para

coordenadas esféricas, donde el flujo es sobre el borde de la esfera

La forma del volumen de control depende de la geometria del sistema que se estudia, asi como la
direccién en que se este llevando a cabo el diferencial de potencial. Por poner unos ejemplos, para
sistemas rectangulares, pueden adoptar la forma de un cubo o de un paralelepipedo. En la figura 4.3.1 (a)
se ilustra un sistema de flujo constituido por un liquido que fluye entre dos laminas sdlidas paralelas de
longitud L y anchura W y separadas entre si por una distancia pequeia T'. El volumen de control situado
en el seno del liquido seréd lado por lado (L - W - Az) o visto por medio de diferenciales como dxdydz,
cuando la velocidad ocurre en v,. Para el mismo caso seria en coordenadas cilindricas la cual tendra la
forma de un tubo, donde se muestra en la figura 4.3.1 (b) donde el fluido fluye por dentro de un cilindro
que tiene de didmetro 2R y una longitud L, por lo cual el volumen de un cilindro esta dado por 2w LrAr
o visto por medio de diferenciales como rdrdfdz, cuando la velocidad ocurre en v,. Por ultimo, queda
la esfera, que su volumen de control viene dado por una esfera hueca 4/37r2Ar o visto por medio de

diferenciales como 72 sin(#)drdfd¢, cuando la velocidad ocurre en Vg, cOmo se muestra en la figura 4.3.1

(c).

4.4. Medidores de Viscosidad dinamica

Una forma de determinar la viscosidad cinemética es mediante medidores de viscosidad, también llamados
viscosimetros, los cuales son instrumentos que permiten determinar la resistencia de diferentes liquidos.
Los medidores de viscosidad se usan principalmente en laboratorios, pero también puede verse en el control

de procesos que necesiten de una regulacién.

()
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4.4.1. Viscosimetros de uso laboratorio

Viscosimetros capilares Es uno de los viscosimetros mas antiguo y méas empleados. Este tipo de
viscosimetros funciona haciendo pasar un fluido a través de un tubo observandose una distribucién de
velocidad en el tubo de tipo parabdlico, de forma que la porcién del fluido que estd en contacto con la
paredes del capilar tiene una velocidad nula y la porcién del fluido que se encuentra en el centro del
tubo tiene una velocidad méaxima. El tinico inconveniente es que son normalmente utilizados para fluidos
newtonianos.

-

Figura 4.4.1: Viscosimetros de vidrio capilar [48].

Viscosimetros de cuerpo moévil Este instrumento de medicién se fundamenta bajo la ley de Stokes,
que relaciona la viscosidad de un fluido con la velocidad de caida. Los viscosimetros més conocidos son
los de caida de esfera, los cuales poseen un tubo que puede ser de plastico o vidrio, que se llena con el
volumen del fluido al que se le determinara la viscosidad, permitiendo de esta manera conocer la velocidad

de caida que alcanza una bola esférica arrojada dentro de un fluido

Figura 4.4.2: Viscosfmetro de caida de bola tipo C Thermo Scientific HAAKE? M [49].

Viscosimetros rotacionales Los viscosimetros rotacionales constan basicamente de dos partes que
se encuentran separadas por el fluido a estudiar. Dichas partes pueden ser dos cilindros, dos superficies
paralelas, una superficie y un cono de pequeno éngulo, un rotor en el interior de un cilindro. El movimiento
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de una de estas partes provoca la aparicién de un gradiente de velocidades a lo largo del fluido. Para
determinar la viscosidad del fluido se mide el esfuerzo necesario para producir una determinada velocidad
angular. Este tipo de viscosimetros son mucho mas versatiles que los estudiados anteriormente y pueden

ser utilizados para fluidos no Newtonianos.

Sum

Figura 4.4.3: Viscosimetro rotacional tipo Brookfield IKA Rotavisc [50].

4.4.2. Viscosimetros de uso industria

Viscosimetro Saybolt Siendo uno de los viscosimetros mas utilizados para la determinacién de visco-
sidad de un liquido. En este caso, el fluido se vierte en un recipiente con orificio, que a su vez se encuentra
dentro de otro que sirve de bano termostatico, de manera que pueda determinarse las viscosidades a tem-
peraturas variadas. Dicho instrumento posee un sistema de calentamiento integrado. Como la exactitud
es imprescindible en la mediciéon de viscosidad, con este tipo de viscosimetro se realizan tres mediciones

a tres temperaturas diferentes.

Figura 4.4.4: Viscosimetro automético Saybolt [51].

Viscosimetro ViscoScope Este viscosimetro disenado por la empresa MARIMEX [52] tiene un disefio
modular que permite crear el sistema 6ptimo para practicamente cualquier aplicacion. Desde temperaturas

de -40°C a 450°C' , o incluso hasta 1500 °C con disenos especiales, presiones de vacio a 550 bar y
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viscosidades de 0.1 a 2.5 - 10 mPa - s. Tiene aplicaciones de medicién en la industria quimica como en
la industria petroquimica. Siendo esta tltima donde se manejan las viscosidades méas elevadas con un
grado de hasta TFO 580 (El IFO es una mezcla de fuel-oil pesado (HFO) barato y gasoil caro). A 15°C
, el IFO tiene una consistencia similar a la del betin y apenas es bombeable, por lo que debe calentarse
a unos 50-60°C. El viscosimetro ViscoScope mide continuamente la viscosidad del combustible durante
el abastecimiento para garantizar que se afiade la cantidad correcta de gaséleo. Ademaés, documenta los

cambios de viscosidad a lo largo del proceso hasta un nivel muy superior a los requisitos de la normativa
MARPOL.

coScope®

VA-100

Figura 4.4.5: Viscosimetro ViscoScope Inline VA-100 [52].

Viscosimetro portatil Entre toda la gama de viscosimetros que cumplen con diferentes propoésitos de
medicién, los modelos industriales portatiles permiten no sélo mediciones en un punto (laboratorio), sino
que permiten también mediciones durante los procesos de produccién, permitiendo un examen detallado
de muestras de liquidos.

Figura 4.4.6: Viscosimetroportable B-ONE [53].



Capitulo 5

Deducciones matematicas para flujos

laminar y estado estacionario

Antes de deducir las ecuaciones de flujo laminar se definird lo que es Cantidad de movimiento o
momentum, siendo una magnitud fisica la cual describe el movimiento de un cuerpo. La mecanica
newtoniana define el movimiento de una particula (cuerpo) como que el producto de la masa por su
velocidad

p=m-v (5.1)

Donde p es la cantidad de movimiento lineal; m es la masa del cuerpo constante; v es la velocidad. A
la ecuacién (5.1) se le conoce como la primera ley de Newton de la inercia y solo es valida cuando el
cuerpo no esta sometido a fuerzas externas. Cuando se requiere determinar la cantidad de movimiento de
un fluido que se mueve en un campo de velocidades, es importante tomar en cuenta la contribucién de
cada una de las particulas que forman el fluido, de tal manera que la suma de esas contribuciones da el

momento total expresado por la siguiente ecuacion

p:/vdm:/vvpdv (5:2)

Donde: p es la densidad y V' el volumen del fluido. Al tratarse de un fluido, este tiene la caracteristica
que se pueden deformar, cuando actian fuerzas sobre dicho fluido en un tiempo determinado de manera

irreversible. Dichas fuerzas que se acttian sobre el fluido, se pueden calcular mediante la expresion:

N
Y F= A (5.3)

Donde Eﬁ es la suma de fuerzas totales que actia sobre el cuerpo; Ap es la variacién del momento
lineal producida en un intervalo de tiempo, donde Ay = pr — p;, siendo el subindice f el valor final e ¢ el
valor inicial; At el intervalo de tiempo. A la ecuacion (5.3) también es conocida como segunda ley de
Newton y expresa la rapidez con que cambia el momento lineal, siendo igual a la suma de fuerzas que

acttian sobre el fluido. Para calcular la fuerza instantanea total se puede aproximar cuando At — 0
= Ap
2 F = lm 5y

dp

T dt
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Suponiendo que el fluido mantiene su masa constante a lo largo de todo su desplazamiento (fluidos

incompresibles), se puede sustituir 7 de la expresién anterior por (5.1)

D
F=2X
dt
_d(m-)
o dt
7
St
Donde dv/dt es la aceleracién, ecuacién (1.16)
. dv
> F= md—: = md (5.4)

Conocida como ecuacion de cantidad de movimiento en un fluido, siendo la segunda expresién de
la ley de Newton aplicada en un fluido. Se puede hacer un balance de cantidad de movimiento para
sistemas que operan en estado estacionario o régimen permanente (no hay variaciones de la velocidad con

respecto al tiempo), partiendo de la ecuacién (5.4):

Suma de fuerzas que actidan sobre el sistema =
Cantidad de movimiento que sale del sistema — (5.5)

Cantidad de movimiento que entra al sistema

Para realizard los balances en estado estacionario, tomando en cuenta que las variables como temperatura,
densidad y velocidad se mantienen constantes, es decir, que en cada punto de la corriente no cambiaran
respecto al tiempo. Ademas, la velocidad del flujo es relativamente baja que puede considerarse como
un flujo laminar. Para empezar a resolver los problemas, se debe establecer un balance general de
cantidad de movimiento sobre el fluido a analizar. Partiendo de un fluido que se encuentra en reposos,
dicho fluido serda un volumen de control el cual se encuentra contenido entre dos placas rectdngulas que
son paralelas entre si. Las placas tienen dimensiones de alto Ay, ancho Az y la distancia interna entre
placa y placa (el grosor del fluido) es de Az, como la figura 5.0.1.

Z) = -

Ancho
Az =171 — 2z

Zp = -

Areadela
pared
As=Ay-Az
Area porla que
fluye el fluido 0
A = Ax- Az -
Tiempo _ _ _ _ _ o
t<0

i
Fluido en /l

reposos

==Y

Grosor 1
X
0 Ax=2x—x5

Figura 5.0.1: Fluido siendo transportado entre dos placas paralelas verticales en estado no estacionario.

La figura 5.0.1 al tener una geometria de prisma rectangular, es como usar coordenadas cartesianas xt—y—z
para especificar discreciones vectoriales. Se deber ver el fluido de una perspectiva lateral en el eje xy, ver

figura 5.0.2(a). Si se tomar4d el eje yz se verfa tinicamente una pared, como se ve en 5.0.2(b), y para el eje
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xz se verian rectdngulos a todo lo largo, tal como en la figura 5.0.2(c), y lo que se quiere apreciar es el

comportamiento del fluido a lo largo de las placas .

Tiempo
t=0 Fluido en y
Teposos L.
Z

) Vista lateral en el eje coordenado zy del problema. (b) Vista lateral en el eje coordenado yz del

problema.

(c) Vista lateral en el eje coordenado xzz del
problema.

Figura 5.0.2: Vista bidimensional del problema.

Establecido la vista lateral a trabajar, se debe poner el eje coordenado en algtin punto del espacio, por
comodidad, el eje se establecerd en un vértice del volumen de control, siendo el que esta a la izquierda
inferior, el cual colinda la pared con el fluido. Ademas, el fluido empezara a moverse poco a poco, gracias

a una fuerza de empuje que hara que suba a lo largo de ambas placas, tal como la figura 5.0.3.

Con el paso tiempo, el fluido empezara a tener mayor distancia a lo largo de ambas placas paralelas, tal
como la imagen 5.0.4, el cual el desplazamiento del fluido Newtoniano en régimen laminar estara indicado
por las flechas negras.

Seguramente surgira la duda del jpor qué el movimiento del fluido de la figura 5.0.4 no se parece a la figura
4.0.6(b)? La explicacién se debe a que la figura 4.0.6(b) el movimiento del fluido es debido al movimiento
que se ejerce sobre una de las tapas, siendo la superior, mientras que la inferior esta inmévil, y la velocidad
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Fluido en

Tiempo Bl e I 160
movimiento

t = pequeiio

-
-

Figura 5.0.3: Movimiento del fluido en un pequeno tiempo, donde las flechas indican la direccién en que

se mueve el fluido.

Velocidad
maxima
Tiempo s ] Fluido en
t = grande A movimiento
4—’—/
Velocidad
y 1 minima
| —
X

Figura 5.0.4: Movimiento del fluido en un lazo grande de tiempo, donde las flechas indican la direccién

en que se mueve el fluido.

méxima es aquella donde la tapa se esta movimiento, mientras que la tapa inmévil es la velocidad minima.
Resulta algo similar al caso de la figura 5.0.4, con la variacién de que ambas paredes son inméviles, por
lo tanto el fluido tendra velocidad muy bajas en ambas paredes, mientras que la velocidad méxima se
encuentra en medio del fluido gracias a que es la zona mas alejada de la fuerza que puedan ejercer las
paredes, recordando que esta fuerza del fluido se llama, fuerza tangencial y la que ejerce las paredes se
llama fuerza opuesta. Dicho esto, se pueden explicar las condiciones de frontera, y estas existiran en
un punto donde halla una separacién entre dos fases o medios diferentes, son de enorme importancia ya
que en esta regién ambas propiedades fisicoquimicas se ven modificadas. Para el estudio de flujo de fluidos
existe tres de suma importancia, siendo la interfase sélido-liquido, liquido-liquido y liquido-gas. Pudiera
existir también la interfase sélido-gas, pero en dicha interfase el gas se comportaria igual como un liquido,

ya que es un fluido, pero dicha interfase es mas ocupada en transferencia de masa.
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= Interfase sélido-liquido: La velocidad del fluido es igual a la velocidad con que se mueve
la superficie sélida, vi;q = v,. Si el sélido no se moviera; la velocidad del liquido serfa nula
viiq = 0. Para el esfuerzo cortante 7;;, cuando la pares es inmévil serd igual a 0, 7;; = 0,
mientras que para una pared en movimiento sera el mismo tanto para la parte sélida como la
parte liquida, es decir 7;; = 74, pero en la mayoria de los casos esta es sumamente complicada

de medir, no es valido utilizarlo.

= En la interfase liquido-liquido: solo es valido cuando son liquidos inmiscible y la velocidad
serd la misma para ambos, ya que el esfuerzo es el mismo, es decir 75, = 7.0 v v,
v{i{], donde el indice I y II, indicaran que es liquido uno, I, y el liquido dos, II. Puede
existir la excepcion de que existe una interfase liquido-liquido, aunque sea el mismo fluido y
esta excepcién se da por lo regular en coordenadas cilindricas y esféricas. También se llama

condicion de simetria.

= En la interfase liquido-gas: los componentes de tensor de esfuerzo, 745, se toman igual a
cero, 73; = 0, siempre que el gradiente de velocidad del lado de gas no sea demasiado grande.
Esto es coherente, ya que la viscosidad de los gases es mucho menor que la de los liquidos.
Para la velocidad en esta interfase, serd la maxima vj;q = Vmaaz, siempre y cuando la pared

sea fija y no tenga movimiento alguno

Otra condicién que hay que tener en cuenta es la pared [58], ya que esta demostrado fisicamente que a un
nivel microscépico tiene pequenos relieves, sea del material slido que sea (exceptuando el hielo), haciendo
que se tenga que ejercer una mayor fuerza sobre el fluido para que se mueva, a esta oposicién de fuerza,

se le llama friccién, la cual se retomara en capitulos posteriores.

Area por la que ' z
fluye el fluido [
Af = Ax - Az
, z
1
1
1
p o= —— :
A '
. l‘lerrrf;de ! Areadela
g ! pared
| A, =Ay- Az
:
1
1
AP '
-
L7 Fluido en un
N — movimiento
B Y= Yo continuo
f—
xp 1 Ax 1x)

Figura 5.0.5: Eje coordenado para un diagrama de cuerpo libre.

Regresando al problema original. Cuando el fluido esta completamente desarrollado, es decir, que esta
en un estacionario se comportarda como la figura 5.0.5, todo la velocidad es uniforme. Para establecer
el balance se debe establecer ciertas condiciones, como son que el sistema no contiene reaccién quimica,

opera de forma isotérmica, esta en estado estacionario, es un flujo laminar y es un fluido Newtoniano.
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Posteriormente, se hay recodar las clases de fisica, donde se realizaban diagramas de cuerpo libre, donde
se representard las fuerzas que interactian con el fluido. Realizando un plano bidimensional en los ejes zy,
como la figura 5.0.6. Los ejes yz y £z no se tomaran en cuenta, ya que no permiten verel comportamiento
del fluido a lo largo de las placas, ver las figuras 5.0.2(b) y 5.0.2(c).

i

Figura 5.0.6: Eje coordenado para un diagrama de cuerpo libre.

Hecho el diagrama, para empezar a deducir las fuerzas que intervienen en el sistema, se debe recordar que

son las fuerzas que ayudan y/o impiden al movimiento del fluido:

1. La primera fuerza que interviene para un fluido es la fuerza por transporte convectivo, F .y,

la cual tiene direcciéon hacia arriba, es decir en el eje y.

2. La segunda fuerza que interviene es la fuerza tangencial, la cual parte del esfuerzo cortante,
ecuacion (4.14), siendo despejado el término de F. Remitiéndose a la figura 4.0.9 se aprecia que al
aplicar una fuerza habré otra en sentido opuesto y misma magnitud, recordar que es la definicién de
la tercera ley de Newton. El fluido esta aplicando una fuerza en direccién y, la cual se llama fuerza
viscosa o fuerza tangencial F,,q. Mientras que, la fuerza opuesta sera las paredes, ya que no tienen

movimiento, pero si ejercen una fuerza de resistencia hacia la direccién —y y se denotara como Fy,,.

3. La tercera fuerza a considerar es la fuerza de empuje, la cual es la fuerza necesaria para empujar

al fluido de entrada a la salida, Fi,,p,,, con direccién en y.

4. La ultima fuerza conocida es el peso del fluido, ya que aqui actia la gravedad, con direcciéon a —y,

esto es porque la gravedad siempre va hacia abajo y se denotara como w.

Por lo tanto, el diagrama de fuerzas quedaria como la figura 5.0.7. Si el sistema opera en estado estacionario

se puede suponer que esta en equilibrio, haciendo que se pueda realizar una suma de fuerzas en equilibrio:

ZFZ':Fconv+Ftang_Fopu+Fempu_w:0 (56)

Determinado las fuerzas que intervienen en el sistema, se establece el eje coordenado en un punto fijo,
permitiendo a saber en que direccién se esta desplazando el fluido y tambien la direccién de las interfases,

tal como la figura 5.0.8
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empu

F tang

Fconv

Fo;nu

Figura 5.0.7: Diagrama de cuerpo libre con las fuerzas que intervienen para el fluido comprendido entre
dos placas paralelas inméviles.

Pared 1
Pared 11

Figura 5.0.8: Posicion del eje coordenado del volumen de control comprendido entre dos placas.

Existira la duda de ;qué es la fuerza por transporte convectivo? Hay que imaginarse que el fluido se esta
moviendo como una placa rectangular inicialmente, figura 5.0.9, el cual parte desde abajo y se le aplica
una fuerza para que tienda a subir poco a poco, hasta llegar a la parte superior, a este desplazamiento

de masa de un punto inicial a un final con una desaceleracién se le conoce como fuerza por transporte
convectivo.
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Area donde
fluye el fluido
Ar
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Pared I
Pared I1
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Pared [
Pared 11

xt x x ¥

Figura 5.0.9: Desplazamiento

del fluido por capas rectangulares, el cual fluye a través de dos placas
paralelas.

Pero ;Por qué desaceleraciéon y no aceleracién? Se debe a que la masa va a tender a disminuir su velocidad
inicial debido a una fuerza externa que actiia llamada gravedad. Se puede ver ejemplificado esta desace-
leracién con la figura 5.0.10, ya que la tnica fuerza que actia sobre ella durante su recorrido es su peso,

el cual siempre estd dirigido hacia abajo. Por tanto, el signo de la aceleracién es negativo (hacia abajo)
durante todo el movimiento.

y=4v=0a=—

-~y

Figura 5.0.10: Desplazamiento de una pelota de béisbol. Obtenido de P. Tippens [13].

La definicién antes mencionada para el transporte convectivo corresponde bastante con la definicién de la
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segunda ley de Newton:
Foopw=—m-a (5.7)

El signo negativo corresponde a la desaceleracion; ademas de que la aceleracién es una magnitud vectorial,
por lo cual se debe indicar cual es su direccién. Viendo el eje coordenado el movimiento de la placa tiene
lugar en y, por lo tanto a,x donde el subindice y indica el eje en el cual se estd desplazando

Feonw = —m - ay (5.8)

Aplicando la definicién de aceleracion, ecuacién (1.16), la cual dice que es un cambio de velocidad por

unidad de tiempo, la ecuacién (5.8) quedarfa como

dv m
Feonv = _mdity = _%dvy (59)

El término m/dt se interpreta como el flujo mésico, es decir, la cantidad de masa que fluye en una cantidad

de tiempo dada y se puede transcribir como 72 en la ecuacién (5.9)
Frony = —m - duy (5.10)

Aplicando la definicién de flujo méasico donde corresponde a la ecuacién (1.34), con el objetivo de convertir

el flujo mésico a flujo volumétrico, para la ecuacién (5.10)
Fronp = —p-V -du, (5.11)
Aplicando la definicién de flujo volumétrico, ecuacién (1.31), en la ecuacién (5.11)
Froonw=—p-Af-vy - duy (5.12)
La variable d corresponde a un cambio y se expresa como
d = final — inicial

Entonces habra una velocidad inicial y una velocidad final. Viendo las figura 5.0.5, corresponde a las
dimensiones del problema, pudiendo decir que la velocidad inicial parte de punto yg y finaliza en el punto

y1, por lo tanto, la ecuacién (5.12) serd

Feonw =—p- Af T (U(yl) - 'U(yo)) (513)
=p-As vy (Vi) = V) (5.14)

Quitando los paréntesis
Fconv :PAf * Uy 'U(yo) —PAf * Uy "U(yl) (515)

En vez de poner v(,) y v(;,) se sustituyen por barras verticales, tal que wv,| (o) ¥ Uy | (1) las barras

Y1)
verticales con subindices en matematicas representan un rango, siendo el rango inicial en el punto yg y
finalizando en el punto y;

Fconv =p- Af sV vi|(i0) — P Af * Vg Ui|(z-1) (516)

Haciendo el producto de velocidades

2 2
Fcon'u:p'Af"Uy|(y0)_p‘Af"Uy’(yl) (517)
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Perfil
Parabdlico

Area de seccién
<= transversal
As

Interfase

liquido-li_iu_iiof_

N Interfase
s6lido-liquido

=
«
S
i
=

_ Placalll

x'\N

Figura 5.0.11: Movimiento por placas del fluido contenido entre dos placas paralelas donde el color azul
maés intenso es el movimiento molecular con mayor velocidad que mientras que el azul menos intenso es

el que tiene menor velocidad molecular.

2

Algunos autores como el Bird [1] ponen a vy

como vy, quedando la ecuacién (5.17)
Fconv:p'Af' Uyy|(y0) —pAf Uyy|('y1) (518)

A la primera parte de la igualdad de la derecha se le conoce como velocidad de entrada de cantidad de
movimiento por transporte convectivo y a la segunda parte de la igualdad de la derecha como welocidad

de salida de cantidad de movimiento por transporte convectivo.

Para la demostracién de la segunda fuerza, se establece que existe una fuerza de empuje que lleva el
fluido Newtoniano de forma ascendente, se puede suponer que ademaés el movimiento se efectiia por capas
adyacentes, constituidas por moléculas que se deslizan una sobre otra con una velocidad constante, pero
con valores diferentes, en la direccién del eje y, como se muestra en la figura 5.0.11. En dicha figura se
aprecia lo que se conoce como un perfil parabdlico y se presenta cuando hay flujos laminares, es decir
que existen velocidades bajas y/o el fluido es muy viscosos. El perfil parabdlico se debe a las fuerzas de
resistencia que existen dependiendo de la interfase en la que este. Hay que ver la placa I, siendo donde
se coloco el eje coordenado, entre la placa Iy la pared (interfase sélido-liquido), al desplazarse a lo largo
del eje z, la velocidad de las placas irdn aumentando consecutivamente hasta la placa V, que en estéd es
donde existe la mayor velocidad y se encuentra la monofase liquido-liquido. Al seguirse desplazando a lo
largo del eje x, de la placa V hasta la placa IX la velocidad ira disminuyendo hasta tocar la pared II,
siendo la interfase sélido-liquido, tanto la placa I como la IX tendran una velocidad de 0, debido a que
la pared no se mueve pero mientras mas se van acercando al centro del fluido las placas moleculares van
adquiriendo mayor velocidad, este fendmenos se explico con anterioridad, y se debe a la resistencia de
movimiento entre placas el cual se denomina fuerza tangencial o fuerza viscosa, la cual viene dada
por la ecuacién (4.14)
Fiong = A7

Pero 7 tiende a tener dos subindices los cuales se llamaran por el momento a y b, poniendo a 7. El
primer subindice a indica la direccién que tiene el esfuerzo cortante y serd aquella que se de entre la
separacion de interfase e interfase, teniendo en este caso dos interfases, la primera que es sélido-liquido y
la segunda que es igual sélido-liquido, la cual su separacién se da a lo largo del eje =, por lo tanto a = z.
El segundo subindice b indica la direccién de desplazamiento del fluido, viendo la figura 5.0.11, las flechas

indican que tiene direccién ascendente hacia el eje y, por lo tanto b = y, quedando 7,,. Sustituyendo

Ftang = As *Tay
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Asi como existe una fuerza tangencial existird una fuerza opuesta, F,,, siendo la que se opone al movi-

miento del fluido, siendo en este caso la pared. Retomando la ecuacién (4.7)
Fopu = Ftang

O también como
Fopu = As * Ty (519)

El esfuerzo cortante 7., es perpendicular al flujo y tendrd un punto inicial y un punto final. Esto se
refiere a que al evaluar la Fiqng en una de las dos interfases, para la F,, se deberd desplazar hacia la otra
interfase que no se ocupo, haciendo que el esfuerzo cortante tenga un rango. Este rango tendra la direcciéon
separacion entre interfases, de acuerdo al punto eje coordenado establecido. Es decir, que para el rango
del esfuerzo cortante de la primera fuerza, siendo la tangencial, viendo las dimensiones del problema y
establecido el eje coordenado (ver figura 5.0.5) se sabe que la interfase sélido-liquido (pared I con placa
I) seria en el punto xg

Ftang = As ' Tmyl( (520)

o)
Donde 7y| (o) representa el rango inicial en punto zy para el esfuerzo cortante. Asi mismo, la fuerza
opuesta también tendréd direccion, pero ahora su rango serd del punto coordenado hasta donde ocurre la
segunda interfase sélido-liquido (placa IX con pared II). Viendo de nuevo la figura 5.0.5, la interfase se
encuentra en el punto zy,

Fopu = As . sz|(m1) (521)

x1 representa el punto coordenado final de la fuerza opuesta, pero no se puede quedar asi, debido a que en
la direccién el eje x ocurre un diferencial. El diferencial se debe a que cada placa (figura 5.0.11) tendra
una velocidad diferentes a lo largo del eje = y este diferencial siempre es perpendicular al eje de flujo. Para
determinar el diferencial viene dado representado como un cambio entre el punto final menos el punto

inicial y viene dado por la letra griega A
A = final —inicial (5.22)

Donde tnicamente se despeja final
final = inicial + A (5.23)

Representando la ecuacién (5.23), en el eje coordenado
T =20 + Ax (5.24)
La cual sustituyendo (5.24) en (5.21)
Fopu = As - Twy|(xO+Aw) (5.25)

El punto inicial donde se esta llevando a cabo el diferencial se hace un cambio de nomenclatura, como zq
es el punto de partida y y parte de eje coordenado, se puede decir que z = xg. Haciendo este cambiando

de nomenclatura en las ecuaciones (5.20) y (5.25) quedarfa tal que
Ftang = A, Tacy|(z) (526)

Fopu = As . T:L’y|($+Ax) (527)

A la ecuacion (5.26) se le conoce en la literatura como velocidad de entrada de cantidad de movimiento

por transporte molecular. A la ecuacién (5.27) es la velocidad de salida de cantidad de movimiento por
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transporte molecular. Para demostrar, la tercera, siendo la fuerza de empuje hay que ver la figura 5.0.9,
donde se esta ejerciendo una fuerza en direccién al eje y, la cual es directamente proporcional a la presion
que se este ejerciendo por el drea por el cual fluye el fluido, esta descripcion tiene relacién con la ecuacion
(1.27)

Fempu = Pd - Ay (5.28)

La pregunta es ;Por qué se puso Pd y no P? Pd significa béasicamente el valor diferencial entre dos
presiones. Este diferencial de presiones es importante en la industria, ya que permite medir el valor de
perdida de carga o de presion que existe entre dos puntos determinados. Para medir la presién diferencial
se utilizan equipos que hacen una lectura entre dos puntos del elemento a medir. Pueden ser mecénicos
como los manémetros de presion diferencial o electrénicos como los transmisores de presion diferencial, tal
como se muestra en la figura 5.0.12. La presion diferencial va de una presién inicial mayor a una presiéon

final menor y se calcula como
Pd=P— P, (5.29)

P,

: ’

Figura 5.0.12: El control de la presién diferencial en un sistema suele ser clave para que dicho sistema

funcione [54].

Sustituyendo la ecuacién (5.29) en (5.25)
Fempu:(PO_Pl)'Af

Quitando paréntesis
Feppuw=FPo- Ay — P - Ay (5.30)

La ultima fuerza que actia es el peso del fluido moviéndose, debido a que actia algo llamado la gravedad.

El peso se define como el producto de su masa por la gravedad
w=m-g (5.31)
Aplicando la definicién de densidad dada por la ecuacién (1.28), de la cual se despeja m se obtiene que
w=pViows - g (5.32)
Por ultimo, sustituyendo las ecuaciones (5.17), (5.20), (5.25), (5.30) y (5.32) en (5.6)

p.Af.’U;’ —P'Af'U§|(y1)+As'sz|m—A5'Twy|(w+A$)+P0'Af—P1~Af—p~ant-g:0 (5'33)

(yo)

El signo del peso del fluido puede ser positivo, +, si el fluido no se esta oponiendo a la gravedad, o en otras
palabras, que va en direcciéon hacia abajo; sera negativo, —, si el fluido se opone a la gravedad, es decir,

que va hacia arriba; la gravedad sera 0 si el fluido se mueve totalmente horizontal. Se modificard un poco
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la ecuacién (5.33) donde el subinidce z =iy y = j y el signo — de la gravedad serd +, representando que

puede ser tanto 4+ como —, dependiendo el caso o despreciarse:
p-Ay- UJ2'|(jo) —p-Af- UJQ'|(¢1) + A - Tji|j — A - Tij‘(i+Ai) +Py-Af—Pr-Astp Voo -9g=0 (5.34)

La ecuacién (5.34) es el balance de cantidad de movimiento en estado estacionario con un esfuerzo cortante

y se traduce literalmente como

velocidad de entrada de cantidad de movimiento por transporte convectivo  —

velocidad de salida de cantidad de movimiento por transporte convectivo +

velocidad de entrada de cantidad de movimiento por transporte molecular — — (5.35)
velocidad de salida de cantidad de movimiento por transporte molecular +
Suma de fuerzas externas sobre que actian sobre el fluido =0

Donde las expresiones de Py Ay — P -Ar —p-Veont - g = Z Forternas representan la suma de fuerzas
externas que acttian sobre el fluido. La ecuacién (5.34) es valida para flujos laminares, fluidos newtonianos,
variables como temperatura, densidad y velocidad constante y en estado estacionario. Si el sistema operara
de manera no estaciona, se tendria que agregar agregar el término de acumulacién, dado por un sistema
de fuerza en no equilibrio (ecuacién 1.17), por lo tanto la ecuacién (5.34) seria

,O-Af~1} —p-Af-v32»|(i1)—|—As~Tij|i—As-Tij|(i+Ai)—|—P0~Af—P1~Af:&:p~Vcont-g=m~aj (536)

7|
J1(j0)
Y se traduce como

velocidad de entrada de cantidad de movimiento por transporte convectivo —

velocidad de salida de cantidad de movimiento por transporte convectivo — +

velocidad de entrada de cantidad de movimiento por transporte molecular (5.37)
velocidad de salida de cantidad de movimiento por transporte molecular — +
Suma de fuerzas externas sobre que actian sobre el fluido =

Acumulacion

En ciertos sistema, puede ser que el sistema a evaluar tenga un cierto dngulo de inclinacién, por lo
que se deberda multiplicar la fuerza del peso por el cos (§), donde el argumento ¢ corresponde al dngulo
comprendido entre la vertical y la pendiente. Por lo tanto la ecuacién (5.34) quedaria como
2
p-Ap-vj

(jo)ip’Af. ’11]2|(21)+A5 T¢j|ifAs' Tij'(H,AZ—)‘i’PO’Af*Pl'Af:tcos((;)p"/;ont’g =0 (538)

Cuando el sistema se encuentra en posicién totalmente vertical (90°) el termino de cosd se desprecio
de la ecuacion (5.38), quedando como unicamente como la expresion (5.34). La ecuacién (5.34) es una
forma de representar la ecuacién de movimiento con una velocidad y una fuerza tangencial, puede existir
que halla dos fuerzas o dos velocidad, pero eso serd asunto para temas mas adelante. Tanto Ay como A,
dependeran de la geometria en la que se este evaluando, ya que podra ser cartesianas, cilindrica, esférica
o o incluso variable. Los subindices ¢ y j pueden mordicarse dependiendo del eje que se este ocupando y
su posicion, ya que de igual manera se puede trabajar en coordenadas cartesianas, cilindrica o esférica.
Tener cuidado al evaluar la ley de viscosidad de Newton, ya que dependiendo la geometria y la direccion
de la velocidad variara; no sera la misma para cartesianas que para rectangulares y asi mismo para esferas.
Para resolver este tipo de problemas que tratan de movimiento se siguen una serie de pasos a seguir,

para poder hallar la solucién a partir de un volumen de control
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1. Establecer las condiciones de estudio, para facilitar mejor la resolucién del problemas:
a) Estado estacionario.
b) Sistema Isotérmico.
¢) Flujo newtoniano.
d) Flujo laminar.
e) Condiciones constantes (Presién, Temperatura, Viscosidad, Concentracion, etc).
2. Decidir que coordenadas utilizar:
a) Rectangulares.
b) Cilindricas.
¢) Esféricas.
3. Establecer el punto de coordenadas segtn la interfase que sea mas adecuada:
a) Solido-liquido.
b) Liquido-liquido.
¢) Liquido-gas.
4. Desarrollar el volumen de control. Dicho volumen sera perpendicular al eje del esfuerzo
cortante.
5. Escribir un balance de cantidad de movimiento.
6. Usar la definicién de la primera derivada para obtener la ecuacién diferencial correspondiente
para la densidad de flujo de cantidad de movimiento.
7. Se resuelve la ecuacién diferencial que surge de la deriva, para proceder a evaluarla con los
valores en la frontera y asi determinar la constante obtenida.
8. Se sustituye la densidad de flujo de cantidad de movimiento por la ley de viscosidad de
Newton, obteniendo una ecuacién diferencial para la velocidad.
9. Se resuelve la ecuacién diferencial que surja para obtener la distribucion de velocidad, apli-
cando los valores en la frontera.
10. Se usa la distribucion de velocidad para obtener otras cantidades, como pueden ser la velo-

cidad promedio, velocidad maxima y flujo masico.

\. J

En las integraciones antes mencionadas apareceran varias constates de integraciéon, mismas que se evalian
usando condiciones de frontera, ya antes mencionadas. Cabe mencionar que no todas las condiciones

de frontera permiten hallar la solucién de nuestro sistema.

5.1. Coordenadas rectangulares

Una vez explicado el balance de cantidad de movimiento, el procedimiento para plantar y resolver los
problemas de flujo viscoso, se procedera a resolver el primer ejemplo de forma analitica en coordenadas

rectangulares, para comenzar con los fenémenos de transporte.

Ejemplo No. 1| Actualmente es comtn encontrar ya se en plazas comerciales o en centros de

eventos cascadas de agua, las cuales consisten en paredes rectangulares amplias por la cual fluye una
pelicula de agua finamente, como se muestra en la figura 5.1.1. El profesor les encargo a sus alumnos
determinar, por medio de ecuaciones, la velocidad que tiene el fluido, el caudal y el flujo masico. Para
esto el profesor les indico que tomaran el flujo como si fuera laminar, como es agua fluyendo se puede

considerar como un fluido Newtoniano, la temperatura es constante, se considera que se halla en un estado
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estacionario y que se desprecie la friccién que pueda ejercer la pared.

WY

Figura 5.1.1: Placa con corriente de agua [55]

Para resolver este problema lo primero por hacer es poder modelar la pared de una forma esquematica y
sencilla que permita comprender las variables que estan interviniendo y establecer un volumen de control,
el cual va a ser una pequena porcién fijada en el espacio para estudiar. Por ello, se dibuja el caso de
estudio donde la longitud de la pared se establece con la literal L, para la anchura serd W y el grosor de

la pelicula serd de un tamafo T'. Observase la figura 5.1.2.

i
Pelicula de
N —
agua
Movimiento
del fluido de
L ® l 1 l l l forma
;\é—?: descendente
L W
L 1
T

Figura 5.1.2: Representacién esquematica de la cascada de agua con sus dimensiones.

Observar que la figura 5.1.2 existen unas flechas negras que indican el movimiento del fluido hacia abajo
en direccion al eje y. Ademas, se aprecia un eje coordenado siendo el paso nimero dos para la soluciéon de
problemas, el cual estd en coordenadas rectangulares, esto se debe a que el sistema a resolver puede ocupar
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alguno de los tres tipos de ejes: rectangulares, cilindricas o esféricas, siendo el més ideal en coordenadas
rectangulares ya que el caso de estudio asi lo merita. Para el paso niimero tres es poder establecer el
punto de coordenadas segun la interfase, para esto se debe recordar que existen tres interfases solido-
liquido, liquido-liquido y liquido-gas. En primera instancia la interfase liquido-liquido se descarta, ya que
el fluido es el mismo y dicha interfase se evaliia cuando son diferentes. Quedando tinicamente las interfases
solido-liquido y liquido-gas, el punto coordenado se puede establecer en alguno de las dos opciones, pero
para opinién del autor serd conveniente ponerlo en la interfase liquido-gas, por el criterio de que en dicha
interfase es donde se lleva a cabo la velocidad mdzima. Quedando el esquema como la figura 5.1.3.

Fluido
descendente

Z
x y Interface
Liquido- Gas
Interface // /
Sélido - Liquido
Fase Fase
L Sélido l l l l 1 Gas

Figura 5.1.3: Establecimiento del eje de coordenadas dependiendo de la interfase que se encuentre.

Para la cuarta parte para la solucién del problema es establecer el volumen de control, para este caso de
estudio se dibujara de un color gris, y se colocara en alguna parte del problema, siendo dentro de los limites
de la pelicula de agua, pero ahora jcémo uno sabrd como colocarlos? Ya que existen tres posibilidades de

posicionarlo, dos en verticales y un horizontal
= Cambio respecto al eje z, figura 5.1.4(a).
= Cambio respecto al eje z, figura 5.1.4(b).

= Cambio respecto al eje y, figura 5.1.4(c).
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(a) Volumen de control en vertical donde es constante a (b) Volumen de control en vertical donde es constante a
lo largo de los ejes yz.
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(¢) Volumen de control en horizontal donde es constante
a lo largo de los ejes xz.

Figura 5.1.4: Voltimenes de control

Retomando lo que dice en paréntesis en el apartado 4 citando: ”"El volumen sera perpendicular al eje del
esfuerzo cortante”. Se debe ver el problema en un plano bidimensional, teniendo tres casos posibles:

plano con viste en el eje zy, plano con viste en el eje xz y plano con viste en el eje yz, donde cada uno
esta representado en las figuras 5.1.5(a), 5.1.5(b) y 5.1.5(b), respectivamente.
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X z
lvy l Z v
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= o o Fase gas
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(a) plano con viste en el eje zy. (b) plano con viste en el eje zz. (¢) plano con viste en el eje yz.

Figura 5.1.5: Problema visto desde vista bidimensionales.

;Cémo se afirma que estas son las verdaderas vistas que se tienen en el problema? Para que exista un
esfuerzo cortante debe haber una fuerza ejercida entre dos areas de placa, entonces el fluido se movera
como si fueran placas rectangulas. Dicho esfuerzo se representa como 7., €l primer subindice a indica la
direccién que tiene el esfuerzo y estard dado por la separacién entre interfase e interfase y el subindice b
la direccién que tiene la velocidad el fluido. Analizando ahora cada figura:

1. La prima imagen es 5.1.5(c). Primer punto de vista, se ve una placa rectangular. Segunda observacién
se ve Unicamente ya sea la pared solida o la fase gases, pero no ambas a la vez y por dltimo, no se
ve el comportamiento del fluido entre las interfases. En conclusion esta representacion el esfuerzo

cortante queda descartada.

2. La segunda imagen a analizar es 5.1.5(b). Primer punto de vista, se ve una placa rectangular. El
segundo punto de vista es que si se logra apreciar las interfases sélido-liquido (pared solida con
el liquido) y liquido-gas (liquido con la fase gas) asi como su distancia, acertando el subindice a.
Tercer punto de viste y el problema es que se esta viendo una vista superior y no la direccién que
tiene el flujo, el cual se da en el eje y. En conclusién esta representacion del esfuerzo cortante queda

descartada.

3. Tercera imagen 5.1.5(a). Primer punto de vista, se ve una placa rectangular. El segundo punto de
vista es que si se logra apreciar las interfases sélido-liquido (pared solida con el liquido) y liquido-gas
(liquido con la fase gas) asi como su distancia, acertando el subindice a. Y por dltimo, es que si se
aprecia la direccién que tiene el flujo y su comportamiento entre interfase e interfase (explicado con

anterioridad en los limites de frontera). Siendo el perfil mas adecuado para nuestro problema.

Por lo tanto, el esfuerzo cortante se da a lo largo del eje = y el volumen de control serd perpendicular
a esta, siendo los ejes perpendiculares a x los ejes y y z. Siendo la imagen 5.1.4(a) la mds adecuada, ya
que el volumen es constante a todo lo largo de dichos ejes. Y se representa como una pequena placa, a
comparacion de todo el sistema, debido a que serd una pequena representacion de como el fluido se va
comportando a lo largo de las interfases, tal como se vio en la figura 5.1.5(a). El volumen de control se
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puede colocar donde sea, pero por comodidad del autor serd en medio del fluido descendente, como una

forma ilustrativa.

Area de seccién transversal
por la cual fluye el fluido
Af =W Ax

y1=0---1
Area de seccién
transversal
As=L-W
Nz =W
Y2=L---14
1 1M 2 =0
1 1 1
1 1
x; = x + Ax X=X

Figura 5.1.6: Dimensiones del volumen de control.

Hay que enfocarse en el volumen de control, tal como la figura 5.1.6. Posiblemente exista la duda de ;por
qué su dimension en el eje x es més corta? Hay que recordar que se parte de un punto inicial, siendo en
este caso x1 = = hasta un punto final x5, pero z2 no se puede quedar asi, debido a que en esta direccién
ocurre cambios de velocidad, es decir, que si se toma un punto cualquier en el eje x tendra una velocidad
especifica, pero si uno se desplaza a lo largo de dicho eje, esta velocidad cambiara ya sea a una mayor o
menor (dependiendo a la interfase que esta colocado més cerca) al punto de partida inicial, a este cambio
se le llama diferencial y serd perpendicular al eje de flujo, si el eje de flujo tiene direccién y entonces
el diferencial tendrd direccién z y se representa como xe = = + Az, ver ecuacién (5.23). Por lo tanto, el
volumen de control tendrd dimensiones de longitud L, para la anchura serd W y el grosor serda x + Az.
Antes de proceder al punto cinco, que establece el escribir el balance de cantidad de movimiento, se debe
hallar las ecuaciones que permiten determinar ésta a partir del volumen de control. Antes de deducir la
ecuacién que rige el sistema, hay que aclarar que se puede partir de la ecuaciéon de balance de cantidad
de movimiento, ecuacién (5.34), e ir eliminando variables. Pero por tinica ocasién se demostrard como se
pueden obtener las mismas variables, los problemas siguientes se partiran de dicha ecuacién anteriormente
mencionada. Primero se parte de la tercera ley de Newton, donde habra una suma de fuerza en equilibrio,
es por ello, que se realiza un diagrama de cuerpo libre, partiendo primero del eje coordenado, como se

muestra la figura 5.1.7

El diagrama permite representar las fuerzas que intervienen en el problema y saber en que direcciones
tienen dichas fuerzas. A partir de esto se empezard deducir las fuerzas

1. La primera fuerza que interviene para un fluido es la fuerza por transporte convectivo, F .y,

la cual tiene direccién hacia abajo, es decir en el eje —y.

2. La segunda fuerza que interviene es la fuerza tangencial, la cual parte del esfuerzo cortante,
ecuacion (4.14), despejado el término de F', se debe remitir a la figura 4.0.9, donde aplicando una
fuerza habra otra en sentido opuesto y misma magnitud, recordar que es la definicién de la tercera
ley de Newton, por este caso se esta aplicando la fuerza sobre el fluido hacia la direccién del eje

—y, la cual se denominara Fi,,4, mientras que la fuerza opuesta sera las paredes, ya que no tienen
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Figura 5.1.7: Eje coordenado para un diagrama de cuerpo libre.

movimiento, pero si ejerce una fuerza de resistencia hacia la direccién y y se denominara Fp,,.

3. La ultima fuerza conocida es el peso del fluido, ya que actia la gravedad, con direcciéon a —y, esto

es porque la gravedad siempre va hacia abajo y se denotara como w.

En este caso no existe la fuerza de empuje, debido a que no hay una fuerza que este impulsado al
fluido hacia abajo, si no que inicamente desciende por accién de su propio peso. Por lo que el diagrama
de fuerzas quedaria como la figura 5.1.8. Si el sistema opera en estado estacionario, se puede suponer que

esta en equilibrio, haciendo que el sistema de fuerza se tenga
> Fy=—Feonv = Frang + Fopu —w =0
La ecuacién anterior puede también quedar como
> Fy=0= Fuony + Frang — Fopu + 0 (5.39)

Ya que tGnicamente se pasa los términos de la izquierda a la derecha de la igualacion.

Para la demostracion de la primera fuerza se debe observar la figura 5.1.9, donde el movimiento del fluido
es como si fuera una placa rectangular, el cual parte arriba y desciende por accién de una fuerza que hard
que caiga,, este desplazamiento de masa de un punto inicial a un final con una aceleracién se le conoce
como fuerza por transporte convectivo. En el caso anterior de la demostracién de la ecuacion de balance
de movimiento se ocupd el termino de desacelerar, ahora ocurre lo mismo, recordar la figura 5.0.10, donde
estd el nino lanzado la pelota de béisbol, se logra apreciar que la aceleracién es negativa cuando la pelota
se mueve hacia arriba y también cuando se mueve hacia abajo. En esencia, la velocidad se vuelve en todo
momento méas negativa. Incluso cuando la velocidad pasa por cero en la parte mas alta, la aceleracion
permanece constante en direccion hacia abajo. Para determinar si la aceleracién de un objeto es positiva
0 negativa, no se considera su ubicacién ni la direccién de su movimiento, mas bien, se debe tener en
cuenta la direccién de la fuerza que causa el cambio de velocidad. En este ejemplo, esa fuerza es el peso
del objeto. La definicién antes mencionada de fuerza por transporte convectivo corresponde bastante con
la segunda ley de Newton

Foopp =—m-a (5.40)

La aceleracion es una magnitud vectorial, por lo cual se indica cuél es su direccién, viendo el eje coordenado

el movimiento de la placa tiene lugar en y, entonces, la aceleracion serd a, donde el subindice y indica el
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Fopu

IICO?‘IU

K, tang

Figura 5.1.8: Diagrama de cuerpo libre con las fuerzas que intervienen para el fluido que desciende de una
pared.

Area donde
fluye el fluido
Ar

Al A 7

Pared |
Pared I
Pared |

Pared |

Figura 5.1.9: Desplazamiento del fluido por capas rectangulares, el cual fluye a través de una pared vertical.

eje en el cual se estd desplazando.
Feono = —m - Gy (541)
Aplicando la definicién de aceleracion, ecuacién (1.16),la cual dice que es un cambio de velocidad por

unidad de tiempo, la ecuacién (5.41) queda

dvy . m

Foopw = —m 7 dtdvy (5.42)
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El término m/dt se interpreta como el flujo mdsico, m, es decir, la cantidad de masa que fluye en una

cantidad de tiempo dada y se puede transcribir la ecuacién (5.42) como
Feonw = —mhduy (5.43)

Aplicando la definicién de flujo mésico donde corresponde a la ecuacién (1.34) con el objetivo de convertir

el flujo mésico a flujo volumétrico, para la ecuacién (5.43)
Fromo = —p- V - do, (5.44)
Aplicando la definicién de flujo volumétrico, ecuacion (1.31), en la ecuacién (5.44) se obtiene
Foonw =—p-Af-vy - duy (5.45)
Donde d corresponde a un cambio y se expresa como
d = final — inicial

Entonces habrd una velocidad inicial y una velocidad final. Viendo las figura 5.1.6, la cual corresponde a
las dimensiones del problema, se puede decir que la velocidad inicial parte del punto y; y finaliza en el

punto yo, por lo tanto la ecuacién (5.12) serd

Feonw = =p- Af T Uy - (Uy’z - Uyl) (546)
=p-Ap-vy - (vy, —vy,) (5.47)

Quitando los paréntesis
FCO”U:p'Af'Uy'Uyl_p'Af'Uy'Uyz (548)

En vez de poner vy, y vy,, se sustituyen los puntos y; y y2 por 0 y L, ya que es su valor aritmético,
quedando como vg y vr. Ademds, se colocan las barras verticales tal que vy |, y vy|, , las barras verticales
con subindices en matematicas representan un rango, siendo el rango inicial en el eje y que vale 0 y el

rango final en el eje y que vale L
Feonv=p-Aj-vy-vylg—p-Ap-vy - vy, (5.49)

Haciendo el producto de velocidades

2 2
Feonv = p- Ag - vgly = p- Ap - vg| (5.50)

Algunos autores como el Bird [1] ponen a vz COMO Vyy
Feonv = p - Ap - vyylo —p- Ay - vyl (5.51)

A la primera parte de la igualdad de la derecha se le conoce como velocidad de entrada de cantidad de
movimiento por transporte convectivo y a la segunda parte de la igualdad de la derecha como wvelocidad de
salida de cantidad de movimiento por transporte convectivo. Para la demostraciéon de la segunda fuerza,
es suponer que el fluido descendente se mueve por capas adyacentes, como si fueran bloques rectangulares
(cada placa representa un volumen de control diferente), cada capa representa a nivel molecular una fila
de moléculas de agua que se mueven en conjuntos, las cuales cada capa tendran una velocidad diferente,
pero la velocidad individual de cada placa serd constante, es decir la velocidad en la placa I no sera la

misma que la placa II, pero la velocidad en el punto inicial de la placa I sera la misma que en el punto
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Placa I11

Area de seccion
transversal
As=L-W

Interfase /

sélido-liquido

Pared solida

™

NG Interfase
liquido-gas

Perfil Semi
Parabdlico

AR

Figura 5.1.10: Movimiento por placas del fluido contenido entre dos placas paralelas, una placa es solida y
la otra placa es un gas, donde el color azul mas intenso es el movimiento molecular con mayor velocidad,

mientras que el color azul menos intenso es el que tiene menor velocidad molecular.

final I. El movimiento de cada placa se observa en 5.1.10, dicha imagen es un plano tridimensional de la

figura bidimensional 5.1.5(a).

Se planteo que el fluido se mueve en un flujo laminar, correspondiendo a un perfil semi-parabélico. Dicho
perfil se debe a las fuerzas de resistencia que existen, gracias a las interfases que se encuentran presenten,
siendo dos: solido-liquido y liquido-gas. Viendo la imagen 5.1.10, se aprecia que en la placa I es donde se
encuentra la mayor velocidad (interfase sélido-liquido), esto debido a que es donde se encuentra la menor
resistencia molecular, ya que al ser ser tan pequenia la fuerza de oposicién el fluido puede obtener mayor
velocidad, en caso contrario de la placa II, que si tendra una velocidad considerada pero menos a la placa
I. Desplazandose a lo largo del eje = hasta llegar a la unién entre la placa V y la pared solida (interfase
sélido-liquido), es donde se obtiene la menor velocidad, siendo practicamente nula. En conclusién, el fluido
debe poner una cierta fuerza para moverse y oponerse a la fuerza de resistencia que ejercen las paredes,
esta fuerza que ejerce el fluido se le conoce como fuerza tangencial o fuerza viscosa, la cual esta dado
por la ecuacién (4.14)

Fiang = As - Tap (5.52)

Se deberd establecer los subindices del esfuerzo cortante 7,p. El primer subindice a define la direccién donde
se esta llevando a cabo el esfuerzo cortante, remitiéndose a la deduccién que se hizo para determinar el
volumen de control (figura 5.1.5), se menciona que dicho esfuerzo se da a lo largo del eje z, por lo tanto
a = x. Para el segundo subindice, b, es la direcciéon con la que fluye el fluido, donde el fluido desciende a

todo lo largo del eje y, entonces b = y. Entonces el esfuerzo cortante serd 7,
Ftang = As *Tay
Asi mismo, existird una fuerza opuesta Fj), (ya antes explicada). Retomando la ecuacion (4.7)

Fopu = Ftang



Capitulo 5. Deducciones matemdticas para flujos laminar y estado estacionario

O también
Fopu = As *Txy (553)

El esfuerzo cortante 7., sera perpendicular al flujo y tendrd un punto inicial y un punto final. Esto se refiere
a que para evaluar la Fy,,, se debe ocupar algunas de las dos interfases, primera condicién de frontera,
para la Iy, se deberd evaluar con la interfase que no se ocupo, haciendo que el esfuerzo cortante tenga
un rango. Este rango tendra la direccién separacién entre interfases, de acuerdo al punto eje coordenado
establecido. Es decir, que para el rango del esfuerzo cortante de la primera fuerza, siendo la tangencial,
viendo las dimensiones del volumen de control y establecido el eje coordenado (figura 5.1.6), el punto
inicial es en 27 = 2 y siendo el punto mds cercano a la interfase liquido-gas, quedando la ecuacion (5.53)
como

Fiang = As - Tayl, (5.54)

Donde 7, representa el rango inicial del volumen de control en el eje  para el esfuerzo cortante. Para
la fuerza opuesta, se desplaza a todo lo largo del volumen de control sobre el eje x, hasta llegar al extremo,

el cual esta marcado como el punto o = x + Ax, siendo el punto méas cercano a la interfase sélido-liquido
Fopu = Ag - Tacy|(m2) (5.55)

Pero hay un detalle con la ecuacién anterior, y que no se puede quedar con el subindice x5, debido a que es
la direccién en el eje donde ocurre el diferencial, siendo perpendicular en el flujo, por lo tanto quedaria
como

Fopu = As . Tx?!'(w-&-Aw) (556)

A la ecuacién (5.54) se le conoce en la literatura como velocidad de entrada de cantidad de movimiento
por transporte molecular. Mientras que a la ecuacién (5.56) es la wvelocidad de salida de cantidad de
movimiento por transporte molecular. La ultima fuerza que actta es el peso del fluido, debido a que actia

algo llamado la gravedad. El peso se define como el producto de su masa por la gravedad
w=m-g (5.57)
Aplicando la definicién de densidad dada por la ecuacién (1.28), de la cual se despeja m
w=p-Veont - g (5.58)
Sustituyendo las ecuaciones (5.50), (5.58), (5.56) y (5.58) en (5.39)
prAp-vgly—p-Apw

§|L + As . Txy|m - As . Txy|(z+Ax) +p- Veont g = 0 (559)

Tabulando las variables obtenidas con su respectiva definicién de la ecuacion (5.59)

Definicion Variable

Velocidad de entrada de cantidad de movimiento
por transporte convectivo. Velocidad de entrada p-Af- vi 0

por su area transversal.

Velocidad de salida de cantidad de movimiento
por transporte convectivo. Velocidad de salida p-Ayg- ’U§| I

por su area transversal.

154



Capitulo 5. Deducciones matemdticas para flujos laminar y estado estacionario

Velocidad de entrada de cantidad de movimiento
por transporte molecular. La fuerza cortante por As - Tayl,

area unitaria a la entrada.

Velocidad de salida de cantidad de movimiento
por transporte molecular. La fuerza cortante por A - T$y|(x+Ax)

area unitaria a la salida.

Fuerza externa que actua: gravedad la cual ac-
tua sobre el volumen de control en coordenadas rec- P Veont - g

tangulares.

Sustituyendo la variables A¢, As ¥ Veont. Para encontrar dichas variables se parte de la figura 5.1.6. La
variable Ay y A se definen como Ay = W - Az y A, = L - W. El V¢pe, siendo el volumen de control,
para ello se debe recordar como obtener el volumen de un prisma rectangular, siendo el producto del largo
por el ancho por el grosor, es decir, Veony = L - W - Ax. Existird la duda posiblemente por qué se pone
unicamente Az y no z + Az, y la razén es debido, es que la longitud se puede considerar como un cambio

A, y dicho cambio es el punto final menos el punto inicial

grosor = punto final — punto inicial
=29 — 21
=r+Ax—zx
= Ax

Actualizando la tabla anterior de variables y la ecuacién de balance de movimiento (5.59)

Definicién Variable

Velocidad de entrada de cantidad de movimiento
por transporte convectivo. Velocidad de entrada p- W Ax- Uz‘o

por su area transversal.

Velocidad de salida de cantidad de movimiento

por transporte convectivo. Velocidad de salida p-W-Azx- vf/‘ .
por su area transversal.

Velocidad de entrada de cantidad de movimiento
por transporte molecular. La fuerza cortante por L-W - Ty,

area unitaria a la entrada.

Velocidad de salida de cantidad de movimiento
por transporte molecular. La fuerza cortante por L-W. Txy|(m+Az)
area unitaria a la salida.

Fuerza externa que acttia: gravedad la cual ac-
tia sobre el volumen de control en coordenadas rec- p-L-W-Ax-g

tangulares.
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p~W~Aw-v§’0—p~W~Ax-v +L-W - Tpyl, = L-W - 7| +p-L-W-Az-g=0 (5.60)

ol e
La ecuacién (5.60) puede parecer algo complicada para resolver, pero se puede simplificar ciertos términos.
Uno de ellos es la velocidad por transporte convectivo a la entrada y a la salida. Para ello, hay que
remitirse a la figura 5.1.10, como se menciono anteriormente las placas tienen diferente velocidad pero
se esta evaluando tinicamente un volumen de control, es decir, se esta evaluando una placa molecular de
las tantas que pueden haber. Por poner un ejemplo, que el volumen de control represente la placa ITI
la velocidad con que se mueve cada particula sera la misma a todo lo largo de dicha placa. Otro caso,
es suponer que el volumen de control representa ahora la placa I, es evidente que la placa I tiene mayor
velocidad que la placa III, pero cada particula a lo largo del eje y se mueve con la misma velocidad, similar
que la velocidad molecular de la placa III, haciendo que la velocidad de la particula inicial en el punto
91 sea la misma que la particula en el punto ys, viendo el volumen de control 5.1.6. Dicho esto, se puede
considerar que la velocidad por transporte convectivo es constante a todo lo largo del volumen de control

p-W-Azx-vi| =p-W-Az-v}| , quedando la ecuacién (5.60) como

J]
yiL’

L-W-rgyl, —L-W- 1, +p-L-W-Azx-g=0 (5.61)

z+Ax

Pasamos del lado derecho, la fuerza de gravedad, de la ecuacién anterior y multiplicando toda la expresién
por —1/(W LAzx)

1
7m([’ ’ WTIZ/|CC - LWsz|x+Aac = —L - WAz- p- g)
L Wrylarow = L Wraylo _ L Wiz-pyg
L-W.Azx o L-W-Ax

Txy|:c+Ar - T:ry'x o .
Az P9

Ocupando la definiciéon de la primera derivada, la cual se obtiene cuando el limaz_q

lim szlirAz - Ta:ylm
Az—0 Az

=g

dTey
dx

=pg
Resolviendo la primera ecuacién diferencial, por el método de variables separables
/ ATy = pg / dx
Ty = p9z + C1

Para hallar la constante C, se aplica la condicién de frontera en la interfase liquido-gas. Donde 7., es
igual a cero y debido a que no se encuentra en desplazando del punto de coordenadas que se establecid

en un inicio, su longitud es cero

Evaluando
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Por lo tanto

Se procede a introducir la ecuacién de viscosidad de newton (4.16), sustituyendo a 74, en la ecuacién
obtenida anterior. Donde la velocidad como esta respecto al eje y, el subindice cambia, al igual que la
distancia, que ahora se encuentra con respecto al eje x.

dvy
- 5.63
1 o pgx ( )

Resolviendo la segunda ecuacién diferencial, por el método de variables separables

fu/dvy:pg/zdx

1
—pvy = 5pgr” + C

1
Uy = —ﬂpgac2 +Co

Debido a que p es una constante, la Cy lo absorbe, asi como el signo negativo. Para obtener Cs, se ocupa
la segunda condicién de frontera, siendo en la interfase sélido-liquido la velocidad es igual a cero, debido
a que la parte solida no se encuentra en movimiento y del punto de referencia se esta desplazando una
cierta distancia T a lo largo del eje =

Co: vy=0 =T

1
= —— pg(T)?
(0) Qupg( )"+ Co
_ 1 2
Cy = ﬂpg

1

Uy = EPQTQ - 7P9$2
P9 (2 2

U= 5, (7% —2%)

w0 - ()]

Por lo cual, la ecuacién queda establecida en funcién de (x)

vy(z) = ”‘ZT {1 - (;)2] (5.64)

Al graficar la ecuacion (5.64) se obtiene el perfil de velocidad, que se le nombra como perfil parabdlico,
el cual uno como ingeniero debe tener la capacidad de interpretar resultados no solo numéricos, si no,
también graficos. La grafica 5.1.11 se interpreta como el movimiento de cada particula del liquido a lo
largo de la pared hasta el aire, donde la velocidad méxima se logra en la interfase liquido-gas y conforme se
desplaza a lo largo del espesor de la pelicula esta tiende a disminuir su velocidad hasta llegar cero, el cual se

obtiene en la interfase sélido-liquido, este comportamiento grafico es mejor conocido como flujo laminar
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Figura 5.1.11: Funcién graficada de (5.64).

y se aprecia por la parabola que se genera. Explicado esto, a partir del perfil de velocidad se obtienen
varias variables, como serd el primer caso, el cual se determinar la velocidad maxima, como se menciono
antes, se logra en la interfase liquido-gas, debido a que el esfuerzo cortante es pequenio, permitiendo que
el fluido se desplaza libremente sin que algo oponga resistencia y viendo el eje coordenado colocado, esto
se logra en el punto x = 0. Sustituyendo esta igualdad en la ecuacién (5.64)

pgT?
2p

(5.65)

Vy, max =

Siendo idéntico a la grafica obtenida, donde la velocidad méxima ocurre en en el punto x = 0 y velocidad
minima en el punto que este pegado a la interfase sélido-liquido, es decir, cuando x = T'. El siguiente

pardmetro a determinar es el caudal [V], para ello se remite a la ecuacién (1.31)

V=u,- Ay (5.66)

Donde v, es la velocidad y Ay es el area por donde fluye el fluido. Ay se establece como el producto de
W - T, ver figura 5.1.2, pero hay un inconveniente, y es que la ecuaciéon de velocidad depende del eje x.
Para evaluar entonces el caudal, hay que recordar las clases de cédlculo, donde para determinar areas se

ocupaban integrales y para el drea de un rectangulo se ocupa integrales dobles

W T
Ap = / / dxdz (5.67)
o Jo

Sustituyendo Ay en la ecuacién (5.66)

Al evaluar la doble integral

(5.68)

Para la ingenieria y la fisica es poco practico tener la velocidad como una funcién de z, ya que esta
es variable, por ello se recomienda usar una velocidad promedio [(v,)] de todas las particulas que se
mueven en la pelicula del fluido, debido a que el perfil de velocidad solo evalia le velocidad por cada

158



Capitulo 5. Deducciones matemdticas para flujos laminar y estado estacionario

particula individual. Para determinar la velocidad promedio se parte de la ecuacién (5.66), despejando la

variable v, y obteniendo

V
(vy) = 7
Yy Af
O también se puede expresar como
W T
0,) I Jo vydxdy
y W T
Jo Jo dudy
Resolviendo ambas integrales
w 1 pgT 2
() o Jo 79 [1_(%)]‘15“@
Vy) =
foW J oT dzdy
W pgT?
3
- W-T
Simplificando
WpgT? 1 pgT?
= wW.T)y"" = 5.69
(v) = —o2—(w 1) = P (5.69)
El dltimo pardmetro a evaluar es el flujo masico [ri], el cual se obtiene a partir de la ecuacién (1.34)
W T 2 73
. Wp=gT
m:/ / vypdedz =V -p= 29 (5.70)
0o Jo 3

Esta ultima expresion es relativamente sencilla, una vez obtenido el caudal.

Tabla 5.1.3: Formulas ocupadas durante el desarrollo del | Ejemplo 1|, en coordenadas rectangulares.

Balance general LW rpyl, LWyl nyg+pL-W-Azx-g=0
. . dv,
Ley de viscosidad de Newton Toy = —,ud—
x
W T
dxd
Velocidad media (vy) = w
Jo Jo dxdy
) W T
Caudal V= / / vydrdz
o Jo
W T .
Flujo masico m = / / vypdrdz =V - p
0o_Jo

5.1.1. Valores reales

Para este problema se introduciré valores de un caso real. Para esto, se plantea que el dia hace bastante
frio, haciendo que halla una temperatura ambiental de 5°C'". Conociendo esto se sabe por tablas que el agua
tendrd una viscosidad dindmica de 1.5182 ¢P y una densidad de 1000 kg/m?. Las dimensiones de la pared
que recorre la pelicula de agua son de 3 metros de alto por 2 metros de ancho. Se estima aproximadamente

que el grosor de la pelicula de agua, obtenida por un vernier digital, es de 0.08 mm. Si la presién y la
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temperatura del sistema opera de manera constante se requiere determinar su velocidad media, caudal y

flujo masico.
1. Para determinar la velocidad media se ocupa la ecuaciéon 5.69

_ pgT?

2. Sustituyendo valores y haciendo el analisis dimensional.

(1000 kg/m?) (9.81 m/s2) (8-10~5m)>

Yl = 3[0.0015182 kg/(s - m)]
=0.0138 "
S

3. Para determinar el caudal se ocupa la ecuaciéon 5.68

. 3
v — W pgT
3

4. Sustituyendo valores y haciendo el anélisis dimensional.

(2m) (1000 kg/m?) (9.81 m/s%) (8-10~5m)>

3]0.0015182 kg /(s - m)]
3
—2.9056 - 106 L
S

V:

5. Para determinar el flujo masico se ocupa la ecuacién 5.70
) w P2 gT3
m=———
3p
6. Sustituyendo valores y haciendo el analisis dimensional.

(2m) (1000 kg/m?3)* (9.81 m/s2) (8- 10~5m)"

m= 3[0.0015182 kg /(s - m)]

= 0.0022 %

7. Comprobando el nimero de Reynolds a partir de la ecuacién (4.18)

_D-p-v
I

Re

8. Donde D sera el grosor de la pelicula de agua. Evaluando

(8-1075m) (1000 kg/m?) (5.3846 - 10~ 1000 m/s)
0.0015182 kg/(s - m)

Re =
= 0.7264

Como se aprecia el nimero de Re, esta en el intervalo correspondiente tabla 4.2.1, pero es muy
pequeno, esto se debe a que la mayoria de los libros ocupa el Re antes mencionado en flujo para
tuberias. Pero el Re cambiara de acuerdo a la geometria en que este fluyendo y Re serd mucho menor
si este no esta contenido en un recipiente como una tuberia. Para una placa vertical la literatura

[56] ¥ [57] mencionan que para una placa vertical Re < 1.
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5.1.2.

Soluciéon numeérica

Aplicar los valores y hacer el andlisis dimensional no es lo laborioso, si no, es la parte de deducir las

ecuaciones y el saber que significan. Para facilitar el desarrollo se puede apoyar en los métodos numeéricos.

Cabe recalcar que lo bonito de la programacién es que cada quien puede programar a su gusto, conveniencia

y acomodo, pero para hacer esto se debe tener conocimiento de que se estard programando y de que

manera se hard. Se repetird el mismo problema, bajo las mismas condiciones y mismos valores, pero
usando MATLAB.

1. Lo primero por hacer es hacer balance de movimiento, para llegar hasta la primera ecuaciéon

diferencial.

Try

—=rg

dx

Posteriormente, se introduce la ecuacion en MATLAB, ocupando la funciéon dsolve y se agrega los

valores de frontera, para asi obtener la solucién del esfuerzo cortante 7,,,.

tau_xy

tau_xy

tau_xy = simplify (tau_xy)

gxp*x

dsolve ('Dtao = px*g’

,"tau(0)

=0, "x");

2. El resultado generado es el mismo que (5.62). Obtenido la solucién de la primera ecuacién diferen-

cial, se copia y se pega el resultado en un nuevo dsolve, pero ahora 7 cambiara por la ecuacién

de viscosidad de newton (5.63) y se resuelve con la misma funcién dsolve aplicando los limites

correspondientes.
v_y = dsolve (' -mxDvy = gxpxx’,’vy(T)=0",'x");
v_y = simplify(v_y);
vV_y =

(g*p* (T"2 = x"2))/(2+m)

3. Obtenido asi el perfil de velocidad, dando la misma ecuaciéon que (5.64). Autométicamente, se

procede a obtener las variables como: el caudal, la velocidad media, el flujo mésico y el nimero de

Re. Se introducen los datos constantes.

L

Q 8 T = H

3;%Largo

0.00008; %Grosor

2;% Ancho

1000; $Densidad
1.5182/1000;%Viscosidad
9.81; %gravedad

%$Datos constantes proporcionados

[m]

4. Se determina el caudal, (5.68), mediante una doble integral, ocupando la funcién generada anterior-

mente, la cual se nombro como Integral_Dobley se introducen las variables. Donde la respuesta

F serd el perfil de velocidad.
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%$Caudal
syms x
F = (gxp*(T"2 — x"2))/(2*m);
Caudal = Integral_Doble (F,0,T,0,W)%[m3/s]
Caudal =
2.2056e-06

5. Para el flujo maésico, (5.70), solo es multiplicar la densidad del fluido por el caudal obtenido.

%$Caudal
Flujo_masico = Caudalxp%[kg/s]
Flujo_masico =

0.0022

6. Para la obtencién de la velocidad media, (5.69), se debe integrar el drea transversal, para esto

tendrd el mismo procedimiento como se obtuvo el caudal, solo que la funcién serd 1. Y posteriormente

se divide el caudal entre el area transversal.

%$Velocidad

Fl1 = 1;

R2 = Integral_Doble (F1,0,T,0,W);
Vel_med = Caudal/R2%[m/s]

Vel med
0.0138

7. Se disefiara un programa para ver si corresponde el Re descrito en [56] y [57]

%$Determinacién del Re
Re = L*xVel_med*p/m
if Rex<l

S = 'Flujo Laminar’
else

S = ’'Flujo No Laminar’
end
Re =

0.7264

"Flujo Laminar’

Como se puede apreciar se obtuvieron los mismos resultados de forma analitica que con los programados
en MATLAB. La diferencia radica entre la forma analitica y numérica que el primero es mas tardado y de
una forma manual a comparacion del otro que es sumamente rapido y no tiene tanto error de redondeo.

Pero al final, los dos siempre convergeran en el mismo resultado.
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5.2. Coordenadas cilindricas

Ejemplo No. 2| En la industria petroquimica una de las maneras mas sencillas y rapidas de

transportar el crudo por tierra y por mar es mediante el uso de oleoductos. Si se comparan con los
ferrocarriles o buques de carga, tienen un costo menor por unidad y también por capacidad. Un oleoducto
no es mas que las tuberias y conexiones utilizadas para el transporte de crudo, sus derivados y biobutanol
a grandes distancias. El gas natural, aunque sea derivado del petréleo se ocupa lo que son gasoductos

debido a que las tuberias transportan gas a una temperatura ambiente.

Figura 5.2.1: Oleoduto de crudo [59].

En este caso, se tratara de predecir el comportamiento del crudo en un oleoducto que tiene un cierto
angulo de inclinacién §, tal como se muestra en la figura 5.2.1. Dicha tuberia tiene una longitud L y un
radio interior de ;. Hay que mencionar que cualquier tuberia, por més delgada que sea tiene un espesor
(grosor), pero para el estudio de flujo de fluidos, lo que importa siempre es el radio interno, por ello no
se tomara en consideracién el radio exterior. Se considera el radio exterior cuando el fluido tiene grandes
presiones, esto debido a que la tuberia debe resistir dicha presion ejercida, pero debido a que el fluido se
considera que tiene un régimen laminar, su velocidad es baja y que tnicamente desciende por accién de
la gravedad. Como el crudo es sumamente viscoso, se puede considerar con fluido Newtoniano. Se sabe
ademads que el sistema opera en estado estacionario. Despreciando las perdidas por friccién de la tuberia,
determinar en primera instancia el perfil de velocidad. Para esto se debe disenar un boceto para el caso

de estudio, tal como se muestra en la figura 5.2.2.

Entrada del
fluido

Figura 5.2.2: Representacién esquematica de la tuberia inclinada a cierto angulo.
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En la figura 5.2.2, se muestra la tuberia del caso de estudio, donde el fluido newtoniano esta bajando
de manera descendente por acciéon tnicamente de la gravedad. El siguiente paso, consiste en ubicar el
volumen de control. Como se aprecia en la figura anterior el eje coordenado se coloco en el centro de
la tuberia, esto con la finalidad de poder hallar el perfil de velocidad de manera maés facil. No se coloco
en algin limite de la pared como fue el caso de las coordenadas rectangulares, ya que su geometria no lo
permitiria debido a que ahora se estara trabajando coordenadas cilindricas y polares, las cuales llevan un
angulo y si se recuerda a las clases de geometria de la preparatoria, se obtenian ecuaciones mas sencillas
cuando el circulo se ubica en el origen que si se desplazard hacia algiin cuadrante. Para determinar el
volumen de control se debe hallar el area por la cual fluye el fluido, siendo la cara circular marcada en la

figura 5.2.2 como entrada del fluido la cual tiene dimensiones
Ay =nr} (5.71)

Establecido el area por la cual fluye el fluido, se debe recordar que el volumen de control serd perpendicular
a dicha area. Posiblemente exista una confusion en como definir dicho volumen. Por elle hay que visualizar
las siguientes figuras: 5.2.3(a) y 5.2.3(b).

Volumen de
control

N /

r

r
Volumen de i Arja por lal Area por la
control c“aﬂe_n(:ra G cual entra el

z 6 uide fluido

(a) Volumen de control a lo largo del eje r, como si fuera (b) Volumen de control a lo largo del eje z, como si fuera

un disco de Hockey. un cilindro dentro de otro cilindro.

Figura 5.2.3: Volimenes de control.

Para la primera figura 5.2.3(a), se ve que el volumen de extiende a lo largo del eje r, tal como si fuera un
disco de Hockey. Este volumen de control no es valido para este problema, ya que es paralelo al area por
el cual fluye el fluido y debe ser perpendicular a éste, ya que el eje de control se extiende por r y el area
del fluido también se extiende a lo largo de dicho eje. La figura 5.2.3(a) es como si se vieran dos platos de

cocinas acomodados en un escurridor, ver figura 5.2.4, su posicién siempre sera en paralelo uno del otro.

Pare el segundo caso, siendo figura 5.2.3(b), se aprecia que el volumen de control se extiende a lo largo del
eje z, tal como si hubiera un cilindro dentro de otro cilindro. Este es el volumen de control méas adecuado,
ya que el eje z es perpendicular al eje r. Para hacerlo algo més representativo, se debe ver la figura 5.2.5(a),
la cual es un soporte para servitoallas, al ser la base circular, tal como la entrada de nuestra tuberia, se
extiende a lo largo un bastén de madera de forma cilindrica, ese baston seria el volumen de control, esto
se puede ver mejor en la figura 5.2.5(b). Ademés, un criterio de perpendicular dice que debe formarse un

angulo de 90°.
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Figura 5.2.4: Escurridor de platos [60].

Volumen de

control Area por la

E— A cual entra el
R —— i fluide
(a) Soporte para servitoallas. (b) Demostracién de como es el volumen de

control para coordenadas cilindricas, median-
te el mismo soporte de servitoallas.

Figura 5.2.5: Servitoallas.

Ya establecido el volumen de control, se procede a especificar los limites del sistema, como la figura 5.2.6,

donde el grosor del volumen de control serd Ar

Volumen de
control
Interface Ar

Sélido - Liquido

Interface
Liquido - Liquido

Figura 5.2.6: Vista central de la tuberia para especificar los limites y ademas establecer el volumen de

control para el cilindro.

Posiblemente surja la duda de jpor qué se puso interfase liquido-liquido en la figura 5.2.6 cuando el
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fluido circundante es el mismo y se ocupa dicha interfase cuando son diferentes fluidos miscibles? Hay que
recordar que en los criterios de interfases puede existir una excepcion, siendo aplicable en coordenadas
cilindricas y/o esféricas. El siguiente paso es determinar la ecuacién de balance de movimiento. Para esto
se ocupa la ecuacién (5.38) la cual corresponde a dicho balance, pero con dngulo de inclinacién

p'Af'UJQ“ _p'Af'U?‘(i1)+AS'Tij|i_AS' Tij|(i+Ai)+P0'Af_P1'Aficos((S)P'Vcont'g =0 (5.72)

(Jo)
Para esta ecuacion se pueden reducir ciertos términos. Siendo los primeros dos términos los relacionados
con la fuerza de empuje, definidos por la ecuacién (5.30), ya que en el tramo de tuberia el fluido
desciende por accién de su propio peso

2
P Ar G

—p-Af- UJ2'|(Z'1) + As - Tl — As Tij|(z‘+Ai) +cos (0)p - Veont -9 =0 (5.73)
El termino de =+, que es debido al peso, en este caso es positivo, 4, ya que el fluido tiende a descender,
sin oposiciéon de la gravedad.

2
P Ar vl

—p-Af- UJ2'|(¢1) + Ag - gl — As Tij|(i+m) +cos(6)p - Veont - g =0 (5.74)
Para los términos de velocidad inicial y final, se pueden eliminar también. En primera instancia el area
por la cual fluye el fluido, Af, es constante y en segunda sucede lo mismo que en el ejemplo 1, es que la
velocidad si ira cambiando de acuerdo al eje coordenado y a la interfase a la que se este desplazando, ver
la figura 5.2.7, pero al evaluar el volumen de control, la velocidad en esta serd la misma tanto a la entrada
como a la salida, por lo tanto, tendrén los mismos valores p- Ay - vjz»

=0 -As- 0?2
|jo_'0 Ay Yi Ji’

As - Tijly = As - Tijl i ag + €08 (8)p - Veont -9 =0 (5.75)

Hasta el momento se tiene

Definicion Variable

Velocidad de entrada de cantidad de movimiento
por transporte molecular. La fuerza cortante por As - Ty,

area unitaria a la entrada.

Velocidad de salida de cantidad de movimiento
por transporte molecular. La fuerza cortante por A, Tij|(i LAY

area unitaria a la salida.

Fuerza de gravedad que acttia sobre el volumen

de control en coordenadas cilindricas. cos (8)p * Veont - g

Antes de proceder a deducir la ecuacién se debe deducir los subindices del esfuerzo cortante, 7;;. Para hallar
los subindices a veces es complicado en un inicio, pero con la practica se llegan a encontrar facilmente.
El primer subindice por encontrar y el mas sencillo es j ya que viene representado como la direccion en
que ocurre el movimiento del fluido, y viendo la figura 5.2.7 ocurre a lo largo del eje z. Para el subindice
1 indica el esfuerzo cortante, para esto se debe regresar a ver la figura 5.2.7, donde el fluido se mueve
por capas, como corresponde a un flujo laminar, en el cual en el centro esta la interfase liquido-liquido
y al desplazarse a lo largo del eje r, las laminas se van volviendo méas grandes y tienden a disminuir su
velocidad, debido a que las paredes de la tuberia no se mueven, mencionado esto, el movimiento molecular

de las capas tendra direccion a lo largo del eje r. Por lo tanto 7;; quedaria como 7., tener en consideracion
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dz

’—k—\ Pared (Espesor)

Lamina VI
Lamina V
Lamina IV
Lamina I

Pared (Espesor)

Figura 5.2.7: Flujo laminar dentro de la tuberia, entra méas obscuro sea el color mayor velocidad tendra
el fluido.

el apéndice B, porque de acuerdo a los subindices podré cambiar el valor de 7;; al querer aplicar la ley
de viscosidad de Newton. Al rango del esfuerzo cortante la literal ¢ también cambiaria por la literal r.
Quedando la tabla de condiciones como

Condicién Ecuacién

Velocidad de entrada de cantidad de movimiento
por transporte molecular. La fuerza cortante por Ag - Trzl,
area unitaria a la entrada.

Velocidad de salida de cantidad de movimiento

por transporte molecular. La fuerza cortante por As e Trzl oy Ar)

area unitaria a la salida.

Fuerza de gravedad que actia sobre el volumen
de control en coordenadas cilindricas. cos(0)p Veont - ¢

AS : TTZ|T - AS : T’I‘Z|(7«+Ar) + cos (9),0 : Vcont g = 0 (576)

Por ultimo, quedaria sustituir el drea de secciéon transversal As, la cual existira dos areas, pero ;Cémo
es posible que exista dos dreas? Si para el caso anterior en coordenadas rectangulares el A era el mismo
tanto a la entrada como a la salida. Para demostrar esto, hay ir al volumen de control (figura 5.2.8), como
se observa el volumen de control tiene un radio interior y uno exterior, esto se debe a que tiene un pequeno
grosor que se denomina Ar. Entonces se obtendran dos A, una interna y una externa. No confundir con
las dimensiones de la tuberia, donde el radio son ry y 71, siendo el primero el radio central de tuberia y

el segundo el radio interior de la tuberia, mientras que acéd se esta evaluando el volumen de control.

Para obtener la primera drea, que es para la velocidad de entrada de cantidad de movimiento por transporte
molecular, hay que recordar como obtener el area de un cilindro interno, para eso se debe imaginar como
si se desarmara dicho cilindro, tal como se muestra en la figura 5.2.9(a). Donde es obtener tinicamente el

area del rectangulo generado, ya que es donde se esta llevando a cabo el esfuerzo cortante y el area del
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Figura 5.2.8: Dimensiones del volumen de control.

rectangulo se obtiene multiplicando la altura por el lado inferior o lo que es también

Ag- Tl =L-7-2r- 72, (5.77)

; \ . J | v J

2mr 2mr, = 2n(r + Ar)

(a) Dimensiones del cilindro interno de nues- (b) Dimensiones del cilindro externo de nues-

tro volumen de control. tro volumen de control.

Figura 5.2.9: Desdoblamiento del volumen de control.

Para el area exterior del volumen de control ocurre lo mismo que el caso anterior, es imaginar que se
desarma el cilindro de la capa exterior, como se muestra en la figura 5.2.9(b). Aunque aqui ya cambia
el asunto un poco, el area se obtiene igual que el caso anterior altura por el lado inferior del rectangulo
As =L -7 2rs, pero se ha hecho mencién anterior los fenémenos de trasporte siempre miden lo que son

los cambios, es por ello que en la literatura y por conveniencia es comin que a 79 se vea como un cambio,

168



Capitulo 5. Deducciones matemdticas para flujos laminar y estado estacionario

por ello se aplica un Ar

Ar=ryg—r

ro =1+ Ar

Por lo tanto, para el A; de la velocidad de salida de cantidad de movimiento por transporte molecular
serd
As : Trz‘(

r+Ar) =L-2 (T + AT) ' T7'Z‘(T+AT‘) (578)

Sustituyendo las ecuaciones (5.77) y (5.78) en la tabla de condiciones y la ecuacién (5.76).

Condicién Ecuacién

Velocidad de entrada de cantidad de movimiento
por transporte molecular. La fuerza cortante por 2n-L-7- 72|,

area unitaria a la entrada.

Velocidad de salida de cantidad de movimiento
por transporte molecular. La fuerza cortante por 2L (r+Ar) - Tz yan

area unitaria a la salida.

Fuerza de gravedad que actiia sobre el volumen

de control en coordenadas cilindricas. cos (0)p - Veont - ¢

2r-L-7- Tp|, —27-L-(r+ Ar)- Trz|(r+Ar) +cos(8)p Veont - g =0 (5.79)
Para obtener el volumen de control, sera a partir de la ecuaciéon del volumen de un cilindro
Vig=m-72-L (5.80)

Viendo la figura 5.2.8, el cilindro tiene una apertura en el centro, generando un radio interior, » y uno
exterior, 5. Por lo tanto, el volumen va a ser una diferencia entre el radio exterior menos el interior, es
decir

Veont =7 (7"% - rz) L

Sustituyendo 75 por el cambio
Viens = [(r NS rﬂ L

=7 [r2+2r-Ar+(Ar)2—r2] L
=m[2r Ar+(Ar)*] L

La tabla de condiciones y ecuacién (5.79) quedaria como
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Condicién Ecuacién

Velocidad de entrada de cantidad de movimiento
por transporte molecular. La fuerza cortante por 2 - L7 7y,

area unitaria a la entrada.

Velocidad de salida de cantidad de movimiento
por transporte molecular. La fuerza cortante por 2L (r+Ar) - T2y an

area unitaria a la salida.

Fuerza de gravedad que actiia sobre el volumen
de control en coordenadas cilindricas. cos(8)p-m[2r - Ar+ (Ar)*| L-g

21 - L1 Tzl — 2w - L+ (r 4+ Ar) - Tp2|, | A, +cOs (8)p -7 [2r - Ar + (Ar)ﬂ L-g=0 (5.81)

Se procede a determinar la ecuacion de velocidad que rige el sistema, empezando por pasar del lado
izquierdo de la igualdad la fuerza externa debida al peso del fluido y multiplicando toda la expresién por
—1/(2nLAY)

2L Tpz|, — 20 L (1 + A7) Tpz| A, = —c0s (0)p7 [2rAr + (Ar)?] Lg

_WlAr {2nLr 7,.|, = 2rL(r + A7) 7p2|, A, = —cos (6)pm [2rAr + (Ar)?] Lg}
2nL(r 4+ A7) Tzl pn, — 20Lr 72|, cos (6)pm [2rAr + (Ar)?] Lg
2w LAr B 2r LAr
(r+Ar) Tezlyyar =7 Trzle  pgrarcos(5)  pg(Ar)® cos (6)
Ar N Ar + 2Ar
(r+ Ar) Tzl np = 7 Tzl

1
= 5 —pgA 3
. pgrcos () + 2pg rcos (9)

Ocupando la definicién de la primera derivada lima,_q

, (7’+A7“) TTZ|T+A7’ -r TTZ|7’ 1
Alirﬁo Ar = pgr cos (0) + ipgAr cos (9)
drr,
:; = = pgrcos (6)

Resolviendo la primera ecuacién diferencial, aplicando el método de variables separables

/dTTrz = pgcos (5)/rdr

0
e = B0 0e g

Conociendo que en la interfase esta liquido-liquido, el valor de 7., es constante, es decir que tendrd un
valor finito, pero no conocido, y viendo el eje coordenado que esta en el origen, la longitud tendera a cero.

Los valores de frontera quedan establecidos como

Cy: 7= finito r=20

Evaluando
(0)(finito) = 0+ C4
Ch = 0
Por lo tanto
A pg cos (6) , (5.82)
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Simplificado
Ty = Mr (5.83)

Se procede a introducir la ecuacién de viscosidad de Newton (ecuacién 4.16), sustituyendo a 7., , en la
ecuacién obtenida. La velocidad esta con respecto al eje z, haciendo que el subindice cambia y la distancia

sea con respecto al eje r, verificar si igualdad en el apéndice B.

dv, _ pgcos (6)7“
Far = 2

(5.84)

Se resuelve la segunda ecuacién diferencial, por el mismo método de variables separables

_,U/dvz = £9%8L0) C(;S Q) /rdr

_pgcos(d) o e
Ap

Vy =

Para evaluar la C5, se plantea los valores de frontera, sabiendo que en la interfase sélido-liquido la
velocidad es igual a cero, debido a que la parte sélida esta estatica y del punto de referencia, que es el

centro, nos esta desplazando cierta distancia rq, obteniendo
Cy: v,=0 r=nr
Evaluando

 pgeos(9),
(0) = 1 (r1)° + Co
pgcos(d) 1o
Co=—"——=
> I (r1)
Sustituyendo la Cy en la ecuacién y simplificando

pgcos(8) 5  pgcos(d) o

Vy = 1

4u )
)
v, — pg cos ( )(T% 2
4p
2 2
o - o) ()
) r{

=2 e ()]

v.(r) = 29650 [1 - (T>21 (5.85)

La ecuacién queda establecida como

1

Como en el ejemplo 1, al graficar el comportamiento del fluido dada por la ecuacién (5.85) se obtiene
una pardbola, que indica que la velocidad méxima se alcanza en el centro, cuando el radio vale cero, y
conforme se va desplazando a lo largo del radio este tiende a disminuir hasta alcanzar la velocidad del

sélido, que vale cero. Se procede a determinar el caudal [V] a partir de la ecuacién (1.31)

V=, Ay (5.86)

171



Capitulo 5. Deducciones matemdticas para flujos laminar y estado estacionario

09 S
08 N
07

06 N
05 N

v, (1)

04 N
03 \
02 N\

0.1 Ne

r

Figura 5.2.10: Funcién graficada de (5.85).

Donde v, es la velocidad y Ay es el area por donde fluye el fluido. A se puede transcribir facilmente como
el producto de 772, viendo la figura 5.2.2, pero hay un inconveniente, y es que la ecuaciéon de velocidad
depende del eje r. Entonces, para evaluar el drea se ocupaba integrales, siendo el area de un circulo se
emplea integrales dobles en coordenadas polares, es decir

26 r1
Ay = / / rdrdf (5.87)
o Jo
Sustituyendo Ay en la ecuacién (5.86)

. 260 T1
|4 :/ / v,rdrdf
o Jo
260 T1 2
_ / / pgcos (9) [1 - (’”) ] rdrdo
o Jo Ap 1

Al evaluar la doble integral

_ Opgricos (0)
= 8
Como se mencioné antes la velocidad como una funcién es de poco practicidad, ya que esta va cambiando

1% (5.88)
de acuerdo a la distancia en que se quiera evaluar, por ello se recomienda usar una velocidad promedio

[(vy)] de todas las particulas que se mueven en la pelicula del fluido. Para determinar la velocidad promedio
se parte de igual manera de la ecuacién (5.86), despejando la variable v, se obtiene

)=

O también se puede expresar como
20
o Orl v,rdrdf
W) =
o Jo rdr
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Resolviendo la integral

20 vy pg cos (9) ll B (7‘)2] vdrdd
0 7o 4p r1
) 20 [ rdrdo
Opgri cos ()
8p
6-r?
_ Opgri cos (6)

8

(0-r3)"

Simplificando
2
pgrs cos (&
(o) = 20 (5.8)

El dltimo pardmetro a evaluar es el flujo masico [r], el cual se obtiene a partir de la ecuacién (1.34)

20 T1 2 4
m = / / vyprdrd = Op7gry cos (9) (5.90)
o Jo 8p

Tabla 5.2.1: Formulas ocupadas durante el desarrollo del | Ejemplo 2 |, en coordenadas cilindricas para una
velocidad en z.

Balance general 27 L 72|, — 20 L (r + A7) Tpz|,y A, + cos (0)pm [2rAr + (Ar)*| Lg=0
. . dv,
Ley de viscosidad de Newton Try = — b p
,
260 T1
drdf
Velocidad media (v,) = O%OT#
o Jo ! rdrdf
. 260 ™1
Caudal V = / / v, rdrdf
o Jo
260 T1
Flujo masico m :/ / vprdrd
o_Jao

5.2.1. Valores reales

Se introduciran valores reales al problema del oleoducto. Para eso se considerara que el oleoducto es un
transporte de petroleo en la refineria Dos Bocas, el crudo que se esta transportando es el llamado Maya,
el cual es un crudo pesado, su procesamiento requiere de refinerias con unidades de alta conversion, las
cuales transforman la fraccién pesada (residuo) del crudo en productos con mayor valor para el refinador.
Este crudo tiene una densidad de 1-0.92 g/cm?, 22° API [61]. La presién en la que opera el medio ambiente
es de 1 atm y la presién manométrica del sistema es 0. La temperatura a la que se encuentra el crudo es
de 100°F y segun reportes de laboratorio indican que su viscosidad a dicha temperatura es de 500 ssu.
La tuberia que se escogié para su disefio es de acero al carboén la cual tiene un didmetro dominal de 1

1/2” (Didmetro externo 1.900”, espesor 0.4”, didmetro interno 0.0279 m y radio interno 0.014 m) tiendo
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un trayecto de 2 m. Determinar la velocidad media, caudal y flujo maésico, si el angulo de diseno de dicha

tuberia tiene una inclinacién es de 20° respecto al piso.

1. Lo primero que hay que pregunatse ;qué son los ssu? Es importante saber que los viscosimetros
se pueden clasificar de acuerdo al sistema que emplean para medir la viscosidad en tres grupos:
sistema capilar, sistema rotacional y sistema de arrastre. Los del primer grupo, que son los de

mayor presencia y aplicacién en los laboratorios, estd integrado por:

= Viscosimetro Saybolt Universal (ssu). Temperaturas de 100, 130, y 210 °F

Viscosimetro Saybolt Furol (ssf). Temperaturas de 70, 122 °F

Viscosimetro Redwood. Temperaturas de 70, 140, 212 °F
» Viscosimetro Engler. Temperaturas de 20 °C (68 °F), 50 °C (122 °F ), 100 °C (212 °F

El viscosimetro Saybolt es el que goza de mayor popularidad en América. La viscosidad se determina
indirectamente midiendo el tiempo requerido para descargar en el frasco calibrado una cantidad
determinada de liquido que fluye por un tubo capilar de didmetro determinado, a una temperatura
especifica. El tiempo se mide en segundos y consecuentemente la viscosidad se expresa en unidades
Saybolt. La relacion entre las unidades del viscosimetro Saybolt (ssu) y el stokes, para combustibles
y lubricantes de viscosidades cinematicas no menores de 30 centistokes, viene dada con suficiente
aproximacién por la igualdad de la fila 1 en la tabla 5.2.2. En el caso de liquidos muy fluidos, con
viscosidades inferiores a 30 centistokes, debe aplicarse la férmula corregida de la fila 2 para la

conversion a stokes:

Fila I v[stokes] = 0.0022 - (ssu)
Fila IT | v[stokes] = 0.0022 - (ssu) —

9
5(ssu)

Tabla 5.2.2: Tabla de conversién de ssu a stokes.

Si el crudo es considerado pesado y con una alta viscosidad, se ocupa la ecuacién de la tabla 5.2.2

fila I, para convertir los ssu a stokes

v =0.0022 - (ssu)
— 0.0022(500)
= 1.1 stokes[=]cm?/s

= 0.0011m?/s

Como se aprecia, la solucién da superior a 30 centistokes, demostrando que la ecuacién que se ocupo
es la indicada. Se puede ocupar mejor la definicién de viscosidad cinemética, en vez de ocupar la
viscosidad dinamica, debido a que se debe obtener el valor de ésta ultima, siendo un paso maés a
desarrollar y se puede ocupar la equivalencia entre viscosidad cinematica y la viscosidad dindmica
a partir de la ecuacién (4.19).

v="2
I
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2. Para determinar la velocidad media se ocupa la ecuacién (5.89)

2
<’U7n> — PIT1 COS (5)
8
_ gr? cos (6)
- 8

3. Antes de proceder a sustituir los valores, hay que remitirse al enunciado antes menciona el dngulo
de disenio de dicha tuberia tiene una inclinacion de 20° respecto al piso. Para eso hay ver la figura
5.2.11, donde se muestra que hay un triangulo rectangulo generado, ahora se debe saber que dngulo
ocupar para la ecuacién (5.89) si el de 20° o 70°, por ello hay que aclarar que la ecuacién la cual se
partié todo, siendo (5.38), el 4ngulo de inclinacién que se considera es comprendido entre la vertical

y la pendiente o en este caso el cateto adyacente y la hipotenusa, correspondiendo al angulo de 70°.

Entrada del

v fluido

8]
o 9
2+
C g
Cateto <
Opuesto @
Piso

Figura 5.2.11: Angulo de inclinacién de la tuberia.

4. Se sustituyen los valores
(0.) = (9.81m/5?) (0.014 m)? cos (70)
vl = 8(0.0011 m2/s)
—0.0747 2
S

5. Para determinar el caudal se ocupa la ecuacién (5.88)

_ Bpgricos (9)
=

Ogri cos (6)
- 8v

v

6. Sustituyendo valores y haciendo el analisis dimensional

o (9.81m/5?) (0.014 m)* cos (70)
B 8(0.0011 m2?/s)

3
—4.6015-10~°
S
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7. Para determinar el flujo mésico se ocupa la ecuacién (5.90)

0 2 .4
i = 2P7gricos (9)
8
Ogri cos (8)
8v

.V

8. Sustituyendo valores y haciendo el analisis dimensional.

k 3
= (960 93) <4.6015 1077 m)
m S

= 0.0441

9. ;Qué sucederia si el flujo que se esta evaluando no es un flujo laminar? ;Qué tal si todo lo que
realizé y las condiciones de operacién no son las idéneas para un flujo laminar? Para corroborar si
el flujo es laminar, es ocupar el nimero de Re (4.18)
D-v

v

Re

10. Recordando que significa cada termino: D es la dimensién lineal caracteristicas, en otras pala-
bras, sera el didmetro interno por el cual el fluido se hace pasar, siendo de didmetro interno 0.0279
m; v que es la velocidad media, siendo de 0.0747 m/s; v siendo la viscosidad cinemética de
0.0011m?/s

(0.0279 m) (0.9839 m/5)
0.0011m?2/s

= 1.8946

Usando de referencia la tabla 4.2.1 indica que el flujo si se encuentra en laminar, ya que Re < 2100,

para tuberias.

5.2.2. Solucién numérica

Se hara el mismo problema, pero mediante el uso de métodos numéricos, le cual se verd otra forma de

programar.

1. Para esto siempre se parte del balance de movimiento, (5.35), hasta simplificar la ecuacién de manera

analitica y poder hallar la ecuacién diferencial que representa el caso de estudio, siendo

d
o (r7r2) = rgpcos (9)

La ecuacién diferencial es un producto, es decir d(r - 7,.,), y el comando dsolve no permite poner

producto de derivadas. Por ello se supondrd que 7 = r - tau, sin aplicar condicién de frontera

rtao = dsolve(’Dtao = rxp*g*cosd(del)’,’'r");
rtao = simplify (rtao)
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rtao =
(gxprcosd(del) xr"2)/2 + C1

2. Se debe ocupar el comando cosd, ya en MATLAB existe también el comando cos, donde el primero
se ocupa el argumento en grados, mientras que el segundo esta en radianes. La ecuacién obtenida

Se expresar como

gp cos (9)
TTrz = 9

Se despeja C1, y aplicando el valor de frontera 7(0) = a, donde finito = a. Para introducirlo en

7‘2—|—01

MATLAB, lo que se debe hacer es meter la condicione de frontera como r = 0y tau = 0,y

nombrando como variables simbdlicasa g p t a

syms g p del a
r =20
tau = a
Cl = r*tau- (gxp*cosd(del) «r"2)/2
Cl =
0

La ecuacién queda como (5.82) o si se despeja 7., como (5.83).

3. Sustituyendo la ecuacién de viscosidad de Newton, se obtiene (5.84). Aplicando la segunda condicién

de frontera, mediante el comando dsolve (f, var)

v_z = dsolve('Dv_z = —-pxg*cosd(del)*r/(2+m)’,’'v_z(rl)=0","r");
v_z = simplify(v_z)
v_z =

- (g*p*cosd(del) x (r"2 — rl1”2))/ (4xm)

La solucién, se escribe algebraicamente como

gpcos (0) (7"2 — 7“%)
_ o

Vy =

El cual, haciendo dlgebra, da exactamente la ecuacién (5.85).

4. Antes de proceder a aplicar los condiciones de operacién del problema, se realiza el cambio de
variable, que fue el de ocupar la viscosidad cinemdtica en vez de la viscosidad dindmica, ecuacién
(4.19). El comando subs, permite cambiar variables tanto numéricas como algebraicas y operaciones,

cambiando la operacién p/u por v

syms p g del r rl m nu

v_z =—(g*p*cosd(del)*(r*2 - r1"2))/ (4+m)
v_z = subs(v_z,p/m,1/nu)
v_z =

- (g*cosd(del) x (r*"2 - r1”2))/ (4*nu)

O también podria ser de la siguiente forma
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vV_2Z dsolve ('Dv_z = —pxgxcosd(del)*r/ (2+m)’,’'v_z(rl)=0","1r");
v_z = simplify(v_z);
syms p g del r rl m nu

v_z = subs(v_z,p/m,1l/nu)

- (gxcosd(del) » (r*2 - rl1"2))/ (4*nu)

Dando exactamente lo misma solucién. La diferencia es que en el segundo programa se aplica de una
vez los cambios en el comando, para no tener que copiar y pegar el resultado de v, en una nueva
ventana, si no, que todo es en un mismo scrip y la ecuacién se representa como

gcos(d)(rQ——r%)

= 4y

. Para poder demostrar, que la solucién generada a partir de los resultados numéricos daran los
mismos resultados que los hechos de forma analitica, se ocupara las mismas condiciones y valores

propuestos en el problema. Teniendo cuidado con el anélisis dimensional.

%$Datos constantes proporcionados

p = (1000+920)/2;%Densidad[kg/m3]
g = 9.81;%Gravedad[m/s2]

del = 70;%Angulo[Grado]

D_ex = 1.900%2.54/100; %$Diametro externo[m]

es = 0.400%2.54/100; $Espesor

D_in = D_ex—-2+*es;%Diametro interno [m]

rl = D_in/2;%radio interno [m]

nu = (500+x0.0022)/1000; %Viscosidad cinemdtica[m”*2/s]

L = 2;%Longitud de tuberia [m]

. Determinacién del caudal

$Caudal
syms r t
v_z = —(g*cosd(del) * (r"2 - rl1”2))/ (4*nu);

$Determinar el caudal

V = int (v_z*r,t,0,2*pi);

Caudal = double (int(V,r,0,rl))%[m3/s]
Caudal =
4.5622e-05

. Determinacién del flujo masico

$Determinacidén del flujo mésico

Masico Caudal*p%[kg/s]

Masico
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0.0438

8. Determinacién de la velocidad promedio

$Determinacién de la velocidad promedio
d=1;
d = int (dxr,t,0,2*pi);
d = double(int(d,r,0,rl));
Velocidad = Caudal/d%[m/s]
Velocidad =
0.0744

9. Determinacion del Numero de Reynolds Re es correcto para tuberias

$Determinacién del numero de Re
Re = D_inx*Velocidad/nu
if Re<2100
S = ’'Flujo Laminar’
else
S = 'Flujo No Laminar’
end
Re =
1.8900
g =

"Flujo Laminar’

5.3. Placa en movimiento

Ejemplo NoO. 3| Uno de las catdstrofes ambientales méds grandes que existen, desde que se des-
cubrié el crudo, son los derrames de petrdleo, los cuales son vertidos de hidrocarburos que se produce

debido a un accidente que contamina el medio ambiente, especificamente el mar, figura 5.3.1. Estos derra-
mes afectan todo el ecosistema donde se produce el evento a lo cual perjudica gravemente la vida marina

y la pesca, asi como a las costas con efectos que pueden llegar a ser muy persistentes en el tiempo.

En el momento exacto en que este fendmeno ocurre, aparece una especie de pelicula aceitosa sobre la
superficie del agua marina que se esparce, la cual es de color negro o marrén la cual impide el paso de
la luz, afectando la fotosintesis y destruyendo el plancton. Esta fina capa que se forma también evita el
intercambio de gases entre el agua y el aire. La limpieza y recuperacién de un derrame de petréleo es
dificil y depende de muchos factores, incluido el tipo de petréleo derramado, la temperatura del agua
(que afecta la evaporacién y la biodegradacién) y los tipos de costas y playas involucradas. Los derrames
pueden tardar semanas, meses o incluso anos en limpiarse. Cuando sucede un derrame de petroleo se tiene
que actuar rdpidamente, ya que, aunque el dano ya es irreversible se puede contrarrestar su propagacion
y recuperar parte del hidrocarburo perdido. El método éptimo es retirar la contaminacion del agua,

pero casi nunca es posible pues las condiciones no siempre lo permiten. Se usan diferentes mecanismos
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Figura 5.3.1: El derrame de petrdleo en los océanos se considera una catastrofe ambiental [63].

para intentar sacar lo més posible del hidrocarburo. Se usan desde medios mecanicos hasta practicas con
otros quimicos que permiten degradar el agente mas rapido de lo normal. Por eso la empresa SENTEC
[62] se especializa en la comercializacién de equipos para la contencién y recuperacién de vertidos de
hidrocarburos, productos quimicos y sélidos flotantes, asi como de barreras para el control de riadas
e inundaciones. Un equipo que disenaron para la limpieza de los ntimeros derrames de petréleo es el
Skimmer de cinta transportadora. Este dispositivo es un médulo de cinta transportadora permite la
recuperacién de hidrocarburos de viscosidad extrema, ver 5.3.2.
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Figura 5.3.2: Skimmer de cinta transportadora fue utilizado con gran éxito durante el derrame del Prestige

para la recuperacién de hidrocarburo semisélido, tal como se muestra en las fotografias [62].

Las dimensiones de la cinta son de 1.2 m de largo por 0.8 metros de anchos, con un angulo de inclinacién
de 30° respecto a la horizontal [62]. Suponer que a un Ingenieros Quimicos se le convoca para acudir a un
derrame de petroleo y se pretende ocupar el skimmer de cinta transportadora, el cual se quiere estimar
cudntos dispositivos se requieren, si el derrame causado es de 66000 toneladas de petréleo [64] y se quiere
mitigar el dano ambiental en una semana. Para eso el crudo se manejard como un fluido Newtoniano
(por ser de alta viscosidad), que operard en un régimen flujo laminar. Las condiciones de operacién de
temperatura seran constante en todo momento, asi como la presién ambiental que serd de un 1 atm, ya que
se encuentra a nivel del mar. La velocidad de la cinta transportadora es de vg, su dngulo de inclinacion se
denotara como 4, por el momento para la longitud y ancho de la cinta transportadora la corresponderan
las literales L y W, respectivamente. Como se transportara crudo sumamente viscosos, este generard una
pelicula, de grosor . Ver figura 5.3.3.

Como se viene trabajando, se establece primero el volumen de control. Repitiendo el mismo procedimiento,
sabiendo que existen tres formas, como se ve en las figuras 5.3.4(a), 5.3.4(b) y 5.3.4(c).
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Aire

circundante L Pelicula de
petroleo
W
dord
cinmta Tta“SpOﬂa
£5 g A
v\ =%
X > 5

Figura 5.3.3: Diseno de cinta transportadora llevando el crudo, con eje coordenado.

circundante

Aire Aire

circundante

(a) Volumen de control donde el diferencial (b) Volumen de control donde el diferencial

ocurre a lo largo del eje y. ocurre a lo largo del eje x.

Aire
circundante

(c) Volumen de control donde el diferencial

ocurre a lo largo del eje z.

Figura 5.3.4: Volumenes de control.

Las dimensiones del volumen de control seran aquellas que sean perpendiculares al esfuerzo cortante, 74p.

Para eso hay que ver las tres caras del problema, tal como las figuras 5.3.5(a), 5.3.5(b) y 5.3.5(c), las

cuales dan una representacion esquematica de como se comporta el fluido respeto a los limites de frontera

que existen.
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Aire circundante Aire circundante

X Cinta Transportadora 2 Cinta Transportadora ————

(a) Volumen de control visto desde los ejes (b) Volumen de control visto desde los ejes

Ty. Tz.

x_

z

(¢) Volumen de control visto desde los ejes
zz.

Figura 5.3.5: Volimenes de control en vistas laterales.

El esfuerzo cortante, 74, sera la pauta para determinar el volumen de control més adecuado. Dicho esfuerzo
que tiene dos subindices, partiendo del segundo b, el cual indica la direccién del movimiento del fluido,
siendo a lo largo del eje z, por lo tanto la figura 5.3.5(a) queda descartada, ya que no tiene dicho eje. El
siguiente subindice, a, es la direccién donde se lleva a cabo el esfuerzo cortante, y donde ademés aparecen
las interfases existente, siendo las interfase liquido-gas (que se da entre el fluido y el aire circundante) y
sélido-liquido (que se da entre en cinta transportadora y el fluido), la cual se da en el eje y, siendo la figura
5.3.5(b), debido a que en la figura 5.3.5(b) no se presentan las interfases, ni esa separacién que existen
entre el fluido y dichas interfases, entonces el esfuerzo cortante tendra coordenadas 7,.. Por lo tanto, el
volumen de control méas adecuado es como la figura 5.3.6, donde el diferencial ocurre a lo largo del eje y.

Volumen
de
control

Interface
liquida — gas '

Interface
liquida — solido

Figura 5.3.6: Disefio de cinta transportadora llevando el crudo, con eje coordenado.

El siguiente paso es determinar la ecuaciéon de balance de movimiento. Para esto se ocupa de base la

ecuacion (5.38) la cual corresponde a dicho balance, pero con dngulo de inclinacién

p-Ag-v

]?}(jo) —p-Af-uf\(il)JrAs-Tij|i—As-Tij|(i+Ai)+P0-Af—P1 “Ap£cos (8)p - Veont-g =0 (5.91)
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Para esta ecuacion se reduciran ciertos términos. Los primeros dos términos que se pueden eliminar son
los de fuerza de empuje, ya que no existe dicha fuerza que este empujando el fluido, sino Gnicamente lo
estd movimiento la cinta transportadora, definidos por la ecuacién (5.30). Ademds, el termino de £, que
es debido al peso, siendo en este caso negativo, —, debido a que el fluido tiende a ascender, oponiéndose

a la fuerza de gravedad, haciendo que la ecuacion (5.91) sea
P Af ’ U?‘(jo) —pP Af ' UJQ|(“) + As . Tijli — A Tij|(i+Az') — CO8 (6)/)  Veont - g= 0 (592)

Para los términos de velocidad inicial y final, se pueden eliminar también. En primera instancia el area
por la cual fluye el fluido, A, es constante y en segunda como se menciono, la velocidad evaluada en
un volumen de control serd constante, ya que a nivel molecular las particulas se mueven con una mis-
ma velocidad, ademés de que opera en estado estacionario, por lo tanto, tendran los mismos valores
2

=0 A vl

Ag - Tyl — A Tij|(l.+m.) —¢c08(0)p - Veont - g=10 (5.93)

2
p-Af ’ Uj!(jo)

Se dedujo con anterioridad la direccién del esfuerzo cortante y del flujo del fluido, quedandor, . La ecuacién

anterior y la tabla de variables quedaria como:

Definicion Variables

Velocidad de entrada de cantidad de movimiento
por transporte molecular. La fuerza cortante por As - Tyz|y

area unitaria a la entrada.

Velocidad de salida de cantidad de movimiento
por transporte molecular. La fuerza cortante por A, Tyz|(,q +AY)

area unitaria a la salida.

Fuerza de gravedad que acttia sobre el volumen

de control en coordenadas cilindricas. cos (0)p - Veont - g
Ay - Tyz|y — A, Ty2|(y+Ay) —¢c08(0)p - Veont g =0 (5.94)
z;=0 z=1L
/: L L
7’ - o e
_____ —a
xX=W
w
x =0
ve=yihy 3 I
Ay
_____ z
Y=y

Figura 5.3.7: Dimensiones del volumen de control.

Queda deducir dos variables A y Veont, para eso se debe ver la figura 5.3.7, la cual representa las
dimensiones del volumen de control. Para A, serd el area perpendicular al esfuerzo cortante, si el esfuerzo
cortante se da en el eje y, la perpendicular seria los ejes x v z, y si la longitud de estos esta dado por W'y
L, respectivamente, entonces las dimensiones de Ay = L - W. Para el V_,:, serd el volumen de un prisma
rectangular, el cual se define por el productos de sus lados, siendo Vione = L - W - Ay. Por lo tanto, la

tabla anterior y la ecuacién (5.94) quedaria

184



Capitulo 5. Deducciones matemdticas para flujos laminar y estado estacionario

Definicién Variable

Velocidad de entrada de cantidad de movimiento

por transporte molecular. La fuerza cortante por L-W. Tyz|y

area unitaria a la entrada.

Velocidad de salida de cantidad de movimiento
por transporte molecular. La fuerza cortante por L-W Tyz\(erAy)

area unitaria a la salida.

Fuerza de gravedad que actta sobre el volumen
de control en coordenadas cilindricas. L-W-Ay-g-p-cos(d)

L-Wemel, =L-W- |, n, = L-W-Ay-g-p-cos(d) =0 (5.95)

De la ecuacién 5.95 se pasard del lado derecho la expresion de fuerzas de gravedad y multiplicando por

—1/(LW Ay) a toda la ecuacién
1

~IWay LW 72|, = LW 72|, A, = LW pgAy cos (6)]
LW Tyz|y+Ay - Lw 7'yz|y _ LWpgAycos (9)
LW Ay N LW Ay
Tyz - Tyz
id |9+AAyy vzly = —pg cos (0)

Ocupando la definicién de la primera derivada lima,—o

Tyzlysay — Tuzl
1 y+Ay Yy _ 5
dim T Py <05 )
dry.
;Z = —pg cos (9)

Se ocupara otro técnica para resolver este tipo este tipo de problemas, el cual consiste en introducir la
ecuacién de viscosidad de Newton (ecuacién 4.16), sustituyendo directamente en la ecuacién obtenida el
valor de 7. La velocidad como esta respecto al eje z, el subindice cambia, al igual que la distancia, que

ahora se encuentra con respecto al eje y. Obteniendo

d dv,\
& (—M dy) = —pgcos (0)

Considerando la viscosidad p como constante, sale de la expresién anterior y se simplifica.

d?v,
H dy?

= pg cos (4) (5.96)
Para posteriormente resolver una ecuacién diferencial de segundo orden

g
v, = ”gcg’ljﬂf +Cry+Cy (5.97)

Aplicando el primer valor en la frontera, siendo en la interfase liquido-sélido

v,=vg y=0 v,(0)=vp
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Resolviendo

() = 22O 412 4 0y 0) 1 ¢

2p
v = 02
cos (8
= L()yQﬂLCler’UB
2p

Para encontrar la segunda constante de integracién, C;, hay que remitirse al recuadro de interfase
liquido-gas, explicada al inicio de este capitulo, se verd que la velocidad no se maneja, pero se explicara
algo. Es cierto que en la interfase liquido-gas es donde se encuentra la mayor velocidad, ya que el esfuerzo
cortante es tan pequenio que se considera cero, pero este criterio tiene una excepcién y es cuando el fluido
tiende a subir, y para que ascienda el fluido debe ejercer una fuerza, la cual dicha fuerza es la cinta
transportadora con una velocidad mayor a la velocidad méxima de caida (ver figura 5.3.8), es decir

UB > Umagz

Figura 5.3.8: Perfil de velocidad de una placa de liquido en movimiento [65]

Entonces se puede establecer que la velocidad vg debe ser positiva, ya que es el que hace que el fluido se
transporte de formas ascendente en la interfase sélido-liquido, mientras que en la interfase liquido-gas, la
cual tiene movimiento libre, su velocidad serd negativa con respecto al problema, y para hacer que todo el
fluido se mueva se debe superar esta velocidad negativa hasta llegar al valor de cero, por lo tanto, cuando
la velocidad de la cinta, vg, sea mucho mayor que la del movimiento libre, v;,qz, €l fluido empezara a
moverse completamente y la velocidad del movimiento libre sera tan pequena que serd 0. Haciendo que
para este caso la condicién de frontera en la interfase liquido-gas sea [65] [66]

v,=0 y=v v;(’Y):O
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Resolviendo

o = 2pgcos (5)y

- 2 +C
cos (0
0= L)y
0
C - _ pgcos ( )7
1
cos (0 cos (0
v = p92M<>y2_ (f}gUV)yHB

Por lo cual, la ecuacion particular queda establecida como

(y) = LIS (9)

Uy o

(v* = 27y) + vg (5.98)

Una de las variables a determinar es el caudal [V], a partir de la ecuacién (1.31)

V=uv.-A; (5.99)

Donde v, es la velocidad y Ay es el area por donde fluye el fluido. Ay se podria transcribir facilmente como
el producto de W - ~, viendo la figura 5.3.3, pero hay un inconveniente, y es que la ecuaciéon de velocidad

depende del eje y. Para evaluar el area se ocupan integrales dobles, para coordenadas rectangulares son

Wy
Ap = / / dxdy (5.100)
o Jo

Sustituyendo Ay en la ecuacién (5.100)

= /OW /: [pg cos (9) (v* = 2vy) +v3] dxdy

Donde al evaluar la doble integral

cos (6
£9€0s (0) sy (5.101)
3
La velocidad como una funcién es de poco practicidad, ya que esta va cambiando de acuerdo a la distancia
en que se quiere evaluar, por ello se recomienda usar una velocidad promedio [(v,)]. Para determinar

se parte de la ecuacién (5.99), despejando la variable v, y quedando

V:’y-W-vB—

O también se puede expresar como

Resolviendo las multiples integrales

fOW IS {pgc;;(é) (y2 —2vy) + vg} dxdy
<Uy> - foW fow dxdy

- (’Y'W'UB— /)9(3;;(6)731/1/) (v-w)~!
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Simplificando
pgcos (0) o
- 5.102
30 ! (5.102)

El ultimo pardmetro a evaluar es el flujo maésico [r], el cual se obtiene a partir de la ecuacién (1.34)

<Uz> = UB

sz-pz[vB—ng;;((S)’yQ]’y-W-p (5.103)

Tabla 5.3.1: Formulas ocupadas durante el desarrollo del | Ejemplo 1|, en coordenadas rectangulares para
una velocidad en z.

Balance general LWrty.ly — LWTy.|ysay — LW Aypg cos (§) =0
. . dv,
Ley de viscosidad de Newton Tyz = —H &y
Wy
Ldyd
Velocidad media (v.) = fowfo—w
lo Jo dyda
. W 7
Caudal V= / / v, dydx
o Jo
W ey
Flujo masico m= / / v, pdydx
o Jo

5.3.1. Valores reales

Una vez obtenido las ecuaciones que permiten calcular el flujo méasico y laminar, se procede a determinar
cuantos skimmer se requieren para mitigar el dafio del crudo. Recordando que el angulo de inclinacién es
de 30° respecto a la horizontal, la longitud de la cinta es de 1.2 m, el ancho es de 0.8 m. El crudo pesado a
recuperar tiene una densidad de 12 grados APT [67] y una viscosidad de 900 ¢P [67] [68]. Antes de operar
el skimmer, se hace una prueba rapido para saber la velocidad que ejerce y ademas cual es el espesor de
pelicula del crudo. El operador menciona que la velocidad de la banda es 1.8 m/s, siendo una velocidad
baja para que el petroleo no se derrame por los exteriores, y viendo la marca del crudo en las paredes, se
mide con un vernier y se estima que aproximadamente es de 1” la pelicula de crudo. Determinar ademas
el nimero de Reynolds del fluido. Suponer que la temperatura a la que se encuentra el problema es de

4°C' y es constante.

1. Se debe determinar la densidad del crudo, por lo que es necesario transformar los grados API a
densidad de kg/m?3. Aplicando la definicién de los grados API, que son una medida de densidad

que, en comparacién con el agua a temperaturas iguales. Los grados API siguen la siguiente formula

141.5

= —-—-———— .1 4
I = o API +1315 (5.104)

Donde S¢ es la gravedad especifica, siendo adimensional. Sustituyendo los °API del problema en
la (5.104) da Sy = 0.9861. Implementado la definicién de gravedad especifica que se refiere
directamente a la relaciéon que existe entre una densidad de una sustancia y la densidad de una
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sustancia de referencia, siendo esta ultima, por lo general, suele ser el agua a 4 °C'. Esta definicién

permite generar la siguiente ecuacion

Pr

Sp=—"L1
! Pagua, 4°C

(5.105)
Donde py sera la densidad del fluido, en kg/m?; pagua, 4o siendo la densidad del agua a 4 °C de
1000 kg/m?; Evaluando a (5.105) se obtiene que py = 986.1 kg/m?>.

. Para determinar el nimero de Re, se debe obtener la velocidad promedio del sistema, por ello que
se ocupa la ecuacién (5.102). Donde se evaliia haciendo el andlisis dimensional correspondiente. Hay
que tener cuidado con el dngulo de inclinacion, ya que los 30°C' es respecto a la horizontal y debe
ser el angulo respecto a la vertical, por lo tanto serd un angulo de 60°C.

m  (986.1 kg/m3)(9.81 m/s?) cos (60)

(v2) =1.8 — — 3(0.9 kg/(s - m)]

—0.6442 2
S

(0.0254 m)*

. Para a obtener el flujo mésico parte de la ecuacién (5.103)

. cos
= (V'UB—pg'Y3> pw
3p

. sustituyendo los valores y haciendo el analisis dimensional

. m (986.1 kg/m?) (9.81 m/s*) cos (60)
T = l(l.S ;) - 305 ko o] (0.0254 m)Q] (0.0254 m) (986.1 kg/m?) (0.8 m)
= 12.9002 %g

. Para determinar cuantos skimmer es necesario determinar cuanto tiempo recogeria las 66000 tone-
ladas un solo skimmer, para eso se debe recordar la definicion del flujo mésico, donde se dice que es

la transferencia de cantidad de materia (m) por unidad de tiempo (¢) o

.oom
m= —
t

Despejando la variable tiempo
m
t = -0
m

. Sustituyendo el flujo maésico y la cantidad de materia por el problema planteado
~ 66000 - 103 kg

12,9092 kg/s

=5.1126 - 10° s

= 8.45 semanas

~ 8 semanas

Encontrando que un sélo skimmer puede recoger las 66000 toneladas en un lapso de aproximadamente
8 semanas y media, si trabaja sin parar. Necesitando de 8 a 9 skimmer para recuperar todo el crudo
en un lapso de una semana, teniendo claro que opera en régimen laminar y sobre todo que el crudo

es sumamente viscoso.
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7. Para obtener Re, mediante (4.18). Para ello hay que hacer una mencién, es que el Re descrito en
la tabla 4.2.1 para flujo laminar es aplicable solo para tuberias, por ello cuando el fluido esta de
forma descendente por una placa Re < 20 [65]. Para flujo turbulento serd Re < 1500 y transitorio
20 < Re < 1500 [1]

Ro— 1 V2p
W
~ (0.0254 m)(0.6442 m/s)(986.1 kg/m?)
B 0.9kg/(s-m)
=17.928

El flujo corresponde a un flujo laminar para una placa inclinada.

5.3.2. Solucién numérica

Parte numérica para el desarrollo del problema.

1. Ocupando la ecuacién (5.96), para encontrar la solucién particular de la ecuacién.

vz = dsolve ('muxD2vz = pxgxcosd(del)’,’vz (0)=vB’,’Dvz (gamma)=0","y")

vB + (gxpxy”2+cods(del))/(2+mu) - (gxp*yxcosd(del)*gamma)/mu

Siendo la misma solucién que se obtiene de forma analitica, (5.98).

2. Se introduce ahora los datos del problema y aparte, se debe encontrar la densidad de la sustancia,
mediante (5.104) y (5.105).

%Datos

API = 12;%Grados API [°API]

p_agua = 1000; %$Densidad del agua [kg/m"3]
g = 9.81;%Gravedad [m/s2]

mu = 900/1000; %$Viscosidad [kg/m-s]

vB = 1.8;%Velocidad de la banda [m/s]
gamma = 2.54/100; $Espesor de la pelicula [m]
del = 60;%Inclinacidén de banda [°]

co = 1.2;%Largo de la banda [m]

W = 0.8;%Anchura de la banda [m]

ma = 66000e3;%Crudo perdido [kg]

$Determinacidén de la densidad del crudo.
S_f = 141.5/(API+131.5);
p = S_f*xp_agua;

3. Se procede a determinar el caudal de la ecuacién, mediante integrales dobles.
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$Determinacién del caudal
syms y X
V = vB + (gxp*xy"2+cosd(del))/ (2+mu)

V = int (V,x,0,W);
V = double (int (V, vy, 0,gamma) )
V =

0.0131

(gxpry*cosd (del) xgamma) /mu;

4. Luego, se determina del flujo masico.

%$Determinacidén del flujo mésico
m = Vxp
m:

12.9096

5. Seguido, la halla la velocidad media.

$Determinacién del velocidad
d = 1;

d = int (d,x,0,W);

d = double (int (d,y, 0, gamma) ) ;
v_z = V/d

v_z =
0.6443

6. Encontrar cuantos skimmer se necesitan para recuperar el crudo en una semana. Se ocupa el comando

round, para redondear a ntimeros enteros.

$Cudntos skimmer se necesitan
t = ma/m

t = t/(60%x60%24x7);

n = round(t*1/1)

n =

7. Encontrando el nimero de Re. Recordando que Re < 20 [1] [65] para fluido laminar descendente

por una placa.

$Numero de Re

Re = (gamma*p=*v_z) /mu

%$Qué flujo corresponde
if Rex<20
S = ’'Flujo Laminar’
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else
S = 'Flujo No Laminar’
end
Re =
17.9300
S =

"Flujo Laminar’

8. Por ultimo, se grafica el problema. Donde la velocidad de la banda ira variando de 0 hasta 2 m/s
comparado con el nimero de Re. En vez de ocupar un valor fijo a vB = 1.8, lo modificara como

un vector fila de 0 a 2

vB = [0:0.01:2];%Velocidades de la banda [m/s]

plot (vB, Re)
x1im ([0 27)

BN Figure 1 = a X
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ¥

Ddde @ 08| RE

30 . . . . e

20 1

X1.15
Y -0.1588
0r .

Namero de Re

- (Pl ,

.40 . . . . . . . . .
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Velocidad de banda, Vg [m/s]

Figura 5.3.9: Variacién de velocidad de la banda respecto al nimero de Re.

Como se aprecia en la grafica 5.3.9, cuando la velocidad de la banda es cercana a 1.15 m/s el ntimero
de Re da 0, si la velocidad aumenta hasta 1.8 m/s el ntimero de Re da valores positivos. Pero que
ocurre cuando la velocidad es menor a 1.15 m/s, el ntumero de Re da valores negativos. La cual su
explicacién es debido a que la velocidad de la banda debe superar la velocidad de caida del fluido
por accién de su propio peso. Por ello cuando la velocidad de la banda supera a la del caido del
fluido (movimiento libre) en la interfase liquido-gas se considera la velocidad 0. Esto se ve més
ejemplificado en la figura 5.3.8.
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5.4. Diferencia de presiones

Ejemplo No. 4| En la industria petroquimica el corazon es la operacién unitaria llamada des-

tilacién. Al hablar de destilacién pueden existir diferentes tipos, pero se hablara especificamente de la
destilacién fraccionaria, ya que permite separar diferentes mezclas de liquidos, en funcién de las dife-
rencias en las volatilidades. Para llevar este acabo este tipo de proceso en la industria petroquimica se
ocupan columnas de fraccionamiento industrial, las cuales permiten separar el crudo, debido a que
es una mezcla compleja de varios componentes dentro de un rango relativamente pequeio de puntos de
ebullicién. Las columnas de destilacién industrial pueden alcanzar 80 metros de altura y més de 6 metros

de didmetro. Todo esto se puede ver representado en la figura 5.4.1.

£

Figura 5.4.1: Columnas de fraccionamiento industriales tipicas [69].

La destilacién es uno de los procesos de separacién més comunes e intensivos en energia. Las torres de
destilacion industrial usualmente se operan en un estado estacionario continuo. Estas columnas de
fraccionamiento el producto mds ligero se obtiene por la parte superior, mientras que el mds pesado por la
parte inferior. Las columnas de fraccionamiento industrial utilizan reflujo externo para lograr una mejor

separacion de los productos, tal como se aprecia en la imagen 5.4.2.

COLUMN
(OR TOWER)

REFLUX
DRUM

CONDENSER || |
T

Distilate

= product

REBOILER
wp Ectiom
product

Figura 5.4.2: Vista completa de una columna de destilacién [70].

Para este ejemplo se centrara en la parte de recirculado, si se observa bien la figura 5.4.2, en medio del
reflur drum y la column se encuentra una bomba de desplazamiento positivo conectada con una tuberia
vertical que lleva el reflujo del condensado. En ninguna destilacién se obtiene el 100 % de producto, siempre

habra impurezas, es por ello que en los calculos para el diseno de la columna fraccionaria arroja que en
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una de los productos se obtiene un elevado porcentaje de un crudo sumamente pesado, por ello se debe
recircular, para no afectar el rendimiento del producto. Para el recirculado al ingeniero a cargo se le pide
determinar cuantos kg/s transportaria el recirculado. Para ello se considerara una flujo laminar y el crudo
como un fluido Newtoniano. Para la altura de la tuberia vertical por el momento le correspondera la literal
L. Considerando ademas que las condiciones de estudio son constantes, exceptuando la presién, ya que
para hacer mover el fluido hacia arriba debe aplicarse una fuerza de empuje, existiendo una presién
de entrada Py y una de salida P;, donde Py > P; para hacer mover al fluido. Representando el caso de

estudio en el esquema 5.4.3.

Fluido ___~ a =, Pl
Newtoniano Q/

Volumen
—1—— de

control

Pared de la
tuberia

‘-—v Po
\ J

2R

Figura 5.4.3: Tuberia por donde se transporta el fluido, debido a una diferencias de presiones.

Para este caso ya no se demostrara como se obtiene el volumen de control, ya que es similar al ejemplo 2 de
esta seccion. Para resolver el problema primero se deben mencionar las condiciones de estudio, las cuales
seran en un estado estacionario, isotérmico, con variables constante como la temperatura, viscosidad y
concentracion. Posteriormente se establecera el eje de coordenadas que seran cilindricas y se ubicara en
la interfase liquido-liquido, como en la figura 5.4.4.

Interface
liquido — liquido

e
/’:‘?\
Interface \_2//

liquido — solido

Volumen
— de

A Ar
ﬂ r control

Figura 5.4.4: Dimensiones y establecido el volumen de control del tubo a estudiar.

El siguiente paso, es determinar la ecuacion de balance de movimiento. Para esto se ocupa de base la

ecuacién (5.34) la cual corresponde a dicho balance

pAr 3l Gy =P Ar g+ As il = As Tiglpan H o Ap = P Ap £ Veons - g = 0 (5.106)

|(j0)

Se debe simplificar la ecuacién (5.106), donde los dos términos que se pueden eliminar serfan con respecto
a la velocidad inicial y final a nivel molecular, ya que como se ha venido mencionado las capas de moléculas

se mueven a una misma velocidad al evaluar un pequeno volumen de control, ademés de que el area por
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la cual fluye el fluido, Ay, es constante, por lo tanto p- Ay - UJQ-

:p«Afmﬂ

|(j0) (G1)"

As - 7ijl; = As - Tijlynn TP Ap = Pr- A £ p- Veont -9 =0

Hasta el momento los pardmetros obtenidos son

(5.107)

Definicién

Variable

Velocidad de entrada de cantidad de movimiento
por transporte molecular. La fuerza cortante por

area unitaria a la entrada.

As - 751,

Velocidad de salida de cantidad de movimiento
por transporte molecular. La fuerza cortante por

area unitaria a la salida.

As - Tigl i i)

Fuerza de gravedad que actia sobre el volumen

de control en coordenadas cilindricas. P Veont - g
Fuerza de entrada al sistema que actia por area

de seccion Py - Ay
Fuerza de salida al sistema que actia por area de

seccion P - Ay

Retomando el ejemplo 2, ya que las deducciones antes vistas son idénticas a estas mismas, lo inico que

cambia seria que en el anterior caso tenia un angulo de inclinacién prolongado. La primera deduccién es

el esfuerzo cortante, ya que el fluido tiene la misma direccion hacia el eje z y la direccién en que ocurre

el movimiento de las capas moleculares ocurre a lo largo del eje r, por lo tanto j = z y ¢ = r. La segunda

deduccién seria el drea de seccién transversal, A, que se tomaran las ecuaciones (5.77) y (5.78), que son

para el Ag para la velocidad de entrada y salida respectivamente. Por dltimo, serd el volumen de control

de la fuerza de gravedad, V .., la cual se deduce partir de la ecuacién (5.80) y el signo + que trata

del esfuerzo cortante, serd negativo, ya que el fluido va en contra dela gravedad. Quedando la ecuaciéon

(5.107) y la tabla de condiciones como

Definicién

Variable

Velocidad de entrada de cantidad de movimiento
por transporte molecular. La fuerza cortante por

area unitaria a la entrada.

2n-L-r- 72|,

Velocidad de salida de cantidad de movimiento
por transporte molecular. La fuerza cortante por

area unitaria a la salida.

2w - L-(r+ Ar) - Trz|(r+Ar)

Fuerza de gravedad que actiia sobre el volumen

de control en coordenadas cilindricas.

p-m[2r-Ar+(Ar)’|L-g
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Fuerza de entrada al sistema que acttia por area

de seccion Py - Ay

Fuerza de salida al sistema que acttia por area de

seccion P Ay

2w L Tpal, = 2w Lo (r + A7) Ty ay + Po- Ap = P-Ap —p-m [2r - Ar 4 (Ar)?] L-g = 0 (5.108)

Para el area por la que el fluye el fluido, Ay, se parte de la ecuacién del drea de un circulo, ya que el fluido
entra y/o sale por ahi, ya que al drea es la misma para ambos casos.

Acire = 7”"2 (5109)

0 .

\; \ J \ J

! Y
2nr U 2mr, = 2n(r + Ar)

(a) Dimensiones del cilindro interno de nues- (b) Dimensiones del cilindro externo de nues-

tro volumen de control. tro volumen de control.

Figura 5.4.5: Desdoblamiento del volumen de control.

Se debe ver la figura 5.4.5, que son las dimensiones del volumen de control, donde tendra tiene un didmetro
interno y uno externo, entonces para encontrar el drea de dicha drea serd una diferencia entre el radio

exterior menos el inferior, por lo tanto la ecuacién (5.109) quedaria como
2
Acirc =7 (7"2 - T)

O también como
A =m[(r+ Ar) —1]? (5.110)

Simplificando
A =m[(r+ Ar) — 7"]2
=7 [7‘2 + 2 Ar + (Ar)2 - 7‘2]

=7 [Qr “Ar 4+ (AT)Q}
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La tabla de condiciones y la ecuacién (5.108) quedaria finalmente como

Definicion Variable

Velocidad de entrada de cantidad de movimiento
por transporte molecular. La fuerza cortante por 2 - L -7 - 7y,
area unitaria a la entrada.

Velocidad de salida de cantidad de movimiento
por transporte molecular. La fuerza cortante por 2 - L-(r + Ar) - TTZ|(T+AT)

area unitaria a la salida.

Fuerza de gravedad que acttia sobre el volumen
de control en coordenadas cilindricas. p-T [27“ - Ar+ (AT)Q] L-g

Fuerza de entrada al sistema que acttia por area
de seccién ™ {27‘ - Ar 4+ (Ar)2] Py

Fuerza de salida al sistema que acttia por area de
seccién T {27" - Ar 4+ (Ar)2] P

2 Lere sl = 2m - Lo (1 Ar) - Tzl ppn, [QT'AT‘—F(AT)Q} Py—m [21"-A7“—|— (AT)Q] P
—p-m[2r-Ar+(Ar)’]L-g=0 (5.111)

Pasando del lado derecho las fuerzas externas que actiian sobre el sistema, siendo la presién y la gravedad,
y multiplicando por —1/(2w LAr)

1 2 2
5T Ar {2nLr 71|, pp — 27l (r + A7) 70|, = —7 [QTAT + (Ar) } P+ |:27‘A’r‘ + (Ar) ] P

+pm [2rAr + (Ar)?] Lg}

2L (r + Ar) Tral, s, — 27Lr 7ya|, T |2PATF (Ar)ﬂ Py— [2rAr n (Ar)ﬂ P,

2w LAr 2w LAr
pm [2rAr + (Ar)?] Lg
2rLAr
(r+ A7) Trzlyap = 7 Trz &) B Py Py
rar == —Ar — —r — —Ar— — pgA\
Ar LT+L r LT 7 T — pgr — pgAr
O también como
(r+Ar) TTZ|T+AT 1T, Py F Py P
Ar = fr—i—fAr— A fAr—pgr—pgAr (5.112)
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Ocupamos la definicién de la primera derivada, por lo cual se obtiene cuando lima,_,q

(T + A'I") TT»Z| Ar— T T7-z| PO PQ P1 P1
i r+Ar r_ =0 SOAp 2t T AL . A
ArSo Ar LT+L N e A
drt,, Py P
= r— r—=rpg

dr L L

Simplificamos la expresién anterior haciendo un cambio de nomenclatura. Para este cambio, se tomara la

expresion de la derecha de la igualad, donde primero se factoriza el valor de r.

PR P
(‘WL‘L)T

Posteriormente se realiza una suma de fracciones

(—PQL+P0—P1)T
L

Para el numerador donde esta el producto pgL se puede ver de esta manera, en donde la longitud L es
una diferencia entre la longitud final (L;) menos la longitud inicial (Lg), ya que el el fluido se transporta
de un punto A a un punto B. Para el caso de la densidad (p) y la gravedad (g) se mantiene constante.

Por lo cual, la ecuacién anterior se expresa como

—pg(Lq Lo)+P0P1] i <p9L1+ngo+P0P1>

11
7 7 (5.113)

A la suma de la Presién (P) més el producto de la densidad, la longitud y la gravedad (pgL) se le conoce
como Presién hidrostética (&) [1]
P =P+ pgL (5.114)

Aplicando en la expresién (5.113) el cambio de variable de la expresion (5.114)

<—PQL1 — P+ pgLo + Po) Py — P
L L

Sustituyendo la expresién obtenida en la ecuacién (5.112)

dT‘Trz - go—gzlr

dr L

Sustituyendo a 7., por la ley de viscosidad de Newton (4.16). Para desarrollar la ecuacién diferencial de

segundo orden y resolverla

d ( d’UZ)_gZo—glr

ar \ Mg L
. i Td”UZ - g@o — (@17‘
udr dr ) L
d?v, dv, Py — P
r = -7
dr? dr ulL
Py — P
vy = %rz +Cilnr 4+ Cy

Aplicando la primera condicién de frontera para la interfase sélido-fluido
v,=0 r=R v, (R)=0
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Resolviendo

0= -2 " Ape cimRr+ 0
4pL
Cy = %}F ~C IR
v, = —%ﬁ—i—(ﬁlnr—}— %Rz —CiInR
vy = W {1— (;)2} —|—C11n%

Aplicando la segunda condiciéon de frontera para la interfase liquido-liquido, conocida también como

condiciéon de simetria

v,=v9 r=0 v,(0)=1wvg

Evaluando

v,:g_790—91r

= 2uL

Py — P

WA 2
Ci =v, 7‘—|—72ML r

_ Py — P 2
€1 = (w)(0) + 2 0)
Ci=0

_ (P - PR [ (71?2
YT L 1 (R)

Por lo tanto la ecuacién que define el sistema es

(P — P1)R? [1_(7:)2}

UZ(T): 4//4-[/ o)

= (5.115)

La velocidad maxima se da en le centro de la tuberia, por lo tanto r = 0 y la ecuacién (5.115) serd

(Py — P1)R?
z,max — 5.116
vz, il (5.116)
Para determinar a velocidad media, se ocupa la siguiente ecuacion
20 (R
v,rdrdf
(v,) = Jo_Jo_verdrdd (5.117)

029 fOR rdrdf

Donde la doble integral en el denominador de la primera linea es el area de la seccién transversal de la
pelicula. La doble integral en el numerador es el caudal volumétrico que pasa a través de un elemento
diferencial de la seccién transversal v, rdrdf, integrado sobre toda la seccion transversal, en otras palabras,

es andloga de la ecuacién (1.31), donde se despeja la velocidad (v,) que sera igual al caudal (V') dividido

entre el area de secciéon. Donde al evaluarse se obtiene que

029 foR {%#RQ [1 _ (%)ﬁ}rdrd@

<UZ> =

20 [ rdrdo
N dor = Y /R M 1— (1)2 rdrdd = 2M9R4
umerado ] L I _ T
20 R
Denominador = / / rdrd0 = 0 - R?
o Jo
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320 — 91 2 1 @0 — 321 2
L) = - ——Y *) 0-R = "R 5.118
<7) > ( 8,LLL ) ( ) 8/LL ( 1 )

El siguiente parametro a determinar sera el caudal [V], que se obtiene evaluado el perfil de velocidad por
el area de seccion transversal, que sera una doble integral por donde esta fluyendo el fluido. En este caso

como el fluido viaja a través de la coordenada z, la doble integral sera con respecto a r y 6
20
Py — &
V= / / vordrdd = 71 (5.119)

El tltimo pardmetro a evaluar es el flujo masico [rh], el cual se obtiene integrando la seccién transversa
de la velocidad media multiplicado por la densidad o de una manera mas sencilla, es que cuando ya se

obtiene el flujo volumétrico se multiplica tinicamente por la densidad

20
m = / / vy prdrdd = u&pR (5.120)

Tabla 5.4.3: Formulas ocupadas durante el desarrollo del | Ejemplo 2 |, en coordenadas cilindricas para una
velocidad en z.

2nLr7e.|r — 20 L(r + AT)Trz|rAr
Balance general
2rLrArpg 4+ 2nrArPy — 2nrArP, = 0
. . dv,
Ley de viscosidad de Newton Try = — b d
r
20 (R
.rdrdf
Velocidad media (vy) = 026;[0#
Jo rdrdd
) 20
Caudal V= / v, rdrdd
20
Flujo maésico m = / / vy prdrdd
o_Jo

5.4.1. Valores reales

Se pide determinar cudntos kg/s transportaria la tuberfa de tipo NU T& C, ya que este tipo de tuberia
es usada para el transporte de petroleo y gas, as{ como en perforacién [71]. Determinado las ecuaciones
que rigen el problema, solo queda sustituir los valores reales. La tuberia tuberia que se esta ocupando
tiene un didmetro externo de 4 1/2”, con un NU T&C de 15.2, la tuberfa cuenta con un espesor de
0.337" y una longitud de 6 m. Las propiedades del crudo son 21°API, la temperatura que se encuentra
el crudo condensado es de 100°F y segun reportes de laboratorio indican que tiene una viscosidad a
dicha temperatura de 320 ssu [61]. Las propiedades del crudo son las de llamado Maya [61]. La bomba de
desplazamiento positivo que se esta ocupando para transporta el fluido hacia la parte superior se programa

a 3.5 atm y se estima que la presion de salida es de 1 atm.



Capitulo 5. Deducciones matemdticas para flujos laminar y estado estacionario

1. Lo primero es encontrar la densidad de la sustancia, partiendo de la ecuacién (5.104)

_ 141.5
 API 41315
=0.9278

Sy

2. Siguiente paso es ocupar la ecuacién (5.105)
Sy =1
Pagua,4°C

Pf = Sf * Pagua,4°C
kg
ps = (0.9278) (1000 mg)

kg

3. Obtenido la densidad del crudo, se procede a determinar la viscosidad dinamica, partiendo de la
viscosidad cinematica. Para ello hay que remitirse a la tabla 5.2.2, donde de las dos ecuaciones
presentadas, se tomara la que se encuentra en la fila I, ya que el crudo se considera pesado

v =0.0022 - (ssu)
— 0.0022 - (320)

= 0.704 stokes[=]em? /s

2
—7.04.1074 2
S

4. Para determinar la viscosidad dindmica se ocupa la ecuacién (4.19), donde se despejara la variable

p

p=v-p
2 k
= <7.04~ 10-* m> (927.8 93>
S m
k
— 0.6531 —2-
m-Ss

5. Para encontrar el radio interno del problema va a ser el cociente de la diferencia de didmetro exterior

menos el doble producto del espesor dividido entre todo entre dos

1
R =2 [45" —2(0.337")]

=1.913"
= 0.0485m
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6. Para determinar la presién hidrostética, es mediante la ecuacién (5.114)
Py = Py + pgLo
5 k
Py = 3.5464 - 10° Pa + <962.4 %) (9.81 @2) (0)
m s

Py = 3.5464 - 10° Pa
P =P + ngl
P = (AP + Ry) + pgla

kg m
2, = (1.0132 - 10° Pa) + (962.4 m3> (981 55) (6m)

P, = 1.5796 - 10° Pa

7. La velocidad del fluido, se ocupa la ecuacién (5.118)

8uL
(3.5464 - 10° Pa — 1.5796 - 10° Pa)

= ST kgl S Gy (0485 m)”

= 14.7578 m/s

8. Se procede a ocupar (5.120) para determinar el flujo mésico

. Po—P1, 4
=—90
m SiL PR

(3.5464 - 10° Pa — 1.5796 - 10° Pa)

= - kg L
~ T 8[0.6531 kg/(m - )] (6 m) <965-8703 m3> (0.0485 1)

105.3355 %

5.4.2. Solucién numérica

1. Cuando se ocupa el comando dsolve, hay ciertas ecuaciones que al resolverlas sale [ empty sym
1. Siendo el caso para la ecuacién (?7), que al programar da

vz = dsolve ('’ -rxD2vz-Dvz=(PPO-PP1l)/ (mu*L) xr’,
vz (R)=0'",’Dvz (0)=v0’,"'r")

[ empty sym ]

Dicho resultado indica que hay variables simbdlicas vacias o que en ocasiones no llegan a converger,

por ello se debe tomar otro camino para hallar la solucién particular del problema.

2. Para hallar la solucién, se ocupa de nuevo el comando dsolve, en una ventana de editor, pero sin
introducir las condiciones de frontera, para obtener la solucién general de la EDO. Posteriormente
se nombra todas las variables simbdlicas que se ocuparan. Pasando a resolver la ecuacién diferencial,

aplicando el primer valor de frontera, donde se pondra Ecl = vz == vz0, el cual indica que vz
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sera idéntico a vz0, con la finalidad de poder ocupar el comando solve (Ecl,C2), que permite
despejar la constante C5. Luego se pondra C21 = subs (C21,r,R), el cual sub permite hacer
un cambio de variable, en este caso sustituyendo a r (variable viaje) por R (nueva variable), asi
mismo para C21 = subs (C21,vz,0). Se termina con C21 = subs (C21,vz, 0), cumpliendo la
primera condicién de frontera. Con esto se obtiene el valor de la constante Cs, la cual se nombro
como C21. Se escribe el codigo vzl = subs(vz0,C2,C21), el cudl esta indicando que se esta
cambiando la variable C2 por la variable C21, siendo la solucién de la constante Cs, en la ecuacién
obtenida por vz0 y se nombra nuevamente como vz1. Para cumplir la segunda condicion, se tiene
que derivar la funcion obtenida de la primera condicién de frontera dvzl = diff (vzl,’'r’) y

repetir el mismo procedimiento antes mencionado para obtener la ecuacién particular.

clc
clear all
vz0 = dsolve ('’ —-rxD2vz-Dvz=(PPO-PP1l)/ (mu*L)xr’,’r’");

syms C2 Cl r PPO PP1 L mu R vz dvz vO0

Ecl = vz == vz0;

c21 solve (Ecl,C2);
%Valores en la frontera
cz21 subs (C21, r,R);
Cc21 subs (C21,vz,0);

$Ecuacidén nueva generada
vzl = subs(vz0,C2,C21);

%$Segunda derivada

dvzl = diff(vzl,’r’);
Ec2 = dvz == dvzl;

Cll = solve (Ec2,Cl);
%$Valores en la frontera
Cll = subs(Cl1l,r,0);
Cll = subs(Cll,dvz,vO0);

%$Ecuacidn nueva generada
vz2 = subs(vzl,Cl,Cl1)
vz2 =
((PPO — PP1)*R"2)/ (4%L*mu) — (r*2x(PP0O0 — PP1))/ (4xLxmu)

Como se llega a apreciar, es el mismo resultado que el obtenida por (5.115).

3. Por ultimo, es hallar la velocidad media, flujo mésico y determinar si es flujo laminar o turbulento,

todo en una misma ventana de editor.
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clc

clear all

sDatos

API = 21;%Grados API [°API]

p_agua = 1000; %$Densidad del agua [kg/m"3]
g = 9.81;%Gravedad [m/s2]

De = 4.5;%Diametro externo ["]

e = 0.337;%Espesor de la tuberia ["]
L = 6;%Altura de la tuberia [m]

PO = 3.5%101325;%Presidén inicial [Pa]
Pl = 1x101325;%Presidén final [Pa]

nu = 320;

$Determinacidén de la densidad del crudo.
S_f = 141.5/(API+131.5);
p = S_fxp_agua;

$Determinacidén de viscosiad dinamica
nu = 0.0022%nu/1000;

mu = Nnu*p;

$Determinacidén del radio [m]
Di = (De-2x(e))*2.54/100; %$Diametro interno [m]
R = Di/2;

$Presidén hidrostéatica
PPO = PO+pxg*x0;%Inicial
PPl = Pl+p*g*L;%Final

%$Velocidad

syms r t

vz2 = ((PPO - PP1l)*R"2)/ (4*L*mu) - (r*2*(PP0 — PP1l))/ (4xL*mu);
vz2 = int (vz2*r,t,0,2*pi);

vz2 = int(vz2,r,0,R);

d=1;

d = int (dxr,t,0,2*pi);

d = int (d,r,0,R);

Velocidad = double (vz2/d)

$Flujo mésico

Masico = double (vz2x*p)

$Numero de Re

Re = (DixVelocidadxp) /mu
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if Re<2100
disp([’'Es flujo laminar, Reynolds...’,num2str (Re)])
else
disp('No es flujo laminar’)
end
Velocidad =
14.9620

Masico =

102.9733
Re =
2.0654e+03
Es flujo laminar, Reynolds...2065.3645




Capitulo 6

Las ecuaciones de variacién para

sistemas isotérmicos

Antes de empezar con el desarrollo del capitulo, el lector debe tener un adecuado conocimiento y dominio
sobre ciertas consideraciones, tal es el caso como la derivada parcial y aspectos como es el dlgebra vectorial.

En los capitulos anteriores de ésta parte III, se determino la distribucién de velocidad para ciertos sistemas
relativamente sencillos de flujo, mediante un balance de cantidad de movimiento sobre un volumen de
control para después ver el comportamiento grafico que se genera y darle una interpretacion ingenieril de
lo que pasa dentro del sistema. Para posteriormente evaluarlo todo el sistema, ademés de ir anadiendo
ciertas variables que intervienen en éste y poder hallar la ecuacién que define todo el sistema, para obtener
ya sea la velocidad media, la velocidad maxima, entre otros aspectos mas. Este método de un balance
aplicado de cantidad de movimiento es utilizado para dar una introduccién del manejo y aplicacion del
principio de la conservacion de la cantidad de movimiento en los problemas de flujo viscoso. No obstante,
no es necesario formular un balance de cantidad de movimiento siempre que se comienza a trabajar con un
nuevo problema de flujo. Es més rapido y maés facil partir de las ecuaciones de conservacion de la materia
y la cantidad de movimiento, expresadas en la forma general, y simplificarlas con el fin de adaptarlas al
problema que se este tratando. Las ecuaciones que a continuacién se describirdn se utilizan en todos los
problemas de flujo viscoso isotérmico de un fluido puro. Para fluidos no isotérmicas y para mezclas fluidas
de varios componentes, se necesitan ecuaciones adicionales para describir la conservacién de la energia y

la conservacion de las especies quimicas individuales.

6.1. FEcuacion de continuidad

Para empezar sed determinara la ecuaciéon de continuidad, para esto se procede a hacer un balance de
materia en coordenadas rectdngulas a un cubo (por ser el més sencillo en explicar) estatico de un volumen
de control finito con dimensiones V = AzAyAz a través del cual se haya circulando un fluido en régimen

no estacionario, como en la figura 6.1.1.

Las aristas del cubo (figura 6.1.2) se sitiian paralelas al sistema de ejes de coordenadas, la cual se aplicara

la ley de conservacién de la materia, la cual menciona que en un sistema aislado, durante cualquier
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yly

Az l
z mz|z+ﬂz
Tx
¥ ] .
: My | x+Ax
Myl x
_—
Ay
mZ Fd
( | J
Ax

my |;v+ﬂy

Figura 6.1.1: Volumen de control (fijo en el espacio) a través del cual esta circulando un fluido.

proceso fisico o quimico, la masa se mantiene constante, es decir, la masa que entra en un sistema debe
salir del sistema o acumularse dentro de él:

masa que entra al sistema
masa que sale del sistema = (6.1)

Masa que se acumula dentro del sistema

Entonces a la ecuacién anterior se podria darle una interpretacion fisica tal que

mentrada - msalida = macumulaci(’m (62)

Viendo la figura 6.1.1 se notara que el fluido tiene tres direcciones de entrada de materia, siendo:

Asi como tiene tres direcciones de salida de materia:

My ‘x-i—Aw
my|y+Ay

m2|z+Az
Definida las funciones de entrada y salada jcémo se trasladardn a la ecuacién (6.2)? El fluido puede tener

tres direcciones siendo en los ejes , z, y, y z, entonces 1 (1, 1My, ). Para trasladar los ejes se debe poner
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una suma vectorial empleando los vectores unitarios [9], representado por i para lo largo del eje z, J para

elejey y k para el eje z, siendo algo tal que
Th = g 41y ) + 1k (6.3)

Siguiendo esta sumatoria vectorial a la ecuacion (6.2), respetando la detonacién para las entradas y salidas
del flujo quedaria

~ ~

Ml @+ 1yl J 4 1] k= el ag b — Myl a, T — Ml as B = Tacumutacion (6.4)

Sustituyendo el término de flujo mésico, m, por su definicién dada por la ecuacién (1.34)

~ ~

Vo)l i+ V)], 3+ (V) Lk = (0Vi) |, an = (0Vi) |,y d = (V) pn =0V (6.5)

Sustituyendo por la expresién de flujo volumétrico, V', por su definicién dada por la ecuacién (1.30. A la

variable del tiempo, t, se le puede sustituir como un cambio en el tiempo, es decir, At [13]

R S L A I o I eI
At )|, At Y At )|, At )], an At y+Ay A2 At
Se sustituye el volumen, V', por las dimensiones del volumen de control
( AmAyAz) i ( AacAyAz) - ( AxAyAz) p ( AxAyAz) N < AmAyAz)
P — P )| I\ P NP [l I e
At N At Y At R At ot A At y+AY
AxzAyAz A AxAyAz
_ k=p————— (6.7
(p At ) z+Az P At ( )

Recordando que el rango, dado por las barras verticales, establece el punto inicial y/o final del fluido.

Tomando de ejemplo la primer variable a la izquierda del ecuacién (6.7)

AzAyAz
P

La barra vertical |,, indica que el fluido esta entrando en la direccién del eje z, en donde esta ocurriendo

~

x

un desplazamiento de distancia respecto a un cambio de tiempo, Az/At, y a esta definicién se le conoce
como velocidad (ver ecuacion (1.16)), entonces Ax/At = v,

Az
(pAyAzAt)

El producto de AyAz, se traduce como el drea por la que fluye el fluido, y si esta se mantiene constante,

i = (pAyAzvy)|, i

se puede sacar de la expresion anterior

AyAz (pv)], i (6.8)
Por qué no se saca el término de densidad, p, también? Esto se debe a que se puede suponer que el
fluido es compresible, ya que todos los fluidos son compresibles, incluyendo los liquidos. Y esto es debido
a que puede existir una de variacion significativas de la densidad como resultado de fluir. Haciendo que
en la ecuacién (6.7), el termino de p, quedard como un cambio, ya que puede existir una densidad final
y una inicial. Siguiendo la misma metodologia vista en la ecuacién (6.8) para los otros términos, ya que
son analogas las otras deducciones

AyAz (pos)l, i+ Axdz (pvy)l, J + Aedy (pv2)], k= AyAz (pvs)],p a8 — DAz (pvy)], 1, J

~  Ap
— AzAy (pv2)| . k= EAxAyAZ (6.9)
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Agrupando términos que tengan la misma direcciéon y simplificando toda la ecuacién, dividiéndola entre

AxAyAz, que representa el volumen de control

AyAz (pvg)|, — AyAz (p%)‘x-rmcg N AxAz (pvy)|y — AzAz (pvy)|y+Ay5

AxAyAz AxAyAz
A.’lﬁAy (/)Uz)| A.’lﬁAy (p’UZ)lerAz]AC _ ApAmAyAz (6 10)
AxAyAz  AtAzAyAz '

(pva)l, — (pvm)|$+Ax%+ (pvy)|y - (pvy)|y+ij i (pv2)l, — (pvz)‘z""Asz _ Ap

Ax Ay Az At
Aplicando del lado izquierdo de la igualdad el limaz—0, limay—o y lima .0, mientras que del lado derecho
se expresa el cambio diferencial de los A’s mediante el cambio infinitesimal, el cual se viene representando

mediante derivadas, pero en este caso sera derivadas parciales, ya que se estan ocupando mas de una

variable
(pva)l, — (p2)lpra (poy)l, = (pvy)l, A (pv2)l, — (pv2)| dp
1 x +Ax > 1 Yy y+Ay » 1 z+Az 7, k=
Avs0 Ax i Aqllrgo Ay I+ Az Az ot

78pvm%78pvy¢78pvz]%7@
o oy’ o T ot

La expresién anterior se puede expresar como

dp
V) = A1
En +V(p-v)=0 (6.11)
Donde el operador V viene dado por
0~ O O -
—7— =k
V= oz’ ay] 0z

Para eliminar los vectores unitarios se debe ocupar la divergencia. La divergencia mide la diferencia

entre el flujo saliente y el flujo entrante de un campo vectorial sobre la superficie que rodea a un volumen

de control
div(p-v) =V(p-v)
9, 6 -
([ Opvy 8pvy 8pvz
El producto punto entre vectores unitarios da 1,72-2=1,7-7 =1y k-k=1. Quedando la ecuacion
reducida a o 9 5 9
P Pz Py Pz
- = 6.12
ot <8m+8y+02> (6.12)

A esta ecuacién se le conoce con el nombre de ecuacién de continuidad y la cuél describe la velocidad
de variacién respecto al tiempo de la densidad del fluido en un punto fijo en el espacio, en coordenadas
rectangulares, la cual se ve representada en la figura 6.1.2 [1] [81] [82] [83]. Ocupando notacién vectorial

para la ecuacién (6.12

dp
V) = 1
at—i—V(p v)=0 (6.13)
Donde el operador V viene dado por
VvV — o 9 9
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En donde 0p/0t es la velocidad de incremento de materia por unidad de volumen. Mientras que —(V - pv)
es la velocidad neta de adicion de materia por conveccién, por unidad de volumen, la cual es denominada
como divergente de pv. El operador V puede cambiar, de acuerdo al sistema coordenado que se este
ocupando. Una caso especial muy importante de la ecuacion de continuidad es aquella para un fluido de
densidad constante o en el suceso de que se halle en un estado estacionario, por lo cual la ecuacion

6.13 asume una forma particularmente simple

p(Vv) =0 (6.14)

Az /
i AyAx(pUz)lz+ﬂz

A} AZ(,O vx) |x+Ax

— 200

AyAz(pvy) |«

Ay

AyAx(pv,)|,

Ax

8z8x(pvy )y +ay

Figura 6.1.2: Pequeno elemento de volumen fijo AzAyAz a través del cual pasa un fluido. Las flechas
indican el transporte masivo dentro y fuera del volumen a través de las dos caras ubicadas, por ejemplo
en z y la distancia recorrida x + Ax.

Por supuesto, ningtin fluido es verdaderamente incompresible, aunque a menudo en aplicaciones de inge-
nieria y biologia, suponer una densidad constante da por resultado una simplificacién considerable y un
error muy pequefio [45] [81].

(Vv)=0 (6.15)

Esta ecuaciéon como se menciono en un inicio es para coordenadas rectangulares, por lo cual en el apéndice
B.1 se daréan las ecuaciones de continuidad para coordenadas rectangulares, cilindrica y esférica, debido
a que sus deducciones son bastantes largas, pero se puede deducir dichas ecuaciones a partir de las
coordenadas rectangulares [72] [73]. En los posteriores ecuaciones se eliminara los vectores unitarios, solo

mencionando que se ocupo la divergencia para no tener que ser repetitivo.

6.2. Ecuacion de movimiento

Para demostrar la ecuacién de movimiento, es algo similar a la deduccién de la ecuacién (5.36), pero con

la consideracién de que el sistema no esta en estado estacionario, ademés que el fluido Newtoniano es
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compresible y viajara de forma ascendente por dentro de un tubular, el cual tiene nuestro fluido tendra

dimensiones de alto Az, grosor Ay y de ancho Az, tal como se ve en la figura 6.2.1

Salida del
Salida del 5
Fluido aﬂ;ie;oe fluido
Ax
.9
z
Xg c-amnn? .
Ly |
Tubular Entrada del Yo i Ay e
fluido i Entrada del
fluido

(a) Representacion del fluido Newtoniano viajando por un (b) Dimensiones del fluido Newtoniano con eje coordena-
tubular. do.

Figura 6.2.1: Representacion esquematica de nuestro problema.

Como se vio anteriormente en la ecuacién (5.36) se deduce a partir de la segunda ley de Newton, que esta

especifica por la ecuacién (1.14)
Y F=m-a, (6.16)

Especificado el eje coordenado del problema (ver figura 6.2.1(b)), se aprecia que la direccién en que se
mueve el fluido es con respecto al eje x, por ello en la ecuacién (6.16), al termino de aceleracién se le pone
el subindice x, indicando la direccién que tiene el fluido. Ademas, que existen cinco fuerzas que intervienen

en el fluido, siendo
1. Fuerza por transporte convectivo, Fiopny-
2. Fuerza tangencial, Figpg-
3. Fuerza opuesta a la tangencial, que se debe al esfuerzo que oponen las paredes, Fp,,.
4. Fuerza por empuje, Feppy-
5. Peso, w.

Sustituyendo estas fuerzas en la ecuacién (6.16)
Fconv+Ftang_Fopu+Fempu_w:m’aac (617)
La fuerza por transporte convectivo, se define por la segunda ley de Newton

Fconv =—m:ay (618)
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El signo negativo corresponde a la desaceleracién que sufre el fluido debido a la gravedad. Aplicando la
definicién de la aceleracién, dada por la ecuacién (1.16), corresponderia a
Av, m

cony = —M— N (6.19)

El término m/dt se interpreta como el flujo mésico y se puede transcribir como 7 en la ecuacién (6.19)
Fronw = —1 - Avy (6.20)

Siguiendo el mismo procedimiento de la ecuacién (5.9) hasta (5.18). Pero recordando que el flujo puede
llegar a tener 3 direcciones, tal como se demostré6 en la ecuacion (6.3), entonces para poner el flujo mésico
como vector se debe ocupar los vectores unitarios 7, J y k

Flopy = — (mxz g+ mk) Av, (6.21)

Esto se debe a que el fluido puede tiene direccién en el eje x, pero puede existir la posibilidad de que
alguna particula pueda desviarse y agarrar otra direccién en el espacio, pero al final del recorrido todas
las particulas tendra direccién final en el punto x;. Se procede a sustituir la el flujo mésico por la ecuaciéon
(1.34)

Froopy = — (pin +pVyj + sz/%) Av, (6.22)

Aplicando la definicién de flujo volumétrico, ecuacién (1.31), se obtiene
Fronw = — (pAfvz% + pAfvyﬁ' + pAfvzlAc) Av, (6.23)

El area por la que fluye el fluido para la velocidad en en el eje vz, tendrd dimensiones Ay - Az, Ay para
la velocidad en v, tendrad dimensiones Az - Az y Ay para la velocidad en v, tendrd dimensiones Az - Ay.
Asi mismo, el fluido es compresible, existira la variacion de densidad a lo largo de del eje x, quedando la
ecuacién (6.23) como

Frony = — (Ayszwg + pAacszyj' + AmAyvzl%) A(pv,) (6.24)
Quitando paréntesis
Foono = fAyszmgA(pvﬁ) - pAzszyjA(pvm) — AmAyvzl%A(pvm) (6.25)

Por el momento quedaria hasta acd la deduccion de la fuerza convectiva. Se deducira la ecuacién para
la fuerza tangencial, la cual como se menciono con anterioridad, surge a partir de la ecuacién (4.14),
donde el esfuerzo cortante, 745, cuenta con dos subindices, retomando la nomenclatura anterior: a serd la

direccién del esfuerzo cortante y b la direcciéon del desplazamiento del fluido
Ftang = As * Tab (626)

Para el subindice b tiene direcciéon en el eje x, pero ahora el subindice a puede tener ahora tres direcciones,
tanto en el eje x, y y z. Los mas sencillos de demostrar son los ejes y y z, siendo las fuerzas que ejercen las
paredes al fluido, ver las figuras 6.2.2(a) y 6.2.2(b), donde podemos se forman placas de menor tamafo
las cuales incrementan conforme se avanza a lo largo del eje y y z, donde la velocidad méxima serd en
medio de ambas placas, pero al llegar a este punto decrecerd, hasta llegar a una velocidad nula, debido a
la interfase de la pares con el fluido. Similar a lo que se vio a lo largo del capitulo anterior.
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Pared del tubular
Pared del tubular
Pared del tubular

Pared del tubular

pd z
(a) Vista lateral bidimensional en el eje zy. (b) Vista lateral bidimensional en el eje xz

Figura 6.2.2: Vista bidimensional de nuestro fluido.

;Qué sucede en el esfuerzo a lo largo del eje 7 Para eso se debe tener una vista 3D del fluido, tal como
se ve en la figura 6.2.3, el cual forma el perfil parabdlico que siempre se ha venido menciona, pero ya de
una representacion tridimensional. Para que asciende el fluido se le ejerce una fuerza que es la de empuje,
bueno el fluido mismo ejerce un respuesta interna a esta carga externa, la cual se le llama esfuerzo
normal. El esfuerzo normal puede ser de compresién y de tension, siendo el primero definido como la

fuerza de entrada, mientras que el segundo siendo la fuerza opuesta a esta y serd la de salida [74] [75] [76]

[77] [78]. El esfuerzo normal se define como

F
T:A—®F2A3~T (6.27)
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Esfuerzo normal
de salida

Esfuerzo normal Esfuerzo normal
de entrada de entrada
(a) Vista frontal del fluido, el cual forma un perfil para- (b) Vista inferior del perfil parabdlico.

bélico de tipo semiesfera.

Figura 6.2.3: Vista 3D del fluido.

Viendo la analogia, una de las propiedades de un fluido es que se puede comprimir, por lo tanto el esfuerzo
normal tendra direccién en el eje x y la velocidad con que se mueve el fluido también en direcciéon z. Por
lo tanto el esfuerzo cortante del fluido tendrd coordenadas en el espacio Ag - 7(x,y, z) o visto también

como suma vectorial ocupando los vectores unitarios
Ftang = AsTmzv|x0 1+ AsTyac|yO J+ Astm|Z0 k (628)

El esfuerzo normal, 7., su demostracién para un fluido es demasiado larga, pero el lector puede consultar
en [75] y [79]. Para el area de seccién transversal A, para 7, sus dimensiones seran AyAz, para 7, sus
dimensiones seran AxzAz y para 7., sus dimensiones seran AxzAy. Haciendo que la ecuacién (6.28) quede
como

Frang = AyAZTm|mO i+ AmAzTyw|y03 + AxAmi|ZO k (6.29)

La siguiente fuerza a determinar seréd la fuerza opuesta a la tangencial, la cual se define por (4.7)
Fopu = Ftang
O también como

Fopu = DyAztosly innt + ArAzTy| J+ AxAyre|,, ink (6.30)

Yo+Ay

Haciendo el cambio de nomenclatura, donde en vez de poner los puntos iniciales (xg, yo ¥ 20), se pondré el
eje coordenado que corresponde, ya que se parte de éste. Por lo tanto la ecuacién (6.29) y (6.30), quedarian
tal que

Frang = AYyAzT5], i+ Al‘AZTym|yj + AzAyt.,|, k (6.31)

Y

Fopu = AYA2Tus|,ny i+ AzAzry,| J+ AxAyt,|, ALk (6.32)

y+Ay
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La cuarta fuerza es la fuerza de empuje, la cual se define por la ecuacién (5.28) y si se sigue los mismos
pasos de la ecuacién (5.29) hasta (5.30)

Fompa = Py - Ap — P+ Af (6.33)

El 4rea por la que fluye el fluid, A, tendra dimensiones AyAz y al aplicar el diferencial de presiones, es
decir AP = P; — Py o —AP = Py — P1, ya que Ay es igual tanto a la salida como a la entrada, quedando
la ecuacién (6.33)

Fempu = —AyAzAP (6.34)

La ultima fuerza que interviene es el peso del fluido, dada por la ecuacién (5.32)
w = pVeontYa
Donde las dimensiones del volumen de control seran AxAyAz
w = AzAyAzpg, (6.35)

Para definir el término de acumulacién o variacién en el tiempo, siendo la expresion de la derecha de la
igualacién de (6.17). Donde el término de aceleracién se define por (1.16)

Av,
AL

mag

Si a la ecuacion anterior la masa se define como el producto de densidad por el volumen

Av, Avg
my = AxAyAzp At

Para un fluido compresible habré un cambio de densidad tanto a la salida como a la entrada, haciendo
que

A(pvs)
AzAyAz——= :
cAyAz— = (6.36)

Sustituyendo las ecuaciones (6.25), (6.31), (6.32), (6.34), (6.35) y el término (6.36) en la ecuacién (6.17)

— Ayszm%A(pvz) — prszyjA(pvz) - AmAval%A(pvz) + AyAz7y,|, i+ AxAzTy, \y 7+ AzAyT., | k

k—AyAzAP—AzAyAzpg, = AxAyAz%

(6.37)

— AyAzTy,| i— AzA2Ty,| J—AzAyT.,|

x+Ax y+Ay z+Az

Dividiendo toda la ecuacién entre el volumen de control, AxAyAz, y agrupado términos semejantes

—Ayszng(pvx) — prszyjA(pvm) — AmAvaI%A(pUI) + AyAzTy,|, i+ AmAzTyT|y§' + AmAysz|zI%

AxAyAz
— AYyA2Tez |,y ag i— AxAzryx|y+ij — ATAYT..|, A k— AyAzAP — AzAyAzpg, _ AzAyAzA(pv,)
AzAyAz  AzAyAzAt
AA(pUz) AA(PUT) AA(pvx) Txa:| A Ty1|y’: Tza;| b TTT5|'-+A ~ Ty1|1 +Ay ~ TZ-T| Az 7
— _ —u.k z 2l z x s Y yr o z+Az k
U A Y] Ay VPN + Ax " Ay a Az Ar Ay Az

_AP Al
Az P97 TAr

[\)
ot
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Alpvs) | 2A(pve) | A(pva) | 2 A(pvs) AP Toaly = Toolyrags  Tuzly = Tw|y+Ay§.

R vy e Ly ey e Az Ay

TZI|z - TZ!L"ZJrAz 7
k  (6.38
+ A (6.38)

Aplicando al lado derecho de la ecuacion los lima g0, limay—o y lima .0 y en vez de expresar los cambios
de un punto final y un punto inicial mediante los A, se medird el cambio infinitesimal, el cual se viene
representando mediante derivadas, pero en este caso sera derivadas parciales, ya que se estan ocupando

mas de una variable

a(pvw) Aa(pvzr) ﬁa(p“z) 2 8(/”&) o or . Tﬂm'x B Tw$|x+Az s
ot Ty T T, Tk = gy T pge T Jimy Az ‘
. Ty$|y - Ty$|y+Ay el , T273|z - TZCE|z+Az 7
A ( Ay 7t A "
A(pvg) ~0(pvg) ~0(pvy) ~O(pvy) oP OTazs  OTygpr  OTug -
T 1 zk = - — r T - - k
ot Ty TWI T, TR oz P o ' oy ! Tas
Aplicando la divergencia a la ecuacién anterior (6.2), donde 2 = j =k =1
A(pvy) A(pvy) A(pvy) A(pvy) oP OTpz  OTye  OTug
o o T"Tay " as or \ox "oy Taz )T (6.39)

La expresion (6.39) representa la ecuacién de movimiento en coordenadas rectiangulas para la
componente r expresada en términos de esfuerzos para fluidos compresibles en términos
de 7 [81] [82] [83] [84], la cual corresponde andlogamente a la ecuacién (5.35). Las expresiones para
los componentes y y z se obtienen por analogia. El balance de cantidad de movimiento es totalmente
equivalente a la segunda ley de movimiento de Newton. Existird la duda de por que el signo — de
la ecuaci6n (6.2) se cambio por £ en (6.39) y esto se debe a que la gravedad puede ser negativa o positiva
dependiendo de la direccion que tenga el fluido o no puede existir. Para los fluidos que son incompresibles,

como en la mayoria de los liquidos, término de p se vuelve constante, por lo tanto la ecuacién (6.39) se

v, v, Ov, Ov, oP OTze  OTys  OTay
p(at” or "oy T 82) oz (8x+8y+8z> & (6.40)

La ecuacién (6.40) se define como la ecuacién de movimiento en coordenadas rectingulas para la

vuelve

componente r expresada en términos de esfuerzos para fluidos incompresibles en términos
de 7. Con el fin de utilizar estas ecuaciones para determinar la distribucién de velocidad hay que expresar
los distintos esfuerzos en funcién de los gradientes de velocidad y las propiedades del fluido. La velocidad
misma es un vector y el gradiente de Vv es un tensor de segundo orden [83] [84]. El flujo de cantidad de
movimiento o esfuerzo cortante es también un tensor de segundo orden. En lugar de una simple ecuacién
vectorial, la ecuacién de cantidad de movimiento en tres dimensiones es una relacién tensorial, la cual
para un fluido incompresible es

7= —pu[Vv + Vv'] (6.41)

Esta ecuacién muestra que el tensor esfuerzo es una funcién del tensor deformacién por sencillez [Vv]
y su transpuesta [VoT]. La velocidad, cantidad vectorial, tiene tres componentes y cualquiera de estas

componentes puede varias en tres direcciones. Consecuentemente, hay tres componentes tomando tres
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caminos o nueve posibles términos [75]. En forma de arreglo estos

Vv

[Vv]”

Como la ecuacién para tensor esfuerzo debe

segundo orden

T =

Tex Txy
Tyz  Tyy
Tz Tzy

[Ove Ovy  Ov.T
ox ox ox
vy Ovy vy
Oy 9y Oy
vy vy Juy

L 0z 0z Oz

[Qve Oy Bu.T]
ox ox ox
gy Oy vy
Oy 9y Oy
gy Ovy Bu,

L 0z Oz Oz

términos son

ser homogénea, el lado izquierdo sera también un tensor de

Txz
Tyz

TZZ

Cada fila del tensor tiene tres términos. En la primera fila hay un esfuerzo normal 7., y dos esfuerzos

tangenciales, Ty, ¥ T.o. Los tres esfuerzos normales (los elementos de la diagonal) actan en las direcciones

T, Yy 2,y cada uno es la fuerza por unidad de drea en un plano perpendicular a la direccion en la cual

actian. La ecuacion del tensor esfuerzo es realmente una representacién abreviada o taquigrafica para

nueves ecuaciones, su demostracién puede verse en [85] [86] [87] [88]. Ellas son

Too = — u%? (6.42)
Tyy = — M% (6.43)
S “aav: (6.44)
Tey = Tyz = —H 881); 831;/ (6.45)
Toz = Tzw = — [ 8;; 6;;; (6.46)
Tye = Tyo = — 4 -% %v;- (6.47)
Para flujos compresibles los esfuerzos normales deberia;n tener un _término adicional
Trw = —QM(?Z + iu — k (Vv) (6.48)
Tyy = —ZM% + ;” - k (Vv) (6.49)
Ty = —2u881;z + gﬂ - k (Vv) (6.50)
Donde (Vv) = vy N vy n v,
ox dy 0z

Para el valor de k en estas ecuaciones es la viscosidad de dilatacién y va a ser cero para los gases

monoatémicos a baja densidad y tiende a cero para gases densos y liquidos [89]. Para fluidos de densidad

constantes (Vv) es cero y solamente cuando existen gradientes de velocidad muy grandes en la direccién
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de los esfuerzos normales van a diferir apreciablemente de cero. Las ecuaciones anteriores del tensor fuerza
son en coordenadas rectangulas, asi mismo tendra su parte en coordenadas cilindricas y esféricas, las cuales

se pueden hallar en [1] [3] [90]. Los diferentes tensores fuerzas se pueden ver en el apéndice B

Ejemplo 6.2.1: Problema unidimensional

Un fluido circula sobre la direccién x entre dos ldminas perpendiculares con una separacién en la

direcciéon z. Determinar la ecuaciéon de viscosidad de representa dicho movimiento

Resolucion:

1. Para el problema se sabe que su velocidad es en la direcciéon v, en funcién exclusiva de z.

Entonces tomamos aquella ecuacion donde 7 venga en funcién de z y z.

% 4 I
0z or

Tez = Tz = —H [

2. Posteriomente sabemos que v, sera cero, debido a que no hay velocidad en dicha direccién. Por

lo cual nuestra expresién se resume en.

vy
Toz = Tz = —
0z
3. Por ultimo, solo queda expresar el término de 7;;. Para el primer termino que es i sera la
distancia entre las dos placas con direccién z y para j sera la direccién a la que se desplaza el

fluido que tiene coordenadas x.
Oy
T =My

La interpretacién fisica de 7;; es complicada por el hecho de que es usado comtinmente tanto como flujo
difusivo o molecular de cantidad de movimiento, que como un esfuerzo cortante, ademas que es dificil
determinarlo si no se tienen datos experimentales. Por esto tltimo se le llama el tensor de esfuerzos. Si
se considera que el fluido es un fluido Newtoniano, se puede introducir la ecuacién (6.40) en (6.40), para

expresarla en término de la viscosidad y gradiente de velocidad

0 0 0 0 oP 0? 0? 0?
p (vw + Vo g Vs + vya—va + vzazvx> =% +u <6m2vx + 373/2% + 822096) + pgz (6.51)
Esta ecuacion se le conoce en la literatura también como ecuacion de Navier-Stokes en coordenadas
rectangulares [1] [3]. (6.51) solo es aplicable a los fluidos Newtonianos donde p y p son constantes. En
los problemas de flujo no Newtonianos se aplica la ecuacién de movimiento (6.40) expresada en términos
de 7;;, auxiliando del modelo reolégico requerido. En el apéndice B.3 se muestran las diferentes expresio-
nes de la ecuaciéon de movimiento para componente en coordenadas rectangulares, cilindricas y esféricas
respectivamente. Las coordenadas cilindricas y esféricas, se pueden deducir a partir de las coordenadas

rectangulares aplicando la regla de la cadena [20] [23].
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6.3. Ecuacién de energia mecanica

La energia mecénica no se conserva en un sistema de flujo, aunque esto no es un impedimento para
desarrollar una ecuacién de variacion para esta cantidad. Dicha ecuacién viene dada representada a nivel
microscépico por

9 (1 N 1 .
e (2,0112 + pU) +V [(2;)112 + pU) v] +Vq+V(Pv)+V(rv)—p(v-g) —G=0 (6.52)

Su demostracién puede encontrarse en [101]. Dicha expresién representa la forma general de la ecuacién
de conservacion de la energia. A continuacion se especificara lo que representa casa término empezando
por el primer término a la izquierda de la ecuacién, se movera en orden hacia la derecha planteando el
significado fisico de cada uno de los siete términos de la ecuacién. El primer término representa la velocidad
de acumulacion de energia cinética mds energia potencial por unidad de volumen; el segundo término
la velocidad de entrada neta de energia cinética mds potencial debido al flujo global; el tercer término
la velocidad de conversion reversible de energia interna a calorica que puede ser positiva o negativa,
dependiendo de que el fluido experimente expansiéon o compresién, algunos autores lo escriben como
P(—Vv); el cuarto término, representa la velocidad de trabajo producido por la presion de los alrededores
sobre el elemento de volumen; el quinto término, representa la velocidad de trabajo producido por la presion
de los alrededores sobre el elemento de volumen; el sexto término ; el sexto término es la representacion
la velocidad a las que las superficies moviles realizan el trabajo sobre el fluido; y por ultimo, el séptimo
termino es a wvelocidad de conversion irreversible de energia interna a calorica, este calentamiento puede
producir aumentos considerables de temperatura en sistemas con grandes gradientes de viscosidad y de
velocidad, y se puede escribir como —7 : Vv. El tercer y ultimo término, indican que el fluido puede
enfriarse o calentarse internamente, por lo cual si es un sistema isotérmico tenderan a eliminarse.

La ecuacién (6.52) se puede separar en dos ecuaciones, una para energfa mecénica (cinética y potencial) y
otra para energia interna (energia térmica). La primera se obtiene al hacer el producto punto de la ecuacién
de conservaciéon de momentum con el vector de velocidad. Contiene los términos macroscépicos de la
energia

o1 , 1,

a0 \ 2PV +V STl ¢ +VvVP+V(rv)—p(v-g)—(7:Vv)=0 (6.53)
Mientras que la segunda se obtiene al restar la ecuacién de conservaciéon de la energia mecanica de la

ecuacién de conservacion de la energia. Contiene los términos microscépicos de la energia

%<pﬁ)+v[(pﬁ)v]+vq+vvp+7:vV—G:o (6.54)

Esta ltima ecuacién rara vez es usada como tal, sino que es simplificada para usarse en situaciones
particulares. El término pVv puede ser positivo o negativo, esto dependera de que el fluido experimente
una expansioén o compresion. Los cambios de temperatura pueden ser bastantes grandes para gases en
compresores, turbinas y tubos que choque. El término (—7 : Vv) siempre es positivo para fluidos Newto-
nianos, porque puede escribirse como una de términos elevados al cuadro. Ademés, nos permite describir
la degradacién de energia mecénica en energia térmica que ocurre en todos los sistemas de flujo. Este
calentamiento puede producir aumento considerable de temperatura en sistemas con grandes gradientes
de viscosidad y de velocidad, como por ejemplo en lubricacién. Al hablar de sistemas isotérmicos,
entendemos sistemas en los que no hay gradientes de temperatura impuestos externamente y no hay un
cambio apreciable de temperatura debido a la expansién, la contraccién o la disipacién viscosa. Las ecua-
ciones (6.53) y (6.54), debido a que ambas contienen s6lo términos mecéanicos, se les llama ecuacién de

variaciéon para energia mecanica.
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Capitulo 7

Aplicacion de las ecuaciones de

Navier-Stokes

En este apartado se empezara a deducir ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales, dependiendo el
caso, sin la necesidad de tener que ocupar un volumen de control, si no, inicamente partiendo de las

ecuaciones de Navier-Stokes, apéndice B.

7.1. Viscosimetro de tambor rotatorio.

Ejemplo No. 1| Como se menciono con anterioridad, una forma de determinar la viscosidad
de los fluidos es usando viscosimetros, en los que pueden dividir en tres tipos: capilares, rotacionales

y de cuerpo moévil. En este problema se deducira la ecuacién que rige a un tipo rotacional, el cual se
llama viscosimetro de tambor rotatorio, siendo un dispositivo ideal para determinar la viscosidad de

liquidos, tal como se muestra en la figura 7.1.1.

Figura 7.1.1: Viscosimetro de tambor rotatorio.
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Este dispositivo mide la viscosidad utilizando la definicién de la viscosidad dindmica y el procedimiento
de uso consiste en hacer girar el tambor interior (con un didmetro D; = 2R;) a una velocidad angular
[13] constante € - Ry, mientras que el tambor exterior (con un didmetro Dy = 2R») se mantiene fijo. El

viscosimetro tiene una longitud L, observar la figura 7.1.2.

Tambo.r vg=0-R, Tambor
Rota%\ Rotatorio

]
8 °
z E
g T] > Tz o
B <)
2 9
5 > 5
) > ]
g Ry z
=]
o 5]
O
—_
Ry

i T W

(a) Viscosimetro de tambor rotatorio vista la- (b) Viscosimetro de tambor rotatorio vista

teral. superior.

Figura 7.1.2: Representacién grafica del viscosimetro de tambor rotatorio.

Para determiniar la ecuacién diferencial se ocupar la ecuacion de Navier-Stokes en coordenadas cilindricas,
la cual se encuentra en el apéndice B.4, donde las ecuaciones que corresponde a las cilindricas serdn (B.43),
(B.44) y (B.45). Si el cilindro gira de manera angular, ver figura 7.1.2(a), la velocidad se dard a lo largo
del eje 0, siendo la ecuacién més adecuada la (B.44)

St e e T
10P [8 (1 0 ) 1 0%v9 O3%vg 2 Ov,
p prA e =

o0 o 202 T 922 T 72 0g

) <8v9 Ovg vy % Ovg vrvg) B

or

+ pge

Se eliminaran ciertos términos para simplificar la ecuacién. Si el viscosimetros opera de manera estacionaria

el término de variacién respecto al tiempo se eliminara dvy /0t = 0.

Ur—5—

(9119 Vo 81}9 (9119 VrVg .
P( ar Tr a8 T Ty )

rv
or

10P g (10 1 0%v9 O3y 2 Ov,
1% - 0 ) )

o0 M ar 202 T 922 20

r 00 } + P9

El siguiente término a eliminar es la presién, ya que el sistema no tiene presiéon alguna que haga que
mueva al fluido, si no lo hace la inercia del tambor rotatorio interno, por lo tanto dP/96 = 0

vy w9 Ovo  Ovy  wvg) _ [0 (10 1 Pv vy 2 0u]
P e \ror) Tz T a2 T2 e | TP

or r 00 vz 0z + T
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Otro término a eliminar sera la gravedad, ya que el fluido no esta cayendo o subiendo, si no inicamente

esta girando sobre su propio eje, haciendo que el término pgy = 0

p( Ovg vy Ovg Ovy Ur’Ug) iy { 0 (1 0 ) 1 8%vg O%vg 2 Ov,

(7.1)

o T a0 T ar ar\rar') T2 T2 T2 ae

Quedando los términos de velocidad. Para saber cuanto vale cada término se debe ocupar la ecuacion de

continuidad en coordenadas cilindricas, dadas por la ecuacién (B.29), que se encuentra en el apéndice B.2

op 10 10 9 B
53¢ T gy (o) + -5 (pve) + - (pv2) =0

Asi mismo, se debe simplificar la ecuacion. El primer termino en irse es de de variacién, ya que el sistema

opera de manera estacionaria dp/dt = 0

10 10 0
ar (prop) + 700 (pvg) + P (pv2) =0

La velocidad tinicamente se da en 6, por lo tanto no hay velocidad a lo largo del eje r y z, haciendo que

V=0, =0

10
o0 (pvg) =0
Considerado que el fluido es incompresibles, el término de p serd constante y saldréd fuera de la expresién
anterior
PO ) =
r 00 (ve) =0
0]
il =0
99 ("7

La expresion anterior indica que la velocidad a nivel molecular de las capas que se van generando, ver
figura 7.1.2(b), se mueven a la misma velocidad. Similar a como se deducia la velocidad por transporte

convectivo cuando se aplicaba a un volumen de control. Aplicando la igualdad de dvg/00 =0y v, = v, =0

oo [0 (10, P
s or \ror ¢ 0z2

Queda por definir si el perfil de velocidad depende del radio, r, o de la longitud del cilindro, z. Para ello

en la ecuacién (7.1)

hay que remitirse a la figura 7.1.2(b), donde se observa que el cilindro interno va rotando y las flechas més
cercanas a esta parte son las que tienen mayor velocidad, mientras que si uno se desplaza a lo largo del
eje r hasta topar con el cilindro estatico se observa que las flechas van adquiriendo una menor velocidad
hasta ser tan pequeifio que la velocidad del fluido sea nula (condicién de frontera solido-liquido). Al ver
el cilindro como un volumen de control, figura 7.1.3, se aprecia que habria un cambio a lo largo del eje r,
mientras que a lo largo del eje z se mantiene constante. Por lo tanto, dvg/dz = 0 y la ecuacién anterior

queda

% [i; (mg)} =0 (7.2)
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(a) Viscosimetro de tambor rotatorio vista la- (b) Viscosimetro de tambor rotatorio vista
teral con un volumen de control. superior con un volumen de control.

Figura 7.1.3: Representacion grafica del viscosimetro de tambor rotatorio con un volumen de control.

Aplicando los métodos numéricos para resolver la EDO con valores de frontera, donde las condiciones de
frontera son: vg(Ry1) = Q- Ry y vg(R2) = 0. La primera condicién se debe a que el cilindro interno esta
girando a una velocidad angular [13] - Ry en el radio R;, mientras que en el segundo se esta evaluando el
cilindro externo que esta a un desplazamiento Rs y el cual su velocidad es nula, ya que esta fijo. A veces
es dificil y algo laborioso resolver una ecuacién como la (7.2), ya que regularmente se da como ejemplo
ecuaciones de la forma lineal (1.55), por ser més sencillas de resolver. Pero gracias a los métodos numéricos
se puede resolverlo rapidamente. Para programar en MATLAB es necesario definir las variables simbdlicas
como: vg(r), R1, Ry y €, las cuales aparecerdn como syms v (r) R1 R2 Omg, respectivamente, donde la
variable simbdlica v (r) indica que v esta en funcién de r. Posteriormente es definir la ecuacién (7.2), como
se aprecia la derivada es un producto 9(rvy), el método que se vera ahora es ver la ecuacién (7.2) como
derivadas, por ello se usa el comando diff (X, var), el cual sirve para representar derivadas simbdlicas
de derivadas de expresiones y simbdlicas, donde X representa la funcién o expresién y var representa la

variable con que se esta derivando, entonces el comando quedaria

syms v(r) R1 R2 Omg
ode = diff(l/r+xdiff(v(r)*r,r),r) == 0;

La forma anterior indica que se esta nombrando la ecuacién (7.2) como ode, por ello se pone doble signo
igual despues de la derivada. Despues, se debe especificar las condiciones de frontera y se agrupan en un
vector fila. Cada condicién de frontera de igual manera deben nombrase como el programa anterior. Al
tipo de condicién de frontera que se viene ocupando se le conoce como Dirichlet [166], ya que tambien

existe el tipo Newman.

condl = v(R1l) == OmgxR1;
cond2 = v(R2) == 0;
conds = [condl cond2];

[\
w
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Para resolver la EDO se aplica el comando dsolve (ode, conds) y se simplifica el resultado con el

comando simplify

v = dsolve (ode, conds) ;
v = simplify(v);

v =

- (Omg*R172% (R272 = r"2))/ (r+x(R1"2 - R2"2))

Esta expresion se puede representar como

_QRE (RS —r?)

(BT~ ) (73

vp(r) =
La ecuacién anterior no contiene el término de viscosidad, u. Para ello se debe recurrir al esfuerzo tan-
gencial para coordenadas polares aplicando la ley de viscosidad de Newton, ver apéndice B.1, donde el

esfuerzo se da en direccién r y la velocidad en 6
d Vo
o = —pur— ( — A4
7o r dr ( r ) (7.4)
Donde sustituyendo a vy de la ecuacién (7.4) por (7.3)

it [ (285185 )

r\ r(R?-R2 (7.5)

Para resolver la ecuacién (7.5) se debe aplicar la derivada, pudiéndose hacerse tanto de manera anali-
tica como programando. Al irse por el camino de la programacién se ocupa el comando diff (v, r) y

agregando al comando syms las variables simbélicas syms mu r tau

vl = 1/r*v;
tau = —muxr*+diff (vl, r);
tau = simplify (tau)
tau =
—(2+x0mg*R1"2*R27"2xmu) / (r*2* (R1°2 — R2"2))

Esta expresion se puede representar como

20R2R?*u

"2 (B — ) (7.6)

Tro = —
En los dispositivos eléctricos es facil mas facil medir la potencia de consumo de energia que el esfuerzo

cortantes por ello haciendo un poco de algebra se llega a

W
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Donde N es la potencia; W es el trabajo; d es la distancia recorrida. Recordando que la fuerza es una
cantidad vectoriales, teniendo direcciéon y magnitud, donde su direccién serd a lo largo del eje 6, mientras
que su magnitud sera donde se aplique el movimiento de torcian es decir, hasta Ry, ya que en Ry no
esta aplicando ninguna fuerza. Lo mismo ocurre para la velocidad que es una cantidad vectorial, donde
se aplica en R;

N = Frgl,—p, - (V)],=r, (7.7)

Al aplicar la ecuacién (4.14)

N = 7—7'9|7‘:R1 ’ AS|7‘:R1 ’ <’U>‘T:R1 (78)

Para As|,_p serd 2m- Ry - L; para (v)|,_p estard dada por la velocidad angular Q- Rq; Y para 7.¢,_p,

serd la ecuacién (7.6). Quedando la expresién (7.8) como

20RIR? }
N = [—1 (2m- Ry - L) (- Ry) (7.9)
2 2
r? (Rf — R3) r=R,
Evaluando en MATLAB, agregando ahora la variable simbélica L
As = 2xpixR1xL;%Area de seccidn
v_ang = Omg*R1l;%velocidad angular
N = tauxAsx*v_ang;
N = subs (N, r,Rl)%Cambio de variable de r por Rl
N =
— (4%pixL*x0Omg”"2+«R1"2+xR2"2xmu) / (R1"2 - R2"2)
Expresada como
An - L-Q2%. R2. R2.
N T 1T H (7.10)

R - R
Por ultimo, se despeja la variable p, siendo la variable a determinar. Para ello se ocupa el comando solve

y se agrega una variable simbdlica mas que serd N1 que es igual a N

Ecl

mu

N1

solve (Ecl, mu)

== N;

mu

—(N1x(R172 — R272))/ (4*L+xOmg"2+R1"2+R2"2xp1i)

Expresada como
N (R~ RY)
4r - L-Q? - R? - R?

w= (7.11)

7.1.1. Valores reales

Se pretende evaluar la viscosidad de un fluido, ocupando el viscosimetro de tambor rotatorio. El cual tiene
dimensiones de 75 cm de largo. El didmetro exterior es de 15.12 ¢m y la brecha de separacion es de 0.12
cm. Se hace girar el cilindro interior a 200 rpm y se mide consume 3 Watts de potencia. Programandolo

[\
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%$Datos
L1 = 75/100;%Largo del cilindro [m]

D e = 15.12/100; %Diametro externo [m]

D i = (15.12-0.12)/100;%Diametro externo [m]
r_e = D_e/2;%radio externo [m]

r i = D_i/2;%radio interno [m]

N2 = 3;%Potencis [Watts]
Omgl = 200/60; $Revoluciones [rps]

%$Evaluacidn

mu_p = subs(mu,R1l,r_1i);%Sustitucidén de radio interno [m]

mu_p = subs(mu_p,R2,r_e);%Sustitucidén de radio externo [m]

mu_p = subs(mu_p,L,Ll);%Sustitucidén de la longitud [m]

mu_p = subs (mu_p,Omg,Omgl); $Sustitucidén de la velocidad angular [rps]

mu_p = double (subs (mu_p,N1,N2))%Sustitucidén de la potencia [Watts]

mu_p =

0.0805

Por lo tanto el fluido tiene una viscosidad de 0.0805 N - s/m? o también lo que es igual Pa - s. El cédigo

completo es

clc

clear all

syms v(r) R1 R2 Omg N1 mu L

$EDO

ode = diff(l/r+xdiff(v(r)*r,r),r) == 0;

%$Condiciones de frontera Dirichlet

condl = v(Rl) == Omg=*R1;
cond2 = v (R2) == 0;
conds = [condl cond2];

$Solucidén de EDO
v = dsolve (ode, conds) ;

v = simplify (v)

%$Valor de tau

vl = 1/r*v;
tau = —-muxr*xdiff (vl,r);
tau = simplify (tau)

%$Valor de mu

As = 2xpixR1xL; %Area de seccidn

226



Capitulo 7. Aplicacion de las ecuaciones de Navier-Stokes

v_ang = Omg*R1l;%$velocidad angular
N = tauxAsxv_ang;

N = subs (N, r,R1l)%Cambio de variable de r por Rl

Ecl = N1 == N;

mu = solve (Ecl,mu)

%$Datos

L1 = 75/100;%Largo del cilindro [m]

D e = 15.12/100;%Diametro externo [m]

D i = (15.12-0.12)/100;%Diametro externo [m]
r_e = D_e/2;%radio externo [m]

r_i = D_1i/2;%radio interno [m]

N2 = 3;%Potencis [Watts]
Omgl = 200/60; $Revoluciones [rps]

%$Evaluacidn

mu_p = subs(mu,Rl,r_1i);%Sustitucidén de radio interno [m]

mu_p = subs(mu_p,R2,r_e);%Sustitucidén de radio externo [m]

mu_p = subs(mu_p,L,Ll);%$Sustitucidén de la longitud [m]

mu_p = subs (mu_p,Omg,Omgl); %$Sustitucidén de la velocidad angular [rps]

mu_p double (subs (mu_p,N1,N2))%$Sustitucidén de la potencia [Watts]

7.2. Fuente de cascada de piscina

Siendo un dispositivo de decoraciéon para piscinas siendo muy llamativo. Su funcionamiento de la cascada
es muy sencillo: el mecanismo toma el agua de la misma piscina, y esto lo hace por medio de una bomba
la cual luego es expulsada por una abertura de la cascada. El agua pasa por cortas tuberias de PVC para

ser expulsada hacia la misma piscina, tal como se ve en la figura 7.2.1

El objetivo de este problema es ver cual es el comportamiento grafico de la solucién de la ecuacién
diferencial en coordenadas rectangulares. Asi como deducir la ecuacién para la velocidad media y el
caudal. Para este problema no se esta manejando un solo esfuerzo cortante, si no que hay dos, las cuales
son las que ejercen las paredes a lo largo de los ejes y y z. Se supondra que el agua se comporta como
un fluido Newtoniano y que la p se mantiene constante a todo lo largo del tubo rectangular, ver figura
7.2.2(a). No hay reaccién quimica, el sistema opera en un régimen, se considera un fluido incompresible
y que el sistema opera de manera isotérmica. Las dimensiones del fluido circundante son las vistas en la
figura 7.2.2(b)

N
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Figura 7.2.1: Fuente de cascada de piscinas.

Tubular
cuadrado L
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—) Salida del E“gafi; del Salida del
Entrada del g wae I fluido
fluid fluido 1 1
luido
PU Pl
(a) Representacién del trayecto del fluido contenido entre (b) Dimensiones del volumen de control.

el tubular cuadrado.

Figura 7.2.2: Representacién esquematica de la cascada de agua.

7.2.1. Demostracion de la ecuacion

Para determinar la ecuacion de Navier-Stokes adecuada, se procede ocupar en primera instancia la ecuacion

de movimiento para fluidos Newtonianos con p y p constante, apéndice B.4, teniendo entre las opciones

tres ecuaciones: (B.40), (B.41) y (B.42), siendo la més éptima la ecuacion (B.40), debiéndose a que el tnico

componente del vector velocidad que es relevantes es v,, mientras que las otras dos ecuaciones restantes

para las componentes y y z son cero, debido a que no son relevantes, pudiéndose decir que vy = v, = 0.
( 0 0 0 0 ) _opP {82% v, 0%,

p Uz | =

E’ux+vx%vx+vya—yvx+vz& —%+u 022 + 92 + 922 + PGz
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De esta ecuacién se debe simplificar varios términos. Siendo el primero los términos de velocidad en v, y

v,, por ya la explicacién antes mencionada.

0 opP 0%v, 0%v,  O%u,

P avw +Uz87xvx + (O)afva + (0)82%] = T ox +p {axz + Oy? + 922 } + PYa
0 0 oP v, 0%vy, O,

p (atvx + Uacaxvx) = “or T l:axQ + dy? + 922 :| + PYa

El segundo término a eliminar es aquel que tiene incluido la gravedad, ya que en sistemas donde esta

horizontalmente este término se desprecia

g 4 g __6i+ 62vx+82vx+820x
P \ot " T %827 ) = "oz TH a2 T oy T 922

Como el sistema opera de manera estacionaria el término de variacién respecto al tiempo Jv, /0t se
eliminarfa. El término de variacién de presién, 0P/dx, no se puede eliminar, ya que para que el sistema

funcione, el fluido debe ser bombeado de la piscina hasta la fuente cascada

0o Dy, ) = 2O [T O O (7.12)
P\" 8% ) = "9z TH | 922 Oy? 022 '

Para seguir eliminando términos, hay que remitirse a la ecuacién de continuidad para coordenadas rec-
tangulares (B.28), la cual hace referencia a la ley de conservacién de masas
dp 0

0 0
N + e (pvz) + oy (pvy) + 9 (pv2) =0

De esta ecuacion se elimina la velocidad en el eje y y z, ya que no existe velocidad en dicha direccién

dp 0 B
E‘*‘a(/’%) =0

Como el sistema opera de manera continua el término de variacién respecto al tiempo se elimina, 9p/0t.

Ademas, el fluido es incompresible entonces p sera constante, pudiendo sacarla como una constante

pa (1) =0
0
o () =0 (7.13)
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Pared del tubular Pared del tubular

— —

y z
Pared del tubular Pared del tubular
(a) Vista lateral en el eje zy. (b) Vista lateral en el eje zz.

Figura 7.2.3: Vista lateral del fluido problema. Donde el color més intenso es la capa molecular donde el
fluido adquiere més velocidad, mientras que el menos intenso es la capa molecular que adquiere menos

velocidad.

Donde la ecuacién (7.13) representa que la velocidad en el eje = serd constante a todo lo largo L de la

placa. Haciendo que la velocidad inicial y final sea la misma. Aplicando esta igualdad en la ecuacién (7.12)

0%v, L 9%v, B 8j B
a 0y? 072 or

0 (7.14)

Se debe ver el comportamiento del fluido dentro del tubular, viéndose la figura 7.2.3 se observa que hay
un esfuerzo cortante tanto a lo largo del eje y como en el eje z. El fluido entre mas se acerque mas a las

paredes este tendera a disminuir su velocidad a nivel molecular. Pudiendo decir que

dvu,
Tys = —pb——
dvy
Tz = — dz

Por lo tanto la velocidad v, variara a lo largo del eje y y z. Pudiendo concluir que la ecuacién (7.14)

queda tal que
0%v,  0%u, _ l aj
oy? 022 pOx

La ecuacién deducida se le conoce como ecuacién de Poisson para coordenadas rectangulares.

(7.15)

7.2.2. Resolucion de la ecuacién

Como se puede apreciar a partir de una ecuacién general, como es (B.40), se puede reducir hasta llegar a
una forma més reducida como es (7.15), al tener en cuenta ciertas consideraciones, se permite ir eliminando
términos innecesarios. Ademas es sumamente raro usar en su forma completa las ecuaciones de movimiento
para resolver problemas de dindmica de fluidos [1]. Lo que procede es resolver la EDP (7.15), estableciendo
las condiciones de frontera, pero hay que tener cuidado, ya que el eje coordenado se establecid en el centro
del tubo rectangular, ya que en la literatura [102] [103] [104] [105] [106] se hacen mencién que es mas facil
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poner el centro coordenado el centro de la tuberia rectangular que en una esquina, ya que permite ocupar
la condicién de frontera de simetria respecto al plano y = 0 y z = 0, cuando se quiere resolver de manera
analitica, permitiendo estudiar sélo un cuadrante, siendo el caso del cuadrante I, ya que es positivo, tal
como se aprecia en la imagen 7.2.4. Ya que al resolver un cuadrante, se aplica la condicién de frontera de
simetria.

7 Pared

av

X

dz

Figura 7.2.4: Condiciones de frontera para el flujo a través de la seccién rectangular de tuberia.

Por lo tanto las condiciones de frontera quedarian como

y=-W vy =0 t>0 C.F.1
y=w vy =0 t>0 C.F2
z=-T v, =0 t>0 C.F.3
z=T v, =0 t>0 C.F4

O0<z<L Py<P< P t>0 C.F5

Para resolver la ecuacion (7.15), se debe identificar de que depende cada variable: para v, depende de y y
z, mientras que para P, depende tinicamente de z. Pudiendo resolver esta ultima mediante una integracion

simple

10P 1[5 OP

por Loy
PP
p- L

Sustituyendo la solucién anterior en la ecuacién 7.15

8211,0 82111 _ Pl — PO

oy2 922 p-L

Aplicando un pequeno cambio de variable, donde (P; — Py)/(pn- L) = «

2 2
0%v,  O0%vg

oy? + 022

- _a (7.16)

[N}
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La ecuacién anterior es una EDP no homogénea, la cual para facilitar su solucién se debe convertir en
una EDP homogénea, para ello se debe cumplir lo siguiente v, = u(y, z) + €(z), entonces
%u  0%u

" o__
@‘F@'ﬁ‘&' = -«

Resolviendo la expresién anterior
az

£ = CQ + ClZ — 7
Para encontrar las constante C y Cs, se debe recordar que se esta ocupando condiciones de simetria,
por ello si se desplaza a lo largo del eje z hasta llegar a T la velocidad sera cero, igual al desplazarse a
lo largo del eje —z hasta llegar a —T la velocidad serd de igual manera cero, por ello u(y,—T) = 0y
u(y,T) = 0. Resolviendo

e(z) = % (T2 - 22) (7.17)
Quedado la ecuacién (7.16) como
*u  *u
— — .].
oy t 92 0 (7.18)

va(=W,2) =0 5 w(W,2) = f(z) —e(2) ; t>0

Ux(ya _T) =0 ; u(va) =0 5 t>0
Donde la ecuacién (7.18) es la ecuacién de Laplace. Para resolver se ocupa el método de separacién de

variables, donde u(y, z) = Y (y)Z(z)

Y'Z+YZ" =0
Y/I Z/I

)\2
Y Z
Generando dos ecuaciones
Y - XY =0 (7.19)
7'+ X Z =0 (7.20)

Resolviendo primero para la ecuacion (7.20), ya que tiene condiciones de frontera donde no interviene la
funcién e(z), para ello se debe recordar que existen tres casos, cuando A\? < 0, A2 = 0y A2 > 0. Se debe
llegar a una solucién no trivial, remitiéndose al libro del Zill [23] capitulo 12.5 que menciona ecuaciones de

Laplace menciona que A% > 0, para las condiciones de frontera donde Z(—T) =0y Z(T) = 0, obteniendo
Z(z) = Cs cos (Az)

Donde A = nz/2T, por ende

Z(z) = Cs cos (;—;z) (7.21)

Para resolver la ecuacién (7.19)
Y = C5 cosh (Ay) 4+ Cg sinh (Ay)

Para hallar la solucién no trivial se sigue el mismo procedimiento que la ecuacién (7.20), donde esta sujeta

a una tnica condicién de frontera Y (W) = 0, cuando A% > 0. Dando la solucién no trivial [23]

Y (y) = Cs5 cosh (\y)

[N}
w
()
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nw
Y(y) = h(5) 7.22
(y) = Cs cosh 57y (7.22)
Aplicando el principio de superposicién donde
= nw nmw
u(y, z) = ; A,, cosh <ﬁy) cos (ﬁz) (7.23)

Donde A,, = C3 - C5. Para obtener el valor de A,, debe evaluarse integrando en el intervalo [T, T], ya
que es el criterio de simetria y debido a que solo es valida para funciones trigonométricas, por eso no se
puede ocupar el intervalo [—W, W], ya que la funcién que le corresponde es una hiperbélica. La funcién

f(2) = 0 ya que es una condicién de frontera. Entonces
cosh (@W)An _ 1 /T [f(2) — e(z)] cos (Ez)dz
2T T/) . 2T
1 r nmw
n = -7 - pp— d
T cosh (ZEW) /_T [£(2) = &(2)] cos (QTZ) z

T
- T cosh E;;W) /—T {_% (T2 - ZQ)} o (%z)dz

A

Antes de proceder a resolver la integral, hay que observa si n es par o impar. Aplicando el criterio de
paridad

(~2) #a

Indicando que la variable n es impar y se puede aplicar una definicién el cual dice que para un nimero
impar se puede escribir como
n=2k+1 (7.24)

Sustituyendo la expresién (7.24) en la integral y resolviendo

1 T o, 2k+1)m
A, = —/ —— (T% = 2%)| cos [2} dz
T cosh (%W) T { 2 } 2T
2
__ - SR Ty [T (2 Dsin (k) + 2 cos(rh)
73 (2k 4+ 1) cosh [QTWW}

Se simplificar4 la expresién anterior, donde sin (k) = 0 y para cos (k) = (—1)*

A, = — 16T« ] [2(-1)%] (7.25)

2k +1
73 (2k 4 1)° cosh [(2—;)7TW

Sustituyendo la ecuacién (7.25) en (7.23)

u(y,z):i— 16770 } [2(—1)] cosh {My} cos [Mz} (7.26)

2k +1 2T 2T
k=1 73 (2k +1)° cosh {(;T)WW
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Sumando €(z) vy v, (y, z) obtenemos una solucién del problema original

v2(y,2) = f(2) —(2) + uly, 2)
osh {(2/{: +1) 7Ty:|

— 16T« 2k +1
) Z 3 > [2(—1)F] 2k ijl) cos {( k;_T )ﬂz]
k= 2k Ok cosh [EET D Ty,
2T
2k +1)m }
0o .k cosh {y
= ,% (T2 — 22) — 8T20‘Z 38( 1) . - 2'1; cos {(Qk;Tl)ﬂZ]
=T 2k+1)7 g [(WTW]
2T
cosh [(2k +1) Wy]
R S G O A 2% + 1
=571 (7) +1 38( ! 2%k 211 COS[( kQJFT)ﬂZ}
o 2k 1) g [ DT
2T
Sustituyendo a 5 (2k + 1) = ay,
(P, — Py) T? 2N 2 00 (—1) cosh (akT. y) ap -
==y |V (7)) 4 2
va (y:2) 2+ L (T) + a; ap - W COS( T ) (7.27)
k=1 cosh —7

La ecuacién obtenida permite demostrar como se comporta la velocidad contenida entre ambas placas
donde las dimensiones del tubo rectangular pueden ser de igual longitud o variable. Para obtener el
caudal hay que acordarse de la ecuacién (5.99), donde v, serd la velocidad obtenida en funcién de (y, z)

y Ay serd el rea por la que fluye el fluido, dada por (5.100).

T W
V= / / v dydz
-T7J-w

1)k cosh (ak : y)

- T (P, — Py)T? Z\2 > (— T a - 2
Vﬁi/,T 2u - L 17(?) +4Z a3 ag - W COS( T ) dz
k=1 k cosh< T )

Primero integrando respecto a z

(Pl _ PO) T2 T T 2\ 2 & (_1)k cosh (7Ty) T ay - 2
:_72[#L /_Tldz—/_T(T) dsc+4z e <ak-W> /_Tcos(iT )dz
k=1 cosh
L T
[ ak -y
(AP T? 4T +4§: (-1)* COSh( T ) 2T sin (ay)
= - 5
2u- L 3 =% s (ak ag
L T
(P —R)T? | 4T +8Ti (- ot (akfy) sin (ay)
- 2u- L 3 ~ a cosh <a W) k

[N}
w
=~
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Luego, se integra respecto a y

w 0 h oY
: (P, — Py)T? | 4T (—1)k cosh (=7
R A 7

W 2“ - L 3 — ay cosh (akT” )

sin (ag) | dy

ag -y
P — P T2 Wy X (_1)k w  cosh
= (A =P)T” / —dy + STZ ( 4) sin(ak)/ (T)dy

2# - L v 74 3 b1 ak W cosh (ak . W)
L T
B . ap - W
o 2T sinh
(P, — Py)T? | 8TW (-D)k | ( T
=— T
2u- L 3 +8 Z a sin (a) ai - W
k=1 ay, cosh T

ak'W

(P — Py)T? [8TW o (—1)F
16T 3 . h
L 3 +16 g sin (ay) tan T

L 1
4(P— P)WT? T XS (—1)F ai - W
— 1+6— tanh
3L + W; p sin (ax) tan T

Simplificando la expresién, para ello recordar que cos (7 - k) = (—1)* y se debe enfocar uno en el producto
trigonométrico
sin (ay,)(—1)* = sin (ay,) cos (7 - k)

Aplicando la identidad trigonométrica de suma a producto

sin (ay) cos (w - k) = % [sin (ap + 7 - k) +sin (ag, — 7 - k)]

% [sin (526 +1) +7 k) +sin (S@k+1) =7 k)|
_ % [sin (g +7rk+7rk) + sin (g +7rk—7rk)}

17, ™ .
= 3 [sm (5 +27rk) + sin (7)}

% [sin (g(k + 1)) + sin (g)}

Para todo sin (7 - N/2) = 1, donde N representa todos los nimeros naturales.

1
sin (ag) cos (7 - k) = B [1+1]
=1
Por lo tanto
. 4(P, — P)WT? T X1 ap - W
V=- 1+6— — tanh 7.28
3L oW k; o T\ T (7.28)
Para la velocidad promedio (v) parte de la ecuacién (5.66)
V
(v) = /Tf
W T
B Jow [ vydady
=T W T
Jow o dady
4P - R)WT?

T N1 ag - W
1+6W2a2tanh< T >

3u-L
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Simplificando

(P, — Py) T? T X1 ap - W
=10 46— —tanh 2
(v) 5L +6Wk§::1a2 an T (7.29)
7.2.3. Soluciéon numérica
Para graficar la funcién (7.29), se debe ocupar el comando [X,Y] = meshgrid(x,y) y para graficar

el comando surf, ya que como se menciona en [31] MATLAB define una superficie a partir de las
coordenadas z de puntos en una cuadricula del plano x — y, y usa lineas rectas para conectar puntos

adyacentes. Las funciones mesh y surf muestran superficies en tres dimensiones:
= mesh produce superficies de malla que colorean solo las lineas que conectan los puntos de definicién.
= surf muestra las lineas de conexién y las caras de la superficie en color.

Dicho de otra forma, es que el comando [X,Y] = meshgrid(x,y) permitir hacer vectores files para
posteriormente graficar con el comando surf los vectores generados en un plano 3D, es algo similar
cuando en la secundaria se graficaban funciones a partir del método de tabulacion, pero con la gran
diferencia que estard en un plano 3D. Pero ello es sencillo seguir el procedimiento, inicamente es hacer
la serie de Fourier, como se menciono con anterioridad, pero con la condicién de que ahora se pondrian

puntos, ., donde corresponda, ya que se esta haciendo sumas y producto de vectores filas.

clc
clear all
b = 0.2;%Ancho [variable]

c = 0.2;%Espesor [variable]
PO = 5;%Presidn inicial

Pl = 0;%Presidén final

mu = 1/100;% Viscosidad

L = 8;%Longitud
alpha = (P1-P0)/ (2+mu=L);%Correlacidn

Y = -b:0.01:b;

Z = —c:0.01l:c;

[y, z]=meshgrid(Y, Z);
s = 0;

i = 10;

A0 = 1-(z/c)."2;

for k=1:1

ak = (2+k-1)+*pi/2;

Al = ak.*y/c;

A2 = akxb/c;

A3 = ((-1)."k)./(ak.”"3);
A4 = cosh(Al);

A5 = cosh (A2);

A6 = cos(akxz/c);

[N}
%)
o~
(@)



Capitulo 7. Aplicacion de las ecuaciones de Navier-Stokes

B = A3.x(A4./A5) .xA6;
= s+B;
end
vx =—-alpha.*c”2.x (A0+4xs);
surf (y,z,vx)
xlabel (Distancia [m], y’);ylabel ('Distancia [m], z')

zlabel (' Velocidad [m/s], v_x')

Para el programa generado los valores del espesor z y la anchura y se irdn cambiando ya que al graficar
dan una curiosidad. Primero analizando la figura 7.2.5, donde tanto el largo como ancho son de la misma
dimension, se aprecia que tiene forma tipica de bala, la cual se muestra claramente los esfuerzos cortantes,
la cual para tubos cuadrados su niimero de Re = 1540 para flujo laminar [107]. Pero que pasa si se empieza
a estirar el cuadrado a tal forma de que vaya agarrando forma de rectangulo, tal como el problema original,
esto se muestra en las figuras 7.2.6 y 7.2.7. En la primera se aprecia que el grosor z (figura 7.2.6(b)) ve
perfectamente el perfil parabdlico pero al variar el ancho y y hacerlo mas grande, ese perfil se extiende
bastante (figura 7.2.6(a)) haciendo que no se aprecie bastante bien. Pero ahora si se extiende mas la
anchura, manteniendo igual el grosor, se ve que el grosor no cambia (figura 7.2.7(b)) pero al verlo del
lado de la anchura (figura 7.2.7(a)) el perfil parabdlico no se llega a apreciar lo suficiente mente bien, casi
perdiéndose y para Re = 1191 en placas rectangulares en flujo laminar [108]. Llegando a la conclusién
de que entre mas juntas estén las placas més se apreciara y existird el esfuerzo cortante, pero entre méas
alejado estén las placas, los esfuerzos seran muy pequeno de notar, por ello cuando la separacién es muy
grande entre paredes se puede despreciar el esfuerzo cortante en dicha distancia. Es algo similar a cuando
se va a un laboratorio y se pipetea un reactivo, se obtiene el famoso menisco de aforo, donde entre mas
delgado sea el tubo mas se apreciara dicho menisco, pero en cambio, si se quiere apreciar el menisco en

un vaso de precipitado de 1L serd sumamente dificil verlo, tal como se ve en la figura 7.2.8.

0.8

x s

> 0.6 ":’:‘\\\\\\\a
o) 70K ::’::‘::\‘{\‘Q\‘t\\\,
£ C 5SS T T TN
£ 04 7 % X &\‘\‘:‘&‘k\
T v 4T ST
e SORIR

5 o
o 02
>

0 .l

0

-0.1
Distancia [m], z 02 0.2 Distancia [m], y

Figura 7.2.5: Fuente de cascada donde tiene dimensiones cuadradas.
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Figura 7.2.6: Grafico cuando el tiempo es igual a 1 s.

%

0.8

0.6

04

Velocidad [m/s], v

0.2

(a) Gréfico del comportamiento del fluido en el plano (b) Gréafico del comportamiento del fluido en el plano ve-
locidad vs distancia.

velocidad vs tiempo.

-05 0
Distancia [m], y

0.5

X

Velocidad [m/s], v

0.05 0 -0.f
Distancia [m], z

Figura 7.2.7: Grafico cuando el tiempo es igual a 1 s.

05

I
-0.1

T
-0.15

|
-0

Distancia [m], y

2

38



Capitulo 7. Aplicacion de las ecuaciones de Navier-Stokes

r
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(a) Vaso de precipitado. (b) Probeta graduada.

Figura 7.2.8: Menisco de aforo en dos recipientes de diferente tamano.

7.3. Tuberia con variaciéon en el tiempo

Ejemplo No. 3| Partiremos de una tuberia vertical de una red de un sistema de oleoductos que
transportan un hidrocarburo, tal como se ve en la figura 7.3.1.

Figura 7.3.1: Red de oleoductos [91].

En la tuberia fluye un hidrocarburo sumamente viscoso que se puede considerar como un fluido Newto-
niano. La tuberia tiene dimensiones de largo L, radio R, con una presién inicial Py y una presion final
Py, tal como se ve representada esqueméticamente en la figura 7.3.2. Se pretende ver como es el compor-
tamiento de la velocidad del fluido dentro de la tuberia desde el arranque, considerando que la viscosidad

del fluido no depende de la temperatura y estd ademads, opera de manera isotérmica.

7.3.1. Demostracion de la ecuacion

Se ocupara las ecuacién del apéndice B, para ser mas especifico la de la seccién B.4. Ahora queda terminar
que ecuacién ocupar. Primero se debe especificar que coordenadas se estdn ocupando, en este caso son
cilindricas, tienen inicamente tres ecuaciones (B.43), (B.44), (B.45). Viendo la direccién con la que fluye
el fluido, la velocidad tiene direccién z, por lo cual vy y v, seréan igual a cero, quedando Unicamente la
ecuacion B.45.
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z=0 z=1
P=PF, P=P

Figura 7.3.2: Tuberia en la cual fluye un fluido newtoniano en estado no estacionario.

<8vz+vravz+vg 8v9+v 3112) Bj {1 0 <r802>+182u2+82v2} +pg
ot or r 00 0z 0z rdr \' Or r2 002 022 z
Una vez escogida la ecuacién a ocupar, se ocupa la misma condicién propuesta que, v, = vg = 0. Asi
como que la g, = 0 y que v, no depende de 6 haciendo que se elimine y por lo tanto se puede simplificar

la expresién anterior

20 20, QOO o] P L [L2 (120 ) s Lo 2] st

sz+ Ov, __8j+ 10 (9 +82vz
P\or "%z ) T "oz M rar Uar) T a2

Ocuparemos ahora la ecuacién de continuidad en coordenadas cilindricas (B.29)

9p 10 19 P -
En + " or (pro,) + 90 (pve) + 7 (pv2) =0

Dicha ecuacién se simplifica, como se hizo anteriormente, cuando v,, = vg = 0, ademés de que la densidad
(p) se considera constante, al ser un fluido incompresible

0 10 10 0
50— [pr(O)] + 22 [p(0)] + 5 (pv) =0

0
~ v, =0
Po."
0
~ v, =0
82"
Obteniendo la segunda derivada de la expresion generada
82
92t =0

Con esta dos expresiones de continuidad generadas, se simplifica la ecuacién de movimiento

0 [aa“z +vz(0>} =2 {18‘1 (r;vz> " <0>]

ov, oP 1 0 < >

- ar
v, 10P ul@( )

p@tiiaz r@r

ot pdz pror

wop 10 (0
p 0z Yror \"or*
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Por lo tanto, la ecuacién queda definida como

ov 10P <62v 1 81})
— 4

- o o

i (7.30)

Donde v, = v, esto con la finalidad de no introducir nuevos subindices a la hora de resolver dicha ecuacién.

7.3.2. Resolucion de la ecuaciéon

La ecuacién anterior es bastante tediosa y compleja de resolver por métodos analiticos, debido a que se
empieza a introducir los parametros de Bessel, pero gracias al avance de la tecnologia se puede resolver
dicha ecuacién ocupando el método de diferencias finitas [96] [97] [98], aplicando el método de lineas

[98], donde se tiene como condiciones

P=Pr z=0 t>0 C.F.1
P=P z=1L t>0 C.F.2
r=20 v, =0 t>0 C.F.3
r=R v, =0 t>0 C.F4

t=0 v.(t) =0 0<r<R C.F.5

Cuando r = 0, se aplica el teorema de ’'Hopital [98]

o (1) _
r=0\rdr) dr?

Aplicando dicho teorema en la expresién (7.30)

o 1op (0
ot poz or2  dr?
o 10p (0%
ot poz or?
Lo que se procede hacer el segundo término de la igualdad, 9?v,/dr? | se deberd discretizar [35] [99] [100]
ov; 10P Vig1 — 205 + vi—1
2 __Z2 49 7.31
ot p Oz e (Ar)2 (7.31)

Aplicando la condicién de frontera C.F.3

Vi+1 — Vi—1
2Ar

Vig1 —vi—1 =0
Vil = Vi—1

Reemplazando en la expresion (7.31)

dui __10P 4oy | BT 2v¢2+vi+1
ot p 0z I (Ar)
31)1- 10P -2Ui+1 — 2’Ui
— - yg, |2l
ot p 0z e I (Ar)?
8111- 10P -’Ui+1 — V;
— T gy |
ot p 0z v I (Ar)? 1
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Considerando que r = 0 es el punto de partida o la primer ecuacién que parte del origen, se puede

establecer que ¢ = 0, por lo tanto

81}0 10P Vo+1 — Vo
o poz v [

O también como

81}0 10P v1 — Vo
Ow _ _1oP 7.32
ot p Oz * (Ar)? (7.32)
Desarrollando la ecuacién (7.31) cuando ¢ > 1
Ov; _ _1lop Vip1 — 205 ;r Vi1 1 v —w (7.33)
ot p 0z (Ar) nAr  (Ar)

Puesto que r = nAr

8'Ui 10P v Vi1 — U4
—_— = ——— —_— i -2 i i— _— .34
ot p82+(Ar)2 [UH Vit it n ] (7:34)

Expandiendo la ecuacién (7.32)

Oy 10P v [ vy — V1 |

ot p 0z + (Ar)? _02 vt ot |’ "
Ova 10P v | V3 — Vg |

a2 290 LV |2 —9
ot p Oz + (Ar)2 _U?’ vr b |’ "
Ovs 10P v | vy — U3 |

P _ 29T V2 LA}
It p8z+(Ar)2 -U4 v3 + v2 + " , N
Ovg 10P v | V19 — Vg
EALIE. S UL R P B =y
ot p 0z + (Ar)? _1)10 Vot Vst n "

Las ecuaciones anteriores junto con la ecuacién (7.32) se resuelve simultdneamente usando la condicién
C.F4

7.3.3. Soluciéon numérica

Para el problema se plante que el oleoducto recorre una distancia totalmente vertical de una estacién de
bombeo de un pozo hasta una central de abastecimiento para camiones, la cual tiene una distancia de 12
km. El crudo que se esta extrayendo se considera Olmeca el cual tiene una densidad de 850 kg/m? y una
densidad de 60 ssu a los 100°F. La tuberia que transporta dicho crudo tiene dimensiones de 10 ¢m de
diametro interno y la bomba que genera la presion necesaria para transportar el crudo tiene un diferencial
de presion de -10 atm. Se pide encontrar la velocidad maxima dentro del crudo dentro de la tuberia en
los tiempos de 5, 10, 20, 50, 100, 150, 200, 300 y 500 s, una vez que se empieza a bombear. Graficar el
perfil de velocidad a los 5, 20 y 50 s y compararlos. Para resolver el problema se escriben primero los

datos proporcionados por el problema:
» Densidad: p = 850 kg/m?
= Diferencial de presion: dP = —10 atm

» Distancia: L = 12 km
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» Viscosidad cinematica: v = 60 ssu
» Didmetro: D = 10 ecm

Lo primero a determinar es el tamano de paso, el cual se relativamente sencillo. Debiendo ocupar el radio
r = D/2 o lo que es igual a r = 0.1/2 = 0.05 m.El sistema de ecuaciones tiene 10 incégnitas, el tamafio

de paso debera dividirse entre el nimero de incognitas

r

T 10
0.05

10
= 0.005

Ar

Siento el tamafio de paso de Ar = 0.005 m.

1. Para programar en MATLAB se inicia poniend las condiciones iniciales, donde la velocidad en
cualquier punto del ¢ < 0 serd 0, por ser el reposo. Al tener 10 incégnitas que van de vy a vg, v1g
no se contempla por ser una condicién de frontera, todas en el tiempo 0 seran igual a 0 y al final de
colocar todas se pondran en un vector fila.

clc

clear
%Condiciones iniciales
v00 =
v0l =
v02 =
v03 =
v04 =
v05 =
v06 =
v07 =
v08 =
v09 =

(@]
Ne  Ne Ne o Ne N

~.

~.

~.

O O O O O O o o o o
~e

O~

v0l v02 v03 v04 v05 vO6 v07 v08 v09];

2. Abajo de v, se pondré el rango de tiempo el cual ira de 0 hasta 500, siendo este variable

)

% Rango del tiempo

tspan = [0 500];%El ultimo valor cambiara

3. Para resolver las miltiples ecuaciones que se obtienen se ocupara el comando ode45, dicho coman-
do resuelve ecuaciones diferenciales no rigidas; por el método de orden intermedio. El comando en
el programa serd [t, vt] = oded5(@fn, tspan, v), donde la variable @fn indica que esta
llamando a un comando function, siendo donde se generan las ecuaciones; tspan siendo el in-
tervalo de tiempo; v son las condiciones iniciales, siento estos tres los valores de entrada; t y vt
son las variables de salida, donde la primera le corresponde al intervalo de tiempo y la segunda es
la solucién de las multiples ecuaciones de velocidad. Dicho programa empezara cuando la velocidad
vale 0, es decir, es la condicién inicial y el mismo programa hara el bucle para encontrar las multiples

ecuaciones.

N
e
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% Solucidén par EDO
[t, vt] = oded45(@fn, tspan, v);

4. Para programar las 10 ecuaciones que se plantearon, se debe introducir el comando function,

pero todo lo que se programe dentro de dicho comando ira al final del programa, con la finalidad de
evitar guardarlo en una nueva carpeta y llamarlo cada rato que se quiera correr el programa, se hace
para programar todo en un scrip, para ello se llamara function dvdt = fn( ,vt), donde el
programa se llama fn. Se programara abajo del comando function los datos proporcionados por
el problema, la extraccién de datos de las condiciones de frontera y luego las 10 ecuaciones, donde

estas ultimas se colocaran en un vector fila.

% Funcidén para EDO
function dvdt = fn(~,vt)

% Datos

p = 850;%Densidad [kg/m"3]

dP = -101325%10; $Presidén [Ps]

L = 20%1000;%Longitud [m]

nu = 60;

nu = 0.0022%nu/1000; %Viscosidad cinemdtica [kg/m-s]
dr = 10/2/100/10; $Tamafio de paso

v1l0 = 0;

% Extraccidén de datos

v0 = vt (1);
vl = vt (2);
v2 = vt (3);
v3 = vt (4);
vd = vt (5);
vh = vt (6);
ve = vt (7);
vl = vt (8);
v8 = vt (9);
v9 = vt (10);

[

% Ecuaciones

a = -1/ (p)* (dP/L)+ (4*nu/dr"2) * (v1-vO0) ;

b = -1/ (p)*(dP/L)+ (nu/dr"2) * (v2-2+v1+v0+ (v2-vl) /1) ;
c = -1/(p) * (dP/L)+ (nu/dr"2) * (v3-2*v2+vl+ (v3-v2)/2);
d = -1/(p)*(dP/L)+ (nu/dr"2) * (v4-2xv3+v2+ (vd-v3) /3);
e = -1/ (p)* (dP/L)+ (nu/dr"2) x (v5-2xv4+v3+ (v5-v4) /4);
f = -1/(p)*(dP/L)+ (nu/dr"2) * (v6—-2*v5+vi+ (v6-v5) /5);
g = -1/ (p) * (dP/L)+ (nu/dr"*2) x (VI-2*v6+v5+ (v7-v6) /6);
h = -1/ (p) *(dP/L)+ (nu/dr"2) x (v8-2*v7+vo+ (v8-v7)/7);
i = -1/(p)*(dP/L)+ (nu/dr"2) * (v9-2%v8+v7+ (v9-v8)/8)

3 = -1/(p)* (dP/L) + (nu/dr"2) * (v10-2xv9+v8+ (v10-v9) /
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[

°

dv

en

Conujtno de EDO
dt = [abcde fghi jl’';
d

5. Se extraerd los resultados obtenidos de la variable vt, para poder graficas y obtener la velocidad

maxima en el tiempo deseado

% Extraccién de pardmetros
v0 = vt (:,1);
vl = vt (:,2);
v2 = vt(:,3);
v3 = vt (:,4);
vd = vt (:,5);
v = vt (:,06);
ve = vt (:,7);
v7 = vt(:,8);
v8 = vt(:,9);
v9 = vt (:,10);

6. La velocidad maxima serd en la ultima solucién de la variable v0, debido a que si se toma la

primera solucién, serd en la condicién de frontera donde esta la tuberia, mientras que la ultima serd

la condicién de frontera liquido-liquido, a veces conocida como condicién de simetria.

\o

°

a
V.

o
°

nu
nu
D1
Re

if

Obtencidén de la velocidad méxima
= numel (vO0) ;
max = v0(a);
Obtencidén de numero de Re
1 = 60;

1 0.0022xnul/1000;
10/100;

= (v_maxxD1l) /nul;

Re<2100

disp([’'Es flujo laminar, la velocidad médxima es...’,num2str (v_max)

else
disp(’No es flujo laminar’)

end

7. La programacién para graficar es mediante el comando plot

[

% Grafica de r vs velocidad
figure
plot(t,v0,t,vl,t,v2,t,v3,t,v4,t,v5,t,v6,t,v7,t,v8,t,v9),grid

xlabel ('Distancia de la pared al radio’);
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ylabel (' Velocidad, [m/s]’);

El programa todo junto sera

clc
clear

%$Condiciones iniciales

v00
v0l
v02
v03
v04
v05
v06
v07
v08
v09

o

Q

(t,

o

v0
vl
v2
v3
v4
v5
v6
v7
v8
v9

o

nul
nul
D1

a =

tspan

v

n

v_max

o
Ne  Ne Ne N N

~.

~.

~.

O O O O O O O o o o
~e

o~

v0l v02 v03 v04 v05 v06 v07 v08 v09];

% Rango del tiempo

= [0 500];%El ultimo valor cambiara

% Solucidén par EDO

t] = ode4d45(Q@fn, tspan, vVv);

% Extraccién de pardmetros

vt (:,1

~
~e N~

~
~.

~
~.

~
~.

~
~.

~
~.

~

<
o+
~
P O 0 J o U s W N
O — — — — — — — — —
~

~ N
~.

~

% Obtencidén de la velocidad méxima

umel (vO) ;

= v0(a);

> Obtencidén de numero de Re

60;
0.0022xnul/1000;
10/100;
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Re = (v_max=*D1)/nul;
if Re<2100
disp([’Es flujo laminar, la velocidad maxima es...’,num2str (v_max)])
else
disp(’No es flujo laminar’)
end

Q

% Grafica de r vs velocidad

figure
plot(t,vO0,t,vl,t,v2,t,v3,t,v4,t,v5,t,v6,t,v7,t,v8,t,v9),grid
xlabel ('Distancia de la pared al radio’);

ylabel (' Velocidad, [m/s]’);

% Funcidén para EDO

function dvdt = fn(~,vt)

% Datos

p = 850;%Densidad [kg/m"3]

dP = -101325%10; $Presidén [Ps]

L = 20x1000; %Longitud [m]

nu = 60;

nu = 0.0022+nu/1000; %$Viscosidad cinemé&tica [kg/m-s]
dr = 10/2/100/10; $Tamafio de paso
v10 = 0;

o

% Extraccién de datos

v0 = vt (1);

vl = vt (2);

v2 = vt (3);

v3 = vt (4);

vd = vt (5);

v = vt (6);

ve = vt (7);

v7 = vt (8);

v8 = vt (9);

v9 = vt (10);

% Ecuaciones

a = -1/(p)*(dP/L)+ (4*nu/dr"2) x (v1-v0);

b = -1/ (p)* (dP/L) + (nu/dr"2) * (v2-2*v1+v0+ (v2-v1) /1) ;
c = -1/ (p)* (dP/L) + (nu/dr"2) * (v3-2*v2+vl+ (v3-v2)/2);
d = -1/ (p) * (dP/L)+ (nu/dr"2) x (V4-2xv3+v2+ (v4d-v3) /3);
e = -1/ (p) * (dP/L)+ (nu/dr"2) « (v5-2*v4+v3+ (v5-v4) /4);
f = -1/(p)*(dP/L)+ (nu/dr"2) * (v6-2*v5+vid+ (v6—-v5)/5);

b

-J
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g = -1/ (p)*(dP/L) +(nu/dr"2) x (v1-2xv6+v5+(v7-v6) /6);
h = -1/ (p) * (dP/L) + (nu/dr"2) * (v8-2%v7+v6+ (v8-v7)/7);
i = -1/(p)*(dP/L)+ (nu/dr"2) x (v9-2xv8+vT7+ (v9-v8) /8) ;
§ = -1/ (p)* (dP/L) + (nu/dr~2) * (v10-2%v9+v8+ (v10-v9) /9) ;

% Conujtno de EDO
dvdt = [a bcde £fghiJjl’;

end

En la tabla siguiente se muestra la velocidad maxima con respecto al tiempo. Al ir aumentando el tiempo

la velocidad ira aumentado hasta llegar a un punto en aunque el tiempo sea sumamente enorme donde la

velocidad méaxima se mantendra constante, conocido a este punto como estado estacionario.

Tabla 7.3.1: Resultados de la velocidad maxima a cierto tiempo y con su margen de error.

Tiempo | Velocidad maxima Error

[s] [m/s] [ 7]

5 0.20504 18.2879688
10 0.25093 4.1739861
20 0.26186 0.15632745
50 0.26227 0.03049362
100 0.26235 0.02668903
150 0.26228 0.04954079
200 0.26241 0.04956535
300 0.26228 0
500 0.26228 -
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025 T T T T 03

02

e
@
T

S
Velocidad, [m/s]

Velocidad, [m/s]

10 15 20

Distancia de la pared al radio Distancia de la pared al radio
(a) Desarrollo de perfil de velocidad a los 5 s. (b) Desarrollo de perfil de velocidad a los 20 s.

0.3 T

Velocidad, [m/s]

0 10 20 30 40 50
Distancia de la pared al radio

(c¢) Desarrollo de perfil de velocidad a los 50 s.

Figura 7.3.3: Entre mayor sea el tiempo, el perfil de velocidad empezara a desarrollar, llegando incluso a

tiempos muy grandes a sobreponerse las graficas, significando que se encuentra en un estado estacionario.

7.4. Teoria de la capa limite

Ejemplo No. 4| Antes de 1860, aproximadamente, el interés de la ingenieria por la mecénica de

fluidos se limitaba casi exclusivamente al flujo del agua. El desarrollo de la industria quimica durante la

ultima parte del siglo XIX dirigi6 la atencién a otros liquidos aparte del agua y a los gases.

La complejidad de los flujos viscosos, y en particular de los flujos turbulentos, restringié en gran medida
los avances en la dindmica de fluidos hasta que el ingeniero aleman Ludwig Prandtl observé en 1904 que
muchos flujos pueden separarse en dos regiones principales. La region préxima a la superficie esta formada
por una delgada capa limite donde se concentran los efectos viscosos y en la que puede simplificarse
mucho el modelo matematico. Fuera de esta capa limite, se pueden despreciar los efectos de la viscosidad,
y pueden emplearse las ecuaciones matematicas mas sencillas para flujos no viscosos.

En realidad, la capa limite es un invento humano, una forma de facilitar las cosas para que sus limitadas
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Figura 7.4.1: Sistema de coordenadas para el flujo bidimensional en el cual fluye uniformemente un flujo

paralelo a lo largo de una placa plana que esta alineada con el eje «

capacidades matematicas no se vean sobrepasadas por las complicadas ecuaciones que gobiernan el mo-
vimiento de un fluido. Estas ecuaciones se conocen como ecuaciones de Navier-Stokes, y son tan dificiles

de resolver que los humanos sélo saben hacerlo en determinados casos muy simplificados.

La teoria de capa limite fue introducida por Prandlt, esta teoria establece que, para un fluido en movi-
miento, todas las perdidas por friccién tiene lugar en una delgada capa adyacente al contorno del solido
(lamada capa limite) y que el flujo exterior a dicha capa puede considerarse como carente de viscosidad.
En términos generales se puede decir que, puesto que la viscosidad es bastante pequena en casi todos los
fluidos, los esfuerzos cortantes deben ser apreciables tinicamente en las regiones en donde existan gran-
des gradientes de velocidad; el flujo en otras regiones se podria describir con gran exactitud por medio
de las ecuaciones para flujo no viscoso. Las caracteristicas méas sobresalientes de la capa limite pueden
describirse a través del caso del flujo sobre una superficie plana y fija, sobre la que se hace incidir una
corriente uniforme de velocidad, tal como se aprecia en la figura 7.4.1. La capa limite se entiende como
aquella en la que la velocidad del fluido respecto al s6lido en movimiento varia desde cero hasta el 99 %
de la velocidad de la corriente. Prandtl establecié las ecuaciones para el flujo en la capa limite laminar,
a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes, con las siguientes hipotesis: el espesor de la capa limite es
pequeno en comparacion con otras dimensiones geométricas, el flujo es estacionario y bidimensional, y la

presién es constante a través de cualquier secciéon transversal.

7.4.1. Demostracion de la ecuacion

La capa limite es un termino acufiado por Prandtl [1] [81] [95] al intentar separar el flujo en dos regiones.
Una externa donde los efectos viscosos son despreciables y son validos la hipotesis de flujo potencial con
velocidad de aproximacién v, y una interna cercana a la pared sélida donde los efectos de la viscosidad se
vuelven predominantes debido a la condicién de ni deslizamiento y existe una perfil de velocidad v, lo que
ocasiona una gradiente predominante de velocidad en la direcciéon perpendicular a dicha pared. Prandtl
fue el primero en darse cuenta que los efectos de entrada del flujo hacia arriba se ven minimizados para

numeros de Reynolds altos y la region donde los efectos viscosos son importantes se convierte en una capa
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delgada a la que denominé capa limite. Su demostracién se puede ver en el siguiente enlace [122], ya
que es sumamente larga de demostrar y no se ha llegado a una soluciéon analitica. Pero si se ha llegado a
una solucién numérica por el método de Runge-Kutta. Si se ve el video completo se llega a la ecuacion de
Blasius

n=0, f=0 f(0)=0

oo f—1 (7.35)

1 ]‘ " __
a5t 0{

El programa sera casi idéntico al caso anterior de tuberia en estado estacionario, ejemplo 3 se esta seccion,

solo cambiando ciertas variables.

clc
clear

Q

% Condiciones de frontera [variables]

condl = 0;

cond2 = 0;

cond3 = 0.3321;

conds = [condl cond2 cond3];

Q

% Distancia

x = [0 107;

% Solucidén par EDO

[X, FX] = oded45(@fn, x, conds);
% Extraccidén de parametros

Fl = FX(:,1);

F2 FX(:,2);

F3 = FX(:,3);

[

% Grafica de r vs t

figure

plot (X,F1,X,F2,X,F3),grid

xlabel (Distancia’),ylabel (" £7)
% Funcidén para EDO

function odes = fn (~,FX)

% Extraccidén de datos

fl = FX(1);

f2 FX(2);

£3 FX(3);

o

% Funciones

odel = f2;
ode2 = £f3;
ode3 = -0.5+«f1x£3;
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% Conjunto de EDO
odes = [odel ode2 ode3]’;
end
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Distribucién de velocidad en flujo

turbulento

El flujo laminar se caracteriza por trayectorias suaves y regulares de particulas del fluido, en contraste
con el flujo turbulento , que se caracteriza por el movimiento irregular de las particulas (se puede decir
cadtico) del fluido. En el flujo turbulento, la velocidad del fluido en un punto esté experimentando cambios
continuos tanto en magnitud como en direcciéon. El conocimiento detallado del comportamiento del régimen
de flujo turbulento es importante en ingenieria, porque la mayoria de los flujos industriales son turbulentos.
Desafortunadamente, el caracter altamente intermitente e irregular de la turbulencia complica todos los
analisis. De hecho, a menudo se dice que la turbulencia es el ltimo problema no resuelto en la fisica

matemdtica clasica.

La herramienta principal disponible para su analisis es el andlisis CFD, (por sus siglas en ingles Compu-
tational Fluid Dynamics). CFD es una rama de la mecdnica de fluidos que utiliza anélisis numéricos y
algoritmos para resolver y analizar problemas que involucran flujos de fluidos turbulentos. Es amplia-
mente aceptado que las ecuaciones de Navier-Stokes (o las ecuaciones simplificadas de Navier-Stokes
promediadas por Reynolds) son capaces de exhibir soluciones turbulentas, y estas ecuaciones son la base

de esencialmente todos los codigos CFD.
No hay definicién exacta sobre la turbulencia, pero existen caracteristica que lo definen [109]:

= Aleatorio. La velocidad en un punto es impredecible, es decir, en cada punto que se mire en el flujo
la velocidad va a estar variando en el tiempo aumentando y disminuyendo, causando que no se pueda
predecir por mas que se conozca el valor actual no se sabe como va a evolucionar la velocidad en
un pequenos instante en el tiempo después. Haciendo que el sistema sea cadtico, en otras palabras,
un sistema es cadtico cuando por mas se conozcan las condiciones iniciales, la evolucién del sistema
es tan sensible a pequenas perturbaciones en las condiciones iniciales que resulta imposible predecir
como va a evolucionar en el futuro. Las predicciones que se pueden hacer en el flujo turbulento
son estadisticas, por poner un ejemplo, se puede conocer el caudal en una distancia en un tiempo
y distancia dado con una pequena incertidumbre, mas sin embargo no se puede saber cual sera la

velocidad en un instante dado, debido a lo antes mencioano.

= Difusividad. El flujo turbulento tiene una gran capacidad de mezclado, sea de masa, cantidad de
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T~ TRANSITION

TURBULENCE

LAMINAR FLOW

Figura 8.0.1: Diferencia entre el flujo laminar y flujo turbulento [94].

movimiento, temperatura, entre otras. La turbulencia tiende a reducir los gradientes de concentracién

de todas estas variables, para mezclarlos de la forma méas homogénea posible.

= Rotacionalidad y Tridimensionalidad. En el flujo turbulento se forma vértices que interactiian
entre si, deformandose e intercambiando energia, debido a las fluctuaciones hacia todas las direc-
ciones. Los vortices toman distintas orientaciones y la velocidad tiene componentes y variaciones en

todas las direcciones espaciales.

= Multiplicidad de escalas. Los vortices y ondulaciones generadas aleatoriamente de lineas de co-
rrientes se producen en tamanos muy diferentes dentro del mismo flujo. Se superponen movimientos
de escalas grandes, medianas y pequenas, en varios ordenes de magnitud. Pero si bien se tienen
muchos tamanos, incluso los mas pequenos son suficientemente grandes para poder aplicar la hi-
poétesis de continuo, es decir, los remolinos mas pequenos que aparecen en un flujo turbulento
van a ser mucho mayores que las escalas moleculares, pudiendo ocupar la hipdtesis de continuo y
los flujos turbulentos responden a las ecuaciones de Navier-Stokes, para flujos tridimensionales no
estacionarios.

= Altos nimeros de Reynolds. Para cada tipo de flujo hay un Re distinto, por debajo del cual la

turbulencia se disipa por efectos de la viscosidad y el flujo se torna laminar.

= Disipacién. Debido a las tensiones de corte existentes entre los remolinos, la energia cinética de
estos tiende a disminuir, convirtiéndose en calor. Si la turbulencia no tiene una fuente de energia

(friccién contra una superficie, gradientes térmicos, etc), se termina disipando.

= La turbulencia es una caracteristica del movimiento del fluido y no una propiedad del fluido, como

puede ser la viscosidad.

Se puede hacer un ajuste a las ecuaciones de Navier-Stokes en flujo laminar para adaptarlas a ecuaciones

de flujo turbulento la cual se puede profundizar en los videos siguientes [123], [124] y [125] donde se
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demuestra a detalle el como a partir de las ecuaciones (B.40), (B.41) y (B.42) se llega a

Dv, 9P 9 P 9
p th =~%; T 52 (rh —7L) + % (rh, —75) + P (th, —1L) + pgs (8.1)
Dv oP 0 ) 9
s "oy T ox (7ye = 7ye) + oy (5 = ) + 5 (7 = 7) + pgy (8.2)
pDUt :_$+%(72Lw_73;)+@(TQ_T£)+5(TZLZ—TZTZ)+% (8.3)

A las tres ecuaciones obtenidas se les conoce como ecuacién RANS para flujo turbulento. Donde
los subindices L y T representan flujo laminas y turbulento respectivamente. Antes para flujos laminares
incompresibles, se tenfa un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales con cuatro incégnitas (las tres com-
ponentes de velocidad y la presién). Pero ahora se tienen cuatro ecuaciones con diez incognitas (las tres
componentes de la velocidad media, la presién y las seis componentes del tensor de Reynolds. Haciendo
que estas cuatro ecuaciones no alcancen para resolver todo el sistema, constituyendo el problema de
clausura, que actualmente, matematicamente no esta resuelto por lo menos no con una una solucién ge-
neral. Existen modelos matematicos que aproximan los tensores turbulentos pero ninguna es tan universal

para aplicar el cualquier tipo de problemas.



Capitulo 9

Transporte de interfase en sistemas

isotérmicos

Muchos de los problemas en ingeria pueden clasificarse en dos grandes categorias:

= Flujo de canales. Siendo por ejemplo el bombeo del crudo a lo largo de tuberias o el flujo de agua

en canales abiertos.

= Flujo alrededor de objetos sumergidos. Por ejemplo el movimiento de aire alrededor de las alas de
un avién, el movimiento de fluido alrededor de un pellet que experimenta sedimentacion o el flujo

de un banco de tubos de intercambiadores de calor.

El flujo en canales su objetivo principal suele ser la obtencién de una relacién entre la velocidad volumétrica
de flujo, la caida de presién y/o el cambio de elevacién. En cambio, los flujos que son alrededor de objetos
sumergidos, la informacion que se desea es por regla general de la relacién que hay entre la velocidad
del fluido que se aproxima y la fuerza de resistencia sobre el objeto. Para muchos sistemas luego no es
posible calcular tan facil los perfiles de velocidad y de presién, en especial cuando flujo es turbulento
o la geometria es irregular. Para dichos sistemas se llegan a contemplar los datos experimentales que
ayuden a determinar ciertos parametros y asi poder establecer correlaciones de variables dimensionales

que permitan estimar el comportamiento del flujo dentro del sistema estudiado.

9.1. Factor de friccion

Considerando el flujo impulsado de manera estacionaria de un fluido de densidad constante, ya sea el caso
de que el fluido circule por dentro de una tuberia o alrededor de un objeto sumergido que tiene un eje
simétrico. Existird una fuerza F;_,s ejercida por el fluido sobre la superficie sélida, es conveniente separar
dicha fuerza en dos partes: Fj, siendo la fuerza adicional asociada con el movimiento del fluido y Fj que
apunta hacia la misma direccién que la velocidad media (v) en el conducto, para el caso en tuberfas,
mientras que en el caso del objeto sumergido Fj apuntara en la misma direccién que la velocidad de
aproximaciéon v..,. Para ambos tipos de sistemas se afirma que la magnitud de la fuerza Fj, es proporcional

a un area caracteristica A y una energia cinética caracteristica K por unidad de volumen, asi

Fr=AK-f (9.1)
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Donde la constante de proporcionalidad f se denomina factor de friccién [81]. Note que la ecuacién
generada no es una ley de dindmica de fluidos, sino, solo una definicién de f. Dicha definicién es 1til, ya
que la cantidad adimensional f puede proporcionarse con una funcién relativamente sencilla del numero
de Reynolds y de la forma del sistema. Resultado que para cualquier sistema de flujo dado, f no esta
definido hasta que se especifiquen A y K.

9.2. Factor de friccion en tuberias

Determinar el factor de friccién es crucial para el calculo de flujo de fluidos ya que las pérdidas por
friccién constituyen una fraccién significativa de las caidas de presién del flujo, por lo tanto su precisién
la determinacién es de suma importancia. Para calcular el gradiente de friccién o la caida de presién por
friccién, la ecuacion de Darcy-Weisbach [81] [95] se utiliza universalmente

A L\ v?
Bo=7 (d) N (9.2)

Donde E, es la pérdida de carga debido a la friccién en m; g es la aceleracién debida a la gravedad, m/s?;
L es la longitud de tuberia, m; v es la velocidad media del fluido m/s; d es el didmetro interno de tuberfa,

m; f es el factor de friccién de Darcy.

9.2.1. Diagrama de Moody

El factor de friccién f es una funcién del numero de Reynolds y de la rugosidad relativa [110] de la
tuberia. La rugosidad relativa se define como la relacion entre la rugosidad absoluta, ¢ de la pared interior
de la tuberia y el didmetro interior de la tuberia

k=2 (9.3)

Donde k es la rugosidad relativa de la tuberia; € es la rugosidad absoluta de la tuberia en in; d el didmetro
de tuberia in. La rugosidad surge debido a que el interior de las tuberias nunca es completamente liso y
suave a nivel microscopico. Las paredes tienden a tener irregularidades en la superficie que dependen de
gran medida del material con que estan hechas, ver figura 9.2.1.

Figura 9.2.1: Rugosidades en el interior de una tuberia.

La rugosidad en las tuberias tienden a aumentar después de estar en servicios, esto debido a las incrus-

taciones y a la corrosién causada por las reacciones quimicas entre el material de la tuberia y el fluido,
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teniendo a oscilar entre 5 y 10 veces el valor de la rugosidad de fabrica. Las tuberias comerciales indican
el valor de la rugosidad absoluta en mm o en in, algunas literaturas manejan el uso de tablas para hallar
dicha rugosidad [110], aunque solo son validas para tuberias nuevas y limpias, porque en cuanto pase un
tiempo, la rugosidad va a cambiar su valor de fabrica. Existe varias férmulas que describen los factores de
friccién para diferentes condiciones de flujo. La mayoria de ellos estédn incluidos en el diagrama de Moody,
que es una presentacién grafica de los valores de f tipo Darcy-Weisbach. El uso de este grafico, que se

muestra en la figura 9.2.2, estd generalmente aceptado en la industria del petréleo.
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Figura 9.2.2: Diagrama de Moody: factor de friccién por flujo en tuberfa [95].

A partir del diagrama de Moody se puede obtener una aproximacién del factor de friccién. Pero, también
se puede obtener por medio de ecuaciones. Asumiendo que el flujo se encuentra en un régimen laminar,

f varia inicamente con respecto al niimero de Reynodls

64

= = (9.4)

f

La ecuacién de Churchill es una ecuacién empirica desarrollada que permite el cdlculo del factor de friccién

en condiciones de flujo de transicién, dicha ecuacién viene dada por

12 1/2
8 1
1=8\(%) * v o
Donde
A= {2.4571n 091 ] } (9.6)
(7/Re)" 1 (0.27k/d)
B (37];):()) 9.7)
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Para los flujos en régimen transitorio y en regiones turbulentas completamente desarrolladas, se
puede usar la ecuacién de Colebrook-White para calcular el factor de friccién. Esta ecuacién no se puede

resolver directamente, si no, debe resolverse por medios iterativos, como por ejemplo el de Newton-

1 k 2.51

El inconveniente de un esquema de iteracién se puede eliminar si se utiliza una férmula explicita para

Raphson.

calcular los factores de friccién. Gregory y Fogarasi [111] investigaron varios de estos modelos y encontraron
que la férmula desarrollada por Chen [112] da muy buenos resultados. Esta férmula reproduce con precisién
el diagrama de Moody en toda la gama de condiciones. No necesita un esquema iterativo y, por lo
tanto, puede acelerar cdlculos largos (por ejemplo, cdlculos multifdsicos de caida de presién) que implica

la determinacién de un gran nimero de factores de friccion
1 k 5.0452
— = -21 —— — ——logC 9.9
NG 8 (3.7065 Re 8 ) (9:9)
Donde

c (9.10)

kL1098 7749 O
2.8257 Re

Ejemplo 9.2.1: Factor de friccién en tuberias

Determinar el factor de friccion de Darcy de una tuberia y hacer una comparativa, entre los
diferentes métodos de obtencién, sea por el diagrama de Moody, la ecuacién (9.8) y (9.9), ademés
de determinar el error de cada una tomando como base a ecuacién (9.8). Para esto se propone que
una tuberfa de acero al carbén nueva de 67, cédula 80 (D; = 5.7610”) y una rugosidad relativa de
0.045 mm. Por la cual viaja un fluido a una velocidad de 30 m/s. Las propieades del fluido a 30
°C'y 1 atm son u = 0.018 eps, p; = 1.167 kg/m?>.

Resolucion:

1. Ocupando el nimero de Reynodls, (4.18)

~D-p-v
o
(0.1463 m)(1.167 kg/m?>) (30 m/s)
0.018-10=3 kg/(m - s)
= 2.8461 - 10°

Re

2. Ocupando la ecuacién (9.3), para la rugosidad absoluta

k==
d

~45-107°
T 0.1463m
=3.0753-107%

3. Determinar f por el método gréifico, viendo la figura9.2.2, el cual a ”ojo de buen cuvero” se
puede decir que
f=0.018 (9.11)
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4. Mediante la ecuacién (9.8), se aproximo por métodos numérico, al igual que la ecuacién (9.9),

igual se programo en la misma ventana

e

D_i = 6.625 - 2%(0.432 );
D_i = D_ix2.54/100;

mu = 0.018/1000;

o) 1.167;

v 30;

e = 4.5e-5;

Re = (D_i*p+*v) /mu;

k = e/D_1i;
$Diagrama de Moody
f0 = 0.018

$Ecuacidén 1

syms f

fl = -2%10g10(k/3.7+2.51/ (Re*xsqrt (f)))—-1/sqrt (f);
tol = 107-8;

x0 = 64/Re;

[R, I]=NewtonRaphson (fl,x0,tol);

f2 = R;

$Ecuacidén 2
C = k" (1.1098)/2.8257+(7.149/Re) "~ (0.8981) ;
A = -2%x10gl10(k/3.7065-5.0452/Rex1ogl0(C)) ;
f3 = (1/A7)"2;
f2 =

0.0171

£31 =
0.0172

J

Por lo tanto, el factor de friccién para la ecuacién (9.8) sera f = 0.0171, mientras que para

(9.9) es de f =0.0172

5. Por ultimo, queda determinar el error, el cual estard dado por
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El = abs ((£f2-£f0)/£2)x100;
E2 = abs ((£f2-£3)/£2)*100;
El =

5.1954
E2 =

0.3039

Se nota que el método gréfico es el menos inexacto, con un margen de error de 5.2 %, bajo la
vista de este autor. Mientras que las otras dos ecuacién, el margen es mas pequefio, siendo de
0.30%, el cual en caso de no tener algin programa iterativo, podria ser de bastante ayuda la

ecuacién (9.9).

9.3.

Factor de friccién de pruebas experimentales

Esta sera una corta secciéon donde se pretende informarle al lector que no todos los factores de friccién se

obtienen de forma analitica, si no, que deben tomarse a partir de datos experimentales y comprobar si el

modelo se adapta correctamente. Para eso se expondran tres articulos:

1.

El primer articulo escrito por Sire, Galeasso y Najle [113], trata de predecir mediante un modelo
analitico y posteriormente una evaluacién empirica las perdidas de carga del flujo de aire y agua en

los rellenos que se llevan en las torres de enfriamiento.

El siguiente articulo hecho por M. Bandala, R. Macedo y F. Velez [114] teniendo como objetivo medir
las caidas de presién para obtener los coeficientes de friccién de fluidos no-newtonianos. Empleando
un sistema de transporte con varios accesorios en los que se hicieron pasar los fluidos de prueba,
midiendo el flujo volumétrico y las pérdidas de presién. Los coeficientes de friccion que se obtuvieron
para el agua como fluido de referencia fueron entre 0.42 y 25.7, y para las soluciones de sal de sodio
de carboximetil celulosa (NaCMC) entre 0.43 y 38.1

El ultimo articulo hecho por P. Rogelio, S. Florencio, C. Ignacio, T. Miguel y C. Juan [115], se
realizo una investigacién experimental de una solucién agua-surfactante, con el objetivo de analizar
la influencia del uso de estos aditivos en la reduccién de friccién durante la conduccién de liquidos

en tuberias.
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Capitulo 10

Balances macroscépicos para

sistemas con flujo isotérmico

En los capitulos anteriores se vio como resolver de un sistema a nivel molecular, planteando un volumen
de control y se generalizaba a todo el sistema llevando a un nivel macro. Lo mismo ocurrié cuando se
dedujeron las ecuaciones de variacion de velocidad para sistemas isotérmicos, las cuales se obtuvieron
al escribir las leyes de conservacién de movimiento sobre un sistema microscépico, al saber, un pequeno
elemento de volumen a través del cual circula un fluido, obteniendo las ecuaciones diferenciales parciales
para la variaciéon de materia, cantidad de movimiento y energia mecanica en el sistema. El sistema mi-
croscopico no tiene superficies sélidas que lo limiten, y las interacciones del fluido con superficies sélidas
en sistemas de flujo especificos se explican mediante las condiciones limite que se establecen sobre las

ecuaciones diferenciales.

Sin duda el conocimiento de la materia asi como sus propiedades fisico-quimicas, son observables en el
campo macroscopico, pero las mismas provienen de la configuraciéon microscépica, que les acaba confiriendo
unas determinadas diferencias unas respecto a otras. EL nivel microscépico describe que fenémenos
ocurren a escalas no visibles a simple vista y que son relevantes. Debido a su tamano tan reducido es
necesario instrumentacién especial con gran presion, y luego sumamente costosos que pueda detectarlo
o simplemente verlo, siendo més apto para investigacion o trabajo de laboratorio. En cambio, un nivel
macroscopico describe la posicion o estado fisico concreto de las particulas que integran un cuerpo
pudiendo resumirse en una ecuacién de estado que sélo incluye magnitudes extensivas (volumen, longitud,
masa) y magnitudes intensivas promedio (presién, temperatura). Es por ello que que en la industria es
mas factible ocupar los sistemas macroscépicos por generalizar ya sea todo un equipo, un sistema o una

gran pieza del equipo.

10.1. Balance macroscépico de materia

Los balances de materia son el fundamento en el cual se sustentan los andlisis de operaciones unitarias en
todos los procesos quimicos, en los que la materia prima se transforma o se separa generando productos
utiles. Las operaciones para la separacién de componentes de mezclas esta basado en la transferencia de

materia desde una fase homogénea a otra. Para esta primera deduccién de ecuacion, se considera la ley
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de la conservacion de la materia, antes vista como
Entrada — Salida + Generacion — Consumo = 0

En este caso, no hay generacion por ningin medio de materia. Si existird reaccién se tendria que poner,
pero no es el caso. Al consumo se le denomina como velocidad de incremento de materia por lo cual

quedaria como
d

— My = Ment — Msal (101)

dt
Donde m; es la masa total del fluido contenida en el sistema; Men; ¥ Msqr €8 el flujo mésico de entrada y

salida correspondientemente. El flujo mésico es igual (1.34) y el flujo volumétrico, V, igual a (1.31). La

ecuacién (10.1) se puede transcribir como

4
dt

Si el sistema a estudiar se encuentra en un estado estacionario se modifica a

my = A1 . <U1> P11 — AQ . <’U2> * P2 (102)

Ay (v1) - pr = Az - (v2) - p2 (10.3)

Las ecuaciones anteriores son valida solo para fluidos incompresibles, ya que cuando se trabaja con
un fluido compresible habra un cambio de densidad respecto al tiempo. Por lo tanto la ecuacién (10.1) se

modificar a 5
a (P : V) = Mentrada — Msalida (104)

10.2. Ecuacion de energia mecanica

Existen numerosas aplicaciones de interés practico, donde es mas importante evaluar las magnitudes
vinculadas con la energfa del sistema (por ejemplo la potencia W de una bomba necesaria para bombear
un determinado caudal de fluido) que magnitudes dindmicas (como caudales, pérdidas de carga, etc). Por
esta razon es necesario realizar un estudio de las diferentes formas de energia y de interconversién de las
mismas que pueden existir en un sistema. Para eso, se debe establecer el balance macroscopico de energia

mecénica, que corresponde a la ecuacién (6.53)

2 (ép) ‘v {(;p) v] FVVP 4 V(rv) - p(v-g) — (r: V¥) =0

La demostracién para llegar a la ecuacién (10.5), se puede ver en [116]

d(EK + Ep)

o =-A (;apA (v1)® + ghp (v) A+ P (v) A) +W —-E, (10.5)

Para llegar a dicha expresién es tener en mente basta conocimiento sobre algebra vectorial. Pero eso es
un andlisis fisico-matematico. Para un ingeniero quimico, se basa mas en leyes fisicas y quimicas, para
darle un entendimiento a la realidad, para eso, para llegar a la ecuacién (10.5) se parte de la ley de de la
conservacién de la energia, la cual viene dada por (1.25), con una ligera variacién, que del lado derecho
de la ecuacion se agregara el término de energia de acumulacién E,.,, esto se debe a que el sistema
opera de forma no estacionaria, debido a que la ecuacién (1.25) es para flujos estacionarios y los términos

de trabajo y calor pasaran del lado izquierdo de la igualdad

AU + AEg + AEp — Q4 W = Euen (10.6)
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Figura 10.2.1: Aplicando el principio de conservacion de la energia mecdnica a un sistema.

Para realizar la demostracion se debe ver rimero el diagrama, 10.2.1, el cual se pueden obtener varios
puntos de interés. Se considera un fluido el cual se desplaza a lo largo de una tuberia, que pasa por
un intercambiador de calor (representado por un rectdngulo) y una parte mévil (representado por un
trapezoide), que puede ser una turbina, una bomba o un compresor incluso, donde el trabajo principal
se denomina trabajo de eje, Ws. También se toma en cuenta las condiciones a la entrada, donde hay una
velocidad inicial: vy, una presién inicial, P;, una temperatura inicial, 77, una posicién inicial respecto a
la salida del fluido, 21, un didmetro de tuberia inicial, d; y, al hablar de didmetro debe haber un area de
entrada, A;. Asi mismo, habrd condiciones de salida: una velocidad final, vy, una presién final, P, una
temperatura final T5, didmetro, ds, y drea de salida de fluido, A5, y una altura de elevacién con respecto a
la de la entrada, zs, siendo este el caso general. Antes de enfocarse en la ecuacién (10.6), se debe realizar

un balance de materia, partiendo de la ecuacién (6.2)

mentrada - msalida = macumulacién (107)

Siendo un transporte de masa unidireccional, ya que unicamente son de relevancia las condiciones de
entrada y salida del fluido. Se definen las variables de energia cinética, energia potencial, energia interna,

trabajo y energia de acumulacion:
= La energia cinética esta dada por la expresion
AE‘K = EK, salida — lZ‘K7 entrada

1 1

_ . 2 . 2
= 5 MsalidaVy — imentradalﬁ

2

= La energia potencial esta dada por la expresiéon

APK' = PP, salida — EP, entrada

= msalidagZQ - mentradagzl

= La energia interna esta dada por la expresién

AU = UK, salida — Yentrada

= Msalida U2 - mentrudaUl

264



Capitulo 10. Balances macroscépicos para sistemas con flujo isotérmico

» Existe muchas formas de trabajo, pero solo se centrada en dos principalmente, el trabajo de eje, Wi
y el trabajo de flujo Wf. Este ultimo trabajo es el que realiza el fluido a la entrada del sistema y
también el que realiza a la salida sistema, esto se debe a que cuando entra el fluido tiene ciertas
condiciones, pero a la hora que sale tendra variaciones en sus condiciones. Para trabajar con estas
variables es que la primera W, por lo regular ya se conoce o puede ser una variable a determinar,
pero ahora viene la pregunta ;cémo se calcula el trabajo de flujo? Para ello se debe recordar la

definicién de trabajo que es el producto de fuerza por distancia
W;=F-d

Sustituyendo por la definicién de fuerza (el producto de la presién por drea) y la definicién de

distancia (el cociente del flujo volumétrico entre drea)
, 1%
W= (P-A)|—
;=P 4 < A)
=PV
Aplicando la definiciéon de flujo volumétrico para convertir a flujo méasico quedaria
. P
Wy =m—
p

Recordando que habra tanto un trabajo de flujo tanto a la entrada como a la salida, haciendo que
exista un diferencial
. . 2 . Py
Wf = Msalida —— — Mentrada ——
P2 P1
Quedando expresado el trabajo como
: : . P, Py
W = WG + Msalida— — Mentrada—
P2 P1

= Por ultimo, quedaria expresar el término de energia de acumulacién, el cual se define como

Eacu = mEacu

Donde se aplica el mismo procedimiento para obtener la ecuacién (10.4)

Eoew = MEqey

d(mEacu)
ot

O(pV Eqcn)
ot

Solo queda saber cuando vale F,.,, €l cual viene dado por la suma de las energias internas que tiene

el sistema, siendo los tres tipos de energia antes vista: potencia, cinética e interna [117]
Ejeo =U+ Ex + Ep
1
=U+ 5112 + 9z

Sustituyendo en la expresién anterior

. 0 1
Eacu = a7 —v?
ot {p (l 2" gz)]
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Sustituyendo las defunciones anteriores en la ecuacién (10.6)

0 1 N P P 1
a [pV (U + 71}2 + gZ):| = _Q+Ws +msalida mentrada +msalzdaU2 mentradaUl + 7msalidavg
t 2 P2 p1 2
1
2

. 2 . .
MentradaV1 + Msalidag22 — Mentradad?1

Agrupando términos semejantes

0 1 S . P 1 ) P 1
PV U + 77}2 + gz = _Q+Ws+msalida 72 + 71}% + gz2 + U2 —Mentrada 71 + 7”% + gz + Ul
815 2 P2 2 P1 2
(10.8)
Donde la expresion anterior representa la ecuacién general de energia mecanica para flujos no

estacionarios. La ecuacién (10.8) a la deducida en (10.5), es similar pero con ligeras variaciones:

1. La primera es una expresién muy general de la energia, mientras que la segunda esta muy limitada

a los volumenes de controles fijo.

2. La segunda siendo una expresién, que como ingeniero se puede entender a simple vista a un problema,
llamese de libros o en un problema industrial, mientras que la segunda es més aplicable para fisicos

y matematicos, con términos vectoriales.

3. La ecuacién (10.8) considera el calor de pueda producir el equipo, como puede ser un intercambiador

de calor, mientras que (10.5) considera sistemas isotérmicos.

4. Por ultimo, es el término F, en la expresién (10.5), mientras que en (10.8), no lo tiene o mejor dicho,

aun no se encuentra su correlacion.

Por lo regular, se tiende a ocupar sistemas estacionarios, esto debido a que son mas faciles de operar,
controlar y sus ecuaciones no implican la variacién respecto al tiempo. Para la ecuacién (10.8), el término
de variacién se eliminara, quedando

. . P, 1
Q — Ws = msalida (/)2 + ~vi + gz1 + U1> (10.9)
2

1 P;
71}% + gz2 + U2> - mentrada (1 +
p1 2

2

La ecuacion anterior se define como la razon neta de transferencia de emergia a un volumen de control
por transferencias de calor o trabajo, en el curso del flujo estacionario es igual a la diferencia entre las
razones de los flujos entrantes y salientes de energia con la masa [117], el cual tiene unidades de J/s. Una
enorme cantidad de problemas précticos incluyen tnicamente la entrada y salida. Aplicando un balance
de materia en estado estacionario, serfa tal que Mentrada = Msalida, haciendo que la ecuacién (10.9) quede

como

. . P. 1 P 1
Q—-Ws=m {<£+2U§+922+U2) - (/)11+2U%+92’1+U1>}

P 1 P 1
K—f— -V +gz2+U2)—(1+vf+gzl+U1>}
2 P1 2

mQ mW, = m
P, 1

< + v2+932+U2>—(l)1+2v%+921+U1)
1

Aplicando A’s se obtiene
AP

Ap
Ocupando la definicién de entalpia H = U + P/p [117]

N A 1
Q-W, = + imﬂ +gAz + AU (10.10)

A

Q-W, = %Av2+gAz+AfI (10.11)
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Ambas ecuaciones tienen unidades de J/kg. La diferencia entre ambas ecuaciones es mas debido a que
fluido se quiera hacer el balance y en que estado se encuentre. Para fluidos incompresibles es més facil
utilizar (10.10) mientras que para fluidos compresibles se recomienda (10.11), ya que estos tiene a cambiar
drasticamente sus condiciones, méas que un fluido. Por poner un ejemplo, si a un liquido se le hace pasar
por una bomba, este a la salida tendera a elevar su presién, pero su temperatura no cambiara o sera
muy minima, haciendo que sus condiciones cambian relativamente poco, mientras que si a un gas se le
hace pasar por un compresor, su presién se elevara y con ello su temperatura también, haciendo que sus
condiciones de salida cambien bastante. Se tiende a despreciar el término de energia potencial para los
gases, gAz, ya que la gravedad no afecta en nada el desplazamiento de un gas. Aunque cabe recalcar que
la ecuacién (10.10) se puede ocupar también para fluidos compresibles y con variacién de temperatura,
haciendo el cambio de variable H = U + P/p. Las ecuaciones (10.10) y (10.11) son conocidas como
ecuaciéon general de energia mecanica para flujos estacionario para sistemas no isotérmicos.
Pasando del lado derecho de la ecuacién el término de

A AP 1 R
Wy ="+ -Av?’ + gAz + AU - Q (10.12)
Ap 2
Cuando el término de Q = AU representa que el flujo es ideal, es decir que no cuenta con factores
irreversibles como puede ser la friccién. Pero la realidad es que no hay flujos ideales, es por ello que cuando
AU > @ se debe a conversion irreversible de energia mecédnica en energia térmica y viene representada

por la pérdida de energia mecanica:

E,=AU-Q (10.13)
Sustituyendo (10.13) en (10.12)
A AP 1 .
—Wy=""—+-Av’+gAz+E 10.14
W Ap + 5 A +9Az + E, (10.14)

Esta ecuacion es bastante usada en el estudio de flujos de fluido y es aplicable cuando el sistema opera de

manera isotérmica.

10.2.1. Factor de correccién para la velocidad cinética

En el capitulo de flujo turbulento, se tiende a promediar la velocidad, (v), ya que el fluido es tan cadtico
que es imposible medir la velocidad en un punto especifico. Algo similar ocurre cuando el flujo es laminar,
debido a que se empieza a interactuar las fuerzas viscosas. Es por ello que en la literatura [118] [119] [120]

se hace mencién de dicha correlacién, la cual se plantea como «

Donde los valores dea tiende a 0.5 para régimen laminar (perfil de velocidad parabélico) y 1 para régimen

turbulento (perfil de velocidad casi plano). Afiadiendo el factor de correccién a la ecuacién (10.14)

N AP 1 9 A
W= —+4+—)"+9Az+E 10.15
A menudo se ignoran los factores de correccion de la energia cinética en un andlisis elemental, debido a que
la mayoria de los flujos que se encuentran en la practica son turbulentos. Cuando el flujo es incompresible
puede usarse la presién absoluta o la manométrica para P ya que Py, /p aparecerfa en ambos miembros

y se cancelarfa. A la expresiéon obtenida (10.15) se le conoce como ecuacién de Bernoulli [1] [81] es
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una expresion algebraica que te permite analizar un fluido que fluye a través de una seccién de tuberias
el cual establece lo siguiente: dentro de un flujo horizontal de fluido, los puntos de mayor velocidad del
fluido tendrdan menor presion que los de menor velocidad. Por tltimo, en el caso de que no solo se halle el

sistema en estado estacionario, sino, que no existe algtin trabajo, se puede simplificar la ecuacién (10.15)

AP 1 9 .

—+— (v Az+ FE,=0 10.16

At o (0 +odit E, (10.16)
E, tinicamente puede ser igual a cero, solo cuando no exista conversion irreversible de energia mecanica
en interna, o dicho de otra manera, que el fluido donde se halle circulando, por ejemplo dentro de una

tuberia, no tenga friccion, que es imposible, como ya se ha visto en el capitulo anterior.

10.3. Longitud equivalente en equipos

En las conducciones para fluidos no sélo existen partes rectas sino que ademéds hay diferentes tipos de
accesorios: codos, valvulas, contracciones, expansiones, bifurcaciones, entre otros accesorios, que contri-
buyen de manera significativa a las pérdidas irreversibles de energia mecanica, F,. Para este tipo
de accesorios no es posible utilizar de forma directa la ecuacién (9.2) ya que ésta sélo es vélida para
conductos rectos. Por esta razén se han realizado evaluaciones experimentales para cada tipo de accesorio
[110]. Por lo tanto, las pérdidas totales de energia mecdnica por friccién pueden evaluarse sumando las
pérdidas producidas en los tramos rectos y en cada uno de los accesorios existentes en la conduccién, es
por ello que se ocupa el término longitud equivalente, el cual se define como la longitud de tuberia recta
y lisa de igual didmetro que el accesorio que produce igual pérdida de energia que éste. Para determinar la
longitud equivalente existen tablas y nomogramas en los cuales estan evaluados para los diferentes tipos
de accesorios que existen e incluso cédlculos para determinar otro tipo de accesorios, los cuales se pueden
encontrar en [110]. Llamando L. a la longitud equivalente las pérdidas totales de energia mecénica por

fricciéon pueden evaluarse de acuerdo con la siguiente ecuacién:

A 1 L 2 1 2
g= 3 (@) o] X [rmee]
Si la velocidad (v) es constante y la friccién, f es la misma, se puede simplificar a

Ev=;<v>2flz (5)+ = @

tuberia accesorios

(10.17)
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Uso de ecuaciones de balance

macroscopico

11.1. Llenado de un tanque de agua

Un tanque de almacenamiento de agua esta parcialmente vacio, ya que cuenta en su interior 1 m? de
agua a 20°C, tal como se muestra en la figura 11.1.1, el cual se requiere saber en que tiempo se llenara el
tanque si tiene un flujo mésico de entrada de 5 kg/s pero a su vez esta proporcionando agua a otro regién

con un caudal de salida de 2 kg/s. El tanque consta de una capacidad méxima 4 m?® de agua.

Tanque contiene
inicialmente 1
m3 el cual tiene
capacidad de
hasta 4 m3

Figura 11.1.1: Tanque parcialmente vacio.
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Coémo se pide encontrar el tiempo de llenado, se puede partir de un balance de materia, dado por la

ecuacién (10.1), donde se debe resolver la EDO

dmt
dt

dm; = (ment - msal) dt

S S
mt:(3?>t+01

Para evaluar la constante Cy se debera emplear la condicién inicial de m(0) = M, donde M serd la

= Ment — Msal

masa inicial que tiene el tanque. Para encontrar la masa del tanque se ocupa la ecuacién (1.28), donde la
densidad del agua a 20°C' es de p = 998.2 kg/m?
M=p-V
= (998.2 kg/m?) (1 m?)
=998.2 kg

Aplicando la condicién inicial

998.2 kg — (3 ’f) 0) +C
998.2 kg = C;

k
my = <3 j) t+998.2 kg

Despejando la variable de tiempo de la ecuaciéon anterior y resolviendo. Pare ello el volumen del tanque

es de 4 m? y siendo la masa de agua de 3992.8 kg.

my — 998.2 kg

3
3992.8 kg — 998.2 kg

3

t =

=998.2s
= 16.6367 min

Siendo que el tanque se llena completamente a los 16.6367 min o 16 min con 38 s aproximadamente.

11.2. Balance de energia para una bomba

Una bomba esta transportando aceite que tiene una densidad de 900 kg/m? a razén de 55 GPM. La linea
de succién de la bomba tiene un didmetro de 3”, mientras que a la descarga es de 5”. La presién manomé-
trica en la succién es de 2 kgr/cm? (196133 Pa) y 8 kgy/cm? (784532 Pa) a la descarga. Suponiendo que
la bomba opera de manera adiabética y que tanto la tuberia de succién como de descarga se encuentran
al mismo nivel. Encontrar el trabajo mecdnico suministrado al aceite en k.J/kg si el fluido circundante es

incompresible y la temperatura tanto de salida como de entrada se mantienen constate.
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Salida de
fluido

—

Entrada de
fluido

Bomba de aceite

Figura 11.2.1: Esquema compresor.

1. Lo primero que se debe hacer es un balance de energia para fluidos incompresibles, ecuacién (10.10).
Se ocupa la ecuacién (10.10), ya que se considerara que a las condiciones que opera la bomba, el
fluido viaja en el régimen turbulento, para no ocupar la correlacion de energia cinética dada en la
seccién 10.2.1. A

Q-W, = TIZ+ IAU +gAz+ AU

2. Se simplificaran ciertos términos. El primer término en despreciarse es el calor, ya que el proceso se
lleva, de manera adiabatica. El segundo término es la energia potencial, debido a que el enunciado
hace mencién que tanto la tuberia de succién como de descarga se encuentran en el mismo nivel,
por lo tanto no habra diferencial de alturas. Por dltimo, queda eliminar la energia interna, debido
a que esta depende de la variacién de temperatura de salida y entrada, pero el fluido se mantiene a

la misma temperatura. Quedando reducida la ecuacion a

R AP 1
W, = —— + —Av?
Ap + 22"
3. Se debe encontrar el diferencial de velocidad. Para ello se procede a ocupar la definiciéon de velocidad

a partir del cociente de flujo volumétrico entre el drea (1.31)

1 1, 1
gV =gus - 5 vt
1 A
2 2 A
2
~1{0.0035 2\ 1 (0.0035 ™
=2\ 00127 m2 ) ~ 2\ 0.0045m?
= ~0.2645 "

[\
3
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4. Calculando el diferencial del trabajo de flujo. Considerando que la densidad se mantiene constante
en todo el fluido

AP _ B A
Ap  p2 p
1
== (P,—P
p ( )
= ——— (784532 Pa — 196133 Pa)
900 =9,

m3
2
— 653.7766 —-
S

5. Sustituyendo los valores obtenidos en el balance de energia
2 2
—W, = 653.7766 - — 0.2645 =
s S
A m? m?
W =— (653.7766 — —0.2645 2)
S s

2
= 6535121
S

Como se aprecia el signo negativo corresponde a que se esta suministrando trabajo al sistema,
correspondiendo adecuadamente con la figura 1.4.2. Pero ahora ¢por qué da unidades de m?/s? en
vez de kJ/kg? Para responder a dicha pregunta basta con hacer un anlisis dimensional

kJ_  _kg-m? 1

k@ kg

kJ —m?

Fg [:] $2
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Nomenclatura

I
Tij
p
P
v

a;

m

B
<

@

BEOmE = YOS

Viscosidad dindmica A,
Esfuerzo tangencial Re
Densidad v
Presién V
Flujo volumétrico w
Aceleracion m
Flujo maésico vj
Area por la que fluye el fluido A
Gravedad 1)
Término de fuerza t
Constante de integracion St
Presion hidrostatica °API
Potencia f
Longitud E
Energia potencial U
Calor W
Trabajo de flecha H
Perdidas irreversibles de energia meca- L.
nica

Vector unitarios en el eje x 3
Vector unitarios en el eje z Az
Diferencial en el eje y Az
Diferencial en el eje r A6
Velocidad media d
Dimension lineal caracteristica dx
Derivada respecto a y dz
Derivada respecto a r do

Area de seccién transversal
Numero de Reynolds
Viscosidad cinematica
Volumen

Peso

Masa

Velocidad

Diferencial

Angulo de inclinacién
Tiempo

Gravedad especifica
Grados API

Factor de friccion
Energia cinética
Energia interna
Trabajo de fluido
Entalpia

Longitud equivalente

Vector unitarios en el eje y
Diferencial en el eje x
Diferencial en el eje z
Diferencial en el eje 0
Didmetro

Derivada respecto a x
Derivada respecto a z

Derivada respecto a 6

[\
=
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Mecanismos de transferencia de calor

La termodindmica trata de la transferencia de calor a medida que un sistema pasa por un proceso de un
estado de equilibrio a otro y no hace referencia a cuanto durara ese proceso. Pero en ingenieria a menudo
es de sumo interés conocer la rapidez o razén de transferencia, la cual constituye el tema de la ciencia de
la transferencia de calor. Se debe tener presente ciertos conceptos de termodinamica, que anteriormente
se lograron ver, como es la ley cero, uno y dos, se debe recordar que la energia se puede presentar en
varias formas, siendo una de estas la de calor, que es la forma de la energia que se puede transferir
de un sistema a otro como resultado de la diferencia de temperatura. La ciencia encargada de estudiar
estas razones de transferencia es la transferencia de calor. El requisito basico para la transferencia
de calor es la presencia de una diferencia de temperatura. Ya que, no se puede dar la transferencia
neta de calor si dos cuerpos mantienen la misma temperatura, debido al equilibrio térmico (ley cero de
la termodindmica). Esta diferencia de temperatura es la fuerza impulsora para que se de la transferencia
de calor, asi como la diferencia de presién es la fuerza impulsora para el flujo de fluidos. La velocidad de
transferencia de calor en cierta direccién depende de la magnitud del gradiente de temperatura, a mayor

gradiente de temperatura, mayor sera la razén de la transferencia de calor.

La energia se puede presentar en diferentes formas como es térmica, mecanica, cinética, potencial, eléctrica,
magnética, quimica y nuclear, y su suma constituyendo la energia total. La forma que tiene la energia esta
relacionada con la estructura molecular de un sistema y con el grado de la actividad molecular, conocido
como energia microscdpica. La suma de todas las formas microscopicas de energia se llama energia
interna de un sistema y se denota como U. La unidad internacional de energfa es el Joule (J), en cambio
en el sistema ingles es la unidad térmica britdnica (BTU). Otra unidad conocida de energia es la caloria.
La parte de la energia interna de un sistema que esta asociada con la energia cinética de las moléculas
se conoce como calor sensible. En cambio el calor latente esta asociada a la energia interna con un

cambio de fase.

Hay que recordar que el calor especifico se define como la energia requerida para elevar en un grado la
temperatura de una unidad de masa de una sustancia. Este tipo de energia depende de la manera que
se ejecuta el proceso. Existen dos tipos de calor especifico para casos de estudio. El primero es el calor
especifico a volumen constante (C,), el cual indica la energia requerida para elevar en un grado la
temperatura de unidad de masa de una sustancia mientras el volumen permanece constantes. La segunda
es el calor especifico a presién constante (C)), que es idéntico al C, pero ahora a presién constantes.

El C}, es mayor que C,, porque en estas condiciones se permite que el sistema se expanda y la energia
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Types of Energy

Zx W B o

Mechanical Thermal Nuclear Chemical Electromagnetic
Energy Energy Energy Energy Energy
J\ ®
| T o
Sonic Gravitational Kinetic Potential lonization
Energy Energy Energy Energy Energy
Thought

Figura 12.0.1: Tipos de energia [126].

para este trabajo de expansion también deba suministrarse al sistema. Para los gases ideales, estos calores
especificos estan relacionados entre si por C, = C, + R. Para liquidos el C), = C,, y para solidos solo existe
Cp.

La energia se puede transferir hacia una masa dada por dos tipos de mecanismos: calor (Q) y trabajo (W).
Una interaccion energética es transferencia de calor si su fuerza impulsora es una diferencia de temperatura,
en caso contrario, seria trabajo. El trabajo realizado por unidad de tiempo se llama potencia y se denota
como W, sus unidades son para el sistema internacional los watts W y para el sistema ingles hp. El calor
se puede transferir por tres mecanismos diferentes: conduccién, conveccién y radiacién. Todos estos
modelos de transferencia de calor exigen que halla una diferencia de temperatura y todos ocurren del
medio que posee la temperatura mas alta a la de menor. Se explicard cada uno de los mecanismos de
transferencia de calor.

; WUAVAUAW
WaS AT ETENE Ta

Figura 12.0.2: Mecanismos de transferencia de calor [127].
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12.1. Conduccién

La conduccién es la transferencia de energia de las particulas més energéticas de una sustancia hacia hacia
las adyacentes menos energéticas, como resultado de interacciones entre esas particulas. La conduccién
puede tener lugar en los sélidos, liquidos o gases. En los gases y liquidos la conduccién se debe a las
colisiones y a la difusiéon de las moléculas durante su movimiento aleatorio, mientras que en las sélidas
se debe a la combinacién de las vibraciones de las moléculas en una reticula y al transporte de energia
por parte de los electrones libres. La rapidez de la conduccién de calor a través de un medio depende de
la configuracion geométrica de éste, su espesor y el material de que este hecho, asi como la diferencia de

temperatura a través de él.

To

Ty

Figura 12.1.1: Fluido comprendido entre dos placas rectangulares con la misma temperatura Tp, ¢t < 0.

Para este caso se considerara dos placas rectangulares que comprenden a un fluido estético, la temperatura
en la interfase solido-liquido entre ambas placas es de Ty cuando el el tiempo es t < 0, ver figura 12.1.1.

La distancia entre placa y placa es Y y se escoge un eje coordenado xy.

Ty

Ty

Figura 12.1.2: Fluido comprendido entre dos placas rectangulares con una temperatura mayor 77 y una
temperatura menor Ty, ¢t = 0.
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A la placa inferior se le hace pasar una pequena cantidad de corriente eléctrica, generando que dicha placa
empiece a generar calor, Q. Por lo tanto, en la interfase solido-liquido de la parte inferior del fluido, tendera
aumentar su temperatura, pasando de Ty hasta una Tj. Se pace pasar una corriente pequefia pequeia
de electricidad, con la finalidad de que la conductividad térmica del agua k, no varié considerablemente
con la temperatura, ver figura 12.1.2. Este caso ocurre cuando el ¢t = 0. En la otra interfase s6lido-liquido

(parte superior del fluido), la temperatura se mantiene constante a Tp.

Ty

T

Ty

Figura 12.1.3: Transferencia de calor entre dos placas que comprenden un fluido, cuando el ¢ > 0 y se
mantiene constante.

Manteniendo constante la temperatura 77, si viera el fluido por capas, tal como la ley de viscosidad
de Newton, se vera que el calor se empezar a transmitir de la temperatura 77 hasta la Ty a todo lo
largo Y del fluido, esto ocurre cuando el tiempo empieza a incrementar ¢ > 0 y la transferencia de
calor se mantiene constante, ver figura 12.1.3. Se ha demostrado por experimentacién que el calor Q
en coordenadas rectangulares es directamente proporcional a producto de su drea de secciébn A, por su
diferencial de temperaturas AT e inversamente proporcional a la longitud

Qcond X ASE (121)

AY
Mateméaticamente la ecuacién esta correcto, pero fisicamente no, esto debido al AT. Para ello, se debe
desarrollar el diferencial de temperatura

AT =Ty - T,

Donde T; es la temperatura inicial y T la temperatura final. Pero el flujo de calor siempre va la superficie
con mayor temperatura a la de menor, segunda ley de la termodinamica, por ello para no romper dicha ley,
se le debe aplicar un signo — menos a la ecuacién (12.1). Para eliminar la constante de proporcionalidad

se le agrega una constante k, es que la conductividad térmica del material.

Qeond = —k - Asi—;‘c (12.2)
Con la finalidad de trabajar con la velocidad de flujo de calor o flux de calor por area que se denota, se
debe pasar del lado izquierdo de la igualdad la variable A,, donde se define como g, = Q /As; el subindice
x, indica la direccién en que ocurre la transferencia calor, siendo en el eje y. Ademaés, aplicando el cambio

infinitesimal a AT y AY
qy = —k— (12.3)
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La ecuacién deducida se define como ley de Fourier de la conduccion de calor en honor a J. Fourier,
quien expreso por primera vez en su texto Théorie analytique de la chaleur sobre la transferencia de calor
en 1822 [128]. Donde dT'/dy es el gradiente de temperatura en coordenadas rectangulares, ya que
existen también para coordenadas cilindricas y esféricas, ver apéndice C. La ecuacién (12.3) es aplicable
para sélidos, liquidos y gases, siendo estos dos ltimos en casos muy controlados, ya que su k variara de
acuerdo a la temperatura, mientras que a un solido variara muy poco, debiéndose a la unién molecular.
La conductividad térmica se puede definir como la razén de transferencia de calor a través de un espesor
unitario del material por unidad de area por unidad de diferencia de temperatura, es decir, que es una
medida de la capacidad de un material para conducir el calor. Siendo que un valor elevado indica que
el material es un buen conductor de calor, pero si es un valor bajo es que es un mal conductor o es un
aislante. La conductividad térmica puede variar, siendo en el caso de los gases un valor de 0.01 W/ - K,
mientras que para metales puros de 1000 W/m - K. A partir de la teoria cinética de gases se determina la
k mediante la ecuacién siguiente [33]
k= apC) (12.4)
Donde C), es el calor especifico [J/kg — K],  es la difusién térmica [m?/s] y p sera la densidad del fluido
[kg/m3]. La difusividad térmica es otra propiedad de los materiales que aparecen en el andlisis de la
conduccién del calor en régimen transitorio, la cual representa cuan rapido se difunde el calor por un
material. Un material que tiene una alta conductividad térmica o una baja capacidad calorifica tiene una
gran difusividad térmica. Entre mayor sea la difusividad térmica , méas rapido es la propagaciéon de calor
hacia el medio. La difusividad térmica tiene las mismas dimensiones que la viscosidad cinemética v, por
lo cual se asume que estdn hechas de las mismas propiedades fisicas. La proporcién v/« representa la
relacién que existe entre la difusividad molecular de la cantidad de movimiento y la difusividad molecular
del calor en el sistema. Esta proporcién resulta en
v uC
pr=t =t (12.5)
Esta ecuacion adimensional es llamada Niimero de Prandtl. Los valores del nimero de Prandtl para los
gases son de alrededor de 1 indican que tanto la cantidad de movimiento como de calor se difunden por
el fluido a una velocidad similar. El calor se difunde con mucha rapidez en los metales liquidos ( Pr << 1
) ¥ con mucha lentitud en los aceites ( Pr >> 1) en relacién con la cantidad de movimiento. Esto indica
que la capa limite térmica [149] es mucho més gruesa para los metales liquidos y mucho més delgada para
los aceites, en relacién con la capa limite de velocidad. Cuanto mas gruesa sea la capa limite térmica con

mayor rapidez se difundira el calor en el fluido.

12.2. Conveccion

La conveccién es el método de transferencia de energia que se da entre una superficie sélida y un
fluido que estdn en movimiento. Cuando mas rapido sea el movimiento del fluido ejercerd una mayor
transferencia de calor sobre el sélido. A la ausencia de cualquier movimiento del fluido, la transferencia
de calor entre la superficie del solido y el fluido adyacente es plenamente conducciéon pura. La conduccién
puede ser de dos tipos: por conveccién natural y conveccién forzada, y dependerd de la velocidad
que tenga el fluido circundante, ver figura 12.2.1. Se observa que la rapidez de la transferencia de calor
por conveccién (QCOM), con unidades de W, es proporcional a la diferencia de temperatura y se expresa

en forma conveniente por la Ley de enfriamiento de Newton como

Qconv = hAs (Ts - Too) (126)
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Figura 12.1.4: Capa limite térmica. Cuando un fluido a una temperatura especifica fluye sobre una super-
ficie que esta a una temperatura diferente, el espesor de la capa limite térmica aumenta en la direccion del

flujo, ya que se sienten los efectos de la transferencia de calor a distancias mas grandes de la superficie.

En donde h es el coeficiente de transferencia de calor por conveccién en W/m? -° C; A, es el area de
superficie a través de la cual tiene lugar la transferencia de calor por conveccién en m?; T, serd la
temperatura de superficie, la T, es la temperatura del fluido o a temperatura el medio ambiente, se suele
utilizar el subindice oo para los fluidos suficientemente alejados de la superficie caliente o fria debido a
que sirve como recordatorio de que es el valor a una distancia en donde no se siente la presencia de una
superficie. El coeficiente de transferencia de calor por conveccién (h) no es una propiedad del fluido, si
no, es un parametro que se define de forma experimental y dependerd de todas las variables que influyen
sobre la conveccién, como la configuracién geométrica de la superficie, la naturaleza del movimiento del

fluido, las propiedades de dicho fluido asi como su velocidad misma.

12.2.1. Conveccién natural en superficies

La convecciéon natural es un mecanismo de transporte de calor el cual surge a partir del movimiento
del fluido circundante el cual no es generado por alguna fuente externa (como una bomba, un ventilador,
entre otros), si no que Unicamente se mueve debido a la diferencia de densidad que ocurren gracias a
los gradientes de temperatura, es decir, que las corrientes naturales de conveccion hacen que el fluido
caliente suba debido a que sufren una expansién térmica haciéndolos menos denso y el fluido fri6 baje.
Este fluido mas fresco es entonces calentado y el proceso continda, formando una corriente de conveccion.

La transferencia de calor por conveccién natural sobre las superficies dependera de los siguientes factores:

= La geometria que tenga.
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Figura 12.2.1: Enfriamiento de una pellet esférico de hierro a fuego vivo por medio de conveccion forzada

y natural.

= La orientacién de dicha geometria.
= La variacién de temperatura sobre la superficie.
= Las propiedades termo-fisicas del fluido circundante.

La transferencia de calor por conveccién natural se rige principalmente de estudios experimentales, ya que
en sumamente complicado hallar el valor de h en la gran mayoria de los casos. Existe algunas soluciones

analiticas para geometrias sencillas, siendo una de ellas el nimero de Nusselt

AL,
Tk

Nu =C - Ra} (12.7)

Donde aparece un nimero adimensional, que es nimero de Rayleigh, Ray, que es una medida del
balance entre las fuerzas que promueven la conveccién (diferencia de densidad entre el liquido caliente y
frio) y las que se le oponen (friccién debido a la viscosidad y la difusion térmica que opera en el sentido de

anular el gradiente de temperatura). Dicho ntiimero es el producto de los niimero de Grashoft y de Prandtl
Rap = Gr- Pr (12.8)

Como se ve en la ecuacién (12.7) tiene dos constantes, siendo C'y n, la cual dependerd de la configuracién
geométrica de la superficie y del régimen de flujo, el cual se caracteriza por el rango del ntmero de
Rayleigh. Las propiedades del fluido que deba evaluarse debe estar a la temperatura media, es decir

1
Ton = 5 (T + Tec) (12.9)

Una vez obtenido el coeficiente promedio de conveccion, la velocidad de transferencia de calor por con-

veccién natural de una superficie sélida esta dada por la ley de enfriamiento de Newton, ecuacién (12.6).
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12.2.2. Conveccién forzada

En la conveccidn forzada se obliga al fluido a fluir por medios externos (como una bomba o un ventilador)
para acelerar el paso del flujo del fluido sobre la cara del sélido. El movimiento rapido de las particulas
de fluido sobre la cara del s6lido maximiza el gradiente de temperatura y aumenta la tasa de intercambio
de calor. La diferencia se observara en que, con el sistema de conveccién forzada, el calor se distribuye de
mejor manera teniendo como resultado que el calor en una superficie se tienda a disipar en menos tiempo
a comparacion a una conveccion natural. De acuerdo a la forma en que el fluido puede fluir se puede

clasificar en

= Conveccién forzada en flujo externo. Se da cuando el fluido no esté restringido por el sistema,
esto es, el fluido puede moverse o expandirse con libertad. El ejemplo méas comun es aire pasando

alrededor de un avién.

= Conveccién forzada en flujo interno. Se da cuando el fluido esta restringido por el sistema, o sea
que su movimiento esta limitado por las fronteras de este. El ejemplo mas comiin es una corriente

de agua haciéndose pasar por dentro de una tuberia.

La conveccion forzada es un tipo de transporte en el que el movimiento del fluido es generado por una
fuente externa, llamese una bomba, ventilador, dispositivo de succién, entre otros. Este puede darse de
manera externa e interna. No existe como tal una ecuacién general que rija la conveccién forzada tanto
interna como externa, debido a que el flujo es turbulento y como se vio en el capitulo 8 el flujo turbulento
no tiene soluciéon. Por ello que para abarcar el desarrollo de este tipo de problemas es usualmente ocupar
correlaciones basado en datos experimentales, que permitan una aproximaciéon de la transferencia de
calor. Los fenémenos que afectan la fuerza de resistencia al movimiento también afectan la transferencia de
calor y este efecto aparece en el nimero de Nusselt, donde se ha demostrado por datos experimentales

que la dicha transferencia se en forma funcional como
Nuy, = f(z*, Rey, Pr) (12.10)

Esta funcién explica adecuadamente el como la velocidad del fluido influye en la transferencia de calor
dada por Re; Pr relaciona la velocidad de difusion de cantidad de movimiento y la difusion térmica; x

representa la geometria que tendra el cuerpo y la superficie de contacto.

12.3. Radiaciéon

El dltimo mecanismo de transferencia de calor es el de radiacién, cual es la energia emitida por la materia
en forma de ondas electromagnéticas como resultado de los cambios en la configuraciones electrénicas de
los atomos. La diferencia entre la conduccién y la conveccién, es que la radiacién no requiere la presencia
de un medio interventor, siendo el modo de transferencia de calor mas rdpido (a la velocidad de la luz)
y no sufre atenuacién en el vacio, siendo la manera en que la energia del Sol llega a la Tierra. Todos los
cuerpos a una temperatura arriba del cero absoluto emiten radiacién térmica. La radiacién es un fenémeno
volumétrico, es decir, que todo cuerpo sea solido, liquido o gas emiten, absorben o transmiten radiacién
en diversos grados. La razén maxima de la radiacion (de maz) que se puede emitir desde una superficie
a una temperatura termodindmica T (en K o R) es expresada por la Ley de Stefan-Boltzman

Q?'ad mazx — O'AST:,l (1211)
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Figura 12.3.1: Energia en forma de radiacién emitida por un foco hacia los alrededores.

Donde o = 5.76 2 10~8 W/m? - K* que es la constante de Stefan-Boltzman. La superficie idealizada que
emite radiacién a esta razén maxima se llama cuerpo negro y la radiacién emitida por éste es la radiacion
del cuerpo negro. La radiacién emitida por todas las superficies reales es menor que la emitida por un

cuerpo negro a la misma temperatura y se expresa como
Qrad emit — GUAST;L (1212)

Donde € es la emisividad de la superficie, cuyo valor esta en un intervalo 0 < ¢ < 1. Cuando una superficie
de emisividad € y un area superficial As, a una temperatura térmica T, esta completamente encerrada
por una superficie mucho més grande (o negra), a una temperatura termodindmica Tyreq ¥ Separada por
un gas (como el aire) que no interfiere con la radiacién, la razén neta de la transferencia por radiacién
entre esta dos superficies se da por (figura 12.3.2)

Qrad = 0 AT = Tpreq) (12.13)

alred

En este caso especial la emisividad y el area superficial de la superficie circundante no tiene efecto sobre

la transferencia neta de calor por radiacién.

Como dato adicional, el mecanismo donde ocurre mayor transferencia de calor es por conduccién, poste-

riormente seria el de conveccion y por ultimo sera el de radiacién

Qcond > Qcon'u > Qrad

Por ello, los termos tiene un espacio al vacio entre el cilindro que contiene el liquido caliente/frio y el
cilindro externo (carcasa), el cual al ser la radiacién un mecanismo que viaja por ondas y no depender de

un medio interventor (como la conveccién y conduccién), este se da dentro del vacio del termo, pero al
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Figura 12.3.2: Transferencia de calor por radiacién entre una superficie y las superficies que la circundan.
Obtenido de Y. Cengel [149].

ser muy pequena su energia es que el liquido contenido puede perduras por horas su temperatura, aunque
entre mas pase el tiempo tendera a disminuir su temperatura hasta igualar la del ambiente, primera ley

de la termodinamica.
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Capitulo 13

Ecuaciones de Variacion para

sistemas no isotérmicos

Como se vio en la parte anterior, es mucho mas cémodo, eficiente, confiable y mas rapido partir de una
ecuacion general e ir eliminando variables, pero para ello primero se debe deducir. Para eso se debe partir
de un sistema algo complejo, siendo en ingenieria quimica los reactores, ocupando de ejemplo un reactor
de lecho fijo, tal como se muestra en la figura 13.0.1, donde se pretende deducir la ecuacién de variacién

para sistemas no isotérmicos

Figura 13.0.1: Reactor de refineria petrolera [129].

Para deducir la ecuacién se debe ver primero como se comporta dicho reactor por dentro para ello en la
figura 13.0.2, donde se muestra que el reactor se divide en tres partes, la primera es el reactivo precalentado,
el cual entra a la parte dos del reactor, siendo donde se encuentra el catalizador donde empieza a reaccionar
el reactivo generando calor, siendo la parte més larga de tuberia y al final de trayecto pasa a la parte tres
que es donde el reactivo pasa a producto y tiende a enfriarse, tendiendo a salir del reactor y pasando a

otra parte de la refinerfa.

Se enfocara en la zona de reaccién, ya que es donde se genere energia y de se partird de un volumen de

control, tal como se muestra en la figura 13.0.3.
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Figura 13.0.2: Vista esquematica del reactor de lecho fijo monotubo [130].
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Figura 13.0.3: Volumen de control.

Se debe partir de la ecuaciéon general de energia mecdnica de flujos estacionarios para sistemas no iso-
térmicos, pero para ello se tienen dos ecuaciones, siendo (10.10) y (10.11). Enfocédndose en la definicién
de la entalpia, la cual se refiere a la energia almacenada en los enlaces, y el cambio en la entalpia es la
diferencia en la energia de los enlaces entre reactivos y productos. Como el sistema genera calor a partir
de una reaccién quimica, se puede decir que la ecuacién mas adecuada es (10.11), la cual se dedujo con
anterioridad

Q-W, = +%Av2 +gAz+ AH

Se debe simplificar la ecuacién anterior, es por ello que el primero término a eliminar es la energia potencial,
gAz, ya que la tuberia se encuentra totalmente horizontal. El siguiente término a eliminar es la energia
potencial, %AUQ, como se vio con anterior las capas a nivel molecular se mueven con la misma velocidad,
cuando el area de flujo se mantiene constante, y el area por la que fluye el fluido no cambia. El dltimo
término a eliminar es el trabajo de flecha, W, ya que no existe. En la industria quimica estos tres términos
de energia se tienden a despreciarse ya que son insignificantes cuando se habla de cambios de temperatura

muy grandes. Reduciendo la ecuacién (10.11)
Q=AH (13.1)

La expresién anterior se le conoce como balance de entalpia, ocupada bastante en andlisis macroscopicos

y solo es valida cuando el sistema se encuentra cerrado, es decir, que en el sistema no hay intercambio
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de masa con los alrededores. Para gases la ecuacién anterior quedaria tal que

Q = C,AT (13.2)
Para liquidos el C), es aproximadamente igual al C,,, por ende

Q = C,AT (13.3)

Esto se debe a que un gas es compresible mientras que un liquido no. Para el inicialmente planteado, la
ecuacion (13.1) es valida para sistemas cerrados, pero el sistema opera de manera abierta, ya que hay un
intercambio de masa, debido a la reaccién que se genera. Por eso la ecuacién (13.1) deberia agregarse el

el término de flujo masico

mQ = mAH
Q =mAH
Q=m-C, AT (13.4)

La correlacién de H = C, - AT se puede encontrar en la literatura [121]. En el andlisis de transferencia
de calor es de usual interés las formas en que se propaga la energia como resultado de una diferencia de
temperaturas, siendo principalmente dos formas:

1. Generacién de energia.
2. Mecanismos de transferencia de calor.
Qmeca + Qgen =1 - A]:I (135)

El calor generado, viendo la imagen 13.0.3(b), es una representaciéon pequenia pero el calor se expande a
todo lo largo de nuestro volumen de control [149], por lo tanto calor se puede representar como el producto
de generacion de calor por unidad de volumen

Qgen = QGgen * Veont (136)
Sustituyendo la expresién anterior en la ecuacién (13.5)
Qmeca + Qgen Veont = 1 - AH (137)

Sabemos que el término de calor tendra una entrada y una salida (balance de energia en sistema abierto),

por lo se puede representar como

Qmeca,entruda - Qmeca,salida + Ggen * Vcont =m:- AH (138)

El término asi de calor @), basado en las leyes fisicoquimicas no representa la direccién con la que fluye el
calor. Por ello, se recomienda usar la definicién de flujo de calor por drea de seccién

Qmeca - As *qaGi (139)

Donde el subindice G representara el mecanismo de transferencia de calor; ¢ indicara la direccién del
flujo de calor. Gracias a que el flujo de calor es una cantidad vectorial, permitiendo que ocurra en tres
direcciones en coordenadas cilindricas ¢(r, 8, z), entonces para poner el flujo de calor como suma vectorial
se debe recurrir a la notacién de vector unidad, la cual se representa como

4 = qer? + qcod + gk

[\
oo
J
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Teniendo seis variables de flujo de calor, tres de entrada y tres de salida. Asi mismo, se contara con seis
variables de area de seccién por la que fluye el calor, la cual se pueden reducir simplemente a tres, ya que
el darea no cambia a lo largo de la tuberia

(As(r)qGr,entrada 4 As(G)qGG,entrada . é + As(z)qu,entrada . ]%)

- (AS(T)QGT,salida S As(@)qGQ,salida : é+ As(z)QGz,salida ' 23) + Ggen * Veont = m - AH

~

Ay(1)4Grentrada T+ Ag(0)4G0 entrada 0+ A () 4Gz entrada-k— Ay 0Gr satida T — As(9)4G0,satida 0 — As(2) 4G, satida k
+ Ggen * Veont = 1 - AI;[

~

As(7-) (QGr,entrada - QGr,salida) - + As(e) (QGG,entrada - QGG,salida) . é + As(z) (QGz,entrada - qu,salida) -k
+ Qgen - Veont = m - AFI

Sustituyendo los valores de entrada y salida, por barras verticales que indiquen el rango. Recordando como
se hizo en cantidad de movimiento, se debe medir la variacion, para el eje r su entrada esta representado
por |, vy lasalida por |, , pero como se parte del eje coordenado |, = |,y |,, = [, A, as{ mismo para

el eje 0 su entrada serd |, y su salida |y, 4. Mismo caso para el eje z su entrada serd [, y susalida | .

As(r) (QGr|T - qGT|T+Ar)'f+AS(9) (QGO‘Q - QG9|9+A9)'é+As(z) (QG2|Z - QGz|Z+AZ)"I;3+Qgen'Vcont = mAI:I

Para m = pV, que a su vez es igual a pV = p%, considerando que la p se mantiene constante o tomando

una densidad promedio. Para el volumen de control esta dado por las dimensiones rArA6Az, el volumen
se describe

Asry (gerl, = acrlqpnr) -7+ Aso) (geoly — acoloy no) 0+ A (ac:l, — a6zl ,4n,) -k

ArAOA
+ rArAOAZGgen, = p - % -Cp - AT
Ay (gerl, = aerliian) -7+ Asoy (qcoly — qcoloyng) -0+ Asizy (qczl. — qc:loin) &
AT
+ rATrAOAZGgern, = TATA@AZpCpE (13.10)

Los valores para:
» Ay = 1A0Az, siendo el area lateral del cilindro.

» Ay9) = ArAz, es como si se dividiera un pastel en una rebana sumamente fina, parece una parte
rectangular.

= Ayy) = rArAf, siendo el drea del circulo.

Reemplazando dichas expresiones en la ecuacién anterior

rA0Az (qarl, — qorl,par) -7+ ATAZ (qasly — qooloyap) - 0+ rATAG (gosl, — qazl.ya.) K
AT

+ rArAOAZGgen, = TATA@AZpCpE

Se debe mencionar algo antes, es que el flujo de calor para g, esta en funcién de r, y su Ay, tiene la

variable r fuera de esta, por ello dicha variable deberd entrar dentro del paréntesis y tendra una pequena
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modificacién: el flujo de calor de entrada serd ro = r permanecerd igual r g,|,, pero para el flujo de calor

de salida la variable r se modificara, ya que ira hasta r; o dicho de otra manera ry =ro + Ar =r + Ar

AOAz [7“ qcrl, — (r+ Ar) qGT|r+Ar] P ArAz (qg.g|9 — qG9|9+A9) O+rArAO (qu|Z — qGZ|z+Az) -k
+rArAOAzGgen, = rArAQAzpC’p%

Se procede a dividir toda la expresién entre el volumen de control

AOAz [r qarl, — (r+ AT) qarl,y oy - ArAz (qeoly — qcoloyng) it rArA0 (qe-l, — ac:l.4a.) 2

k
rArAOAz rArAOAz rArAOAz
AT
+ Qgen = pCpE
[7" QGT‘T - (7‘ + A"') qGT|r+AT] Py (QG6|9 - QG9|9+A9) é n (QGZ|Z - qu|z+Az) ]%
rAr rArAf Az
AT
+gen = PO Ry
Aplicando el lim, lim y lim, as{ mismo midiendo el cambio infinitesimal de AT /At
r—0" 0—0 z—0
. raeel, = (r+ A7) qarligny) o (acolg — qcoloine) 5 . (gl — d6zl.ins)
11*1—% rAr g glg(l) rArAf o+ il—% Az k
AT
+ Qgen = pCpE
10rqgy .  10qce 5  9qc- ; or
— | - — 0 k en = pCp— 13.11
<r or T+r 00 * 0z T Por g ( )

Como se menciono el calor se puede transferir en tres mecanismos diferentes: conduccién, conveccién y
radiaciéon. Para el problema que se esta planteando, el mecanismo de radiacién no se tomara en cuenta,
ya que no se podria medir la energia por radiaciéon que emite la sustancia que esta reaccionando dentro de
la tuberia, posiblemente se pueda medir la que salga a través de la tuberia, pero no es el caso de estudio,
yva que la tuberia esta aislada, por lo cual dicha energia es muy pequefia para considerarla. Si el fluido
fluyera sumamente rapido, a un régimen turbulento, tnicamente se consideraria la transferencia de
calor por conveccién, estos casos se ocupa més cuando el sistema trata de remover la energia (disminuir
la temperatura), se usa mucho en intercambiadores de calor, pudiendo ocupar la ecuacién (13.4). Para
sistemas abiertos que operan en un régimen laminar, se debe considerar que hay esfuerzos tanto por
conduccién como por conveccion, debido a que el fluido tiene una velocidad relativamente baja, a las
particulas le da tiempo de transferir ese movimiento cinético que se llamamos calor ya sea del centro a los

alrededores o viceversa. Considerando que el fluido viaja a un régimen laminar, para qg, estard dado por

larQQr o larqr,conv + larqr,cond

r or r  Or r  Or (13.12)

Se desarrollara primero para el calor por conveccién, pero hay un inconveniente y se debe a que el calor por
conveccién esta ocurriendo dentro de la tuberia, ya que el fluido se esta desplazando generando su propia
energia, sin ninguna interaccién de trabajo (como pudiera ser el calentamiento por medio de resistencias),

ademés de que las paredes estan aisladas de la tuberia no hay interaccién de energia con éstas [149)].
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Por lo tanto, la razén de transferencia de calor se puede expresar como

Gconv * As = Q
=mC, (T. — T;)
= 1 C, AT

 hC,AT
qCOTI,?) - AS

= AKS/)CPAT

Sabiendo que v; = V' /A,, ver ecuacién (1.31)
Gconv = UiPCpAT (1313)

Donde v; es la velocidad del flujo en direccién i; p es la densidad del fluido; C), es la capacidad calorifica;
T; v T. son las temperaturas medias del fluido en la entrada y la salida del tubo, respectivamente. Una
pregunta que surge y es {por qué no se ocupa la ley de enfriamiento de Newton? Y la respuesta es que
dicha ley se ocupa cuando cuando la temperatura de superficie se mantiene constante (Ts = cte) o el flujo
de calor en la superficie es igual constante (¢s = cte). Por ejemplo, se presenta la condicién de temperatura
superficial constante cuando ocurre un proceso de cambio de fase, como ebullicién o condensacién, en la
superficie exterior de un tubo. Se tiene la condicién de flujo de calor constante en la superficie cuando el
tubo se somete a calentamiento por radiacién o resistencia eléctrica de manera uniforme desde todas las
direcciones [149]. Expresandose como
qs = he (T — Too)

Como se aprecia la temperatura a lo largo de la tuberia, la temperatura inicial no serd la misma que la
final y despreciando la transferencia de calor que ocurra a los alrededores de la tuberia. Si la velocidad

ocurre en el eje r, la velocidad de flujo de calor por conveccién sera

1 arqr,conv o 10
rar rar PG T)

Considerando que p y C}, son constantes

1 8"('QT,conv _ P : Cp g
r Or r Or (r-v,-T)

Como se vio anteriormente, la velocidad es una magnitud vectorial, al igual que la temperatura, haciendo

que no se puedan sacar de la parcial tan facilmente, por ello se recomienda usar la regla de la cadena. Pero
hay sucede algo ;qué pasa con la variable 7 Y es que a dicha variable se deberd dejar como producto de
la velocidad v,., ya que dicha velocidad si se ve afectada por la variable r, ver la ecuacién de continuidad

en coordenadas cilindricas (B.29).

18TQT',conv:p'Op'r'Ur8£ pCpTa

r  Or r or r ar (r-or)
1 aTQT,conv _ al P Cp i Tg
4 Cp vy o +— o (r-v) (13.14)

Para el flujo de calor por conduccién esta dado por la ley de Fourier en coordenadas cilindricas (C.4),

considerando que k es constante

10rgreond _ 10 ( 5 3T) _ ko ( ‘9T) (13.15)

r or r or _TE r or TE
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Sustituyendo las ecuaciones (13.14) y (13.15) en (13.12)

10 or  pC,T 0 k0 oT
r) — T r) T 5 a_ 1 1
ra(r dor) = pCU@ T 8r(rv) rar(r8r> (13.16)
Se repite el mismo procedimiento para dqge/00 y 9qg./0z.
1 6QG9 _ 1 aq@,com} 1 8(]G,C(md
r 00 r 00 r 00
= Para conveccién
1 aQH conv 10
= Y40, conv T
r o0 rag o)
_ pCyT dvg n pCpug OT
00 r 00
» Para conduccién, ocupando la ecuacién (C.5)
1aqecond_18 _ﬁal
r 00 r 06 r 00
_ kO*T
r2 062
= Sustituyendo el flujo de calor por conduccién y conveccién
10qce pCpT Ovg = pCpvg 0T  k 9°T
1 _ Ovg oL _F 13.17
r 00 r 89+ r 00 12062 ( )
aQGz _ aQZ,conv + aqz,cond
0z 0z 0z
= Para conveccién
aQZ conv 8
5 _ . T
az 82 (p O;D Uz )
v, oT
= T—
= pC)p 2 + pCpv,—— 7
= Para conduccién, ocupando la ecuacién (C.6)
a(]z,cond o 2 —kaj
oz 0Oz 0z
_ 0T
022
= Sustituyendo el flujo de calor por conduccién y conveccién
aqu ov, aT 0T
= T— e — k— 13.1
0z P 0z Pl 0z 022 (13.18)

Sustituyendo las ecuaciones (13.16), (13.17) y (13.18) en 13.11

{{pC ; or  pC,T 0 k0 ( 8T>} - (pCpTavg pCpvg 0T K 62T)

8r+ r 67'(T.Ur) ror 0 00 r 00 12002

v, or 9T\ ~ oT
(pc T— 8 + C pUz 32 k822) k} + Ggen = pcpa

>
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Agrupando términos semejantes y quitando los vectores unitarios # = 6§ = Z = 1 mediante la divergencia

k 12 ra_T +i82_T+82_T —oC. T 12(7' v)+l%+%
rOr \_ Or r2 002 0z2 Pp r Or " r 00 0z

0T wvg OT oT oT
(UTE + o0 + UZE> + Qgen = pCpE (13.19)

La ecuacién anterior describe la distribucién de temperatura en el interior de un fluido compresible en flujo
laminar con una fuente de generacién de energia en coordenadas cilindricas. Para fluidos incompresibles

se ocupa la ecuacién (6.15), por lo tanto, la ecuacién (13.19) serd

2 2
Fg( 8T) 10°T  O°T or  OT vy 0T 8_T> (13.20)

- it} [l Wi = o0 [ == hall

ror\Uar )T eae T 6,22] T dgen =P p(at LTI TR
Se paso del lado derecho de la igualdad los términos de velocidad. Dicha ecuacién describe la distribucion
de temperatura en el interior de fluidos incompresibles en flujo laminar, en la cual existe reacciéon quimica.

También se puede transcribir como

oT
EV2T + qgen = pCp (E +7- VT) (13.21)

Esta deduccién se puede ver en [133], la cual parte de coordenadas cartesianas.

(a) Disefio real de un reactor batch [131]. (b) Reactor batch por dentro [132].

Figura 13.0.4: Reactor batch en forma cilindrica.

Se puede simplificar la ecuacién (13.20), siendo que ahora que el fluido estd estético (considerando que el
reactor tiene aleta de agitacién, si no se deberd considerar la ecuacién (13.20) con movimiento angular),
tal como si fuera un reactor batch 13.0.4, el cual hay variacién en el tiempo pero ahora el sistema se
encuentra cerrado, entonces no habré velocidad en direccién en los ejes r, 6 y z. Solo habra transferencia
de calor por conduccién

10 oT 1 0?°T 92T oT
k [;5 (a_> T age tga| T e = Gy (13.22)

Dicha ecuacién se le conoce como ecuacién general de conduccién de calor en coordenadas ci-
lindricas para p, C), y k constante o también llamada ecuacién de Fourier-Biot. Esta ecuacién es

aplicable tanto para liquidos estaticos en sistemas cerrados como para sélidos, siendo mas utilizada en
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estos ultimos, ya que su p, C, y k se mantiene constante en mayor margen de temperatura. La ecuacién

anterior también se puede encontrar como

oT
PCogr = EVAT + qgen (13.23)

Donde el operador V2 podré estar en coordenadas rectangulares, cilindricas o esféricas. Dicha ecuacién a

condiciones especificas se reduce a tres grandes ecuaciones

1. Cuando el sistema opera de manera estacionaria pero cuenta con una fuente generadora de energia
se le llama ecuaciéon de Poisson
0= kV2T + qgen (13.24)

2. Cuando el sistema opera de manera no estacionaria y no cuenta con una fuente generadora de energia

se le llama ecuacién de difusién
C oT
P

— =kV°T 13.25

p at ( )

3. Cuando el sistema opera de manera estacionaria y no cuenta con una fuente generadora de energia
se le llama ecuacién de Laplace

=kV*T (13.26)

Las ecuaciones tridimensionales anteriormente deducidas se pueden reducir a unidimensionales cuando
la temperatura varia solo en una dimensién. Una vez aplicado el balance correspondiente de energia la
ecuacion puede ocuparse en coordenadas cartesianas y esféricas, ya sea para conducciéon o donde la
energia esta en funciéon de las propiedades de transporte de fluido, donde las ecuaciones se
pueden ver en el apéndice C. La deduccién de las ecuaciones por conduccién en coordenadas cartesianas,
cilindricas y esféricas se pueden ver en los siguientes videos [134] [135] [136]. Retomando el problema
inicial del reactor tubular en horizontal, se sabe que que la velocidad es en flujo laminar, por lo tanto
habrd transferencia de calor por conduccién y conveccién, ocupando la ecuacién (13.20), la velocidad
ocurre a lo largo del eje z, haciendo que la velocidad en v, y vy sea despreciable. La transferencia de calor
por conduccion del fluido se puede dar en las direcciones r y z, para 6 no se considera debido a que es
homogénea, es decir, que no hay cambio de temperatura en dicha direccién. Pero debido a la paredes de
la tuberia esta bien aislada, se puede considerar como si fuere esencialmente independiente de r, por lo
tanto tendrd relevancia la temperatura de entrada y de salida, siendo a lo largo del eje z [1]. Ademés, que
la tuberia opera de manera de manera estacionaria y si tiene generacion de energia, quedando como
0*T oT
keff,zzﬁ + Qgen = pcpvz&

Donde ke, .. es la conductividad térmica efectiva en direccién z [1], ya que puede existir conduc-
tividad térmica efectiva en direccién r, debido a que son diferentes y estos se presentan cuando los ductos
cilindricos estan llenos de materiales granulares a través de los cuales circula un fluido. Lo que queda por
hacer seria resolver la EDP, pero para ello se necesitan condiciones de frontera, las cuales para sistemas
no isotérmicos con un fluido en movimiento se utilizan los siguientes pardametros, los cuales se pueden

ocupar las mismas condiciones para sistemas no isotérmicos por conduccién [149]:
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= Le velocidad del fluido, debido a que son flujos laminares se debe resolver primero la ecuacién
de velocidad a partir de la ecuaciéon de movimiento.

= La temperatura en una superficie puede ser conocida, por ejemplo T = Tj.

= La densidad de flujo de calor en una superficie puede especificarse, por ejemplo g = ¢s.

= En una interfase sélido-fluido, la densidad de flujo de calor puede relacionarse con la diferencia
entre la temperatura de la interfase y la del fluido mediante la ecuaciéon de enfriamiento de
Newton (12.6).

= En la interfase s6lido-sélido y fluido-fluido, existe continuidad en la distribucién de tempera-
turas y la densidad de flujo de calor

= Cuando una frontera este aislada, con el fin de minimizar las pérdidas (o ganancias) de calor
a través de ellas, el aislamiento reduce dicha transferencia. Si una superficie esta bien aislada

se puede considerar un flujo especifico de calor cero ¢ = 0.

\

El procedimiento para resolver cualquier problema de transferencia de calor, ya no es necesario el tener
que utilizar volimenes de control, ya que se obtuvo una ecuacién general de transferencia de calor, la cual
permite deducir ecuaciones mas rapido unicamente teniendo que eliminar variables, mediante restricciones

que uno ponga para el caso de cada estudio.

13.1. Coordenadas rectangulares

Una vez explicado el balance de energia, el procedimiento para plantar y resolver los problemas de flujo
de calor de manera analitica es similar al de cantidad de movimiento, pero con la diferencia que ya no se
tendra que plantear volumen de control, sino, solo ocupar ecuaciones generales de transferencia de calor,
partiendo de un problema ”"sencillo” y posteriormente ir subiendo de dificultad los problemas, cambiando

la geometria e ir aumentado variables.

Figura 13.1.1: Panel de cristal.

Ejemplo No. 1| Para el primer caso hipotético se debe suponer que hay un puerta de cristal
cuadrado, ver figura 13.1.1, el cual se ocupa como entrada principal para una sala de espera de un

consultorio. Dentro de dicha sala de espera se instala un minisplit para tener un clima agradable para las
personas. Se le piden al ingeniero saber cuanto seria el cargo por energia consumida en un mes en la época
de verano si el minisplit opera 10 h continuas para enfriar el cuarto a la temperatura de 15°C'. En verano la

temperatura exterior llega hasta los 35°C'. Solo se considerara que donde ocurre una mayor transferencia
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de calor es por la puerta de cristal, despreciando accesorios y las otras paredes del consultorio, debido
a que el espesor de la puerta de cristal es més delgada que el de una pared, existiendo asi un mayor
gradiente de temperatura. Ademds, de que la conductividad térmica del vidrio arquitecténico es de k =1
W/(m - K), mientras que el de las paredes se considerara de ladrido comin k& = 0.72 W/(m - K), siendo
de mayor conductor de calor el vidrio [149].

/
L| T,

\Tl
| E &)

-

¥

Figura 13.1.2: Representacion esquematica del panel de cristal.

Lo primero que se debe hacer es desarrollar un bosquejo del problema, para ello se considerara un pa-
ralelepipedo de dimensiones de alto L, largo W y un grosor =, el cual tiene un conductividad térmica k
constante. Se considerara que la temperatura del exterior resulta igual a la superficie exterior de la pared
de cristal, definiendo la como la variable T, mientras que en la superficie interior de la pared es igual a

los 15°C' y se representard como T, por lo tanto Ty > 77, tal y como se muestra en 13.1.2

x Volumen
| — de
control

Placa
7 Sélida

\ k

n

L

Figura 13.1.3: Volumen de control de una pared rectangular.

Se debe determinar la razén de perdida de calor a través del cristal, para ello se realizara el desglose
del ejercicio, estableciendo un eje coordenado adecuado para trabajar, siendo el ideal en coordenadas
rectangulares y estableciendo el volumen de control, como se muestra en la figura 13.1.3. Para el volumen

de control recordar que serd perpendicular al eje de transferencia de calor. Si la transferencia de calor
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es unidireccional y se da en el eje x, los ejes perpendiculares seran a lo largo de y y z mientras que
el diferencial se llevara a cabo en Axz. Realizando una tabla con nuestras variables que intervienen,

despreciando el cambio respecto al tiempo, ya que el sistema opera de manera estacionaria.

Definicion Variable

Flujo de calor que entra al volumen de control. Ten-
dré direccion x, ya que el flujo fluye en dicha direc- Qm7ent,.ada = Asqy|e

cién.

Flujo de calor que sale del volumen de control. Ten-
dré direcciéon x, ya que el flujo fluye en dicha direc- Qwalida = Asqu|ernz

cién.

Flujo de calor producido en el volumen de control.

Se puede deducir la ecuacion especifica para este problema, siguiendo la misma metodologia que se vio
al inicio de este capitulo, partiendo de la primera ley de la termodindmica. Aunque es algo repetitivo y
es més rapido usar las ecuaciones de transferencia de calor que se ven en el apéndice C. Para saber que
ecuacion ocupar se debe ir eliminando variables. La ecuacién que se ocupara para medir la transferencia
de calor son las que se encuentran en el apéndice C.2, de las tres que se tienen, de acuerdo a la geometria
establecida en coordenadas rectangulares es (C.10)

0q. Oq, Oq. oT

T oy 0e e TI%

De esta se eliminan ciertos términos de flujo de calor, en la direccién y y z, esto se debe a que el area
donde se transfiere calor en dichos ejes es muy pequena comparada comparada con la que se da en el
eje x, tendiendo a despreciar a despreciar la transferencia de calor que se pueda dar en el eje y vy z, y
considerando que el flujo de calor sea unidireccional hacia el eje . También, se despreciaria el término de

generacion de energia y el flujo de acumulacién de energia, quedando la expresién (C.10) reducida a

 04a

ox

Resolviendo la ecuacién diferencial
¢ = Ch (13.27)

Posteriormente se aplica la ley de Fourier (12.3), en la expresién anterior, donde tendra direccién a lo
largo del eje x
dT
—k—=C 13.28
dx ! ( )
Se resuelve la ecuacién ecuacion diferencial
kT = —Clx + CZ
C
T = —?lx + CQ

Aplicando los valores de frontera donde para

1) 2=0 T=T,
2) z=v T="T

296



Capitulo 13. Ecuaciones de Variacion para sistemas mo isotérmicos

Aplicando la primera condicién 1)
() = -0) + ¢
To = Cs
Aplicando la segunda condicién 2)
M) =-S20) + 7o

k
—— (I —Ty) =C4
Y

k
—(Ty—Th) =C4
v

Sustituyendo en la ecuacién general para obtener la solucién particular

k
k(r, —Ty
_—_—7( ? )x—I—TO

€T
T:TO—(TO—TI);

Simplificando
x
T(z) =Ty — (To - Tl);

T(x)
7

(13.29)

0
X

Figura 13.1.4: Perfil de temperatura.
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La ecuacion obtenida describe el perfil de temperatura que se establece en el sistema, a todo lo ancho de la
pared cuando la conductividad térmica k permanece constante, como se logra apreciar en la figura 13.1.4,
la funcién es una recta indicando que en coordenadas rectangulares el perfil de temperatura tendera a
funcién lineal, cuando no hay generacion de energia, ademas, de que la temperatura maxima que se logra
es cuando la distancia es igual a x = 0 y conforme esta avanza se puede decir que va disminuyendo. Pero,
el objetivo principal del problema es encontrar el flujo el calor transferido entre el panel de cristal, por

ello se retoma la ecuacién (13.27) y se aplica la constante Cy
k
Ie = ;(To -T) (13.30)

Recordando que ¢, representa tinicamente el flujo de calor por unidad de area, por ello es mejor ocupar

el término de Q, cual viene representado como Q = ¢, /As. Donde As es el drea por la cual fluye el calor

)k
L -2m-m)
: k
Q=A:—(To - T1)
gl
Donde A, =L-W
. To—T
Q:k-L-W% (13.31)

Esta ecuacién nos permite determinar cuanto calor se transfiere por area.

13.1.1. Valores reales

Para determinar cuanto seria el consumo de energia por 10h, se debe saber las dimensiones y propiedades
del material. Por ello el panel de cristal que se esta ocupando mide 3 m de largo, por 3 m de ancho y un

espesor de 5 mm. La conductividad térmica del vidrio ordinario es de 1 W/(m - K).

1. Lo primero es ocupar la ecuacién 13.31

: T - T
Q=k-L- w2221
ol

_ <1 w >(3m)(3 ) (308.15 K — 28815 K)

m- K 0.005m

= 36000 W

2. Siguiente paso, es encontrar el trabajo que genera el minisplit. Por ello iinicamente por sencillez nos
enfocaremos en el balance de energia del compresor, el cual operara de manera isotérmica. Ocupando
la ecuacién (10.11) donde se elimina el término de entalpia, por trabajar de manera isotérmica, la

energia cinética y nos quedaria tal que

Qms - Wms =0
Qms = Wms

3. El calor del minisplit, Q,,s, va a ser igual al calor que se cede entre la puerta, entonces

Qms:Q

Wins = 36000 W
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4. Un mes tiene aproximadamente 30 dias y el minisplit opera 10 h. En un mes estaria trabajando 300
h. La ecuacién que rige el cargo por energia es
Coe =W -t
(35 kW) (300 h)
= 10800 kWh

5. Si un consultorio con el equipo que ocupa se posiciona en consumo excedente segiin la CFE [137] la

tarifa es de $3.147 man por cada kW h para negocios, entonces

Cargo=Ce. -t
= (10800 kW h) (83.147 man,)
= $33987.6 man

Siendo asi que tan solo el minisplit en verano generaria un gasto al mes de $33987.6 man, siendo
sumamente excesivo a menos que el consultorio para reducir el gasto econémico solo lo prenda cuando
sea sumamente necesario, exista un convenio entre la comisién de electricidad y el local particular
0 no se baje la temperatura hasta 15°C' si no elevarla un poco més dicha temperatura, también
otra forma de reducir el consumo energético seria el aumentar el grosor de la puerta. Queddndonos
a reflexionar ademds de los lugares que todo el dia ocupan un minisplit jcuanto no consumiran de

luz?

13.1.2. Solucién numérica

La solucién parte de la ecuacion (13.28)

clc
clear all
Tx = dsolve (' -k«DT=Cl’,’x");

syms C2 Cl x T TO Tl b dT As k
Ecl = T == Tx;

C21 = solve (Ecl,C2);

%$Valores en la frontera

C21 = subs (C21,x,0);

C21 = subs (C21,T,TO0);

%$Ecuacidén nueva generada
Tx1l = subs(Tx,C2,C21);

$Segunda condicidén de frontera
Ec2 = dT == Tx1;

Cll = solve(Ec2,Cl);

%Valores en la frontera

Cll = subs (Cll,x,b);

Cll = subs (C11,dT,T1);
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$Perfil de temperatura
Tx2 = subs(Tx1,C1,Cl1)

%$Flujo de calor
Q = Cllx*As

%Condiciones de estudio
L
W = 3;%Ancho [m]

k1l = 1;%Conductividad térmica [W/m-K]
bl = 5/1000; $Espesor [m]

TOO0 = 35+273.15; %Temperatura [K]

TO01l = 15+273.15; %Temperatura [K]

t = 30x10;%tiempo de uso [h]

Ta = 3.147;%Tarifa [mxn]

3;%Longitud [m]

Asl = LxW;

$Tranferencia de calor de la pared [W]
ox subs (Q,As,Asl) ;

Ox = subs (0x,T0,T00);

QOx = subs(Q0x,T1,TO01);

QOx = subs (0x,b,bl);

Ox = double (subs (0x,k,kl));

Ox = 0x/1000

%$Cargos por energia consumida

Cargo = Qx*xtxTa

Tx2 =

TO - (xx(TO0 - T1))/b
Q =

(Asxkx (TO - T1))/b
Ox =

36
Cargo =

3.3988e+04

13.2. Coordenadas cilindricas

Ejemplo No. 2| Una forma en transportar un liquido, como podria ser el agua, es mediante un

recipiente, siendo especificamente una botella de acero inoxidable, la cual es un contenedor cilindro, tal

como se aprecia en la figura 13.2.1.

300



Capitulo 13. Ecuaciones de Variacion para sistemas mo isotérmicos

Figura 13.2.1: Botella de acero inoxidable de pared simple sin aislamiento [138].

El caso de estudio de este problema serd el de ver en que tiempo tarda en enfriarse un té (que puede
considerarse en su mayoria como agua), la cual se encuentra a 65°C, mientras que en el exterior hay una
temperatura de 20°C, con la finalidad de hacer té frio. Para ello el té se vierte en la botella de acero
inoxidable y esta misma se cierra de forma hermética. El té se prepara a las 7 de la manana, se quiere
saber si el té tendra una temperatura adecuada de 30°C' antes de las 7:30 a.m., para ver si se puede tomar
el termo con la seguridad de no quemarse a la hora de sujetar la botella. Las dimensiones de la botella
tiene son de longitud L, didmetro interior D1 = 2R; y didmetro exterior Dy = 2R5, tal como se muestra

en el esquema 13.2.2

Fluido f’ m Ty
/-_-——__—_--"\

caliente .
interno \\_‘_""——_j Ty
—| .
T x Fluido
[T Circundante
L Tamb
Pared Pared
interna de la > l+——— externa de la
botella botella
Ty
Rage,  t0 e

2R,

Figura 13.2.2: Esquema del recipiente con sus dimensiones respectivamente.

Para resolver el problema se debe escoger la ecuacién adecuada, a partir del apéndice C, la cual se tiene
la ecuacién de energia en funcién del transporte de fluido o la de conduccién, como el fluido esta estatico,
la méas conveniente es la de conduccién dada en la parte C.2 en términos de densidad de flujo. De las tres

ecuaciones que se tienen en la parte parte C.2 y de acuerdo al eje de coordenadas cilindricas, la ecuacion
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mas adecuada es (C.11)
aT 11 10q9 0Oq.

PO = rar T T e s

Se reduciran ciertos términos a la ecuacién anterior de acuerdo a las condiciones de estudio. El término de

+ Qgen (13.32)

generaciéon de energia se eliminard, ya que no existe, asi mismo el término de energia en 6 y z se desprecia:
la energia en 6 debido a que no hay diferencial de temperatura eje 6, mientras que para el caso del flujo
de calor en en z si habra, siendo en la base y tapa de la botella, pero se considerara que la botella se pone
encima de una mesa, actuando esta como un aislante, impidiendo que la transferencia de calor se lleve,
mientras que en la tapa de la botella, al ser de plastico tiene una menor conductividad térmica que el acero
inoxidable y la tapa es méas gruesa que la pared de la botella, haciendo que se de mayor transferencia de
calor en los alrededores del cilindro, que en a tapa y el fondo, ver figura 13.2.3. Ya que se quiere analizar

el comportamiento de la temperatura a lo largo del tiempo, operara de manera no estacionaria.

oT 11
C — =__ 13.33
P ot r Or (rar) ( )
Pared Pared
externa de la interna de la
botella r botella

z /
espesor

e
Tamb

Fluido
Circundante

Figura 13.2.3: Representacion lateral del cilindro.

Apreciando la ecuacién (13.33) se tiene una parcial, la cual se conoce como el problema clasico de
Stefan [139] [140] [141] [142], el cual para resolverlo se plantea de dos modos:

1. Aplicando el método de variables separables para una EDP, o

2. Aplicando el método de Stefan, el cual considera ocupar un estado pseudo-estacionaro (pseudo-

steady-state), conocido por sus sigla en ingles como PSS.

El método del estado pseudo-estacionario consiste en una soluciéon analitica, donde la variable del
tiempo se aproxime al 0, 9T /0t = 0, [139] [140], para si obtener una EDO. Una vez obtenido el resultado
de la EDO se sustituye la solucién en la ecuacién (13.33), donde tnicamente existird la variacién de la
temperatura respecto al tiempo, 9T/dt. Dicho esto, se evaliia estado pseudo-estacionario, cuando
oT /ot =0 .

~ 5 (rg.) =0 (13.34)
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Resolviendo
Ch
qr = —
r
Aplicando la ley de Fourier
de O
dr r
Resolviendo la segunda ecuacién diferencial

—kT =CyIn(r) + Cy
C1

T:f?ln(r)ng

Aplicando los valores de frontera T(R1) = Ty y T(R2) = T;. Ocupando la condicién 1)

C
(To) = ?1 In(Ry) + Cy

TO — %ln(Rl) = 02

Aplicando la segunda condicién 2)

(Th) = %hl (R2) + Co
ﬂ:%%mm+n—immg
ﬂ—%_%mmg—%mmﬂ
ﬂfnf%mm&ymmm
-G (22)
Mﬂ—maﬁhaza

Sustituyendo en Cy

C
@:%—fmmg

02 = TO — k(Tl — To)m% In (Rl)
Co=Ty— (Th - To)ml(n}%(f/lfil)

Sustituyendo en la ecuaciéon general

T= lk(Tl —To) : In (r) +To — (Th — To) n ()

k In (Ry/Ry) In (Ra/Ry)
T:m—ﬂmméﬂmmhﬂﬂhﬂﬂ—ﬂaﬁggﬂ
= it )~ () + T
:mﬁiﬁom<é>+%
Tkﬂﬂf%HMN&)+%

ln (RQ/Rl)

(13.35)

(13.36)

(13.37)

(13.38)
(13.39)
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Siendo la solucién particular

In (’I“/Rl)
T(r)=(T1 —Ty) —————7~ + T 13.40
(r) = (Ty O)IH(RQ/R1)+ 0 (13.40)
Donde r solo es valido para el intervalo [Ry, Rs]. Sustituyendo C; en la ecuacién (13.35)
1 1

qr = ;k(Tl - To)m

Acomodando términos y haciendo una observacién de que T7; — T matematicamente esta correcto, pero

fisicamente no, esto debido a que romperia la segunda ley de la termodinamica , debido a que T1 < Ty

y a la hora de resolver el flux calor daria un valor negativo . Para ello se debe acomodar la ecuacién tal

que quede Ty — T3. Pare lograr esto debe quedarse el signo negativo de la ecuacién (13.34), debido a que

a la hora de resolver la ecuacién (13.34) la constante C; tiende a absorber dicho signo [23]. Quedando la

ecuacién (13.35) como ¢, = —C1/r y el flujo de calor quedaria tal que
_k To—-T

qr = ;m (13.41)

La expresion anterior representa la conduccién de calor a los alrededores de un cilindro, pero se desconoce
la T7, ya que la temperatura de superficie no sera la misma que la del interior, por ello se utiliza el flujo

de calor por conveccién (12.6), gracias a que la temperatura del ambiente es més facil medir

Q =h- As(Tl - Tamb)

Aplicando la definiciéon de flujo de calor Q = ¢ - A,
qr = h(Tl - Tamb)

Despejando la variable Ty

ﬂ:%+nm (13.42)

Despejando la variable T} de (13.41)
qr - T - ln(Rg/Rl)

T =Ty — - (13.43)
Igualando las expresiones (13.42) y (13.43)
gr-r-In(Re/Ry)  gr
To — = 7 Tam
0 A h + b
ol i
TO - Tamb - & r nk<R2/R1) + qi
r-ln (RQ/Rl) 1
Ty — Tam =4r |/ 7
0 b=4( [ A + 5
o TO - Tamb
Ir = T- ln(RQ/R1) + l
k h
TO - Tamb

qr =
r R2 1
T (22 Z
kn(&)+h

Haciendo que la solucién de la parcial 9(rg,)/0r sed
TO - Tamb

R\ 1
In| 22 -
kn<m>+h

0
or (rqr) =

| =
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Sustituyendo en la expresion (13.33)

pC aT:1 TO_Tamb

pa ; Z In RQ n l
k Ry h
oC oT To — Tamp

"o T (R 1
—In -
k Ry h
Se debe multiplicar toda la ecuacién por el area en la que esta fluyendo el calor, ya que se debe estimar

cuanto es la perdida total de calor a través de las paredes. Donde el area de las paredes de un cilindro
esta dado por Ag = rdfdz

or\ Ty — Toms
(o) = |
k Ry h
8T - TO - Tamb
rdfdz (pCpr 875) = rdfdz v R 1
k R, h
oT Ty — T,
2 vL_ 0 amb
(r?dfdz) pC, ey (rdodz) " 7 N i
k Ry h
oT Ty — T
2 g 0 amb
(r2d0dz) pCy 5, T (R L]
rdodzr |k O\ R )
oT Ty — T,
2 vL_ 0 amb
(r?ddz) pC, 5 o R N T
rdodzk "\ Ry ) " rdfdzh
6T TO - Tamb

2 —_— =
(r dﬁdz) pCyp 5 1 N R . 1
dodzk Ry rdfdzh

Como se aprecia el término de r2dfdz es el volumen de un cilindro.

or _ TO - Tamb
Vpcpa o1 In & + !
dbdzk Ry rdfdzh

Sustituyendo los valores de df y dz, que al integrase se obtiene

27
/ df =27
0
L
/ dz =1L
0

orT To — T,
VpC' 0 amb

Por — 1 R\, 1
2w Lk R, 2w Lrh

Sustituyendo
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Ahora jqué valor tiene r? Bueno hay que tener mucho cuidado con esta variable en transferencia de
calor cuando se manejen coordenadas cilindricas y esféricas. Debido a que r dependera de donde se este
evaluando la transferencia de calor por conveccion, en este caso hay un fluido circundante que interactta
con el didmetro exterior de la botella, por lo tanto r = Rs. Puede existir otros casos donde, por poner
un ejemplo, sea una tuberia hueca, donde interactien dos fluidos uno interno y otro externo, entonces
habré dos h una interna la cual interactuara con el diAmetro interno de tuberia y una h externa donde

interactuara con el diametro externo. Aclarado, la ecuacién final quedaria

oT To — Tum
Vol _ 0 b

T | R 1
- hl _“ + - -
2w Lk R, 2rLRyh

El término T, debera cambiarse en funcién del tiempo, debido a que la temperatura del liquido dentro

del termo tendera a disminuir conforme pase el tiempo, es decir T'(t) y Tp para a ser condicién inicial en
el tiempo t = 0.

dT _ T — Tamb
VPCP% - 71 In & + 71
2w Lk R1 27TLR2h

Donde la ecuacién (13.44) representa el calor que sale por conduccion, el cual se disipa por medio de la

(13.44)

conveccion en la pared del cilindro en estado no estacionario. Si se aprecia bien, la ecuaciéon parcial ya
se volvié a una ordinaria, donde la variable de temperatura depende tunicamente del tiempo. El acero
inoxidable tiene una conductividad térmica promedio de 15 W/(m - K) y al tener un espesor sumamente
pequeiio (entre 1-5 mm, dependiendo la calidad de la botella) la transferencia de calor serd grande,
considerado que la temperatura tanto dentro como fuera de la botella pudiera ser la misma, con muy
pequenas variaciones de temperatura. Pudiendo considerar que la transferencia de calor se da mayormente

por conveccion. Entonces la ecuacion (13.44) quedaria

VpCpCfi—j; =2 LR (T — Tomp) (13.45)
La ecuacién (13.44) se puede considerar mds cuando el valor de la conductividad térmica es baja, con
valores de k < 3, o el espesor es sumamente grueso. Un ejemplo es una taza de café, donde la espuma
puede actuar como aislante, entonces la transferencia de calor actuara mas en los alrededores de la taza,
donde la conductividad térmica de tazas de arcilla de 0.1 < k < 0.7 W/(m - K) y tienen por lo regular un
espesor grueso, comparado con los 5 mm de la botella. Pasando las variables constantes del lado derecho

de la ecuacién (13.45)

dT"  2wLRsh
— =~ T =Tum
dt VpC, ( 2
Ash
T —Tom
VpCp( b)
Al cociente (Ash)/(V pCyp) se nombrara como b, el cual tiene unidades de 1/s y se le llama constante de
tiempo
aTr
E = b(T - Tamb) (1346)

A la ecuacién (13.46) se le conoce como ley de enfriamiento de Newton [20]. Al resolver la ecuacién
anterior por el método de separacion de variable, integrando desde ¢t = 0 en el cual T' = Ty, hasta cualquier
instante ¢, el cual T = T(t), da

T'(t) — Tams — bt

13.4
TO _Tamb ( s 7)

306



Capitulo 13. FEcuaciones de Variacion para sistemas no isotérmicos

La ecuacién (13.47) permite determinar la temperatura T'(t) de un cuerpo en el instante t. Restricciones

de la ecuacion anterior

= Valida cuando se conoce la temperatura de superficie de un cuerpo, para temperaturas internas
como la de una taza de café se ocupa la ecuacién (13.44).

» Cuando k, Cp y p del material son constantes.

13.2.1. Valores reales

Las dimensiones de la botella son de radio interno 3 c¢m, con una altura de 26.5 c¢m, el espesor del acero
inoxidable es de 0.3 em y con conductividad térmica de 15.6 W/(m -° C). El té que se sirvi6 son de 750
mL, con una densidad promedio de 988.08 kg/m? y un calor especifico promedio de 3120.5 J/(kg -° C).
El tnico dato que se proporcionara serd el coeficiente de conveccién natural para el aire que serd de 15
W/(m? -° C), un promedio de los obtenidos de [143], para la interaccién entre el aire circundante y el

didmetro exterior del cilindro. La condicién inicial es

£(0) = 65°C

Para posteriormente evaluar en que tiempo se logra la temperatura de 30°

13.2.2. Solucién numeérica

Se comparara las tres ecuaciones obtenidas para hacer una comparativa, siendo: (13.44), (13.46) y (13.47).
Para su solucién se ocupara el método de variables separables, por ello se tendra que integrar las ecuaciones

(13.44) y (13.46). La ecuacién (13.47) se verificara Gnicamente que si sea la solucién analitica de (13.46).

1. Se programa primero las datos constantes. Donde el C,,, p y V' le corresponderé para los datos del
fluido [139] [140]. Para k, L, Ry y Rs corresponderdn a los datos de la botella, por ser el mecanismo
de conduccién. Par h y A, serdn los datos del fluido circundante, siendo el aire.

clc

clear all

syms T t t_f

%Datos

Cp = 3120.5;% Capacidad calorifica [J/kg-°C]

p = 988.08;% Densidad [kg/m"3]

h = 15;% Coeficiente de conveccidén natural [W/m"2-°C];
k = 15.6;% Conductividad térmica de [W/ (m—-°C)]

Rl = 3/100;% Radio interno [m]

es = 0.3/100;% Espesor [m]

R2 = Rl+es;% Radio externo [m]

L = 26.5/100;% Longitud de la botella [m]
T_amb = 20;% Temperatura ambiente [°C]
T_0 = 65;% Temperatura inicial [°C]

T_f = 30;% Temperatura a encontrar [°C]
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Q

0 = 0;% Condicidén inicial de t [s]
t_f = t;% Tiempo problema [s]
V = 0.00075;% Volumen [m"3]

As = 2%pi*R2%L;$% Area de seccién transversal

2. Mediante el comando int (f,t, a,b) se solucionara las ecuaciones (13.44) y (13.46). Donde £

corrresponde a la funcién a integrar; t es la variable a integrar; a,b serdn el valor minimo y

maximo. Se obtendran dos integrales resolver:

/30 ar 1 /“f ) dt

2w Lk Rl
30 %)
dr
/ Ay / dt
65 T_Tamb 0

27TLR2h
La expresién de la izquierda de la igualdad de ambas ecuaciones deberd ser valor absoluto, para

evitar dar valores negativos.

. Una vez que se programa las integrales en MATLAB, usando el comando sub se despejara la
variable t_f£, que es el tiempo en funcién ¢(f) y luego se pone el comando double, para simplificar

la solucién.

% Transferencia de calor por conduccidén + conveccidn

Fl = 1/(T-T_amb) ;

F2 = 1/(1log(R2/R1)/ (2*pi*L*k)+1/ (2*pi*L*xR2+h)) *1/ (Vxp*Cp) ;
a = abs(int(F1,T,T_0,T_£f));

b int(F2,t,t_0,t_£f);

Ec:a::;

t_fl = double(solve(Ec,t_£f));
t fl =t _f1/60% Solucidén en min

% Transferencia de calor por convecciédn
F3 = (Asxh)/ (VxpxCp);

c = int(F3,t,t_0,t_£f);

Ecl = a == c;

t_f2 = double(solve (Ecl,t_£f));

t_f2 = t_f2/60% Solucidén en min

4. Por ultimo, es ocupar la ecuacién (13.47), la cual se despeja la variable ¢ y se afiadird un error,

considerando el valor de la ecuacién (13.44) como el real, ya que considera los dos mecanismos que

intervienen entre si.

% Probovacién de la ecuacidén de transferencia de calor por conveccidn
ta = -1/F3%x1log((30-T_amb)/ (T_0-T_amb)) ;
ta = ta/60% Solucidén en min

error = abs (t_fl-t_f2)/t_£f1x100

El programa completo queda
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clc

clear all

syms T t t_f

%$Datos

Cp = 3120.5;% Capacidad calorifica [J/kg-°C]
p = 988.08;% Densidad [kg/m"3]

h = 15;% Coeficiente de conveccidn natural [W/m”*2-°C];
k = 15.6;% Conductividad térmica de [W/ (m—-°C) ]

Rl = 3/100;% Radio interno [m]

es = 0.3/100;% Espesor [m]

R2 = Rl+es;% Radio externo [m]

L = 26.5/100;% Longitud de la botella [m]

T_amb = 20;% Temperatura ambiente [°C]

T_0 = 65;% Temperatura inicial [°C]

T_f = 30;% Temperatura a encontrar [°C]

t_0 = 0;% Condicidén inicial de t [s]

t_f = t;% Tiempo problema [s]

V = 0.00075;% Volumen [m"3]

As = 2+pi*R2xL;$% Area de seccidén transversal

% Transferencia de calor por conduccidén + conveccidn

Fl1 = 1/(T-T_amb);

F2 = 1/(1log(R2/R1)/ (2xpixL*xk)+1/ (2«pi*LxR2+h)) 1/ (Vxp=*Cp) ;
a = abs(int (F1,T,T_O0,T_£f));

b = int(F2,t,t_0,t_£f);

Ec = a == Db;

t_fl = double(solve (Ec,t_£f));
t_fl = t_f1/60% Solucidén en min

Q

% Transferencia de calor por conveccidn

F3 = (Asxh)/ (Vxp=*Cp);
c = int (F3,t,t_0,t_£f);
Ecl = a == ¢c;

t_f2 = double(solve (Ecl,t_£f));
t_f2 = t_£f2/60% Solucidén en min

o

% Probovacién de la ecuacidn de transferencia de calor por conveccidn

ta = -1/F3%log((30-T_amb)/(T_0-T_amb));
ta = ta/60% Solucidén en min

error = abs(t_fl-t_f2)/t_f1x100

t_fl =
70.5467
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t_f2 =
70.3340

ta =
70.3340

error =
0.3015

El té tarda en enfriarse 70 min a la temperatura deseada de 30°C. Para saber en que temperatura
tendra en el minuto 30 se pone el siguiente comando T_30 = T_amb+ (T_0-T_amb) xexp (-F3+*30%60)
obteniendo una temperatura de 43.6916°C. Se aprecia que la ecuacién (13.47) si es solucién de (13.46).
Ademas, la solucién de la ecuacion (13.44) es casi la misma que (13.46), con un error de 0.3015 %, donde

en estadistica el error debe ser menor al 5 %. Siendo aceptable el modelo.

13.3. Coordenadas esféricas

Ejemplo No. 3| Para este ejemplo se tratara de resolver todo el ejercicio programandolo en

MATLARB. Para ello se ocupara de ejemplo un tanque esférico, ver figura 13.3.1, que son muy ocupamos
en la industria, quimica, aeroespacial y petroquimica, ya que se utilizan bastante para el almacenamiento
de gases y liquidos, gracias a su disenio ofrece una distribucién uniforme de la tensién bajo carga interna,
lo que resulta en un almacenamiento presurizado altamente eficiente, traduciéndose en un menor espa-
cio de la tierra utilizada para el almacenamiento presurizado y ofrece costos mas bajos para fundicion,

revestimientos, accesorios y tuberias que para otras opciones [144].

Figura 13.3.1: Tanque esférico [144].
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Dicho tanque esférico se disefio para almacenar 4000 m? de butano liquido con una densidad de 625.5
kg/m?. El material con que se construyo el recipiente es acero al carbén duro el cual consta de una
composicién quimica de 0.55 % de Carbdn y el resto es hierro. Por cuestiones del mal mantenimiento y
cuidado del tanque se desarrolla una grieta en la parte superior del mismo, haciendo que la presién que
tenia en el interior caiga hasta la presién atmosférica, este caso a nivel del mar. Ademas que la temperatura
desciende hasta 272.7 K, siendo la temperatura de ebullicion del butano a 1 atm. La temperatura del
aire circundante es de 17.5 °C con un coeficiente de conveccién de 10 W/(m? - K). Determinar cuanto
tiempo tardara en vaciarse el tanque esférico, asi como la temperatura en que se encuentra la superficie
de la esfera, ya que si se quiere sellar la fuga, se debera tener cuidado al tocar la superficie de la esfera.

En este caso se tendra ciertas suposiciones,

= Un tanque esférico no esta lleno al 100 %, debe tener una capacidad del 80 % de almacenamiento,
pero debido a que el liquido se evapora, el gas abarcara todo el contenido del recipiente, por ello se

puede decir que la transferencia de calor sera homogénea a lo largo del eje r de la esfera.

= Como hay variacién en el tiempo la ecuacién de transferencia de calor sera una parcial respecto
al tiempo, el cual se puede ver su programa en [145], pero para este caso se considerara que la
temperatura dentro de la esfera y fuera de ella se mantiene constante, ya que se dejo pasar un lapso

de tiempo razonable donde se encuentra en estado estacionario la transferencia de calor.

= Se considerara tUnicamente la transferencia de calor por conveccion afuera de la esfera debido al
movimiento circundante del aire, dentro de la esfera también existird transferencia de calor por
conveccion ya que se encuentra un fluido que mantiene la temperatura constante dentro de ésta, pero
se despreciara, debido a que obtener los valores de hpyiano SOn sumamente complicados de obtener,
por ende se considerara que la temperatura interior del tanque es la misma que la temperatura de

ebullicién de butano.

Grieta donde
esta saliendo Pared del
el gas Contenedor

Esférico

2R,

Figura 13.3.2: Esquema del tanque esférico.

Partiendo de un diagrama donde se vean todas las variable que intervienen en el problema, como se ilustra
en 13.3.2, donde el radio interno de la esfera viene dado por D = 2Ry, el radio externo Dy = 2R», la
temperatura interna 77, la temperatura externa Ty y la temperatura ambiental Ty,,,;, vy un dato extra sera
que la entalpia de vaporizacién del butano a 1 atm siendo de 320 kJ/kg. Para desarrollar la ecuacién

que rige la transferencia de calor, se partird de la ecuacién (C.14), de la cual se reducirdn los términos
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de transferencia de energia en direccién angular gs y g4, asi como los términos de generacién de energia,

ya que no existe y el de temperatura de acumulacién, ya que el sistema opera de manera estacionaria,

quedando reducida a

Existen muchos métodos de programacion en MATLAB, siendo uno de ellos el que se vera ahora para

resolver a ecuacién diferencial donde la derivada tiene un producto. Para ocupar el comando dsolve no

se puede introducir en MATLAB una derivada ordinaria por productos, es decir d(r? - ¢.)/dr. Para ello

se pondré dicho producto como ¢ = r? - ¢, reduciendo la ecuacién anterior a

_10q _
r2or

Aplicando comando dsolve, y sustituyendo a ¢ por 72 - ¢,, donde se debe despejar ¢.. Pare ello primero

se le debe indicar a MATLAB cuando vale ¢ y después se sigue la metodologia para despejar ecuaciones,

mediante el comando solve

reEDOl = dsolve(’'-1/(r"2)*Dg =0","r");
q = g r*xr"2;

EcO0 = reEDOl == g;

g_r = solve(Ec0O,qg_r)

Cl/r"2

_a
o=

(13.48)

Aplicamos la ley de Fourier a la solucién obtenida, la cual uno mismo la puede hacer y asi proceder

a resolver la segunda EDO mediante el comando dsolve, usando las condiciones de frontera, donde

T(R)=T1yT(R) =Tp

dT (&
Rt
dr r2

(13.49)

Tr = dsolve (' -k*DT =Cl/r"2’,’r");
Ec2 = T == Tr;

C21 = solve (Ec2,C2);

%$Primera condicién de frontera
Cc21 subs (C21,r,R1);

Cc21 subs (C21,T,T1);

%$Ecuacidén nueva generada
Trl = subs(Tr,C2,C21);

$Segunda condicidén de frontera
Ec2l1l = dT == Trl;

Cll = solve (Ec21,Cl);

%Valores en la frontera

Cll = subs (Cl1l,r,R2);

Cll = subs (C11,dT,TO);
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%$Perfil de temperatura
Tr2 = simplify(subs(Trl,C1,Cl1));

C2 + C1l/ (k*r)
Tr2 =
(R1*R2+TO0 — R1%R2%T1 + R1*Tl*xr — R2*TOxr)/(rx(R1 - R2))

Cy

T=Cy+ — 13.50
R (13.50)
RiRoTy — RiRTY +7RyTh — rReTh
T(r) = 13.51
( ) r (Rl - RQ) ( )
Haciendo un poco dlgebra a la ecuacién (13.51)
T(r)=(To — T1) Loy +T (13.52)
r)= — — — = .
" Y\R R R v '

Donde la ecuacién expresa el perfil de temperatura del interior de la esfera hacia el exterior en un intervalo

[R1, R2]. Lo que queda, es evaluar C; en la ecuacién 13.48

%$Perfil de calor
g r = simplify(subs(g_r,Cl,C1l1))

(R1*R2+xTOxk — RI*R2*T1l*k)/(r"2x(R1 — R2))

0 = Rl]jgk (To — Th)
T (Rl — Rz)
O también como
1 1 1\!

qr = r—zk(TO —T) (R1 — R2) (13.53)
Ya que se quiere evaluar el calor transferido del sistema a los alrededores, se debera sustituir el flujo de
calor por su definicién ¢ = Q /As. Mismo caso que el problema de la seccién anterior, no se cuenta con la
variable Ty, siendo la temperatura de superficie. Por ende se debe despejar T de la ecuacién de conveccién

y de (13.53), igualar ambas ecuaciones y despejar la variable Q.

1. Primer paso, encontrar el calor cedido para la ecuacion de convecciéon y conduccién. La ecuacion de
conveccién cambiara, ya que la temperatura del ambiente serd mayor a la de superficie Ty, para no

romper la segunda ley de la termodinamica.

%$Calor por conduccidén
As = 4xpixr"2;

Q_cd = g_r*As;

%$Calor por conveccién
Q_cv = As*h* (T_amb-TO0) ;

2. Segundo paso, despejar la variable Ty
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%$Despeje de TO
Ec3 = Q == Q_cd ;

T01l = solve (Ec3,T0);%Para conduccidn
Ecd = Q == Q_cv ;
T02 = solve (Ec4,T0);%Para conveccidn

3. Igualar ambas ecuaciones y despejar la variable Q

$Igualacién de ambas ecuaciones y despeje de Q
Ec5 = T02 == T01;
solve (Ec5, Q) ;

10O
Il

—(T1 - T_amb)/(1/ (4xh*xr"2+pi) + (R1 — R2)/ (4*R1xR2xk*pi))

N - (Tl - Tamb)
Q= Ri—Ry 1
4drkR1Rs  4Amhr?

(13.54)

Recordar que la variable r se evaltia en donde se este llevando a cabo la transferencia de calor por

conveccion, si esta se lleva a cabo en la superficie de la esfera r = Ry

Se procede a evaluar la ecuacién (13.54) con los datos proporcionados. Para el valor de la conductivi-

dad térmica del compuesto se debe establecer. Por ello, se ocupa la siguiente ecuaciéon valida para la

conductividad térmica de mezcla de sélidos [156]

kmez = i T -k
n=1

(13.55)

Donde k.. es la conductividad térmica de la mezcla; x es la fraccién molar del compuesto; k; es la
conductividad térmica de cada compuesto individual. Por lo tanto si kg, es de 80.2 W/m - K y del carbén

es de 120 W/m - K. Para la obtencién del didmetro interior se ocupa la ecuacién del volumen de la esfera

4
V= ok

3\ /3
o= <47r>

Para el didmetro exterior, es inicamente anadirle a R; el espesor

De la cual se debe despejar la variable R;

Rs = Ry + espesor

%Condiciones de estudio

V = 4000;%Volumen [m"3]

T_ambl = 17.5+273.15; %Temperatura [K]
T_ 11 = 272.7;%Temperatura [K]

X_C = 0.55/100; %Fraccién molar de Carbono
x_Fe = 1-x_C;%Fraccién molar de Hierro

k_C = 120;%Conductividad térmica del C [W/m-K]
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k_Fe = 80.2;%Conductividad térmica del C [W/m—-K]
e = 38/1000; $Espesor de pared [m]

hl = 10;%Coeficiente por conveccidén [W/m*2-K]

H = 320;%Calor de vaporizacidén [kJ/kh]

p_1l = 625.5;%Densidad del liquido [kg/m3]

DH = 320;%Calor de vaporizacidén [kJI/kg]

$Determinar los radios

R11 = ((3%V)/ (4xpi))"~(1/3);%Radio interior [in]
R22 = Rll+e;%Radio exterior [in]

%$Conductividad térmica
kl = x_Cxk_C+x_Fexk_ Fe;%Conductividad térmica [W/m-K]

$Tranferencia de calor a los alrededores
Q_t = subs (Q,h,hl);
Q_t = subs (Q_t,k,k1);
QO t = subs (Q_t,T1,T_11);
Q_t = subs (Q_t,T_amb,T_ambl);
(
(

Q_t = subs (Q_t,R1,R11);
Q t = subs (Q_t,R2,R11);
QO _t = double(subs (Q_t,r,R22))%Donde r = Radio exterior [W]

O_tkW = Q_t/1000;% [kW]

2.2043e+05
o_tkw =
220.4282

Donde la transferencia de calor es de
Q = 2.2043 - 10° W = 220.4282 kW

Para la temperatura Ty, se evaliia mediante el resultado obtenido por T02

$Temperatura de superficie
T_00 = — (- 4+T_ambl+hl+pi*R22"2 + Q_t)/ (4+xhl1+R22"2+pi)
format long
T 0 =
272.7000371

Donde la temperatura de superficie de la esfera se encuentra a
To = 272.7000371 K = —0.45°C

Siendo uno ingeniero, se debe actuar rapido en situaciones asi, donde hay una fuga y mas siendo un

gas sumamente explosivo, pudiéndose decir que la temperatura interior de la esfera es la misma que la
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temperatura exterior y asi solo ocupar la ecuacién de conveccion, ya que la temperatura en el exterior es
casi idéntica, por milésimas, a la del interior, y esto se debe a que el material con que se diseno la esfera
es un buen conductor de calor. La temperatura exterior cambiaria si el tanque tuviera un espesor mayor
o que el material con que se construyo la esfera estuviera revestida de un aislante o un superaislante. Por
ultimo, es encontrar en que tiempo se tardaria en vaciar el tanque esférico. Por ello al hablar de flujo, uno

se debe remitir a las ecuaciones de cantidad de movimiento macroscépico para gases (10.11)

A o 1 N
wagziAf+AH

Donde se eliminaran los términos de trabajo y energia cinética, ya que no existen: el primero por no

contener trabajo el sistema y el segundo porque no existe ya que el fluido sale de manera ascendente y

siendo més aplicable cuando el fluido viaja por tuberias

Q=AH
Sabiendo que Q = mQ o Q = Q/m _
9 _af
m
Despejando m .
e,
m= —=
AH

Sustituyendo el flujo masico por su definicién 1 = pV = pV/t

vo_Q
t  AH
Despejando ahora la variable ¢
t__m-V-AH'
Q

Donde t serd el tiempo transcurrido; AH sers el calor de vaporizaciéon; p; la densidad del liquido; V' el
volumen del recipiente. Evaluando en MATLAB

%$Tiempo transcurrido
t_s = p_l*V+DH/Q_tkW
t_h = t_s/3600 %[h]

o\

[s]

t_s =
3.6322e+06

t_h =
1.0089e+03

El cual tardaria 1008.9 h, para que se vacié el tanque totalmente. Nota Agregar justamente al inicio del
programa las variables simbdlicas, las cuales se fueron obteniendo mediante se va programando. Siempre

verificar el andlisis dimensional.

clc
clear
syms g r r T C2 C1 R1 R2 Tl dT TO h T_amb Q k

316



Capitulo 13. FEcuaciones de Variacion para sistemas no isotérmicos

13.4. Lampara de lava

Walker, tal como se muestra en la figura 13.4.1

Astrobaby I \\

76mm—‘

(a) Dimensiones de la base de la (b) Vista de la base y punta de la lampara

lampara.

Figura 13.4.1: Lampara de lava [145].

Ejemplo No. 4| Las lamparas de lava son un disefio decorativo hechas por Edward Craven-

El funcionamiento de dicha lampara consiste en una lampara eléctrica la cual es una fuente de energia,

instalada en la base del contenedor, pero no la parte superior donde la cera caliente se enfria, se contrae,

y como su densidad aumenta vuelve a caer hacia el fondo del contenedor, donde se vuelve a calentar

y ascender, cerrando el ciclo. La diferencia de calor entre la parte superior e inferior es de solo unos

grados. Las temperaturas de funcionamiento de las lamparas de lava son diversas, pero normalmente

oscilan alrededor de los 60 °C (140 °F) [150], la temperatura en la cual la cera sigue un ciclo de fusién-

solidificacién. Para que la lampara funcione, la cera tiene que ser ligeramente més densa que el agua a

temperatura ambiente, y ligeramente menos densa a mayor temperatura, pues la cera se expande mas que

el agua cuando es calentada. Siendo la cera fundida y el agua dos liquidos inmiscibles, ambos se mantienen

separados. Si viéramos nuestro esquema de la lampara de lava se veria tal que

|

|

|

|

|

|

[

|

I

I Fuente
: generadora
| de energia
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Figura 13.4.2: Esquema de la lampara de lava.

Se quiere saber cudl serd la ecuacién que representa la distribucién de temperatura de la base conica de

la lampara del cilindro, si se considera que tiene una fuente de generacién de calor de la base interior la
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cual transfiere calor hasta la base superior, si la transferencia de calor se produce solo en direccién z, tal

como se muestra en la figura 13.4.3

Fuente
generadora
de energia

Volumen de
control

dx

(a) Vista lateral de la base cénica de la lam- (b) Eje coordenado zy.

para de lava.

Figura 13.4.3: Transferencia de calor del cilindro cénico.

Si se quisiera resolver el problema a partir de alguna de las ecuaciones que se encuentran en el apéndice
C, no se puede, esto debido a que dichas ecuaciones son tnicamente validad cuando el A4 es constante a
la entrada y salida y en este caso el area varia. Por ello se debe realizar un nuevo balance de energia para

un volumen de control, el cual dice que

Calor de entrada por conduccion —
Calor de salida por conduccion +
Calor generado =

Razon de acumulacion de energia del elemento

Por consiguen se eliminaran el término de acumulacién, ya que se supondra que la transferencia de calor
opera de manera continua y el siguiente termino a eliminar es la fuente de generacion de energia, ya que
la base conica de la lampara no esta generando su energia, si no, que esta actuando como un medio por

el cual se esta transfiriendo la energia, por eso la ecuacién puede reducirse a

Calor de entrada por conduccion — —

Calor de salida por conduccion =0

O también puede ser

Qcond,entrada - Qcond,salida =0

Es méas conveniente el calor como flujo de calor por area, ya que el flux de calor es una unidad vectorial
As(entrada) * fGentrada — As (Sahda) *Gsalida = 0

Poniendo la direccion del eje donde ocurre la transferencia de calor y el cambio de flujo de calor que
entrada y salida. Considerando tinicamente que la transferencia de calor se da unidireccional a lo largo
del z

As(0)]y @zl = As(@)|oyan Goloyne =0 (13.56)

Se debera dividir la ecuacién anterior por el volumen de control, siendo el volumen para un cono truncado

que se expresa COmo

1
Veont = 37+ L (R} + R3 + R1- R2) (13.57)

Siguiendo la légica serfa dividir la ecuacién (13.56) entre volumen de control (13.57), sin embargo se esta

trabajando con un volumen de control y debe medirse los cambios que ocurre en el cono para obtener su
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volumen, algo similar a lo que se hizo para obtener el volumen de control (13.10), y la ecuacién (13.57) esta
ocupando tanto el radio pequeno como el radio méas grande. Por eso, se debe ver el cono como si hiciera
un corte transversal, con una vista en un plano coordenado zy, tal como se ve en la imagen 13.4.3(b), y

una de las rectas que se forma esta dada por la ecuacién (1.1)
y=mzx+b

Recordando un poco las clases de cédlculo, donde se ve un tema llamado solidos de revolucién, el cual
consiste en que es un cuerpo que puede obtenerse mediante una operacién geométrica de rotacién de
una superficie plana alrededor de una recta que esté contenida en su mismo plano. El volumen de los
solidos generados por revolucién alrededor de los ejes cartesianos se puede obtener mediante las siguientes

ecuaciones que contienen las integrales definidas.

V= w/ab f(x)%dx

Sustituyendo la expresién anterior f(z) = y y los puntos serdn las dimensiones del volumen de control

a=zrzyb=x+ Ax

z+Azx
2
Veont = 77'/ y“dx
T

=y (x + Az — )
= my? Az
Donde my? representa el drea del cono truncado en funcién del x, A4 (z), y Az serd lo largo del cono,

Veont = As(xz)Az. Debido a que Aq(x) es variable a lo largo del y que esta depende de la longitud, se
puede decir que la ecuacién (13.56) solo tendrd cambio en direccién Az

AS(x)|m qﬂ?|m - As(x)|m+Az q$|m+Az

= 1 .
Ax 0 (13.58)
Multiplicando la ecuacién anterior por —1
Ax
Aplicando el lim
z—0
lim <A5(m)m+Am qm|r+A.’r - AS(:L')‘T q$|7"> _ 0y2
x—0 Az

dx
Aplicando la derivada de productos
dAg(x) dg,
gy TG, =0

El 4rea variara de acuerdo a la distancia, por ello es factible ocupar la expresién de la recta (1.1) donde
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Entonces

d dq.
qx% [ﬂ(mx + b)Q] + [w(mx + b)z] T = 0
dqy
2rm(max + b)q, + w(mx + b)zdi =0
T

7 [2m(mz + b)q, + (mx + b)Q% =0

2m(mx + b)g, + (mz + b)Q% =0

2m 94z
mx + qu dz

Usando la ley de Fourier

ok ar T
mx+b dx dx?

2mk dT PRI

— 4 k——

mx+b dx dx?

2m dT &7

me b dr ez

=0

Resolviendo la EDO en MATLAB con las condiciones de frontera T(0) = To y T(L) = Th

clc
clear all
syms T(x) mk b TO T1 L

ode = (2*m)/ (mxx+b) *diff (T (x),x)+diff (diff(T(x),x),x) == 0;
condl = T(0) == TO;

cond2 = T(L) == T1;

conds = [condl cond2];

T_x = dsolve (ode, conds) ;

T_x = simplify (T_x)
T x =

(L*xTOxb — TOxb*x + Tlxbxx + L*Tlxmxx)/ (Lx (b + m*xx))

LTob — Tobx + Thbx + LTymax)
L(b+ mzx)

Los valores de m y L se obtienen del grafico, siendo m la pendiente y L la longitud. Tener cuidado con los

T(z) = ( (13.59)

signos de la pendiente, ya que la pendiente serd negativa cuando la temperatura mayor se encuentre en
la base méas grande y la temperatura menor en la base mas pequena. Y la pendiente serd positiva cuando
se invierta la figura, es decir que ahora la temperatura mayor se encuentre en la base mas pequena y la
temperatura menor en la base mayor. Para encontrar el calor transferido en el sistema en vez de obtener
la constante C se puede obtener a partir de la ley de Fourier, gracias a que se la transferencia de calor
unicamente se da por conduccién, dada por la ecuacién (12.3)

dT
= gt
4 dx

O también se puede de la forma

) = —k- As—
@ sda:
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Sustituyendo el valor de As

Q = —km (ma + b)® ar

dx
Evaluando la ecuacién diferencial, por el método de variables separables aplicando los limites correspon-
dientes
d k
2 - Tr
(mzx +b) Q
L T
d 'k
/ Y iy
o (mz+b) n @
1 1 Lok o
- =-—=T]
m \mz+b/|, Q 0

1 1 1 Tk
“m <mL+bb> =5 BT

Despejando Q F (T — 1)
i 0— 41

111
m\b mL+b

Se debe mencionar algo, y es que la conductividad de un material tiende a deformarse segin su variaciéon

Q=

(13.60)

en la temperatura Sin embargo, esta variacion es moderada para muchos materiales en un rango de
interés préctico y se puede descartar, pudiendo usar un valor promedio para la conductividad térmica y
considerarla constante. Esto es comun hacerlo para propiedades que dependen de la temperatura, como
es la densidad y el calor especifico. Con frecuencia se puede aproximar la variacién en la conductividad
térmica de un material con la temperatura, en el rango de interés, como una funcién lineal y expresada
como

k(t) = ko(1+¢T) (13.61)

Donde ¢ se denomina coeficiente de temperatura de la conductividad térmica. ;Qué le sucedera a la
ecuacién de calor (13.60) si su conductividad térmica es variable? Evaluando la ecuacién diferencial, por

el método de variables separables aplicando los limites correspondientes

de _ mho(1+CT) .
(mz +b)? 0
L T
o (mz+0) To Q
1/ 1 \* ke .
5 ()|, = BGTET
1 1 1 _ 7TI€0
m (mL+b B b) = @(To—Tl)[g(To —T) +2]

Despejando G
espejando @ mko (To = Th) [¢ (To = Th) +2]

R SR
m\b mL+b

(13.62)
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13.5. Resistencia térmica

Ejemplo No. 5 |Recordando las clases de termodinamica se habla bastante de vapor saturado e
incluso hay tablas que vienen ya valores definidos [121] [16]. Todo estudio que se hace es por un propésito

y el principal uso que se da al vapor sobrecalentado es el movimiento de turbinas y normalmente no es
usado para las aplicaciones de transferencia de calor. Si se quiere aplicar a la transferencia de calor, como
puede ser a un intercambiador de calor, es méas es comun usar aceites, gracias a que su punto de ebullicién
son altos, comparados con el agua y no requieren anadir sustancia quimicas para acelerar el proceso. Si se
fuera a una planta industrial, las tuberias que conecta a los equipos serian como 13.5.1(a), los cuales los
equipos no estan pegados uno con el otro, si no que tienen una cierta distancia de separacién de metros

o a veces de kilometros, esto dependera de la planta y su diseno.

(a) Aislamiento térmico para tuberias [151]. (b) Vista transversal de tuberias con aislamiento [152].

Figura 13.5.1: Arreglo de tuberias en una planta industrial.

Los equipos que generan fluidos con altas temperaturas, como vapor sobrecalentado o aceite caliente, por
lo regular deben llevar dicho fluido a otro equipo o a otra parte de la planta, pero como se ha demostrado
hay una transferencia de calor entre la temperatura exterior y la temperatura que lleve el fluido, haciendo
que entre mayor sea la distancia que recorra el fluido tendera a disminuir su temperatura hasta que iguale
con la temperatura exterior, ley cero de la termodinamica. Para evitar esta perdida energética se procura
usar recubrimientos en las tuberfas, tal como se aprecia en la figura 13.5.1(b). Entra menor valor sea su
constante de conductividad térmica k& < 1, mejor aislante serd, pero asi mismo serd mas caro. Por ello, a
veces es mds factible ocupar un espesor méas grueso, para economizar. Si dentro de la tuberia 13.5.1(b)
se encontrara un fluido fluyendo y alrededor de la tuberfa circula un fluido, como es el aire, se podria

representar como la figura 13.5.2.

Se ha venido trabajando algo similar, pero tinicamente con una transferencia de calor por conduccién en
una pared y una transferencia de calor por conveccién, ver los problemas anteriores. Pero ahora se cuenta
con dos transferencia de calor por convecciéon y miltiples capas que se transfieren por conduccién. Para no
tener que hacer multiples sustituciones e igualaciones, varios autores como [1] [149] [157], proponen hacer
una analogia, la cual es ver la transferencia de calor de cada mecanismos como una resistencia térmica,

tal como la figura 13.5.3
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Pared III de

4 la Tuberia

Fluido Fluido
Circundante frio Circundante Pared II (’ie
caliente la Tuberia
Ty,
Pared [ de la
Tuberia

Pared interna de
la Tuberia

Figura 13.5.2: Tuberia aislada, donde las temperaturas son Ty, > Ty, To > 11, Ty > 1o, 1o > T3 y
T5 > ng.

Figura 13.5.3: Representacion esquemaética de las resistencias térmicas de nuestra tuberia.

La ecuacién para conduccién de calor a través de una tuberia, esta dada por la ecuacién (13.41) la cual

se le hara un pequeno arreglo
Ta - Tb

Rcilindra

Tln(ﬁi) (13.64)

Rcz’lindro = Ak
5

Qc,cond = (1363)

Donde

Siendo la resistencia térmica por conduccién de una pared circular. Véase que la resistencia térmica de
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un medio depende de la configuraciéon geométrica y las propiedades térmicas del material. La ecuacién

(13.64) es andloga a la ecuacién de flujo de corriente eléctrica I [13]

_Va_%
"~ Re

Donde R, = L/(o. - A), siendo R, la resistencia eléctrica, V, — V} es la caida de voltaje a lo largo de a

1

resistencia y o, es la conductividad eléctrica, ver la figura 13.5.4.

R; R,
-_Ta_Tb I_Va_vb
R R
(a) Flujo de calor. (b) Flujo de corriente eléctrica.

Figura 13.5.4: Analogia entre los conceptos de resistencia térmica y eléctrica.

La resistencia térmica por conduccién para paredes planas (p), cilindricas (¢) y esféricas (e) serd

T, — T, Lag — Tp

Ry cond = 0 =L LW (13.65)
T,—T, InRy/Ra
R cond = . = 13.66
cond 0 o ki - L ( )
T, —T, 1 1 1
Rc cond — - - — — = 13.67
reond 0 A -k (Ra Rb> (13.67)

Donde z, v x, sera la longitud superior e inferior de una placa, respectivamente; R, y R, sera el radio
superior e inferior de una capa del cilindro o esfera, respectivamente; Donde T, y T} sera la tempera-
tura superior e inferior respectivamente, donde T, > Tj; k; serd la conductividad térmica del material.
La expresién de resisten térmica no solo es valido para la transferencia de calor por conduccién, sino,
también para conveccién, ecuacion (12.6), y radiacién, ecuacion (12.13). La resistencia térmica para

conveccion serd
Ts — Tamb _ 1

Qconv B hi - AS

Hay que aclarar algo, antes de seguir y es que no se puede ocupar la ecuacién (13.13) o alguna del

(13.68)

Rconv =

apéndice C.4, esto se debe a que como hay un aislante a lo largo de toda la tuberia, se puede suponer
que la transferencia de calor en el interior de la tuberia se mantiene constante y se desprecia el cambio
de temperatura en los extremos de tuberia, ya que son insignificantes. Para el exterior de la tuberia es
la ecuacién (12.6), ya que la temperatura del ambiente se mantiene constante y se supondrd que en la
superficie de la tuberia de igual manera se mantiene constante. Si hubiera un cambio de temperatura a
lo largo de la tuberia se tendria que ocupar otro modelo matemaético. Existe la resistencia térmica por
radiacion pero para este caso, Gnicamente se tomara en cuenta la transferencia de calor por conducciéon
y convecciéon, despreciando el término de radiacién. Regresando al problema original y basdndose en la
ecuacién (13.63), se puede definir la transferencia de calor del sistema como
Ta - Tb

Q=5 (13.69)
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T3 T T T,
Ty 2 1 0 Ty

RZ onw R3ona R2 ona Rl ona Rlcony

Figura 13.5.5: Red de resistencia térmicas para la transferencia de calor a través de una tuberia sujeta a

convecciéon interna del cilindro y externa.

Para definir cada variable de la ecuacién se debe ver la red de resistencia térmicas del problema, figura
13.5.5.

El valor de R; serad la sumatoria de las resistencias, esto debido a que estan en serie, por lo tanto
Ri = Rlconv + Rlcond + R2cond + RScond + RQconv

Se sustituye dicha ecuacién en (13.69). Ademds que para T, serd Ty1, mientras que para Tp, serd To.

Ts1 — Ty
Rlcom} + Rlcond + R2cond + R3cond + R2con'u

Q=

Sustituyendo el valor de cada resistencia. Para Rl.ony ¥ R2cony serd la ecuacion (13.68) y Rlcond, R2cond,
R3cona seré (13.66)

Tr — Ty
1 1nR2/R1 1HR3/R2 1HR4/R3 1
hl-AS 27T'k1'L 27T'k2'L 27T'k3'L h2'A8

Q=

Sabiendo que el area de seccién transversal, A; de un cilindro es 2w L - R;. Para el mecanismo de transfe-
rencia de conveccion si h; se encuentra dentro de la tuberia R; serd el radio interior de la tuberia, mientras
que si h; se encuentra afuera de la tuberia R; sera el radio exterior de toda la tuberia, lo mismo se aplica
para una esfera, para placas no, ya que su geometria cambia por ocupar otro tipo de eje coordenado.

Sustituyendo en la ecuacién anterior

- Tfl_Tf2
Q_ 1 lnRQ/Rl lIle/RQ + lIlR4/R3 1

h1~27T'L~R1 27T']€1'L 27T']€2'L 27T~]€3~L h2'27T'L'R1
O Tj —Tpo

1 ( 1 +IHR2/R1+IDR3/R2+IDR4/R3+ 1 )

27 - L hl'Rl kl kg kg hQ'Rl
N QW'L(Tfl—TfQ)
@= 1 InRy/R;  InRs/Ry InR4/R 1

+ 2 1 + 3 2+ 4 3+
hi - Ry k1 k2 ks hy - Ry

Con los sistemas compuestos, a menudo es conveniente trabajar con un coeficiente de transferencia
de calor general U, el cual se define mediante una expresiéon andloga a la ley de enfriamiento de Newton
[157]

Q=U-A,-AT (13.70)

El coeficiente total de transferencia de calor U esta influenciado por el espesor y la conductividad térmica
de los materiales a través de los cuales se transfiere el calor. Cuanto méas grande es el coeficiente, mas
facil serd la transferencia de calor desde su fuente hacia el producto que esta siendo calentado. Siendo

aplicado bastante en los intercambiadores de calor. AT sera la diferencia de temperatura. El producto
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del coeficiente de transferencia de calor general por el drea de seccién es inversamente proporcional a la
suma de resistencias térmicas totales
1 1

- - 13.71
Rtotal Zn:l Ri ( )

En este ejemplo y en muchos varios es de mayor aplicacién las resistencias térmicas en serie, pero puede

U- A

haber el caso donde se aplique resistencias en paralelo, por lo cual se puede consultar [149] [153] [154]
[155] [157).

13.5.1. Programacion

Se programara una funcién que permita encontrar la transferencia de calor total sin reaccién por conduc-
cién y convecciéon de los tres tipos de coordenadas que existen. Basdndose en la ecuacién (13.70), donde
dicho programa sera tnicamente valido para multiples capas sélidas que estén comprendidas entre dos
partes fluidas y deberd existir un gradiente de temperatura.

Ts - T‘z

)=U- A, AT =
Q Rconvl + Z Rcond + Rcon'u2

function [R_t,Q,U]=TransCalor(c,L,W,h,d,k,Tf,Ti)
% Condiciones
% Resistencia debe ser lineal

% Programa sélo valido para Conveccidén - Conduccidén - Conveccidn

o\

"c" es el tipo de coordenadas gque se ocupara para c=1 sera

o\

coordenadas rectangulares,; c=2 coordenadas cilindricas; c=3

o\

coordenadas esféricas.

o\

"L" sera largo de la pared, si son coordenadas rectangulares o

o\

L el largo de tuberia para cilindros. Para esferas L=0

o

W es el ancho de pared en coordenadas rectangulares. Para cilindros

oe

y esferas se pondréd 0.

% "h" serd el coeficiente de conveccidén dado como vector fila.

o\

"d" serd la distancia que recorra el flujo de calor, partiendo del O

o\°

y estard dado como un vector fila.

o\

"k" serd el coeficiente de transferencia de calor por conduccién, el

o

cual estard dado como un vector fila.

o\

"TEf" y "Ti" serdn la temperatura final e inicial, respectivamente
donde Ti>Tf.

o\

if ¢ == 1

$Transferencia de calor en paredes multiples para coordenadas
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$rectangulares de misma Area de transferencia.

$Sumatoria para conveccidn
s = 0;
As = LxW;
n = length (h);
for i=1l:n
s = s+1/(h (i) *As);
end
R_cv = s;%Resistencia por conveccidn

$Sumatoria para conduccidn
sl = 0;
nl = length(d)-1;

for il=1l:nl

sl = sl+(d(i1+1)-d(il))/ (Asxk(il));
end
R_cd = sl;%Rsistencia por conduccidn

%$Resistencia térmica

R_t = R_cd + R_cv;%Sumatoria de resistencias totales

Q = (Ti - Tf)/R_t;%Transferencia de calor

U = Q/(Asx(Ti — Tf));%coeficiente total de transferencia de calor
elseif ¢ ==

$Transferencia de calor en paredes multiples para coordenadas
$cilindricas.

$Sumatoria para conveccidn

n2 = length(d);

Asl = 2xpixL;

R cv = 1/(h(1)*Aslxd(2))+1/ (h(2)*Asl*d(n2));

$Sumatoria para conduccidn
s2 = 0;
n3 = n2-1;

for 12=2:n3
s2 = s2+1/ (Aslxk(12-1))«*log(d(i2+1)/d(12));

end

R_cd = s2;

R_t = R_cd + R_cvy
Q = (Ti - Tf)/R_t;

R_cvl = 1/h(1l) +1/h(2);
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R_cdl = 1/ (R_cdxAsl);
R_tl = R_cdl + R_cvl;
U= 1/R_t1;

elseif c ==
$Transferencia de calor en paredes multiples para coordenadas
$esféricas.
$Sumatoria para conveccidn
n4 = length(d);
As2 = 4xpi;
R cv = 1/(h(1)*As2xd(2))+1/ (h(2)*As2*d(nd));

$Sumatoria para conduccidn
s3 = 0;
n5 = n4d-1;

for i3=2:nb5
s3 = s3+1/ (As2+xk (13-1))*(1/d(i3)-1/d(i3+1));
end
R_cd = s3;
R_t = R_cd + R_cvy
Q = (Ti - Tf)/R_t;
R_cv2 1/h (1) +1/h(2);
R_cd2 1/ (R_cdx*As2);
R_t2 = R_cd2 + R_cv2;
U= 1/R_t2;

end

13.6. Aletas de enfriamiento

Figura 13.6.1: Aletas de enfriamiento de aluminio [147].

Ejemplo No. 6 |Una aleta, en transferencia de calor, es una extensién de superficie, cuyo objetivo

328



Capitulo 13. FEcuaciones de Variacion para sistemas no isotérmicos

es transferir més calor. Su fundamento es a partir de la ley de enfriamiento de Newton, (12.6), ya que

cuando se fija la temperatura T y T, solo existen dos maneras de incrementar la razoén de transferencia:
1. Aumentando el coeficiente convectivo de calor, h, o
2. Aumentando el drea de superficie, As.

Para el primer caso es necesario el uso de equipos como bombas o ventiladores para tener un mayor flujo,
pero suele ser costoso. La segunda alternativa es aumentar el area superficial agregando extensiones, siendo
asi que surgen las aletas, ver figura 13.6.1. Estas tienden a ser de material con una alta conductividad
térmica, para transferir mejor el calor. Siendo capaces de mejorar la transferencia de calor e incrementar
la razén de transferencia desde una superficie varias veces. Para poder analizar las aletas, es importante
considerar que la conductividad térmica, k se mantiene constante a todo lo largo de la superficie y es
comun considerar que el proceso de lleva a cabo en estado estacionario sin generacién de calor. Se debe
aclarar que si se puede estudiar las aletas en régimen transitorio pero no es muy comin hacerlo. Viendo
la figura 13.6.2, se sabe que acttiian dos mecanismos de transferencia de calor, siendo el de conduccion y
el de conveccion, por ello se debe establecer que h es constante y uniforme sobre toda la superficie de la
aleta. El valor de h suele ser mas bajo en la base de la aleta que en la punta de la misma, esto se debe a

que el fluido en la punta de la aleta puede moverse libremente, mientras que en la base no.

0 conv Volumen de
control
v
A / 2B
Qcond (x)
w
T, s
- T
Ax /I
I
L

Figura 13.6.2: Representacion esquemaética de una aleta de enfriamiento rectangular.

Considerando una aleta como la figura 13.6.1, para este caso de estudio. Para ello se debe tomar un
volumen de control de una aleta rectangular, a lo largo del eje z. El volumen de control tiene dimensiones
Ax de largo, W de ancho y 2B de grosor, como se muestra en la figura 13.6.2. El balance de energia para

una aleta de enfriamiento esta dada por

Qcond,entrada - Qcond,salida - Qrad,salida - Qconv,salida + dgen * ‘/cont =m-AH

Se reducirad la expresién, quitando el término de variacion de energia, ya que las aletas de enfriamiento
operan de manera estacionaria. El termino de generacién de energia se eliminara, ya que no existe. Y el

calor por radiacion si hay, pero es tan pequefio a comparacién al de conveccién, y ni se diga con el de
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conduccién, que se puede despreciar de la ecuacién.

Qcond,entrada - Qcond,salida - Qconv,salida =0 (1372)

En vez de trabajar con la definicién de calor, se ocupara mejor un flux de calor

As * qcond,entrada — As * Gcond,salida — As * Gconv,salida = 0 (1373)

De la ecuacién anterior se puede modificar la variable gconv,satida- Recordando que la ecuacién de trans-
ferencia de calor por conveccién esta dada por

Q:h'As(T_Too)

Se pone T, ya que la temperatura a lo largo de toda la aleta es variable, manteniendose constante solo en
la base de esta misma. Se pasara del otro lado la variable Ay y se sustituird por el flujo de calor

Qconv
Ag
Geonv = h(T - Too)

= I(Ty — Two)

Sustituyendo el valor obtenido en (13.73)

As * 4cond,entrada — As * Gcond,salida — As : h(T - Too) =0 (1374)

Se debe tener cuidado en este punto, ya que Ag no serd la misma para conduccién que para conveccion.
A, para conduccion del volumen de control esta dado por el area en la que fluye el calor, viendo la figura
13.6.2, el flujo de calor tiene direccién x y sera el producto del ancho por el grosor W-2B. A, de conveccion
puede tener disipacién tanto en el eje x, y y z:

= Disipacion en el eje x: Esta disipacion por conveccién es mas utilizada como condicién de frontera,
como se ha venido trabajando. La cual se tratara mas adelante.

= Disipacion en el eje y: Esta se considera de mayor aplicaciéon ya que su area de contado es mayor

que la del eje z.

= Disipacion en el eje z: Esta disipacién no se considera, debido a que el drea de superficie es muy

pequena comparada con el eje y, pudiéndose ver mejor en la figura 13.6.1.

Mencionado esto, el area donde ocurre mayor transferencia de calor por conveccion es en el eje y y su Ay
estard dado por lo largo del volumen de control por su ancho Az - W. Pero debido a que son dos caras

donde se esta transmitiendo el calor por conveccion, se multiplicara por dos el area
W .-2B - Gecond,entrada — W -2B - Gcond,salida — 2Ax - w . h(T - Too) =0 (1375)

El flujo de calor por conduccion a la entrada se da en x y flujo de calor por conduccién a la salida se da
en r + Ax, se puede poner qcond,entrada = qgc|x Y dcond,salida = qm|x+A$~ Dividiendo la ecuacién (1375)
entre el volumen de control

1

orne — 282Wh(T —Ty)] =0

Qx|m - qx|$+m h
— = — (T -T,)=0
Az B( )
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Aplicando el lim,_q

qx‘a: - qx|w+Aw

, h
fi FEE (1T 0
dg. h
——— = = (T -Tyw)=0
de B ( )
Aplicando la ley de Fourier
?’T h
ko2 =3% (T - Tw)
O bien 2T h
- - _" (T-T 13.76
= (T Tx) (13.76)
Haciendo un cambio de variable
h
N? = —
k-B
T-T.
0= x
Ts — T
Sustituyendo en (13.76)
PO _ 2 (13.77)
dz? '

La ecuacién (13.77) representa la transferencia de calor a través de las aletas. Las ecuaciones que
responden a dicha ecuacién diferencial tienen a ser complicadas con respecto a 6. Existen tres casos para

resolver la ecuacién y corresponden a las condiciones de frontera. La primera condicién establece que

En la pared = = 0, la temperatura serd Ty — Too = 09 = Oz, ya que si se observa bien entre mas
se va alejando uno de la pared la temperatura va disminuyendo hasta llegar a la temperatura del

medio ambiente

Para la segunda condicién de frontera hay tres posibilidades tipicas que se maneja en aletas, y todas ellas

ocurren al final de la aleta, donde z = L

1. El primer caso es pensar que L es suficientemente largo, es por ello que en la literatura es
pensar que tiende a oo, por lo que se puede llegar a pensar de que la temperatura sea igual
a la temperatura del ambiente T' = Ty, por lo tanto § = 0. Siendo la més sencilla condicién
de frontera.

2. El segundo caso es pensar que la aleta es adiabdtica. Es decir que el cambio de la temperatura
con respecto a L es igual a cero, df/dx = 0, ya que no hay transferencia de calor. Esto se
debe a que la temperatura de la pared Ty y la parte que este aislada de la aleta tendran la
misma temperatura Ty, por lo tanto no existird flujo de calor. Ver figura 13.6.3.

3. La ultima condicién es la conveccion, la cual se refiere que en la parte final de la aleta esta
dada por la ley de enfriamiento de Newton, Q = hAs(T — Too)|,_; -

\.

La solucién de la ecuacién (13.77) es
0 = CreN® 4 Coe™N® (13.78)

Condicién de frontera I:

Aplicando la primera condicién de frontera donde 0(0) = 6y a (13.77)
0y = C1eN ) + Cre™NO)
Op = C1 + Oy
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Figura 13.6.3: Aleta con aislante térmico al final.

Aplicando la segunda condicién de frontera donde 6(occ) = 0 en (13.77)
0= CleN(Oo) + CQC_N(OO)

Cuando e tiende a menos infinito el valor es tan pequefio que se podria decir que es cero. Mientras que
e tiende a mas infinito su valor es sumamente grande, tanto que se puede hacer un cambio de variable

como a, que denota un valor cual sea mayor a cero

0=Cia+0
0
Cy=—
a
Ci=0
Sustituyendo la constante C
0o = (0) + Cs
0y = Co
Sustituyendo en la ecuacién (13.77)
0 = Ope N"

Despejando e N® y sustituyendo las variable 6 se obtiene

T(.’B) - TOO _ _—N=x

Condicién de frontera II:
La ecuacién (13.78) también puede escribirse como

0 = Cy cosh (Nx) + Cy sinh (Nz) (13.80)
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Aplicando la primera condicién de frontera §(0) = 6 en (13.80)

6o = Cy cosh [N(0)] + C2 sinh [N(0)]
bo = C1(1) + C2(0)
0y = C4

Utilizando ahora la segunda condicién de frontera donde df/dx|; =0 en (13.77)

;LG = Oy N sinh (Nz) + Co N cosh (Nx)
x

0 =0y N sinh (NL) + CoN cosh (NL)
CyN cosh (NL) = —6pN sinh (NL)

Cn 0o N sinh (NL)
>~ " Necosh (NL)
Co — 00 sinh (NL)
>~ cosh (NL)
Sustituyendo C; y Cy en (13.80) y simplificando
0 = 6y cosh (Nzx) — W sinh (Nx)
=6 _cosh (Nz) — m sinh (Nx)]
_4 [cosh (NL) cosh (Na)  sinh (NL)sinh (Nz)
| cosh (NL) cosh (NL)
_y [cosh (N L) cosh (Nz) — sinh (N L) sinh (Nz)
0 i cosh (NL)

Aplicando la identidad hiperbdlica de cosh (A — B)

cosh (NL — Nz)
cosh (NL)
0  cosh(NL— Nx)

6y cosh(NL)

0=t

Obteniendo el factor comiin a la ecuacién anterior y sustituyendo a 0 y 6y

T(x) — Teo _ cosh [N(L — )]
To— T cosh (NL)

(13.81)

Condicién de frontera III:
Para el ultimo caso de estudio presente, se ocupard la ecuacién (13.80), donde el primer valor de frontera

es el mismo que en los dos casos anteriores, donde su soluciéon directa es
C1 =10

Para la segunda condicién de frontera se debe establecer que el mecanismo que actia es el convectivo
Qconv = hAs(Ts — Ts) = hA40, pero a su vez también actiia el mecanismos de conduccidn, dada por la
ley de Fourier Quong = —kAg(dT/dz) = —kA4(df/dz), debido a que al final de la altea interactiian ambos
mecanismos. Por lo tanto, al final de la altea, la transferencia por calor por conduccién y conveccion sera
la misma, es decir, Qconv = and = Q

Q = *kAs (ZQ) = hASQO
i

L

333



Capitulo 13. FEcuaciones de Variacion para sistemas no isotérmicos

Simplificando la condicién de frontera se obtiene que

do h
—| =-—-0 13.82
del,  k° (13.82)
Debido a que esta condicién de frontera es sumamente larga se puede ver en el siguiente enlace su demos-
tracién en [148], donde se obtiene
0 cosh[N(L —x)]+ (h/N - k)sinh [N(L — z)]
0o cosh(N-L)+ (h/N-k)sinh(N - L)

(13.83)

Frontera |
Frontera Il
Frontera IlI

0871

07

06

]

05

04} TN
03} g

02} IR

0.1
X

Figura 13.6.4: Comparacién grafica de las tres ecuaciones deducidas para los tres posibles casos.

Para ver el comportamiento y decidir cual es el mejor tipo de aleta se debe comparar mediante un grafico
los tres posibles casos, como se llega a apreciar en la figura 13.6.4. Donde la linea azul es la aleta infinita,
la cual entre mas grande sea la aleta esta tendera a igualarse con la temperatura del ambiente que es
una ventaja, pero la desventaja es el costo de manufactura ya que habra un punto donde la temperatura
de la aleta sera constante y por mas larga que sea no habra ya transferencia de calor, existiendo la
longitud apropiada de aleta y esta dependerd del disefio y los andlisis que se le hagan [149]. La linea
roja representa el caso de extremo adiabéatico y la amarilla el caso por conveccién, donde ambas son muy
similares entre si y esto se debe a que el calor que esta fluyendo es una regién de area pequena (As = B-W)
y si la aleta es muy delgada, el area sera también muy delgada, haciendo que se desprecie la transferencia
de calor en dicha direccién. Por lo tanto, la transferencia de calor con un extremo adiabatico serd la misma

transferencia que si no tuviera y estuviera en contacto por el mecanismo de conveccién.

13.6.1. Eficiencia de las aletas

Una aleta sirve para mejorar el mecanismo de transferencia de calor por conveccion de una pared, pero
j.cémo se puede contabilizar esa mejora? Para ello se debe obtener la relaciéon que existe entre la pared

con aletas y sin aletas, conocida como eficiencia de la aleta y se expresa como

o Qaleta
n=_-~——

Qsin aleta
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Si el valor de n < 1 significa que la transferencia de calor con aletas es muy deficiente y eso puede deber
ya sea por su longitud sea muy corta, h sea tan baja que puede ser nula o que no tenga un buen material
conductor. Si n = 1 es que con o sin aletas el mecanismo de transferencia de calor es el mismo y se debe
redisenar la aleta. Si n > 1 es que la aleta si cumple su funcién, que es transferir mejor el calor. Ahora,
sabiendo que ng aleta €Sta dada por el mecanismo de conveccion totalmente, se puede sustituirse en la
ecuacién (13.84)

_ Qualeta

C hAs(Ts — Two)

El area de seccién transversal, A, puede representarte como un productos de integrales, donde el cambio

n

ocurre en el eje x y en el eje z, por lo cual la ecuaciéon anterior puede sustituirse como

— Qaleta
fOW fOL WTs — Too)dzdz

Ui

La expresion Qqeta también ocurre por el mecanismo de conveccidn, y seria el mismo procedimiento que
el caso de ng aleta, Solo que la variable Ty serd T'(x), debido a que en esta la temperatura va cambiando
de acuerdo a lo largo de la aleta
1V [T (x) — Too)dwdz
Y RT, - T dedz

Sacando las constante h tanto del numerador como denominador se eliminan. Como se logra apreciar el

(13.85)

cociente [T(z) — T]/(Ts — T ) puede representarse de forma adimensional como 6

1Y [ 6dedz
n =020 (13.86)
Jo Iy dwdz
Evaluando la integral respecto a z y simplificando
W L L
. Jo [y Ozdx _ Jo 0dzx (13.87)

fOW fOL zdx fOL dz
En la ecuacién (13.87) puede sustituirse 8 por las ecuaciones obtenidas de los tres casos posibles de
condiciones:

» Condicién de frontera I:

1 1 1
T N[N0 T eNO)
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» Condicion de frontera II:

L cosh [N(L — x)]

Jo cosh (NL) de

" fOde

1 1 . L
= m {—Nsmh[N(L—x)]} i

1 1 . 1
:COSh(NL){—Nsmh[N(L—L)}—FNsmh[N(L—o)]}
~ sinh (VL)
= Neosh (VL)

1

ZNtanh(NL)

» Condicion de frontera III:
fL cosh [N(L — z)] + (h/N - k) sinh [N (L — z)]
0 cosh (N - L)+ (h/N - k)sinh (N - L)
foL dz

dx

’r’:

1 1

_ - {_le sinh [N(L — )] - (A};k) cosh [N(L — x)]}

cosh (NL) + NE sinh (NL)

| | sinh (VL) + (;&) cosh (NL)

cosh (NL) + (&) sinh (NL)

L

0

La eficiencia que se acaban de demostrar son validas solo para este modelo de aleta rectangular y con sus

criterios correspondiente. De acuerdo a la geometria de la aleta su ecuacién, su area superficial y eficiencia

se verd modificada [149].



Capitulo 14

Distribucion de temperatura con mas

de una variable independiente

14.1. Placa delgada aislada térmicamente

Para este problema se planteara que se tiene una placa rectangular, la cual en cada pared tiene dife-
rente temperatura, como se muestra en la figura 14.1.1. Dicha placa se desea saber la distribucién de
temperaturas, si inicamente se considera el mecanismo de transferencia de calor por conduccién, esta en
estado estacionario, con una k constante y ademas, las aristas de la placa rectangular estan aisladas. Las

dimensiones del rectangulo son las que se ven en la figura 14.1.1.

400 K

350K 300K —~L=1

y

/1 . 273.15 K
\ J

z
|
W =2

Figura 14.1.1: Distribucién de temperaturas para la placa.

Para resolver el problema, se debe partir por definir la ecuacién que rige el sistema, para eso se puede
ocupar (C.13)

0x? + Oy + 0z2

oC (14.1)

oT 02T  9*T 92T
pa =k + Qgen
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La ecuacion se puede llegar a simplificar, eliminando ciertos términos, como es ggen, ya que no hay
generacion interna de energia por parte del sistema. 9T /0t, también se elimina, ya que el sistema opera
de forma estacionaria. El otro término que se desprecia es 92T/9z2, ya que el grosor de la placa es muy

pequeno a comparacién con los ejes  y y, que hay mayor transferencia de calor. Quedando la ecuaciéon

como 5 52
T T
Y
! (8562 " 31/2)
? o*T  0°T
—+ = = 14.2
ox? * Oy? 0 (14.2)

14.1.1. Solucién numeérica

La ecuacién (14.2) también es conocida como la ecuacién de Laplace en transferencia de calor en
dos dimensiones, cuyo regién de la ecuacién esta dado por R = {(z,9)eR?/0 <2 <2 y 0<y < 1}.
Para empezar a resolver la EDP se puede resolver de dos distintas, ya sea aplicando wvariable separable o
en este caso nuevo sera mediante diferencias finitas donde los valores de frontera se estableceran como

T(0,9) =350  T(2,y) =300  T(x,0)=273.15  T(z,1) =400

Una vez conocido las variables, lo que se debe hacer es discretizar la variable, que es T' o también
conocido como mallado. El mallado consiste en hacer una malla a la figura 14.1.1, mediante un espacia-
miento entre cada linea, para el eje x sera de Ax = W/4 y para el eje y de Ay = L/4, como se muestra

en la imagen 14.1.2.

400K

350 K ® ® ® 300K

Y| Thin | Thz | Th3 Ay =L/4

s 27315 K LYJ

Ax = W /4

Figura 14.1.2: Mallado de la placa rectangular con sus respectivos nodos.
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Ahora, habrd puntos los cuales no se conocen, siendo 74, hasta T4 3, 151 hasta 755 y T31 hasta T3 3,
los cuales se quiere conocer cuales son sus valores y son llamados nodos, entre méas fino sea el mallado
el resultado sera méas precioso, pero el tiempo de calculo es mayor, ya que por cada nodo que se genera
se obtendra una nueva ecuacién lineal, en este caso como son nueve nodos, existirdn nueve ecuaciones
lineales que se tendran que determinar, si se quiera hacer un mallado de 100 nodos serdan 100 ecuaciones
a determinar.

Figura 14.1.3: Nodo para discretizar.

El siguiente paso es discretizar la ecuacion, para eso uno se debe imaginar que se hace un aumento en
algin nodo, como se ve en la figura 14.1.3, en la cual hay un incremento tanto en el eje de las x, como
el de las y dichos incrementos deben ser idénticos, es decir, si Az a la izquierda vale W/4, a la izquierda
valdrd lo mismo, lo mismo ocurre para el caso de Ay. Observando hay un punto medio de la cruz, la cual
se le nombro al nodo como 7; ;, hay un punto en el eje x, al nodo posterior se le llamo T;4, ; y al anterior
T;—1,, con el mismo incremento. Asi mismo, dicho nodo de en medio esta rodeado por un nodo superior
T;j+1 y un ubicado en la parte inferior como T ;1. Para calcular el el valor del nodo central se deben

conocer los cuatro nodos exteriores y sacarles su promedio, dicho de una forma algebraica

Tiyij+ T+ T+ T
4

T, = (14.3)

O visto de otra manera
ATij =Tiy1j +Ticaj + Tijr + 1o (14.4)

Para empezar a resolver la EDP se debe partir por el primer nodo que sera 7%,; ocupando la ecuacién
(14.4)

Ay =Tipa+T+Tap+Ti-
=To1+To1+Ti2+Tip
= Ty + 350 + T o + 273.15
=151+ T2+ 623.15

Encontrando la primera ecuacién, se repartira el mismo procedimiento para las ocho ecuaciones restantes,
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obteniendo

AT o =Ti1p+T1 1o+ Tipr1+T1o 1 =T+ Too+T13+T1 1 =T22+27315+T13+T1 1
ATV 3 =Ti13+Ti—13+Ti341 +Ti3-1 =To3+Tos+T1a+Ti2="To3+573.15+ T2

AT 1 =Toia+To g+ T +To 11 =T3 0+ g +Tio+Tio=T51+T1,1 + T2+ 350
AT50=To1 190+ To 12+ Too41 +T22 1 =T32+T12+To3+ 1o

AT 3 =T 13+ To_13+To341 +To31 =T33 +T13+To4+To9=T353+T13+300+T5,
AT31 =T 10+ T3 110+ T3141 + 1311 =Ty +To1 + T390 +T30=To1 + 132+ 750

AT30 =T3 1190+ T5 120+ T3041 +T320-1 =Tyo+Too+T33+T31 =400+ To o+ T53 + T3
AT33 =T3113+T3_13+ 13311 +T33-1 =Ty3+To3+ T34+ T30 ="Ts3+ 132+ 700

Se procede a pasar del lado izquierdo de la igualdad todas las variables desconocidas y del lado derecho

las variables independientes

AT\, — Ty — Tho = 623.15
ATy5 — Too — Tig — Tiq = 273.15
AT\ 3 — Ty — Tho = 573.15
4T 1 —T31 —T11 —T1,2 =350
AT50 — T30 —T120—T53—T51 =0
4T5 3 =T33 —T1 3 —Th 9 =300
4T3 —Toq — T30 =750
4T30 —Th o — T3 3 — T3 = 400
4T3 53 —Th 3 — T35 =700

Como se logra apreciar se genera un sistema de nueve incégnitas con nueve ecuaciones, el cual para resolver

se ocupara el método de determinantes (1.7), realizando primero la matrix, donde

4 -1 0 -1 0 ©0 0 0 0
-1 4 -1 0 -1 0 0 0 0
0 -1 4 0 0o -1 o0 0 0
-1 -1 0 4 0 0 -1 0 0
A=|0 -1 0 -1 4 -1 0 -1 0 (14.5)
0 o -1 0 -1 4 0 0o -1
0 0 o -1 0 0 4 -1 0
0 0 0 o -1 0 -1 4 -1
| 0 0 0 0 0o -1 0 -1 4|
Estableciendo las incognitas
X = {Tm Tio Tz Toq Too Toz Tz31 T3 Ta,s} (14.6)
Y finalmente las variables independientes
b= {623.15 273.15 573.15 350 0 300 750 400 700} (14.7)

El cédigo para resolver la matriz es el siguiente, mediante el uso de software de MATLAB
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A=104-10-10000 0;
-14-10-1000 05
0-1400-10020 0;

-1 -1 0400 -10 0;
0-10-14-10-10;
00-10-14020 -1;
000-10014-10;
0000-10-14-1;
00 0 O0O0-10-147;
[623.15 273.15 573.15 350 0 300 750 400 700]";
C = A\B

314.6854
303.5384
298.5584
332.0532
327.7598
317.5450
359.9890
357.9027
343.8619

Los resultados obtenidos son los mostrados a continuacion

T57 =359.9890 K T35 =357.9027 K 133 = 343.8619 K
R= |15, =332.0532 K 1Ty, =327.7T598 K 153 = 317.5450 K (14.8)
Ti,1 =314.6854 K Ty = 303.5384 K 1) 3= 298.5584 K

14.1.2. Solucién numérica - Método de diferencias finitas

Como se mencioné antes, entre més nodos se tenga mas exacto serd la representacién de nuestro problema,
pero trae consigo mismo bastantes ecuaciones, que resolver a mano seria muy tedioso, es por ello que se
empezara a programar en MATLAB un cédigo que permita hacer los cdlculos con una mayor rapidez,
exactitud y sobre todo, que se pueda ver el comportamiento grafico de nuestro problema. Es por ello que
la primera parte es saber la ecuacién a disenar, siendo ya antes deducird y establecida como (14.2). Asi
mismo es necesario que las condiciones de frontera para la temperatura que se encuentra del lado izquierdo
se establezca como: T4, para el lado derecho: Tz, para la superior: T¢ vy para la temperatura inferior de
la placa: Tp. Para el método de diferencias finitas se debe hacer una discretizacién tanto en el eje vertical

como el eje horizontal, formando el mallado cuadriculado como se muestra en la figura 14.1.4.

Es importante saber, cuantos puntos interiores se quieren calcular, ya que las temperaturas en los bordes
se deberan conocer. Es por eso que viendo la figura 14.1.4, se puede decir que hay un ntiimero j de puntos
interiores a lo largo del eje x. Asi mismo para el eje vertical, se tiene un ntimero i de puntos interiores.
Se debe contemplar los puntos exteriores tanto para el eje x y y. Para el eje x serd el mismo nimero

de puntos interiores j mds dos puntos, j + 2, siendo Ty y 7o, j+1. Para el caso del eje y serd la misma
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TD X

Tit1,0 |
L Ps 5
Tin | Tiz oo T
® ® ® ®
T, ’ » 4 4 Tg
21 | T2z T,
® % ® ®
Tip | Taz il T Ay

@ L]
TO,O TC \—Y—} TO,j+1
Ax

Figura 14.1.4: Discretrizacién de la placa delgada aislada térmicamente.

cantidad de puntos interiores ¢ méas dos puntos,  + 2, siendo Ty o ¥ Tj41,0. Para recorrer horizontalmente
la placa por el borde exterior se puede establecer como:

n=1:57+2
La temperatura de la horizontal superior esta dada por Tp, que se puede establecer que
T(1,n) =TD;

Lo mismo ocurre para el eje horizontal inferior, dado por la temperatura T¢, pero recordando la suman
de los dos puntos ya antes mencionado
T(+2,n)=TC;

Para el caso de la vertical sera lo mismo, donde se debe recorrer la distancia a todo lo alto
m=1:14+2
La temperatura de la izquierda esta dada por T4
T(m,1) =Tx
La temperatura de la derecha se define como T
T(m,j+2)=Tg

1. Empezando a programar en MATLAB ocupando un nuevo scrip y con function el cual llevara
como término [T, s]=EDPLAPLACE (TA,TB,TC,TD, i, j,ite, err), donde T representara la so-
lucién de temperatura de la placa y s el niimero de iteraciones necesarias para hallar la solucidn;
TA, TB, TC, TD son las temperaturas ya antes establecidas, ver figura 14.1.4; i y j seran los puntos
interiores verticalmente y horizontalmente, respectivamente; ite el niimero maximo de iteraciones;

err el error, el cual sirve para controlar que tan exacto son nuestros resultados
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function [T, s]=EDPLAPLACE (TA,TB,TC,TD,i, j,ite,err)

2. Para programar los bordes, siendo primero los ejes horizontales para posteriormente seguir el mismo
esquema para los bordes verticales

clear T %$Limpiar algun término con "T"
$Puntos exteriores

%Borde vertical
for m = 1:142

T(m,1l) = TA;

T (m, j+2) = TB;
end

%$Borde horizontal
for n = 1:j+2

T(l,n) = TD;

T(i+2,n) = TC;

end

3. La programacién de los puntos interiores dentro de la placa, ocupando la ecuacién (14.3), que sirve

para discretizar, se debe sacar la media de las temperaturas exteriores, por lo tanto

%$Discretizacidn
P = (TA+TB+TC+TD)/4;

4. Se debe asignar cada valor interior de P, por lo que los valores tanto de n como de m van a ir desde

n=2:i+1
m=2:j+1

Por lo que

%$Puntos internos
for n = 2:3+1
for m = 2:1+1
T(n,m) = P;
end

end

5. Hasta este momento se han asignado tanto los puntos exteriores como interiores de la region rec-
tangular. Lo siguiente que se debe programar sera un algoritmo que permita calcular por medio de
iteraciones los puntos interiores. Para eso, se agrega una variable s, la cual permite conocer cuantas
iteraciones se estan llevando a cabo, dicha variable estard igualada a cero. Otra variable que se
ocupara sera con==0, que significa convergencia y permite hallar la solucién con la exactitud de
uno quiera la cual estara considero con respecto al error que se ingrese. con es idéntico a cero y
significa que aun no se ha hallado la solucién, mientras que si con=1, significa que ya se hallado la
solucién deseada.
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s = 0;

con = 0;

6. Para desarrollar las iteraciones se implementa el comando while s<ite & con==0. Se presiona

enter y luego la suma a la variable s se le suma uno s=s+1. Se busca una variable que permita alma-
cenar todas las iteraciones que se estan generando con respecto a la variable T, entonces se pone c=T.
Para ir iterando todos los valores de los puntos interiores se utiliza el comando for y se repite como
el paso 4, pero con la modificaciéon de que la variable P ya no seria de los puntos externos, si no de los
puntos internos (14.3), por lo que quedarfa como T (n,m)=(T (n-1,m)+T (n+1,m)+T (n, m+1)+
T(n,m-1)) /4 y se cierran ambos for. Antes de cerrar el while se debe programar un algoritmo
que permita el saber si ya se obtuvo la solucién que se quiere a partir del error que se establez-
ca, aplicando el comando if con la norma norm( (T—-c), inf) /norm (T, inf) <err y cuando la
convergencia sea igual a uno con=1 es que ya se obtuvo la solucién. Se cierra el if y while con
end.

while s<ite & con==

s=s+1;

c=T;

for n = 2:3+1
for m = 2:1i+1
T(n,m)=(T(n-1,m)+T(n+l,m)+T(n,m+1)+T (n,m-1))/4;
end

end

if norm((T-c),inf) /norm(T, inf)<err
con = 1;

end

end

7. Por lo tanto, el programa para la EDP de Laplace se veria en una sola pantalla como

function [T, s]=EDPLAPLACE (TA,TB,TC,TD,1i, j,ite,err)

clear T %$Limpiar algun término con "T"

$Temperatura TA es la temperatura del borde derecho de la placa
$Temperatura TB es la temperatura del borde izquierdo de la placa
$Temperatura TC es la temperatura inferior de la placa

$Temperatura TD es la temperatura superior de la placa

o\

i es el numero de nodos horizontales

o\

j es el numero de nodos verticales

o\

ite es el numero de iteraciones

o\

err es el error
$Puntos exteriores
$Borde vertical
$Puntos exteriores
$Borde vertical
for m = 1:i+2
T(m,1) = TA;
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T(m, j+2) = TB;
end

$Borde horizontal
for n = 1:3+2

T(1l,n) = TD;

T(i+2,n) = TC;
end
%$Discretizacidn
P = (TA+TB+TC+TD) /4;
%$Puntos internos
for n = 2:j+1

for m = 2:1+1

T(n,m) = P;

end

con = 0y
while s<ite & con==
s=s+1;
c=T;
for n = 2:3+1
for m = 2:1i+1

T(n,m)=(T(n-1,m)+T(n+1l,m)+T(n,m+1)+T(n,m-1))/4;

end
end
if norm((T-c),inf) /norm(T, inf)<err
con = 1;
end
end
if con==
[x,R]=meshgrid(l:j+2,1:i+2);
surf (x,R,T)
xlabel ("x");vylabel ('y");
shading flat
else
disp (’no converge’);

end

Para comprobar la valides del programa, se ocupa el mismo problema del inicio pero estableciendo las

temperaturas de los bordes de la placa, marcando un error de 10 - 10~8 y un nimero de iteraciones de

100
TA = 350;
TB = 300;
TC = 273.15;
TD = 400;
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i = 3;
j=3;

ite = 100;
err = 10e-8;

[R]=EDPLAPLACE (TA, TB, TC, TD, i, j, ite, err)
400.0000 400.0000 400.0000 400.0000 400.0000
350.0000 362.3679 359.4166 344.5107 300.0000
350.0000 340.0550 330.7876 318.6264 300.0000
350.0000 317.0643 305.0523 299.2072 300.0000
273.1500 273.1500 273.1500 273.1500 273.1500

Comparando los resultados obtenidos de forma analitica contra los de forma numérica, se aprecia que son
muy parecidos, con la diferencia (tomando los datos numéricos como los exactos) de que hay un intervalo
de 1 a 3 grados de diferencia. Pero hay que considerara que la forma analitica es valida solo para una placa
rectangular con 3 nodos de manera vertical y 3 nodos de manera horizontal, mientras que si se quiere ver
més temperaturas, por ejemplo, 10x10 nodos, se obtendran 100 ecuaciones que de manera analitica sera
tedioso, mientras que de manera numeérica solo es escribir de cuanto en la pantalla de comandos cuantos

nodos se quieren.
12

10

> 6
4t
2l
15
1 0
1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 2 4 6 8 10 12
X X
(a) Gréfico de 3x3 nodos internos. (b) Grafico de 10x10 nodos internos.

Figura 14.1.5: Gréficas de comportamiento término de la placa a distintas temperaturas con diferente
cantidad de nodos.

14.2. Horno

Un horno de proceso es un equipo constituido por un cerramiento metalico revestido interiormente por
una pared refractaria aislante, dentro del cual se dispone de un serpentin tubular por el que circula un
producto que se desea calentar y/o evaporar a través del calor liberado por un combustible sélido, liquido
0 gaseoso que reacciona en el quemador liberando gases de combustién calientes que transfieren el calor
por radiacién hacia el serpentin. La utilizacién de estos equipos puede tener distintos propdsitos como
precalentamiento de una corriente previo a su fraccionamiento o reaccion, evaporar la corriente de fondo

de una columna de destilacién o disminuir la viscosidad de un fluido para facilitar su manipulacién.
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(a) Recuperado de [158]. (b) Recuperado de [159].

Figura 14.2.1: Horno de refinerfa de petréleo.

En la industria petroquimica se le conoce a los hornos como Fired Heaters y son de suma importancia
porque calientan y vaporizan los fluidos de hidrocarburos hasta una temperatura deseada para crear
necesidades como gasolina, diésel y combustible para aviones. Por lo tanto, el propésito principal de los
Fired Heaters es elevar la temperatura del fluido de proceso que fluye a través de los tubos. Para ello
trataremos de ver como un fluido en movimiento (siendo crudo) va adquiriendo calor a lo largo de la
tuberia. Para ello se considerara que es un fluido Newtoniano con viscosidad pu, densidad p, conductividad
térmica k y capacidad calorifica C), constante el cual entra con una temperatura de Ty = 20°. Para ello se
considerara que la tuberia que pasa por dentro del horno que tiene una cierta longitud L y un didmetro
D. La temperatura interna de la tuberia alcanza los T, = 60°C' la cual se mantiene constante a todo lo

largo de la tuberia. Considere que el sistema opera de manera estacionaria. Ver la figura 14.2.2.

L

Salida del
fluido

T=T, T=T4
Figura 14.2.2: Esquema de tuberia a estudiar.

Para ellos se partird de la ecuacién (13.75)

C’ 8_T_|_ 3_T+U_98_T+ 8_T + —k 12 8_T _|_i62_T_|_82_T
Pee\ar T T a0 T s ) Tl TR e \ar ) T2 002 T 922
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Simplificando ciertos términos. En primera es saber que la temperatura se transmite tanto a lo largo del

eje r como en z.

= Temperatura eje r. Se debe a que la pared interna del tubo se mantiene constante haciendo que se
transmite calor de las paredes hacia el centro del fluido.

= Temperatura eje z. El fluido a lo largo del tubo se empezara a calentar.

Por lo tanto no existird le temperatura a lo largo del eje # y no hay fuente de generaciéon de calor, ya que
el tubo no esta en contacto con la flama directa, tal como se menciona en [160]. Ademds, de que opera de

manera estacionaria, reduciendo la ecuacion a

P ”Tar Uz@z T Vlror\or 022

Como la velocidad se da a lo largo del eje z, se despreciara la velocidad en r

oT 10 /0T 0T

Cov,— =k |—-— | =— — 14.9

pp? {rar<8r>+8z2} (14.9)
El término k(92T/02?%) tiene significado fisico, siendo que la diferencial la diferencial de temperatura a la
entrada y salida de la tuberia por el medio del mecanismo de conduccién. Sin embargo, el mecanismo de

transferencia de calor por conveccion, en la discreciéon en que se mueve la corriente de fluido es mayor

que el flujo por conduccién. Por eso se desprecia el término de conducciéon de calor axial y la disipaciéon

viscosa k(02T /92%) [161] [162]
() 0T 10 (or
p pvzaz T e or \ or
O también como

2
8Ta<8T 18T> (14.10)

o2 ror

Donde o« = k/ (p- Cp). La ecuacién (14.10) se le conoce como problema de Graetz. Para resolver la

0z v,

ecuacién anterior se debe plantear las condiciones de frontera donde se supondra que el radio interno de
tuberfa mide 17, la longitud de tuberia es de 20 m. El petroleo a 20° tiene propiedades de p = 640 kg/m?3,
Cpo=2kJ/(kg-K)yk=20219 W/(m- K) [149]. Como se vio anteriormente, un fluido en flujo laminar

su velocidad viene dado por las fuerzas viscosas que interactian con los alrededores, por lo cual se puede

V2 = Vmaa [1 = (;)2] (14.11)

Ver las ecuaciones (5.115) y (5.116). Donde la velocidad méxima serd de 2 m/s. Para las condiciones de

represent ar como

frontera serd
T(z,0) =20 T(z,1") =60

T(0,7) =20 0<z<L

El problema se puede resolver de manera analitica, pero se ocupara el método de diferencias finitas para

resolverlo.

14.2.1. Solucién numérica - Diferencias finitas

Por lo general las EDP no tienen solucién numérica, pero si tienen a obtener una solucion grafica, por ello
se ocupara el método de line, ya que la ecuacién (14.10) es muy semejante a la ecuacion (7.30) con el

cambio de que el sistema opera de manera estacionaria pero si hay un cambio a lo largo del eje z. Pero
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en vez de obtener ecuacién por ecuacién, se programara para obtener un niimero n de ecuaciones y asi

poder graficar.

1. Se introducen los valores de constantes, como son el radio de tuberia, la conductividad térmica,
la densidad, la capacidad calorifica, la velocidad méxima, la temperatura de entrada del fluido,

longitud de tuberia y el valor de «

clc ;clear;close all
$Datos
R = 1x2.54/100; %Radio [m]

k = 2.0219;%Conductividad térmica [W/m/C}
p = 640;%Densidad [kg/m"3]

Cp = 2%1000; %Capacidad calorifica [J/kg/C]
Vmax = 2;% Velocidad méxima [m/s]
TO = 20;%°C

L = 20;%Longitud [m]

alfa = k/ (Cp*p);

2. El método de diferencias finita de line consiste en generar un nimero n de ecuaciones y n incégnitas.
Para ello se debe generar un vector fila tanto para r como para z con el mismo ntimero de puntos.
Para ello se establece un tamano de paso para el radio y para la longitud (siendo de las mismas
dimensiones) de 150, es decir que se dividira la longitud en 150 partes iguales. Ocupando el comando
linspace (x1, %2, n) el cual crea vector fila de n puntos equidistantes entre x1 y x2, entonces para
elejerserar = linspace (0, R,Nr), mientras que paraelejezz = linspace(0,L,Nz).Para
coordenadas cilindricas hay un diferencial Ar (ecuacién (7.31)), para ello serd el radio de tuberfa
divido entre el tamafio de paso de r. Ademads, se afiade la ecuacién de velocidad en z (14.11), debido
a que esta depende de la funcién r, y r es una vector fila de 150 partes que va de cero hasta el radio

R.
$Tamano de paso
Nr = 150; %$Tamafio de paso para radio
Nz = 150;% tamaflo de paso para longitud

-
Il

linspace (0,R,Nr);

linspace(0,L,Nz);
dr = R./Nr;
vz = Vmax.x (1-(r./R)."2);

3. Se establece la condicién inicial T'(z,0) = 20. Para ello se debe crear un vector fila multiplicado por
la temperatura. Para eso se ocupa el comando X = ones (szl, ..., szN), devuelve un arreglo
de unos de sz1 por ... por szN en el que sz1, ..., szN indica el tamano de cada dimensién. Por
ejemplo, ones (2, 3) devuelve un arreglo de unos de 2 por 3. Entonces serd un vector fila de 1 por

el tamano de paso y a ese vector se le hara el producto punto de la temperatura inicial de TO

%$Condiciones iniciales
Ti=ones (1,Nr)*TO0;

4. Se programara la funciéon que permita generar el sistema de ecuaciones, a partir del tamafio de pa-
so, mediante el comando function dTdz=f (z,T,Nr,TO0,dr,alfa,r,vz) donde z, T, Nr, TO,

dr,alfa, r, vz son las entradas y dTdz sera la salida; £ serd como se nombre la funcion.
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function dTdz=f(z,T,Nr,T0,dr,alfa,r,vz)

5. El comando function ira al final del programa, para no tener que correr el programa en una nuevo
scrip y tener que guardarse en una carpeta nueva. Abajo del comando function se desarrollara
el sistema de ecuaciones. Empezando por crear un vector columna de ceros mediante el comando
zeros (length (T), 1), donde length (T) indica la longitud de la dimensién méas grande de un
arreglo mientras que el 1 serd el nimero de columnas. Después, se debe agregar las ecuaciones limites,
es decir, aquellas que corresponden a las condiciones de frontera para la tuberia, siendo 9T /9r = 0
y T(R) = 60 [163]. Para la primera condicién de frontera se aplica el método de diferencia finita
adelante para derivada de orden 1 con orden de ocurrencia 3 [164]

ﬁ =[x +2Az)+4f(x+ Az) - 3f(x)
dx 2Ax
Para f(z) = T(1), 4f(x + Ax) = T(2) y f(x + 2Az) = T(3). El paréntesis después de T indica la

temperatura en el nodo n, por ejemplo, T'(1) indica la temperatura en el nodo 1, siendo el primer

nodo donde se aplica la condicién de frontera 9T /Or = 0 y para 2Az = 3 [165]. Para la segunda
condicion de frontera es constante.
—T(3)+4T(2)

2Ax

Programando

$Primera funcidn

function dTdz=f(z,T,Nr,T0,dr,alfa,r,vz)
dTdz = zeros(length(T),1);
T(l)=(4%T(2)-T(3))./3;%Cf-1 ;

T (end)=60; $Cf-2;

6. Establecido las condiciones de frontera, se debe establecer las ecuaciones que iran dentro de las de
las condiciones de frontera, pare ello se debe establecer primero las derivadas centrales de primer y

segundo orden [164], as{ como la ecuacién general.

= Derivada de primer orden central:
AT _ Tty — T
dr 2Ar

= Derivada de segundo orden central
(127T Ty — 215 + T(i-1)
dr? Ar?

= KEcuacién general

ar — « (dQT(i) n 1dT(i)>

dz  wv,(i) \ dr? r(i) dr

Para no tener que ir poniendo ecuacién por ecuacién, se ocupa el comando for i=2:Nr-1, el cual
indica que hard un bucle de ecuaciones, es decir, que generard un nimero 7 de ecuaciones, donde ¢
ira desde 2 (ya que la ecuacién (1) esta expresada por la derivada delantera y (0) es la condicién
inicial) hasta Nr—1, que N7 es el tamanio de paso, pero solo llegara a la penultima ecuacién, debido

a que la ultima esta expresada como T'(final) = 60 y se cierra el bucle como el function.
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$Interior
for i=2:Nr-1

d2Tdr2 (1)=(T (i+1)-2+«T(1)+T(i-1)) ./dr."2;

dTdr (1) =(T(i+1)-T(i-1)) ./ (2.*dr);

dTdz (1)=(alfa./vz (1)) .* (d2Tdr2 (1)+(1./r (1)) .~dTdr (1)) ;
end

end

7. Terminado la generacién de ecuaciones se debe resolver todas las que se genera simultdneamente. Pa-

ra ello se deberd agregar el comando odel5s entre los comando Ti=ones (1,Nr) *T0 y function,

de la siguiente manera

%$Solucidén
[z T]=odelb5s (Q@f,z,Ti, [],Nr,T0,dr,alfa,r,vz);

. Posteriormente se hard un recalculo donde se anadiré las condiciones de frontera en el vector T y se
finaliza colocando un gréafico, usando contourf (r, z, T, 25), donde r es el vector generado para
radio de tuberia, z es el vector generado para lo largo de tuberia, T es la matriz que se genera al

resolverse por el comando odel5s, y 25 es la definicién de puntos de la malla.

%$Recalculando
T(:,1)=(4xT(:,2)-T(:,3))./3;%BC-1;
T(:,end)=60;

contourf(r,z,T,25)

colormap jet

colorbar

title('Perfil de temperatura en °C’)
xlabel (' radio’)

ylabel (' Longitud’)

grid on

. Por lo tanto, el programa para la EDP se veria en una sola pantalla como

clc ;clear;close all

%Datos

R = 1x2.54/100; %$Radio [m]

k = 2.0219;%Conductividad térmica [W/m/C}
p = 640;%Densidad [kg/m"3]

Cp = 2%1000; %Capacidad calorifica [J/kg/C]
Vmax = 2;% Velocidad maxima [m/s]

TO = 20;%°C

L = 20;%Longitud [m]

alfa = k/ (Cp*p);

%$Tamaio de paso
Nr = 150; %Tamafio de paso para radio
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Nz = 150;% tamanho de paso para longitud

r = linspace (0,R,Nr);
z = linspace(0,L,Nz);
dr = R./Nr;

vz = Vmax.x (l-(r./R)."2);

%$Condiciones iniciales
Ti=ones (1,Nr) =TO0;

$Solucidn
[z T]=o0delbs (Q@f,z,Ti, [],Nr,T0,dr,alfa,r,vz);

%$Recalculando
T(:,1)=(4%T(:,2)-T(:,3))./3;%BC-1;
T(:,end)=60;

contourf(r,z,T,25)

colormap jet

colorbar

title('Perfil de temperatura en °C’)
xlabel (" radio’)

ylabel (! Longitud’)

grid on

$Primera funcidn

function dTdz=f(z,T,Nr,T0,dr,alfa,r,vz)
dTdz = zeros (length(T),1);
T(1)=(4*T(2)-T(3))./3;%Cf-1

T (end)=60; %Cf-2;

$Interior
for i=2:Nr-1

d2Tdr2 (1) =(T (i+1)-2+T(1)+T(i-1)) ./dr."2;

dTdr (1) =(T(i+1)-T(i-1)) ./ (2.*dr);

dTdz (1)=(alfa./vz (1)) .» (d2Tdr2 (1i)+(1./r(i)) .»dTdr (1)) ;
end

end

Al correr el programa se variaria dos cosas siendo el radio de tuberia y la longitud de tuberia, ya que
normalmente son los que se pueden modificar al disefiar un horno [161], ver la figura 14.2.3. Explicando la
primera de cuatro figuras 14.2.3(a), se aprecia que debido a que el radio es sumamente grande no permite
que el calor de las paredes llegue al centro del fluido, lo que se podria hacer es es aumentar el largo de
tuberia interna que se halla dentro del horno al doble, es decir a 40 m, tal como se aprecia en 14.2.3(b),
pero no es suficiente para que la temperatura alcance a cubrir todo el fluido. Por ello otra forma seria
reducir el radio de tuberia a 1/4” pero manteniendo la longitud inicial de tuberfa, como se aprecia en

14.2.3(c) el cual se aprecia que hay mayor transferencia de calor y el calor se distribuye mejor en el fluido,
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pero que sucederia se se duplica el largo de tuberia 14.2.3(d), el petroleo sale con la temperatura deseada,
inclusive se aprecia que no es necesario utilizar 40 m de tuberia, si no que con solo unos 26 o 27 m de

tuberia interna ya se obtiene una temperatura uniforme en todo el petroleo.

Perfil de temperatura en °C

Perfil de temperatura en °C

Longitud
Longitud

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
radio radio

(a) Radio igual 1” y longitud igual a 20 m. (b) Radio igual 1” y longitud igual a 40 m.

Perfil de temperatura en °C Perfil de temperatura en °C

Longitud
>
Longitud

=3

radio %107 radio %1073

(c) Radio igual 1/4” y longitud igual a 20 m. (d) Radio igual 1/4” y longitud igual a 40 m.

Figura 14.2.3: Funcién de la temperatura respecto al radio y longitud de tuberia.

14.3. Elementos finitos

La simulacién computacional se utiliza ampliamente en las empresas para hacer analisis y mejorar la
calidad de los productos y proyectos. La mayoria de estos andlisis se llevan a cabo mediante uso de
softwares que utilizan el Método de Elementos Finitos, lo cual permite obtener respuestas para
numerosos problemas de ingenieria. El método de elemento finito es un método que trabaja mediante
aproximaciones de soluciones de ecuaciones diferenciales parciales, el problema o el valor es que modela en
la fisica del mundo real para realizar el anélisis divide geometrias muy complejas del mundo real en mallas
mas pequenas para ser analizadas. El mallado generado en MATLAB para EDO en 2D es en tridngulos,
donde entre més fino es el mallado mas preciso es la solucion, ver figura 14.3.1, pero a su vez consume mas
memoria de procesamiento y puede ser que ciertas computadoras no aguanten resolver tantas ecuaciones

multiples. Para mallados en 3D se ocupan tetraedro.
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(a) Mallado simple. (b) Mallado sumamente fino.

Figura 14.3.1: Tipos de mallado.

En si el método de elemento finito es un método numérico general para la aproximaciones de las solucio-
nes de EDP muy complejas utilizando diversos problemas tanto de fisica como de ingenieria. Pudiéndose
implementarse para realizar el analisis de estructuras, transferencia de calor, mecénica de fluidos, trans-
porte de masa, campo magnético, entre otras. MATLAB cuenta con una toolbox, la cual se llama partial
differential equation, la cual nos permite realizar un andlisis estatico lineal para calcular la deformacion
de esfuerzo y la tensién, también se puede modelar la dindmica estructura, la vibracién, ademas que
esta herramienta permite realizar analisis modal para encontrar frecuencias naturales, formas de nodo y
proveer problemas de transferencia de calor, ademdas de que permite trabajar en dos y tres dimensiones.

Para empezar a trabajar esta toolbox se deben seguir los siguientes pasos:

1. Definiciéon de geometria. Se debe especificar que geometria sera la que se va a ocupar, pudiéndose
definir como un archivo S7T'L, se puede dibujar desde nuestra misma toolbox o colocar una mafa y

hacer un analisis de dicha mana.

2. Desarrollo de modelo. Es definir las ecuaciones que se van a ocupar de acuerdo al tipo de estudio

que se vaya a realizar, existiendo cuatro EDP para el maderamiento:
= Eliptica: Aplicacion en electrostatica, magnetismo, conduccion de calor y piezoeléctrico.

= Parabdlica: Aplicacién en transferencia de calor, transferencia por difusién y mecénica de
fluido.

= Hiperbdlica: Aplicacién en dindmica estructural y onda.
= Eigenvalor: Aplicacion en formas de modelo estructural.

En este apartado ademas se estabecen ademas las condiciones de frontera, para ello hay que men-
cionar las que se ocupa en MATLAB, siendo tres y una condicién inicial [166]:

= Dirichlet. Se conocen ambas temperaturas de frontera o al menos 1 en la frontera.
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= Newman.
a) Flujo de calor. Es conocer el flujo de calor en algunas de las fronteras.

b) Adiabdtico o aislado. Puede ser que todo el sistema este aislado o solo una parte de la

frontera.
¢) Simetria. Se ocupa cuando el fluido rodea el sistema en su superficie.

= Robin. Se ocupa cuando se conoce una temperatura en medio de cualquiera de las dos fronteras.

Existe dos casos:
a) Cuando el flujo de calor entra de conveccién a conduccién.
b) Cuando el flujo de calor entra de conduccién a conveccién
= Inicial. Se aplica cuando la EDP interviene la variable tiempo.

3. Analisis. El cual consiste en generar un mallado para generar un resultado, el cual dependera del

analisis que nosotros estemos trabajando.

14.3.1. Modelado en 2D

Se definiran los pasos a seguir para resolver un problema 2D con una geometria distinta a las coordenadas
rectangulares y polares que usualmente nos acostumbramos a usar, ya que en la vida cotidiana, muchas

piezas no corresponden a dichas geometrias, si no son mas complejas.

1. Definicion de geometria. Para el moldeamiento se ocupa un toolbox que se llama PDFE Modeler,
el cual permite disefiar geometrias muy sencillas y un andlisis muy rapido. Para el diseno de esta
toolbox se puede usar mediante graficas o mediante comandos. Para ello debemos ir a la pantalla
de comandos de MATLAB y escribir pdetool

Figura 14.3.2: Pantalla de comando.

2. Posteriormente de darle enter a la pantalla se desplegara una nueva pantalla como se muestra en
la figura 14.3.3, si movemos el curso por algin elemento contenido en el recuadro rojo, en la parte

inferior donde senala la flecha aparecerd la informacién en ingles.
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2 & e 1
Ol @3 o|®]| 2| 2] e Ao = [ [Groeson =1l BEE v o
1

T

4 . . 1 | .
15 -1 05 o 05 1 15
lko:  Specily typs of PDE and sppiicabls cosfScients. |

Figura 14.3.3: Pantalla EDP en 2D.

Si nos vamos al recuadro que dice Generic Scalar, se desplegara una serie de opciones de EDP
ya especificas, ver figura 14.3.4, si queremos establecer una nosotros desde cero, tendriamos que
seleccionar Generic Scalar y especificar la ecuacion y condiciones de frontera. Pero como

estamos en transferencia de calor seleccionamos Head Transfer.

v Help

&| G)\ Generic Scalar v X 0.82

Generic Scalar

Generic System

Structural Mech., Plane Stress
Structural Mech., Plane Strain
Electrostatics S E—
Magnetostatics

AC Power Electromagnetics
Conductive Media DC

Heat Transfer

Diffusion

Figura 14.3.4: Pestaia de seleccién de modelo matemético.

Seleccionado el modelo, se disenia ahora si la pieza, para ello ocuparemos el recuadro que tiene un

rectangulo y un circulo, para generar una pieza como la imagen 14.3.5
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File Edit Options Draw Boumdary PDE Mesh Solve Plot Window Help
0 O|®| 2 | 9] roe| A | = | ] R [serem scar [ ke v 02
Set formula RIELE2
1 T T
08 4
E1
06 -
04 F
02 4
or 4
R1
02f J
-04
06 J
E2
o8l J
” | . . | .
-1.5 -1 0.5 1] 0.5 1 15
Info:  Chck and drag at comer to create rectangle. e

Figura 14.3.5: Disefio de pieza 2D.

5. Si le damos doble clic a una figura, se desplegara una ventana como 14.3.6, donde se debe establecer
las dimensiones del recuadro. Para las dimensiones de un circulo serdn [0, —0.5] con un radio de
0.3 y para el otro circulo serd [0,0.5] con un radio de 0.3.

A Object Dialog — o
Object type Rectangle
Left: “
Bottom: o5
Width: e
Height- 1
Name: R1
OK Cancel

Figura 14.3.6: Dimensiones de la placa.

6. Si vemos de igual forma la figura 14.3.5, notaremos que en el recuadro de Set formula, aparece
R1-E1-E2, el cual como es un plano 2D, el signo — corresponde a que se esta sustrayendo una
geometria a una pieza, mientras que el signo + es que se esta agregando una geometria a un diseno.
El siguiente paso es establecer las condiciones de frontera. Para ello supondremos que nuestro
diseno hecho es una tabla rectangular de hierro puro al que se le perforo dos pequenos orificios a los
lados con un taladro. El cual en los orificios donde se perforo la tabla se logro medir una temperatura
de hasta 1200°C, como la figura 14.3.7
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EA Boundary Condition

Boundary condition equation
|
os | Condition type: Coefficient Value Description
o X 7 (O Neumann 0
— //
(@ Dirichlet 0
ol . h 1 Weight
/ g \\\
o o \ r 1200 Temperature
. . o [ l OK Cancel

(a) Eleccién de condicién de frontera es

(b) Condiciones de frontera.

con SHIFT + Click Izquierdo, apa-
recen rayas en negro.

Figura 14.3.7: Condiciones de frontera Dirichlet para las semicirculos.

7. Mientras que en las paredes de la placa se mantiene constante a los 25°C, como la figura 14.3.8

EA Boundary Condition

Boundary condition equation

Condition type Coefficient Value Description

o f f T (O Neumann g o

o (@ Dirichlet 0

h 1 Weight

2 ; o5 Temperature
5 : = 8 : . OK Cancel

(a) Eleccién de condicién de frontera es (b) Condiciones de frontera de la placa rectangular.

con SHIFT 4 Clic Izquierdo, apare-
cen rayas en negro.

Figura 14.3.8: Condiciones de frontera Dirichlet para las paredes rectangulares.

8. Se procede a especificar las constantes en la EDP, ocupando una ecuaciéon parabdlica, la eliptica
podria ocuparse, pero como hemos trabajo el modelo que més se ocupa para conduccién es la

parabdlica. Los pardmetros para la ecuacion diferencial estan dado en la tabla de la figura 14.3.9.

A PDE Specification

Equation tho*C*T-div{kc‘grad(T)=Q+*(Text-T), T=temperature
Type of PDE- Coefficient Value Description
O Elliptic tho 7874 Density
@ Parabolic g 470 bedl copacty
Fiypeyhntic 3 50.2 Coeff. of heat conduction
EEnde Q & Heat source
h 0 Convective heat transfer coeff.
Text 0 Extemal temperature
OK Cancel

Figura 14.3.9: Pardmetros para la EDP.

9. Pasaremos a hacer el mallado. MATLAB hace un mallado automéatico de tridngulos, para eso

358



Capitulo 14. Distribucion de temperatura con mas de una variable independiente

veremos ver la figura 14.3.10, donde vemos que hay un recuadro rojo que contiene dos opciones: un
cuadro con un rectangulo y otro donde el rectangulo tiene mas rectangulos dentro. El primero sirve

para hacer un mallado simple, mientras que el segundo sirve para definir mas el mallado. 14.3.9.

Eile Qptions Draw Boundary PDE M 1L Window Help
=] [eal [ f<>1 NI IPANPES | | @ [eatTanster S % oo [AT=N
B

S Ea RIELE2

08 B
06 - 1

>

04 -

VA NANAVAVAVAVY
SSeas
"ﬂ‘%}
SREEK]
R

vat
27

N
A\
25

NS
S

Info:  Click and drag at perimeter to create alipse =

Figura 14.3.10: Mallado.

10. Procedemos a darle el igual, =, para resolver nuestra EDP como la figura 14.3.11.

deler - [Untitled]

file Edit Options Draw Boundary PDE Mesh Solve Plot Window Help

O| HO D »| . FDE‘A‘&l = | Qlei{Tranﬂel S x Y. 08331
‘ Set formula:

RIE1E2

Time=10 Color: T
1 T T T 1200

08 1
0.6 1
04 - 1
800
02 1
ol J 600
02 T
04 4

08 b J 200

08 4

1 L I 1 L 1
-1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5

Info:  Push to specify PDE coefficients |

Exit

Figura 14.3.11: Solucién de la EDP de forma gréfica.

11. Dependiendo de cual sea nuestra finalidad de caso de estudio, MATLAB cuenta con una seleccién
de graficas para nuestro problema. Para transferencia de calor podemos elegir entre ver la flux
de calor, el gradiente de temperatura a lo largo de la placa o ver en que direccién se dispersa el
calor. Para ello debemos desplazarnos al recuadro que esta entre el signo de = y la lupa, tal como

se muestra en la figura 14.3.12
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Plot Selection
Plot type: Property: User entry: Plot style:
Time=10_Color: T Vector field: -grad(T)
0 Col
! . oer temperature Ao interpolated shad. -
o8 1 [ Contour
o8 Arrows temperature gradient - proportional =
s
z . 00 [] Deformed mesh temperature gradient 5
02~ N
[JHeight (3-D plot) temperature v continuous v
. ™
wal [] Animation Options..
a0
04 2
sl o 1 [ Plot in xy grid Contour plot levels: 20 Plot solution automatically
20
o8- ] [ Show mesh Colormap: cool | Time for plot: 10 <
11 5 1 05 o 05 1 15
T Plot Close Cancel
Sty e e z |
(a) Gréfica generada. (b) Condiciones de frontera.

Figura 14.3.12: Solucién grafica de la EDP.

14.3.2. Modelado en 3D

El modelado 3D no es muy distintos del 2D, se sigue casi el mismo procedimiento pero ahora se tiene que
exportar figuras en 3D ya hechas y ocupar una serie de comandos. Por ello para hacerlo mas interactivo
y visual, se le dejara al lector ver una serie de videos donde se explica a detalle y la solucién de EDP
en 3D como son [167] [168] [169] [170] [171] [172] y [173]. También hay literatura especifica que abarca
toda la toolbox de EDP como son [174] y [175]. O basta con poner en algin buscador de articulos o en
el mismo google la frase pdetool matlab 3D y apareceran muchas referencias sobre el gran potencial que
tiene MATLAB tanto en la investigaciéon como en la ingenierfa. Incluso cuenta con un programa el mismo
MATLAB llamado Simulink el cual permite interactuar MATLAB con otros softwares como AutoCAD,
Solidoworks o Comsol Mutiphysics, por mencionar algunos, como herramienta para simular la respuesta
temporal de sistemas dindmicos [176].
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Balances macroscépicos para

sistemas no isotérmicos

15.1. Balance de energia para un compresor

Se hace pasar una corriente de vapor de agua sobrecalentado a 300 kPa con una temperatura de 180°C'
por un compresor el cual comprime el gas hasta una presion de salida de 800 kPa y una temperatura de
360°C, ver la figura 15.1.1. El flujo mésico de vapor es de 5 kg/min. El compresor realiza un trabajo de
flecha de 34.1 kW durante el proceso. Determinar la perdida de calor en kL/kg.

Salida de

\ﬂui do

Compresor de

C' vapor de agua

sobrecalentada
Trabajo de
ﬁeCha VVS /
Entrada de

fluido

Figura 15.1.1: Esquema compresor.
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. Lo primero que se debe hacer es un balance de energia para fluidos compresibles, siendo la ecuacién
(10.11)

A

~ 1 ~
Q—W5:§Av2—|—gAz+AH

. De dicha expresién se puede eliminar el término de energia cinética y potencial, ya que el didmetro
de tuberia de salida y entrada del compresor no cambia y la energia potencial ya que la gravedad

no afecta al desplazamiento del gas quedando como
Q-W,=AH

. Lo siguiente que se realizara es despejar la variable Q

Q=W,+AH

. Se determinara el valor de AH, se debe remitir a las tablas de Vapor de agua sobrecalentado del
[121]. Donde

N kJ
H,(300 kPA,180°C) = 2746.68 T
g
~ o kJ
H,(800 kPA,360°C) = 3183.3 g
Sustituyendo
AH =H, — H,
k k
= 3183.3 kT _ 2824.02 kJ
kg kg
= 359.28 kJ
kg

. Conviritendo el trabajo de flecha de kW a kJ/kg

N

. Ws
Ws =
m
3 34.1 &
- k min
(5 ngn) (610 mzn)
kJ
=409 —
kg

. Por ultimo, se sustituyen valores en la ecuaciéon de balance de energia. Donde se hara la conversion
de signos correspondientes, ya que como se menciono antes "solo se podrd aplicar la ley de signos una
vez que se vayan a sustituir los valores en cada litera”, para eso uno se debe remitir a la figura 1.4.2,
donde se sabe que nuestro sistema se le esta suministrando trabajo, el cual su signo sera negativo.
Mientras que al calor no se pondra signo aun, debido a que no se esta sustituyendo valores ain

o (WS + AI?I)
- {(-409 M) +350.28 k‘]}

kg kg

kJ
= —49.72 ~=
kg
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Donde el signo menos corresponde al calor generado por el compresor, estando en lo correcto, ya
que si se ve la figura 1.4.2, el signo menos es cuando el calor sale del sistema, lo mismo que esta

ocurriendo de este problema.

15.2. Determinaciéon de temperatura

Un intercambiador de calor de tubos concéntricos con pared delgada de contra flujo se usa agua para
enfriar un aceite caliente. El agua (C), = 4.18 kJ/(kg- K)) entra a razén de 3 kg/s por el intercambiador a
una temperatura de 20°C'y sale a 40°C, mientras que el aceite (Cp = 2.35 kJ/(kg- K)) entra a una razén
de 2 kg/s con temperatura de 85°C, pero se desconoce su temperatura de salida, tal como se muestra en

el esquema 15.2.1. Encontrar la temperatura de salida del aceite.

Aceite

caliente
The = 85°C
m=2kg/s

Agua fria
T.e =20°C
m=3kg/s
Ts =40°C

l Ths =07

Figura 15.2.1: Intercambiador de calor.

1. Lo primero que hay que hacer es encontrar la transferencia de energia del intercambiador, si se
desprecia la energia cinética y potencial. Ademéas, no hay trabajo, se puede ocupar la ecuacién
(13.1)

Q=AH

2. Ya que nuestro sistema es abierto se considera
Q =mAH
3. Aplicando la definicién de entalpia AH = CpAT
Q = mC,AT

4. Sustituyendo los datos para la transferencia de calor para el agua

Q.= <3 kf) (4.18 J‘JK) (20 K)

= 250.8 kJ
s
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5. Como el calor transferido serd el mismo tanto del fluido caliente como del frig, podemos decir que

Qh = Qc
= 250.8 ﬂ
S
6. Despejando T}, sabiendo que Ths < The
Qn
T s = T e .
h h G,y
250.8 kJ/s
=358.15 K —
(2kg/s)[2.35kJ/(kg - K)]
= 304.7882 K
= 31.6383°C

364



Capitulo 15.

Balances macroscopicos para sistemas no isotérmicos

Nomenclatura

3, I D

oS & &

Qo

cond

Ay

dzr
dz
do

Calor

Temperatura

Numero de Prandtl
Viscosidad cinematica
Ntmero de Nusselt
Numero de Grashof
Coeficiente de transferencia de calor
por conveccién

Vector unitarios en el eje r
Vector unitarios en el eje z
Flujo maésico

Velocidad

Energia potencial
Energia interna
Entalpia

Tiempo

Cargo de energia

Resistencia térmica por conducciéon

Eficiencia de aleta

Diferencial en el eje y
Diferencial en el eje r
Derivada respecto a x
Derivada respecto a z
Derivada respecto a 6

93}%)

S

<.

conv

T QAT

Az
A6
dy
dr

Constante de conductividad térmica
Flux de calor

Capacidad calorifica

Viscosidad dinamica

Numero de Rayleigh

Numero de Reynolds

Volumen

Vector unitarios en el eje 6

Area de seccién transversal

Masa

Capacidad calorifica a volumen cons-
tante

Energia cinética

Trabajo

Densidad

Constante de integracion

Resistencia térmica por conveccién
Coeficiente de transferencia de calor
global

Diferencial en el eje x

Diferencial en el eje z

Diferencial en el eje

Derivada respecto a y

Derivada respecto a r
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Conclusion

Los fenémenos de transporte constituyen una parte fundamental para la formacién de un Ingeniero Qui-
mico, ya que permite conocer los principios de los balances microscopicos de cantidad de movimientos,
transferencia de calor y masa (este ultimo no se considero en el trabajo), que se generan en un sistema
cuando este se encuentra en un estado estacionario o no estacionario. Siendo los fenémenos de transporte
una de las ramas cientificas més avanzadas y tedricas, ya que se pretende predecir por medio de ecua-
ciones lo que esta sucediendo en el sistema, con la finalidad de ahorrar tiempo y costos en laboratorios
experimentales, aunque también debe corroborarse que los modelos matematicos sean casi exactos con los

datos obtenidos de forma experimental.

Posiblemente entender los fenémenos de transporte a la primera instancia no es sencillo, debido a que se
deben tener conocimientos solidos sobre materias basicas, por mencionar algunas como: termodinamica,
algebra lineal, ecuaciones diferenciales ordinarias, fisica e incluso de filos6fica, ya que como ingenieros en
formacion, cuando se requiere trabajo de laboratorio es importante tener buena redacciéon y entendimiento
del fenémenos fisico o quimico que se este llevando a cabo; desde el punto de vista de los fenémenos de
transporte es importante entender lo que significa la ecuacién que se esta deduciendo o el grafico que se

quiera interpretar.

Es cierto que en nuestra carrera de formacién como ingenieros se nos plantea el estado estacionario, donde
se pueden considerar las variables (como la temperatura, viscosidad, densidad, etc.) como constantes,
ya que no dependeran del tiempo si no, inicamente de su ubicacién en el espacio, pudiendo considerar
esta operacién como ”ideal” debido a que nosotros deseamos que nuestros procesos de producciéon sean
estables, manteniendo siempre las mismas condiciones de temperatura, presién y flujo, lo que nos dard
como consecuencia una calidad constante de nuestros productos, pero en la vida real eso no es lo que sucede,
va que hay que recordar que para llegar a un estado estacionario se parte de un estado transitorio y de alli
surgen las ecuaciones diferenciales parciales, siendo un tema de gran interés, gracias a que son ecuaciones
que pretenden acercarse més a la realidad mediante modelos mateméaticos. Las ecuaciones diferenciales
parciales pretenden comprender y explicar los fenémenos fisicos para entender mejor el universo que nos

rodea.

En este trabajo se introdujo al lector en el uso de los diferentes métodos numéricos que existen para la
solucién de las ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, siendo estas tultimas las que en su mayoria

se resuelven mediante el uso de métodos numéricos, debido a su alta complejidad. Sin embargo, gracias
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a los avances de la tecnologia y la nueva generacién de computadoras, el resolver ecuaciones se ha hecho
mas rapido, eficiente, ordenado y con menor margen de error y redondeo. La implementacion del software
de MATLAB permiti6 resolver las ecuaciones de manera més rapida y con mayor exactitud. Haciendo
una comparativa de como, la solucién numérica converge a la misma que una analitica, pero con mayor
rapidez, una complicacién que podria presentarsele al alumno es como empezar a programar. Para empezar
a programar, un consejo que doy particularmente es tener paciencia, ya que al inicio es mucho ensayo y
error en el desarrollo de los c6digos, por més sencilla que sea la ecuacion, al inicio se escribirdn muchas
lineas de codigo, pero conforme a la practica esas lineas de cédigo se pueden optimizar haciéndose mas
pequenos y que se consuma menor memoria ram. Obviamente para optimizar algoritmos se necesita saber
qué se esta programando, cudl serd el método por el que se resolverda y qué resultado se debera obtener,
sea numeérico o grafico. Lo que ayuda bastante cuando uno esta atorado en un algoritmo es ver videos en
YouTube, ya que hay que recordar que no todos aprendemos de la misma manera, algunos son visuales,
otros auditivos o kinestésico. Gracias al software de MATLAB que permite resolver ecuaciones de 1, 2 y
3 dimensiones fue el motivo por el que se escogid, ademas que ayuda al alumno ser mas ordenado con
sus variables, tiene una amplia gamma de librerias y sobre todo, que si el alumno tiene conocimientos de
otros software como SolidWorks o AutoCAD, MATLAB permite emparejar el disefio que se halla hecho

y hacer una simulacién de Dindmica y Control.

No se pudo abarcar la transferencia de masa en este trabajo, debido a que serfa sumamente extenso y al ser
un trabajo realizado por una persona es sumamente pesado, entonces se optd solo trabajar solamente con
dos de los tres fenémenos, explicAndose de manera detallada su soluciéon analitica y numérica. Recordar
que los fenémenos de transporte al ser andlogos, al deducir un problema o una ecuacién el otro tendra

casi la misma metodologia de deduccién y resolucién.

Para finalizar, esta tesis surge con la finalidad de ser una guia para el alumno y que le permita me-
diante los ejercicios planteados motivarlo a reflexionar y aplicar sus conocimientos en termodindmica e
ingenierfa y plasmar el fenémenos fisico en un modelo matemético (ecuacién diferencial parcial u or-
dinaria), el cual pueda resolver mediante métodos analiticos o numéricos. Por otro lado, también con-
sidero importante mencionar que uno de mis objetivos al desarrollar el presente documento, es con-
tribuir a la formacién de los alumnos en esta rama de la ingenieria, el verdadero valor del presen-

te documento se verd cumplido cuando en manos de quien lo consulte tenga una verdadera utilidad.
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Apéndice A

Datos generales

A.1. Tabla de constantes universales y conversiones

Gases ideales
Velocidad de la Luz 32108 m/s
Constante de Boltzman 1.3806 z 10723 J/K
Aceleracién de la gravedad | 9.81m/s? = 32.2 ft/s?
Constante de Plank 6.626196 £ 10734 J - s
Longitud Volumen
1 ft =12 in = 0.3048 m 1 ft3 = 0.028317 m?
1 mi = 5280 ft = 1609.344 m 1 galén (gal) (EE.UU.) = 231 in® = 0.00378 m3
1 milla ndutica (mn) = 6076 ft = 1852 m 1 L =0.001 m® = 0.035315 ft3
1lyd=3 ft =09144 m 1 onza liquida (EE.UU.) = 2.9574 x 107° m?
1 angstrom (A) = 1.0 x 1070 m 1 cuarto (gt) (EE.UU.) = 9.4635 x 10~ m3
Masa Area
1 slug = 32.174 1b,, = 14.594 kg 1 ft? = 0.092903 m?
1 lby, = 0.4536 kg 1in? = 1/144 ft2
1 tonelada (EE.UU.) = 2000 {b,, = 907.185 kg
1 tonelada = 1000 kg 1 hectérea (ha) = 1000 m?
Velocidad Aceleracién
1 ft/s = 0.3048 m/s 1 ft/s* = 0.3048 m/s?

1 mi/h = 1.4666 ft/s = 0.44704 m/s
1 nudo(kn) = 1 mn/h = 1.6878 ft/s = 0.5144

m/s

Presiéon Fuerza

11lbg/ft? = 47.88 Pa 11lby =4.4482 N =16 oz
1lby/in? = 144 Ib;/f£2 = 6895 Pa 1 kg = 2.2046 Ib; = 9.81 N
1 atm = 2116.2 Ibs/ft> = 14.696 lbs/in? = | 1 ton; (EE.UU.) = 2000 Ib;
101.325 kPa

1inHg (20°C) = 3375 Pa ldyna=1x10"5N




Apéndice A. Datos generales

1 bar =1 x 105 Pa

1 onza(oz) = 0.2780 N

Energia

11bs - ft = 1.3558 J

1 BTU = 252 cal = 1055.056 J = 778.17 Ibs - ft
1 kilowatio hora(kWh) = 3.6 x 105 J

Potencia
1 CV =550 ft-lbs/s = 745.7 W
1 ft-1lbs/s = 1.3558 W = 0.001818 hp

Peso especifico
1 1lbg/ft3 = 157.09 N/m?

Densidad

1 slug/ ft3 = 515.38 kg/m?>
1 1b,,/ft® = 16.0185 kg/m>
1 g/em?® = 1000 kg/m3

Viscosidad dinamica
1 slug/(ft-s) =47.88 kg/(m - s)
1 poise (P) =1g/(cm-s) = 0.1 kg/(m - s)

Viscosidad cinematica
1 ft2/h = 0.000025806 m?/s
1 stokes (St) = 1 em?/s = 0.0001 m?/s

Calor especifico
1 ft-lbf/(slug-° R) = 0.16723 N - m/(kg - K)
1 Btu/(lbm -° R) = 4186.8 J/(kg - K)

Conductividad térmica
1 Btu/(H - ft-° R) = 1.7307 W/(m - K)

Temperatura

Tr =181Tc+ 31
Te = (Tp —32)/1.8
Tr =Tr 4 459.69
Tk =Tc +273.16

Donde los subindices F', C', R, y K
se refieren a lecturas en las escalas
Fahrenheit, Celsius, Kelvin y Rankine,

respectivamente.

* Los datos han sido tomados de [38]
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Apéndice B

Cantidad de Movimiento

B.1. Ley de viscosidad de Newton

Coordenadas rectangulares (z,y, 2)

vy

Tex = —24 o (Bl)
v
Tyy = *QNaiyy (B.2)
ov,
vy = —2 B.3
T P, (B.3)
[Ov,  Ov, ]
Toy = Tye = 1| 5 + T‘); (B.4)
[Ov,  Ov, |
Tez = Tz = —H 8; + O (B5)
[ Ov Ov, |
Tyz = Tyx = —H 8zy + dy (B'6)
Para flujos compresibles los esfuerzos normales deberian tener un término adicional:
Ovy 2 ]
ov, [2 T
=2 (52 )+ [Fu-n| (@ v) (B.5)
0 [2 |
Tez = =20 ( ;ZZ) + FHk (V-v) (B.9)
Dond
onde (Vo) = Oy N vy . v,
- Oz oy 0z
Coordenadas cilindricas (r, 6, 2)
ov,
rr 2 B.10
T " (B.10)
10vg v,
=2ul-——+— B.11
U H <r 90 + , > ( )
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Ov,

Tzz = —2M B
o o 0 Vo 1 8vr
Tro = Tor = {Tar () + 2% ]
Ovg 10w,
T =T = T G
ov,  Ov,
Tar = Thrz = — 9z + or

Para flujos compresibles los esfuerzos normales deberian tener un término adicional:

S—p (‘1) " [gu-m] (V-v)
2u(1%1;9 + )+ [;u—ﬁ] (V-v)

Tax = 20 (%1);) + Bu—f@} (V-v)

Donde 19 19 P
_ 1+t 0 Vo Vz
Vv =g )+ 2% + 5
Coordenadas esféricas (r, 0, ¢)
_ v,
Trr = 14 or

10
2“( Y >

2 ( 1 Ovg wv. wvycot (9))

Tes =T rsin (0 )8¢+ + T

0 /g 1 dv,
Tro = Tor = —H |:T8r () ++ % ]

U 1 BUTJF}g(i)
Tre = Ter = TH rsin(0) 9o ' ror \r

B . 1 vy  sin(0) 9 [ v
To# = Teo = TH {rsin(@) 0p - r 00 (sin(@))]

Para flujos compresibles los esfuerzos normales deberian tener un término adicional:
v, 2
rr — -2 P V.
U “(ar)+[3“ H]( V)
1 81)9 2
—_ou [ =222 Z— .
Too N( 8¢9+ )+[3u I*i] (V-v)

B 1 Ovg v, wycot(h) 2
T¢¢——2u<rbln()a¢+ +T>+|:3M—H:|(V~V)

Donde
1 8 1 8U¢

(V-v)= T%% (r*vr) + mag(va sin (0)) + rsin (0) d¢

Para gases monoatdmicos de baja densidad, la viscosidad de dilatacién « es cero [1].

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)
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B.2. Ecuaciones de continuidad

Coordenadas rectangualres (z,y, 2)

dp

0 0 0
o T ax P (pva) + oy (pvy) + 7 (pvz) =0 (B.28)
Coordenadas cilindricas (r, 6, z)
dp 10 10 0 B
o0t gy (ror) + — =2 (pve) + - (pv2) = 0 (B-29)
Coordenadas esféricas (r,0, ¢)
dp 10 5 1 9 1 9 B
ot - r2 or (o) + g rsin 6 90 (pvo sin) + rsin 6 d¢ (pvg) =0 (B-30)
B.3. Ecuaciéon de movimiento en términos de 7
[pDv/Dt = —VP — (V- 7) + pg]
Coordenadas rectangulares (z,y, 2)
P A I Ly (LRI S I (B.31)
ot Vg Vg Oz Vg Uy a Vg Uz Oz = Oz o Txx 8y Tyx 92 Tzx PYx .
av +v au —i—vﬁv —&—vﬁv __or (9 —1—2 —|—2 + (B.32)
gty T ey T gy T | T Ty T \ar v T gy T T gy ) TPy '
av +v av —|—vﬁv +vﬁv S QT +27' +é7’ + (B.33)
ot z ma z yay z zaz z | = 0z o Tz ay yz 92 2z PY= .
Coordenadas cilindricas (r, 6, 2)
8vr+ v, g vy Uavr_vj __oP 18( )+EQT +£T _ Toe
at " ar T o6 “ 0z r)  or r or roo 9z
+ pgr  (B.34)
Ovg Ovg vy Ovy Ovg  v,vg 1 oP 10 ,, 10 0 Tor — Tro
(&f+vr(97“ o8 T Ty ) =0 [raﬂ )t gt g T T T }
+pgo  (B.35)
v, avz+%%+ dv. f,aipf lg( )+lg +2
o " or Tr o0 "0z ) T "o Lror Y T ro T 92
+pg. (B.36)
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Coordenadas esféricas (r,0, ¢)

avr+v%+@6vT Vg 6vr_vg+v35 __6£_
ot "or r 00  rsinf 0¢ r - or
1 2 0 . 1 0 T99+T¢¢
- rr . A an T S 0 T Ao r i B
[7‘2 or (i )+rsm989 (7or sin )_‘_rsme&bﬂzs +rgr (B3T)

§+vr or T r 90 ' rsinf 0 r

r 00

(5"09 Qug , 9 dvy | vy vy | vrvy+ VG cot 9) 19P

10,4 1 0 1 0 (Tor — Tro) + Tpe cOt O
{7’387‘ (T Tre) trsme rsin 0 00 (796 sin 6) + rsin@&‘TZ)TM r 90 (B38)
9vg O 090 Uy Ovs  UrvgFusupcotfy 1 0P
ot " or r 00  rsing 0¢ r - rsinf 0¢
1 3 0 (T¢7~—7‘r¢)+7'¢9(30t9
— | == . —Tpp — B.
Lﬂ?’ or (T Twﬁ) + rsin 6 90 (7o 5in 6) + rsin @ 8¢T¢¢ T +rgs (B.39)

B.4. Ecuaciéon de movimiento para fluidos newtonianos con p y

@ constantes

[pDv/Dt = —V P 4 uV?v + pg

Coordenadas rectangualres (z,y, 2)

av +v 81} +v av +v 8 ——a—P—i- _82vx+avm+0vz_+ (B.40)
gre T ey e T gy e TV | T T TH [ ax2 T oy T a2 | TP '
I WY N L P T I (B.41)
P Ot T e T gy T ) T Ty TH a2 Ty T a2 | TP '
av +v 0 v, + av +v 0 *fafPJr [Dv: | Pv: | o] + (B.42)
ot T e T eyt T 9, ) T T TH a2 T a2 T 022 | TR '

Coordenadas cilindricas (r, 6, z)

ov, Yo ov,. vy Ov, ov, B vﬁ B _ai
ot vr - or

or +789 + 0z T
{3 <1 0 ) 1 0%v, 083w, 2 vy
ol —

YO )+ 2 -2 . (Bd
or\ror) T o T a2 269]“’9 (B-43)

Ovg Ovg vy Ovy Ovg  vvg)  10P
(at“’rarﬂa@*“zaﬁ r )__r80

9 (1o 182”9+321}0+3% n
Flor\vor ™) T 2702 T a2 T2 ag | TP
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g T gz | T o (BAY)

8vz+ 6vz+%%+ du.,\ _ 0P 10 8 +162”2+62”2
ot " or "0 "0z ) T o ror :

Coordenadas esféricas (r,0, ¢)

ov, ov,. g Ovu, vy Ovp v(% + U; oP
L U+ — L — - =——
ot or r 00  rsinf d¢ r or

0? 1 0 Ov, ) 1 0%v,

1 ) .
+u[23( v) + o) 36 (Sm(e) 20 7%11(0)3¢2]+pgr (B.46)

Ovg N %_’_U@ Ovg vy Ovg Urve+vi00t9 _ _1opP
ot Ur or r 00  rsinf 0¢ r - r o
19%,, 10 1 0 . 1 0%vg 2 v, 2cot (0) vy
th [26 (rvo) + r2 00 (sin (0) 50 (vg sin (0))> * r2sin? (0) 0¢? * r2 00 rZsin(9) 0¢ +pge
(B.47)
% % %% Vg % Vrvg + vgvgcot 0 1 oP
at " or r 90  rsinf 0¢ r " rsin(0) 9o
19 ,, 10 1 ) 1 0%vg 2 Ov,  2cot (0) dvg
G [a (o) + 5 5 <Sm<e)e<”¢sm<9>>> T Tz (@) 92 20 r2sin(0) 9o | P

(B.48)
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Apéndice C

Transferencia de calor

C.1. Ley de conduccién de calor de Fourier

Coordenadas rectangulares (z,y, 2)

Coordenadas cilindricas (r, 6, z)

Coordenadas esféricas (r,0, ¢)

C.2. Ecuacion de conduccién en funciéon del flux de calor q

W=k

dy = —

_ 1 or
rsin (0) 0¢

[pCpdT /Dt = =V - q + qgen]

Coordenadas rectangulares (z,y, 2)

p

oT
Cp o

-~

94, 9q , %

ox

Oy 0z

> + Qgen

(C.10)
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Coordenadas cilindricas (r, 6, z)

or 10 10q9 9q.
pcpa = — |:T or (7’(]7») + 2 90 + Ep :| +Qgen (Cll)
Coordenadas esféricas (r,0, ¢)
or  [10 ,, 18 . 1 D4
pcpg = [ Z 5 (r’q) + +sin (0) 90 (sin (8)gy) + rsin (0) ( 30 )} + dgen (C.12)

C.3. Ecuacion de conduccién en funcién de las propiedades de

transporte, para k constante y uniforme

[pCpdT /Dt = kNV? - T + qgen]

Coordenadas rectangulares (x,y, z)

aT T 9T O°T
Y (A on 1
PCo s, <a Tt 3 +82>+qg, (C.13)

Coordenadas cilindricas (r, 6, 2)

or _ L0 (0T 19T T
r2 002 022

—_—= — en .14
PCr ot ror Tar + } + g (C.14)

Coordenadas esféricas (r,0, ¢)
or 19 (,0T 1 9 (. T 1 82T
p@at—kLwMGe%)+ﬂwu@w<““>w>+ﬂgﬂm(&gﬂ+%m (C.15)

C.4. Ecuacion de energia en funcion de las propiedades de trans-

porte de fluidos con p, C, y k constantes

[pC,DT /Dt = kV? - T + qgen)

Coordenadas rectangulares (z,y, 2)

o?°T  9°T  9*T

oT oT oT oT
pCy ( > k (8x2 W + 32> + Ggen (C.16)

ot " Umor Ty TV s

Coordenadas cilindricas (r, 6, z)

oC <8T 0T v 0T 8T>

ot Ty T a0 TV,

19 (oT\ 19T 0T
2907 " 022

L ()R
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Coordenadas esféricas (r,0, ¢)

oC, <8T or vgdT = vy 8T>

+Up o+ — =+ A Iy (e L I A ()8T
a  "or T v o8 rsin (6) 0¢ 2ar\" or r2sin (0) 06 NPT,
1

82
“rm 6¢2:| + dgen (C18)

C.5. Ecuacion de energia en funcion del flux de calor ¢
[pC,DT/Dt = =V -q — (7 : VV) + ggen]

Coordenadas rectangulares (x,y, z)

oT oT oT or 0qz O 0q.
o (3 -3

+ Vo Uz

ot "V Ty TV g, oz "oy 02
oP v, 8vy ov,
T(aT) (3 + ay + - ) + ggen  (C.19)
Coordenadas cilindricas (r, 6, z)
oT OT  wve 0T oT 10 19q9 Oq.
PG <8t or T o0 a)“[rar(WH ae+a}
oP\ [1 0 10vg Ov,
T(@T) [ o (rvr)—&—fag + P ]—&—qqm (C.20)
Coordenadas esféricas (r, 0, ¢)
oT 0T wvg OT vy OT I 1 9 . 1 gy
rC <8t U or T r 00 * rsin (0 (b) Lﬂ or (rar) + rsin (0) 06 (g0 sin (6)) + rsin () 0¢

)0
oP\[1 @ 19, 1 v
_T <8T> [25‘ (r*v.) + "sin (8) 96 (vg sin (0)) + rsin (0) 8(;?] + qgen  (C.21)
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