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[El conjunto de puntos periodicos repulsores es denso en J(f) 49




Introduccion

Si f es una funcion racional, de grado al menos 2, o una funcién trascen-
dente entera llamaremos conjunto de Fatou denotado por F(f), al conjunto
de puntos cercanos donde la sucesion de iteradas f™ forma una familia normal
y a su complemento, denotado por J(f), conjunto de Julia, rigurosamente
hablando, la dindmica es estable en el conjunto de Fatou y es cadtica en el
conjunto de Julia. Las propiedades de los conjuntos F'(f) y J(f) fueron esta-
blecidas para funciones racionales por Gaston Julia (1893-1978) en Mémoire
sur litération des fonctions rationelles [10] y Pierre Fatou (1878-1929) en
Sur les équations fonctionelles [22] en los anos 1918 y 1920 respectivamente,
y para las funciones enteras trascendentes por Fatou en Sur [l'itération des
fonctions transcendantes entiéres [23], en 1926. Fatou estudié la iteracion
de funciones enteras trascendentes dando ejemplos donde surgian significa-
tivas diferencias a la teoria que habia sido desarrollada hasta ese entonces
para funciones racionales. El realizé la siguiente pregunta fundamental para
f una funcion entera trascendente:

. Los puntos periodicos repulsores de f son densos en J(f)?

La pregunta es de gran importancia teorica, y fue respondida afirmativa-
mente para funciones racionales por los matematicos Fatou y Julia. Esta pre-
gunta también fue respondida de forma afirmativa por Baker, en su trabajo
Repulsive fizpoints of entire functions [11] en 1968, el cual es de importancia
fundamental en la dindmica compleja. Aqui, Baker usa un teorema profundo
de Ahlfors de la teoria de superficies cubrientes para demostrar que cerca de
cada punto de J(f) hay un punto periodico repulsor de f. Mas adelante, en
1997, Detlef Bargmann en [8] también demuestra que el conjunto J(f) es la
clausura de todos los puntos periédicos repulsores para f entera usando el
Lema de Zalcman y el teorema de Montel Caratheodory.

En esta tesis se presentan dos demostraciones de la preguntas que Fatou
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formul6. Ambas demostraciones utilizan métodos distintos, la primera esta
basada en la demostracion de Baker pero sin utilizar teoria de Nevalinna y
la segunda esta basada en la de Bargamann, es decir, utilizaremos el Lema
de Zalcman.



Preliminares

En este primer capitulo recordaremos algunos conceptos basicos de la
Variable Compleja que serdn de gran utilidad para el entendimiento y la
comprension de los capitulos consecuentes de esta tesis. Estos temas asi co-
mo sus resultados pueden ser consultados en [5], [3], [17], [6], [2], [16] vy [12].

1. Numeros Complejos

Empezaremos recordando algunos conceptos de Variable Compleja.
Sea z = (z,y) € R?, con z € Ry y € R, como un vector.

(X.y)=x+iy

X

Figura 1: Plano R2.

Como parejas ordenadas (x,y), (y,x) son diferentes, es decir, si x # y
entonces (z,y) # (y, x).
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Ahora, sea C el conjunto de todas las parejas ordenadas de niameros reales,
definiremos las operaciones de adicion + y multiplicaciéon - de la siguiente
manera;

(,9)+ (zw) = (z+zy+w) (1)
(z,y) - (z,w) = (xz—yw,zw + yz). (2)

Se pueden verificar las siguientes propiedades de la adicion y la multipli-
cacion en C:

Sean 21, 29,23 € C

21+ 290 = 29 + 21
21+(22+23):(Z1+22)+23

(conmutatividad suma)

(
2120 = 2921 (conmutatividad producto)

(

(

N N T T
2 TN
N N N N N

asociatividad suma)

l=p}

21 (29 23) = 21+ (22 - 23) asociatividad producto)

21 (za+23) =21 20+ 21 23 distributiva)

Ademas, existe un elemento tnico 0 € C, a saber 0 = (0,0), tal que
21+ 0=z, Vz €C,
y existe un tnico w = (1,0), tal que
z1-w=2, Vz €C.

Definicién 1. El conjunto C sera el conjunto de los nimeros complejos, y
a los elementos de C los llamaremos nimeros complejos.

Si z = (z,y) € C, entonces el nimero real = se llama la parte real, y
el nimero real y la parte imaginaria del niimero complejo z, con notaciéon:

r = Re(z), x = Im(z).

Si denotamos por ¢ al nimero (0, 1) de (2) se deduce que (0,1)? = (—1,0),
es decir, 2 = —1. El ntimero 7, llamado la unidad imaginaria, resulta ser una
raiz cuadrada de —1.
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Ahora, consideremos un namero complejo cualquiera z = (x,y), este se
puede representar de la forma:

z =T+ 1y,
particularmente 0 = 0 + 20.

Las diferentes operaciones algebraicas definidas en el conjunto de los nt-
meros complejos se pueden ver como siguen:

(o ig)+ (4 iw) = (o4 2) (g + )i (suma) 8
(x +1iy)(z +iw) = (zz —yw) + (vz+yz)i  (producto) (9)
(x +iy) — (2 + iw)=(r—2)+(y—w)i (resta) (10)
THW _rEYYW | Yr T ww, (si 2 +w®>0) (11)

z +tw 22 4+ w? 22 4+ w?

Con las operaciones de suma y producto definidas anteriormente, C tiene
estructura de campo.

Definicion 2. El conjugado Z de un nimero complejo z = (z,y) = = + iy
es el nimero z = (x, —y) = x — yi.

Sean z,w € C, entonces se cumplen las siguientes propiedades:

z+w = Z4+w (12)
Z-w = Z-W (13)
z—w = Z-W (14)
2 Z
w = —(Ww#0) (15)
zZ = z (16)
z esnumeroreal <= z=7%Z (17)

Definicién 3. El mddulo o valor absoluto |z| de un nimero complejo
z = (x,y) = x + iy es el nimero real |z| = /22 + y2.

Si z, 21, 29 € C, entonces se cumplen las propiedades siguientes:
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12| >0, |2| =0<=2=0 (18)

[Re(2)| < |z], Im(2)] < 2] (19)

|z = [z = 2] (20)

2P =2-% (21)

|21 + 22| < [z1] + |22l (22)

La desigualdad (22) se conoce como la desigualdad del tridngulo.

Para z,w € C, pongamos d(z,w) = |z —w|, la distancia entre z y w, y
satisface:

dz,w) =0 <= z=w (23)

dz,w) = d(w,z) (24)

d(z1,22) + d(z2,23) > d(z1,23). (25)

Poniendo al plano complejo C y a la métrica d(z,w) con z,w € C tenemos
que (C,d(z,w)) forma un espacio métrico.

1.1. Forma polar de un niimero complejo

Para cualquier nimero complejo z = x + iy distinto de cero, es decir,
r = |z] # 0,y 0 el angulo (en radianes), formado por la direccion positiva

=

del eje real y por el vector 0z.

Figura 2: Forma Polar de z.
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Este angulo 6 estid determinado por z salvo multiplos enteros de 27 y se
llama argumento arg(z) de z. Tomemos x = rcost, y = rsenf, ahora todo
numero z = x + iy # 0 se puede escribir en la forma z = r (cost + isenf).
Hay infinitos valores de 6; a cualquiera de ellos lo llamaremos argumento de
z. Al conjunto de todos los argumentos de un ntimero complejo no nulo, z,
se representa por Arg(z). Los nameros r, 0 = arg(z) = Arg(z) + 2kn, k € Z
se llaman las coordenadas polares de z v z = r(cosf + isenf) se llama la
representacion polar de z. Véase el ejemplo 1.

Ejemplo 1. Sea z = —1 +1i, entonces 7 = /(—1)2 + 12 = /2 y Arg(—

i) = =F, y todos los argumentos ¢ de —1 + i estan dados por la formula
0 = 3“ —|— 2km, en donde £ = 0,£1,42, ... asi, la representacién polar de

-1 +i es —1 41 = /2 (cosb + isenb).

Figura 3: Forma Polar de z.

Definicién 4. Para un nimero complejo z = x + iy el valor de e* esta dado
por la féormula

e® = e (cosy + iseny)

Para z = iy nos da €% = cosy + iseny, ya que € = 1. Por lo tanto, se puede
escribir en la forma

z=re” (r=lz|, §=arg(z)).

A continuaciéon algunas propiedades que cumple e*:
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e*l o2 — 621+z2 (26)
1

- = = 27

e ! (27)

e # Oparatodo z (28)

le*| = €%, y=arg(e) (29)

=1 = z=2%kmi k=0,+1,42, . (30)

1.2. Raiz de un ntimero complejo

Si z es un nimero complejo no nulo, 6 es un argumento de z y n es un
niimero entero, se verifica que nf € Arg(z"), es decir:

2" = |z|" (cos (nf) + isen (nh))

Esta tltima conocida como la formula de Mowvre.Esta ecuacion se puede
utilizar para encontrar las raices de un nimero complejo como sigue:

2k 2k
2 = |z|1/n <cos (w) + isen <w)> k=0,1,....,n—1.

n n

0+ 2k 0+ 2k
2 = 1r/" (cos< i W) +isen< i W)) k=0,1,..,n—1
n n

2. Proyecciéon Estereografica

Sea P el plano complejo y consideremos una esfera unidad S? de radio
uno centrada en el origen. Y sea A el punto (0,0, 1) de dicha esfera; a este
punto lo llamaremos polo norte. Identifiquemos al plano complejo C con el
hiperplano

{U=0}:2€C, z= (v +1iy) — (z,9,0) € R

Tomemos una recta que proyecte al punto polo norte a cualquier otro
punto, digamos (x,y,u) de la esfera S?, esta recta corta a C en solo un punto
w de dicha esfera y podemos representar cualquier niimero complejo por un
punto sobre la esfera. Decimos que el punto N corresponde al punto infinito
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N=(0,0,1)

/ ()

e
v

Figura 4: Proyeccion estereografica.

del plano. El conjunto de todos los puntos del plano, incluyendo el punto en
el infinito, reciben el nombre de plano complejo o el plano complejo extendido
Cu-Para encontrarlo hagamos lo siguente:

Consideremos la linea que va de un punto (z,y,u) € S? al polo norte N =
(0,0,1) € S?, como hemos mencionado esta linea cruza a C en un tnico pun-
to. Parametrizando se tiene:

Site€Restal que [N +¢((z,y,u) — N)| € C entonces

mt) = [N+t((z,y,u) = N)]
(0,0,1) + ¢ [(z,y,u —1)]
= (0,0,1) + (tx, ty,t(u—1))
(tr,ty, 1 +t(u —1)),

donde 1+ t(u — 1) = 0, debido a la identificacién que hicimos del plano
C con el hiperplano U = 0, por tanto
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Asi, para w € C obtenemos que

w:( x L()):l]? LY _ Ty

1—uw 1—u’
Siz= %’i’, entonces

T 41y
1—u

2_ |z + iy|? Py
1—u?  (1—u)?

s

como (z,y,u) € S* N se cumple que 22 +y? +u? = 1, es decir 2% +y* = 1 —u?

2?2 + 92 1—w*  (1-uw)(l+u) 14u

1-u)? (1-u)? (1-uw)(l—-u) 1-u

tenemos que
2 1 +u

1l —u

2|

Ahora despejaremos u:
2P (1—u)=1+u
12)* = |zPu=1+u

12 =1 =u+ul|z)® = ul+|2]%)

|2* — 1
|z|” 4+ 1
También,
__r+iy  r—1y 2
= 1—u+1—u_1—u
entonces,

(z+2)(1 —u) =2z
x:(z+aa-wo:(z+z)Gﬁ_pﬁg1+1>

2 2 |z
(z+72) (| +1— [z +1
2 12)* + 1
se sigue que
z+z
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y para y,
_ T+ x—1y 21y
z2—Z= — = :
1—u 1—u 1—u
Asi,
(z—=2)(1 —u) = 2iy
e B o SR E A Y
v= 2i T2 P+1)
(z=2) (|2 +1—]2)* +1 _xz—z>(2 +1)
2 A +1 2 [P
esto es,
zZ—Z
Y= """
i(=]* +1)
Finalmente,

z+zZ z—-2Z |2]*—1
(:U,y,u):<| >

AP+ 1702+ 1) |2+ 1

A continuacién obtendremos en términos de z y w, puntos del plano com-
plejo, una formula de la distanca entre sus proyecciones en la esfera.
Si denotamos éstas por (zq,x2,23) v (Y1, Y2, Y3), se tiene

(z1—11) "+ (@2 +12) *+(23—y3)® = 2T +a5+a3—2(21y1+T2y2+T3y3) +Yi+Y5 03
dado que (z1, 22, 23) y (Y1,Y2,y3) se encuentran en la esfera se cumple que
x5+ a3 =1
vitys+ys=1

entonces nuesta ultima igualdad resulta 2—2(z1y; +x2y2+x3y3), de donde
T1Y1 + T2Y2 + X3Y3 =

z4+Z wHw z2—Z w—w 12 -1 |w]* -1

: - -
2P+l w1 i) (el ) L el L

(2 +2) (W +®) — (= 2)(w=®) + (|2 = (]’ ~ 1)
(|2 + (|l + 1)
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= 220 + 22w + 20|’ — |w* = 2> + 1
2
(Iz[" + D (Jjw| + 1)

agregamos un “cero ”

= 2200 + 22w + zw|” — |w* = |2° + 2" + [w|® = |2]* = |w|* + 1
2
(2" + D(lwl + 1)

realizando operaciones y recordando algunas propiedades del valor absoluto
de un nimero complejo obtenemos,

(z-w)E-o)
(1+ 211+ |wl”)

Por tanto
(z —w)(z —w)

(L4121 + |wl*)

Tiy1 + ToYo + x3yz = 1 — 2

Asi,

L, —0)E-9) )

2—=2(x1y1 + x0y0 + =2-211
i i) ( A+ 12P) (L + )

=2-2+4 (2—020)(3—@)2 _ 4 (Z—C;))(?—w)2
A+ DA+ [w) @+ )+ )
2 = wl*

(L4121 + |wl*)

Concluyendo asi:

|z —wf’

(L4 =) (1 + wl”)

V(@ —y1)? + (2 — y2)? + (23 — y3)? = \/4

2|z — w|?

V1 2P+ o

En éste caso, si w = oo,

Ty + Toyo +23y3 =21 -0+ 22 -0+ 23 - 1 = 23
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por lo que

V(@ —y1)? + (w2 —92)? + (23 — y3)? = |2 -2 <|Z| n 1>

|z\2—|-1
4 2
:\/||2+1: >, 4
& ViIelm+1

Todos estos calculos inducen una métrica en C.

Definiciéon 5. Dados z1, z3 € C, definimos la métrica en C, a la que llama-
remos a la que llamaremos métrica cordal o métrica esférica de la siguiente
manera

( 2|217Z2|

P ) /(14 =2P) si 21 # 00, 29 £ 00;

dy (21, 22) := ﬁ S 29 = 00;

L 0 S1 21 = 2 = 0.

De esta manera a la esfera S? se le considera un subespacio métrico de
R? con la métrica heredada 7. El término cordal proviene de que se miden
cuerdas en la esfera

dx(ZhZz) = |m(21), m(22)] .

Proposiciéon 1. La métrica esférica y la métrica euclideana inducen la
misma topologia en C, es decir definen los mismos abiertos en C.

Demostracion. Para esta demostracion tomemos lo siguiente

1. Sea
¥ :S§?(0,0,1) — C

1+ 179

— .
(xlax27'r3) 1 .

Demostraremos que W es una biyeccién, esto es,

(a) V¥ es inyectiva y
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(b) U es sobreyectiva.

(a) Por demostrar primero que ¥ es inyectiva.

Para probarlo construyamos su inversa. Tomemos z = W(xy, 29, x3),

haciendo calculos similares a los anteriores tenemos lo siguiente:
2

1 + 1T 2?2 + 23 1— a2 1+ a3

2 = p— p— pu—
| N (1 — 1'3)2 (1 — 173)2 1-— T3

|z

1—1'3

despejando x3 obtenemos

despejando zq,

(z+2)(1—23) 24z ) 12 =1 z—i—E( 2 )
T1T = —_= —_ —_=
1 2 2 F+1) 2\ 41

obtenemos,

B z+z
]2\2—1—1.

Haciendo calculos analogos para x,, obtenemos:

T

z—Z

Tog= ——5—.
z(|z[2+1)

Por lo tanto, ¥ es inyectiva, porque z determina al punto (x1, o, x3).

(b) Ahora demostraremos que ¥ es sobreyectiva.

Esto es, demostraremos que dado z € C, 7(z) € S?.
Pongamos 7(2) = p = (y1,y2,43) ¥y ¥Y(p) = 2"

2
-1
De y3 = E:QH tenemos que

(|2 +1) - ys = [2* = 1

2] ys +ys — |22 = —1
|Z|2: 1+y3
I —ys3

= 2%
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De
z+z 2 z+7Z  2Re(z) 2Re(?)
ZE+1 2P+l 2 2P+l 1
y de
z—-zZ 2 z—2  2Im(z) 2Im(Z)
i(zP+1)  J2P+1 2 2P+l JZP+1 P
Asi,
Re(z) = Re(2")
Im(z) = Im(z)
Por lo tanto,
Re(z) = Re(Z'), Im(2') = Im(z), i.e.2’ = 2.
Asi, U es sobreyectiva y m es su inversa.
2. Ahora definamos las funciones identidad:
I(C C—C
Z— 2z,
y la siguiente funcién
ISQ\{N} : SQ\ {N} — SQ\ {N} .
(.’13'1,372,.173) — (.I'l,.fljg,.’ll'g)
Demostraremos que
(a) Vor = ](C y
(b) mo ¥ = Ig
(a) Vorm= ](C.
Sea z € C, tomemos Vo m
z2+Z z—z |zP-1
U -
o) - (e )
2tz Z—Z
_ Pt T
N |2[2—1
1= e

De lo que se concluye que W o = I¢.
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(b) mo U = Ig.
Sea (r1,22,73) € S* y tomemos 7 o ¥
™o ‘I’($1,9€2,1’3) = W(\If($1,$2>373))
- - " 2
. x1+1ix2 x1+ix2 T1+ixe _ T1+ixo X1 T2 — 1
T+ X9 o 1—z3 + 1—z3 1—z3 1—z3 1-x3
1 — s a iz | 7 2 " | zyki
Liria 1 4 |zatiz Titizy 1
1-z3 + t ( 1—z3 + 1) 1—z3 -

= ($1,.’E2,x3).

Por lo tanto, m o W = Ig2\ (00,1

3. La funcion identidad
Id:Cgp — (CX,

donde Cg es el plano complejo provisto con la métrica euclidiana, y C,
el plano complejo con la métrica cordal es bicontinua.

Si |z, — 2| — 0 cuando n — oo, entonces dado que la funcion 7 es
continua |7(z,) — 7(z)] — 0 cuando n — oo, lo cual prueba que la
funciéon Id es también continua. Ahora, porque ¥ es continua tenemos
que si dy (z,2) = 0 cuando n — oo, entonces

m(zn) = 7(2)] = 0

|Ur(2,) — Y7(2)| = |zn — 2] = 0

cuando n — oo. Por lo tanto la funcion Id es bicontinua.

De 1, 2 y 3 tenemos que la métrica esférica y la métrica euclideana inducen
la misma topologia en C. [

3. Topologia del plano Complejo

Definicién 6. Para un punto zg € C y un ntimero real r > 0, definimos el
disco o bola de radio r con centro zy por

B(zg,7) ={2€C:|z— 2z <r}.
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En particular, cuando zy = 0, ponemos
B(r) = B(0,r),
y a B(1) la llamaremos el disco unitario.

Definicién 7. Un conjunto A C C se dice acotado si existe r > 0 con
A C B(r).

El conjunto A se dice abierto si para cualquier a € A existe un r > 0 con
B(a,r) C A.

Definicién 8. Un punto zy de un conjunto A C C se llama punto interior
de A si existe una vecindad B(zg,7) de zq tal que B(z,7) C A. El conjunto
de todos los puntos interiores de A se llama el interior de A y se denota por
int(A). A serd un conjunto abierto si A = int(A).

Teorema 1. 1. La union de una familia cualquiera de conjuntos abiertos
es también un conjunto abierto.

2. La interseccion de un numero finito de conjuntos abiertos es un conjunto
abierto.

Ejemplo 2. El anillo S = {z:1 < |z| < 2} es un conjunto abierto.
Ejemplo 3. Toda vecindad B(zp, ) de un punto 2 es un conjunto abierto.

Definiciéon 9. Un conjunto S se llama cerrado si el complemento de S:
S¢={z:z € S} es abierto.

Observemos que es posible que un conjunto sea abierto y cerrado al mismo
tiempo, como lo es en el caso del conjunto () y de todo plano complejo C.

Ejemplo 4. El conjunto S = {z: |z — 29| <r}, donde r > 0 es cerrado,
porque su complemento es el conjunto abierto int(S) = {z: |z — 29| > r}.

Teorema 2. 1. La intersecciéon de una familia cualquiera de conjuntos
cerrados es también un conjunto cerrado.

2. La unién de un ndmero finito de conjuntos cerrados es un conjunto
cerrado.
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Definicién 10. Un punto 2 se llama punto de acumulacion de un conjunto
A si cada vecindad B(zg,7) contiene un punto de A diferente de z.

Ejemplo 5. z = 1 es un punto de acumulacion del circulo S = {z : |z| < 1},
sin embargo 1 ¢ S.

En caso de ser S cerrado, todo punto de acumulacion de S pertenece
a S. Si denotamos con S la union de S con el conjunto de sus puntos de
acumulacion, entonces

Teorema 3. S es cerrado si, y solo si, S = S.
El conjunto S se llama la cerradura o la adherencia de S.

Definicién 11. Sea A un subconjunto de un conjunto S C C. A se llama
abierto en S, si existe un conjunto abierto B tal que A= BNS.

Definicién 12. Un conjunto S se llama conezo si no existen conjuntos no
vacios Hq, Hy y abiertos en S, tales que:

1. HlﬂHQIQ)
2. H1UH2:S

El conjunto C de todos los niimeros complejos es conexo. Asi mismo, es
inmediato que esto es equivalente a decir que en C los tinicos conjuntos que
son abiertos y cerrados al mismo tiempo son () y C.

Ejemplo 6. El circulo abierto S = {z : |2] < 1} es conexo.

Definicién 13. Se llama dominio a todo conjunto abierto y conexo del
plano complejo.

Ejemplo 7. El circulo S = {z : |z — 2| < r}, r > 0 es un dominio.

Ejemplo 8. Lossemiplanos A = {z =z +iy:x >0} yB={z=z+1iy:z <0}
son ambos dominios.

Definicién 14. Un conjunto se llama compacto si es a la vez cerrado y
acotado.

Teorema 4 (Baire). [8] Sea (X,d) un espacio métrico completo. Sea Q
un conjunto numerable de subconjuntos abiertos y densos de X. Entonces

NA{Q : Q € Q} es también denso.
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4. Funciones de variable compleja

Definicién 15. Dado un conjunto A C C, a toda funcién compleja f :
A — C se le asocian dos funciones reales: la funcion v = Re(f) parte
real de fy la funcion v = Im(f) parte imaginaria de f definidad para todo
(x,y) =z + iy € A por:

u=(z,y)=Re{f(z+iy)}, viz,y)=Im{f(z+iy)}.

Naturalmente f(z) = Re{f(z)} + Im{f(2)}.
Si D C A, entonces f(D) = {w:w= f(z),z € D}, es el conjunto de las
imagenes de los elementos z € D, se llama la imagen de D bajo f.

Definicién 16. La funcidn conjugada de fes la funcion f dada por f(z) =
Re{f(2)} —iIm{f(2)}. La funcion mddulo de f es la funcion |f| dada por
1f1(z) = 1f(2)].

Ejemplo 9. Sea f(z) = |z|, f(z) es una funcién de dominio C y su conjunto
imagen los nimeros reales mayores o iguales a cero.

Definicién 17. Diremos que una funciéon f : D — C es acotada sobre D si
satisface que

sup{|f(s)|: s € D} < 0.

4.1. Continuidad y limite de una funcién

Definiciéon 18. Se dice que la funcion f: A — C es continua en un punto
a € A si para cada € > 0 existe un > 0 tal que

z€A, |z—al <d=|f(z) — fla)| <e

Una funcion compleja es continua en a si, y sélo si, las funciones Re(f) y
Im(f) son continuas en a.

Definicién 19. Decimos que el nimero [ es el limite de f(z) cuando z tiende
a zo y escribimos lim,_,,, f(2) si dado un € > 0 existe un § > 0 (que depende
de €) tal que |f(z) — ] < € cuando |z — zo| < 0.

Teorema 5. Cuando el limite existe, es tinico.

Teorema 6. Sean lim, ,,, f(2) = Ay lim, . g(z) =B
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(a) lim, .., (f(2) +g(2)) =lim,_,,, f(z) +1lim, ., g(z) = A+ B.
)

(
(b) lim,,,, (f(2)-9(2)) =lim,,, f(z)-lim,,, g(z) = A-B.
f

(2)
g(2)

flz) _ A

9(z) B

4.2. Continuidad Uniforme

Definicién 20. Una funcion f : A — C es uniformemente continua en A,
si para cualquier € > 0 existe 6 > 0 tal que |f(z) — f(w)| < € siempre que
z,westén en Ay |z —w| <.

Proposicién 2. Una funcion continua en un conjunto compacto es unifor-
memente continua.

4.3. Sucesion de funciones complejas

Sea D un subconjunto de C. Sea F el espacio de funciones complejas de
D C C en C. Una sucesion de funciones complejas es una aplicacion

fineN—= f(n)=f,eF,
que suele representarse como { f,, }.

Definicién 21. Sea {f,} una sucesion, llamaremos subsucesion de {f,} a
una sucesion {f,,} donde n; < n;yq.

Definicion 22. Sea {f,}, ., una sucesion de funciones complejas definidas
en D. Decimos que {f,},—, converge a z € D si la sucesion {f,(z)},—, de
nimeros es convergente. Si {f,(z)} -, converge para toda z € D, entonces
{fa}o2, se dice que converge a D, y la funcion f(z) = lim,,_, fn(z) en z € D
es llamado la funcion limite de {f,},—,.

Definicién 23. Diremos que {f,} -, converge uniformemente a f si para
un arbitrario € > 0 existe un numero ng tal que para todan >ngy z € D

[fn(2) = f(2)] <€

Definicién 24. Una sucesion { f,,}. -, converge uniformemente a oo si dado
€ >0, |fn,(2)| > € para k > kg y para toda z € D.
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Definicion 25. Una sucesion {f,} de funciones en un dominio D converge
de forma localmente uniformemente a una funciéon limite f si ésta converge
uniformemente en cada subconjunto compacto K C D.

Definicién 26. Un conjunto F de funciones es acotada local y uniforme-
mente en un dominio D si para cada subconjunto compacto K C D hay una
constante M (K) < oo tal que para toda f € F y para toda z € K,

[f(2)] < M(K).

Definicién 27. Una sucesion {f,}, -, de funciones complejas en D se dice
uniformemente acotada si existe un M > 0 tal que paratodony z € A

[fa(2)] < M.

Definicién 28. Una region es es simplemente conexa si su complemento
con respecto al plano extendido es conexo. Mas generalmente una region es
simplemente conexa si y sold si n(y,a) = 0 para todos los ciclos v en Q y
todos los puntos a que no pertenecen a ).

Definicion 29. Un conjunto F' de funciones es localmente uniformemente
acotada en un dominio D si para cada subconjunto compacto K C D hay
una constante M(K) < oo tal que para toda f € F y para toda z € K,
|f(2)| < M(K).

5. Funciones holomorfas

Definicién 30. Sea D un conjunto abierto de C, y sea f una funcion en
D. Diremos que f es complejo-diferenciable en un punto a € D si existe un
numero « € C tal que dado un € > 0 existe un d > 0 con

flatz) = ()
h

— ol <e€.

para todo h € A(6)\ {0}. Llamaremos a « la derivada compleja de f en a,y

la denotaremos por f'(a) = %(a).
Si f es complejo-diferenciable en a, entonces f es continua en a.

Definicién 31. Una funcion f : G — C es holomorfa en D si es diferenciable
para todo z € D. En este caso la funcion [’ : z € D — f/(z) € C se llama la
funcidn derivada o la derivada de f,y se denota por df /dz.
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Sean f, f1, fo holomorfas y a1, ay constantes, entonces se cumplen:

1. Si f es holomorfa, entonces 1/ f también lo es fuera del conjunto { f = 0},

y
(1)' __I
f f?
2. (ar1fi + asfo) = arfi + azfy
3. [Leibniz formula] (f1- f2) = fl- fo+ f1 - f5

Teorema 7. Para que una funcion f(z) = wu(z,y) + iv(z,y) definida en
una region 6 sea derivable en un punto z de esta regiéon como funcion de
varibale compleja es necesario y suficiente que las funciones u(zx,y), v(z,y)
sean derivables en este punto y ademaés se cumplen las condiciones

ou Ov OJu v

— =, — =—— 31

ox Oy 0Oy Ox (31)
y la derivada se expresa:

;o Ou o Ov

A las ecuaciones en (31) se les llaman Fcuaciones de Cauchy-Riemann.
Ejemplo 10. La funciéon f(z) = e tiene como derivada f'(z) = e*cosy +
1e”seny.

Teorema 8. La composicion de dos funciones holomorfas f y g es holomorfa,
' (gof)(2) =g (f(2)) f'(2).

Definicién 32. Una funcion f: D — C es analitica en D si para todo 2y €

D existen 1y > 0 y una serie de potencias centrada en zy, Y,y 2n(2 — 20)"
tal que B(z0,70) C Dy f(2) =, cn #n(2 — 20)" para todo z € B(zo, o).

Tomemos una serie de potencias convergente alrededor de a € C:

o0

f(z) = an(z —a)"

n=0
Sea R > 0 su radio de convergencia.
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Teorema 9. La anterior f(z) es una funcion holomorfa en A(a; R), y

f'(z) = Znan(z —a)" 1.

Aqui el radio de convergencia de la parte derecha es R, también.
Corolario 1. Una funcién analitica es holomorfa.

Teorema 10. [5] Una funciéon holomorfa f en D es analitica, y alrededor
de un punto arbitrario a € D f(z) es expandible a una serie de potencias

f(2) = an(z—a)", z € A(a;d(a; OD)),
n=0
cuyo radio de convergencia no es menor que d(a; 0D).
Teorema 11. [5] Una funcion f es analitica si, y solo si, es holomorfa.

Si f'(20) existe entonces f es continua en zp.
Observemos que si f es continua entonces f es diferenciable.

Teorema 12. [] Sea {f,} -, una sucesion de funciones holomorfas en D
que converge uniformemente sobre subconjuntos compactos de D. Entonces
la funcion limite f es holomorfa y

f®(z) = 1m f®(2), 2eD, ket
n—oo

La convergencia en el Teorema 13 es uniforme sobre subconjuntos com-
pactos de D.

Teorema 13 (Del Modulo Minimo). [20] Si f(z) es holomorfa dentro y
sobre una curva cerrada M y f(z) # 0 dentro de M, entonces f(z) toma su
valor minimo sobre M.

Teorema 14 (Del Modulo Maximo). [20] Si f(z) es holomorfa dentro y
sobre una curva cerrada M y f(z) no idénticamente igual a una constante,
entonces el valor maximo de |f(z)| ocurre sobre M.
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5.1. Singularidades y su clasificaciéon

Sea G C C abierto y sea f : G — C una funcion de variable compleja.

Definicién 33. Un punto z € G en el cual la funciéon f no es analitica es
llamado un punto singular o singularidad de f.

Definicién 34. Una funciéon f tiene una singularidad aislada en zy € G si f
no es diferenciable en z; y existe r > 0 tal que f estd definida y es analitica
en B(z,7) 20o-

Si 2y es una singularidad aislada de f, entonces puede ser singularidad
removible, polo o singularidad esencial:

(i) Una singularidad aislada z de f es una singularidad removible silim, ., f(z)
existe y pertenece a C.

(ii) Una singularidad aislada zy de f es un polo si

lim |f(2)] = oc.

Z—r20

(iii) Una singularidad esencial es una singularidad aislada que no es polo ni
singularidad removible.

Definicién 35. f tiene un polo de orden m en zy si f tiene un polo en
2o y m es el minimo natural tal que f(z)(z — 29)™ tiene una singularidad
removible en zg.

Definicién 36. Un punto zy € G, es un valor omitido o un valor excepcional
de Picard de una funcion f: G — G si, f(2) # 2o para todo z € G.

Teorema 15. [I] Si f tiene una singularidad removible en zj, entonces
lim,_,,, f(2) existe. Ademas, si se define f(zy) como este limite la funcion es
analitica en un entorno de zj.

5.2. Foérmula de la Integral de Cauchy

Definicién 37. Una trayectoria en una region D C C es una funciéon con-
tinua 7 : [a,b] — D para algin intervalo [a,b] € R. Si +/(t) existe para cada
t € la,b] y v :[a,b] — C es continua entonces 7 es una trayectoria suave.
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Teorema 16 (De Cauchy). [I7] Si f(z) es holomorfa en D entonces f7 f(z)dz =
0 para cada ciclo el cual es homologo a cero en D.

Definicién 38. Definiremos al indice del punto a con respecto a la curva vy

por la ecuaciéon
(v, a) 1 / dz
a) = — .
my 2mi ),z —a

Observacion 39. 1n(—v,a) = —n(v,a).

Teorema 17. Supongamos que f(z) es holomorfa en un disco abierto A, y
sea v una curva cerrada en A tal que 1 (y,a) y a € A la cual no cae sobre 7.

Entonces,
1 f(z)dz

fla) =

271 y Z—a

La formula anterior nos ayudarad para el estudio de algunas propiedades
locales de las funciones holomorfas.
La n-ésima derivada de f(z) en z = a esta dada por la siguiente formula:

f(a) = o / %

271 a

A continuacion veremos la Desigualdad de Cauchy.
Si f(2) es holomorfa dentro y sobre un circulo C' de radio r y centro en z = a,
entonces Al
-n!
[f™(a)| <
donde M es una constante tal que |f(z)| < M sobre C, es decir, M es una
cota superior de |f(z)| sobre C.

, n=0,1,2,...
TaTL
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Familias Normales

En este capitulo estudiaremos algunos resultados relacionados con Fa-
milias Normales, iniciando con la definiciéon de convergencia normal en una
sucesion de funciones para después revisar algunos resultados importantes
que seran de ayuda para el tema principal de esta tesis. La referencia a este
capitulo: 3], [17] v [14].

Definicién 40. Sea
F={fl[A— B},

a F C F le llamamos una familia de funciones de F.

Definicién 41. Diremos que F esta acotada puntualmente en D si para
cada z fijo en D, el conjunto de valores

{f(z): feF}
es un conjunto acotado de ntimeros complejos.

Definiciéon 42. La familia F es localmente acotada en D si cada f € F
es uniformemente acotada en cada conjunto compacto de D, es decir, existe
para cada subconjunto compacto K de D una constante m = m(K) con la
propiedad |f(z)| < m para cada punto z € K y cada funcion f € F.

Ahora enunciaremos algunos resultados.

Lema 1. [3] Supongamos que D es un conjunto abierto en el plano complejo
y K un subconjunto compacto de D. Entonces existe un r > 0 tal que para
cada z € K el disco A (z,r) esta contenido en D.

Demostracion. (Por contradiccion). Sea r > 0 fijo. Si D = C el lema se cum-
ple para cualquier » > 0 que tomemos. Supongamos que D # C. Ademas,

29
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para cada r > 0, existe z € K tal que A (z,r) C D.

Sir =1, existe 21 € K, A(z1,1) ¢ D, entonces w; € A(z,1) tal que
W1 ¢ D.

Sir= %, existe zo € K, A (ZQ, %) ¢ D, entonces wy € A (ZQ, %) tal que
Wa §é D.

Sir= %, existe z3 € K, A (23, %) ¢ D, entonces wz € A (23, %) tal que
W3 ¢ D.

Sir= %, existe z, € K, A (zn, %) ¢ D, entonces w, € A (zn, %) tal que
w, & D.

Observemos que w, € C\D, |z, — w,| < *. Dado que K es compacto, la

n
sucesion {z,} tiene un punto de acumulaciéon en K. Sea zy tal punto, y sea
{#n, } una subsucesion de {z,} con la propiedad limy_,o 2,,, = zo. Entonces

1
‘wnk - ZO’ < ’wnk - an‘ + ‘an - 20‘ < n_ + ‘an - ZO‘ —0
k

cuando k — 00, asi limy_,o wy,, = 2p. Esto lleva a que z; sea un punto de
acumulacion de {w,}. Como {w,} es una sucesion en C\D y C\D es un
conjunto cerrado, entonces zo € C\D. Por tanto, zy € K N (C\D), lo cual es
imposible ya que K es un subconjunto de D = C\ (C\D). |

Definicién 43. Una familia F de funciones complejas se dice normal en
D si cada sucesion {f,} de funciones f, € F contiene o una subsucesion
{fn.} tal que {f,, } converge uniformemente, o bien una subsucesion {f,, }
que tiende uniformemente a oo en cada subconjunto compacto de D.

Nota 44. Si F es una familia de funciones analiticas, entonces la funcion
limite f, de {f,,} es una funcioén analitica o identicamente oco.

Observaciéon 45. La definicién anterior no requiere que las funciones limite
de las subsucesiones convergentes pertenezcan a la familia JF.

Por ejemplo, F puede estar formada por todas las iteradas de f(z) = 22,
definidas sobre un abierto D contenido en S!; para este caso la funcién limite
es la funciéon constante cero; no pertenece a F y sin embargo es normal.



6. EQUICONTINUIDAD 31

El siguiente lema serd de gran ayuda para la comprension de la conver-
gencia normal de una sucesion de funciones.

Lema 2. [3] Sea {f,} una sucesion de funciones definidas en un conjunto
abierto D. La sucesion converge normalmente en D si, y sblo si converge
uniformemente sobre cada disco cerrado contenido en D.

Demostracion. (=) se cumple por definicion de la convergencia normal.

(<) Supongamos que {f,} converge uniformemente sobre cada disco ce-
rrado de D. Denotamos por f a la funcién limite. Sea K C D, compacto y no
vacio. Demostraremos que f,, — f uniformemente sobre K. Sea r > 0 fijo tal
que para cada z € K el disco A (z,7) esta contenido en D, y considerando el
lema [1] escogemos un punto z; € K, o K esta contenido en A; = A (z1,7), 0
podemos elegir un z; de K'\A,. Si sucede este tltimo caso, sea Ay = A (29,7).
Entonces, o K € A; U Ay, o podemos elegir un punto zz de K\ (A; UA,),
y asi sucesivamente. Después de un numero finito de pasos, digamos p pa-
sos llegamos a una coleccion Ay, Ao, ... A, de discos cerrados en D, cuya
union cubre a K. Dado que f,, — f uniformemente en cada uno de los discos
Ay, Ay, ..., A, la convergencia uniforme se da también en A UAU. . .UA,,
y por tanto en K. Se sigue que f,, — f normalmente en D. |

Ejemplo 11. La familia de funciones {f, (z) = £ : n € N} es una familia

normal en C.

Ejemplo 12. Sea f, (z) = 14 2z + 2? + -+ + 2,,. Entonces {f,} converge
normalmente en |z| < 1.

6. Equicontinuidad

Definicién 46. Las funciones de una familia F se dicen equicontinuas en
un conjunto D' C D si, y solo si, para cada € > 0, existe un § > 0 tal que
para toda f € F

zy2we D, |z —w| <0 = |f(z) — f(w)| <e.
Observacion 47. En este caso, cada f € F es uniformemente continua.

Teorema 18. [5] Si una sucesion {f,} de funciones complejas en D es
uniformemente acotada y equicontinua sobre subconjuntos compactos de D,
entonces contiene una subsucesion que converge uniformemente en subcon-
juntos compactos de D.
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Teorema 19. [3] Supongamos que cada funcién de la sucesion {f,} es
analitica en un conjunto abierto Dy {f,} converge normalmemte en D a la
funcion limite f. Entonces f es analitica en D. Por otra parte, f,(Lk) — fk
normalmente en D para cada entero positivo k.

A continuacién enunciaremos un teorema bastante util que establece la
relacion entre la definicion de equicontinuidad y normalidad de una familia
de funciones complejas

Teorema 20 (Arzela-Ascoli). [I7] Una familia F de funciones continuas
definidas en una region D del plano complejo es normal si, y s6lo si

1. F es equicontinua en cada subconjunto compacto £ C D;y

2. Para cada z € D, {f(z) : f € F} se encuentra en un subconjunto com-
pacto del plano.

Demostracion. Probaremos la necesidad de 1. Si F es equicontinua en E en-
tonces existen un € > 0, sucesiones de puntos z,, z,, € F y funciones f, € F
tal que |z, — 2| — 0 si |fu(z,) — fu(2))| > € para toda n. Dado que E
es compacto podemos elegir subsucesiones de {z,} y {2/} que converjan a
un limite en comun 2z’ € E, y dado que F es normal existe una subsuce-
sion de {f,} que converge uniformemente en E. Observemos que podemos
elegir a las tres subsucesiones de tal forma que todas tengan los mismos
subindices ny. La funcion limite f de {f,,} es uniformemente continua en
E. Por lo tanto podemos encontrar un k tal que las distancias de f,, (2,,)
a f(zn,), de f(zn,) a f(z,,), vy de f(z,,) a fn,(z, ) son todas < ¢/3. Se
sigue que |fp, (2n,) — fa.(2,,)| < € contrariamente a la suposicion de que
|fu(zn) — fu(2))| > € para toda n. Para la necesidad de 2. Mostraremos
que la clausura del conjunto formado por todos los valores f(z), f € F, es
compacto. Sea {w,} una sucesion en dicha clausura. Para cada w, fijamos
fn € F tal que | f,(2) —w,| < 1/n. Por la normalidad existe una subsucesion
convergente {f,, ()}, v la sucesion {w,, } converge al mismo valor.

Para demostrar la suficiencia de 1 y 2 usaremos el proceso de la diagonal
de Cantor. Primero observemos que por todas partes de D existe una sucesion
densa de puntos (;. De la sucesion { f,,} escogeremos una subsucesion tal que
converge en todos los puntos (. Encontrar una subsucesion que converja a
un punto dado es siempre posible por la condiciéon 2. Por tanto podemos
encontrar un colecciéon de subindices
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nNppE<npe<< ... <n<...
Nop <Moo < ... < Ng; < ...
N < Nga < o0 <N < ..

tal que
(a) cada fila esta contenida en la anterior, y
(b) lim; s o, (Ck) existe para toda k.

Por tanto {n;} es una sucesion de {f,} que converge por (b) a todos
los puntos (. Por conveniencia, escribiremos f,,, en lugar de f,,,. Ahora, sea
K un subconjunto compacto de D, entonces por 1, F es equicontinua en
K. Dado € > 0, existe un 6 > 0 tal que para z;, 20 € K y f € F sucede
|21 — 22| < 6, entonces |f(z1) — f(z2)| < €. Dado que K es compacto, la cu-
bierta de las vecindades de radio §/2 tiene una subcubierta finita; tomemos
un punto (; de cada una. Para toda h y j suficientemente grandes, diremos
que h, j > io, | fn,(Ck) — fn,;(Ck)| < € para todos los (i (esto porque f,,(Cx)
converge cuando i — 00).

Como hemos tomado una §/2 subcubierta, para cada z € K, existe un (j, tal

que |Gy — 2| < &,y ast | i, (Ck) = fu, (2)] > € [ fun(2) = fnn ()] < € por la equi
continuidad.

Asi,
3€ > [ fy, (2) = foun (G) [ [ Fron (G ) = oy (I oy (Ch) = Fony (2)] 2 |y (2) =y (2)]-

Por lo tanto, dado que € es un nimero positivo arbitrario, {f,,} es uni-
formemente convergente en K. ]

Para familias de funciones analiticas, podemos aplicar la siguiente conse-
cuencia del teorema de Arzela-Ascoli.

Teorema 21. Una familia F de funciones analiticas en una regién D es nor-
mal si las funciones en F son uniformemente acotadas en cada subconjunto
compacto de D.



34 FAMILIAS NORMALES

Teorema 22 (Weierstrass). [13] Sea {f,} una sucesion de funciones ana-
liticas en un dominio D que converge uniformemente en subconjuntos com-
pactos de D a una funcion f. Entonces f es analitica en D, y la sucesion de
derivadas { fék)} converge uniformemente en subconjuntos compactos a f*),
k=1,2,3,....

Demostracion. Para un zy € D, escogemos un disco A(z;7) C D, y escribi-
mos
Cr.={z:|z—2|=r}.

Dado € > 0, por hipoétesis existe ng € N tal que si n > no,

1fu(Q) = (O] <€
para toda ¢ € C,.. Ahora, definimos

R [ F(©)¢

2mi Jg, (¢ — 2)k+t

donde k =0,1,2,... para z € A(2; ). Entonces para n > ny,

) [£(S) = fnlQ)] k'EQk“
|Fk(z) fk | = 27T /CT ’C ‘k+1 |dC| )

esto es, fék)(z) — Fi(2) uniformemente en A(zo, 7). k=0,1,2,.... Para k = 0,
fu(2) = f(2)y fulz) = Fo(z2), da f(z) = Fy(z), que es una func10n anahtlca
en A(zo;5). Como 2, es arbitrario, f(z) es analitica en D. Entonces fn

f®) uniformemente en A(z, %), y el argumento para la compacidad prueba
el teorema. |

Teorema 23 (Rouché). [9] Sea G un abierto acotado de C. Sean ¢y 1 dos
funciones holomorfas en GG y continuas en (G. Supongamos que se verifica

lp(2) —¥(2)] < |p(2)] + |1(2)] Vz e G.

Entonces ¢ y 1 tienen el mismo namero de ceros (contando los ordenes de
multiplicidad) en G.

Teorema 24 (Hurwitz). [25] Sea D C C una region y supongamos que la
sucesion de funciones holomorfas { f,,} converge uniformemente sobre subcon-
juntos compactos de D a una funciéon holomorfa f. Si f no es identicamente
cero, D (z9,7) C Dy f(z) # 0 para z tal que |z — z9| = r, entonces existe
un N tal que para todon > N, f v f, tienen el mismo ntmero de ceros en
B (29,7).
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Corolario 2. [25] Sea {f,} una sucesion de funciones holomorfas en un
dominio D C C y supongamos que f, converge a una funcion f : D — C
cuando n — oo localmemte uniformemente en D. Sea a € C. Si f, (2) # a
para todo z € D y para toda k € N, entonces f (z) # a para toda z € D o

f=a

Demostracion. Supongamos que f(z) # 0. Entonces los ceros de f(z) son
aislados. Asi, dado zp € D, existe un r con f(z) # 0 para z € B(zy,7)\20-

Entonces in f.cc(z,n | f(2)] = m > 0. Por tanto 1(Z) converge uniformemente
1

7z en Cl(z0,7). También (por teorema de Weierstrass), f/(z) converge

uniformemente a f’(z) en C(zp, ). Por tanto,

1 fu(2) 1 f'(2)

Iim — dz = 5— dz.
n—o0 271 C(z0,) fn(z) 2mi C(zo0,r) f(Z)

a

Pero, por hipotesis, cada integral de la izquierda es igual a 0. Por lo tanto
la integral de la derecha es 0y asi f(zp) # 0. Como zy € D es arbitrario, el
teorema se sigue. |

Montel estableci6 condiciones necesarias y suficientes para que una familia
de funciones analiticas sea normal.

Teorema 25 (Montel). [3] Sea F una familia de funciones que son analiticas
en un conjunto abierto D. Supongamos que F es localmente acotada en U.
Entonces F es una familia normal en este conjunto.

Demostracion. Observemos que la familia F es puntualmente acotada en D,
dado que es localmente acotada. Por el Teorema de Arzela-Ascoli bastara
demostrar que la familia F es equicontinua en D. Fijamos un punto zy en D
y establecemos la equicontinuidad de F en zy. Para esto, escojamos r > 0 con
la propiedad de que el disco cerrado K = A(za, 2r) esta en D. Por hipotesis
existe una constante m = m(K) > 0 tal que |f(¢)| < m es valido siempre
que f pertenezca a F y ¢ a K. Para z en el disco A = A(zg,r) usamos la
formula de la integral de Cauchy que nos da una estimacion valida para cada
miembro f de F:

2 f(Qd¢ 1 f(Qd¢
F(2) = fo)l = |5~ /< -z omi /< )
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L=zl FOK
2m |—z0|=2r (C - Z) (C - ZO)
< 2=l FONdC] mlz = =
2m |¢—z0|=2r |C_Z||C_ZO| r

Dado € > 0, tomemos 6 = min {r, re/m}. La estimacion anterior de que la
desigualdad |f(z) — f(20)] < € es valida para cada f de la familia F, siempre
que z satisfaga |z — 29| < J. Esto prueba la equicontinuidad de F en zp, un
punto arbitrario de D. La normalidad de F en D se sigue. |

De ahora en adelante, vamos a considerar la métrica esférica d, definida
en el capitulo anterior.

Definiciéon 48. Una sucesion de funciones {f,} converge uniformemente
en el sentido esférico a f en un conjunto £ C C si, dado € > 0, existe un
nimero ng tal que n > ng implica

dy (f(2), fa(2)) <,
para cada z € E.

Observacion 49. Si {f,} converge uniformemente a f en F, entonces tam-
bién converge uniformemente en el sentido esférico a f en E. La convergencia
es valida si la funcién limite es acotada.

Teorema 26. [13] Si una sucesion { f,,} converge uniformemente de manera
esférica a una funcion acotada f en E, entonces { f,,} converge uniformemente
a fenkFE.

Demostracion. Supongamos que |f(z)] < M en E. Entonces

G 0.(:)) £ 4y (0.0M) = S < 1.

M__  Entonces existe un entero positivo ng tal

14+M?2

dy (f(2), fn(2)) <,

Escogemos a € < 1 —
que n > ng implica

entonces,

Ao
T~ B0 ) S A0 + (), ()
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M
< —+ec=m< 1.
14+ M?
Asi,
m
|fn(2)| < Vi My,

para toda n > ng. Por tanto,

1f(2) = fu(2)| = V14 1F )PV A+ [ fal? - dy (f(2), fu(2))
<V1+ M2\ 1+ M7 -dy (f(2), fa(2)),

n > ng. Por lo tanto, la convergencia uniforme se cumple. [ |

Para tener una nociéon de continuidad con respecto a la métrica cordal
tenemos la siguiente definicion,

Definicién 50. Una funcion f es esféricamente continua en un punto zy € C
si, dado € > 0, existe § > 0 tal que

dy (f(2), f(20)) <,
siempre que |z — 2zo| < 4.

Ahora bien, la siguiente definicion es una extension de la definicion de
una Familia Normal.

Definiciéon 51. Una familia F de funciones analiticas en un dominio D C C
es normal en D si cada sucesion de funciones {f,} C F contiene o una
subsucesion que converge a una funcion limite f # oo uniformemente en cada
subconjunto compacto de D, o una subsucesion que converge uniformemente
a oo en cada subconjunto compacto.

En el primer caso, la funcion limite es una funcion analitica por el teorema
de Weierstrass.

La familia F se dice normal en un punto zy € D si es normal en alguna
vecindad de zg.

Teorema 27. Una familia de funciones analiticas F es normal en un dominio
D si, y s6lo si F es normal en cada punto de D.

Definiciéon 52. Denotaremos por p (f) a la derivada esférica de f, esto es
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(a) p(f(2) = fh2s, si 2 # 0oy f(2) # o0,
de otra manera,

(b) p(f(2)) =Mmy. p(f (2)).

Definicién 53. Una funcién f : G — C donde G es abierto de C se dice
meromorfa en G si existe A C G tal que:

i) AnG=1
(i) f es analitica en G\ A
(iii) f tiene un polo en cada punto de A.

Teorema 28 (Teorema de Marty). [25] Sea F una familia de funciones
meromorfas en un dominio D C C. Entonces F es normal en D si y so6lo si
f Una familia 7 : U — C de mapeos holomorfos es normal si y so6lo si la
derivada esférica es localmente acotada.

Teorema 29 (Montel-Carathéodory). [6] Sea F una familia de funciones
analiticas en un dominio D. Si existen dos valores distintos a y b € C tales
que a ¢ f(D)yb¢ f(D) para toda funcién f en la familia, entonces F es
normal en D.

Corolario 3. Sea F una familia de funciones analiticas tal que para toda
vecindad V' de zy la familia no es normal. Entonces,

U rv)

ferF

omite a lo més dos puntos en C = C U {oo}.

Teorema 30 (Grande de Picard). [5] Si una funcion meromorfa f en G —
{20} tiene una singularidad esencial en zj, entonces f toma todos los puntos
de C ., un nimero infinito de veces en una vecindad arbitraria de zp, excepto
a lo mas para dos puntos de C..



Funciones de clase &€

En este capitulo presentaremos la definicion de las funciones enteras tras-
cendentes que estudiaremos en el siguiente capitulo, asi como algunas de sus
propiedades, y definiremos los puntos fijos, la iteracion y los conjuntos de
Fatou y Julia.

7. Funciones Enteras

A una funcion holomorfa en todo C le llamaremos una funcion entera.

Definicién 54. Si f : D — C es derivable en todos los puntos de un
abierto D C C se dice que f es holomorfa en D. A las funciones definidas y
holomorfas en todo C se les llama funciones enteras. En este caso la funcién
f'iz€ D — f'(2) € C es llamada la funcidn derivada o derivada de f, y
también la denotamos por %.

Sea f una funcion entera. Entonces uno de los tres siguientes casos sucede:
(i) f es una funcién constante
(ii) f tiene un polo en oo
(iii) f tiene una singularidad aislada esencial en oc.

Este resultado se sigue de los siguiente casos, si f se expande a una serie
de Taylor,

o0

f(z) = Z 2"

n=0

entonces,

39
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(i) a,=0,n>1.
(ii) Existe algun ng tal que a, = 0, n > ng, es decir, f(z) es un polinomio
(iii) Hay infinitos n con a, # 0.

En el ultimo caso, (iii), f se dice ser trascendental. Es decir, las funciones
enteras trascendentes son aquellas en las que la funcion es analitica y f(o0)
no esté definida, no hay polos.

Al conjunto de clase de funciones enteras trascendentes lo denotaremos
como sigue:

E={f:C—C: fesentera trascendente} .
Ejemplo 13. Las siguientes funciones pertenecen a la clase £
(i) f(z) =e* + sen(z).
(ii) g(z) = Asen(z), A € R.
(ili) h(z) =e€*+ 2.
A continuacion enunciaremos el teorema pequeno de Picard,

Teorema 31 (Pequeiio de Picard). [5] El namero de valores omitidos de
una funcion entera no constante f es a lo mas dos.

8. Iteracion y Puntos Fijos
Si f(z) es una funcion entera, las iteradas
f(z), n=1,2,...
se definen inductivamente por
JE) = FME), n = 1y f1z) = f(2).
Nota 55. La n-ésima iterada de f se denota como f°"(z), donde z € C.

Observacion 56. Las funciones en la clase £ cumplen lo siguiente:

Si f € €, entonces f" € £.
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Definicién 57. Un punto fijo o de orden n de f(z) es una solucion de
f°(z) = z; tiene un orden exacto n si f°*(a) = « para k = n pero no para
cualquier k < n y en este caso A = (f°") (a) es llamado el multiplicador de
a.

Observacion 58. Por regla de la cadena,

n—1

(f)(20) = [ ] /(7 (20)).

=0
Definicién 59. El punto fijo a es llamado

a) super-atractor si A = 0,

(
(b) atractorsi |\ < 1,

(c
(d

)
)
) repulsor si || > 1,

) indiferente si |A\| = 1.

Dado zg, la orbita hacia adelante de zy se define como

Ot (20) = {zn = f"(20) : m € N}.

Nota 60. Si zy es un punto periodico de periodo n, entonces OF(z) es
llamada ciclo.

La orbita hacia atrds de zy se define como el conjunto
O (z0) ={zn = f"(20) : n € N}.

La gran orbita de zy esta definida por:

O(z) = O (29) UOT ().

Definicién 61. Un punto 2y € D C C es llamado un punto excepcional si

O~ (zp) es finita. El conjunto de puntos excepcionales de f es denotado por
E(f).

A continuacion enunciaremos (y demostraremos) el Lema de Zalcman, el
cual es bastante util en la dindmica compleja, especialmente en el estudio de
la dindmica trascendente.
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Teorema 32 (Zalcman). [18] Sea F' una familia de funciones meromorfas en

un dominio U C C. Si F' no es normal en 25 € U, entonces existe una sucesion
{fn} en F, una sucesion {z,} € U, una sucesion {p,} de nimeros reales
positivos, y una funcién meromorfa no constante g : C — C tal que z, — 2,
pn — 0y la sucesion f, (z, + pnz) — g (2) localmente uniformemente en C
cuando n — oo.

Demostracion. Por teorema de Marty 28] existe f, € F y z; € U tal

que zf — 2y K, = ff(2f) — oo cuando n — oo. Definamos r, =

maz {2 |z — z| , 1/v/K,}. Entonces 7, — 0 cuando n — oo y por lo tanto
podemos asumir que D (zp,7,) C U. Podemos escoger z, € D (2o, 7,) tal que

]z—z(]]Q |zn—zo|2
M,, = max |, <, (1 — | fiz) = 1- Y

r2
2 — 2|
an<1——|"r2 0’)
n

de modo que M,, — oo. Definamos

1 1 |2n — 20|
Pn = =—|\l-——

Entonces p,, — 0 cuando n — oo y

Entonces

n

\/Knr'n+ |Zn_ZO|rn_ ‘Zn_ZO
V Knpn

M, Tn Tn
2V K,

S MnTn (Tn - |Zn - ZO|)

< (| — 2l)
—— (T — |2n — 2

- 3VK,r, 0
8

< —(r,— |z, — .

< 2 (ra—lz = 2))

Deducimos que si |z| < £1/K,, entonces

|20+ pnz — 20| < |20 — 20| + Pn 2] < |20 — 20| + (ra — |20 — 20|) < 14
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y por lo tanto z, + p,z € D (20,7,,) C U. Asi g, (2) = fu (20 + pnz) esta
definida por |z] < 3v/K,. Para |z| < /K, tenemos

pnfﬁ (2n + pn2)
prnMp

1 — ‘Zn_20|2

gt (2)

VAN

r2 — |z, — ZO|2

r2 — |2, + pnz — 20|

r2 — |z, — zo|2

IN

r2 — (|20 — 20| + pn |2])?
Tn + |20 — 20 Tn — |20 — 20]
o+ |20 — 20 + pu |2 T — (|20 — 20| + pu|2])
Ty — |Zn - ZO|
1
' — (|20 — 20 + 3 (T — |20 — 20]))
= 2

Asi, { gg}neN es acotada localmente uniformemente en C y por teorema
de Marty {gn},en €s normal en C. Restringiendo a una subsucesion, si es
necesario, podemos asumir que g, — ¢ cuando n — oo para alguna funcion g
meromorfa en C. Porque g¢ (0) = 1 por construccién, tenemos que h* (0) = 1
y por tanto g es no constante. El teorema de Hurwitz, véase Teorema [24]
implica que g : U — V. |

Los siguientes resultados muestran la relacion que existe entre la definicion
topologica y el multiplicador.

Definicién 62. Un punto fijo zo de una funcioén f es atractor si existe una
vecindad V', donde la sucesion { f"(zo)} converge uniformemente a la funcion
constante z;.

Teorema 33 (Caracterizacion Topologica de Puntos Atractores). [15] Un
punto fijo para una funcion holomorfa es topologicamente atractor si, y s6lo
si, su multiplicador A satisface || < 1.

Definicién 63. Un punto fijo zo de una funcién f es repulsor, si existe una
vecindad V' de z tal que para cada z € U\ {2}, existe n > 1 que cumple
que f"(z) € V.
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En otras palabras, la tnica o6rbita que estd completamente contenida en
V es la orbita del punto fijo zy. Si este es el caso, V es llamada vecindad
aislada bajo iteracion.

Teorema 34 (Caracterizacion de Punto Repulsor). [I5] Un punto fijo para
una funcién holomorfa, es topoldgicamente repulsor si, y s6lo si , su multipli-
cador A satisface |A| > 1.

Teorema 35. Sea f : A C C — C una funcién analitica y supéngase que
2o es un punto fijo repulsor para f, entonces la familia de iteradas {f"} de
f no es normal en z.

Demostracion. Supongamos que { "} es normal en alguna vecindad V' de z.
Por hipoétesis f™(z9) = 2o para toda n, se sigue que no converge a oo en V.

Por lo tanto existe alguna subsucesion de {f"}, digamos f™, que converge
uniformemente a una funcién g sobre v, asi |(f™)(z0)] — |¢'(20)| por el
Teorema de Convergencia de Weierstrass, pero |(f™)(z0)] = |f'(20)]... ns
veces ... |f"(z0)] = |A\|™ — oo ya que |A| > 1 por ser z; un punto repulsor de
f, pero esto es una contradiccion por que [(f™) (20)| — |¢'(20)|. Por lo tanto
la familia de iteradas de f no es normal en z. |

Corolario 4. Sea f : A C C — C una funcion analitica y supongase que 2
es un punto periodico repulsor de f, entonces la familia de iteradas {f"} no
es normal en z.



Conjunto de Fatou y Conjunto de
Julia

En este capitulo enunciaremos las definiciones de los conjuntos de Fatou
y Julia asi como algunos resultados y propiedades bésicas de estos para las
funciones trascendentes enteras &£.

El plano complejo se divide en dos conjuntos el estable y el inestable, a la
parte estable se le llama conjunto de Fatou y a la parte inestable se le llama
conjunto de Julia.

Definicion 64. Sea f : U C C — C una funcién entera trascendente
(f € &), el conjunto de Fatou de f o conjunto estable, denotado por F(f),
esta formado por todos los puntos z € U tal que la sucesion de iteradas de f
estd bien definida y forma una familia normal en una vecindad de z, es decir,

F(f)={2€U: f*(2) esta definiday {f"} es normal en una vecindad de z} .

Definicién 65. Sea f : U C C — C una funciéon entera trascendente,
f €&, el conjunto de Julia de f o conjunto inestable, denotado por J(f), es
el complemento del conjunto de Fatou, es decir,

J(f) = (F())" = U\F(f).

A continuaciéon enunciaremos algunas propiedades de los conjuntos de
Julia y Fatou para una funcién entera trascendente, esto es f € £.

Teorema 36. Si f : U C C — C una funcién entera trascendente se tienen
las siguientes propiedades, véase [21], [7] y [26].

(a) F(f) es abierto y J(f) es cerrado.

45
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(b) J(f) es perfecto.

(c) F(f)y J(f) son completamente invariantes, es decir, z € F(f) si y
solo si, f(z) € F(f)y z € J(f) si, y sélosi, f(z) € J(f).

(d) F(f")=F(f)y J(f*) = J(f), para todo n € N,

Aproximadamente entre 1918 y 1920, estas propiedades fueron demostra-
das para funciones racionales por Fatou y Julia. Para las funciones enteras
trascendentes las propiedades (a)—(d) fueron demostradas por Fatou en 1926.

A continuacién enunciaremos y demostraremos un teorema que relaciona
al conjunto de Julia con las orbitas hacia atras dado un punto zy € J(f).

Teorema 37. Si zp € J(f) y 20 ¢ E, entonces J = O~ ().

Demostracion. Dado que J es cerrado y completamente invariante, se cumple

que O~ (z9) C J. Para probar la otra inclusion, tomemos z; € J, y sea U
una vecindad de dicho punto, y supongamos que U N O~ (z) = (). Entonces

fr"(z) #wparatodan €N, ze€ Uy we O (z). Como ‘(9— (zo)’ = 00, el
teorema de Montel muestra que {f°"}, .y es normal en U, lo que contradice

nuestro supuesto de z; € J. Por lo tanto U N O~ (zg) # 0.
Se sigue que z; € O~ (29) y asi J C O~ (2). [

9. Componentes del conjunto de Fatou

Recordar que si X es un espacio topologico y E un subespacio de X,
entonces F es una componente de X si y s6lo si,

(i) E es conexo, y

(ii) si D es un subespacio conexo de X que contiene a E entonces, D = E.
(Las componentes son subespacios conexos maximales).

Definicién 66. Sea f : U C C — C una funcién entera trascendente y U
una componente de Fatou. El comportamiento de la 6rbita de U bajo f tiene
tres posibilidades:

(i) Si f*(U) C U para algin n > 1, U es llamado una componente periddica
de F(f). El minimo n es el periodo de la componente U. En particular
si n = 1, se dice que la componente U es invariante.
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(ii) Si f™ es periodico para algin entero m > 1, llamamos a U una compo-
nente pre-periodica. En particular, si U es pre-periddica pero no perio-
dica, entonces llamamos a U una componente pre-periodica propia.

®m
&@V

(iii) Si U no es periodica o pre-periodica, llamamos a U una componente

errante.
;
/N

9.1. Clasificacién de componentes peri6édicas

Las componentes peridédicas del conjunto de Fatou para funciones en la
clase £ se clasifican de la siguiente forma:

Sea f una funcién entera trascendente y sea U una componente periodica
de Fatou de periodo p, entonces tenemos una de las siguientes posibilidades:



48

(i)

CONJUNTO DE FATOU Y CONJUNTO DE JULIA

U contiene un punto periédico atractor zo de periodo p. Entonces
f™(z) — zp, para z € U cuando n — oo. U es llamado una com-
ponente atractora. Si zy es punto periddico superatractor, entonces U
es llamado un Dominio de Botcher. En cualquier otro caso U es llamado
un Dominio de Schroder.

OU contiene un punto periodico zy de periodo m y f"(z) — 2o, para
z € U cuando n — oo. Entonces (f™)(z9) = 1. En este caso, U es
llamado una Componente Parabolica o Dominio de Leau.

Existe un homeomorfismo analitico ¢ : U — D, donde D es el dico
unitario tal que ¥ o f o 1)~(z) = €*™ para algtin § € R\Q. En este
caso, U es llamado un Disco de Siegel.

f™(z) = zo € OU para z € U cuando n — oo, pero f? no es holomorfa
en 2zg. En este caso, U es llamado un Dominio de Baker.



El conjunto de puntos peridédicos
repulsores es denso en J(f)

En este capitulo se daran dos demostraciones de la propiedad siguiente:

Sea f funcion entera trascendente diferente de un polinomio, tenemos
que,

Teorema 38. J(f) es la clausura del conjunto de todos los puntos periodicos
repulsores de f.
Es decir,

J(f) = {puntos peridicos repulsores de f}.

Primero veremos la prueba con el Lema de Ahlfors y después la prueba
usando el Lema de Zalcman.

Demostracion. 1 Primero enunciaremos el lema conocido como Lema de las
5 islas de Ahlfors pero para el caso de funciones holomorfas.

Lema 3 (Ahlfors). [11]

Sea f(z) holomorfa en el disco |z| < Ry sean Kj, Ky, K3 regiones simple-
mente conexas en el w-plano, acotadas por curvas de Jordan seccionalmente
analiticas y tal que las clausuras de Ky, Ky, K3 son mutuamente disjuntas.
Si existe una constante ¢ que depende solamente de las regiones K, Ky, K3
y no de f(z) tal que cumple

R[f(0)]
L+ [f(0)]?

entonces el disco |z| < R contiene un dominio que es mapeado univalente-
mente por f(z) sobre uno de los K;, 0 <i < 3.

> C
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Ahora, sean p € J(f) y N una vecindad arbitraria de p. Por demostrar
que N contiene un punto fijo repulsor de algin orden.

Por propiedades del conjunto de Julia, tenemos que J(f) es perfecto, asi
N contiene un subconunto no numerable de J(f), tomemos ay,as y ag € J(f)
puntos distintos que esten contenidos en N y tal que ninguno sea punto ex-
cepcional para f(z). Como J(f) es denso podemos tomar § > 0 tan pequenna
que las clausuras de los K; = |z — a;| < § estén contenidas en N, sean mu-
tuamente disjuntas y ademéas ninguna de las tres clausuras contenga puntos
excepcionales, en caso de que hubiese.

Sean D; = {|z —a < g}, 1 =1,2,3. Para el inicio de la prueba debemos
encontrar puntos by € Dy, by € Dy y by € D3, b; € J(f), i =1,2,3 tal que la
derivada esférica

_
p(f) = 1)
satisfaga /
(b)) = IO 3

Ll @)P T 0
donde ¢ es la constante del Lema de Ahlfors en el caso cuando R =
Ky, Ky, K3 son las tres regiones.

y

Wl

Como J(f) es completamente invariante es equivalente encontrar dichos
puntos en J (f°").

Tomemos by, by, bg € J(f°") donde by € Dy, by € Dy y by € D3, como
dichos puntos se encuentran en el conjunto de julia la sucesion de iteradas
{f°"} no es normal en cada b;, 1 < i < 3, luego por Teorema de Ma,rty la
familia de derivadas esféricas {p (f°™)} no es localmente uniformemente aco-
tada en b;, 1 <17 < 3, por tanto existe una vecindad compacta D;, 1 <i < 3
y una constante M (D;) < oo tal que {p (f°" (b;))} > M (D;).

3c
5

oy ) G| 3e
p ([ (b)) = T+ ()P =
oy ]
L+ |fom (b))

Observemos que si M (D;) =



ol

tenemos ya a los b; buscados.
A continuacién haremos un cambio de variable debido a que la hipoteis del

R|(f°") (0)]
Lema de Ahlfors, T

z = b; +t asi g; (t) es holomorfa en el disco |t| < % el cual corresponde al

> ¢, esta dada en cero. Pongamos g; (t) = f°" (2),

disco L; = |z — b;| < g en el z-plano. Observemos que L; = |z — b;| < g esta
contenida en K;.

Ahora, ;
p(9:(0) = p (£ (b)) > 5

Con R = g y K1, Ky, K3 regiones en el w-plano aplicamos el Lema de
Ahlfors y asi , L; contiene un subconjunto G; el cual es mapeado univalen-
temente por f°" sobre uno de los discos K, Ky o K3. Se tienen dos casos:

1. G; es mapeado univalentemente por f°" sobre K,y

2. Sin perdida de generalidad G; es mapeado univalentemente por f°"
sobre K;, i = 2, 3.

Caso 1. Consideremos a z := ¢ (w) como la aplicacion inversa de f°" que
maea el disco K; (en w-plano) univalentemente sobre G;.
Aplicando el Teorema de Rouché 23| a la funciéon

2=0(2) = (z=a) = (¢(2) —a) ... (1)

en el disco K; = |z — a;| < §, tenemos que

((z=a)=((z-a)+(@=9 ()] = |(z-a)=(2=¢(2))
= |¢(2) —a

v |¢(2) —al < |z —a|] yaque G; C K;, de (1)

[z—al = |(z=¢(2)) + (¢(z) — a)]

|(¢(2) — a)| por desigualdad triangular

I
=

|
<3
0
T+

luego,

((z—a) = ((z—a) +(a—¢(2))] <[z = d(2)[ +[6(2) — al
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por lo tanto, (z —a) y ((z —a) + (a — ¢ (z))) tienen el mismo namero de
Cceros.

Como (z — a) tiene un solo cero z = a, entonces ((z —a) + (a — ¢ (2)))
tiene solo un cero. Asi, ¢ (z) = z tiene una solucion, digamos v en K; pero
G, ¢ L, C K; entonces la solucion v C G; y entonces es un punto fijo de

(F)

Fijemos K; = K,coni=1,203ya; =a,coni=1,203. Seaw = L(t)
un mapeo bilineal tal que

Lit):tj<1—K
con
t=0—w="1.

Sea U (t) = L™' (¢ (L (t))) que mapea |t| < 1 sobre un conjunto propio
p C |t| < o para algin 0 < o < 1.

¥ (0) = L (¢ (L(0)) = L' (¢ (a)) pero la relacion ¢ (z) — z = 0 tiene
una solucién en z = a, asi ¢ (a) = a entonces L™! (¢ (a)) = L~ (a) luego,
como a es el centro correspondiente a K; entonces L~! mapea a a al centro
de t que es cero por lo tanto L™! (¢ (a)) = 0, asi ¥ (0) = 0.

Apliquemos el Lema de Scharwz a @:
. @ es holomorfa en || <1
@ = 0 puesto que @ =0
. ‘I’C(f) < 1Vz e |t| < 1 pues ‘@ < 1siysoélosi|y(z) < |o| pero
0<o<l1
Se sigue @’ <ly \I’f) < |z|. Por lo tanto |¥'(0)] < |o| < 1. Final-

mente,
W) =0=¢"() = (/") N =(r")" o
lo que implica que

!/

1> 0 0)] = 16/ ()] = ()7 )] = () (),



23

de aqui

I

1> (7 6)

concluimos que
< ().

Es decir, hemos encontrado un punto fijo repulsor v de orden n tal que

Caso 2. Demostrémoslo para Ko, es similar para Ksj.

Supongamos entonces que GG; es mapeado univalentemente en Ko, apli-
quemos el Lema de Ahlfors [3|en [t| < 2 correspondiente a Ly = |z — by| < &
entonces existe (G dominio contenido en L, C K> el cual es mapeado uni-
valentemente por f°" sobre uno de los discos K;, Ks, Kj. Teniendo tres
subcasos :

= Si (G5 es mapeado sobre K;. Apliquemos nuevamente el Lema de Ahl-
fors en Gy, luego existird un dominio H; C Gital que es mapeado
univalentemente sobre K, K5 o K3. Ahora si H; es mapeado por f°"
sobre K se continua con la parte de la prueba del Caso 1. Si H; es
mapeado sobre Ky o sobre K3 se procede con el inicio del Caso 2.

= Si G5 es mapeado sobre K. Este caso se sigue del Caso 1.

= Si G5 es mapeado sobre K3. Procedemos como en el Caso 2.

En todos los subcasos anteriores conseguimos algtin K;, © = 1,2,3 en el
cual existe un dominio H; C K; que es mapeado univalentemente por f°"
sobre K;, de aqui se sigue como en el Caso 1. |

A continuacion demostraremos la propiedad utilizando el Lema de Zalc-
man.

Demostracion. 2
Empezaremos demostrando que

J(f) 2 {puntos peridicos repulsores de f}
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Sea p un punto periédico repulsor de la funcion f de periodo n, entonces
tenemos que p es punto fijo repulsor de g = f". Supongamos por contradic-
cion que { gk} es normal en p, entonces existe una vecindad abierta V' tal
que p € V, y cada subsucesion ¢g¥ converge a una funciéon analitica, diga-
mos ¢p; observemos que dicha subsucesiéon no puede converger a oo porque
g (p) =p para toda k. Por Teorema de Weierstrass, las derivadas también
Convergen ( )/( ) — 90 (2) si z € V. Sin embargo, por regla de la cadena,

, como p es punto fijo repulsor y |¢’ (p)| > 1 tenemos

[CAD)

y, por el Teorema de Bolzano-Weierstrass esto implica que ninguna subsuce-
sion de {g"} converge uniformemente en una vecindad de p. Asi, {¢g*} no
puede ser normal en el punto p. Por lo tanto, p pertenece al conjunto de Julia
de f",asip € J(g) = J(f") = J(f), por la propiedad del conjunto de Julia.
Porque J(f) es cerrado, la clausura de los puntos fijos repulsores esta en J (f).

Ahora, para demostrar la otra inclusion definamos B al conjunto de todas
las z € J que pertenecen a la clausura del conjunto {f°" (z) : n € N} \ {z},
es decir, el conjunto de puntos recurrentes pero no periddicos de J.

La prueba se divide en dos pasos.

Paso 1. B esta contenido en la clausura del conjunto de puntos periodicos
repulsores de f.
Paso 2. B es denso en J.

Paso 1. Tomemos zg € B. Sea U una vecindad del punto 2y, U C C. Apli-
cando el lema de Zalcman, véase Teorema [32lexisten una sucesion , estric-
tamente creciente de niimeros naturales, sucesiones {z,}, .y en U y {pn},cn
sucesion de ntimeros reales positivos y una funcion meromorfa no constante
g: C — C tal que

lim 2z, =2 lim p, =0y lim f°*" o (z,+ puldc) =g.

n—oo n—o0 n—oo

Como zp € B y g es no constante, se sigue del teorema Pequeno de

Picard que existe & € N U {0} tal que f°(29) € U N g(C). Tomemos z €
gt (fo’“ (zo)), entonces existe V' vecindad abierta de x en el plano complejo
tal que g (V) C Uy ¢ (v) # 0 para cada v € V\ {z}.
Si zyp € B entonces cada iterada de zq esta en B, es decir, f°" (zo) € B. Existe



%)

i namero natural y v € V\ {z} tal que g (v) = f° (20).
Si definimos h como h := g — f°' () entonces v es un cero aislado de dicha
funcion y observemos que

hi=g— 17 (z0) = i (£ 0 (pulde + 24)) = [ 0 (pulde + 22))

Por el teorema de Hurwitz existe una sucesion {v, }, .y en C tal que lim,, o v, =
vy

foan (pnvn + Zn) - ]m (pnvn + Zn) =0
para n € N suficientemente grande. Por tanto, si w, := f (p,v, + zn) tene-
mos que 2 o (f%4 (putn + 20)) = 7 © (put + 20) = 9.(v) = £ (20) =
£ (pnvn + z,) para n € N suficientemente grande. Asi, para n € N sufi-
cientemente grande w, es un punto fijo de f°*~* Usando el teorema de
Weierstrass y le regla de cadena tenemos que

g = lim (7 0 (plde + ) ()
= lim ((f°* "0 f*) (pulde + 20) (paldc + %)') (vn)

(
((
= i (£ ) (f (pulde + z0)) (%) (pulde + 20) (pulde + z0)' ) (00)
(o) (wn) (£ (pulde + 20) ) (v2)

(

Como v € V\ {z}, tenemos que ¢’ (v) # 0. Y Ademads, tenemos que

lim (fOi)/ (PnUn + 2n) pn = (fOi)/ (z0) nh—>nolo pn =0,

n—oo

= 00, asi todos excepto un ni-

concluimos que lim,,_,, ‘( fo(o‘"_i)), (wn)
mero finito de puntos peridédicos w,, n € N, son repulsores. Por tltimo,
lm w, = m £ (povn + 20) = [ (20) € U,
n—oo n—oo

por tanto, U contiene un punto periodico repulsor de f. |

Paso 2. Como J no contiene puntos aislados, la prueba es una consecuencia
del siguiente teorema,
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Teorema 39. {z € J: {f":n € N} esdensoen J} es denso en J.

Para J # (), de lo contrario no hay nada que probar, sea d la métrica
esférica cuando D = C, la métrica euclideana para el caso cuando D =C y
definiremos

C\ {0} x C\ {0} = R

1 1
(z,w) = |z —w| + ‘— — —‘
Z W
para el caso D = C\ {0}. En cualquiera de los tres casos (J, dxs) forma un
espacio métrico completo y separable. Para cada n € N existe una sucesion
{Bui}eny de d-bolas con radio % tal que J C Upeny Bog ¥ Bogp N J # 0,
Vk € N. Como J no contiene puntos aislados, concluimos que, para cada
n,k € N, el conjunto B, ;N J es un conjunto infinito, el teoremamde Montel-
Caratheodory
Quii=JNJ [ (Bur)
jEN

es abierto y denso en J. Por el Teorema de Baire {4 concluimos que

Q:: m Qn,k

n,keN

también es denso en J. Ahora, sea ¢ € Q. Entonces {f7 (q) : j € N} N B, #
0, para cada n,k € N. Por lo tanto, {f’ (q) : j € N} es denso en J. |

Por lo tanto, J(f) = {puntos peridicos repulsores de f}.
|
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