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Resumen

Las fuentes de luz extendidas se conforman por una gran cantidad de atomos, cada uno de los cuales
puede emitir ondas de luz con diferentes fases y frecuencias dentro de cierto rango. Igualmente, la pola-
rizacién puede variar y ser diferente para cada fuente puntual. Fenémenos como la emisién espontanea y
la variacién de temperatura ocasionan variaciones aleatorias en las caracteristicas de la luz, tanto en el
plano de la fuente como a cierta distancia de ella. Por lo anterior, la luz puede tratarse como una senal
aleatoria y ser estudiada de forma estadistica.

En este proyecto de tesis se presenta una revisién de los modelos principales de polarizacién y cohe-
rencia de segundo orden, asi como de herramientas de la éptica estadistica. Lo anterior con el fin de
establecer un marco tedrico para el estudio de los desarrollos que permitieron el crecimiento de la teoria
de coherencia 6ptica y, posteriormente, condujeron a la teoria unificada.

La coherencia éptica emplea, en gran medida, funciones y matrices de correlacién, las cuales permiten
describir correlaciones, dependencias o relaciones estadisticas, entre componentes escalares de campo
eléctrico. En este trabajo se identifican los conceptos elementales de probabilidad y procesos estocasticos
necesarios para definir dichas funciones y se asocian con las caracteristicas del campo eléctrico y su
proceso de medicion.

Por la naturaleza aleatoria de la luz, los fenémenos de polarizacién y coherencia pueden ser descritos
como manifestaciones de las correlaciones entre fluctuaciones de los haces de luz. Esta es la idea subyacente
a la teoria unificada de polarizacién y coherencia, cuyo modelo principal es una matriz de correlacion:
la matriz de coherencia mutua, en el espacio-tiempo, o la matriz de densidad espectral cruzada, en el
espacio-frecuencia.
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Introduccion

Dos temas de interés en éptica son la polarizacion y la coherencia de la luz. Desde un punto de
vista elemental, la polarizacién describe la evolucién del plano sobre el cual oscila el campo eléctrico
(o magnético) de una onda de luz. Desde un enfoque mds realista, se considera que un haz de luz estd
formado por una gran cantidad de ondas cuyos planos de polarizaciéon evolucionan de forma aleatoria, de
modo que el estado de polarizacién en un punto del haz no puede ser descrito de forma determinista sino
estadisticamente.

Por su parte, la teoria de coherencia éptica estudia, de manera estadistica, las correlaciones entre
n ondas de un campo de luz. Es decir, dadas n vibraciones 6pticas, definidas en distintos puntos del
espacio y en distintos instantes de tiempo, la teoria de coherencia busca determinar si estas vibraciones
son estadisticamente similares y hasta qué grado lo son. Al considerar a las ondas electromagnéticas como
senales aleatorias, la teoria de coherencia 6ptica y las comunicaciones comparten las mismas herramientas
de la teorfa de probabilidad y de procesos estocésticos ([1], [2]). Goodman, como lo menciona en [3],
considera que la introduccién de conceptos y herramientas del analisis de Fourier y de la teoria de
comunicaciones en la 6ptica ha sido uno de los eventos méas importantes en la historia de esta ltima.

La teoria de procesos estocasticos es importante en la éptica estadistica porque las variables épticas
evolucionan con el tiempo de manera aleatoria. Para identificar variables fisicas como procesos estocasticos
es conveniente revisar las diferentes interpretaciones de éstos ([4], [5], [6], [7])-

Si bien en un principio fueron estudiadas de manera independiente, se ha mostrado que la polarizacién
y la coherencia son manifestaciones de un mismo fenémeno fisico, a saber, de las correlaciones entre
fluctuaciones de los haces de luz, siendo ésta la tesis de la teoria unificada [8]. Esta tltima es el resultado
de una larga e interesante evolucién de la 6ptica estadistica.

En [9] Wolf establece una analogfa: menciona que la mecénica se desarrollé a partir de las leyes de
Newton hasta llegar a la mecdnica estadistica y que, en una forma andloga, la 6ptica comenzo6 con las
ecuaciones de Maxwell y evolucioné hacia la éptica estadistica. En ambos casos, el enfoque estadistico
estd estrechamente relacionado con el enfoque cuantico. La coherencia éptica es la parte principal de la
optica estadistica.

Si bien el desarrollo de la éptica estadistica fue méas lento que el de su contraparte en mecéanica, la
historia y cantidad de trabajos de la primera han sido tan ricas como las de la segunda. El estudio de
las correlaciones de la luz ha evolucionado junto con, y en buena parte gracias a, el estudio del fenémeno
de interferencia y el experimento de la doble rendija. Es bien sabido que el experimento de Young, como
también se le conoce, contribuyé al establecimiento de la naturaleza ondulatoria de la luz y la teoria de
interferencia. Mdas aun, ha estado presente en una gran cantidad de desarrollos de la éptica estadistica
como explica Wolf en [10].

La parte determinista de la 6ptica considera que la luz se compone de ondas y las considera como
funciones bien conocidas en todo momento. Estas consideraciones permitieron el nacimiento y desarrollo
de la etapa inicial de la 6ptica moderna. Una parte del estudio de la propagacién de la luz fue comenzada
por C. Huygens. Es bien conocido el principio de Huygens en la teoria de difraccién. Por su parte, las
investigaciones de Young, Fresnel y Arago sentaron las bases de la teoria de interferencia y ayudaron a
entender la transversalidad de las ondas de luz. Descubrimientos de igual importancia fueron los debidos
a G. G. Stokes, por ejemplo, la descripcion del estado de polarizaciéon por medio de cuatro parametros
que llevan su nombre. Stokes también hall, con ayuda de sus pardmetros, que un haz de luz puede
representarse matematicamente como la superposicion de dos haces, uno completamente polarizado y
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X Introduccion

otro completamente no polarizado [10]. Otra contribucién importante se debe a Michael Faraday, dado
que él noté que la orientacién del plano de vibraciéon se modificaba con la aplicacién de un campo
magnético. Esto se conoce como el efecto Faraday [11].

Sin embargo, la naturaleza aleatoria de la luz fue considerada seriamente hasta que se investigaron las
correlaciones en ella. El primer intento por determinar correlaciones 6pticas fue realizado por E. Verdet,
quien se pregunté por la minima distancia a través de la cual dos vibraciones de luz solar marchaban al
unisono. Actualmente se sabe que dos oscilaciones cumplen esta relacién si son estadisticamente similares
lo que, a su vez, es equivalente a que el coeficiente de correlacién entre ambas sea unimodular ([12], [13]).
De alguna manera puede decirse que Albert Michelson también contribuyé al inicio de la coherencia
Optica, puesto que se dedico a establecer métodos para hacer mediciones de cantidades estrechamente
relacionadas con las correlaciones de luz. Sin embargo, como gran parte de la teoria y conceptos no se
habian establecido, Michelson no se dio cuenta de que media correlaciones épticas. Fue necesario, ademés
del desarrollo de la teoria de probabilidad y procesos aleatorios, que ésta se aplicara al estudio de la luz.

Fue Norbert Wiener quien introdujo las matrices de correlacién en la 6ptica y las empled para repre-
sentar estados de polarizacién de la luz. Aunque Wiener las llamé matrices de coherencia en la actualidad
son mas conocidas como matrices de polarizacion. Mas tarde, Frits Zernike las empled para describir las
propiedades de coherencia de la luz y, en 1938, publicé un articulo, [14], en el que introdujo muchos de los
conceptos ampliamente usados en la 6ptica estadistica de la actualidad: defini la intensidad mutua como
la correlacion estadistica de las vibraciones del campo en dos puntos distintos del espacio. Definié también
el grado de coherencia de la luz como una medida cuantitativa de dicha correlacién y establecié que debia
ser igual a la visibilidad observada en el patrén de franjas del experimento de Young. Generalizando este
concepto, obtuvo el grado complejo de coherencia. También presenté el ahora conocido como teorema de
Van Cittert-Zernike (5 afios antes Van Cittert obtuvo un caso particular del teorema). Dicho teorema
permite explicar, entre otras cosas, que la luz generada por una fuente incoherente, al propagarse, puede
adquirir cierto grado de coherencia. En el mismo articulo Zernike dedujo una ley de propagacion para la
intesidad mutua.

Posteriormente, Wolf noté que el teorema de Van Cittert-Zernike tenia una estructura matematica
similar a la distribucién de luz de una onda esférica difractada por una rendija en una pantalla oscura.
Wolf también observé similitud entre la ley de Zernike para la propagacién de intensidad mutua y una
férmula basada en el principio de Huygens. Las observaciones anteriores llevaron a Wolf a generalizar
la funcién de intensidad mutua establecida por Zernike, la cual expresa la correlacién del campo en dos
posiciones distintas en un mismo instante de tiempo. Wolf definié en [15] 1954 y en [16] 1955 la funcién
de coherencia mutua como la correlacién del campo en dos posiciones distintas y dos tiempos distintos.
También en [16], Wolf mostré que la funcién de coherencia mutua satisface la ecuacién de onda con
respecto a ambas posiciones y a la diferencia de tiempos. Esto le permitié explicar que las similitudes
entre las formulas de Zernike y las ecuaciones de difraccién se debian a que la ley de propagacién de
intensidad mutua y el teorema de Van Cittert-Zernike son soluciones aproximadas de la ecuacion de onda
para la funcién de coherencia mutua, de la misma forma en que el principio de Huygens-Fresnel lo es para
la ecuacién de onda para campo electromagnético. En analogia con el trabajo de Zernike, Wolf definié
el grado complejo de coherencia en funcién de la funcién de coherencia mutua y, en [17] 1959, definié el
grado de polarizacion en términos de las matrices de polarizaciéon introducidas por Wiener.

La formulacion iniciada por Zernike se conoce como la teoria de coherencia en el dominio espacio-
tiempo. Maés tarde surgié un enfoque distinto de la misma teoria que proporcioné informacién nueva
sobre la coherencia. A este nuevo enfoque se le conoce como la teoria de coherencia en el dominio espacio-
frecuencia. Para muchos conceptos del dominio espacio-tiempo fue posible definir su contraparte en el
nuevo dominio, como la funciéon de densidad espectral y el grado espectral de coherencia, por ejemplo.
Un resultado interesante obtenido en el dominio espacio-frecuencia ha sido la representacién de modos
coherentes, segiin la cual es posible representar la funciéon de densidad espectral cruzada como una
sumatoria de modos completamente coherentes pero mutuamente no correlacionados ([18], [19]).

En 2003 Wolf presentd, en una serie de articulos, su propuesta para una teoria unificada de polarizacién
y coherencia. En [20] establecié que ambos fenémenos podian derivarse de un modelo tnico: la matriz
de densidad espectral cruzada de campo eléctrico. Asi, el grado espectral de polarizacién, el epectro y el
grado de polarizacién podian ser calculados en funcién de esta matriz. Sin embargo, como ésta varia con



XI

la propagacion del haz, entonces el grado espectral de polarizacion, el epectro y el grado de polarizacion
sufren los, asf llamados, cambios inducidos por correlacién. Esto fue mostrado por Wolf en [21], mientras
que en [22], junto con Roychowdhury, sugirié un arreglo experimental basado en el interferémetro de
Young para determinar los elementos de la matriz de densidad espectral cruzada.

La teoria de coherencia y la teoria unificada han proporcionado herramientas que prometen ser muy
rentables tanto en teoria como en aplicaciones. Por ejemplo, un gran beneficio para la teoria es que, al
tomar en cuenta algunas caracteristicas estadisticas del campo, las matrices y tensores de correlacién
complementan las ecuaciones de Maxwell [9]. Por otro lado, en [10] Wolf menciona algunas aplicaciones
de la teoria unificada, las cuales consisten en el estudio de la propagacion de haces electromagnéticos
estocésticos en atmosferas turbulentas, en fibras épticas y en tejidos humanos. Una lista méas profusa de
aplicaciones de la teorfa de coherencia puede ser consultada en [23].

El desarrollo de este proyecto tiene como finalidad estudiar la formulacién de la teoria unificada de
polarizacién y coherencia de la luz. Con este proposito, se revisaran los modelos principales de polarizacién
y coherencia, junto con las herramientas de la teoria de probabilidad y de senales aleatorias necesarias
en la optica estadistica. Para esto serd necesario revisar algunas contribuciones realizadas en el terreno
de la 6ptica y que condujeron la evolucién de la coherencia éptica. Si bien existen propuestas diferentes
para definir el grado espectral de coherencia ([24], [25], [26] y [27]), una buena parte de las referencias
citadas en este trabajo consiste en publicaciones de Emil Wolf y fuentes que citan resultados obtenidos
por él. Estas referencias brindan un panorama amplio de las ideas principales de la teoria de coherencia.

En el capitulo 1 se ofrece un panorama de los fundamentos necesarios para abordar la teoria unificada.
La seccién 1.1 expone conceptos de probabilidad y de procesos estocasticos (o aleatorios) sobre los cuales
se basa la teoria de coherencia. En gran parte de la teoria de este trabajo se hace uso de funciones de
correlacién. Es por eso que en la subseccién 1.1.1 se presenta una secuencia de conceptos elementales
necesarios para construir el concepto de correlacién, mientras que en la subseccién 1.1.2 se explican
algunas interpretaciones, clases y caracteristicas de procesos estocédsticos que permiten definir dos tipos
especiales de funciones de correlacion: auto-correlacién y correlacién cruzada. En la seccién 1.2 se define
el concepto de senal analitica compleja y se explica cémo se construye a partir de su senal real asociada.
La seccion 1.3 comenta brevemente la formulacién y el significado del principio de Huygens-Fresnel, dado
que éste es mencionado en el capitulo 2 en relacién al teorema de Van Cittert-Zernike. Asi mismo se habla
sobre la difraccién de Fraunhofer.

La teoria de coherencia de segundo orden se presenta en el capitulo 2 desde dos enfoques comple-
mentarios: en el dominio espacio-tiempo y en el dominio espacio-frecuencia. En la seccién 2.1 se justifica
el uso de ensambles de procesos aleatorios para describir el campo eléctrico en el espacio, se introducen
las funciones de correlacién para describir las relaciones estadisticas entre fluctuaciones de campo y se
define la més general de ellas: la funcién compleja de coherencia mutua de segundo orden. Se revisan
también los casos especiales de ésta: intensidad mutua, funciéon de auto-coherencia e intensidad ordinaria.
En conexién con el experimento de la doble rendija se define el grado complejo de coherencia y, con
ayuda de éste se escribe la forma escalar de ley de interferencia para haces estadisticamente estaciona-
rios. También se construye el teorema de Van Cittert-Zernike y se derivan las férmulas principales de
propagacion de las funciones de coherencia. En la secciéon 2.2 se aborda la coherencia en el domimio
espacio-frecuencia. Se comienza definiendo ensambles de componentes espectrales de campo eléctrico asi
como las funciones de densidad espectral y de densidad espectral cruzada. También, por medio del teore-
ma de Wiener-Khintchine, se muestran las relaciones que estas dos funciones guardan con las funciones
de auto-coherencia y de coherencia mutua, respectivamente. Analogamente al primer dominio, se define
el grado espectral coherencia y con su ayuda se obtiene el caso escalar de la ley espectral de interferencia.
Por dltimo se muestra que la funcién de densidad espectral cruzada satisface la ecuacion de Helmholtz y
se listan algunas ventajas de trabajar en el dominio espacio-frecuencia.

El capitulo 3 expone los formalismos principales para describir la polarizacion de la luz. La seccién 3.1,
se ocupa de los modelos para describir la luz completamente polarizada: se muestra que la relacién entre
las componentes rectangulares del campo eléctrico y magnético de una onda plana es, en general, eliptica.
En seguida se explica cémo, con ayuda de los pardmetros de Stokes, es posible resumir las propiedades
de la elipse de polarizacién. También se dedican algunos péarrafos para explicar que a cada conjunto de
valores de los parametros de Stokes le corresponde un punto en la esfera de Poincaré y cémo se expresa
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esta correspondencia. Los vectores de Jones y las matrices de Mueller se presentan al final de esta seccién.
Por su parte, la descripcién de la luz parcialmente polarizada se trata en la seccién 3.2. Aqui se explica
que las correlaciones entre las componentes cartesianas del campo eléctrico en una posicién del espacio
determinan el estado de polarizacién de la luz y que éste puede ser descrito completamente por medio
de la matriz de polarizacién (del mismo tipo que las introducidas por Wiener). Se muestra también que
un haz parcialmente polarizado puede ser considerado como la combinacién de dos haces con estados de
polarizacién extremos y opuestos y, por ultimo, se define el grado de polarizacion.

El capitulo 4 esta dedicado a la teoria unificada de polarizaciéon y coherencia de la luz. En la seccién
4.1 se presenta su formulacién general: las expresiones del grado espectral de coherencia y del grado de
polarizacién en funcién de la matriz de densidad espectral cruzada. También se deriva la ley espectral
de interferencia para haces electromagnéticos y se menciona la relacién entre el concepto de similitud
estadistica y la coherencia y polarizaciéon completas. En la seccién 4.2 se describe el arreglo experimental
propuesto por Wolf para determinar los elementos de la matriz de densidad espectral cruzada. La seccién
4.3 habla de las caracteristicas de un haz aleatorio que cambian como consecuencia de la propagacién
del mismo, mientras que la seccién 4.4 presenta algunas propuestas alternativas para definir el grado
espectral de coherencia tales que tomen en cuenta las entradas no diagonales de la matriz de densidad
espectral cruzada.



Capitulo 1

Marco teorico

1.1. Elementos de probabilidad y procesos estocasticos

En esta seccion se discuten algunos de los conceptos elementales de la probabilidad y de los procesos
estocasticos que, a su vez, conforman la base del estudio de la teoria de coherencia.

1.1.1. Conceptos de probabilidad

Cuando se realiza un experimento bajo un conjunto determinado de condiciones se sabe que se ob-
tendra un resultado. Si el resultado se conoce a priori con toda certeza, el experimento es completamente
determinista. Sin embargo, algunos experimentos pueden arrojar alguno de varios resultados bajo el
mismo conjunto de condiciones. Es decir, bajo el mismo conjunto de condiciones el experimento tiene
asociado un conjunto de resultados posibles. A cada uno de los resultados posibles de un experimento
se le conoce como evento. Cuando no es posible saber cudl de todos sus resultados posibles arrojara un
experimento se dice que éste es aleatorio.

Similarmente, un evento puede ser:

= seguro: si se sabe con certeza que siempre ocurriré,

= imposible: si se sabe con certeza que nunca ocurrird, o

= aleatorio: si no es posible saber si ocurrird o no de forma anticipada a la realizacién del experimento.

El conjunto de todos los eventos posibles de un experimento aleatorio puede ser finto o infinito. De hecho,
la teoria de probabilidad hace uso de la teoria de conjuntos para describir las relaciones entre eventos,
asi como sus propiedades. El primer conjunto a considerar es el de eventos elementales (espacio). De esta
forma es posible definir subconjuntos del espacio, asociarlos con otros eventos y manipularlos con las
mismas operaciones que se emplean para los conjuntos. Asi, si {2 es un conjunto de eventos elementales
y A, B son eventos en {2, entonces:

= A+ B = AUB es el evento que se verifica cuando ocurren sélo A, sélo B o los dos simultdneamente,
= A, B = ANB es el evento que se verifica cuando ocurren A y B de forma estrictamente simultanea,
s A es todo el espacio 2 excepto A.

= A — B es el evento que se verifica cuando ocurre A pero no B.

En este enfoque conjuntista, el conjunto 2 y el evento imposible se asocian con el universo y el vacio de
la teorfa de conjuntos, respectivamente. Por esta razén el evento imposible también se denota como (.
Nota: En los textos de probabilidad se emplean las notaciones A + B (y no A U B) para la unién de
eventos y A, B (y no AN B) para la interseccién. En este trabajo se seguira la misma convencién.
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Las leyes de la probabilidad pueden establecerse de forma axiomatica. Sea ) un conjunto de eventos
elementales y sea F un conjunto de subconjuntos de 2 de manera que F cumpla con las propiedades de
un campo de Borel de eventos ([5], sec. 8, p. 47).

A1 Para cada evento A que pertenece a F, existe un ntimero no negativo asociado a A, P(A), llamado
la probabilidad de A.

A2 P(Q) = 1.

A3 (Axioma de adicién). Sean A;, A,, ..., A, eventos en F mutuamente excluyentes a pares. Luego:
P(Aj+Ay+ ...+ A,) = P(A1) + P(A3) + ... + P(A,).

Existe un par de axiomas més que no es necesario exponer aqui, pero pueden ser consultados en [5]. A la
terna {Q, F, P} se le conoce como espacio de probabilidad.

Que dos eventos sean mutuamente excluyentes significa que su interseccién es el vacio. En algunos
experimentos o fenémenos los resultados o eventos son numeros y mutuamente excluyentes. Por ejemplo,
al medir alguna variable fisica clasica se sabe que su valor instantdneo puede estar en cualquier punto
dentro de un rango continuo, pero al efectuarse la medicién se obtiene un tnico valor en cada instante (no
es posible obtener més de un valor por medicién). Puede verse facilmente que en este caso los resultados
del experimento o eventos son nimeros y, ademas, mutuamente excluyentes.

A la probabilidad P(A, B) se le denomina probabilidad conjunta de A y B. Es posible intersectar més
de dos eventos, por lo que existe la probabilidad conjunta de n eventos: P(A1, Aa, ..., Ay).

Usualmente es 1til asociar una etiqueta a cada evento del espacio de probabilidad. Si la etiqueta es
un nimero, entoces existe una funcién que mapea del espacio de probabilidad a un conjunto de ntimeros.
A esta funcion se le conoce como variable aleatoria, la cual puede ser discreta o continua. Ademaés, dada
una variable aleatoria existe una funciéon de densidad de probabilidad asociada a ella.

Densidad de probabilidad

Dada la variable aleatoria X, considérese la funcién Fx (x) = probabilidad(X < x). Esta es la funcién
acumulativa de distribucién de probabilidad y tiene propiedades interesantes. Por ejemplo ([2]):

» 'y es una funcién continua de x cuando X es una variable aleatoria continua.
= Si z — —o0, entonces ningtn valor de X puede ser menor que z. Por lo tanto: F'(—oo) = 0.
= Siz — 0o, entonces cualquier valor de X puede ser menor que z. Por lo tanto: F'(co) = 1.

= Sixzy < o, entonces Fx(z1) < Fx(x2). Esto significa que F'x(x) es creciente y puede demostrarse
como sigue.
Dado que z1 < x9, si X < xo, pueden ocurrir dos eventos mutuamente excluyentes: que X < x; o
que x1 < X < . Luego, por el axioma A3 de adicién:

Fx(x9) = Fx(x1) + probabilidad(x; < X < xq),

sin embargo, como todas las probabilidades son positivas se deduce que Fx(x1) < Fx(x3).

La funcién de densidad de probabilidad se define como

dFx(x)
;(T’ (1.1)

px(z)

o de forma equivalente
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puesto que Fx(—o0) = 0. De manera similar, como Fx(00) = 1, se tiene que

o0
/ px(x)dx =1, (1.3)
— 00

la cual, ademads de ser consistente con el axioma A2, es una propiedad que debe satisfacer cada funcién
de densidad de probabilidad. Cuando se tiene claro a cudl variable aleatoria corresponde la densidad de
probabilidad, se omite el subindice: px(x) = p(z). Puesto que p(x) se define como la derivada de una
funcién creciente, se sigue que p(x) siempre es una cantidad positiva.

Por el teorema fundamental del cdlculo
x2
/ p(z)dx = Fx(x2) — Fx(x1) = probabilidad(z1 < X < x3),
T

es decir, la integral de px (z) en un intervalo es la probabilidad de hallar a X en ese intervalo (la cantidad
p(z)dz es la probabilidad de obtener el valor de x en el intervalo dx).

Es posible generalizar ([1], [2]) el concepto de densidad de probabilidad para el caso de més de una
variable aleatoria. Asi, si z1, 23, ..., z, son variables aleatorias, p(z1, z2, ..., Z,) es su funcién de densidad
de probabilidad conjunta, la cual también cumple con la propiedad

/ p(z1, T2, ..., Tp)dx1dTe. . dT) = 1. (1.4)
p(x1, X2y .., T )dx1dx2...dTy, €s la probabilidad de que se obtenga 1 en dxy, z2 en dza, ..., T, en day,;

ésta es una probabilidad de que ocurra una interseccién de eventos, es decir, una probabilidad conjunta.

Si las variables aleatorias x1, zo, ..., Z, son estadisticamente independientes, entonces

p(x1, 22,y oy ) = p(x1)p(22)...0(T0). (1.5)

Valor esperado

El valor esperado o promedio (y) de una variable aleatoria discreta y = {y1,¥2, ..., yn} se define como
n
(y) = Z%P(yz‘), (1.6)

donde y; es un valor de y y P(y;) es su probabilidad.
De forma similar es posible definir el valor esperado (x) de una variable aleatoria continua x como
(o)
(x) :/ ap(z)dz. (1.7)
— 00
De la misma forma en que se han introducido aqui, a lo largo de todo este trabajo, los paréntesis
angulares ( ) indicardn la operacién de valor esperado o promedio.
Momento

Sea x una variable aleatoria y p(x) su densidad de probabilidad. Su momento de orden r se define
como

v, ={a") = /pr(:c)d:c. (1.8)
El momento de primer orden (r = 1) es el valor esperado.

La cantidad Az = x — (x) se denomina desviacién. El momento de orden r de la desviacién se conoce
como el momento central de orden r y se expresa como

e = {(Az)T) = / (M) p(a)d. (1.9)

El primer momento central (r = 1) es cero por la forma en que se define segtin la ecuacién anterior.
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Varianza y covarianza

Ademas del valor esperado, el segundo momento central

o = (A)?) = / (Az)?p(x)de (1.10)

es una de las cantidades caracteristicas mas importantes de una variable aleatoria y recibe el nombre de
varianza. Una cantidad asociada a la varianza es la desviacién estandar o, la cual es definida como

o = py. (1.11)

Si ahora se consideran dos variables aleatorias x;,z;, con la densidad de probabilidad conjunta
p(x;,x;), se define la covarianza de x; y z; como el valor esperado del producto de sus desviaciones,
es decir,

wij = ((Az;)(Azj)) = //AwiAscjp(mi,mj)dmidacj, (1.12)

donde 7 # j. El concepto de varianza es un caso especial del concepto de covarianza. Es decir, p;; (i = 7)
es la varianza de z;. La covarianza proporciona una medida de la correlacién o dependencia entre dos
variables aleatorias, como se explica en [2].

Al desarrollar la expresién de covarianza se obtiene que
pig = ((xi = (za)) (x5 — (25))) = (wiw; — wilz;) — z5(w:) + (i) (75))
= (ziz;) — (zi(w;)) — (2 (@) + ((zi) (z;))
y dado que (z;) y (x;) son constantes, resulta:
pig = (wizj) — (zs){(x;). (1.13)

De la ecuacién anterior se concluye que no existird correlacién entre z; y =, (u;; = 0) cuando ocurra que
(wixj) = (i) (z;)-

La covarianza de z; y x;, la varianza de z; y la varianza de x; satisfacen la forma integral de la

desigualdad de Schwarz ([1]):
| pij P< piapg; = o705 (1.14)

Coeficiente de correlacion

El coeficiente de correlacién p;; es el valor normalizado de la covarianza y se define como
Hij
00

pij = (1.15)

A partir de la desigualdad de Schwarz para covarianza es posible ver que se cumple | p;; |< 0,05, lo que
es equivalente a —o;0; < ;5 < 0305. Como ademds o; y 0 son mayores que cero, se concluye que

—1<py <L (1.16)

Correlacién

Sean x;, z; dos variables aleatorias y p(z;,x;) su densidad de probabilidad conjunta. Luego, la corre-
lacién I';; de ambas estd dada por la expresion

y también es una medida de la dependencia entre ellas ([2]). De acuerdo a las ecuaciones (1.13) y (1.17),
la covarianza puede expresarse en términos de la correlacion, es decir

wij =Ty — (i) (x;) (1.18)

y, de acuerdo a (1.13) y (1.18), cuando z; y z; tengan promedios nulos, su covarianza serd igual a su
correlacion. Ademas, se dice que las variables z; y x; son ortogonales si

Iy =0. (1.19)
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1.1.2. Procesos estocasticos y funciones de correlacién

A continuacién se presentan algunas definiciones e interpretaciones del concepto de proceso estocéstico
(o aleatorio) ttiles para describir variables fisicas que evolucionan en el tiempo de forma aleatoria.

En [4] se define un proceso estocdstico como una familia de variables aleatorias {X (¢t),t € T} con
espacio parametral Ty espacio de estados Z, siendo éste el conjunto de valores que pueden tomar las
variables aleatorias X (t). De acuerdo a esta definicién habra tantas variables aleatorias como elementos
del espacio parametral; si T es continuo, entonces habra infinitas variables aleatorias. Dicho de otra
forma, los elementos de T permiten etiquetar todas las variables aleatorias del proceso estocdstico ([1]).
En éptica estadistica, como en muchas otras cuestiones de la fisica, se considera que el espacio parametral
T es un intervalo de tiempo y, por lo tanto, un subconjunto de los reales.

Otros autores ofrecen una definicién més general. En [5] y [6] se define a un proceso estocéstico como
una funcién de dos variables X (t,w) en la que t € T 'y w € Q (recordar, por la subseccién 1.1.1, que
Q denota el conjunto de eventos elementales de alguna variable aleatoria). Fijando cualquiera de los
dos argumentos de la funcién se obtienen dos interpretaciones. Al fijar ¢ se obtiene una funcién de w
y, por lo tanto, una variable aleatoria (esto concuerda con la definicién anterior), mientras que al fijar
w se obtiene una funcién de t. Esta segunda interpretacién permite interpretar a un proceso aleatorio
como una variable aleatoria, puesto que para cada w se tiene una funcién de ¢, por lo que  puede ser
considerado como un subconjunto del espacio de todas las funciones de t en Z ([7]).

Por lo anterior, una funcién z(t) puede ser descrita como un proceso aleatorio si  no depende de ¢
en forma determinista, como se ilustra en la figura 1.1. En ella puede observarse una curva que toma,
aleatoriamente, valores entre 0 y A (espacio de estados). También, a manera de ejemplo, se indican cuatro
instantes de tiempo t1, to, t3 y t4. En cada uno de ellos, z podria tomar (de manera aleatoria) cualquier
valor entre 0 y A. De esta forma, es posible interpretar a la variable x definida en algin instante de
tiempo t; como una variable aleatoria. As{, z(t1), z(t2), z(t3) y x(t4), en la figura, son variables aleatorias.
Recordando que ¢ es una variable definida en un intervalo continuo, entonces el proceso x puede pensarse
como un conjunto infinito de variables aleatorias x(t), una para cada valor de ¢ ([1]).

x(t)
F 3

A.______._____.

A
/V\’f WAY S NVAVY F\L’\L\J\ ﬁ//k/ ]\/¥‘

1 t2 B3 t4

Figura 1.1: Realizacién de un proceso aleatorio.

Un proceso estocdstico permite describir una variable fisica que cambia con el tiempo y que presenta
un comportamiento aleatorio. Asi, cada vez que se realice el proceso de medicion en el intervalo de
tiempo T se obtendrd una curva z(t) diferente. Mds ain, si fuera posible realizar n veces el proceso
de medicién bajo condiciones estrictamente idénticas, es muy probable que se obtendrian n curvas z(t)
diferentes (por la naturaleza aleatoria del proceso). A cada una de las curvas del proceso aleatorio sujeto
al mismo conjunto de condiciones, se le llama realizacién o funcién muestral (o path, en inglés). El
conjunto de todas las realizaciones de un proceso aleatorio se conoce como ensamble y se representa como

{z(t)} = {Wa(t), Da(t), ..., Dx(t),...}.

Para cada valor particular de ¢, ¢;, ocurre que z(t;) es una variable aleatoria con densidad de pro-
babilidad p[x(t;)] = p(x,t;). De esta forma, p(z,t) es una familia de distribuciones de probabilidad. Sin
embargo, de aqui en adelante z(t) y p(z,t) representardn la variable aleatoria y la densidad de proba-
bilidad asociadas al instante particular de tiempo t, respectivamente. De acuerdo a [1], el promedio de
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ensamble en el tiempo ¢

N
(z(t)) = lim N; z(t) (1.20)

N—o0

es equivalente al promedio de la variable aleatoria x(t), definida en el tiempo t,
(@(t)) = / s()p(x, £)da. (1.21)

Funciones de correlacién

Sea {x(t)} el ensamble que define un proceso aleatorio real x(t). Considérense las variables aleatorias
x(t1) y x(t2) tales que representan al (mismo) proceso aleatorio = en los tiempos particulares t1 y to.
Considérese también su densidad de probabilidad conjunta p(z(t1),x(t2)) = p(z;t1,t2) (p es densidad
de probabilidad de x, mientras que ¢ y to s6lo son pardmetros de p). La funcién de auto-correlacién de
x(t1) = x1 y x(t2) = x2 es la correlacién (definida en la ecuacién 1.17) entre ambas ([1], [2]):

D(z;t1,t2) = (w(t)x(t2)) = /xlxzp(fﬁ,h;$2,t2)d$1d$2~ (1.22)

Resulta muy conveniente cambiar la representacion temporal de modo que t; =ty to =t + 7. De esta
forma, la definicién anterior se expresa como

D(x;ty,t2) = (x(t)x(t + 7). (1.23)
Es importante resaltar que después del valor esperado (), la funcién de auto-correlacién es la cantidad

mas importante de un proceso aleatorio x.

Si en lugar de z(t) real se tiene un proceso aleatorio complejo z(t), entonces la funcién de auto-
correlaciéon se define como

[(z;t1,t2) = (27 (t1)z(t2)) = /ZTZ2P(21J1;Zz,tz)d221d2227 (1.24)

donde z* es el complejo conjugado de z.

De forma similar, sean x(t1), y(t2) dos variables aleatorias reales pertenecientes a los procesos alea-
torios (distintos) = y y, repectivamente. Sea p(z(t1),y(t2)) = p(z,t1;y,t2) = p(x, y; t1,t2) su densidad de
probabilidad conjunta. Se define la funcién de correlacién cruzada de x(t1) y y(t2) como la correlacién
entre ambas ([1],[2]):

Dz, y;th, t2) = (z(t1)y(t2)). (1.25)
De nuevo, al usar la representacién t; =t y to =t + 7, la definicién anterior se transforma en
D(@,y;t1,t2) = (2(t)y(t + 7). (1.26)

Es facil observar que la funcién de autocorrelacién es un caso especial de la funcién de correlacién
cruzada, aquél en el que x = y.

Al igual que en el caso anterior, si en lugar de los procesos reales z(t) y y(t) se tienen los procesos
aleatorios complejos z(t) y w(t), entonces la funcién de correlacién cruzada se define como

T(z,w;t1,t2) = (" (t1)w(ty)) = /szgp(zl,tl;wg,tg)dzzldeg, (1.27)

donde z* es el complejo conjugado de z.
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Clases de procesos aleatorios

Existen diferentes clases de procesos aleatorios. En [5], por ejemplo, se describen algunas clases basicas.
Sin embargo, las tres clases més importantes en el contexto de senales aleatorias y teoria de coherencia
son:

= Procesos estacionarios: Un proceso estacionario es aquél cuyas medidas estadisticas no varian ante
desplazamientos temporales.

Considérese que se tiene un nimero finito de intervalos de tiempo que no se sobreponen, es decir,
que no tienen instantes en comun. Se desea calcular la probabilidad de que un ntimero k de eventos
ocurra durante el transcurso de cada intervalo. En un proceso estacionario esta probabilidad depende
solamente del nimero k y de la duracién de los intervalos, mas no se altera si estos intervalos sufren
el mismo corrimiento.

En el caso de un sélo intervalo de tiempo [tg, o + t], la probabilidad de que k eventos ocurran en
ese intervalo depende solamente de k y de ¢, sin importar en qué punto de la linea del tiempo se
coloque tq ([5]).

En un proceso estacionario todas las densidades de probabilidad de la familia p(x,t) son invariantes
ante traslaciones de tiempo, es decir:

p(z,t;) =ple,t; +T) (1.28)
para toda T ([1]), por lo que p(x,t) = p(x).

= Procesos débilmente estacionarios (o estacionarios en sentido amplio): Son aquéllos en los que
su promedio de ensamble es constante con el tiempo y ademds su funcién de autocorrelacién no
depende del origen de la escala de tiempo, es decir, la funcién de autocorrelaciéon depende de t; = ¢
y to =t + 7 sélo a través de su diferencia ([1]):

Fr<t1,t2) = Fm(tg - tl) = Fm(T) (129)

= Procesos ergddicos: En un proceso ergddico todas las medidas estadisticas pueden ser determinadas
a partir de cualquier funcién muestral, esto es, cualquier elemento del ensamble. Esto se debe a que
en un proceso ergédico todas las funciones muestrales contienen informacion estadistica idéntica y,
por lo tanto, cada funcién muestral describe (estadisticamente) al proceso aleatorio por completo
().
En un proceso ergddico, los promedios temporales son equivalentes a los promedios de ensamble, es
decir

S T/2
/ zp(x)dx = lim l/ x(t)dt, (1.30)

oo T—oo T —T/2
siendo ésta es la caracteristica méas importante de los procesos ergddicos.

En [2] se menciona que los procesos ergddicos son un caso especial de los procesos estacionarios y
éstos, a su vez, un caso especial de los débilmente estacionarios.

Propiedades de la funciéon de auto-correlacion

Cuando esta claro que se trabaja con el proceso aleatorio real z, una funcién de auto-correlacion
puede representarse como I'(¢1,t2), en lugar de T'(z;t1,¢2). A continuacién se enuncian algunas de sus
propiedades importantes.

a) Si en la funcién de auto-correlacién I'(t1,ts) = (z(t1)z(t2)) se hace t; =ty to = t + 7, entonces
dicha expresién puede reescribirse como

L(ty,t2) = (x(t)x(t + 7))

— (alt)x(t 1t — ). (131)
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Sin embargo, se ha dicho que la funcién de auto-correlacién de un proceso débilmente estacionario
(estrictamente estacionario o no) no depende del origen de la escala de tiempo sino sélo de la
diferencia to —t1. Por esta razon, en este caso es posible recorrer el tiempo ¢. Asi, si t es reemplazado
por t — ty + t1 en la expresién anterior se obtiene

F(tl,tg) = <1‘(t*t2+t1)f£(t)>, (132)
por lo que es posible concluir que
D(t1,t2) =T(ta — t1) =T(t1 — t2), (1.33)

y, en consecuencia, se dice que I'(z;t1,t2) es simétrica. Esto sélo ocurre cuando x es real. Si en
su lugar se trabaja con un proceso aleatorio z complejo, al hacer el mismo corrimiento temporal
anterior, se tiene que

T(t1,t2) = " (t)z(t + 7))
= (2" (t)z(t +t2 — 1)) (1.34)
= (2*(t — ta + t1)2(1)),

y como I'™*(t1,t2) = (2(t)z*(t+t2 —t1)) se concluye que la funcién de auto-correlacién para procesos
aleatorios complejos y débilmente estacionarios cumple la condicién de Hermiticidad

D(ty,ts) = D(ty — t1) = T*(t, — t), (1.35)

en lugar de la de simetria. De aqui en adelante se asumird que se trabaja con procesos aleatorios
complejos y débilmente estacionarios. En el caso de estos iltimos, es usual representar a I'(ta — 1)
como I'(7), pues ty —t1 = 7.

b) Puesto que I'(0) = (|z(¢)|) v |2(t)| > O se tiene

T'(0) > 0. (1.36)
¢) Por la forma integral de la desigualdad de Cauchy-Schwarz
D[P = (2" (ta)(t + 7)) < (=" @OPN|=(t + 7)) (1.37)
y dado que |2*(t)|? = 2*(t)z(t) la expresién anterior toma la forma
IT(7)|? < (z*(t)2(t)) (2" (t +7)z(t + 7)) = [%(0) (1.38)

ya que, en un proceso débilmente estacionario es posible que (z*(t)z(t)) = (z*(t+7)z(t+7)) = I'(0).
Por lo tanto
IT'(7)| < T(0). (1.39)

d) T'(7) es una funcién no negativa definida (o positiva definida). Como se sugiere en [1], para mostrar
esto, se procede como sigue. Considérense: un entero positivo NV, N puntos (argumentos temporales
en este caso) t1,ta,...,txy y N numeros (reales o complejos) aq,as, ..., ay. Es un hecho evidente que

N 2
< > aiz(ty) > > 0. (1.40)

Sin embargo,

{

N
Z aiz(ti)

donde (z*(t;)z(t;)) = I'(t; —t;) (asumiendo que z es débilmente estacionario), por lo que se obtiene

N N
> aaT(t; —t;) >0, (1.42)

i=1 j=1

> = <<Z aiz(ti)> (Z afz*(ti)>> =33 aja;(z"(t:)z(t;)), (1.41)

i—1 i=1 j=1

lo cual implica que I'(7) es una funcién no negativa definida. !

IDe acuerdo a [28], una funcién positiva definida es aquélla que satisface la condicién de Hermiticidad y la ecuacién
(1.42), es continua en la regién finita y estd acotada en [—o0, o).
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Propiedades de la funciéon de correlacion cruzada

Considérense dos procesos estocasticos z; y zo conjuntamente estacionarios, es decir, tales que su
densidad de probabilidad conjunta satisface la condicién

p(Zl,tl; Zg,tg) = p(Zl,tl + T 29,10 + T) (143)

para toda T. En este caso, la funcién de correlacién cruzada de ambas, T'(z1, z9; t1,t2) = (2] (t1)22(t2)),
depende de t; y de ty sélo a través de su diferencia 7 = t5 — t1, por lo que suele ser expresada como

Tio(7) =T (21,20, 7) = (2] (t)22(t + 7)). (1.44)

De acuerdo a esto las funciones de auto-correlacién de z; y 2z se representan como I'11(7) y Taa(7),
respectivamente.

En la notacién empleada en [1] y [8] el orden de los subindices en I'12(7) refleja cual variable se expresa

como complejo conjugado: aquella cuyo subindice aparece primero.

e) De forma andloga a la propiedad c) de la funcién de auto-correlacion, por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz
Cia(T)? = [(27 (E)z2(t + 7))I7 < (&5 (8)21(8)) (=5 (¢ + 7)2a(t + 7)), (1.45)

y como I'y;(7) = (2X(t)z;(t + 7)) vy haciendo un desplazamiento temporal en la segunda funcién de
correlacion del lado derecho de la desigualdad se obtiene

IT12(7)] < v/T'11(0)T'22(0). (1.46)

f) De acuerdo a la expresion (1.44), T'io(—7) = {(a*(t)y(t — 7)), luego I'fo(—7) = (y*(t — 7)x(t)), y al
reemplazar ¢ por t + 7 resulta I'fo(—7) = T'21(7), 0 bien
)

Flg(—T = F;l(T) (147)

Coeficientes de correlacién

En la subseccién 1.1.1 se definieron la varianza, covarianza y el coeficiente de correlacién conside-
rando variables aleatorias reales (ecuaciones (1.10), (1.12), (1.13) y (1.15)). Ahora se definen los mismos
conceptos cuando éstas son complejas y pertenecen a un proceso aleatorio.

Sean z;(t) y z;(t) dos procesos aleatorios complejos y estadisticamente estacionarios, al menos en
sentido amplio. La varianza de cualquiera de sus variables aleatorias (también complejas) estd dada por

(1.48)

donde I = ¢,7 y se ha hecho 7 = 0 en la auto-correlacién de la ecuacién (1.34), es decir, I';(0) =
(= (®)a(t)) = (a(®)?).

Por su parte, la covarianza de cualesquiera variables aleatorias z;(t) y z;(t + 7) se define como

(Azi(t)Az;(t+ 7))

([2:(t) = (2 ()] [z (t + 7) = (z5(¢ + 7)])
= (27 (W) z;(t + 7)) = (2 () (2 (t + 7))

Lij () = (2 (8) (2 (1))

En la dltima linea de la ecuacion anterior se ha hecho uso de la funcién de correlacién cruzada, ecuacion

(1.44), y se ha considerado que en el caso de procesos débilmente estacionarios su promedio no varia con
el tiempo, por lo que (z;(t 4+ 7)) = (z;(t)).

(1.49)
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Considerando, de acuerdo a (1.11), que o = /ji2, al desarrollar la expresién (1.15) del coeficiente de
correlacion con las expresiones complejas de varianza, (1.48), y covarianza, (1.49), se obtiene

(Azf(W)Az(t+ 7)) _ Lij (1) = (2 (1)) (2 (1))

W) 202 Da(0) — @) PTV2(05(0) — [z () PT2
que se ha renombrado como 7;; en lugar de p;;. La expresion anterior es la misma que se presenta en [1],
sec. 2.4, ec. (2.4-46), pag. 64.

Yig (1) =

(1.50)

Sin embargo, en el siguiente capitulo se define el grado complejo de coherencia como un coeficiente de
la forma
Lij (1)

750 = ORI )72

(1.51)

la cual es diferente a la forma exacta del coeficiente de correlacién mostrada en (1.50). Nétese que si en
la expresién (1.51) las variables aleatorias z;(t) y z;(t) se sustituyen por Az;(t) y Az;(t), se obtiene la
expresién (1.50).

1.2. Senales analiticas

En el estudio de la teoria de coherencia de segundo orden se emplearan funciones del tiempo y su
representacién espectral por medio de la transformada inversa de Fourier. De manera maés especifica,
dada una funcién del tiempo f(t) es posible calcular su transformada de Fourier, F'(v), como

F(v) = /_ h f(t)e ™ dt (1.52)

y f(t) puede expresarse en términos de sus componentes espectrales por medio de la transformada inversa
de Fourier

f) = /_OO F(v)e ?™dy. (1.53)

Ambas ecuaciones seran vélidas si se cumplen algunas condiciones, entre ellas
oo
/ FA(t)dt < oo, (1.54)
— 00

lo cual significa que la energia de la funcién f(t) debe ser finita. Note que en la ec. (1.53) la integral barre
de —oo a co. Sin embargo, como se vera mas adelante, en ocasiones se expresara la transformada inversa
de Fourier en (1.53) por medio de una integral definida entre 0 y oo (la mitad de rango). Esto es posible
para ciertas funciones denominadas analiticas, las cuales se definen en esta seccién.

Si en la ec. (1.52) se cambia la variable v — —v, se obtiene (considerando que f(t) es real) que

F(-v) = / f(t)e 2midt = {/ f(t)eﬂ’”’tdt} = F*(v),
donde el asterisco denota el complejo conjugado, por lo tanto
F(—v)=F*(v), (1.55)

lo cual indica que la informacién contenida en las componentes espectrales de frecuencias negativas
también estd contenida en las componentes espectrales de frecuencias positivas. Esto sugiere que debe
haber una forma similar a la integral en (1.53) pero evaluada en la mitad de su rango, es decir, de 0 a co.

En general, la transformada de Fourier es una funcién compleja, por lo que puede representarse como
F(v) = a(v) +iB(v) vy, por la ec. (1.55) se tiene que

a(—v) +if(-v) = a(v) — i),

10



CAPITULO 1. MARCO TEORICO
1.2. SENALES ANALITICAS

lo cual implica que « es una funcién par y 8 es una funcién impar. Esto es una consecuencia de que F'(v)

sea la transformada de Fourier de una funcién real.

Usando la representacién anterior de F(v), al desarrollar el integrando en la ec. (1.53) resulta

F(t) = [ " la(v) + iB()][cos(2mut) — i sin(2mut)]dv

= /Oo [a(v) cos(2mvt) 4+ B(v) sin(2wvt)]dy + z/ [B(v) cos(2mvt) — a(v) sin(27wvt)]dv

— 00 — 00

= /00 [a(v) cos(2mvt) + B(v) sin(2nvt)|dv

— 00

= / b Re{F(v)e ™™} dy,

— 00

donde Re denota la parte real. La parte imaginaria debe ser igual a cero puesto que f(t) es real. Como
el producto de dos funciones de la misma paridad es una funcién par y su suma también lo es, entonces
a(v) cos(2mvt) + B(v) sin(2nvt) es una funcién par. Esto permite cambiar el intervalo de integracién de

la siguiente forma

f@t) = 2/0OQ Re{F(v)e ™ dy.

(1.56)

Una deduccién diferente (aunque equivalente) de la ecuacién anterior se encuentra en ([29], sec. 2.1, pag.

78).
En [1] se define la funcién compleja z(t) tal que
z(t) = / Z(v)e iy = / Z(v)e iy
—00 0

en la que
| F(v) si v>0
Z(”){o si v <0

De este modo es posible sustituir a F(v) por Z(v) en (1.56) por lo que se obtiene que

£(t) = /0 T Ref22(v)e 2 dw

y, si ahora se define ‘
2Z(v) = a(l/)e“z’(”)

se llega a que
) = / " Re{a(n)ei 02001 g
0
- /OO a(v) cos(op(v) — 2mvt)dv.
0

Por otro lado, de (1.57) y de (1.59) se obtiene

1 [ -
z(t) = 5/0 a(v)e W =2mt) gy,

Asi, de la ecuacién anterior y de (1.60) se deduce que
f(t) = 2(t) + 2" (t) = 2Re{2(1)}.

También es posible definir la funciéon

(1.57)

(1.58)

(1.59)

(1.60)

(1.61)

(1.62)

(1.63)
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la cual, junto con f(t), satisface la ecuacién

f(t) +ig(t) = 2z2(1). (1.64)
Ademas, f(t) y g(t) conforman un par de transformadas de Hilbert ([1], [29]).

La funcién z(¢) definida en (1.57) es una sefial analitica compleja (complex analytic signal) asociada
a la funcién real f(t). En [16] se le denomina funcién compleja a mitad de rango (half-range complex
function) asociada a la funcién real f(t). Como Z(v) es igual a F(v) s6lo en la mitad de su dominio, y
como la energia de F'(v) es finita (por (1.54) y el teorema de Plancherel), entonces la energia de Z(v)
(v la de z(t)) también lo es. En [1] se describen algunas propiedades de z cuando es definda como una
funcién de variable compleja.

1.3. Ecuaciones de difraccion

En esta seccién se mencionan algunos modelos que describen la propagacién de la luz la cual, como
se sabe, es una perturbacién electromagnética. La representacion més simple de una perturbacién que
evoluciona en el espacio (en una dimensién) y en el tiempo, corresponde a una onda escalar monocromatica

V) (2,t) = Acos (kx — wt + ¢), (1.65)

donde A es la amplitud de la onda, w la frecuencia angular, ¢ la constante de fase inicial y k = 27/X el
nimero de onda, siendo A la longitud de onda. Sin embargo, por simplicidad en una gran cantidad de
calculos, se acostumbra representar este tipo de perturbaciones en forma compleja, como sigue

Viz,t) = Aetlkz—wt+e)

, 1.66
— U(ac)e_“"t, ( )

donde la exponencial se ha factorizado en una parte dependiente del espacio y otra del tiempo, y donde
U(z) = Ae'**+9) es la amplitud compleja de la onda. Es evidente que V(") (z,t) es igual a la parte
real de V' (z,t) (de ahf el superindice (T)). Los modelos de propagacién siguientes describen cémo cambia
la aplitud compleja con la posicién. En adelante, la dependencia espacial de las ondas se expresard en
funcién de tres coordenadas (x,%,2) o un vector r definido en R3.

La difraccion describe el comportamiento de la luz cuando ésta encuentra una discontinuidad en el
medio de propagacién. Usualmente se estudian casos donde la discontinuidad puede ser un objeto material
uniforme de cierta drea o un material con perforaciones. Dos modelos elementales en este tema son el
principio de Huygens y la integral de difraccién de Fresnel-Kirchhoff, descritos a continuacién.

1.3.1. Principio de Huygens-Fresnel

En 1690 Christian Huygens propuso, en su Traité de la Lumiere, un modelo de propagacién de la luz
segun el cual el frente de una onda esférica puede ser considerado como un conjunto de puntos en los
que se originan perturbaciones secundarias (ondoletas) también esféricas y cuya envolvente coincide con
el frente de onda, propagado, de la onda inicial. M&s tarde, Augustine Fresnel propuso que una onda
podia calcularse como la superposicion de las ondoletas del modelo de Huygens, es decir, propuso que las
ondoletas interferian entre si. Asi, a la combinacion del modelo de Huygens con la teoria de interferencia
se le conoce como el principio de Huygens-Fresnel. Los elementos béasicos de su formulacién se explican en
[30]. Aqui solamente se explica el significado de la integral que resume el principio de Huygens-Fresnel.

La ecuacién de una onda esférica divergente es

A
V(T, f,) — ?ez(kr—wt)
_ U(r)e_i“t,

(1.67)

donde la cantidad U(r) = Ae™" /r es la amplitud compleja de la onda. Note que como el frente de una
onda esférica es una superficie esférica, entonces cada valor de r define un frente de onda para el cual
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U(r) es constante. Con esto en mente considérese el frente de onda, para un radio g, de una perturbacién
producida en el punto Py. La amplitud compleja en este frente de onda sera igual a Ae’ ™ /ry. Si esta
superficie se divide en elementos infinitesimales se tiene, de acuerdo a Huygens, que cada uno de ellos
contribuye con una pequena perturbacién secundaria. Si se desea calcular la perturbacién total en un
punto, P (a una distancia ro+0b de Pp), que serd alcanzado por la onda en un momento dado, entonces serd
necesario superponer las contribuciones de aquellos elementos de superficie contenidos en cierta regién
efectiva del frente de onda. La contribucién de un elemento infinitesimal ubicado en alguna posiciéon
sobre el frente de onda tiene la forma

Aeikro eiks

To

dU(P) = K(x) ds, (1.68)

donde  es el dngulo (de difraccién) que la normal a la superficie en () forma con el segmento QP, cuya
longitud es s, y dS es el elemento de superficie. La funcién

i

K(x) = —=<(14cosx) (1.69)

se conoce como el factor de inclinacién. La suma de todas las contribuciones de este tipo contenidas en
la regién efectiva se expresa en forma integral como

eik:rg eik:s
U(P) = Aro H —K()ds. (1.70)
S

Figura 1.2: El frente de onda en @) se origina en Fy. Se desea calcular la suma de las contribuciones
secundarias en P.

Para resolver la ecuacién (1.70) se emplea el método de construccién por zonas de Fresnel, el cual
consiste en dividir el volumen contenido por el frente de onda esférico original (de radio 7p) en diferentes
secciones (o zonas) delimitadas por superficies esféricas centradas en P y de radio b + j\/2, donde
Jj=0,1,2,... (ver [30], sec. 8.2). Al asumir que las distancias ro y b son mucho més grandes que A, es
posible considerar que K () tiene un valor constante en cada zona. Como en la primera zona de Fresnel se
considera que el dngulo de difraccién es pequenio, x & 0, entonces, por (1.69), K(0) = K; = —i/A. Cuando
no existen obstaculos entre la fuente y el punto P, la solucién de la ecuacién (1.70) es U(P) = Uy (P),

2
donde U; (P) representa la contribucién de la primera zona de Fresnel.

1.3.2. Difraccién de Fraunhofer
El teorema integral de Helmholtz y Kirchhoff

U(P) = i//s {Uaan (f) - e; ‘;ﬂds (1.71)

expresa la amplitud compleja de una onda monocromaética en un punto espacial, U(P), en términos de
los valores que la amplitud compleja y sus primeras derivadas toman sobre una superficie cerrada S que
encierra al punto P. La distancia entre este punto y cualquier elemento de superficie en S se simboliza
como s. Ademds, 9/0n representa la derivada direccional a lo largo de la normal que entra a la superficie
S. La deduccion de este teorema como de las ecuaciones que se exponen a continuacion se puede consultar
en ([30], sec. 8.3.1, pp.418-430).
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Como ya se menciond, la difraccién estudia el comportamiento de la luz cuando ésta encuentra un
obstaculo en su trayectoria. En la situacion que se describird en seguida se considera que el obstdculo
consiste en una pantalla opaca con una perforacién (rendija) cuya drea se representa como A. Considérese
que se elige un punto O en la rendija como el origen de este sistema, asi como una posicién mévil @ que
barre toda el drea de la rendija, puesto que representa la posicién del elemento diferencial de superficie en
la integral anterior. A un lado de la pantalla se encuentra la posicién Py = (zq, yo, 20), & una distancia r de
Q, de la fuente de la luz que atraviesa la rendija para llegar al punto P = (z,y, z), a una distancia s de Q.
Es necesario que las dimensiones lineales de la rendija sean mucho menores que r y que s. La trayectoria
Py@QP no sigue, necesariamente, una linea recta. Después de cierto proceso descrito en la referencia antes
citada se obtiene, usando el teorema anterior y bajo ciertas suposiciones y aproximaciones (condiciones
de frontera de Kirchhoff), que la amplitud compleja en P estd dada por la expresién

i eik('r+s)
U(P) = ?}\//Ars[cos (n,r) — cos (n, s)]dS, (1.72)

la cual se conoce como la integral de difraccién de Fresnel-Kirchhoff y en la que A es una constante
(amplitud por unidad de distancia), A es la longitud de onda y (n,r) y (n,s) son los dngulos que la
normal al plano de la rendija forma con r y s, respectivamente.

Se ha supuesto que » = PyQ y s = QP son mucho mayores que las dimensiones de la apertura y que
éstas, a su vez, son més grandes que la longitud de onda de la luz. Esto implica que, al variar la posicién @,
r v s varien considerablemente con respecto a . Por lo tanto, e?*("+%) también varia considerablemente.
Por las mismas consideraciones es posible notar que el factor [cos (n,r) — cos (n, s)] varfa muy poco, por
lo que se puede sustituir por el factor aproximado 2cosd, donde § es el dngulo entre la linea PyP y la
normal a la pantalla. Ademds, r y s pueden ser sustituidos por 7’ = PyO y s’ = OP. De esta forma, la
integral de difraccién de Fresnel-Kirchhoff se reduce a la forma aproximada

Ai cos§ ‘
U(P)N—/\Z(;?SS,/Ae”“(T+S)dS. (1.73)

Si se establece un sistema de coordenadas de modo que el plano xy coincida con el de la rendija y
la direccién positiva del eje z con la direccion de propagacion de la luz y ademads se definen £ y 1 como
las coordenadas = y y, respectivamente, del punto @ con respecto a O, se obtienen, de la geometria, las
siguientes relaciones

r? =1 = 2(xof +yon) + & + 177, (1.74)

s =% =2 +yn) +E + 0 (1.75)

Al expresar r y s como series de potencias en &/r', n/r’, £/s" y n/s’

;_woftyon | €4n° (@& +yom)’

T~ o 57 5,73 , (1.76)
S N C )
S~8§ — " + B, — 25/3 5 (177)
su suma se puede abreviar como
r+s~r' s+ f(Em), (1.78)

donde f(&,n) es la suma de todos los términos de ambas expansiones que contienen potencias mayores o
iguales a 1 de £ y 7. De esta manera, la ecuacién (1.73) puede reescribirse como

; SA ik(r'+s") )
U(P) _ 77,COS e /Aezkf(g,n)dgdn. (1.79)

A r's!

Si en f(&,m) es posible despreciar los términos cuadréticos y de orden mayor a 2, entonces se tiene
difraccién de Fraunhofer. Si los términos cuadraticos no pueden ser ignorados, entonces se tiene difraccién
de Fresnel.

Las ecuaciones (1.70) y (1.79) son de interés en este trabajo puesto que, como mds adelante se vera,
Wolf hallé una gran similitud entre éstas y ciertas formas del teorema de van Cittert-Zernike.
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Capitulo 2

Coherencia de segundo orden

2.1. Coherencia de segundo orden en el dominio espacio-tiempo

Una fuente real de luz puede interpretarse como un conjunto de fuentes puntuales, cada una de las
cuales estd sujeta a condiciones fisicas diferentes, por lo que las emisiones son aleatorias. Esto causa que las
perturbaciones fluctiien en cada punto del espacio, es decir, sus caracteristicas como amplitud y fase varian
aleatoriamente en cada punto del espacio. En este capitulo se consideraran solamente ondas escalares,
es decir, se asumirda que todas las ondas oscilan en el mismo plano. De esta forma no serd necesario
especificar la direccién del vector de campo eléctrico o magnético. Se usard V (r,t) para representar ondas
escalares de campo eléctrico, la representacién E(r,t) se usard en el caso vectorial, el cual se analizard
en los capitulos 3 y 4.

Como las perturbaciones épticas fluctiian de forma estocastica en cada punto del espacio, se define
un ensamble {V(r,t)} en cada punto r. Dicho de otra forma, en este tema se considera la evolucién de
la perturbacién éptica en un punto particular del espacio como un proceso estocastico. En consecuencia,
habra tantos ensambles como puntos del espacio en los que existe el campo de luz.

Sean r; y ro dos puntos para los cuales se definen los ensambles de campo eléctrico {V(r1,¢)} y
{V(ra,t)}. Ahora supéngase que se seleccionan dos valores particulares de cada proceso estocéstico, a
saber, V(ry,t1) y V(ra,t2). A pesar de su naturaleza aleatoria, es posible notar que existe cierta relacién
entre ambos valores de campo siempre que las distancias espacial (Ar = ro—ry) y temporal (At = to—1t1)
se encuentren dentro de ciertos rangos. Esto significa que V(ry,t;) estd relacionado de alguna manera
con V(ra,ts) o, equivalentemente, que existe alguna relacién estadistica o correlacién entre estas dos
cantidades. La forma de esta correlaciéon depende de la fuente y del medio de propagacién, principalmente.
En el capitulo 1 se vio que una medida del grado de correlacién entre dos variables aleatorias, x; y x;,
estd dada por su covarianza, la cual, a su vez, tiene relacién con la correlacién (z;z;) (como se definié en
las ecuaciones (1.13) y (1.18)). La coherencia dptica se refiere a la correlacién entre variables de campo
eléctrico (dada la naturaleza aleatoria de este dltimo). Es por esta razén que las funciones de coherencia
se definen en términos de funciones de correlacién.

2.1.1. Funcién compleja de coherencia de segundo orden

La funcién compleja de coherencia de segundo orden se define como
D(r1,tire, t2) = (11, rasta, to) = (V7 (r1, 1) V(re, t2)), (2.1)

es decir, la correlacién de los valores de campo en los puntos (r1,t1) v (ra,t2).

Es necesario subrayar que existe cierta ambigiliedad en el criterio para especificar el orden de la funcién
anterior. Algunos autores, como Sharma en [29] la denominan de primer orden, mientras que otros como
Mandel & Wolf en [1] la denominan de segundo orden. Para estos tltimos, el orden indica el niimero de
puntos espacio temporales entre los que se analiza la correlacion; asi, la funcién anterior es de segundo
orden porque sus argumentos son dos, a saber, (r1,t1) y (ra,t2). Sharma por su parte, asocia el orden
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con el nimero de parejas de puntos espacio-temporales entre los cuales se analiza la correlacién. En base
a este criterio la funcién anterior es de primer orden y una de segundo orden tendria la forma:

F(I‘l, tl, Iro, tQ; rs, tg, ry, t4) = <Vv>k (I‘l, tl)V* (I‘Q, tQ)V(I'g, tg)V(I‘4, t4)> (22)

En este trabajo se seguira la convencién adoptada por Mandel & Wolf, es decir, aquélla segin la cual
la ecuacién (2.1) es una funcién de coherencia de segundo orden. Esto implica que, de acuerdo a esta
convencion, la teoria de coherencia comienza con la coherencia de segundo orden. A continuacién se
describen dos casos especiales de la funcién compleja de coherencia.

Si en la ecuacién (2.1) los puntos r; y ro son distintos, entonces la funcién compleja de coherencia de
segundo orden se denomina funcién compleja de coherencia mutua:

Tio(ti, te) = T(r1,ra5t1,t2) = (V¥ (r1,t1)V(ra, t2)), (2.3)

donde la referencia a las posiciones es expresada por medio de subindices. La funcién I'15 es una funcién de
correlacion cruzada (entre variables aleatorias de diferentes procesos estocdsticos), definida en la ecuacién
(1.27). De aqui en adelante se dard por hecho que esta funcién es compleja y se hard referencia a ella
solamente como funcién de coherencia mutua.

Algunos tipos de fuentes luminosas suelen alcanzar un estado estadisticamente estacionario después
de algin tiempo. En consecuencia, la luz emitida también puede considerarse estacionaria. Esto significa
que, como se menciond en la seccion 1.1, las funciones de correlacién dependerdn de los tiempos sélo a
través de su diferencia, por lo que la ecuacién anterior debe adaptarse a la forma de la ecuacién (1.44):

Flg(T) = F(I‘l, ro, T) = <V* (1‘1, t)V(I‘g, t+ T)> (24)

En este punto es necesario recordar, por el capitulo 1, que los paréntesis angulares hacen referencia al
promedio de ensamble. Sin embargo, si el campo puede ser considerado ergédico, entonces el promedio
de ensamble es igual al promedio temporal. La expresién anterior fue introducida por Wolf en [15] 1954
y [16] 1955.

Si en la ecuacién (2.1) se satisface r; = ro, entonces la funcién compleja de coherencia de segundo
orden se denomina funcién de auto coherencia ([29], sec. 2.3, pag. 83)

Tii(ty,te) =D(ry, vyt te) = (VE(r, 6) V(e t2)), (2.5)

donde el subindice 1 aparece dos veces porque se han tomado dos variables aleatorias del mismo proceso
aleatorio, {V(r1,¢)}. La funcién T'j; es una funcién de auto-correlacién, definida en la ecuacién (1.24).
Como la funcién de auto correlacién es un caso especial de la funcién de correlacién cruzada, entonces
la funcién de auto coherencia es un caso especial de la funcién de coherencia mutua. Para campos
estacionarios, la expresién anterior se convierte en

Fll(T) = F(I‘l, ry, T) = <V* (1‘17 t)V(rl, t+ T)>, (26)

la cual es andloga a la ecuacién (1.34).

2.1.2. El grado complejo de coherencia y la ley de interferencia

A partir de esta seccion se hard referencia al arreglo del experimento de Young en diversas ocasiones.
Por tal motivo vale la pena describir su configuracion. Esta consiste en la alineacién de una fuente
luminosa, una placa opaca A con dos rendijas y, al final, una pantalla de observacién B. La fuente se
coloca sobre la mediatriz del segemento que une ambas rendijas y a cierta distancia de la placa opaca.
Esta también se encuentra separada de la pantalla de observacion en la cual se espera que, bajo ciertas
condiciones, se formen franjas de interferencia. Un bosquejo general del arreglo se muestra en la figura
2.1.

En breve se ilustrara el empleo de las funciones de coherencia para describir las relaciones estadisti-
cas, o correlaciones, entre vibraciones de luz y expresarlas en términos de cantidades observables. Mas
especificamente, dado un campo de luz (como un haz, por ejemplo) se considerara la correlacién entre
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Figura 2.1: Diagrama del experimento de la doble rendija.

funciones de ensambles de campo en diferentes puntos del mismo. Supéngase que se eligen dos de dichos
puntos, a saber, r1 y ry y se investiga la intensidad promedio en cada uno de ellos. Si r; y ry coinciden
con las posiciones de las rendijas del experimento de Young, se denominan fuentes secundarias. A cada
punto del patrén de interferencia le corresponde una diferencia de camino Optico que, si es menor a la
denominada longitud de coherencia, el contraste de las franjas es visible. La longitud de coherencia se
define como

l. = cte, (2.7)

donde c es la velocidad de propagacion de la luz y t., el tiempo de coherencia, es el ancho de banda

reciproco, es decir,
27
b~ ——. (2.8)
Aw
De acuerdo a la discusién anterior resulta aceptable la idea de que el patrén de interferencia proporcione
informacion sobre la coherencia de la luz.

El concepto de grado de coherencia es una medida normalizada de la correlacién entre vibraciones
de luz y fue introducido por Frits Zernike en [14], trabajo pionero en el estudio de la coherencia Gptica.
Algunas definiciones establecidas en esta referencia son:

= Dos vibraciones de luz son llamadas incoherentes si su superposicién no produce interferencia visible.

= El grado de coherencia de dos vibraciones de luz debe ser igual a la visibilidad de las franjas de
interferencia obtenidas bajo las mejores circunstancias. Esto dltimo se refiere a que ambas inten-
sidades sean iguales y que la diferencia de camino 6ptico introducida sea pequena. El concepto de
visibilidad V al que se refiere es el propuesto por Michelson, es decir,
<I>ma:c - <I>min

V - <I>maz + <I>mzn’ (29)

donde (I)maz € {(I)min son las intensidades maxima y minima de dos franjas adyacentes en la regién
central del patréon de interferencia.

= Sean U; y U, las amplitudes complejas de dos vibraciones de luz. Se define la intensidad mutua
€omo

(Ii2) = (U U2). (2.10)

Con el fin de interpretar adecuadamente la expresién anterior de intensidad mutua es importante hacer
la siguiente aclaracién. De acuerdo a la representacién escalar de una onda monocromatica, V(r,t) =
Attt sy ampltitud compleja es U = Ae'® (se ha omitido la dependencia espacial debido a que
se analiza la onda en una posicién particular). En el caso monocromadtico, la amplitud A y la fase ¢ no
cambian con el tiempo y, por lo tanto, tampoco U. Sin embargo, en el caso de ondas policrométicas (incluso
si son cuasi-monocromadticas) tales cantidades si dependen del tiempo y, mds aun, varfan aleatoriamente.
Es por esta razén que tiene sentido el promedio (temporal o de ensamble) en la ecuacién (2.10).
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Los conceptos de intensidad e intensidad mutua pueden ser expresados en términos de las funciones
de coherencia. Considerando esto conviene revisar el concepto de intensidad. Usualmente, la intensidad
se define como la razén de potencia 6ptica por unidad de drea y suele ser expresada como el promedio
temporal del vector de Poynting el cual, para una onda plana y linealmente polarizada, estd dado por
S = vws, donde v es la velocidad de propagacién, w es la densidad de energia electromagnética y s es
un vector unitario en la direccién de propagacién (seccién 3.1). Es importante notar que la magnitud del
vector de Poynting tiene unidades de energia/(tiempo - area). Asi, el vector de Poynting describe el flujo
radiante (potencia = energia/tiempo) por unidad de &rea.

Si v = ¢ (velocidad de la luz en el vacio) y ademéds se toma w = €|V (¢)|? (omitiendo un factor de
1/4m) y se calcula el promedio temporal de la magnitud del vector de Poynting se obtiene el promedio
de la irradiancia o intensidad:

(I) = (S) = eoc{V*(t)V (1)), (2.11)

es decir, la intensidad es directamente proporcional al cuadrado de la amplitud del campo. Con el fin de
abreviar, de aqui en adelante se omitira el factor constante eyc. Como ya se ha dicho, las expresiones de
intensidad e intensidad mutua pueden derivarse de la expresién mas general de coherencia mutua. Nétese
que cuando 7 = 0 en I'(ry,re, 7) = (V*(r1,¢)V(re, ¢t + 7)) se obtiene la expresién de intensidad mutua
J(ry,ra), es decir,

J(I‘l, I'2) = F(I’l7 ro, 0) = <V* (I‘l, t)‘/Y(I‘Q7 t)> (212)

Cuando ademas de 7 = 0, se cumple que r; = r = ro, se obtiene la expresién de intensidad ordinaria
D(r,r,0) = (V* (0, )V () = (I(x,1)). (2.13)
Zernike definié6 el grado complejo de coherencia como

_ (Uiy)
1= i (2.14)

donde U; e I; son la amplitud compleja e intensidad de la luz en la posicién r; (que en el contexto
del interferémetro de Young, puede corresponder a una de las rendijas). Zernike también mostré que la
visibilidad debia ser igual al médulo del grado complejo de coherencia, V = |7|.

De acuerdo a la terminologia empleada en este trabajo el grado complejo de coherencia se define, de
manera mds general, como ([1],[8])

I'(ry,12,7)

Y12(7) = y(r1,12,7) = ) (2.15)
\/F(rl,r170)\/I‘(r2,r270)
(definicién introducida por E. Wolf en [15] y [16]) y cumple la condicién
0 <|y2(r)] < 1. (2.16)

La desigualdad anterior tiene sentido al observar que ;2(7) tiene la forma de un coeficiente de correlacién,
definido en (1.15) de la seccién 1.1. Como ya se vio, I'11(0) y T'22(0) son intensidades, por lo que es posible
reescribir la expresién para 712(7) como

I(ry,re,7) .
(I(ry,t1))\/(I(ra, ta))

A la definicién de grado de coherencia establecida por Zernike en (2.14) se le conoce como grado complejo
de coherencia para un mismo tiempo (equal-time complex degree of coherence), se representa como
j(ri,r2) y, por las ecuaciones (2.12) y (2.17), se encuentra que su expresién matematica

(2.17)

Y2(7) = \/

J(I‘l,rg) _ F(rlar270)
I(ry, t1)) /(I (r2,t2))  /(I(r1,t1))\/(I(ra, t2))

es la misma que para 7y12(7) pero con 7 = 0, de ah{ su nombre.

(2.18)

J(I'l,rz): \/<
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Para el caso particular en que r; = r = ry, el grado complejo de coherencia se nombra como grado
complejo de auto coherencia
I'(r,r,7)
I(r,r,0)

El médulo del grado complejo de auto coherencia, |y(7)|, se denomina el grado de auto coherencia. En
[29], el tiempo de coherencia, t., se define como el tiempo durante el cual el grado de auto coherencia
disminuye a una fraccién 1/e de su méximo valor.

y(r,r,7) = (2.19)

Zernike establecié que el grado de coherencia debe ser igual a la visibilidad de las franjas de interfe-
rencia en un caso ideal. En la mayoria de las situaciones reales seran apenas aproximadamente iguales.
En la formulacién que se ofrece en [1] y [8] la visibilidad de las franjas de interferencia es igual al médulo
del grado complejo de coherencia mutua, es decir, V = |y12|. Este pardmetro nos permite definir los tres
casos mas generales del estado de coherencia de la luz estocéstica estadisticamente estacionaria:

s Coherencia total: |y12| = 1.
= Incoherencia total: |y12] = 0.
» Coherencia parcial: 0 < |y12] < 1.

En un fenémeno de interferencia ocurre la superposiciéon de ondas en cierta regién del espacio. Si en
la ecuacién anterior se considera que V(t) es la suma de dos componentes paralelas V; y V;, entonces

(V) = ((Vi + V)*) = (V%) + (V) + 2(ViV}), (2.20)

desarrollando el binomio y distribuyendo el promedio ([31]). La ecuacién anterior tiene la forma general
de una ecuacién de interferencia (ya sea que se tome un campo real o complejo) e indica que la intensidad
en la regiéon de recombinacién es la suma de las intensidades individuales més un término adicional,
llamado término de interferencia.

Supdéngase que se elige un punto arbitrario r sobre la pantalla de observacién en el interferémetro
de Young. Se desea analizar, en el punto r y en el tiempo %, la interferencia de las ondas que atraviesan
ambas rendijas (ubicadas en las posiciones rq y ro). Sean t1 y 2 los tiempos en los que la luz viaja desde
las posiciones ry y ra, respectivamente, hasta r. De forma aproximada, el campo eléctrico (usando su
representacién compleja) en (r,t) es:

V(I‘,t) :K1V(r1,t—t1) +K2V(r2,t_t2), (221)

donde K; y K5 son constantes puramente imaginarias que dependen de las caracteristicas geométricas
de las rendijas

(2.22)

siendo A; v A las dreas de las rendijas y A la longitud de onda media de la luz (se ha asumido que ésta
es cuasi-monocromdtica). Es necesario asumir que cada rendija tenga una drea muy pequena, de modo
que la amplitud y la fase del campo sean aproximadamente constantes en cada punto de las rendijas.

Como I(r,t) = V*(r,t)V (r,t), al desarrollar la intensidad y calcular el promedio (en procesos ergédicos
el promedio de ensamble es igual al temporal) se obtiene

<I(I‘,t)> = |K1|2<I(I'1,t - t1)> + |K2‘2<I(I'2, t— t2)> + 2R6{KfK2F(I‘1, I'g,tl - tg)}

(2.23)
= |K1|2<I(r1,t)> + |K2|2<I(I‘2,t)> + 2R6{KfK2F(I‘1,I‘2,t1 — tz)},

dado que en un proceso estacionario es posible desplazar el origen temporal; entonces (I(ry,t —t1)) =
(I(ry, 1)) y (I(ra,t —t2)) = (I(r, t)).

Con el fin de simplificar, sea (IV)(r,t)) = |K;|>(I(ry,t)) la intensidad en r debida tnicamente a
la rendija en r; (cerrando la rendija en ry). De forma ansloga se define (I?)(r,t)) = |Ks|?(I(ra,t)).
Haciendo 7 = t; — ¢ en la expresién anterior y usando la ecuacién (2.17) es posible obtener una ecuacién
con la misma estructura que la anterior pero involucrando el grado complejo de coherencia mutua

(I(x,0)) = IO, 0) + IO (e,0) + 2O @) (0, 0)] 2 Refy(rr,rair)),  (2:24)
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donde r; y ro son las posiciones de las rendijas. La ecuacién anterior se conoce como la ley de interfe-
rencia y muestra que es posible expresar la parte real de v(ry,ro,7) en términos de las intensidades en
las rendijas y en la pantalla de observacién, las cuales son observables, es decir, se pueden determinar
experimentalmente.

Gracias a la ley de interferencia y a la visibilidad es posible determinar la parte real y la magnitud
del grado complejo de coherencia en términos de intensidades. Sin embargo, la parte real y la magnitud
de una funcién compleja no la definen por completo. Es necesario determinar su argumento. En [30],
sec. 10.4.1, se explica que la ubicacién de las franjas debidas a luz quasi-monocromaética se recorre una
distancia de B

x = %alg(T) (2.25)

con respecto a la ubicacién esperada para las franjas de luz monocromatica y en fase. En esta expresion,
A es la longitud media de la luz, a es la separaciéon entre el plano que contiene las rendijas y el de
observacién, d es la distancia entre las rendijas y ay2(7) se define como

a12(7) = 2707 + argy12(7) (2.26)

y argyi2(7) es el argumento de ~;2(7). Por lo anterior, el grado complejo de coherencia puede ser deter-
minado en funcién de intensidades y separaciones entre franjas del patrén de interferencia.

2.1.3. Propagacién de las funciones de correlacién
La funcion de coherencia mutua como solucion de la ecuacién de onda

A continuacién se mostrara que la funcién de coherencia mutua satisface la ecuacién de onda, lo cual
fue probado por E. Wolf en [16]. Se ha definido a V(r,t) como la representacién compleja del campo
eléctrico de una onda de luz, entonces debe satisfacer la ecuaciéon de onda

1 92

2
A\ V(r,t) — g@

V(r,t) =0. (2.27)

Si se considera que V(r,t) es una funcién analitica asociada al campo eléctrico real (half range complex
analytic function, seccién 1.2), entonces puede ser expresada en términos de sus componentes espectrales
v(r,v) como una transformada inversa de Fourier

V(r,t) :/ v(r,v)e 2™y, (2.28)
0

El limite inferior de la integral es 0 y no —oo puesto que se estd empleando la representaciéon de senal
analitica compleja, como ya se dijo. Introduciendo la expresiéon anterior en la ecuacién de onda se tiene

que
o ; 1 62 e -
2 —12mwvt = —i2nvt —
\Y {A v(r,v)e du] 290 {/0 v(r,v)e du} 0

) ) 1 oo 2 .
/0 V2[v(r,v)]e” ™ idy — /) u(r, l/)%[eﬂ%”t]du =0 (2.29)
* o2 2mv\ ? —i2nvt
Veu(r,v) + — v(r,v)|e dv =10
0
De la ecuacion anterior se obtiene que
27\ 2
V2u(r,v) + (c) v(r,v) =0. (2.30)

Por otro lado, conviene expresar la funcién de coherencia mutua I'(rq, ra, 7) en términos de las compo-
nentes espectrales del campo complejo en las posiciones ry y ro. Esto se logra como sigue. Por la definicién
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de I'(r1,re, 7) y asumiendo que el haz de luz puede ser descrito como un proceso estacionario y ergédico
se tiene que

F(I‘l,I‘Q,T) = <V*(r1,t)V(r27t—|— T)>

(2.31)
= lim —/ V*(ry,t)V(ra, t + 7)dt.

La correlacién cruzada de las funciones f(t) y g(t) es igual a la convolucién de f*(—t) y g(t), es decir,

/f g(t + 7)dt = / FH(=t)g(r — t)dt. (2.32)

Si, en la ecuacién anterior, V(ry,t) toma el lugar de f(t) y V(ra,t) el de g(t), se tiene
/ V*(ry,t)V(rg,t + 7)dt = / V*(ry, —t)V(re, 7 — t)dt = C(7). (2.33)

En esta ecuacion, la integral del segundo miembro define una funcién conocida como la convolucién de
V*(ry, —t) y V(r2,t) y en lo sucesivo se denotaré por C(7). (Recordatorio: C(z) = [ C1(y)Ca(z—y)dy).

En el anélisis de Fourier se establece que
(=0 = F {0}, (2.34)
(F{ 7} representa la transformada de Fourier) por lo que
F{V*(r1,-t)} = F{V(r1,t)} =v*(r1,v), (2.35)

de modo que v(ry,v) es la transformada de Fourier de V (ry,t). Si, ademds, v(ra,v) es la transformada
de Fourier de V(ra,t), por el teorema de convolucién en el tiempo se tiene que

F{C(n)} = /OO C(1)e™Tdr = v*(r1,v)v(ra, V). (2.36)
Aplicando la transformada inversa de Fourier a la ecuacién anterior se tiene
C(r) = /000 v*(ry, v)u(re, v)e "™ dy. (2.37)
De las ecuaciones (2.33) y (2.37) resulta
/Oo V*(ry,t)V(re,t +7)dt = /000 v*(ry, v)v(re, v)e 2™ dy, (2.38)
de donde
Tl& 5T / V*(ry,t)V(re, t + 7)dt = lgréo % /OC v*(ry, v)v(re, v)e 2™ dy (2.39)
y por lo tanto
I(ry,re,7) = Tl;r{l)o % /0°° v*(r1, v)v(re, v)e” ™ dy. (2.40)

Empleando la ecuacién anterior y el operador

0? 62 0?
V% =33 T3 3 + 872’%

57 " 5y (2.41)

es posible calcular el laplaciano de la funcién de coherencia mutua con respecto a las coordenadas del
punto ry:

1 > .
Vil (ry,1e,7) = Tlirréoﬁ/ [V20* (11, v)]u(re, v)e 2™ dy, (2.42)
0
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2
pero por la ecuacién (2.30): Viv*(r1,v) = — <27:’) v*(r,v) =
VQF( ) 27T2 i 1 > 2 *( ) ( ) —i27rm—d (2 43)
ry,r = ——F l1m —= 1% ry,v ro,V V. .
1AL 2T 2 TheeT J, UV LYIOERYE

Si ahora se deriva I'(rq, 1o, 7) dos veces con respecto al tiempo, se obtiene

H2 1 o .
ﬁf‘(rl,rg,r) = —272 Th_r}réo —/O v20* (ry, v)u(re, v)e 2™ dy. (2.44)

Comparando las dos ultimas ecuaciones es facil notar que

1 02
2 _
vlr(rl,rQaT) - 67287_21—\(1‘131‘277—) - 07 (245)
es decir, en el vacio, la funciéon de coherencia mutua satisface la ecuacion de onda. Repitiendo el proceso

anterior pero ahora usando el operador

0? 02 H?
Vi= 4+ 2.46
27 Oal + dy3 + 073 (2.46)
se obtiene
) 1 92
Vil (r1,ra,7) — ng(rl,rz,T) =0. (2.47)

Las ecuaciones (2.45) y (2.47) indican que, en el vacio, la funcién de coherencia mutua satisface la
ecuacion de onda con respecto a cada uno de sus puntos y a la diferencia temporal 7. Dichas ecuaciones
tienen un cardcter general en el sentido de que muchos resultados establecidos por Zernike y otros (como
el teorema de Van Cittert-Zernike) pueden ser derivados de ellas. [10]

La funcién de intensidad mutua como solucién aproximada de la ecuacién de Helmholtz
Sean V (ry,t) = Ay (1)1 (=9t v V(ry 1) = Ay(t)el?2()=9 Jas representaciones complejas de campo
quasi-monocromatico en las posiciones ry y ro. Luego,

V*(r1, )V (v, t +7) = Ay (t) Ay (t 4 7)eile2(tFT =01 )] —ior

Sin embargo, si 7 es menor al tiempo de coherencia, son véalidas las aproximaciones As(t + 7) ~ As(t) y
@2(t + 7) = ¢2(t). En consecuencia,
V*(r1, )V (ra, t +7) = Ay (t) Ag(t)ello2B =@ gior
~ V*(ry, 1)V (rg, t)e 7.

Por lo anterior y por las definiciones (2.4) y (2.12),

D(ri,ra,7) & J(ri, ra)e ™7, (2.48)
y por la ecuacién (2.18) N

y(ri,re,7) & j(r1,re)e . (2.49)

Si se emplea la aproximacién (2.48) en las ecuaciones de onda, (2.45) y (2.47), se obtiene por desarrollo
directo - -
V2J(ry,ra) + k2 J(r1,r2) =0 vy ViJ(ri,ro) +k*J(ry, o) =0, (2.50)

esto es, cuando 7 es menor que el tiempo de coherencia, la intensidad mutua satisface, de manera apro-
ximada, la ecuacién de Helmholtz con respecto a ry y a ro.

En [14] Zernike present6 la ley de propagacién para la intensidad mutua cuya deduccién también se
encuentra en [3], sec. 5.4, y en [8], sec. 3.4, y aqui se resume brevemente.
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Primero es necesario hacer un par de consideraciones acerca del principio de Huygens-Fresnel (sec.
1.3). Primero, note que el primer factor de la ecuacién (1.70), Ae**" /rq, es la amplitud compleja en el
frente de onda de radio rg, como se explica en la subseccién 1.3.1. Segundo, bajo la hipdtesis de que
el angulo de difraccion es pequeno, se puede pensar que la luz atraviesa una regién correspondiente a
la primera zona de Fresnel y, por la ecuacién (1.69), K; = —i/A. Dado que en un haz la direccién de
propagacion de las ondas es paraxial, se satisface la hipétesis anterior.

Ahora considere una superficie A que es atravesada por un haz de luz quasi-monocromaética. Sean )y
un punto arbitrario sobre la superficie y U(Q1) la amplitud compleja en dicho punto. Por el principio
de Huygens-Fresnel, y tomando en cuenta las consideraciones anteriores, es posible calcular la amplitud
compleja en un punto P; en términos de la amplitud compleja a través de la superficie como

Zk)Rl

f V(@)= —Q1. (2.51)

En la expresién anterior, R; es la distancia entre Q; y P;, k es el nimero de onda asociado al valor
medio de la longitud de onda, A, y dQ; es el elemento de superficie indicado por la posicién Q. Ademas,
note que la superficie A no es necesariamente el frente de onda esférico considerado en la formulacién del
principio de Huygens-Fresnel. Por esta razén la amplitud compleja sobre la superficie no es constante y,
en consecuencia, en este caso no puede salir de la integral. De manera completamente andloga se repite
el célculo para un segundo punto, P,

lkRg

Ry

U(P, j U(Q2) —dQs. (2.52)

Empleando las dos ecuaciones anteriores es posible calcular la intensidad mutua entre las posiciones P;
y P, como

zk (R2—R1)
J(Py, Py) = (U*(P)U( / / J@Q1, Q) 4Q1d @y, (2.53)

siendo ésta la ley de Zernike para la propagacion de la intensidad mutua.

2.1.4. Teorema de Van Cittert-Zernike

Tanto la deduccién matematica como el significado del teorema de Van Cittert-Zernike se discuten
en diferentes referencias, por ejemplo en [8], [1], [30] vy [3]. En esta tltima, la formulacién del teorema
se deduce a partir de la ley de propagacién de la intensidad mutua. Por su parte, [8] presenta una
construccién mas intuitiva. Comienza considerando una fuente extendida plana S como un conjunto de
fuentes mas pequenas S, (de dimensiones menores a la longitud de onda promedio de la luz emitida)
de modo que cada una de ellas emita ondas esfeficas y que la suma de las contribuciones de todos estos
elementos sea igual al campo de la fuente extendida. Dado que se desea calcular la intensidad mutua a
cierta distancia de la fuente, se consideran dos puntos de observacién P, y P» contenidos en un plano
paralelo al plano de la fuente.

Si las distancias entre cada elemento S, y los puntos de observacién, R,,1 y R2, son considerable-
mente mayores a las dimensiones de la fuente y los dngulos que forman con la normal al plano de la fuente
son pequenos, entonces el campo en un punto P; es la suma de los campos debidos a cada elemento S,

Amt_RmrLC —io(t— /e
t):ZVmi(t):Z—( = [©) pict=Runi/e) (2.54)

mi
m

recordando que las ondas son esféricas. Por la representacion anterior del campo, la intensidad mutua en
Pl y PQ es

TP P) = OVa(t) = S (Vi Vi) + 330 (Via@Vaal®):  (2:59)

m
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Bajo la suposicion de que los campos generados por las fuentes .S, son estadisticamente independientes
y tienen promedio nulo, el segundo término del miembro derecho de la ecuacién anterior también es nulo.
En consecuencia,

eXp [%(RmZ - le)]
leRm2

exp [lé(RmQ - le)]
leRmQ .

J(P1, Py) = (A5, (t = Rin1/¢) A (t — Rz /c))
(2.56)

= (A5, (1) At + (Rm1 — Rm2)/c])

En el dltimo paso se ha reemplazado ¢ por t + R,,1/c aprovechando el cardcter estacionario del campo.
También se ha usado k = @/c. Ademds, en un campo quasi-monocromatico, la amplitud a(t) y la fase
@(t), si bien varian con el tiempo, lo hacen muy lentamente en intervalos que son menores al tiempo
de coherencia t.. Es decir, a(t) =~ a(t +t') y ¢(t) = ¢(t +t'), siempre que ¢ < t.. Esto implica que
At + (Rm1 — Rma)/c] = An(t), por lo que la expresién anterior se simplifica

exp [ik(Rmz2 — Rm1)]
leRm2 .

J(P, Py) = (A5, () A (1)) (2.57)

m

Vale la pena comentar que la cantidad A, no es amplitud (recuérdese que la amplitud de una onda
esférica es A,,/R), més bien tiene unidades de amplitud x distancia. Esto significa que la cantidad
(Ar (t)A,,(t)) tendrd unidades de amplitud? x distancia?, o bien, intensidad x area. Por este andlisis
dimensional, al considerar la fuente extendida como continua (asumiendo que los elementos S, pueden
considerarse infinitesimales), la cantidad (A, (t)A..(t)) puede ser interpretada como la intensidad en
la posicién (x,y) del elemento diferencial por el drea de éste, es decir, en el limite (A% (t)A,,(t)) =
I(x,y)dxdy. Al reemplazar la sumatoria por integracién se obtiene

I = [ 1o [ik(Fa(e,y) ~ Ral@: )] 4, (258)

S Rl(xvy)RQ(xvy)

siendo x y y las coordenadas que barren la superficie de la fuente extendida S. La expresién anterior
devuelve intensidad cuando P, = P = P,

I(x,
I(P):/SRQ((:E,ygj)dxdy (2.59)

y, por la ecuacién (2.18), el grado complejo de coherencia para el mismo instante de tiempo es

exp [ik(Ra(x,y) — Ri(z,y))]

1
VT A e ey

Esta es la formulacién matematica del teorema de Van Cittert-Zernike.

Wolf noté que la estructura matematica del teorema de Van Cittert-Zernike era similar a la distribucién
de luz de una onda esférica difractada por una rendija en una pantalla oscura. También observé similitud
entre la ley de Zernike para la propagacion de intensidad mutua y una férmula basada en el principio de
Huygens. [9] Con el fin de ilustrar la primera similitud, se escribird la integral de difraccién basada en el
principio de Huygens de la seccién 1.3, pero en este caso para una onda convergente

U(P) :A//SK(X)e—ikro ei:s

To

ds. (2.61)

Puede verse que la forma de esta expresién es muy parecida a la de la ecuacién (2.60), si bien las cantidades
que describen ambas ecuaciones son diferentes.

Cuando los puntos P; y P» se encuentran a distancias grandes de la fuente (far zone), entonces,
al considerar a (X1,Y7), (X2,Y2) y (§,71) como las posiciones de P;, P, y de un elemento diferencial
sobre el plano de la fuente, respectivamente, y a R como la distancia entre el plano de la fuente y el
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plano que contiene a P y P», entonces se deriva ([8], sec. 3.2, pdgs. 42,43) la forma del teorema de Van
Cittert-Zernike para zonas distantes

e*“/’ffa I(g,n)e*ik@fﬂn)dgdn

(P, Py) = 2.62
Jn ) T TEndea 20
donde - , , ,
_ KR(X5 + YY) — (X7 + Y] X - Xy Y-V
Y= 5F ) y 4=—F (2.63)

La ecuacién (2.62) tiene una forma similar a la difraccién de Fraunhofer (cuando en (1.79) f(&,n) consta
s6lo de términos lineales). Con el tiempo, Wolf hallé la causa de estas similitudes: la ley de propagacién
de intensidad mutua y el teorema de Van Cittert-Zernike son soluciones aproximadas de la ecuacién de
onda para la funcién de coherencia mutua, de la misma forma en que el principio de Huygens-Fresnel lo
es para la ecuacién de onda para campo electromagnético. [9]

2.2. Coherencia de segundo orden en el dominio espacio-
frecuencia

En la seccion anterior se establecié que en cada posicién del espacio el campo eléctrico se representa
por medio de un ensamble {V (r,t)}, el cual consiste en un conjunto infinito de realizaciones. Dada una
realizacién particular arbitraria, 7V (r,t), se asumirad que es posible calcular su transformada de Fourier

i¢(e,v) = /Oo IV (r,t)e* ™ dt. (2.64)

— 00

Aqui no se hablard del proceso para justificar que una realizacién de un esamble tenga transformada
de Fourier puesto que es largo. Bastara con comentar que, al ser 7V (r,t) una realizacién de un proceso
aleatorio estacionario, entonces su distribucién de probabilidad no depende del tiempo, de manera que
nada asegura que 7V (r,t) — 0 cuando t — —00 o cuando t — oo y, por lo tanto, no es posible asegurar
que la energfa de dicha funcién sea finita. Dicho de otra forma, no es posible asegurar que 7V (r,t) sea
de cuadrado integrable, lo cual es una condicién para que una funcién del tiempo tenga transformada de
Fourier. Si fuera posible hallar la transformada de Fourier de cada relizacién 7V (r,t), se encontrarfa un
nuevo ensamble {{(r,»)} con el mismo nimero de elementos que el anterior.

2.2.1. Teorema de Wiener-Khintchine

Al evaluar el promedio de ¢*(r,v)((r, ), es posible mostrar (como se describe en [8]) la relacién

<<*(r7y)4(r7y/)> = S(I‘, V)(S(V - Vl)a (265)
en la que 0 representa la funcién delta de Dirac y S(r,v) se define como
S(r,v) = / [(r,r,7)e*™ dr (2.66)

ecuacién que, al ser invertida, da lugar a la expresién
S .
I(r,r,7) = / S(r,v)e ™ dy, (2.67)
0

en la que se ha usado la representacién de senial analitica compleja. A S(r,v) se le da el nombre de
funcién de densidad espectral. Las dos ultimas ecuaciones resumen el teorema de Wiener-Khintchine
segtn el cual, la funcién de auto-coherencia I'(r,r,7) y la densidad espectral S(r,v) forman un par de
transformadas de Fourier.
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Ahora considérense dos ensambles {V (ry,t)} y {V(ra,t)}, asi como sus correspondientes en el espacio
de la frecuencia, {{(r1,v)} y {{(r2,v)}. De forma andloga, es posible introducir la funcién de densidad
espectral cruzada W (ry,ra, v) al derivar la relacién

<<* (I‘17 V)C(r27 l/)> = W(rla ra, l/)d(V - V/)' (268)
Su definicién explicita
W(ri,ro,v) = / [(ry, 12, 7)™ dr (2.69)
y su inversién
I‘1, ro, T / W I‘17 ro,V 127”/le/ (270)

conforman el teorema generalizado de Wiener-Khintchine, que establece que la funcién de coherencia
mutua I'(ry,re, 7) y la funcién de densidad espectral cruzada W (ry, rg, v) conforman un par de transfor-
madas de Fourier.

La funcién de densidad espectral es un caso especial de la funcién de densidad espectral cruzada.
Como puede observarse en (2.65) y (2.68), cuando ry = r = rs se tiene

S(r,v) =W(r,r,v). (2.71)

Una propiedad importante de la funcién de densidad espectral cruzada es que satisface la condicién
de Hermiticidad. Empleando la ecuacién (1.47) (Hermiticidad de I'(ry,ra, 7)) en (2.69),

W*(I‘l, Iro, I/) = / F(I‘Q, ry, 7T)€7i27TVTdT (2 72)

=W (rq,r1,v).

2.2.2. Representacion de modos coherentes

La funcién de coherencia mutua se define como una correlacion entre funciones de ensambles de campo
eléctrico. Sin embargo, de acuerdo a (2.68), la funcién de densidad espectral no se representa de la misma
forma. Con el tiempo se mostré que es posible hallar ensambles de funciones tales que W(ry, ra, v) pueda
representarse como la correlacién entre dos de ellas. Wolf describe esto en [18] para el caso de ondas
escalares (el caso vectorial se analiza en [19] y en [27]). En las siguientes lineas se rescataran las ideas
principales para hallar los ensambles deseados.

Dado que la funcién de densidad espectral cruzada satisface la condicién de Hermiticidad (2.72), es
de cuadrado integrable y definida no negativa (consultar la referencia antes citada), entonces

I‘1,I‘2, Z)\ I‘1, )(ﬁn(I‘Q,IJ). (273)

A ésta se le conoce como la representacién de modos coherentes (coherent-mode representation) de la
densidad espectral cruzada. Las ¢,,’s y las A,,’s son eigenfunciones y eigenvalores de la integral de Fredholm

/D W(r17 ra, V)¢7L(r17 V)d3P1 = )\n(V)QSn(rQ; V)- (274)

Sea {U(r,v)} un ensamble tal que sus funciones muestrales sean combinaciones lineales de las eigen-
funciones de la integral de Fredholm, i.e.,

Zan V)n (r,v) (2.75)

donde las a,,’s son variables aleatorias. Luego

(U*(r1,v)U(ra,v ZZ ) ®r (r1, V)P (ra, V). (2.76)
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El subindice en { ), indica que el promedio se toma en un esamble definido en el dominio de la frecuencia.
Si ahora se asume que

<a2(7/)am(”)>v = )\n(V)(Smm (2.77)
entonces se obtiene

(U (r1,0)U(x2,0))y = Y _ A (1)} (r1, 1) (r2, V) (2.78)

n

y, al comparar la ecuacién anterior con (2.73), se deduce que
W(ry,re,v) = (U (r1,v)U(r2, V), (2.79)

i.e., es posible representar la densidad espectral cruzada como una correlaciéon entre ensambles de funciones
de onda monocrométicas {V(ry,t) = U(ry,v)e 2™} y {V(ra,t) = Ul(ra,v)e” ™!}, Es importante
resaltar que U(r;, v) no es una componente espectral de V(r;,t) sino su amplitud compleja, i.e., U(r;,v) #

C(I‘i,V).

2.2.3. El grado espectral de coherencia y la ley espectral de interferencia

De forma andloga al grado complejo de coherencia mutua, se define el grado espectral de coherencia
(también complejo) en la frecuencia v y en los puntos ry y ro como

u(r1, 19, 0) = W(ry,ro,v)
\/W(rl,rl, v) \/W(rg, ro, V) (2.80)
B W(r1,ro,v)
-~ /S(r1,v)/S(ra, )
Al ser una medida normalizada, cumple la condicién
0 < |u(ry,ra,v)] < 1. (2.81)

El grado complejo (temporal) de coherencia y el grado espectral de coherencia no satisfacen la tesis del
teorema de Wiener-Khintchine. Esto es, las funciones v(ry,r2,7) y pu(ry, ra,v) no conforman un par de
transformadas de Fourier.

La visibilidad espectral se define como

Sma:z: (I‘, I/) - Smin(ra V)

V(I‘, V) = Smaz (I‘, I/) + Smin(ra V) 7

(2.82)

donde las densidades espectrales maxima y minima se toman en una pareja de franjas adyacentes de
interferencia. La visibilidad espectral también satisface

V(r,v) = |u(ry, re, v)|. (2.83)

De forma similar al analisis realizado en el espacio-tiempo, es posible obtener la version espectral de
la ley de interferencia y expresarla en términos de densidades espectrales. [8] la deduce a partir de la
representaciéon del modo coherente del campo. El desarrollo que se resume en las siguientes lineas es el
sugerido por [1]. En el mismo contexto anterior del interferémetro de Young se usa la expresién (2.21) de
V(r,t) para calcular la funcién de auto-coherencia

I(r,r,7) = |K1|2F(r1, ri,7)+ \K2|2F(r2, ro,7) + K{Kol'(ry, 19, 7 +t1 — t2) + K1 KT (ro, 11,7 + t2 — t1)
= |K1[°T(r1,11,7) + [K2[*T (r2, 72, 7)
+ K;KoD(ry, 19, T)e—z'erl/(t1—t2) + K K3T(rg, 11, 7_)6—2'27w(t2—z&1),
(2.84)

donde se ha empleado el hecho de que la amplitud a(t) y la fase ¢(¢) varfan muy lentamente en intervalos
menores al tiempo de coherencia t.. Como se dijo antes, a(t) = a(t +t') y ¢(t) = ¢(t + '), siempre que
t' < t.. Por lo anterior,

V(ry, T+t — to) = V(ry, 7)e 2™ ti—t) (2.85)

27



CAPITULO 2. COHERENCIA DE SEGUNDO ORDEN
2.2. COHERENCIA DE SEGUNDO ORDEN EN EL DOMINIO ESPACIO-FRECUENCIA

lo que, a su vez, implica _
[(ry,re, 7 +t1 — t2) ~ T'(ry, o, 7')6‘12’”’(’5142). (2.86)

Al tomar la transformada de Fourier de la expresién (2.84), por el teorema de Wiener-Khintchine, se
obtiene

W(r,r,v) = |K1\2W(r17r1,u) + |K2|2W(r2,r2,1/)

+ K{KoW(ry,ra, Z/)e_i%”(tl_tg) + K1 K3W(rg,ry, 1/)6_1'27’”(“_’51)7 (2.87)

mientras que por (2.71) y la Hermiticidad de W (ry,rs,v)
S(r,v) = |K1|2S(r1,v) 4 |K2|?S(ra, v) + 2Re{ K} Ko W (r1, r9, v)e 2 (—t2)} (2.88)
Sean SM(r,v) = |K;|?S(r1,v) la densidad espectral debida a la luz que atraviesa la rendija r; con la

otra rendija obstruida y S®)(r,v) = |K3|2S(r2, ) la complementaria. Si ademas se emplea la expresion
del grado espectral de coherencia (2.80) se llega, finalmente, a la expresién

S(r,v) = SO (r,v) + S@(r,v) + 2[SP (r,)]2[SP (r, )] 2 Re{pu(r1, ra, v)e 2 (1—t2)} = (2.89)

La anterior es la version escalar de ley espectral de interferencia y establece que la parte real del grado
espectral de coherencia puede hallarse en términos de densidades espectrales. Asi como las intensidades
son las observables en el dominio espacio-tiempo, las densidades espectrales lo son en el dominio espacio-
frecuencia.

En [32] James y Wolf proponen un método para determinar experimentalmente la magnitud |u12(v)]
y el argumento 812(v) del grado espectral de coherencia para ondas escalares. Aqui se resumen las ideas
importantes de este método. Primero es necesario asegurar que S(l)(r, v)= S (r,v) en la ley espectral
de interferencia, por lo que

S(r,v) = 280 (r, 1){1 + |j12(v)]| o8 [Bra(v) — 277}, (2.90)
donde se ha hecho 7 = t; — t5. En seguida se define la funcién

_ S(r,v)
f(r,v) = 25 (r, v) o (2.91)
= [ju1s(v)] cos [B1z(v) — 27].

Por el primer renglén de esta ecuacién puede verse que f(7,v) puede ser calculada en términos de den-
sidades espectrales y, por lo tanto, determinada a partir de mediciones. Al desarrollar cos [S12(v) — 277]
por identidad trigonométrica y renombrar las partes real e imaginaria de u12(v) como

Cra(v) = |p2(v)|cos [Bra(v)] y  Si2(v) = |paa(v)]sin [Bra(¥)], (2.92)

respectivamente, se tiene que
f(r,v) = C2(v) cos (2mvT) + S12(v) sin (27vT). (2.93)

Sigue medir f(7,v) para dos diferencias de tiempo, 71 y 7o diferentes, de manera que se obtengan dos
ecuaciones
f(m,v) = Ci2(v) cos (2mvTy ) + S12(v) sin (27vTy) (2.94)

f(m2,v) = C12(v) cos (2mvTe) + S12(v) sin (27v7s). (2.95)

Es necesario recordar que 7 y 72 estan asociadas a diferencias de camino y, por lo tanto, se pueden medir.
Al resolver las dos ecuaciones anteriores para C12(v) y S12(v) se obtienen las expresiones

Cra(v) = sin (27vry) f (12, v) — sin (27vme) f (11, V) , (2.96)

sin [27v(11 — 72)]
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S1a(v) = cos (2rvmy) f (12, v) — cos (2mvTe) f (11, V) 7 (2.97)

sin [27v(m — 71)]

asumiendo que sin [27v(my — 72)] # 0. La magnitud y el argumento de pi2(v) se calculan como

2]

ln12(V)] = V[C12(W)]? + [S12()]> ¥y Bra(v) =tan™! [ (2.98)

respectivamente.

2.2.4. Propagaciéon de la funcion de densidad espectal cruzada

Por la ecuacién de onda (2.45) y el teorema generalizado de Wiener-Khintchine, (2.69), (2.70), se tiene
que

o0 2 oo
/ [V%W(rl,rg,une"27”"dv+(2””) / W (r1, £20)e 27T dy = 0
0 ¢ 0 (2.99)

oo
/ [V2W (r1,12,v) + E*W (r1, 12, v)]e” 2™ 7dy = 0,
0

lo que implica
VAW (r1,10,v) + K*W(ry,t0,v) =0 vy VaW(ry,re,v) + k*W(ry,re,v) = 0. (2.100)

La segunda ecuacién se ha obtenido repitiendo el proceso con el operador V3. Se ha mostrado que la
funcién de densidad espectral cruzada satisface la ecuacién de Helmholtz con respecto a r1 y a rs.

2.2.5. Ventajas del dominio espacio-frecuencia

El estudio de la coherencia en el dominio espacio-frecuencia brindé informacién que no fue descubierta
en el dominio espacio-tiempo. Algunas diferencias entre ambos dominios y ventajas del primero son:

= Tanto la funcién de coherencia mutua (V*(ry,t)V(rs,t+ 7)) como la de densidad espectral cruzada
(U*(r1,v)U(ra,v)) se definen, en general, en dos puntos. Sin embargo, en el primer caso se necesita
introducir un desfase temporal, 7, lo que no ocurre en el caso de la frecuencia.

= En el estudio de la coherencia de la luz que se propaga en medios que presentan efectos de dispersion
y absorcién resulta més apropiado emplear funciones de correlacién que dependan de la frecuencia
y no de la diferencia temporal 7. [10]

= En [32] James y Wolf mencionan que gracias al concepto de grado espectral de coherencia fue posible
descubrir que, en general, el espectro de un campo radiado por una fuente parcialmente coherente
es diferente al espectro de la fuente misma. Esto dio lugar al estudio de los cambios inducidos
por correlacién que, a su vez, ha generado un gran nimero de avances en cuestiones tedricas y
experimentales, siendo un ejemplo la espectroscopia de coherencia espacial. [33]
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Capitulo 3

Polarizacion de la luz

3.1. Formalismos de polarizacién

En una onda electromagnética, tanto el campo eléctrico E como el campo magnético H oscilan en
un plano cuya orientacién puede permanecer invariable o cambiar conforme la onda se desplaza. La
orientacion de dichos planos de vibracién determina la polarizacién de una onda.

Como es mencionado en [11], existen diferentes mecanismos para modificar la polarizacién de una
onda electromagnética, siendo los cuatro principales: el dicroismo (o absorcién selectiva), la reflexion,
el esparcimiento y la birrefringencia. En este texto se resumirdn algunos formalismos para describir el
estado de polarizacién de la luz sin tomar en cuenta los mecanismos fisicos empleados para modificar
dicho estado.

3.1.1. Propiedades de una onda electromagnética plana

La fase de una onda electromagnética plana (no necesariamente arménica) tiene la forma ¢ =s-r —
vt + ¢, donde s es el vector (unitario) que indica la direccién de propagacion de la onda, v es la velocidad
y ¢ es una constante de fase. Por lo anterior

E=E(s-r—vt+¢) y H=H(s-r—vt+¢). (3.1)

Ademds, como se explica en [30], es posible mostrar que

dE dH
VxE:sx@ y VxH:sx%. (3.2)
Por lo anterior, por la ley de Faraday (ecuacién de Maxwell)
1d
VxE+-—B=0 3.3
X cdt (3:3)
y bajo la consideracién B = pH, se obtiene que
dE 1d 1 dH
VXxE= — =——pH)=-~| —v— 34
KE=sx G = -1 ) ( vdw)’ (3.

es decir,
dE  vudH

Como s es un vector constante, es posible integrar con respecto a ¢ y, haciendo la sustituciéon 2 = \/1577

se obtiene finalmente
H=,/SsxE. (3.6)
1
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Mediante un procedimiento andlogo, por la segunda parte de la ecuacién (3.2), por la ecuacién de Ampere
(ecuacién de Maxwell)
1d A,

H--—-D=— .
v X cdt = (3:7)

y bajo las consideraciones j = 0 y D = €¢E, se obtiene

E= \/gs < H. (3.8)

La terna {\/Es, E,H} conforma un sistema ortogonal sujeto a las leyes de la permutacién circular.

En consecuencia, de (3.6) o (3.8), se deduce que las magnitudes de E y H cumplen la relacién
VeE = JhH. (3.9)

De la teoria electromagnética se sabe que si E y D son linealmente dependientes y H y B son
linealmente dependientes (lo cual se cumple en un medio isotrdépico) entonces las densidades de energia
eléctrica y magnética estan dadas por

1

=—H-B 3.10
LH B, (3.10)

1
we=—E-D v wy,
s

respectivamente. La densidad de energia total es w = w, + w,,, ¥y como se ha supuesto que D = ¢E y que
B = H, es posible obtener, haciendo uso de (3.10), dos expresiones equivalentes para w:

eE?  pH?
— = 11
47 4 (3:.11)
El vector de Poynting S se define como
S= “ExH (3.12)
o Anm ’

y representa el flujo de energia por unidad de tiempo y unidad de area. Recordando que \/%s, EvH

permutan circularmente y que s es unitario, se tiene que E x H = EHs. Luego, haciendo uso de (3.9) y
(3.11) se concluye

S = vws, (3.13)

por lo que, en el caso de una onda plana, el vector de Poynting tiene la misma direcciéon que el vector
asociado a la direccién de propagacién.

3.1.2. Polarizacion de una onda armoénica plana

En esta seccién se analizara la evolucién de la orientacién del vector de campo eléctrico de una onda
armonica plana, caracteristicas por las cuales cada componente cartesiana de E y H puede representarse
como a; cos (s + ¢;), donde ¢ = wt — k - r. De acuerdo a esta representacién, la componente cartesiana
i-ésima estd especificada por dos parametros, a saber, a; y ¢;, que en este caso son constantes.

Si una onda electromagnética armoénica plana se desplaza en la direccién positiva del eje z, entonces
los vectores E y H deben ser perpendiculares al vector unitario Z y por lo tanto estar contenidos en el
plano XY. Esto implica que E puede descomponerse en dos componentes ortogonales representadas de
la siguiente forma:

E; = Eoz cos (s + ¢u), (3.14)

E, = Egycos (s + ¢y). (3.15)
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Polarizacién eliptica

Por la identidad trigonométrica cos (o £ ) = cosacos F sinasin 3 es posible reescribir las dos
ecuaciones anteriores como sigue:

E; L

= C0S§ COS ¢, — Sin ¢ sin ¢y, (3.16)
EOm
E
—% = cos ¢ cos ¢, — sin g sin ¢y,. (3.17)
Ey,

Multiplicando la ec. (3.16) por sin ¢y, la ec. (3.17) por sin ¢, restando las dos nuevas ecuaciones y usando
la identidad sin (o & ) = sin acos § & cos asin 3, se obtiene:

— sin ¢, — ﬁ sin ¢, = cos¢sin (¢, — ¢z). (3.18)
y

De forma similar, pero ahora multiplicando (3.16) por cos ¢, y (3.17) por cos ¢,, se obtiene:

E, E L
—= cos ¢y — —2 cos ¢, = singsin (¢y — ¢z). (3.19)
EOZL’ EOy

Elevando cada una de las dos ultimas ecuaciones al cuadrado se obtienen dos nuevas ecuaciones que, al
sumarlas, producen la siguiente expresiéon

E.\* (E,\* .E. E .
(ESZ) " (Eo;) 2% ETZ, cos (¢y — ¢s) = sin” (¢ — ¢a), (3.20)
en la que al sustituir § = ¢, — ¢, se obtiene finalmente:
E. \’ < E, )2 E, E
+l=) —2 =Y cosd = sin? 4. 3.21
(EOx) Eoy Eor Eoy ( )

La ecuacién anterior indica que las componentes F, y FE, satisfacen la ecuacién de una elipse inclinada
con respecto a los ejes de referencia  y y. Si el vector de campo rota en sentido horario (viendo hacia la
fuente) la polarizacién se denomina derecha. Si el sentido es anti-horario la polarizacién es izquierda.

Ahora se verd que las componentes rectangulares del campo magnético satisfacen una ecuacién similar.

En la subseccion 3.1.1 se vio que H = , /£s x E. Ademads, como s estd en la direccién z y es unitario,

14

entonces s = z. En consecuencia:

e[S (BaeBg) = [C-Bg+ 1) (3.22)

lo que implica que
s €
H, = _\/;Eoy cos(c+¢y) v Hy= \/;E()z cos (S + ¢z). (3.23)

De acuerdo a esto, la ecuacién andloga a (3.21) para H es

H,\? ( H )2 H, H ¢
d + Y 4225 Y cosd = —sin? 4. 3.24
(EOZ/) Eoy Eor Eoy Y ( )

Polarizacion lineal

Un caso especial de la polarizacién eliptica ocurre cuando 6 = ¢, — ¢, = mm, con m € {0,+1,+2,...}.
Asi, es posible reescribir ¢, como ¢, + J, que al sustituir en (3.15) y considerar que cos (mm) = (—1)™
se obtiene la expresién

E, = (-1)"Eyycos (s + ¢z), (3.25)
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que al ser dividida por (3.14) se halla una relacién lineal (por ello el nombre de este tipo de polarizacién)
entre las componentes de E:

E, E,
=L =(-1)"=2. 3.26
7 — D o, (3.26)
De forma similar, por (3.23), se obtiene

H. 1 E

Rl 0z (3.27)

H, (_1)m EOy.

Polarizacién circular

Otro caso especial de la polarizacién eliptica ocurre cuando Eo, = Eoy = Eo y ademds § = ¢y — ¢, =

Z conm € {0,£1,42,...}. De esta forma la ecuacién (3.21) se convierte en

ma,
E2+E] = Eg, (3.28)

la cual es la ecuacién de una circunferencia de radio Fy. El campo magnético obedece una expresion
similar.

Si la polarizacién circular es derecha, entonces 6 = § + 2n7 por lo que en este caso

E, = Eycos (s + ¢z), (3.29)
E, = —Eysin (s + ¢). (3.30)
Si la polarizacién circular es izquierda, entonces § = —5 + 2n7 y
E, = Eycos (s + ¢z), (3.31)
E, = Epsin (s + ¢g). (3.32)

3.1.3. Parametros de Stokes y la esfera de Poincaré

G. G. Stokes introdujo cuatro parametros para describir la polarizaciéon de un haz de luz definidos
como se muestra a continuacion
2 2
So = EOI + Eoy,

(
s1 = Eg, — Eg,, (3.34
82 = 2Ey, Eoy cos o, (
s3 = 2Eg; Eoy sin d. (

Sin embargo, dado que es posible verificar la relacién
g = s+ 53+ 3, (3.37)

resulta que sélo tres de los parametros de Stokes son independientes. Lo anterior significa que un conjunto
de tres de los parametros de Stokes basta para especificar si la polarizacién es lineal, circular o eliptica,
asi como para especificar la excentricidad de la elipse y sentido de la rotacién. Esto concuerda con el
nimero de pardmetros independientes de la ecuacién (3.21): {Eoz, Eoy, 9}

Ya se dijo que la ecuacién (3.21) describe una elipse inclinada (o rotada) con respecto a los ejes z,
y. Sin embargo, las longitudes de los ejes de la elipse no cambian bajo una rotacion. Sea 1 el dangulo de
inclinacion de la elipse y a y b las longitudes de los semiejes de la elipse. Es posible deducir que:

a® +b* = Ej, + Ej,,. (3.38)

Es conveniente definir el dngulo x € [—m/4,7/4] como

b
tan y = Fo (3.39)
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donde el signo indica el sentido en el que la elipse es barrida.

Los parametros de Stokes estdn relacionados con los dngulos i y x por medio de las siguientes
ecuaciones:

$1 = 8g cos (2x) cos (2¢) (3.40)
S92 = 8o cos (2x) sin (21)) (3.41)
s3 = spsin (2x), (3.42)

las cuales son isomorfas a las ecuaciones para transformar coordenadas esféricas en rectangulares. Es decir,
S0, 290 y 2x corresponden a un radio constante, al angulo azimutal y al dngulo polar, respectivamente.
De esta forma, se establece una correspondencia entre cada estado de polarizacién (para una intensidad
dada) y cada punto de la superficie de una esfera de radio sg. Esta es la esfera de Poincaré.

De esta manera, los estados de polarizacion eliptica derecha son mapeados hacia el hemisferio norte
(puntos superiores al plano equatorial), mientras que los estados de polarizacién eliptica izquierda son
mapeados hacia el hemisferio sur. Las imagenes de los estados de polarizacién circular derecha e izquierda
son el polo norte y sur, respectivamente. Por 1ltimo, a los estados de polarizacion lineal les corresponden
puntos del ecuador.

3.1.4. Vectores de Jones

Para definir los vectores de Jones se hace uso de la representacién compleja de las componentes del
campo eléctrico en la forma E, = Ey,e!c+%) y B, = Fy,e!c+t?) las cuales también pueden escribirse

en forma matricial ([11], [29]):
Ez _ EOxeidh S

El vector columna del lado derecho de la ecuacién anterior recibe el nombre de vector de Jones, el cual
describe completamente la amplitud y la fase del campo eléctrico. Recordando que la ecuacién general
de polarizacién eliptica (3.21) sélo tiene como pardmetros a las amplitudes Ey,, Eoy v a la diferencia de
fases 9, es posible abreviar los vectores de Jones de la manera siguiente:

- e

donde se ha hecho uso de § = ¢, — ¢,.. La forma breve del vector de Jones

J;c _ EOx
[ JJ _ [Eoyew (3.45)
contiene toda la informacion para describir el estado de polarizacién de la onda, aunque ya no contiene

informacion acerca de las fases de las componentes del campo. La forma normalizada del vector de Jones
se obtiene considerando la condicién J,J; + J,J; =1 ([29]) de modo que

Jz| | cos®
[JJ B |:Sin0€i5:| ’ (3.46)
EOz

E
cost) = —— ¥y sinf = ——%
Eg, + EG, Eg, + B3,

donde
(3.47)

3.1.5. Matrices de Mueller

Un vector columna conformado por los cuatro parametros de Stokes define completamente el estado
de polarizaciéon de una onda. Por otro lado, existen materiales y dispositivos que modifican el estado
de polarizacién de una onda cuando ésta pasa a través de ellos. Esto significa que se modifican los
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pardmetros de Stokes de la onda. Asi, el efecto de dichos materiales y dispositivos es descrito por un
operador matricial, es decir

Sh M1 My Mz Mig| |So
St _ [M21 My Mz May| |51 (3.48)
S5 Mgz, Mszy Mss Mag| [S2]|° '

Ss My My Myz Mys| |Ss

En la ecuacién anterior el vector columna de la izquierda es el vector de Stokes final y el vector columna
de la derecha es el vector de Stokes inicial, mientras que la matriz 4 X 4 es la matriz de Mueller ([11],
[29]).

3.2. Polarizacién de haces electromagnéticos aleatorios

Un campo escalar cuasi-monocromatico, centrado en la frecuencia @, se representa como E =
Eo(t)eiwt)’m], en un punto espacial fijo. Se ha dicho que, en la realidad, la luz es de naturaleza es-
tocdstica, por lo que la amplitud Ey(t) y la fase ¢(t) no sélo varfan con el tiempo, sino que lo hacen
de manera aleatoria. Sin embargo, al hablar de ondas vectoriales existe otra caracteristica que también
cambia aleatoriamente: la orientacién del plano de oscilacién de la onda o polarizacion.

Cuando las componentes rectangulares del campo, E, y F,, se encuentran relacionadas de alguna
forma conocida es posible determinar la curva que describe la punta del vector de campo eléctrico (se
esperaria que fuera algin caso particular de la elipse) y, por lo tanto, su estado de polarizacién. Si se
conoce el estado de polarizacién de la luz se dice que estd completamente polarizada. Por el contrario,
cuando E, y E, varfan de forma aleatoria y no guardan relacién alguna entre ellas (es decir, son inde-
pendientes) es imposible conocer el estado de polarizacién de la luz, de la que se dice que es totalmente
no polarizada, también llamada luz natural, puesto que, en la naturaleza, hay muchas fuentes de luz con
esta caracteristica. Note que la esfera de Poincaré y los pardmetros de Stokes no pueden describir la luz
completamente no polarizada.

3.2.1. Matriz de polarizaciéon y coeficiente de correlacién

Con el fin de tener un modelo que describa las correlaciones entre las componentes del campo eléctrico
en un punto del espacio se define la matriz de polarizacién como

B2 E.@®)) (EXOE,0))]  [Jew Juy
J= (B (t)Ex(t)) <E;(t)Ey(t)>] = [ Ty Jyy], (3.49)

la cual, en algunas referencias, también es llamada matriz de coherencia. Sin embargo, no lo es en el
sentido general. Es decir, una matriz de coherencia I'(r1,r2, 7) es aquella cuyos elementos tienen la forma
(Ef(r1,t)E;(ro,t + 7)), con i,j = {z,y}, como se verd en el siguiente capitulo. Mds bien, J es un caso
especial de I'(rq, 2, 7), aquel en el que ry = ro y 7 = 0. Por esto, se dice que J es una matriz de correlacién
para el mismo instante de tiempo (equal-time correlation matrix).

De la definicién (3.49) se deriva que J es una matriz hermitica
Jyz = Ty (3.50)
El coeficiente de correlacién j., del haz se define en funcién de los elementos de J como

. J:m;
T Ty

y cumple la condiciéon
0< Lyl < 1. (3.52)

En [8] se explica un método experimental para determinar los cuatro elementos del la matriz J y se
muestra que ésta es no negativa definida, de lo cual se deduce la desigualdad anterior.
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Los elementos J,, y Jyy son las intensidades de las componentes del campo E, y E,, respectivamente,
mientras que Jy ¥ Jy. son cantidades analogas al concepto de intensidad mutua. Luego, por la definicién
(3.49) y las expresiones (3.33)-(3.36), es posible expresar los pardmetros de Stokes en términos de los
elementos de J

So = Sz + Jyy

1= ae Ty (3.53)
52 = Jzy + Jym

S = Z‘(Jyac - me)

y viceversa.

Luz completamente polarizada

Los tres casos generales de polarizacién son descritos por el coeficiente de correlacion jg,. El primer
caso corresponde al extremo |j;,| = 1 y describe la luz totalmente polarizada, lo que significa que E, y
E, estan completamente correlacionados. Por (3.50) y la definicién (3.51) es posible mostrar que, en este
caso, JyyJye = JzzJyy 0 bien, que

ljzyl| =1 <= Detd =0, (3.54)

donde Det significa determinante de la matriz. Si bien el concepto es ttil, la luz completamente polari-
zada no suele ser encontrada en la naturaleza. Note que una onda monocromaética estd completamente
polarizada en cada punto del espacio.

Luz completamente no polarizada

El otro caso extremo, j, = 0, describe la luz completamente no polarizada. Por la condicién de
Hermiticidad (3.50) y la definicién (3.51), se deduce, para el caso de la luz natural, que

Joy = 0= Jya. (3.55)

Ademsds, como la matriz J es invariante ante rotaciones de los ejes X y Y con respecto al eje Z, se deduce
que (ver [8])
Jyy = Jaz- (3.56)

Luego, por las dos tltimas ecuaciones se concluye que la matriz de polarizacién de la luz natural tiene la
forma

1 0
es decir, es un miltiplo escalar de la matriz identidad. Como J es invariante ante rotaciones, entonces
también lo son sus elementos, incluyendo J,,. Por lo tanto la representacién anterior de la luz natural no
depende de la orientacion de los ejes X y Y.

Luz parcialmente polarizada

El caso intermedio ocurre cuando 0 < |jzy| < 1. La luz que corresponde a esta descripcién recibe el
nombre de luz parcialmente polarizada.

Supdéngase que es posible dividir un campo de luz en dos partes, una completamente polarizada y
otra completamente no polarizada. Asi, la matriz del campo total serd la suma de la matriz de luz
completamente polarizada J® con la matriz de luz completamente no polarizada J®, i.e.,

S )
J=|7" fy} =J0 4 g, 3.58
{Jyr Jyy (3.58)
Empleando la forma de la definicién (3.49) es posible representar a J®) como
w_|B D
30 — [D* c} , (3.59)
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mientras que al emplear el resultado (3.57), J () se representa simplemente como

J _A{O 1]. (3.60)

Dado que A, B y C son intensidades, deben ser mayores o iguales que cero. Ademds, por la ec. (3.54), la
primer matriz debe satisfacer que

BC — DD* = 0. (3.61)
Por las ecuaciones (3.58), (3.59) y (3.60),
A+ B = Ju
ATC= Ty (3.62)
D=1,
D* = J,a.

Las ecuaciones anteriores proporcionan expresiones para B, C'y D que, al ser sustituidas en (3.61), se
obtiene
(Jow = A)(Jyy — A) = JayJya =0 (3.63)

o bien, al desarrollar,
A? — (TrJ)A + DetJ = 0, (3.64)

en la que T'r significa traza de la matriz. Al resolver esta ecuacién cuadratica en A se obtiene
1
A= {TrJ (T3 - 4DetJ} . (3.65)

Desde luego, una ecuacién cuadritica tiene dos soluciones. Sin embargo, la otra solucién (aquella en la
que el radical va precedido de un signo positivo) es inadmisible, pues admite la posibilidad de que By C
sean negativos (ver [8]) pero, como se ha dicho, al ser intensidades esto es imposible.

Se ha mostrado, al suponer que J puede descomponerse en J® y J()  que la descomposicién es
unica. En consecuencia es posible interpretar un campo de luz, estadisticamente estacionario, como la
composicién de uno completamente polarizado y otro completamente no polarizado. Esto fue demostrado
por primera vez por G.G. Stokes con ayuda de los parametros introducidos por él, como se menciona en
[10]. No obstante, en esta misma referencia se comenta que la descomposicién de un haz de luz en dos
(uno completamente polarizado y otro completamente no polarizado) tiene un significado local, puesto
que, como se vera en la seccién 4.3, el grado de polarizacién cambia con la propagacién del haz.

Usando la descomposicién (3.58) de la luz parcialmente polarizada y la ecuacién (3.60) es posible

escribir
J, J. P 1 0
J=|orx oy _ |Frx Pryl { } . 3.66
{Jyw Jyy] {pym pyy] “lo 1 ( )

En el miembro del extremo derecho, la primer matriz corresponde a la componente completamente po-
larizada y la segunda a la componente completamente no polarizada. Los parametros de Stokes del haz
parcialmente polarizado estdn dados por las ecuaciones (3.53), por lo que

SO = J:z::v + Jyy = Pzx +pyy +2u = Sép) + 2’“/7

S1 = Jpz — Jyy = Pzz — Pyy = S§p)7 (3 67)
Sy = Joy + Jyz = Doy + Pya = Sép)’

Sz = i(Jyz — Juy) = {(Pyz — Pay) = Sigp)'

En palabras, los pardmetros S1, S2 y S3 de una haz parcialmente polarizado son iguales a los parametros
Sfl), 5'52) y Ség), respectivamente, de la componente completamente polarizada. Esto no se cumple para el
parametro Sy, puesto que es la suma de intensidades de ambas componentes. Sin embargo, de lo anterior
puede verse que el radio de la esfera de Poincaré de un haz parcialmente polarizado serd mayor que el
radio de la esfera de su componente completamente polarizada por una cantidad igual a 2u, la intensidad
de la componente completamente no polarizada.
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3.2.2. Grado de polarizacién

Por las ecuaciones (3.62) y (3.65),

1 1
B =3 (Juw = Jy) + 5/ (Trd)? — ADetd (3.68)

y 1 1
C = 5y = Jua) + 5/ (Tr3)? = dDetd. (3.69)

De la definicién (3.49) puede verse que la intensidad total de la luz descrita por J es TrJ. Luego,
por (3.59), (3.60), (3.65), (3.68) y (3.69), las intensidades de los haces completamente polarizado y
completamente no polarizado son

I® = 773® = \/(Tr3)2 — 4Detd (3.70)

I = 7rJ® = TrJ — \/(TrJ)? — 4DetJ, (3.71)
respectivamente. La intensidad total, por su parte, es

I=1% 471 =17]. (3.72)

Tomando en cuenta la descomposicién antes justificada, se define el grado de polarizaciéon de un campo
de luz como la razén entre la intensidad debida a la luz polarizada y la intensidad total. Empleando las
expresiones de intensidades anteriores, el grado de polarizacién esta dado por

(TrJ)? — 4DetJ

P= TrJ
(3.73)
B ~ 4DetJ
N (TrJ)2
Como Jyz ¥ Jyy son reales, luego
Det = Jypdyy — |Juy|? (3.74)
y
Trd = Jpo + Jyy (3.75)
también lo son. Ademads,
(Trd)? —4Detd = (Jow — Jyy)? +4|Juy|> >0 = (T1J)? > 4Det]. (3.76)

Por lo tanto, el grado de polarizacién P, a diferencia de jg,, es real.

Noétese que, para la luz completamente polarizada, DetJ = 0 y, por lo tanto, P = 1. Por el contrario,
al tratarse de luz completamente no polarizada, DetJ = J2_ y TrJ = 2J,,, por lo que al evaluar (3.73)
se tiene P = 0. Como es de esperar, 0 < P < 1 cuando se trata de luz parcialmente polarizada.

En general, el estado de polarizacion de un haz electromagnético, aleatorio y estacionario se conforma
por el grado de polarizacién y, ademds, las caracteristicas de la elipse de polarizacién (dadas por los
parametros de Stokes en un sentido estadistico).
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Capitulo 4

Teoria unificada de polarizacién y
coherencia

4.1. Formulacion de la teoria unificada

4.1.1. Formulacion principal

En el estudio de la coherencia de segundo orden se asumié que las ondas eran escalares puesto que
no se hizo referencia a la direccién del campo eléctrico. La funcién de coherencia mutua (para un campo
estacionario) empleada hasta ahora, expresa la correlacién cruzada entre perturbaciones. Si estas pertur-
baciones representan el campo eléctrico, entonces se tiene la expresion I'(ry,re, 7) = (E*(r1,t)E(re, t+7)).
Sin embargo, un tratamiento més completo debe considerar ondas vectoriales, es decir, debe considerar
las componentes del campo eléctrico (y magnético en su caso). En consecuencia, es posible indagar las
correlaciones que existen entre las diferentes componentes cartesianas de las perturbaciones. Asi, si el
campo eléctrico de un haz existe en los puntos r; y ro, entonces se pueden considerar cuatro funciones
de coherencia mutua de la forma

Fij(rl,l‘g,T) = <E;(I‘17t)Ej(I‘2,t+T)> (41)

donde i y j representan las coordenadas cartesianas x y y (por tratarse de un haz, el campo eléctrico
no tiene componente en la direccién de propagacién). Al ordenar estas cuatro cantidades en una matriz
2 x 2 se obtiene la matriz de coherencia mutua eléctrica

T _ (B (r, ) Ea(ry, t 4+ 7)) (Eg(ry, t)Ey(re, t 4 7))
F(rlar277) = [sz(rlar%T” = |:<E;(I‘17t)Ew(I‘2,t+T)> <E;(I‘17t)Ey(I‘2,t+T)> (4.2)
Como se vio en la seccion 2.2, la funciéon de coherencia mutua y la funcién de densidad espectral
cruzada forman un par de transformadas de Fourier, por lo que es posible definir la matriz de densidad
espectral cruzada eléctrica como
1 > WT

W(ry,ry,w) = by I'(rq,re, 7)™ 7dr = [W;;(r1, re, w)]
o (4.3)

_ [(Ei(rl,W)Ez(rQ,w» (E;(r1,w)E,(rs,w))

(By(ry,w)Ey(ra,w))  (Ey(r1,w)Ey(re,w)) |’

Y Yy

siendo ésta la cantidad més importante de la teoria unificada. De la definicién anterior se deduce inme-

diatamente que
W*(ry,ro,w) = W(rs,ri,w). (4.4)

Se ha dicho que la tesis de la teorfa unificada establece que la polarizacién y la coherencia son mani-
festaciones de las correlaciones entre fluctuaciones de campo eléctrico. Esto sugiere que ambos fenémenos
deberian poder ser descritos por medio de un modelo general. La matriz de densidad espectral cruzada
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proporciona tal modelo, es decir, W(ry,ry,w) contiene informacién sobre el grado de coherencia y sobre
el grado de polarizacién del haz, de acuerdo a sus fluctuaciones en dos de sus puntos. Como se menciona
en [8] y en [20] es posible expresar, en términos de la matriz de densidad espectral cruzada, el grado
espectral de coherencia de campo eléctrico en los puntos r; y ro como

TrW (r1,r2,w)

ry,ro,w) = 4.5
n(r1, r2, ) \/TT’W(I‘l, rl,w)\/TrW(rg,rg,w) (4.5)
y el grado de polarizacién como
4DetW (r,r,w)
P=y/1—- —— "~ 4.6
\/ [TrW (r,r,w)]?’ (4.6)

donde T'r y Det indican traza y determinante de la matriz, respectivamente. La ecuacién (4.5) es andloga
a la ecuacion (2.80) de la seccién 2.2, la cual define el grado espectral de coherencia p(ry,re,w) para el
caso escalar. En el caso vectorial, como se observa en la ecuacién (4.5), el grado espectral de coherencia
involucra las trazas, es decir, depende de los elementos diagonales de la matriz W (ry,rs, w). Esto se debe
a que las componentes ortogonales del campo eléctrico no interfieren en tanto que el grado espectral de
coherencia debe ser un indicador de la visibilidad que, a su vez, se obtiene de mediciones del patrén de
interferencia.

Es posible generalizar la ley espectral de interferencia para haces electromagnéticos (ondas vectoriales)
como se explica en [8] y en [20] y para lo cual se considera, nuevamente, el arreglo del experimento de
Young cuyas rendijas se ubican en las posiciones r; y re. Los haces que atraviesan dichas rendijas se
recombinan en una pantalla, en la cual se espera que se formen las franjas de interferencia (ver figura
4.1). Es necesario notar que para cada posicién r de la pantalla de recombinacién se puede hablar de un
ensamble {E(r,w)} definido para la componente espectral de frecuencia w del campo eléctrico en dicho
punto. De esta forma, si los dngulos de incidencia y difraccién son pequenos, una componente del campo
(una realizacién de su ensamble) E(r,w) en la pantalla de recombinacién puede ser expresada en funcién
de las componentes del campo en las rendijas. Esto se expresa como

ik Ry eikR2
+ KQE(I’Q, W)

E(r,w) = K1 E(r1,w) 7 T

(4.7)

donde R; y Rs son las distancias desde r; y ro hasta r (el punto en la pantalla de interferencia),
respectivamente. K7 y Kj se definen la misma forma que en la ley de interferencia (temporal o espectral)

para ondas escalares (K; = —iA;/\), ver la subseccién 2.1.2.
A
Ry -~
.-)‘,r’ //
r e
1 R,
°
Fuente i
.rz
Frente de onda
of B

Figura 4.1: Diagrama del experimento de la doble rendija.

Definiendo la densidad espectral para haces electromagnéticos como

S(r,w) = (E*(r,w) - E(r,w)) = TrW(r,r,w) (4.8)
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y sustituyendo E(r,w) por la expresién (4.7) en la dltima ecuacién se obtiene, después de desarrollar,

16 o - ikt
S(I‘,W): ?S(rl,W)+?S(r2,W)+K1K2<E (I‘l,w)~E(I‘2,(U)>W
1 2 1412 49)
eik’(Rz—Rl) * ( :
+ (KfK2<E*(I’1,w> . E(FQ,W)>M> 5

donde se ha usado el hecho de que el complejo conjugado (denotado como *) se distribuye sobre el
producto. Nétese que, en la expresién anterior, los dos tltimos términos son complejos conjugados por lo
que su suma debe ser el doble de su parte real. Si, ademds, se toma en cuenta que (E*(r1,w) E(re,w)) =
TrW(ry,ra,w), que K K> es una constante real y la ecuacién (4.5), esta expresién puede ser reescrita
como sigue (Re significa parte real de)

| K | | K>

S(r,w) = S(ry,w) + S(ra,w)
) 2 ) 2 3
R R (4.10)
KiK, ik(Ry—Ry)
+2 x Re{n(ry,re,w)\/TrW(ry,r1,w)\/TrW (ra, ry,w)etF2=Fi) L
Ry Ry

Conviene analizar qué le ocurre a la ecuacién anterior cuando se cierra una de las rendijas y s6lo una
permanece abierta. Por ejemplo, si se cierra la rendija en ro, entonces Ko = 0 y la densidad espectral en
r se reduce a

K 2
S(r,w) = |R12| S(ri,w) =S (r,w) (4.11)
1
y de manera similar, cuando se cierra la rendija en ry, resulta que
KPR _ @)
S(r,w) = 2 S(re,w) =S¥ (r,w). (4.12)
2

Por otro lado, por la ecuacién (4.8), se tiene que S(rj,w) = TrW(rj,rj,w) = (|E(r;,w)[?) es un real
positivo, por lo que

KiK. .
2 /8 (rr, @) /S (r2,w) x Re {n(r,ra,w)e™ @m0 L - (413)
R1Rs

pero como KKy = |K;||K2| se obtiene, finalmente, la expresién

S(r,w) =SV (r,w) + 5 (r,w) +2

S(r,w) = SU(r,w) + S (r,w) + 2\/5(1)(r,w) \/S(Q)(r, w) X Re {77(1‘1, rg,w)eik(RZ*Rl)} ,  (4.14)

siendo ésta la ley espectral de interferencia para haces electromagnéticos aleatorios y estacionarios. Re-
presentando el grado espectral de coherencia en su forma polar como 7(r1, re, w) = |1(ry, ro, w)|e?*(F1r2:%)
se obtiene la expresién equivalente

S(r,w) = SO (r,w) + S (r,w) + 2\/8(1)(r,w)\/5(2)(r,w) x |n(ry, ra,w)| cosa(ry, ra,w) + 4], (4.15)
donde 6 = k(R2 — Ry).

En la ley espectral de interferencia las cantidades observables son las densidades espectrales. Estas se
miden por medio de técnicas de espectroscopia. Por lo tanto, dicha ley se puede emplear para determinar
el valor absoluto del grado espectral de coherencia. Note que si S((r,w) ~ S (r,w), entonces

Simaa (s w) = 250 (r,w) {1 + [n(r1, v2,w)[} (4.16)

y

Spmin(r,w) = 28 (r,w) {1 — [n(r1,r2,w)|} . (4.17)
Este par de ecuaciones permite expresar el valor de |n(ri,re,w)|, también conocido como visibilidad
espectral, como
Smaz (T, w) — Spin(r,w)
Smaz (T, w) + Spmin (r,w)
Como la fase de n(r1,rs,w) también se determina a partir del patrén de interferencia, entonces el grado
espectral de coherencia queda determinado por completo.

V(r,w) = n(r1,r2,w)| = (4.18)
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4.1.2. Similitud estadistica

En [12] y [13] se define el concepto de similitud estadistica como sigue: si 21 (t) y 22(¢) son dos procesos
estocdsticos, estadisticamente estacionarios, al menos en sentido amplio, se dice que son estadisticamente
similares si existe algun 7 = 7y tal que

zZ9 (t + To) = AZl (t) (419)

se cumple para toda ¢, siendo A un numero no aleatorio, generalmente complejo.

En las mismas referencias se muestra que si z1(t) y 22(t) se sustituyen por oscilaciones de campo
electromagnético E(ry,t) y E(ra,t), entonces el campo serd completamente coherente en ry y ry si y sélo
si las fluctuaciones de campo en ry y ry son estadisticamente similares, para cierta elecciéon del niimero A.
Lo anterior se cumple de la misma forma para las componentes escalares del campo E,(r1,t) y E.(r2,t),
asf como para Ey(ri,t) y Ey(re,t). Dos fluctuaciones son completamente coherentes si y sélo si el grado
complejo de coherencia es unimodular, i.e., cuando |12 = 1.

Si ahora z1(t) v 22(t) se sustituyen por las componentes cartesianas del campo eléctrico en algun
punto r de un haz, E,(r,t) y E,(r,t), respectivamente, entonces estas fluctuaciones son estadisticamente
similares para el mismo instante de tiempo (79 = 0) siy sélo si el campo eléctrico en r estd completamente
polarizado (P = 1).

4.1.3. Tensores de correlacion

A lo largo de la historia de las funciones de correlacién en la teoria de coherencia se ha visto un
proceso de generalizacién. Al considerar correlaciones de campo en dos instantes de tiempo se pasé
de la intensidad mutua a la funcién de coherencia mutua. Al considerar correlaciones entre diferentes
componentes cartesianas se paso de las funciones a las matrices de correlacion. Sin embargo, estas matrices
sblo consideran correlaciones entre las componentes x y y del campo eléctrico. El siguiente paso en la
generalizacion consiste en considerar correlaciones entre todas las componentes cartesianas del campo,
incluyendo la componente z. En [15] Wolf defini6 la matriz 3 x 3 de correlacién de campo eléctrico

Ejk = (B (r1,1) B (ra,t + 7)), (4.20)

donde j,k = {z,y, z}. Sin embargo, en esa misma referencia Wolf afirma que es posible definir matrices
que involucren vectores de otro tipo, tales como H, D y B e, incluso, matrices tales que sus elementos sean
pares mixtos, por ejemplo de campo eléctrico con campo magnético. Comenta también que las matrices
de correlaciéon que involucran campo magnético no suelen ser muy empleadas en cuestiones 6pticas dado
que, en este caso, el campo magnético es muy débil para ser detectado en comparacién con el campo
eléctrico.

En [25] Karczewski enlista, junto con la anterior, una matriz 3 x 3 de correlacién de campo magnético
y dos mixtas:

Hjn = (Hj (r1,t) Hi(ro, t + 7)), (4.21)
Gjr = (Hj (r1,t) Eg(ra, t + 7)), (4.22)
Gjk = (Ej(r1,t)Hy(ra,t + 7)), (4.23)

en las que j,k = x,y, z. Algunas referencias se refieren a estas matrices como tensores de correlacion.

4.2. Medicion de las entradas de la matriz de densidad espectral
cruzada

En [8] y [22] se propone un proceso de medicién para determinar los elementos de la matriz de densidad
espectral cruzada. Este hace uso del interferémetro de Young y elementos 6pticos adicionales. Primero es
necesario elegir la frecuencia w para la que se hardn las mediciones. Dado que, en la realidad, la luz no
es monocromatica se emplea un filtro en frecuencia F que provea de luz cuasimonocromatica centrada
en la frecuencia deseada. También se emplean dos polarizadores, II; y Ilo, los cuales se colocan en frente
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de las rendijas, es decir, la luz debe atravesar los polarizadores antes que las rendijas. La figura 4.2-a)
muestra la ubicacién del filtro y los polarizadores en el arreglo experimental.

Para determinar el elemento W, (r1,r2,w) de la matriz los polarizadores deben orientarse de forma
que permitan el paso de la luz Unicamente a través del eje x. En este caso, los demés elementos de la
matriz seran nulos, es decir

(EX(r1,w)Ey(re,w)) 0

W(rl,rg,w) = z 0 z ol (424)

Recuérdese, por las ecuaciones (4.5) y (4.8), que TrW(ry,ro,w \/S (r1,w \/S(rQ,w)n(rl,rg,w). Sin
embargo, en este caso particular TrW (rq,ro,w) = Wy, (r1, re,w ) por lo cual

Wmc I‘1,I‘2, \/S I‘1, \/S I‘2, 77:696 ry,ro,w ) (4'25)

donde los subindices indican que las cantidaddes corresponden a las componentes en x del campo.

De forma anéloga, al orientar ambos polarizadores de modo que sélo permitan el paso de la componente
y de la luz se obtendran mediciones correspondientes al elemento Wy, (r1,r2,w). En este caso se tendra
que

W(ry,ra,w) = {8 <E;(r1,w)0Ey(r2,w)>} (4.26)
y que
Wy (61, 12,0) = /S, (01, 0) /8, (12, 0)1y (11, 72, ). (4.27)
_/:tl" _/:;lr
m, R m, R
F I .i_‘l' - /,/’E{;/ F I ¢ - /,fé;/
m, ) 1, /
xE It
o 7 o Z
a) b)

Figura 4.2: Arreglo experimental para determinar las entradas, a) diagonales y b) no diagonales, de la
matriz W (ry, ra,w).

Los elementos que se encuentran fuera de la diagonal de la matriz W expresan la correlacién entre
componentes ortogonales del campo. Sin embargo, si bien el grado espectral de coherencia se mide a
partir del patrén de interferencia, las ondas con vectores de campo eléctrico ortogonales no generan dicho
patron. Por esta razon, para determinar los elementos que se encuentran fuera de la diagonal se agrega
un rotador R al arreglo, entre alguno de los polarizadores y la rendija inmediata, como puede apreciarse
en la figura 4.2-b). A manera de ejemplo se supondrd que se coloca entre el polarizador Ils y la rendija
en ry. Dicho rotador tiene la funciéon de cambiar la orientacién del campo eléctrico un angulo de 90°.
Asi, si los polarizadores I1; y Iy permiten el paso de las componentes x y y del campo, respectivamente,
el rotador cambiard la orientacién del campo transmitido por Il de modo que oscile en el mismo plano
que el trasmitido por II;. Al ser paralelos sus vectores de campo eléctrico, las ondas transmitidas podran
interferir. La matriz W para este caso particular es

W(I‘hl‘g,o.}) — |:<E;(I'1,OJ)OE7J(I'2,W)> 8:| ’ (428)

Wwy ry,ra,w 1'1, \/ 1‘2, nmy ry,ra,w (429)
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El elemento W, (r1,r2,w) se obtiene rotando los polarizadores y el rotador 90° a partir de la posicién
anterior. En este tltimo caso

0 0

W(rl,rg,w) = |:0 <E;(r1,w)Ex(r2,w)> (430)

Wyz ry,ro,w \/ I‘1, \/ r27 nyz ry,ra,w (431)

De esta forma se han expresado todos los elementos de la matriz W en términos de densidades
espectrales (que son cantidades observables) y el grado espectral de coherencia (que se determina a partir
del patrén de interferencia).

4.3. Cambios inducidos por correlacién

4.3.1. Propagaciéon de la matriz de densidad espectral cruzada

Como puede verse en las ecuaciones (4.5), (4.6) y (4.8), el grado espectral de coherencia, el grado
espectral de polarizacién y el espectro (densidad espectral) de un haz electromagnético, aleatorio y es-
tadisticamente estacionario dependen de la matriz de densidad espectral cruzada W. En consecuencia,
las tres cantidades mencionadas al inicio de este parrafo cambiaran cuando lo haga W, lo que bien ocurre
durante la propagacién del haz.

Para obtener un modelo de propagacién de la matriz de densidad espectral cruzada, tanto en [§]
como en [21] primero se describe la forma en que cambian las componentes espectrales del campo ante la
propagacién. Considérese un haz de luz que se propaga muy cercano a la direccién de propagacion (eje z
en este caso). Considérense también dos posiciones: una sobre el plano de la fuente, ro = (29, 40,0) = p’, y
otra en algin punto del haz, r = (z,y,2) = p+22 (z > 0). La componente rectangular i de la componente

espectral w del campo en la primera posicién se describe por medio del ensamble {EZ-(O)(p’7w)}. De la
misma manera, el ensamble correspondiente a la segunda posicién es {F;(r,w)}. La relacién entre dos
realizaciones de ambos ensambles estd dada por

Eifr,w) = /( B0 @G~ o )y (4.32)
z=0

donde o
Glp—p,zw) = —;—exp(z'k:\p—p'|2/22) (4.33)
Tz
se conoce como la funcién de Green para propagacién paraxial de la luz. La deduccién de las relaciones
anteriores puede consultarse en [1], sec. 5.6.

Cada entrada de la matriz W puede expresarse como W;; = (EF(r1,w)E;(rs,w)) (4,5 = z,y). Por la
relacién (4.32),

(Bi (r1,0) By (ra,0)) = [[ (BO" (01, w) B (ph, )G (py = pl, 2:w)Gpy — ph, 2 w)d? i dph, (4.34)
(:20)
por lo que
Wij = jf WK (py = P py — ph. 2:w)d*pd? (4.35)
donde
K(p1 = p1i py = P, z:w) = G*(p1 = pi, %,w)G(py — po, 7). (4.36)
Reescribiendo (4.35) en su forma matricial se obtiene

W(ry,ro,w) = [[ WO(pl, ph,w) K (py = pl; py — ph, 25 0)d*pld% . (4.37)
(2=0)
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La ecuacion anterior describe la propagacién de W en el espacio libre. Si se desea analizar la propagacién
en algin medio material entonces la funcién de Green (4.33) debe ser sustituida por otra funcién de
Green que corresponda al medio en cuestién. En [8], sec. 9.4, se analiza el cambio ante propagacién de la
matriz de densidad espectral cruzada para un haz Gaussian Schell (Gaussian Schell-model beam). Por la
subseccién 2.2.4, la expresién anterior (4.37) es una solucién de la ecuacién de Helmholtz.

4.3.2. Parametros generalizados de Stokes

El grado de polarizacion tiene la misma forma en el dominio de la frecuencia que en el dominio del
tiempo, cambiando sélo la matriz argumento. De manera andloga los pardmetros de Stokes se definen en
funcién de la matriz de densidad espectral cruzada como

S0 (I‘, OJ) = Wi (I‘, r, w) + W, vy (I‘, r,w )7

51(r,w) = Wea(r,r,w) — Wy, (r,r,w), (4.38)
So(r,w) = Way(r,r,w) + Wy (r,r,w), ’
s3(r,w) = i[Wy,(r,r,w) — ny(r, r,w)]

y se denominan pardmetros espectrales de Stokes. Si, en estas expresiones, se cambia la matriz W (r,r, w)
por W(ry,re,w) se obtienen los pardmetros generalizados de Stokes

So(r1,r2,w) = We(ry, ro,w )+Wyy(rlar2aw)a

Sl(r ra,w ) WL»L(rlaI'Qa ) (rlvr27 )7 (439)
SQ(I' ro,w ) W:ml(rlar27 )+Wyw(r17r2a )7

S3(r1,r2,w) = i[Wye(ri,re,w) — Way(r1,ra,w)].

Por su dependencia en W (ry,rs, w) estos pardmetros también cambiardn con la propagacién del haz. Por
la ecuacién (4.35), cualquiera de ellos se propaga como

Sa(ri,ro,w jj S P1,P27 w)K (P1_PI1§P2 p27Z w)d P1d2P2a (4.40)
(2=0)

donde S&O)(p’l, ph,w) es el pardmetro en la posicién z = 0.

4.4. Expresiones alternativas para el grado espectral de cohe-
rencia

En [22], los autores sefialan que la propuesta hecha por Wolf en [20] para definir el grado espectral de
coherencia para haces electromagnéticos,

TrW(ry,ra,w)
\/TTW(I‘l, ry, OJ)\/TTW(r27 ro,w) ’

n(ry,ro,w) = (4.41)

tiene como objetivo representar cuantitativamente el contraste de las franjas de interferencia del experi-
mento de Young de la misma forma en que Zernike defini6 el grado espectral de coherencia para haces
escalares en [14].

Sin embargo, diversos autores han contribuido con diferentes propuestas para definir el grado de
coherencia para haces electromagnéticos. Por ejemplo, B. Karczewski lo defini6 en [24] y en [25], 1963,

CcOomo
A(Q1,Q2, P, 7)
5(Q1. 0. P.7) = , 4.42
(@102 1) VAQ1,Q1, P,0)\/A(Q2, @2, P,0) -
donde
A(Q1,Qa, P,7) = ([A(E(Q1,t +7) - 71) — E(Qa,t + 7) (70 - 71)] (4.43)

X [’fL(E(Ql,t-i-T) 7”\'2) —E*(Qg,t-i-T)(’fL'fQ)]).
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En las dos ecuaciones anteriores, ()1 y Q2 son las posiciones de las dos rendijas sobre una pantalla
opaca, P es la posicién donde se mide la intensidad de recombinacién (como un punto en el plano de
interferencia), 7 es un vector unitario perpendicular al plano que contiene las rendijas y #; es el vector
unitario que apunta desde P hacia la rendija en @; (j=1,2). Se ha usado la misma nomenclatura que
us6 Karczewski, asi que A no debe confundirse con la desviacion estadistica del capitulo 1 ni § con la
diferencia de camino en las leyes de interferencia. La expresion (4.42) parece ser més precisa. De hecho,
bajo ciertas aproximaciones se simplifica para coincidir con la propuesta de Wolf. En [10] Wolf comenta
que la propuesta de Karczewski no es facil de medir.

En [27] se presentan y comparan algunas propuestas recientes. En el resto de esta seccién se rescatara,
de esta tultima referencia, la critica que se hace a la propuesta de Wolf y se presentara, con propdsito
ilustrativo, una de las propuestas alternativas.

Dicha critica afirma que, al no considerar los elementos fuera de la diagonal de la matriz, la propuesta
de Wolf no emplea toda la informacion de la coherencia del haz. Esto implica que dos campos de luz
diferentes, cuyas matrices de densidad espectral cruzada son, por ejemplo,

Wazx(ry,ra,w) Way(ry,ra,w) (4.44)
Wyx(rlv I‘27CU) Wyy(rla I‘Q,(U) )

Wazx(ry, ra,w) 0 ]
) 4.45
|: 0 Wyy(rla 1‘270.}) ( )

tengan el mismo grado espectral de coherencia, de acuerdo a Wolf.

Una definicién alternativa para este coeficiente de correlacién es la propuesta por Tervo, Setdld y
Friberg en [26] y su expresién matemdtica es

[[W(r1, ra,w)|
VITW (r1,r1,w0)/TrW(rs, r2,w) '

f](rl,rg,w) = (446)

Notese que esta propuesta es similar a la de Wolf, excepto porque se ha cambiado el numerador por la
norma de Frobenius de la matriz, es decir, por

/ Z [Wi;[?
Y (4.47)

me r;,rp,w )| S(rlv ) (I‘Q,w),

W (r1,ra,w)]|

donde tanto 7 como j pueden tomar los valores x e y, y donde se ha usado el hecho de que W;; =

Mij(r1,r2, w \/S (r1,w)S;(r2,w) por la definicién de Wolf, como se vio en la seccién 4.2 (note que se esté
usando 7 para definir 77)

Si las ondas que atraviesan las rendijas son linealmente polarizadas en la misma direccién, se tiene un
caso similar al de ondas escalares. Asi, 77 deberia coincidir con el grado espectral de coherencia discutido
en la seccién 2.2. Por ejemplo, cuando la matriz W(ry, re,w) tiene todas sus entradas nulas excepto la
primera, W, se tiene que ||W|| = |W,,| y en este caso, ;2 (r1,r2, w) = |[Ngz(r1,r2, w)|.

Por otro lado, como se cumple que

\/TTW(rl,rl,w)\/TrW(rg,rg, ZS ri,w)S;(ra,w), (4.48)

se tiene que la ecuacién (4.46) puede ser reescrita como
45 Mij (r1,12,w) [ S (r1, ) S; (ra, w)
r17 ro,w 5
Zzg S; (rl’ )Sj (1‘2, w)

de donde se puede notar que 7 = 1 sélo cuando 7;; = 1 para toda n;; y que ) = 0 sélo cuando 7;; = 0
para toda 7;;.

(4.49)
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Discusion de resultados

La siguiente es una lista de comentarios sobre diferentes conceptos y temas presentados a lo largo de
los capitulos anteriores.

» La correlacién I';; = (z;;) es una generalizacién del momento de segundo orden (7). La covarianza
wij = ((Az;)(Az;)), por su parte, es una generalizacién del momento central de segundo orden (o
varianza) {(Az;)?) y describe el cambio de dos variables aleatorias con respecto a sus promedios. La
correlacién y la covarianza contienen informacién similar, puesto que p;; = I';; — (x;)(z;). En base
a esto, dadas dos variables aleatorias, cuando sus promedios son nulos, su covarianza serd igual a
su correlacion. Por esta razon algunos textos emplean ambos términos de forma indistinta.

= Un proceso aleatorio temporal puede verse como un conjunto de variables aleatorias, una para cada
instante de tiempo. Cada una de dichas variables tiene una propia distribucién de probabilidad.
De esta forma, un proceso aleatorio no puede ser descrito por una sola distribucién sino por una
familia de ellas. Por esta razén, las medidas estadisticas de un proceso estocastico son, en general,
instantdneas. Sin embargo, en los procesos estacionarios las medidas estadisticas no dependen del
origen de tiempo.

= Dado que, en la realidad, el campo eléctrico presenta fluctuaciones aleatorias, su evolucién en una
posicién determinada del espacio se modela como un proceso aleatorio. De esta manera, si un campo
eléctrico existe en una region del espacio, entonces para cada punto de dicha regién se define un
ensamble. Luego, al seleccionar una posiciéon particular se selecciona un ensamble particular que,
a su vez, es una coleccién infinita de realizaciones. Cada medicién en dicho punto corresponde a
una realizacién del ensamble y cada instante de tiempo dentro de la realizacién define una variable
aleatoria. Una funcién de coherencia expresa la correlacién entre dos (o més) de tales variables
aleatorias.

= El interferémetro de Young permite analizar la correlacién de campo en puntos de un plano trans-
versal del haz, es decir, coherencia espacial, mientras que el interferémetro de Michelson lo hace
para un mismo punto en dos instantes de tiempo diferentes, esto es, coherencia longitudinal.

= En el experimento de Young, la capacidad de la luz para formar un patrén de franjas de interferencia
depende, en gran parte, de la diferencia de camino éptico introducido. Si la diferencia de tiempo
de viaje es menor al tiempo de coherencia, entonces se forma un patrén de franjas. La visibilidad
proporciona una medida de la nitidez de dicho patréon y es igual a la magnitud del grado complejo
de coherencia +;;. La visibilidad se define en términos de intensidades, las cuales son cantidades
observables. Ademds, la ley de interferencia permite calcular la parte real de y;; también en términos
de intensidades, mientras que el argumento de 7;; se determina a partir de las separaciones entre
franjas. De esta forma, el grado complejo de coherencia puede determinarse por completo con ayuda
del experimento de Young.

= Con el fin de determinar la funcién de coherencia mutua I'(rq,rs,7) en el espacio-tiempo, se re-
quieren mediciones del campo en dos instantes de tiempo, t y t + 7. En la ley de interferencia, la
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diferencia de tiempo 7 define la diferencia de camino de la luz. Por otro lado, para determinar la
funcién de densidad espectral cruzada W (ry,ra,w) en el espacio-frecuencia basta medir la compo-
nente espectral para una sola frecuencia. Asi, en el espacio-frecuencia desaparece toda referencia a
7, lo que es compensado en la ley espectral de interferencia (tanto en el caso escalar como en el
vectorial) por el factor e*(F2—F1),

Como la intensidad mutua, por su definicién, no admite una diferencia de camino 6ptico, la porcién
del patrén de interferencia que le corresponde es la central. Por su parte, la funcién de coherencia
mutua puede asociarse con todo el patréon: a cada valor de la diferencia de tiempo de recorrido 7 le
corresponde una regiéon del patrén.

Existen diferentes enfoques para definir el tiempo de coherencia. Se ha definido, por ejemplo, como
el ancho de banda reciproco o como el tiempo para el cual la funciéon de auto-coherencia cae a un
valor de 1/e de su méximo. Sin embargo, todo enfoque considera que el tiempo de coherencia es
el tiempo t. tal que los campos V (¢) y V(¢ + t.) presentan cierta correlacién de acuerdo a algin
criterio. Este dltimo puede variar con cada enfoque.

Como se vio en la seccién 4.1, los elementos que no se encuentran en la diagonal de la matriz de
densidad espectral cruzada expresan la correlaciéon entre componentes cartesianas ortogonales de
E(ri,w) y E(r2,w). Por otro lado, la ley de interferencia permite determinar el grado espectral de
coherencia en términos de observables que, a su vez, se deteminan a partir del patrén de interferencia.
Sin embargo, de la teoria elemental se sabe que las ondas con vectores de campo eléctrico ortogonales
no interfieren. Por esta razén se emplea el rotador, ya que éste permite que dos componentes de
campo eléctrico que inicialmente eran ortogonales pasen a ser paralelas y se produzca el fenémeno
de interferencia.

Por lo anterior, que dos ondas con campos eléctricos ortogonales no puedan interferir no implica que
no exista cierta correlacién entre la informacién que portan ambas ondas, pues al rotar alguna de
ellas es posible que se produzca interferencia, a partir de la cual se calcula el grado de correlacién.
Esto conlleva a una limitacién en el proceso experimental: cuando se mide la correlacién entre
componentes paralelas no se puede medir entre componentes perpendiculares, y viceversa. Esto
sugiere que, con el arreglo experimental propuesto por Wolf, la interferencia no proporciona una
medida instantanea completa de la correlacién entre fluctuaciones para el caso vectorial. Es decir,
para especificar los elementos de la matriz se requiere una configuracion especifica para cada uno
de dichos elementos, por lo que se necesitan cuatro mediciones diferentes para determinar toda la
matriz. Por lo anterior, es necesario asegurar que el campo sea estacionario (al menos en sentido
amplio) y que las condiciones del experimento permanezcan invariables en todas las mediciones.
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= Un proceso estocastico puede expresarse como un conjunto de variables aleatorias parametrizado por
un conjunto parametral. Una funcién de auto-correlacion expresa la correlacién entre dos variables
aleatorias que pertencen al mismo proceso estocdstico; mientras que una funcién de correlacién
cruzada expresa la correlacién entre dos variables aleatorias que pertencen a dos procesos aleatorios
distintos. Por lo tanto, las funciones de auto-correlaciéon son un caso especial de las funciones de
correlacion cruzada.

= En 6ptica estadistica se emplea el concepto de ensamble para describir el conjunto de funciones
(muestrales) que pueden describir la evolucién temporal del campo eléctrico en un punto determi-
nado del espacio. De esta forma, cada punto del espacio define un ensamble {V(r,¢)}. Un valor de
campo eléctrico, V(r,tg), para un tiempo especifico tg de una funcién muestral (o realizacién) es
considerado como una variable aleatoria.

= La coherencia éptica estudia las relaciones estadisticas entre fluctuaciones de campo en diferentes
puntos por medio de funciones de correlacién, las cuales, en este contexto, son llamadas funciones
de coherencia. El orden de una funcién de coherencia estd relacionado con el niimero de posiciones
en las que se analiza la correlacién del campo.

= En el contexto de la éptica estadistica las funciones de auto-correlacién y de correlacion cruzada se
denominan funciones de auto-coherencia y de coherencia mutua, respectivamente. La funcién com-
pleja de coherencia mutua de segundo orden I'(rq,ro, 7) expresa la correlacién del campo eléctrico
complejo en dos posiciones y en dos instantes de tiempo. Esto es, la correlacion entre variables alea-
torias que pertenecen a dos ensambles de campo eléctrico, {V (r1,t)} v {V(ra2,t+7)}. Por su parte,
la funcién de densidad espectral cruzada W (ry, r2,w) puede ser representada como la correlacién en-
tre variables aleatorias que pertenecen a dos ensambles de campo monocromético, {U (ry,w)e” !}
y {U(rz2,w)e” ™'}, en la frecuencia w. Esto es una consecuencia de la representacién de modos
coherentes.

= Tres casos especiales de la funcién compleja de coherencia mutua I';;(7) son la intensidad mutua
(7 =0), la funcién de auto-coherencia (i = j) y la intensidad ordinaria (7 =0y ¢ = j).

= El fenémeno de interferencia permite caracterizar las correlaciones de la luz. La magnitud del grado
complejo de coherencia, que es igual a la visibilidad del patrén de franjas de interferencia (en el
experimento de la doble rendija), proporciona una medida de la correlacién del campo eléctrico vy,
por lo tanto, caracteriza el estado de coherencia de la luz.

= Dadas dos ondas cuyos vectores de campo eléctrico son ortogonales, si bien no interfieren, la in-
formacién contenida en ellas puede estar correlacionada, por lo que su grado de correlaciéon puede
ser no nulo. En consecuencia, es posible calcular la correlacién entre componentes ortogonales de
campo eléctrico. En la coherencia de segundo orden para ondas escalares se consideran solamente
correlaciones entre ondas paralelas, mientras que en el caso de ondas vectoriales se deben considerar

ol



CAPITULO 6. CONCLUSIONES

las correlaciones entre las componentes cartesianas del campo. Es decir, si V(r1,t) y V(ra, t) repre-
sentan dos ondas vectoriales que se propagan en la direccién z, entonces es posible indagar cuatro
funciones de correlacién entre ondas escalares de la forma (V;*(rq,t)Vj(r1,t 4+ 7)), pues i,j = z,y
produce cuatro combinaciones posibles. Al ordenar este tipo de funciones de correlacién como las
entradas de una matriz 2 X 2 se obtiene una matriz de correlaciéon para haces electromagnéticos
aleatorios.

En un campo 6ptico que no se propaga paralelo a una tinica direccién (como lo hace un haz) el vector
de campo eléctrico, en general, tendra tres componentes cartesianas. En consecuencia habréd nueve
funciones de correlacion entre las componentes de dos vibraciones de campo eléctrico y tendran la
misma forma que en el caso anterior, con la diferencia de que i, j = x, y, z. La matriz de correlacién
formada con estas funciones serd de dimensién 3 x 3. En lugar de considerar dos vibraciones de
campo eléctrico es posible considerar dos de campo magnético, o bien, una de campo eléctrico y una
de campo magnético y, de la misma forma, calcular funciones de correlacion entre sus componentes.

En el dominio espacio-tiempo las cantidades observables son intensidades. Por su parte, en el domi-
nio espacio-frecuencia las cantidades observables son densidades espectrales. La ley de interferencia
permite expresar la parte real del grado complejo de coherencia en términos de intensidades, mien-
tras que la ley espectral de interferencia expresa la parte real del grado espectral de coherencia en
términos de densidades espectrales.

La funcion de auto-coherencia y la densidad espectral forman un par de transformadas de Fourier
(teorema de Wiener-Khintchine). Por su parte, la funcién de coherencia mutua y la funcién de den-
sidad espectral cruzada forman, también, un par de transformadas de Fourier (teorema generalizado
de Wiener-Khintchine).

Si se conoce la relacién exacta entre las componentes cartesianas del campo eléctrico en un punto
de un haz de luz, entonces se dice que éste esta completamente polarizado. En este caso el estado de
polarizacién esta completamente determinado por la forma y orientacién de la elipse de polarizacién.
El caso contrario corresponde a un haz completamente no polarizado.

Los pardametros de Stokes resumen las caracteristicas geométricas de la elipse de polarizacion, es
decir, el estado de polarizacién. Ademads, existe una relacién biyectiva entre cada conjunto de va-
lores de los parametros de Stokes y cada punto de la, asi llamada, esfera de Poincaré. En un haz
completamente no polarizado es imposible determinar el conjunto completo de los pardmetros de
Stokes.

El estado de polarizacién de un haz parcialmente polarizado se define por los pardametros de Stokes
y por el grado de polarizacién. Toda esta informaciéon se encuentra contenida en la matriz de
polarizacién del haz, cuyas entradas son correlaciones entre las componentes cartesianas del campo
en un punto del espacio y en el mismo instante de tiempo.

La matriz de polarizacién de un haz completamente no polarizado es un miltiplo escalar de la matriz
identidad. Por su parte, la matriz de polarizacién de un haz parcialmente polarizado es la suma de la
matriz de la parte completamente polarizada con la matriz de la parte completamente no polarizada.
Esto significa que un haz parcialmente polarizado puede representarse como la superposiciéon de
dos haces, uno completamente polarizado y uno completamente no polarizado. La razén entre la
intensidad debida a la parte completamente polarizada y la intensidad total se conoce como grado
de polarizacion. Esta razén es de caracter local, es decir, cambia con la propagacién del haz.

La matriz de coherencia mutua eléctrica, describe las correlaciones entre fluctuaciones de campo
eléctrico (el cual se asume estadisticamente estacionario) en dos puntos del espacio y en instantes
de tiempo diferentes (separados por una diferencia 7). Por lo tanto, dicha matriz es una medida de
la coherencia de un haz electromagnético (ondas vectoriales). Por otro lado, al evaluar la matriz
en una sola posicién y para tiempos iguales se obtiene la matriz de polarizacién. Asi, la matriz de
coherencia mutua eléctrica constituye un formalismo que permite describir las propiedades de cohe-
rencia y polarizacién de un haz electromagnético estadisticamente estacionario. Como consecuencia,
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los grados de coherencia y polarizacién se escriben en términos de la matriz de coherencia, en el do-
minio espacio-tiempo, o la matriz de densidad espectral cruzada, en el dominio espacio-frecuencia.
Por esta razén, y al estar relacionadas por el teorema generalizado de Wiener-Khintchine, dichas
matrices constituyen un modelo tnico para los fenémenos de polarizacién y coherencia de segundo
orden, resultado principal de la teoria unificada.

En el dominio espacio-frecuencia, los parametros de Stokes se definen en términos de la matriz de
densidad espectral cruzada, evaluada en una sola posicién, en la misma forma en que en el dominio
espacio-tiempo se definen en términos de la matriz de polarizaciéon. Al definirlos en términos de
la matriz de densidad espectral cruzada, evaluada en dos posiciones diferentes, se obtienen los
parametros generalizados de Stokes.

El grado espectral de coherencia para haces electromagnéticos (vectoriales) propuesto por Wolf
tendra el mismo valor para diferentes haces (estadisticamente estacionarios) siempre que sus ma-
trices de densidad espectral cruzada tengan los mismos elementos diagonales. Diversos autores han
propuesto definiciones alternativas del grado espectral de coherencia para haces electromagnéticos
con el fin de que éste sea diferente para haces con matrices de densidad espectral cruzada diferentes.
La mayoria de estas propuestas buscan respetar las caracteristicas del grado espectral de coherencia
para ondas escalares, por ejemplo, tener un médulo normalizado entre 0 y 1.

La funcién y la matriz compleja de coherencia mutua satisfacen la ecuacién de onda con respecto a
las coordenadas de cada uno de los dos puntos en que se definen y con respecto a la diferencia de
tiempo de viaje de la luz 7. El teorema de Van Cittert-Zernike es una soluciéon aproximada de esta
ecuacién diferencial.

La funcién y la matriz de densidad espectral cruzada satisfacen la ecuacién de Helmholtz, lo que
implica que varian al propagarse. Luego, por su dependencia de esta matriz, el grado espectral de
coherencia, el grado de polarizacién y el espectro de un haz electromagnético también varian con
la propagacion.

Los cambios inducidos por correlacién se refieren a los cambios que experimentan el grado espec-
tral de coherencia, el grado de polarizacion y el espectro de un haz electromagnético durante la
propagaciéon de éste. Este resultado es uno de los principales descubrimientos hechos en el dominio
espacio-frecuencia.
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