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Resumen

Esta tesis presenta un anélisis tedrico basado en el caos del modelo de red neuronal de Hop-
field (HNN), seguido del desarrollo de una metodologia para su implementacién en circuitos
analégicos programables de prototipado rapido. Para ello, primero se establecieron los funda-
mentos tedricos necesarios para construir una red neuronal de Hopfield. Posterior, se realizé
una revisién de los antecedentes de las redes neuronales artificiales (ANN), su relacién con
las neuronas biologicas y el primer modelo matematico asociado. Adémas, se profundiza en el
estudio de las redes neuronales de Hopfield (HNN), su formulacién general y su implementacién
en ambientes electronicos. Dado que ciertos pardametros inducen comportamiento cadtico en las
HNN, se analizan sistemas dindmicos caéticos y su vinculacién con estas redes. Mas adelante,
se realiza el analisis dindmico e implementacion en hardware, en donde se presentan modelos
especificos de HNN de 3 neuronas, cada uno con funciones de activaciéon distintas, incluyendo
tres nuevos sistemas cadticos no reportados en la literatura. Para cada modelo, se realiza un
andlisis dindmico (existencia de atractores, estabilidad de Lyapunov) y se identifican regiones
cadticas mediante diagramas de bifurcaciéon y exponentes de Lyapunov. A su vez, se introduce
un modelo de HNN de 4 neuronas con comportamiento hipercaético, validando numéricamente
su acotamiento, sensibilidad a condiciones iniciales y existencia de atractores. Los pardametros
que inducian el comportamiento cadtico fueron encontrados de la literatura, la aportacién en es-
ta tesis es su validacién en un entorno de circuitos analdgicos. Adicionalmente, se adaptaron las
funciones de activacién para su implementacion en tarjetas analgicas programables (FPAA),
desarrollando las ecuaciones de diseno necesarias para su programacion en AnadigmDesigner2
y registrando los resultados experimentales. Como parte de la implementacién experimental, se
desarrollan dos interfaces universales, la primera en Qt-Python y la segunda en C++ y MFC,
estas permiten configurar pardametros y funciones de activacién para HNN de 3 y 4 neuronas,
facilitando su implementacién en hardware. Como contribucion final, se disena una HNN con la
mayor simplicidad registrada, misma que a su vez presenta una cantidad n-ésima de atractores
y multiestabilidad, empleando una tunica no linealidad, que es implementada en las tarjetas
analégicas usando la interfaz creada. Como resultado del trabajo de investigacion, se obtiene
un nuevo conjunto de parametros para la matriz de pesos en el modelo HNN para los cuales
existe una regién mas grande (inclusive infinita) para la cual el modelo HNN presenta una
rica dindmica, dicho modelo se verifica experimentalmente, realizando su implementacién en la
tarjeta analdgica embebida. Adémas, se propone un algoritmo para identificacién de dindmicas
cadticos en modelos cuya divergencia es no uniformemente conservativa o disipativa, dicho algo-
ritmo es mas eficiente en tiempo y complejidad comparado con los algoritmos de identificaciéon
de caos como el exponente maximo de Lyapunov o los diagramas de bifurcacion.
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Resumen

Resumen general

En esta tesis se lleva a cabo el diseno e implementacion de una red neuronal Hopfield de tres
y cuatro neuronas en hardware embebido programable analégico, caracterizando la dindmica
no lineal que a ella describe, asi como también se realiza un estudio sobre las distintas funciones
no lineales de activacién, evaluando los efectos en el proceso de aprendizaje de la red neuronal
Hopfield. Con este fin inicialmente se desarrolla una revision bibliografica sobre el estado del arte
de las redes neuronales artificiales, en especifico sobre la red neuronal Hopfield, sus antecedentes,
principales aplicaciones, implementaciones tanto en circuitos analdgicos como con dispositivos
programables analdgicos y digitales, asi como las ecuaciones que describen el modelo de la red
neuronal Hopfield. Posteriormente, se desarrolla un analisis exhaustivo sobre la dindmica no
lineal del sistema, este incluye la evaluacién del proceso de aprendizaje de la red neuronal,
asi como, el andlisis en base a caos para finalmente implementar el modelo de la red neuronal
Hopfield con distintas funciones de activaciéon en un dispositivo analégico programable, el cual,
requiere sus propias ecuaciones de diseno, las cuales también son desarrolladas. Finalmente,
con todo el trabajo realizado, se elabora una metodologia para la implementacién de las redes

neuronales Hopfield en las tarjetas analdgicas embebidas utilizadas a lo largo de esta tesis.

Resumen Avance de Tesis 1

En el Avance de Tesis I estudian los antecedentes de las redes neuronales artificiales, su
comparacién con las neuronas biolégicas y se presenta el primer modelo matematico que a ellas
describe, posteriormente, se presenta el modelo de las redes neuronales Hopfield (HNN) general
y especifico para 3 y 4 neuronas, dado que es el tema de interés en esta tesis. Simultaneamente,
se realiza un estudio sobre la implementaciéon de las HNN, ya sea con circuito embebidos o
no, su respuesta y aplicaciones principales. Otro tema de interés en esta tesis son lo sistemas
dindmicos cadticos esto debido a que, dados ciertos parametros, la red neuronal Hopfield pre-

senta caos. Con respecto a este tema, una investigaciéon es realizada con relacion a los sistemas
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dindmicos cadticos y a las HNN en modo caético. La implementacién en hardware embebido
de redes neuronales es un tema de recurrente estudio en la comunidad cientifica, por lo que
una investigacién a fondo en el diseno en hardware programable de las HNN, resulta evidente
en el cual se incluye, un estudio e investigacién sobre los dispositivos analdgicos programables
FPAA’s, dado que este circuito sera el utilizado para el desarrollo de esta tesis. Finalmente,
para el andlisis del modelo de la red neuronal Hopfield, es necesario desarrollar herramientas
matematicas analiticas y numéricas, con lo que respecta a este avance, se presentan dos métodos
para la integracién numérica por medio de los métodos de Runge-Kutta de segundo y cuarto

orden.
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Introduccion

Antecedentes

El estudio del comportamiento del cerebro humano tiene profundas raices en la historia
de la ciencia y la medicina, desde la antigiiedad grandes fil6sofos especulaban sobre su funcio-
namiento, los antiguos griegos plantearon ideas sobre “maquinas pensantes” [1]. El siglo XIX
marcd un avance importante con respecto al estudio de la biologia; en 1839 Schleiden y Sch-
wann formulan la Teoria Celular, que establece que todos los seres vivos estan formados por

células como unidades fundamentales [2], esto por supuesto incluye al cerebro.

Una de las células béasicas que componen al sistema nervioso es la neurona, las neuronas
procesan y transmiten informacién en forma de senales eléctricas, como fue propuesto por el
cientifico espanol Santiago Ramén y Cajal [3], en su trabajo sobre la transmisién neuronal, en el
cual se considera a la neurona como un interruptor que se “dispara” dependiendo de las senales
de otras neuronas, estas senales puedes ser inhibitorias si tienden a impedir que la neurona se
active o excitatorias si provocan que la neurona se active, con estas sefiales la neurona realiza
suma ponderada y, dependiendo del valor de esta suma, se dice que la neurona esta “activa” o

no.

La neurona es una de las unidades fundamentales del sistema nervioso y se divide el cuatro
partes importantes: el nicleo, el cuerpo de la célula, la dendrita y el axén (véase Figura 1). El
cuerpo de la célula contiene al niicleo, el cual se encarga de producir la energia de la neurona,
la entrada de la neurona que trata con las senales de las deméds neuronas es denominada como
dentrita, mientras que la salida es denominada como axoén; a la conexién entre las neuronas se

le conoce como sinapsis.

11



IIT

L e
Y=

Figura 1: Neurona bioldgica.

Inspirados por el comportamiento de las neuronas bioldgicas, los investigadores y cientificos
han desarrollado las denominadas redes neuronales artificiales (ANN, por sus siglas en inglés),
las cuales son dispositivos que simulan el comportamiento de las redes neuronales bioldgicas. El
primer modelo de ANN fue el desarrollado por Warren McCulloch y Walter Pitts en 1943 [4],
quienes proponen un modelo que toma multiples entradas binarias ponderadas, suma estas
entradas y aplica una funciéon de umbral (véase Figura 2). Si la suma supera el umbral, la
neurona emite una senal de salida. Este enfoque permitié realizar calculos légicos y de decision

basados en la entrada recibida, semejante al comportamiento de las neuronas bioldgicas.

xo . .
— e sinapsis
axon de otra

neurona dendrita™~ %0%0

Cuerpo

n
Z w;x; +b
i

axon de salida
Funcién de
activacion

Figura 2: Modelo matemdtico de una neurona artificial.

En 1958, Frank Rosenblatt, padre del perceptrén [5], consiguié implementar la primera
maquina capaz de aprender, distinguir y separar cartas marcadas utilizando el modelo ma-
tematico McCulloch-Pitts. El modelo del perceptrén, contiene solo una capa de entradas y
una unica neurona de salida, donde cada conexién entre las neuronas tiene un valor especifico
denominado “peso”, el cdlculo del valor de la neurona de salida se realiza de la siguiente forma:

se realiza el producto entre la entrada con su respectivo peso, estos valores se suman y, final-
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mente, el valor calculado se introduce como argumento en una funcién denominada “funcién
de activacién”, para el perceptron la funcién utilizada es la funcién signo, la cual es adecuada

para una clasificacion [6].

Si bien, el trabajo de Rosenblatt no fue bien recibido por la comunidad cientifica debido a
sus limitantes, anos después se desarrollaron modelos que solucionaban las deficiencias del per-
cepton, algunos de ellos son: las redes neuronales convoluciones, redes neuronales recurrentes,
perceptrén multicapa, entre otros [7]. Tiempo despues al trabajo desarrollado por McCulloch-
Pitts, John Hopfield propone un nuevo modelo para las ANN, denominado como red neuronal
Hopfield o HNN por sus siglas en ingles, esta es una red de tipo recurrente y completamente
conectada, esto es, a diferencia de los modelos de McCulloch-Pitts, las neuronas del modelo
de la HNN estan conectadas con todas las demas, ademas de tener cierta dependencia con
su estado anterior, este tipo de ANN se utiliza generalmente para describir algunos procesos
cerebrales, como por ejemplo, el proceso de aprendizaje y el concepto de memoria asociativa,

la ecuacién que generaliza cada neurona de la HNN viene dada por [8]

n
T; = —¢x; + E Wij tanh(xj) + I;,
=1
donde z; es la entrada de la neurona, i es el nimero de neurona, tanh(-) es la funcién de
activacion, w;; es el peso entre las entradas de la neurona, ¢ es un pardmetro constante y

finalmente la I; es un factor de sesgo o bias.

En la Figura 3 se ilustra el diagrama a bloques de una neurona Hopfield, la cual podemos
asociar a la funcion de propagacién con la sumatoria de todas las sinapsis que posee la neurona,
mientras que el bloque f(x;) representa la funcién de activacién. Para las redes neuronales
Hopfield es utilizada la funcién tangente hiperbélica tanh(-) y, finalmente, existe un bloque de
derivada, el cual nos permite solucionar la ecuacién diferencial para adquirir el valor actual de

la neurona [9,10].

FUNCION DE FUNCION DE
PROPAGACION ACTIVACION

ENTRADAS DE
LA NEURONA

Figura 3: Diagrama en bloques de una red neuronal Hopfield.



\Y%

En este escenario, debido a las capacidades de aprendizaje de las neuronas artificiales, es
requerido un disefio electrénico en cual puede ser usado para aplicaciones de maquinas inteli-
gentes, las cuales requieren implementaciones en hardware optimizadas, es decir, rapidas, baja
complejidad computacional y con bajo consumo de potencia. Note que la HNN, al utilizar una
menor cantidad de neuronas, requiere un menor consumo de potencia electrénica o computacio-
nal para su funcionamiento, ademas, las HNN son muy utilizadas debido a que, comparada con

otros modelos de ANN, no existe una mejor red neuronal para la identificacién de patrones.

Planteamiento del problema

En esta investigacién se tiene como objetivo realizar una metodologia para el desarrollo y
diseno en la implementacién de redes neuronales Hopfield en dispositivos programables analégi-
cos, ademas de realizar un analisis exhaustivo con respecto a la dindmica del sistema y evaluar

los efectos en el proceso de aprendizaje usando distintas funciones de activacién.

Infraestructura

Laboratorio de Circuitos y Sistemas Cadticos de Orden Fraccional, 1IFCE4/201.

Software especializado.

Laptops y estaciones de trabajo.

Tarjetas electrénicas.

Justificacion

La redes neuronales son sistemas que nos permiten dar solucién a probleméticas en donde
se requiere de dispositivos inteligentes y adaptables, en particular, las redes neuronales Hopfield
nos permiten, cifrar datos, reconocimiento de imégenes y, principalmente, la deteccién de pa-
trones, entre otros. En especifico, la deteccién de patrones es crucial para lograr, en un futuro,
la comunicacién entre dispositivos inteligentes capaces de manejarse de manera auténoma sin
la necesidad de la supervisién humana.

Actualmente, no hay red neuronal que sea capaz de almacenar una gran cantidad de patrones
como lo hace la red neuronal Hopfield, gracias a que sus neuronas son capaces de almacenar
més informacién que cualquier otra red neuronal existente [11].

Si bien la implementacién de este tipo de red neuronal ya ha sido desarrollada por trabajos

pasados, el desarrollo de una metodologia para la implementacion en circuitos electrénicos de
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las redes neuronales Hopfield no es del todo clara y este es uno de los temas que esta tesis
busca resolver.

El modelo de la red neuronal Hopfield estd descrito por un sistema de ecuaciones diferencia-
les no lineales, su estructura, dados ciertos parametros, presenta un comportamiento cadtico,
en otras palabras, bajo pardmetros adecuados la implementacion de una red neuronal Hopfield
nos permite obtener un sistema cadtico y, con él todas las propiedades que ellos nos ofrecen.
Considerando lo anterior, en este trabajo se realiza un analisis y estudio de la red neuronal en
modo cadtico.

Dentro del modelo que a las redes neuronales describe, las funciones de activacion son
fundamentales, a través del los afios distintas funciones de activaciéon han sido desarrolladas,
cada funcion de activacion da distintas propiedades dindmicas a la red neuronal, asi como
también, afecta directamente el proceso de aprendizaje de dicha red neuronal, y este andlisis

es otro de los objetivos primarios de este trabajo.

Estructura del documento

El presente documento se encuentra seccionado por capitulos, donde cada uno aborda dife-
rentes aspectos relativos al problema de investigacién. Inmediatamente después de la introduc-
cién, donde se abordan los antecedentes, conceptos basicos y el estado del arte, se mencionan
los objetivos de la tesis, el cronograma y el diagrama de bloques de la tesis, que se considera
como la metodologia de la misma. En el primer capitulo se abordan la construcciéon de una
revisién sobre las implementaciones previas de las redes neuronales artificiales, ya sea en forma
de hardware o software, es realizada, de nuevo y al ser el foco de interés, la implementacién de
las HNN en hardware embebido programable es de principal interés y la investigacién apunta a
este nodo. Finalmente, en el capitulo dos se abordan los antecedentes de las redes neuronales,
haciendo un principal énfasis en las redes neuronales Hopfield, en este capitulo se hace una
revision bibliografica sobre los conceptos de las redes neuronales artificiales. Al ser otro tema
de interés en la tesis, se hace una investigacién de los sistemas dinamicos caéticos, en donde se
busca realizar una introducciéon en donde se incluyan los conceptos basicos para la comprension

de los mismos.



Objetivos

Los objetivos planteados en este tema de tesis, objetivo general y objetivos particulares,
se enuncian a continuacién, junto a estos ultimos un desglose mas especifico de dicho objetivo

particular.

Objetivo general

Determinar los efectos de diferentes funciones de activacion en el proceso de aprendizaje de

una red neuronal Hopfield en modo cadético en un entorno de circuitos electronicos.

Objetivos particulares

= Hstablecer la estructura basica de una red neuronal Hopfield de tres y cuatro neuronas.

¢ Determinar los modelos matematicos para una HNN de 3 y 4 neuronas.

o Realizar la integracién numérica de los modelos de 3 y 4 neuronas de una HNN.

s Caracterizar la dindmica no lineal de la red neuronal Hopfield usando técnicas analiticas

y numéricas.

e Realizar el analisis dindmico de los modelos matematicos de las HNN para distintas

funciones de activacién.

o Realizar el andlisis desde un punto de vista cadtico de los modelos de la red neuronal
Hopfield.

= Evaluar la respuesta en el aprendizaje de la red neuronal Hopfield con diferentes funciones

no lineales de activacion.

o Evaluar los efectos en el proceso de aprendizaje de distintas funciones de activacién

en los modelos de las redes neuronales Hopfield de 3 y 4 neuronas.
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= Proponer las ecuaciones de disefio para implementar la red neuronal Hopfield en un

sistema anal6gico embebido programable de prototipado rapido.

e Simulaciéon del comportamiento de la red neuronal Hopfield en el entorno de pro-

gramacién de AnadigmDesigner2.
e Desarrollar una metodologia para el disefio e implementacién de una red neuronal

Hopfield con 3 y 4 neuronas.

= Implementar los modelos desarrollados de la red neuronal Hopfield para 3 y 4 neuronas
en la tarjeta analdgica embebida.
o Evaluar la dindmica obtenida.

o Evaluar los efectos en el proceso de aprendizaje de los modelos implementados y

comparar resultados con las simulaciones desarrolladas.



Cronograma de Actividades

En la Tabla 1 se presentan las actividades propuesta para el desarrollo esta tesis, titulada
Diserio de una red neuronal Hopfield en hardware embebido. Se remarcan en color rosa los
objetivos abordados en Tesis I. Algunas de las actividades aun estan en el proceso de ser
realizada, por lo que, la cuantificacion de las actividades considera s6lo un porcentaje de la

actividad realizada y es presentado en la columna de “Avance realizado” junto con un porcentaje

equivalente al valor en porcentaje de la actividad del total de la tesis.

Actividades Tesis I | Tesis IT | Tesis III Avance
realizado

Revisién bibliogrifica y estado del arte. X 80 % (10%)

Planteamiento de los modelos matematicos de X 40% (5%)

las redes neuronales Hopfield de 3 y 4 neuronas.

Simulacién de las redes neuronales Hopfield e X X 40% (10%)

integracién por métodos numéricos.

Anilisis de la dindmica de los modelos de las X X 0% (15%)

redes neuronales Hopfield de 3 y 4 neuronas

mediante técnicas numeéricas y analiticas.

Evaluacién del proceso de aprendizaje de las X X 0% (15%)

HNN de 3 y 4 neuronas con distintas funciones

de activacion.

Desarrollo de las ecuaciones para la X X 0% (10%)

implementacién de las redes neuronales

Hopfield en la tarjeta embebida analdgica.

Implementacién de la red neuronal Hopfield X X 0% (10%)

con distintas funciones de activacién.

Desarrollo de una metodologia para el disefio e X X 0% (10%)

implementacién de la red neuronal Hopfield

usando tarjetas embebidas analégicas de

prototipado rapido.

Publicacién de un articulo. X 0% (5%)

Analisis y comparacién de resultados X 0% (5%)

Escritura de la tesis. X X X 0% (5%)

Porcentaje acumulado 16.5%

Tabla 1: Cronograma de actividades.
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X CRONOGRAMA DE ACTIVIDADES

Grafica del avance global de la tesis

A continuacion, en la Figura 4 se presenta el avance global que se tiene de este trabajo de
tesis, el calculo de este estd basado en la ponderacion de cada una de las actividades descritas
en la Tabla 1 y del porcentaje realizado de cada una de ellas. Considerando lo anterior, el
porcentaje desarrollado con respecto a la actividad “Revisién bibliografica y estado del arte”
fue de un 80 %, asi como para la actividad “Planteamiento de los modelos mateméticos de las
redes neuronales Hopfield de 3 y 4 neuronas”; por otro lado, para la actividad descrita como
“Simulacién de las redes neuronales Hopfield e integracion por métodos numéricos” se asigna
un 40 % de avance, esto tltimo tomando como referencia el trabajo realizado en el capitulo 2
y, finalmente, con respecto a la escritura de tesis desarrollada en este trabajo corresponde al

10 %. La suma ponderada de las actividades descritas es equivalente al 16 %.

Avance global

W Avance realizado M Avance restante

Figura 4: Grdfica con el avance global.



Diagrama de bloques de la tesis

A continuacién se presenta, en la Figura 5, la propuesta general del proceso que se lleva a
cabo durante el desarrollo de esta investigacién. En esta se indica el periodo de inicio y desarrollo
de cada actividad en un color diferente, considerando que marca el inicio y no necesariamente
el final de cada actividad. El color verde indica el primer semestre, azul el segundo y morado

el tercero.

Investigacion y estudio de las
HNN, antecedentes, modelos
matemadticos, implementaciones
y revision del estado del arte.

Andlisis de la dindmica

no lineal del modelo
de la HNN.

Estudio, simulacién e
implementacién de las
diferentes funciones de

Estudio de la Disefio de las ecuaciones
distintas funciones para la implementacion

de activacién y la en la tarjeta embebida
analdgica. activacion no lineales.

Planteamiento del
modelo matematico |

continuo de la HNN.
respuesta de la HNN.

Integracion numérica o »
Andlisis, comparacion de

resultados, conclusiones y
observaciones generales.

y simulacion del
modelo matemético
de la HNN.

Estudio de los efectos de las
distintas funciones de

activacion en el proceso de
aprendizaje de la HNN.

Figura 5: Resumen del trabajo por realizar en la tesis dividido por colores en diagrama de bloques.

Bloques para el primer semestre

Con lo que respecta al trabajo realizado con base en los bloques coloreados por color verde,
correspondientes a las actividades desarrolladas y en desarrollo del primer semestre compren-
dido en agosto y diciembre del ano 2023, se desglosaron de forma que sea posible describirlo

méas a fondo.

s Investigacion y estudio de las HNN, antecedentes, modelos matematicos, im-
plementaciones y revision del estado del arte: Esta actividad consiste en investigar

y redactar los sucesos de mayor relevancia con respecto a los temas de interés de esta

XI
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tesis, es decir, de las redes neuronales artificiales, las HNN y su implementacién. Pos-
teriormente, se realiza el estado del arte de este trabajo, el cual consiste en sintetizar
los avances mas recientes desarrollados por la comunidad cientifica y hacer un pequeno

repaso del impacto de estos.

Planteamiento del modelo matematico continuo de la HNN: Junto con la inves-
tigacién sobre las redes neuronales de Hopfield es posible hallar el modelo matematico
con el cual se caracteriza en las referencias [8,11-13], entre otras, por lo que, ayudado por
esta investigacion, es posible plantear un primer modelo para las HNN de 3 y 4 neuronas,
en la seccion 2.1.1 se presenta el modelo general en cuestién que expresa tanto el modelo

de 3 como de 4 neuronas.

Integracién numérica y simulacién del modelo matematico de la HNN: Un
primer acercamiento al modelo matematico fue desarrollado al simular una de las ecua-
ciones que describen a la red neuronal de Hopfield, las ecuaciones y parametros elegidos
son los correspondientes al trabajo [12], cuya respuesta es cadtica. La simulacién fue im-
plementada en el lenguaje de programacién de Python usando el método de integracién

numérica de Runge-Kutta de cuarto orden.
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Estado del arte

Como parte del estado del arte se realizo una revisién e investigacion sobre los temas de
mayor interés en este trabajo, esto es, redes neuronales Hopfield (HNN), sistemas dindmicos

cadticos y hardware analégico embebido.

Revisiéon bibliografica

En lo referente a las redes neuronales se realizo una investigacion sobre los antecedentes,
modelos matematicos que a ellas describen e implementaciones sobre las redes neuronales artifi-
ciales, con un enfoque en las redes neuronales Hopfield, cuya implementacién de 3 y 4 neuronas
por medio de circuitos analdgicos y digitales fue estudiada.

Por otro lado, y al ser un tema recurrente en la tesis, se realizo un estudio de los sistemas
dindmicos, esto debido a que el modelo de la HNN es un sistema dindmico como es evidente por
su modelo matemadtico [11], es importante considerar que, el ser un sistema dindmico no lineal,
dados ciertos parametros una HNN puede presentar un comportamiento cadtico [12,14,15], con
lo que también se realiza un estudio de los sistemas dindmicos cadticos, esto es, la investigacion

para definir lo que es un sistema dindmico cadtico junto con sus caracteristicas.

Actualidad de las HNIN

Desde su creacién por el Dr. Jonh J. Hopfield [8], las redes neuronales Hopfield han atraido
a la comunidad cientifica por sus cimientos matematicos, la aplicacién de esta red neuronal
estd relacionada a la memoria asociativa y al reconocimiento de patrones [10]. Sin embargo, y
como es demostrado por distintos trabajos de investigacion, su aplicacion va mas alld de ello y
puede resolver problemas que usualmente son resueltos por otros modelos de redes neuronales.
Ademaés, debido a las caracteristicas de su modelo matemaético, su comportamiento puede ser
cadtico y con esto, conlleva todas las aplicaciones que los sistemas dindmicos cadticos tienen,

como lo son los generadores de aleatoriedad, la criptografia, modelado de sistemas, entre otros.
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Implementacién de las HNIN

La implementacién de las redes neuronales Hopfield no es ajeno a los circuitos eléctricos,
en la actualidad la implementacién de un circuito no lineal es facilitada gracias a los dispositi-
vos programables como lo son los FPGA’s, multiples trabajos han tomado esta aproximacién
para la implementaciéon de una red neuronal Hopfield [12, 14, 16]. Por otro lado, también se
ha desarrollado una electrénica analdgica para la implementacion de una red neuronal Hop-
field [17-20], dicha electrénica esta basada en dispositivos activos y resistivos, la estructura
presentada en estos trabajos es muy similar, sin embargo, en 2017 Bao et al. [16] desarrollo un
modelo para una red neuronal Hopfield de 3 neuronas en base a memristores y partir de este
trabajo multiples desarrollos han sido llevados a cabo [15]. La implementacion en un disposi-
tivo digital implica discretizar el modelo matemético que se tiene del sistema continuo, por lo
que el comportamiento obtenido sera una aproximacion a modelo que describe la red neuronal,
mientras que la implementacién en dispositivos analégicos, aunque limitada en otros aspectos,
nos permite obtener el comportamiento exacto de nuestro modelo matemaético.

Para gran parte de las implementaciones de las redes neuronales Hopfield, las metodologias
para el disenio del circuito electrénico descritas con anterioridad son utilizadas, sin embargo,
existen dispositivos analégicos programables denominados FPAA, con los cuales es posible
desarrollar una metodologia para la implementaciéon de las HNN [21,22], estos nos permiten
tener la flexibilidad que nos ofrece un dispositivo programable sin la necesidad de discretizar
el modelo de las HNN.

HNN en modo cadtico

Una de las grandes razones por la cual las redes neuronales Hopfield resultan de interés
en la comunidad cientifica es su riqueza dindmica a pesar de su simple estructura, su no
linealidad nos permite modelar sistemas muy complejos, recientes trabajos relacionados a la
construcciéon de una red neuronal Hopfield con base en Memristores han mostrado que estos
pueden presentar caos [16,17]. A partir de estos trabajos se han desarrollado otras estructuras
y parametros sobre las HNN en las cuales se han observado, no solo comportamientos cadticos,

sino hipercadticos [23], esto tltimo considerando una red neuronal de cuatro neuronas.

Almacenamiento y reconocimiento de patrones

Las HNN son especialmente ttiles en tareas de almacenamiento y recuperacién de patrones
asociativos. Pueden recordar y recuperar patrones incluso cuando la entrada esta incompleta
o contaminada con ruido [24]. La dindmica de las HNN se rige por una funcién de energia

y el aprendizaje de patrones se realiza ajustando los pesos para minimizar esta energia. Sin



embargo, la estabilidad dindmica puede ser un desafio, especialmente cuando se trata de grandes
conjuntos de datos o patrones complejos.

A pesar de estas fortalezas, las HNN también tienen limitaciones. No son ideales para
manejar patrones complejos o grandes conjuntos de datos como lo hacen otras arquitecturas
més modernas, como las redes neuronales convolucionales (CNN, por sus siglas en inglés) o
las redes neuronales recurrentes (RNN, por sus siglas en inglés). Ademads, el modelo original
de Hopfield puede tener problemas con la capacidad de almacenamiento y la recuperacion de

patrones en grandes dimensiones.

Modelado biolégico

Las HNN han sido utilizadas para modelar la memoria asociativa, un aspecto de la memoria
bioldgica, esta es capaz de reconocer patrones enteros usando solo partes parciales o danadas
por el ruido de ese mismo patrén [24]. La capacidad de las HNN para almacenar y recuperar
patrones asociativos puede interpretarse como un intento de emular procesos de asociacion en
el cerebro [23], es importante tener en cuenta que estas redes son una simplificacién de los
sistemas biol6gicos. Aunque se inspiran en algunos aspectos de la neurobiologia, no capturan

la complejidad y la dindmica real de las redes neuronales bioldgicas.

Funciones de activacion en las HNIN

El propésito de las funciones de activacion son las de determinar cuando una neurona
se “dispara” o “enciende”, ademds, su no linealidad permite modelar comportamientos mas
complejos. En la literatura se puede hallar una lista de diferentes funciones de activacién [25],
cada una ofrece distintos comportamientos y respuestas de la red neuronal, como es el caso de
la identificacién de imédgenes [10]. Resulta de interés en esta tesis ser capaz de diferenciar entre
qué funciones de activacion son apropiadas para alguna aplicacion en especifico, asi como la

respuesta que cada una de estas tiene una vez implementada en un dispositivo programable.
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Marco Teérico

2.1. Redes Neuronales Artificiales

Unas de las tecnologias de méas renombres desarrolladas en los tltimos afios por la comuni-
dad cientifica son las redes neuronales artificiales (ANN, por sus siglas en inglés). Estas toman
el comportamiento de las redes neuronales biolégicas observadas en el cerebro humano como
base para el desarrollo de un modelo matematico que emule dicho comportamiento. El primer
modelo de las redes neuronales bioldgicas fue el desarrollado por Warren McCulloch y Walter
Pitts [4], en el cual las neuronas se describen como interruptores, cuyo estado es dependiente
del de las demds neuronas. A las salida de cada neurona se denominado como axén y a su
entrada como “dendrita”, a este sistema de conexiones entre neuronas se le conoce como sinap-
sis. Como base de esta descripcion, el psicologo Frank Rosenblatt desarrolld el primer modelo
de las ANN conocido como perceptrén, en este, cada conexion entre las neuronas, es decir, la
sinapsis, tiene una valor especifico denominado como peso, consideraba neuronas de entrada
y una sola neurona de salida, el modelo es presentado en la Figura 2.1, en la cual se observa
tanto la representacién matematica como en un diagrama. Tras el trabajo de Rosenblatt, méas

modelos de ANN fueron desarrollados, cada uno con distintas propiedades, aiin sin embargo,

xi‘-:
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Figura 2.1: Modelo del perceptron.
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los conceptos cimentados por este modelos se conservan y siguen siendo usados en modelos
nuevos de las ANN. En modelos més recientes de ANN se requiere de una mayor cantidad de
neuronas para la resoluciéon de la mayoria de problemas. De acuerdo a la estructura de una
red neuronal, estas se pueden separar en dos partes fundamentales, las redes neuronales, si el
modelo que describe la estructura de una red neuronal no contiene ciclos o retroalimentaciones,
es denominada como red neuronal prealimentada o “feed-forward network”, de lo contrario, se

le denomina como red recurrente o recurrent network [25].

2.1.1. Redes Neuronales Hopfield

Un tipo especial de red neuronal recurrente es la red neuronal Hopfield, desarrolladas por
John Hopfield en 1980 [8], estas redes destacan por su capacidad dnica para el almacenamiento
y la recuperacién de patrones asociativos, emulando de alguna manera el funcionamiento de
la memoria humana [24]. Esta estructura permite a la red aprender patrones y recuperar
informacién basandose en la activacion y desactivacion de sus neuronas. Cada conexion entre
neuronas, ponderada por un valor sinaptico, contribuye a la capacidad de la red para almacenar
y recordar patrones. Por otro lado, las HNN son ideales para modelar la dindmica del cerebro [8],
ademas de su dinamica no lineal. En general una red neuronal Hopfield de 4 neuronas puede ser
representada por el diagrama de la Figura 2.2. Debido a su estructura las HNN son generalmente
conocidas como sistemas dinamicos retroalimentados el cual produce multiples patrones [24],
dependiendo de la condicién inicial de la HNN esta puede converger a un punto especifico,
estos puntos suelen ser denominados como “atractores”. El diagrama mostrado por la Figura
2.2 puede ser generalizado para n neuronas considerando la misma forma en la sinapsis. Para
una HNN de n neuronas, el modelo matematico continuo es el expresado por el sistema de

ecuaciones no diferenciales adimensional dado por [26]:

% = —Cx + Wf(x) + 1, (2.1)
donde
_.Tl_ _Il_ _wn w12 wlj wln_
T2 IQ w1 W22 U}Qj Won, c1 0 0
0 C2 0
X = ,I = ,W = 70 = (2 2)
Ty IZ W;1 Wi Wy 5 Win
0 O Cn
_acn_ _In_ _wnl Wn2 e wnj cee wnn_
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Figura 2.2: Diagrama de una red neuronal Hopfield de 4 neuronas.

x; denota la i-ésima neurona, I; representa un bias o un valor externo sobre la red neuronal, W es
la matriz de pesos que representa la sinapsis del modelo y finalmente f(x) = [f1(x), ..., fa(x)]7
representa la funciéon de activacién no lineal aplicada en cada una de las variables del modelo
y C una matriz diagonal. En especifico, esta tesis esta interesada en estudiar los modelos de 3

y 4 neuronas de una red neuronal Hopfield.

2.1.2. Funciones de activacion

En cada modelo estudiado se han mencionado las denominadas funciones de activacion,
esta cumplen con distintos propositos en los que se incluye, principalmente, la introduccion
de la no linealidad a la red neuronal permitiendo modelar sistemas mas complejas, capacidad
de aprendizaje, ajuste a la salida de la red neuronal. Sin embargo, la parte de los modelos de
redes neuronales no utilizan exclusivamente funciones de activacién, dependiendo del modelo

utilizado cada neurona utiliza una de tres tipos distintos de funciones [25]:
» Funcién de entrada, f: RF1 — R.

» Funcién de activacién, f: RF — R.

= Funcién de salida, f: R — R.

Los valores de k1 y ko son numeros enteros positivos dependientes del tipo y ntimero de

argumentos de las funciones.
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En lo que respecta a las redes neuronales Hopfield, estas son redes especiales cuyas neuronas
no utilizan funciones de entrada ni de salida, solo de activacion, la entrada de esta red son los
valores con los que se inicia cada neurona. Por esta razon este trabajo se limita al estudio de

las funciones de activacion, las cuales deben cumplir las siguientes caracteristicas:

= No lineal. Una funcién es considerada como no lineal si esta no cumple con el principio
de superposicién, esto es, para que una funcién f(x) sea denominada como lineal debe
cumplir

flax +by) = af(z) +bf(y),

para todo a,b constantes y todo z,y en el dominio de la funcién f. Si una funcién no
cumple con la propiedad anterior para alguno de sus puntos es considerada como no

lineal.

= Diferenciable. Se dice que una funcién es diferenciable si existe la derivada de la funciéon
en todos los puntos en el dominio de interés. Esto es, una funciéon f(z) es diferenciable

en un dominio [a, b] si el limite dado por:

lm f(zo+h) — f(zo)
h—0 h ’

existe para ese mismo dominio.

» Ser acotada. Una funcién f(x) se dice acotada si existen dos constantes M y N tales que:
N < f(z) < M,

para todo el dominio de f(z).

= Monétona. Una funcién se considera mondtona en un intervalo si su comportamiento de
crecimiento o decrecimiento no cambia en ese intervalo. Consideremos la funcién f(z), si

cualquier par de puntos x; y z2 en su dominio cumple con:

r1 < 29 = f(71) < f(22),

se dice que la funcién es mondtona creciente, si por lo contrario con la misma hipdtesis
f(z1) > f(x2) se dice que la funcién es mondtona decreciente. Por otro lado, si la desigual-
dad es estricta (es decir f(x1) < f(z2) 6 f(x1) > f(x2)) la funcién se dice estrictamente

mondtona.

Las principales funciones de activacién [27] usadas por cualquier red neuronal se presentan la
Tabla 2.1.
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Tabla 2.1: Funciones de activacion de las ANN mds frecuentes en la literatura.

Funcién de o(x) ¢ (x) Rango
activacion
Tangente hiperbdlica tanh(z) 1 — ¢%(z) (-1,1)
1
Sigmoid S(z) = e P(x)(1 — é(z)) (0,1)
ReLu R(z) = 0 parax <O 0 paraz <0 [0, 50)
r parazx >0 1 paraz >0
Funcién Headviside R(z) = 0 parax <0 0(z) [0,1]
1 paraz >0
—1 paraz <0
Funcién signo R(z)=< 0 paraz=0 26(x) [—1,1]
1  paraxz >0
e’ Jyi
Softmax yi = Sren 9 yi(di; —wi) | (0,1)

La funcién de activacion utilizada, al estar directamente implicada en el modelo matematico

de la ANN, impacta directamente en la dindmica de la red neuronal.

2.1.3. Entrenamiento de una red neuronal

Una de las propiedades més atractivas de las redes neuronales (artificiales) es la posibilidad
de entrenarlas para ciertas tareas con la ayuda de datos de ejemplo. En general entrenar una
red neuronal consiste en adaptar los pesos de conexion y posiblemente otros pardmetros (como
bias) de manera que se optimice cierto criterio. Dependiendo del tipo de datos de entrenamiento
y del criterio a optimizar, podemos distinguir dos tareas fundamentales de aprendizaje [25]:
aprendizaje supervisado, en el cual se asigna una salida deseada a un conjunto de entrada, y

aprendizaje no supervisado en el cual no se proporcionan salidas deseadas.

En lo que se refiere a una red neuronal Hopfield, su entrenamiento se refiere a disefiar un
atractor o atractores para un conjunto especifico de condiciones iniciales [24]. Al conjunto de
estos atractores se les conoce como memoria, mientras que al conjunto de condiciones iniciales
que son atraidas por un atractor se les conoce como “cuenca de atraccién”, a los valores que
toman las neuronas una vez que estas convergieron a su valor final se le denomina como “patrén”.
Considerando lo anterior, una red neuronal Hopfield puede ser visto como un dispositivo capaz
de almacenar y recuperar informacion relacionada entre si. Con el paso del tiempo distintos
investigadores han desarrollado algoritmo para el entrenamiento de HNN y cuyo estudio sera

realizado a lo largo del desarrollo de esta tesis.
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2.2. Sistemas dinamicos

La gran parte de los sistemas estudiados por la fisica y la matemaética tienen un comporta-
miento variante en el tiempo, es decir, no son estaticos, a este tipo de sistemas se les denomina
como sistemas dindmicos y su estudio se remonta a Isaac Newton, quien intenté describir el
comportamiento de los planetas alrededor del Sol usando ecuaciones diferenciales [28]. Desde
aquel momento el estudio de los sistemas dindmicos se ha aplicado a diversas disciplinas dentro
y fuera de la fisica. Gran parte de los sistemas dinamicos son representados por un sistema de

ecuaciones diferenciales descrito por:

:tl = fl(t,xl,xg, ey Ty U, ...,up),

i‘g = fg(t,ZEl,l'z, ceey Ty U ...,up),

.’i’n = fl(t,m'l,l'g, ey Ty U, ...,up).

La ecuacién (2.3) representa un sistema de n ecuaciones diferenciales, donde uy, ug, ..., up repre-
sentan la entrada al sistema, x1,xo, ..., x, las variables del sistema y i1, 2o, ..., &, de derivada
con respecto al tiempo de las variables. De forma reducida la expresiéon anterior puede ser

escrita usando vectores, de la forma:

x = f(t,x,u), (2.4)

donde f(t,x,u) = [fi(t,x,0)),..., fu(t,x,u),]T, x = [21,22, ..., zn]T y u = [u1,uz,...,uy)]T . En
las expresiones (2.3) y (2.4), el tiempo ¢ estd expresado explicitamente, en algunos sistemas
dindmicos este no es el caso y no dependen explicitamente ni del tiempo ni de la entrada, a
este tipo de sistemas se les denomina como sistemas dindmicos auténomos y estan expresados
por

x = f(x). (2.5)

Su estudio es de gran relevancia en esta tesis al representar el modelo matematico de las HNN.

Uno de los aspecto de relevancia en los sistemas dindmicos son los puntos de equilibrio.
Se dice que un punto x es un punto de equilibrio de un sistema si siempre que este inicie en
el estado x entonces se mantendra en estado z para cualquier estado siguiente [29]. Para el

sistema dado por (2.5), los puntos de equilibro se encuentran al resolver
x = f(x) =0. (2.6)

La expresion anterior implica que un punto de equilibrio es un punto en donde el estado

del sistema se mantiene constante. El analisis de los puntos de equilibrio del sistema es muy
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importante si se desea comprender el comportamiento de dicho sistema.

2.2.1. Sistemas dinamicos cadticos

En el 1961, el meteorélogo y matemético Edward Lorenz desarrollé una maquina capaz de
predecir el comportamiento del clima, poco tiempo después, se dio cuenta que con minimas va-
riaciones en las condiciones iniciales, su sistema mostraba dos comportamientos completamente
distintos, sus observaciones y resultados fueron publicadas en 1963 [30]. Su trabajo desarroll6
lo que ahora se denomina como Teoria del Caos.

Un sistema dindmico cadtico o sistema caotico, es un tipo especial de sistema dindmico, si
bien, al dia de hoy no existe un consenso general para dar una definicién clara de los sistemas

cadticos, si se tiene un consenso de tipo de caracteristicas que estos sistemas deben cumplir [31]:

= Determinista y no lineal. Cuando un sistema dinamico esta completamente determi-
nado por sus condiciones iniciales se le denomina como determinista, ademas, cuando se
adjudica el término de no lineal a un sistema, implica que este no cumple con la propiedad

de la superposicion para todos sus estados.

= Extrema sensibilidad en sus condiciones iniciales. Si bien, si un sistema cadtico es
determinista, su dependencia con respecto a sus condiciones iniciales es muy inestable,
esto es, diminutas variaciones en la condiciones inicial resultan en cambios drasticos en

el comportamiento del sistema.

= Densidad en sus orbitas periédicas. Aunque irregular, el comportamiento de un
sistema, cadtico es periddico, esto es, su Orbita gira alrededor de un conjunto de puntos

denominado como atractores.

Es importante mencionar que conocido el sistemas de ecuaciones diferenciales que rigen el
sistema cadtico es posible determinar cémo evoluciona el sistema. Sin embargo, su extrema
sensibilidad genera que, tras un cierto periodo de tiempo, no podamos predecir su comporta-

miento con absoluta certeza.

2.2.2. Redes Neuronales Hopfield en modo caético

El modelo matematico de las redes neuronales de Hopfield se comporta como los sistemas
cadticos con ciertos pardmetros especificos [12,15], en algunos de estos trabajos se ha llevado
a cabo un implementacién sobre algin tipo de dispositivo programable, en cuyos casos la
respuesta de la HNN ha conservado sus propiedades cadticas.

La identificacién de un comportamiento cadtico en el modelo de la red neuronal Hopfield

ha requerido de herramientas utilizadas en teoria de control, como lo son los diagramas de
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bifurcacién, exponentes de Lyapunov o el cdlculo y andlisis de los puntos de equilibrio del
modelo matematico. Mas especificamente, para una red neuronal Hopfield de 3 neuronas, la

presencia de un comportamiento cadtico fue hallado usando el modelo descrito por [14]:

fEl 1 w11 W12 W13 tanh(xl)
To| = — |x2o| + |wor woa wWag tanh(a:g) s (2.7)
i’g T3 w31 W32 W33 tanh(xg)
dada la matriz de pesos
w1l W12 W13 0 1.2 -7
W21 W22 W23| — 1.1 0 2.8
w31 W32 W33 0.7 -2 4

Un diagrama de fase es una herramienta grafica utilizada en el andlisis de sistemas dindmicos
para visualizar el comportamiento a lo largo del tiempo de un conjunto de variables relacio-
nadas. En este tipo de diagrama se grafica una variable del sistema contra otra distintas, el
diagrama de fase proporciona una representacién visual de como las variables evolucionan y se

relacionan entre si a medida que el sistema dindmico evoluciona.

Los diagramas de fase obtenidos del sistema (2.7) se presentan en la Figura 2.3.

0.5

N o
05
E|
1.5 =
6 =) =2 0 2 4 6 -1.5 -1 -0.5 1] 0.5 1 1.5
x1 x2
(a) Diagrama de fase x1 contra xs. (b) Diagrama de fase z2 contra s

Figura 2.3: Diagramas de fase 2D formados por el sistema 2.7.

Cabe mencionar que para obtener el diagrama de fase anterior fue requerida la simula-
cién del sistema y, con esta, la solucién numérica del sistema cadtico, el método utilizado es

presentado en la seccién 2.4.
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2.3. Dispositivos programables

En muchas ocasiones cuando se desarrolla un circuito electrénico es necesario ajustar o
incluso redisenar partes del circuito. Para el caso especifico de este trabajo, este redisefio o ajuste
resulta ser incluso més complejo en términos de estabilidad y el desarrollo del circuito requerido.
Por esto, el uso de dispositivos programables es de gran utilidad en la electrénica, en lo que
respecta a dispositivos digitales se utilizan los llamados “Arreglo de Puertas Programables en
Campo” (FPGA, por sus siglas en inglés), su contraparte analégica es menos conocida, sin
embargo, nos ofrece la misma ventaja, estos son denominado como “Arreglo de Campo de

Anal6gico Programable” (FPAA, por sus siglas en inglés).

2.3.1. Hardware Analégico Embebido

Los FPAA’s son dispositivos electrénicos programables que permiten la creacién de circui-
tos analdgicos personalizados y, como tal, nos permiten hacer operaciones como lo son la suma,
resta, comparacién, integracién, derivacion, entre otros. La arquitectura general de un FPAA
es presentada en la Figura 2.5, en esta se observa que estéd constituido por bloques anal6gicos
configurables (CAB’s, por sus siglas en inglés), los cuales tienen una funcién de transferen-

cia equivalente, estos bloques estdn interconectados por interruptores controlados. En lo que

Figura 2.4: Arquitectura general de un FPAA [32].

respecta a este trabajo y su implementacién, el FPAA utilizado es el modelo AN231E04 de-
sarrollado por Anadigm, la misma distribuidora ofrece un kit que contiene una tarjeta con 4
FPAA’s. Por otro lado, el desarrollador y distribuidor ofrece el software para programa la tar-
jeta con los AN231E04 llamado AnadigmDesigner2, el cual proporciona un entorno de disenio
grafico con el cual podemos disenar y simular circuitos analégicos. El ambiente de trabajo de
AnadigmDesigner2 (Figura 2.5) consiste en bloques, los cuales representan el FPAA sobre el
cual se programard y dentro de este se pueden implementar Mddulos Analégicos Configura-
bles (CAM’s, por sus siglas en inglés); cada uno de estos tiene una funcién de transferencia

equivalente que se encuentra en la documentaciéon dada por el desarrollador.
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Figura 2.5: Entorno de programacion en bloques de AnadigmDesigner2.

2.4. Meétodos numéricos para la solucién de sistemas dinamicos

En muchos problemas de la fisica y las matematicas se estudian modelos descritos por
ecuaciones diferenciales lineales y no lineales, es por esto que una solucién para dichos sistemas
es de suma relevancia. Sin embargo, no siempre es posible el desarrollo de una solucién analitica
del modelo matemadtico y, en estos casos, es necesario utilizar métodos numéricos que aproximen
a la solucién deseada.

Existen una gran cantidad de métodos numéricos para dar soluciéon a un sistema de ecua-
ciones diferenciales; con lo que respecta a esta tesis, se utilizaran los métodos desarrollados
por los matematicos alemanes Carl David Tolmé Runge y Martin Wilhelm Kutta, a fines del
siglo XIX y principios del siglo XX [33]. En 1895, Tolmé Runge publicé un articulo titula-
do “Uber die numerische Auflésung von Differentialgleichungen”(Sobre la resolucién numérica
de ecuaciones diferenciales), donde propuso un método iterativo para la solucién de ecuacio-
nes diferenciales. Posteriormente, en 1901, Martin Wilhelm Kutta publicé un trabajo titulado
“Beitrage zur ndherungsweisen Integration totaler Differentialgleichungen”(Contribuciones a la
integracion aproximada de ecuaciones diferenciales totales), donde desarrollé y popularizé un
método méas amplio y generalizado, que incluia el método de Runge y otros métodos similares.
Este método se conocié como el método de Runge-Kutta, combinando los apellidos de ambos
matematicos [33].

Dentro del grupo de métodos Runge-Kutta, en este trabajo se tomaran dos metodologias,
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el método de Runge-Kutta de segundo orden, también llamado método de Heun, y el método
de Runge-Kutta de cuarto orden. El desarrollo para la obtencién del método de Heun es el
siguiente: consideremos la ecuacién diferencial ordinaria (EDO) de la forma

dy(t)

“ar f(t,y). (2.8)

Aplicamos la expansién de Taylor a la funcién y(t) alrededor de t,:

dy
dt

(t —tn)% d%y 3
AL - 2.
g, O~ t)?), (2.9)

y(t) - y(tn) + (t - tn)

donde O((t —t,)?) representa términos de orden superior, que estamos ignorando para obtener

una aproximacion de segundo orden.

Integrando ambos lados de la ecuacién de la EDO de t,, a t,41 = t, + h (donde h es el

tamano del paso) y aplicando la regla del trapecio para la integracién, obtenemos:

et = Ut o () - F(tms ). (2.10)

donde y,11 es una estimacion de y,11 que obtenemos usando la aproximacion de Euler:

gnJrl =Yn + hf(tn7 yn) (211)

El método de Runge-Kutta de segundo orden ofrece una mejor aproximacion a la soluciéon
de una ecuacién diferencial, a diferencia del muy conocido método de Euler. Sin embargo, en
gran parte de los trabajos de investigacién se ha popularizado el método de Runge-Kutta de
cuarto orden debido a su facilidad de programacién y gran precisién en la solucién de ecuaciones
diferenciales. Consideremos nuevamente la expresién, (2.8)

dy(t)

“dt = f(t,y).

Para la aplicacién del método de Runge-Kutta de 4 orden se divide el intervalo [t,,t,+1] en

cuatro pasos y se calculan las pendientes intermedias ki, ko, k3, v k4:

kl == h : f(trwyn)a

h k
(2.12)

h ko
ks=h-fl{th+ =, yn+ =,
3 f( +2y+2)

ko=l f(tn+h, yn + ks3).
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Se combina ponderadamente las cuatro pendientes para obtener la pendiente final y la solucién

se actualiza en el siguiente paso de tiempo t,41:
1
Yntl = Yn + E(kl + 2ky + 2k3 + ky). (2.13)

La cantidad expresada por %(k‘l + 2ko + 2ks + k4) es una estimacién mejorada de la pendiente
de la solucién en el intervalo de tiempo [t;,t; + h], k1 es la pendiente en el extremo izquierdo
del intervalo, ko es la pendiente utilizada en el punto medio del intervalo mientras que k3 es la
pendiente mejorada en este mismo punto, finalmente, k4 es la pendiente en el punto extremo

derecho.



Conclusiones

A lo largo de la investigacion y analisis desarrollado en este Avance de Tesis I se puede decir
que, las redes neuronales artificiales son unos de los temas que mas atenciéon han recibido por
parte de la comunidad cientifica debido a que nos permite solucionar problemas muy diversos,
como lo pueden ser la identificacién de patrones, el modelado, prediccién, procesamiento de
seniales, entre otros. Las ANN son descritas a partir de modelos matemaéticos que describen
a las neuronas como interruptores cuyo estado depende de las demés neuronas y, en algunos
casos, su propio estado pasado. En particular, esta tesis esta interesada en la redes neuronales
Hopfield, la cuales son redes neuronales recurrentes completamente conectadas, es decir, una red
neuronal con neuronas retroalimentadas y completamente conectadas entre si, este tipo de redes
han demostrado ser de utilidad para el reconocimiento de patrones y el modelado biolégico,
aunque, sus aplicaciones no estan solo limitadas a estas aplicaciones. El modelo de la HNN
presenta un comportamiento cadtico para destinos conjuntos de parametros, considerando esto
se realizo un estudio sobre sistemas dinamicos cadticos, asi como una revisién sobre que modelos
de HNN tienen este comportamiento. Con fines de simulacién, es necesario poder solucionar
los sistemas de ecuaciones diferenciales que describen al modelos de las redes neuronales, con
este fin, se desarrollo el estudio de distintos métodos numéricos para realizar una integracion

numérica, mas especificamente, los métodos de Runge-Kutta de orden 2 y 4.

El estudio y analisis de las redes neuronales Hopfield ha llevado a los investigadores a
proponer distintos modelos para su implementacién en un entorno de circuitos electrénicos,
desde el punto de vista de electrénica digital, la implementacién de las HNN’s es realizada en
FPGA’s debido a la complejidad de los modelos utilizados y la flexibilidad y estabilidad que
un dispositivo programable nos ofrece, desde el punto de vista analdgicos, distintos circuitos
electréonicos activos han sido propuestos para distintas funciones de activacion, dichos circuitos
sacrifican la flexibilidad y estabilidad de un dispositivo programable por un menor consumo
de potencia y un mejor apego al modelo de la red neuronal, sin embargo, existen dispositivos
analégicos programables que seran de especial interés en esta tesis y nos permiten obtener la
flexibilidad de un dispositivo programable sin tener que hacer una aproximacién al modelo

como podria ser en un dispositivo digital, este tipo de dispositivos son pocos explorados por

16
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la comunidad cientifica aun sin embargo, nos ofrecen ventajas de relevancia, como lo es el
prototipado rapido, la implementacién de circuitos analdgicos estables y sin la preocupacion

de un ruido que perturbe la sefial deseada.
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Resumen

Resumen general

En esta tesis se lleva a cabo el diseno e implementacion de una red neuronal Hopfield de tres
y cuatro neuronas en hardware embebido programable analégico, caracterizando la dindmica
no lineal que a ella describe, asi como también se realiza un estudio sobre las distintas funciones
no lineales de activacién, evaluando los efectos en el proceso de aprendizaje de la red neuronal
Hopfield. Con este fin inicialmente se desarrolla una revision bibliografica sobre el estado del arte
de las redes neuronales artificiales, en especifico sobre la red neuronal Hopfield, sus antecedentes,
principales aplicaciones, implementaciones tanto en circuitos analdgicos como con dispositivos
programables analdgicos y digitales, asi como las ecuaciones que describen el modelo de la red
neuronal Hopfield. Posteriormente, se desarrolla un analisis exhaustivo sobre la dindmica no
lineal del sistema, este incluye la evaluacién del proceso de aprendizaje de la red neuronal,
asi como, el andlisis en base a caos para finalmente implementar el modelo de la red neuronal
Hopfield con distintas funciones de activaciéon en un dispositivo analégico programable, el cual,
requiere sus propias ecuaciones de diseno, las cuales también son desarrolladas. Finalmente,
con todo el trabajo realizado, se elabora una metodologia para la implementacién de las redes

neuronales Hopfield en las tarjetas analdgicas embebidas utilizadas a lo largo de esta tesis.

Resumen Avance de Tesis 1

En el Avance de Tesis I estudian los antecedentes de las redes neuronales artificiales, su
comparacién con las neuronas biolégicas y se presenta el primer modelo matematico que a ellas
describe, posteriormente, se presenta el modelo de las redes neuronales Hopfield (HNN) general
y especifico para 3 y 4 neuronas, dado que es el tema de interés en esta tesis. Simultaneamente,
se realiza un estudio sobre la implementaciéon de las HNN, ya sea con circuito embebidos o
no, su respuesta y aplicaciones principales. Otro tema de interés en esta tesis son lo sistemas
dindmicos cadticos esto debido a que, dados ciertos parametros, la red neuronal Hopfield pre-

senta caos. Con respecto a este tema, una investigaciéon es realizada con relacion a los sistemas

11
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dindmicos cadticos y a las HNN en modo caético. La implementacién en hardware embebido
de redes neuronales es un tema de recurrente estudio en la comunidad cientifica, por lo que
una investigacién a fondo en el diseno en hardware programable de las HNN, resulta evidente
en el cual se incluye, un estudio e investigacién sobre los dispositivos analdgicos programables
FPAA’s, dado que este circuito sera el utilizado para el desarrollo de esta tesis. Finalmente,
para el andlisis del modelo de la red neuronal Hopfield, es necesario desarrollar herramientas
matematicas analiticas y numéricas, con lo que respecta a este avance, se presentan dos métodos
para la integracién numérica por medio de los métodos de Runge-Kutta de segundo y cuarto

orden.

Resumen Avance de Tesis 11

En el Avance de Tesis II se presentaron los modelos de las redes neuronales Hopfield de
tres neuronas especificos que seran estudiados en este trabajo, para cada modelo se utiliza una
funcién de activacién distinta. Dos de estos modelos con comportamiento caético no habian
sido reportados en la literatura y son presentados en este trabajo, mientras que los otros tres
sistemas caéticos ya habian sido reportados en [1], [2] y [3]. Para cada uno de estos modelos se
realiza un analisis dinamico en donde se demuestra la existencia de atractores en los modelos
y se desarrolla en andalisis de estabilidad de Lyapunov para dar un criterio para la estabilidad
asintética del sistema. Posteriormente, se utilizan los diagramas de bifurcacién y exponentes
de Lyapunov como métricas para identificar las regiones cadticas de los modelos de redes
neuronales Hopfield. Finalmente, se desarrollan las funciones de activacién en base a los bloques
que ofrece la distribuidora de las tarjetas analdgicas para posteriormente implementar todos
los modelos en las tarjetas analdégicas programables, para esto se desarrollan las ecuaciones de
disefio que representan los modelos de manera que se desarrollen los programas en AD2 con

comportamiento cadtico y registrar los resultados obtenidos.
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Introduccion

Antecedentes

El estudio del comportamiento del cerebro humano tiene profundas raices en la historia
de la ciencia y la medicina, desde la antigiiedad grandes fil6sofos especulaban sobre su funcio-
namiento, los antiguos griegos plantearon ideas sobre “maquinas pensantes” [4]. El siglo XIX
marcd un avance importante con respecto al estudio de la biologia; en 1839 Schleiden y Sch-
wann formulan la Teoria Celular, que establece que todos los seres vivos estan formados por

células como unidades fundamentales [5], esto por supuesto incluye al cerebro.

Una de las células béasicas que componen al sistema nervioso es la neurona, las neuronas
procesan y transmiten informacién en forma de senales eléctricas, como fue propuesto por el
cientifico espanol Santiago Ramén y Cajal [6], en su trabajo sobre la transmisién neuronal, en el
cual se considera a la neurona como un interruptor que se “dispara” dependiendo de las senales
de otras neuronas, estas senales puedes ser inhibitorias si tienden a impedir que la neurona se
active o excitatorias si provocan que la neurona se active, con estas sefiales la neurona realiza
suma ponderada y, dependiendo del valor de esta suma, se dice que la neurona esta “activa” o

no.

La neurona es una de las unidades fundamentales del sistema nervioso y se divide el cuatro
partes importantes: el nicleo, el cuerpo de la célula, la dendrita y el axén (véase Figura 1). El
cuerpo de la célula contiene al niicleo, el cual se encarga de producir la energia de la neurona,
la entrada de la neurona que trata con las senales de las deméds neuronas es denominada como
dendrita, mientras que la salida es denominada como axoén; a la conexién entre las neuronas se

le conoce como sinapsis.
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Figura 1: Neurona bioldgica.
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Inspirados por el comportamiento de las neuronas bioldgicas, los investigadores y cientificos
han desarrollado las denominadas redes neuronales artificiales (ANN, por sus siglas en inglés),
las cuales son dispositivos que simulan el comportamiento de las redes neuronales bioldgicas. El
primer modelo de ANN fue el desarrollado por Warren McCulloch y Walter Pitts en 1943 [7],
quienes proponen un modelo que toma multiples entradas binarias ponderadas, suma estas
entradas y aplica una funciéon de umbral (véase Figura 2). Si la suma supera el umbral, la
neurona emite una senal de salida. Este enfoque permitié realizar calculos légicos y de decision

basados en la entrada recibida, semejante al comportamiento de las neuronas bioldgicas.

xo . .
— e sinapsis
axon de otra

neurona dendrita™~ %0%0

Cuerpo

n
Z w;x; +b
i

axon de salida
Funcién de
activacion

Figura 2: Modelo matemdtico de una neurona artificial.

En 1958, Frank Rosenblatt, padre del perceptrén [8], consiguié implementar la primera
maquina capaz de aprender, distinguir y separar cartas marcadas utilizando el modelo ma-
tematico McCulloch-Pitts. El modelo del perceptrén, contiene solo una capa de entradas y
una unica neurona de salida, donde cada conexién entre las neuronas tiene un valor especifico
denominado “peso”, el cdlculo del valor de la neurona de salida se realiza de la siguiente forma:

se realiza el producto entre la entrada con su respectivo peso, estos valores se suman y, final-
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mente, el valor calculado se introduce como argumento en una funcién denominada “funcién
de activacién”, para el perceptron la funcién utilizada es la funcién signo, la cual es adecuada

para una clasificacion [9].

Si bien, el trabajo de Rosenblatt no fue bien recibido por la comunidad cientifica debido a
sus limitantes, anos después se desarrollaron modelos que solucionaban las deficiencias del per-
ceptron, algunos de ellos son: las redes neuronales convoluciones, redes neuronales recurrentes,
perceptrén multicapa, entre otros [10]. Tiempo despues al trabajo desarrollado por McCulloch-
Pitts, John Hopfield propone un nuevo modelo para las ANN, denominado como red neuronal
Hopfield o HNN por sus siglas en ingles, esta es una red de tipo recurrente y completamente
conectada, esto es, a diferencia de los modelos de McCulloch-Pitts, las neuronas del modelo
de la HNN estan conectadas con todas las demas, ademas de tener cierta dependencia con
su estado anterior, este tipo de ANN se utiliza generalmente para describir algunos procesos
cerebrales, como por ejemplo, el proceso de aprendizaje y el concepto de memoria asociativa,

la ecuacién que generaliza cada neurona de la HNN viene dada por [11]

n
T; = —¢x; + E Wij tanh(xj) + I;,
=1
donde z; es la entrada de la neurona, i es el nimero de neurona, tanh(-) es la funcién de
activacion, w;; es el peso entre las entradas de la neurona, ¢ es un pardmetro constante y

finalmente la I; es un factor de sesgo o bias.

En la Figura 3 se ilustra el diagrama a bloques de una neurona Hopfield, la cual podemos
asociar a la funcion de propagacién con la sumatoria de todas las sinapsis que posee la neurona,
mientras que el bloque f(x;) representa la funcién de activacién. Para las redes neuronales
Hopfield es utilizada la funcién tangente hiperbélica tanh(-) y, finalmente, existe un bloque de
derivada, el cual nos permite solucionar la ecuacién diferencial para adquirir el valor actual de

la neurona [12,13].

FUNCION DE FUNCION DE
PROPAGACION ACTIVACION

ENTRADAS DE
LA NEURONA

Figura 3: Diagrama en bloques de una red neuronal Hopfield.
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En este escenario, debido a las capacidades de aprendizaje de las neuronas artificiales, es
requerido un disefio electrénico en cual puede ser usado para aplicaciones de maquinas inteli-
gentes, las cuales requieren implementaciones en hardware optimizadas, es decir, rapidas, baja
complejidad computacional y con bajo consumo de potencia. Note que la HNN, al utilizar una
menor cantidad de neuronas, requiere un menor consumo de potencia electrénica o computacio-
nal para su funcionamiento, ademas, las HNN son muy utilizadas debido a que, comparada con

otros modelos de ANN, no existe una mejor red neuronal para la identificacién de patrones.

Planteamiento del problema

En esta investigacién se tiene como objetivo realizar una metodologia para el desarrollo y
diseno en la implementacién de redes neuronales Hopfield en dispositivos programables analégi-
cos, ademas de realizar un analisis exhaustivo con respecto a la dindmica del sistema y evaluar

los efectos en el proceso de aprendizaje usando distintas funciones de activacién.

Infraestructura

Laboratorio de Circuitos y Sistemas Cadticos de Orden Fraccional, 1IFCE4/201.

Software especializado.

Laptops y estaciones de trabajo.

Tarjetas electrénicas.

Justificacion

La redes neuronales son sistemas que nos permiten dar solucién a probleméticas en donde
se requiere de dispositivos inteligentes y adaptables, en particular, las redes neuronales Hopfield
nos permiten, cifrar datos, reconocimiento de imégenes y, principalmente, la deteccién de pa-
trones, entre otros. En especifico, la deteccién de patrones es crucial para lograr, en un futuro,
la comunicacién entre dispositivos inteligentes capaces de manejarse de manera auténoma sin
la necesidad de la supervisién humana.

Actualmente, no hay red neuronal que sea capaz de almacenar una gran cantidad de patrones
como lo hace la red neuronal Hopfield, gracias a que sus neuronas son capaces de almacenar
més informacién que cualquier otra red neuronal existente [14].

Si bien la implementacién de este tipo de red neuronal ya ha sido desarrollada por trabajos

pasados, el desarrollo de una metodologia para la implementacion en circuitos electrénicos de
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las redes neuronales Hopfield no es del todo clara y este es uno de los temas que esta tesis
busca resolver.

El modelo de la red neuronal Hopfield estd descrito por un sistema de ecuaciones diferencia-
les no lineales, su estructura, dados ciertos parametros, presenta un comportamiento cadtico,
en otras palabras, bajo pardmetros adecuados la implementacion de una red neuronal Hopfield
nos permite obtener un sistema caotico y, con él todas las propiedades que ellos nos ofrecen.
Considerando lo anterior, en este trabajo se realiza un analisis y estudio de la red neuronal en
modo cadtico.

Dentro del modelo que a las redes neuronales describe, las funciones de activaciéon son
fundamentales, a través del los afios distintas funciones de activaciéon han sido desarrolladas,
cada funcion de activacion da distintas propiedades dindmicas a la red neuronal, asi como
también, afecta directamente el proceso de aprendizaje de dicha red neuronal, y este andlisis

es otro de los objetivos primarios de este trabajo.

Estructura del documento

El presente documento se encuentra seccionado por capitulos, donde cada uno aborda di-
ferentes aspectos relativos al problema de investigaciéon. En un principio se abordan los ante-
cedentes, conceptos béasicos, los objetivos de la tesis, el cronograma y el diagrama de bloques
de la tesis, que se considera como la metodologia de la misma. En el primer capitulo se aborda
el estado del arte relacionado a las redes neuronales Hopfield, sistemas cadticos y su imple-
mentacion en circuitos electronicos. En el segundo capitulo se desarrolla en detalle los temas
de interés antes mencionados. En el tercer capitulo se presentan los modelos con los que se
trabajara en la Tesis, todos presentan una funcién de activacién distinta en busca de abordar
la mayor cantidad de fenémenos dindmicos. Al momento de presentar cada modelo junto con
su funcién de activacion también se dan algunas caracteristicas o propiedades de interés sobre
la funcién. En uno de los modelos se desarrolla una transformacién para llevar de un modelo
conocido a otro con una funcién de activacién distinta. Asi mismo se desarrolla un andlisis
dindmico en relaciéon a la estabilidad del modelo de la red neuronal Hopfield. En el capitulo
cuatro se aborda la dindmica cadtica de los modelos de interés usando métricas para la identifi-
cacion de zonas cadticas, como lo son los diagramas de bifurcacién y exponentes de Lyapunov.
La implementacion de las redes neuronales Hopfield se muestra en el capitulo tres. Finalmente,
se presentan las conclusiones del presente avance junto con un apartado de anexos donde se

detallan los anexos con codigo utilizados para implementacion de las redes neuronales Hopfield.



Objetivos

Los objetivos planteados en este tema de tesis, objetivo general y objetivos particulares,
se enuncian a continuacién, junto a estos ultimos un desglose mas especifico de dicho objetivo

particular.

Objetivo general

Determinar los efectos de diferentes funciones de activacion en el proceso de aprendizaje de

una red neuronal Hopfield en modo cadético en un entorno de circuitos electronicos.

Objetivos particulares

= Hstablecer la estructura basica de una red neuronal Hopfield de tres y cuatro neuronas.

¢ Determinar los modelos matematicos para una HNN de 3 y 4 neuronas.

o Realizar la integracién numérica de los modelos de 3 y 4 neuronas de una HNN.

s Caracterizar la dindmica no lineal de la red neuronal Hopfield usando técnicas analiticas

y numéricas.

e Realizar el analisis dindmico de los modelos matematicos de las HNN para distintas

funciones de activacién.

o Realizar el andlisis desde un punto de vista cadtico de los modelos de la red neuronal
Hopfield.

= Evaluar la respuesta en el aprendizaje de la red neuronal Hopfield con diferentes funciones

no lineales de activacion.

o Evaluar los efectos en el proceso de aprendizaje de distintas funciones de activacién

en los modelos de las redes neuronales Hopfield de 3 y 4 neuronas.

VIII
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= Proponer las ecuaciones de disefio para implementar la red neuronal Hopfield en un

sistema anal6gico embebido programable de prototipado rapido.
e Simulaciéon del comportamiento de la red neuronal Hopfield en el entorno de pro-
gramacién de AnadigmDesigner2.
e Desarrollar una metodologia para el disefio e implementacién de una red neuronal

Hopfield con 3 y 4 neuronas.

= Implementar los modelos desarrollados de la red neuronal Hopfield para 3 y 4 neuronas
en la tarjeta analdgica embebida.
o Evaluar la dindmica obtenida.

o Evaluar los efectos en el proceso de aprendizaje de los modelos implementados y

comparar resultados con las simulaciones desarrolladas.



Cronograma de Actividades

En la Tabla 1 se presentan las actividades propuesta para el desarrollo esta tesis, titulada
Diserio de una red neuronal Hopfield en hardware embebido. Se remarcan en color rosa los
objetivos abordados en Tesis II. Algunas de las actividades atun estan en el proceso de ser
realizada, por lo que, la cuantificacion de las actividades considera s6lo un porcentaje de la

actividad realizada y es presentado en la columna de “Avance realizado” junto con un porcentaje

equivalente al valor en porcentaje de la actividad del total de la tesis.

Actividades Tesis I | Tesis IT | Tesis II1 Avance
realizado

Revisién bibliogréafica y estado del arte. X 100 % (10 %)

Planteamiento de los modelos mateméticos de X X 80% (5%)

las redes neuronales Hopfield de 3 y 4 neuronas.

Simulacién de las redes neuronales Hopfield e X X 80% (10 %)

integracién por métodos numéricos.

An4lisis de la dindmica de los modelos de las X X 60% (15 %)

redes neuronales Hopfield de 3 y 4 neuronas

mediante técnicas numéricas y analiticas.

Evaluacién del proceso de aprendizaje cadtico X X 50% (15%)

de las HNN de 3 y 4 neuronas con distintas

funciones de activacién.

Desarrollo de las ecuaciones para la X X 50 % (10 %)

implementacién de las redes neuronales

Hopfield en la tarjeta embebida analdgica.

Implementacién de la red neuronal Hopfield X X 50 % (10 %)

con distintas funciones de activacién.

Desarrollo de una metodologia para el disefio e X X 10% (10 %)

implementacién de la red neuronal Hopfield

usando tarjetas embebidas analégicas de

prototipado réapido.

Publicacién de un articulo. X 0% (5%)

Analisis y comparacion de resultados X 0% (5%)

Escritura de la tesis. X X X 50% (5%)

Porcentaje acumulado 16.5%

Tabla 1: Cronograma de actividades.
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Grafica del avance global de la tesis

A continuacién, en la Figura 4 se presenta el avance global que se tiene de este trabajo de
tesis, el calculo de este estd basado en la ponderacion de cada una de las actividades descritas
en la Tabla 1 y del porcentaje realizado de cada una de ellas. Considerando lo anterior, la suma

ponderada de las actividades descritas es equivalente al 52 %.

Avance global

mAvancerealizado  m Avance restante

Figura 4: Grifica con el avance global.



Diagrama de bloques de la tesis

A continuacién se presenta, en la Figura 5, la propuesta general del proceso que se lleva a
cabo durante el desarrollo de esta investigacién. En esta se indica el periodo de inicio y desarrollo
de cada actividad en un color diferente, considerando que marca el inicio y no necesariamente
el final de cada actividad. El color verde indica el trabajo realizado el primer semestre, azul y

morado representan los trabajos realizados el segundo y tercero.

Investigacion y estudio de las
HNN, antecedentes, modelos

Andlisis de la dindmica

matematicos, implementaciones .
no lineal del modelo

de la HNN.

y revision del estado del arte.

- o X Estudio, simulacion e
Estudio de la Disefio de las ecuaciones

Planteamiento del implementacion de las

o distintas funciones para la implementacion
modelo matematico S

de activacion y la en la tarjeta embebida
analdgica.

diferentes funciones de
continuo de la HNN. activacion no lineales.
respuesta de la HNN.

Integracion numérica _y »
N Andlisis, comparacion de
Estudio de los efectos de las

y simulacién del )
resultados, conclusiones y

distintas funciones de
activacién en el proceso de
aprendizaje cadtico de la
HMNN.

modelo matematico

observaciones generales.
de la HNN. E

Figura 5: Resumen del trabajo por realizar en la tesis dividido por colores en diagrama de bloques.

Bloques para el primer semestre

Con lo que respecta al trabajo realizado con base en los bloques coloreados por color verde,
correspondientes a las actividades desarrolladas y en desarrollo del primer semestre compren-
dido en agosto y diciembre del afio 2023, se desglosaron de forma que sea posible describirlo

més a fondo.

s Investigacion y estudio de las HNN, antecedentes, modelos matematicos, im-
plementaciones y revision del estado del arte: Esta actividad consiste en investigar

y redactar los sucesos de mayor relevancia con respecto a los temas de interés de esta
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tesis, es decir, de las redes neuronales artificiales, las HNN y su implementaciéon. Pos-
teriormente, se realiza el estado del arte de este trabajo, el cual consiste en sintetizar
los avances mas recientes desarrollados por la comunidad cientifica y hacer un pequeno

repaso del impacto de estos.

s Planteamiento del modelo matemético continuo de la HNN: Junto con la investi-
gacion sobre las redes neuronales de Hopfield es posible hallar el modelo matemaético con
el cual se caracteriza en las referencias [11,14-16], entre otras, por lo que, ayudado por
esta investigacion, es posible plantear un primer modelo para las HNN de 3 y 4 neuronas,
en la seccion 2.1.1 se presenta el modelo general en cuestion que expresa tanto el modelo

de 3 como de 4 neuronas.

» Integracion numérica y simulacion del modelo matematico de la HNN: Un
primer acercamiento al modelo matematico fue desarrollado al simular una de las ecua-
ciones que describen a la red neuronal de Hopfield, las ecuaciones y pardmetros elegidos
son los correspondientes al trabajo [15], cuya respuesta es cadtica. La simulacién fue im-
plementada en el lenguaje de programacién de Python usando el método de integracién

numérica de Runge-Kutta de cuarto orden.

Bloques para el segundo semestre

En el segundo semestre se trabajaron los bloques de color azul y morado, es decir, el trabajo
no se realizd6 de manera lineal, en general se decidi6 trabajar con las redes neuronales Hopfield
con tres neuronas, lo que incluyé su analisis e implementacién con distintas funciones de acti-
vacién. Un resumen del trabajo realizado con respecto a cada uno de los bloques propuestos es

desglosado en los siguientes puntos.

= Andlisis de la dindmica no lineal del modelo de la HNN: El analisis de la red
neuronal Hopfield realizado se enfocé en demostrar que los modelos presentados son di-
sipativos y por lo tanto, contienen atractores, también en la demostracién del hecho que
las redes neuronales presentadas estan acotadas en alguna regién del espacio fasico, final-
mente, se desarrolla un andlisis alrededor de los puntos de equilibrio (donde se encuentran
los atractores), linealizando el sistema y caracterizando su comportamiento alrededor de

ellos.

» Estudio de las distintas funciones de activacion y la respuesta de la HNN: En la
literatura existen una gran cantidad de funciones de activaciéon para el modelo de las HNN,
en este trabajo se exploré la aplicacién de 5 distintas funciones de activacion, cada una
fue analizada desde un punto de vista de estabilidad, para finalmente ser implementadas

en una tarjeta analégica programable.
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DIAGRAMA DE BLOQUES DE LA TESIS

s Estudio de los efectos de distintas funciones de activacién en el proceso de

aprendizaje cadético de la HNN: Algunas de las funciones estudiadas no tenian una
propuesta para el modelo de HNN con comportamiento caético, este el trabajo realizado a
lo largo de este semestre de propusieron dos nuevos modelos asi como una transformacién
que lleva modelos con funcién de activaciéon tanh(-) a modelos con funciones de activacién

o(+). Para cada modelo se utilizaron dos métricas distintas para la deteccién de caos.

Disenno de las ecuaciones para la implementacién en la tarjeta embebida
analégica: La programacién en la tarjeta analdgica es en base a un conjunto de blo-
ques denominados CAM’s, cada CAM tiene su equivalente con respuesta en frecuencia,
tomando esto en consideracion, se describié el modelo de redes neuronales Hopfield en
su respuesta en frecuencia usando la transformada de Laplace, este resultado fue general
y serd utilizado para el desarrollo de las ecuaciones para implementacién de las HNN de
neuronas. Por su lado, los modelos para las HNN de 3 neuronas fueron implementados y

coinciden con las simulaciones realizadas, este resultado es obtenido por inspeccién visual.

Estudio, simulacién e implementaciéon de las diferentes funciones de activa-
ci6on no lineales: AnadigDesigner2 es el software que nos permite programar la tarjeta
analdgica y cuenta con una gran cantidad de bloques programables para la descripcién
de comportamientos lineales y no lineales, en base a uno o un conjunto de bloques es
posible describir el comportamiento de las funciones de activacion usadas, los resultados
obtenidos en la implementacién son mostrados y se realiza una comparacion usando una

métrica para el error.



Capitulo 1

Estado del arte

Como parte del estado del arte se realizo una revisién e investigacion sobre los temas de
mayor interés en este trabajo, esto es, redes neuronales Hopfield (HNN), sistemas dindmicos

cadticos y hardware analégico embebido.

Revisiéon bibliografica

En lo referente a las redes neuronales se realizo una investigacion sobre los antecedentes,
modelos matematicos que a ellas describen e implementaciones sobre las redes neuronales artifi-
ciales, con un enfoque en las redes neuronales Hopfield, cuya implementacién de 3 y 4 neuronas
por medio de circuitos analdgicos y digitales fue estudiada.

Por otro lado, y al ser un tema recurrente en la tesis, se realizo un estudio de los sistemas
dindmicos, esto debido a que el modelo de la HNN es un sistema dindmico como es evidente por
su modelo matemadtico [14], es importante considerar que, el ser un sistema dindmico no lineal,
dados ciertos parametros una HNN puede presentar un comportamiento cadtico [15,17,18], con
lo que también se realiza un estudio de los sistemas dindmicos cadticos, esto es, la investigacion

para definir lo que es un sistema dindmico cadtico junto con sus caracteristicas.

Actualidad de las HNIN

Desde su creacién por el Dr. Jonh J. Hopfield [11], las redes neuronales Hopfield han atraido
a la comunidad cientifica por sus cimientos matematicos, la aplicacién de esta red neuronal
estd relacionada a la memoria asociativa y al reconocimiento de patrones [13]. Sin embargo, y
como es demostrado por distintos trabajos de investigacion, su aplicacion va mas alld de ello y
puede resolver problemas que usualmente son resueltos por otros modelos de redes neuronales.
Ademaés, debido a las caracteristicas de su modelo matemaético, su comportamiento puede ser
cadtico y con esto, conlleva todas las aplicaciones que los sistemas dindmicos cadticos tienen,

como lo son los generadores de aleatoriedad, la criptografia, modelado de sistemas, entre otros.



2 CAPITULO 1. ESTADO DEL ARTE

Implementacién de las HNIN

La implementacién de las redes neuronales Hopfield no es ajeno a los circuitos eléctricos,
en la actualidad la implementacién de un circuito no lineal es facilitada gracias a los dispositi-
vos programables como lo son los FPGA’s, multiples trabajos han tomado esta aproximacién
para la implementaciéon de una red neuronal Hopfield [15,17,19]. Por otro lado, también se
ha desarrollado una electrénica analdgica para la implementacion de una red neuronal Hop-
field [20-23], dicha electrénica esta basada en dispositivos activos y resistivos, la estructura
presentada en estos trabajos es muy similar, sin embargo, en 2017 Bao et al. [19] desarrollo un
modelo para una red neuronal Hopfield de 3 neuronas en base a memristores y partir de este
trabajo multiples desarrollos han sido llevados a cabo [18]. La implementacion en un disposi-
tivo digital implica discretizar el modelo matemético que se tiene del sistema continuo, por lo
que el comportamiento obtenido sera una aproximacion a modelo que describe la red neuronal,
mientras que la implementacién en dispositivos analégicos, aunque limitada en otros aspectos,
nos permite obtener el comportamiento exacto de nuestro modelo matemaético.

Para gran parte de las implementaciones de las redes neuronales Hopfield, las metodologias
para el disenio del circuito electrénico descritas con anterioridad son utilizadas, sin embargo,
existen dispositivos analégicos programables denominados FPAA, con los cuales es posible
desarrollar una metodologia para la implementaciéon de las HNN [24,25], estos nos permiten
tener la flexibilidad que nos ofrece un dispositivo programable sin la necesidad de discretizar
el modelo de las HNN.

HNN en modo cadtico

Una de las grandes razones por la cual las redes neuronales Hopfield resultan de interés
en la comunidad cientifica es su riqueza dindmica a pesar de su simple estructura, su no
linealidad nos permite modelar sistemas muy complejos, recientes trabajos relacionados a la
construcciéon de una red neuronal Hopfield con base en Memristores han mostrado que estos
pueden presentar caos [19,20]. A partir de estos trabajos se han desarrollado otras estructuras
y parametros sobre las HNN en las cuales se han observado, no solo comportamientos cadticos,

sino hipercadticos [26], esto tltimo considerando una red neuronal de cuatro neuronas.

Almacenamiento y reconocimiento de patrones

Las HNN son especialmente ttiles en tareas de almacenamiento y recuperacién de patrones
asociativos. Pueden recordar y recuperar patrones incluso cuando la entrada esta incompleta
o contaminada con ruido [27]. La dindmica de las HNN se rige por una funcién de energia

y el aprendizaje de patrones se realiza ajustando los pesos para minimizar esta energia. Sin



embargo, la estabilidad dindmica puede ser un desafio, especialmente cuando se trata de grandes
conjuntos de datos o patrones complejos.

A pesar de estas fortalezas, las HNN también tienen limitaciones. No son ideales para
manejar patrones complejos o grandes conjuntos de datos como lo hacen otras arquitecturas
més modernas, como las redes neuronales convolucionales (CNN, por sus siglas en inglés) o
las redes neuronales recurrentes (RNN, por sus siglas en inglés). Ademads, el modelo original
de Hopfield puede tener problemas con la capacidad de almacenamiento y la recuperacion de

patrones en grandes dimensiones.

Modelado biolégico

Las HNN han sido utilizadas para modelar la memoria asociativa, un aspecto de la memoria
bioldgica, esta es capaz de reconocer patrones enteros usando solo partes parciales o danadas
por el ruido de ese mismo patrén [27]. La capacidad de las HNN para almacenar y recuperar
patrones asociativos puede interpretarse como un intento de emular procesos de asociacion en
el cerebro [26], es importante tener en cuenta que estas redes son una simplificacién de los
sistemas biol6gicos. Aunque se inspiran en algunos aspectos de la neurobiologia, no capturan

la complejidad y la dindmica real de las redes neuronales bioldgicas.

Funciones de activacion en las HNIN

El propésito de las funciones de activacion son las de determinar cuando una neurona
se “dispara” o “enciende”, ademds, su no linealidad permite modelar comportamientos mas
complejos. En la literatura se puede hallar una lista de diferentes funciones de activacién [28],
cada una ofrece distintos comportamientos y respuestas de la red neuronal, como es el caso de
la identificacién de imégenes [13]. Resulta de interés en esta tesis ser capaz de diferenciar entre
qué funciones de activacion son apropiadas para alguna aplicacion en especifico, asi como la

respuesta que cada una de estas tiene una vez implementada en un dispositivo programable.



Capitulo 2

Marco Teérico

Para el desarrollo de esta tesis es primero definir algunos conceptos de relevancia que se
tocaran en este trabajo, como lo son los sistemas dindmicos y cadticos, redes neuronales artifi-
ciales (Hopfield especificamente), hardware programable, entre otros. Con este fin se desarrollo

el presente marco tedrico.

2.1. Redes Neuronales Artificiales

Unas de las tecnologias de méas renombres desarrolladas en los tltimos afios por la comuni-
dad cientifica son las redes neuronales artificiales (ANN, por sus siglas en inglés). Estas toman
el comportamiento de las redes neuronales biolégicas observadas en el cerebro humano como
base para el desarrollo de un modelo matematico que emule dicho comportamiento. El primer
modelo de las redes neuronales bioldgicas fue el desarrollado por Warren McCulloch y Walter
Pitts [7], en el cual las neuronas se describen como interruptores, cuyo estado es dependiente
del de las demés neuronas. A las salida de cada neurona se denominado como axén y a su
entrada como “dendrita”, a este sistema de conexiones entre neuronas se le conoce como sinap-
sis. Como base de esta descripcion, el psicélogo Frank Rosenblatt desarrollé el primer modelo
de las ANN conocido como perceptrén, en este, cada conexion entre las neuronas, es decir, la
sinapsis, tiene una valor especifico denominado como peso, consideraba neuronas de entrada
y una sola neurona de salida, el modelo es presentado en la Figura 2.1, en la cual se observa
tanto la representacién matematica como en un diagrama. Tras el trabajo de Rosenblatt, méas
modelos de ANN fueron desarrollados, cada uno con distintas propiedades, ain sin embargo,
los conceptos cimentados por este modelos se conservan y siguen siendo usados en modelos
nuevos de las ANN. En modelos més recientes de ANN se requiere de una mayor cantidad de
neuronas para la resoluciéon de la mayoria de problemas. De acuerdo a la estructura de una

red neuronal, estas se pueden separar en dos partes fundamentales, las redes neuronales, si el

4
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Figura 2.1: Modelo del perceptron.

modelo que describe la estructura de una red neuronal no contiene ciclos o retroalimentaciones,
es denominada como red neuronal prealimentada o “feed-forward network”, de lo contrario, se

le denomina como red recurrente o recurrent network [28].

2.1.1. Redes Neuronales Hopfield

Un tipo especial de red neuronal recurrente es la red neuronal Hopfield, desarrolladas por
John Hopfield en 1980 [11], estas redes destacan por su capacidad tnica para el almacenamiento
y la recuperacion de patrones asociativos, emulando de alguna manera el funcionamiento de
la memoria humana [27]. Esta estructura permite a la red aprender patrones y recuperar
informacién basdndose en la activacion y desactivacién de sus neuronas. Cada conexién entre
neuronas, ponderada por un valor sinaptico, contribuye a la capacidad de la red para almacenar
y recordar patrones. Por otro lado, las HNN son ideales para modelar la dindmica del cerebro
[11], ademés de su dindmica no lineal. En general una red neuronal Hopfield de 4 neuronas
puede ser representada por el diagrama de la Figura 2.2. Debido a su estructura las HNN son
generalmente conocidas como sistemas dinamicos retroalimentados el cual produce multiples
patrones [27], dependiendo de la condicién inicial de la HNN esta puede converger a un punto
especifico, estos puntos suelen ser denominados como “atractores”. El diagrama mostrado por la
Figura 2.2 puede ser generalizado para n neuronas considerando la misma forma en la sinapsis.
Para una HNN de n neuronas, el modelo matemético continuo es el expresado por el sistema

de ecuaciones no diferenciales adimensional dado por [29]:

% = —Cx + WE(x) + b, (2.1)
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Figura 2.2: Diagrama de una red neuronal Hopfield de 4 neuronas.
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x; denota la i-ésima neurona, b; representa un bias o un valor externo sobre la red neuronal, W es
la matriz de pesos que representa la sinapsis del modelo y finalmente f(x) = [f1(x), ..., fa(x)]7
representa la funciéon de activacion no lineal aplicada en cada una de las variables del modelo
y C una matriz diagonal. En especifico, esta tesis esta interesada en estudiar los modelos de 3

v 4 neuronas de una red neuronal Hopfield.

2.1.2. Funciones de activacién

En cada modelo estudiado se han mencionado las denominadas funciones de activacion,
esta cumplen con distintos propésitos en los que se incluye, principalmente, la introduccién de
la no linealidad a la red neuronal permitiendo modelar sistemas mas complejas, capacidad de

aprendizaje, ajuste a la salida de la red neuronal, la continuidad que permite la interpretacion
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del estado de la neurona en todo moemento, entre otros. Algunos modelos sin embargo, no
utilizan exclusivamente funciones de activaciéon sino otro tipo de funciones, dependiendo del

modelo utilizado cada neurona utiliza una de tres tipos distintos de funciones [28]:
» Funcién de entrada.

s Funciéon de activacion.

s Funcién de salida.

En lo que respecta a las redes neuronales Hopfield, estas son redes especiales cuyas neuronas
no utilizan funciones de entrada ni de salida, solo de activacion, la entrada de esta red son los
valores con los que se inicia cada neurona, es decir, las condiciones iniciales introducidas el
sistema dinamico que a estas describe. Por esta razén este trabajo se limita al estudio de las
funciones de activacion. Las principales funciones de activacién [30] usadas por cualquier red

neuronal se presentan la Tabla 2.1.

Tabla 2.1: Funciones de activacion de las ANN mds frecuentes en la literatura.

Funcién de o(z) ¢ (x) Rango
activacién
Tangente hiperbdlica tanh(z) = gzjrig:z 1 — ¢*(x) (-1,1)
1
. . _ 1— 1
Sigmoid S) =1 = P(x)(1 — ¢(x)) (0,1)
Relu R(z) = 0 parax <0 0 paraz <0 [0, 50)
r parax >0 1 paraz >0
Funcién Headviside R(z) = 0 paraz <0 0(x) [0,1]
1 paraz >0
—1 paraxz <0
Funcién signo R(zx)=¢ 0 paraxz=0 20(x) [—1,1]
1 para x > 0
B e%i Jy; o
Softmax Yi = W aj Yi(0ij — yi) (0,1)

La funcién de activacion utilizada, al estar directamente implicada en el modelo matematico
de la ANN, impacta directamente en la dindmica de la red neuronal.

Una de las propiedades més atractivas de las redes neuronales (artificiales) es la posibilidad
de entrenarlas para ciertas tareas con la ayuda de datos de ejemplo. En general entrenar una
red neuronal consiste en adaptar los pesos de conexion y posiblemente otros pardmetros (como
bias) de manera que se optimice cierto criterio. Dependiendo del tipo de datos de entrenamiento

y del criterio a optimizar, podemos distinguir dos tareas fundamentales de aprendizaje [28]:
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aprendizaje supervisado, en el cual se asigna una salida deseada a un conjunto de entrada, y

aprendizaje no supervisado en el cual no se proporcionan salidas deseadas.

En lo que se refiere a una red neuronal Hopfield, su entrenamiento se refiere a disefiar un
atractor o atractores para un conjunto especifico de condiciones iniciales [27]. Al conjunto de
estos atractores se les conoce como memoria, mientras que al conjunto de condiciones iniciales
que son atraidas por un atractor se les conoce como “cuenca de atraccién”, a los valores que
toman las neuronas una vez que estas convergieron a su valor final se le denomina como “patrén”.
Considerando lo anterior, una red neuronal Hopfield puede ser visto como un dispositivo capaz
de almacenar y recuperar informacién relacionada entre si. Con el paso del tiempo distintos
investigadores han desarrollado algoritmo para el entrenamiento de HNN y cuyo estudio sera

realizado a lo largo del desarrollo de esta tesis.

2.2. Sistemas dinamicos

La gran parte de los sistemas estudiados por la fisica y la matemaética tienen un comporta-
miento variante en el tiempo, es decir, no son estaticos, a este tipo de sistemas se les denomina
como sistemas dindmicos y su estudio se remonta a la invencién del calculo diferencial de-
sarrollado por Sir Isaac Newton (1643-1727) y por Gottfried Wilhelm Freiherr von Leibniz
(1646-1716). Newton, tras la invencién del calculo, intenté describir el comportamiento de los
planetas alrededor del Sol usando ecuaciones diferenciales [31]. Newton fue capaz de resolver
el problemas de los dos cuerpos, en donde describié el movimiento de la tierra alrededor del
sol, tras esta hazafa, el estudio de los sistemas dindmicos se ha aplicado a diversas disciplinas
dentro y fuera de la fisica, permitiendo tener un sistema de modelos capaces de describir el

comportamiento de un sistema a lo largo de un periodo de tiempo.

2.2.1. Representaciéon matematica de los sistemas dinamicos

Debido a su naturaleza, los sistemas dindmicos son descritos por mapas iterativos (también
conocidas como ecuaciones de diferencias) o ecuaciones diferenciales. En este trabajo estamos
interesados solo en su descripcién por ecuaciones diferenciales. Consideremos un sistema de n

ecuaciones diferenciales, este se expresa como sigue:

.fl = fl(t,xl,mg, ceey Ty U ...,up),

:t2 — f2(t7$17$27 ey Ty, UL, "'7up)a

(2.3)

i’n = fl(t,l‘l,xg, ey Ty U, ...,up),
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donde ? es la variable que representa el tiempo, u1, usg, ..., u, representan la entrada al sistema,
x1,T9,..., Ty las variables del sistema y %1, o, ..., T, de derivada con respecto al tiempo de las
variables, al sistema anterior se le denomina de n-esimo orden o de n dimensiones. Consideremos
ahora que se conoce el estado inicial de las variables en el sistema de ecuaciones 2.3, esto es,
se tiene un vector x(tp) = xo € R™ que representa el estado del sistema para un tiempo inicial
to, a la solucién de este tipo de problemas se les dice problemas de valor inicial [32], mientras
que al estado inicial del sistema se le dice condicién inicial. Por otro lado, de forma reducida

la expresion 2.3 puede ser escrita usando vectores, de la forma:

x =f(t,x,u), x(ty) =x0, (2.4)
donde f(t,x,u) = [fl(t,x,u)),...,fn(t,x,u),]T, X = [x17x27'-'7xn]T> u = [u11u27"'7up]T y
x(to) = [1(to), x2(to), -+ ,n(to)]T. En las expresiones (2.3) y (2.4), el tiempo ¢ est4 expresado

explicitamente, en algunos sistemas dinamicos este no es el caso y no dependen explicitamente
ni del tiempo ni de la entrada, a este tipo de sistemas se les denomina como sistemas dindmicos

autonomos y estan expresados por
x =1f(x), x(to) =xo, (2.5)

su estudio es de gran relevancia en esta tesis al representar el modelo matematico de las HNN
(véase ecuacién (2.1)), para bias constantes. A su vez los sistemas dindmicos pueden ser de
dos tipos: lineales o no lineales. El primero indica que las funciones contenidas por el vector
f(x) cumplen con la propiedad de superposicién (descrita en la seccién 2.1.2), mientras que los
sistemas no lineales no cumplen con dicha propiedad. Por inspeccion visual es posible identificar
estos sistemas al estar compuestos por operaciones como multiplicaciones entre variables de

estado, funciones trigonométricas, potencias, entre otros.

2.2.2. Puntos de equilibrio

La solucién de la ecuacién diferencial 2.4, suponiendo que exista una, puede ser conocida
y expresada por un conjunto de funciones elementales o desconocidad, es decir, no es posible
expresarla por algiin conjunto de funciones elementales. La definicién de lo que es una funciéon
elemental esta fuera del alcance de esta tesis, considerese simplemente que las funciones estu-
didadas a lo largo de este trabajo son elementales. La solucién para un sistema de ecuaciones
diferenciales puede no ser tinica, es mas, los mas comun es que exista una familia de soluciones,
incluso una solucién son dependencia del tiempo, esto es, una solucién al sistema de ecuaciones
diferenciales constante. Una solucién de este tipo es conocida como punto de equilibrio o pun-

to fijo. Consideremos entonces la solucion constante de un sistema dinamico autonomo como
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x(t) = n € R™, entonces su derivada con respecto al tiempo da

d
%(t) = f(x) = 2| = f(x)=0, (2.6)
siendo 0 € R™ un vector nulo de n dimensiones. En otras palabras para hallar el punto de equi-
librio de un sistema dinamico es la solucion del sistema de ecuaciones descrito en la expresion
2.6. Notemos que la solucién constante, en caso de que esta existe, debe ser forzosamente la

condicion del sistema dindmico, esto es, n = xq.

2.2.3. Sistemas dinamicos cadticos

La hazana de Newton resolviendo el problema de los dos cuerpos inspiro a una gran cantidad
de fisicos y matematicos a extender el problema de los dos cuerpos a tres cuerpos, sin embargo,
este resulto en una probleméatica muchisima mas compleja. Tras varias décadas de investigacion
se llego a la conclusién que el problema de los tres cuerpos era esencialmente imposible de
resolver [33]. En 1800, el matematico Henri Poincaré (1854-1912) decidié volver a analizar
este sistema, en esta ocasién su andlisis tuvo un enfoque mas cualitativo que cuantitativo.
Posteriormente en 1961, el meteordlogo y matematico Edward Lorenz desarrollé una maquina
capaz de predecir el comportamiento del clima, poco tiempo después, se dio cuenta que con
minimas variaciones en las condiciones iniciales, su sistema mostraba dos comportamientos
completamente distintos, sus observaciones y resultados fueron publicadas en 1963 [34]. Su
trabajo desarroll6 lo que ahora se denomina como Teoria del Caos.

Un sistema dindmico cadtico o simplemente sistema cadtico, es un tipo especial de sistema
dindmico que cumple con la caracteristica de ser extremadamente sensible a las condiciones
iniciales. Si bien, al dia de hoy no existe un consenso general para dar una definicién clara de
los sistemas cadticos, si se tiene un consenso de tipo de caracteristicas que estos sistemas deben

cumplir [35]:

» Determinista y no lineal. Cuando un sistema dindmico estd completamente determi-
nado por sus condiciones iniciales se le denomina como determinista, ademas, cuando se
adjudica el término de no lineal a un sistema, implica que este no cumple con la propiedad

de la superposicion para todos sus estados.

» Extrema sensibilidad en sus condiciones iniciales. Si bien, si un sistema cadtico es
determinista, su dependencia con respecto a sus condiciones iniciales es muy inestable,
esto es, diminutas variaciones en la condiciones inicial resultan en cambios drasticos en

el comportamiento del sistema.

» Densidad en sus orbitas peridédicas. Aunque irregular, el comportamiento de un
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sistema cadtico es periddico, esto es, su orbita gira alrededor de un conjunto de puntos

denominado como atractores.

Es importante mencionar que conocido el sistemas de ecuaciones diferenciales que rigen el
sistema cadtico es posible determinar cémo evoluciona el sistema. Sin embargo, su extrema
sensibilidad genera que, tras un cierto periodo de tiempo, no sea posible predecir su compor-

tamiento con absoluta certeza.

2.2.4. Redes Neuronales Hopfield en modo caético

El modelo matemaético de las redes neuronales de Hopfield se comporta como los sistemas
cadticos con ciertos pardmetros especificos [15,18], en algunos de estos trabajos se ha llevado
a cabo un implementacién sobre algin tipo de dispositivo programable, en cuyos casos la
respuesta de la HNN ha conservado sus propiedades cadticas.

La identificaciéon de un comportamiento cadtico en el modelo de la red neuronal Hopfield
ha requerido de herramientas utilizadas en teoria de control, como lo son los diagramas de
bifurcacién, exponentes de Lyapunov o el calculo y andlisis de los puntos de equilibrio del
modelo matemético. Més especificamente, para una red neuronal Hopfield de 3 neuronas, la

presencia de un comportamiento cadtico fue hallado usando el modelo descrito por [17]:

1 1 w11 wie wiz| |[tanh(z)
.fz = — |2 + w21 W22 W33 tanh(:ug) 5 (27)
T3 T3 w31 W32  Wss tanh(xg)

dada la matriz de pesos

w11 W12 W13 0 1.2 -7
w21 W22 W23| — 1.1 0 2.8
w31 W32 W33 0.7 -2 4

Un diagrama de fase es una herramienta grafica utilizada en el andlisis de sistemas dindmicos
para visualizar el comportamiento a lo largo del tiempo de un conjunto de variables relacio-
nadas. En este tipo de diagrama se grafica una variable del sistema contra otra distintas, el
diagrama de fase proporciona una representacién visual de cémo las variables evolucionan y se
relacionan entre si a medida que el sistema dindmico evoluciona.

Los diagramas de fase obtenidos del sistema (2.7) se presentan en la Figura 2.3.

Cabe mencionar que para obtener el diagrama de fase anterior fue requerida la simula-
cién del sistema y, con esta, la solucién numérica del sistema cadtico, el método utilizado es

presentado en la seccién 2.4.
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Figura 2.3: Diagramas de fase 2D formados por el sistema 2.7.

2.3. Dispositivos programables

En muchas ocasiones cuando se desarrolla un circuito electrénico es necesario ajustar o
incluso redisefiar partes del circuito. Para el caso especifico de este trabajo, este rediseno o ajuste
resulta ser incluso més complejo en términos de estabilidad y el desarrollo del circuito requerido.
Por esto, el uso de dispositivos programables es de gran utilidad en la electrénica, en lo que
respecta a dispositivos digitales se utilizan los llamados “Arreglo de Puertas Programables en
Campo” (FPGA, por sus siglas en inglés), su contraparte analdgica es menos conocida, sin
embargo, nos ofrece la misma ventaja, estos son denominado como “Arreglo de Campo de

Analbgico Programable” (FPAA, por sus siglas en inglés).

2.3.1. Hardware Analégico Embebido

Los FPAA’s son dispositivos electronicos programables que permiten la creacién de circui-
tos analdgicos personalizados y, como tal, nos permiten hacer operaciones como lo son la suma,
resta, comparacién, integracién, derivacion, entre otros. La arquitectura general de un FPAA
es presentada en la Figura 2.5, en esta se observa que estd constituido por bloques analdgicos
configurables (CAB’s, por sus siglas en inglés), los cuales tienen una funcién de transferen-
cia equivalente, estos bloques estan interconectados por interruptores controlados. En lo que
respecta a este trabajo y su implementacién, el FPAA utilizado es el modelo AN231E04 de-
sarrollado por Anadigm, la misma distribuidora ofrece un kit que contiene una tarjeta con 4
FPAA’s. Por otro lado, el desarrollador y distribuidor ofrece el software para programa la tar-
jeta con los AN231E04 llamado AnadigmDesigner2, el cual proporciona un entorno de disenio

grafico con el cual podemos disefiar y simular circuitos analégicos. El ambiente de trabajo de
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Figura 2.4: Arquitectura general de un FPAA [36].

AnadigmDesigner2 (Figura 2.5) consiste en bloques, los cuales representan el FPAA sobre el
cual se programard y dentro de este se pueden implementar Médulos Analégicos Configura-
bles (CAM’s, por sus siglas en inglés); cada uno de estos tiene una funciéon de transferencia
equivalente que se encuentra en la documentaciéon dada por el desarrollador.

File Edit Simulate Configure Settings Dynamic Config. Target View Tools

Help
DEHE S % A s | TN

Figura 2.5: Entorno de programacion en bloques de AnadigmDesigner?2.

2.4. Meétodos numéricos para la solucién de sistemas dinamicos

En muchos problemas de la fisica y las matematicas se estudian modelos descritos por
ecuaciones diferenciales lineales y no lineales, es por esto que una solucién para dichos sistemas
es de suma relevancia. Sin embargo, no siempre es posible el desarrollo de una solucién analitica

del modelo matemaético y, en estos casos, es necesario utilizar métodos numéricos que aproximen
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a la solucién deseada.

Existen una gran cantidad de métodos numéricos para dar solucién a un sistema de ecua-
ciones diferenciales; con lo que respecta a esta tesis, se utilizaran los métodos desarrollados
por los matematicos alemanes Carl David Tolmé Runge y Martin Wilhelm Kutta, a fines del
siglo XIX y principios del siglo XX [37]. En 1895, Tolmé Runge publicé un articulo titula-
do “Uber die numerische Auflésung von Differentialgleichungen”(Sobre la resolucién numérica
de ecuaciones diferenciales), donde propuso un método iterativo para la solucién de ecuacio-
nes diferenciales. Posteriormente, en 1901, Martin Wilhelm Kutta publicé un trabajo titulado
“Beitrage zur ndherungsweisen Integration totaler Differentialgleichungen”(Contribuciones a la
integraciéon aproximada de ecuaciones diferenciales totales), donde desarroll6 y popularizé un
método méas amplio y generalizado, que incluia el método de Runge y otros métodos similares.
Este método se conocié como el método de Runge-Kutta, combinando los apellidos de ambos
matematicos [37].

Dentro del grupo de métodos Runge-Kutta, en este trabajo se tomaran dos metodologias,
el método de Runge-Kutta de segundo orden, también llamado método de Heun, y el método
de Runge-Kutta de cuarto orden. El desarrollo para la obtencion del método de Heun es el
siguiente: consideremos la ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de la forma

dy(t)

Tt = f(t,y). (2.8)

Aplicamos la expansién de Taylor a la funcién y(t) alrededor de t,:

(t—tn)" d +O((t = tn)?), (2.9)

dy
dt I, + 2 dt? g,

dt

y(t) = y(tn) + (t - tn)

donde O((t —t,)?) representa términos de orden superior, que estamos ignorando para obtener

una aproximacién de segundo orden.

Integrando ambos lados de la ecuacién de la EDO de t,, a t,+1 = t, + h (donde h es el

tamaiio del paso) y aplicando la regla del trapecio para la integracién, obtenemos:

h
Yn+1 = Yn + 5 (f(tna yn) + f(tn—i-la gn-i—l)) ) (2'10)

donde y,41 es una estimacion de y,11 que obtenemos usando la aproximaciéon de Euler:

Unt1 = Yn + hf(tn,yn)- (2.11)

El método de Runge-Kutta de segundo orden ofrece una mejor aproximacién a la solucion
de una ecuacion diferencial, a diferencia del muy conocido método de Euler. Sin embargo, en

gran parte de los trabajos de investigacién se ha popularizado el método de Runge-Kutta de
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cuarto orden debido a su facilidad de programacién y gran precisién en la solucion de ecuaciones

diferenciales. Consideremos nuevamente la expresién, (2.8)

dy(t) _
“ar fty).

Para la aplicaciéon del método de Runge-Kutta de 4 orden se divide el intervalo [t,,t,+1] en

cuatro pasos y se calculan las pendientes intermedias k1, ko, k3, v k4:

kl :hf(tn,yn),

kQ :h’f tn—i_%ayn—i_% y
ks =h-f(ta+Byn+%

ky :h'f(tn+h7yn+k3)'

(2.12)

il

Se combina ponderadamente las cuatro pendientes para obtener la pendiente final y la solucién

se actualiza en el siguiente paso de tiempo t,41:
1
Yntl = Yn + E(kl + 2ko + 2k3 + k). (2.13)

La cantidad expresada por %(kl + 2ko + 2ks + k4) es una estimacién mejorada de la pendiente
de la solucién en el intervalo de tiempo [t;,t; + h], k1 es la pendiente en el extremo izquierdo
del intervalo, k2 es la pendiente utilizada en el punto medio del intervalo mientras que k3 es la
pendiente mejorada en este mismo punto, finalmente, k4 es la pendiente en el punto extremo

derecho.
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Capitulo 3

Analisis de estabilidad de la red

neuronal Hopfield

En la literatura existe una diversa cantidad de modelos propuestos para las HNN con
presencia de caos usando diversas funciones de activacién, cada una ofrece una dindmica distinta
al modelo y una estructura distinta para su implementacion en circuitos electrénicos. Por lo
tanto, resulta de relevancia ofrecer distintos modelos para una HNN que mantenga una compleja
dindmica con distintas funciones de activacién. De esta manera en esta seccién se presentaran 5
modelos para la HNN con distintas funciones de activacién con las cuales el sistema presenta un
comportamiento cadtico. De estos, dos no han sido reportados y fueron hallados por el autor,
los tres restantes fueron obtenidos de la literatura, sin embargo, uno de estos fue transformado
para su utilizacion con un nuevo modelo con otra funcién de activacién y por lo tanto es

clasificado como un nuevo propuesto en este trabajo.

Cuando se analiza un sistema dindmico se busca realizar la caracterizaciéon de las propie-
dades que describen el considerado sistema. El andlisis puede ser dividido en dos secciones: el
andlisis cuantitativo y el andlisis cualitativo. El primero requiere de las caracteristicas y pro-
piedades que posee el sistema analizado, mientras que el segundo se centra en los resultados
estrictamente numéricos obtenidos, por ejemplo, los obtenidos por alguna simulacién del sis-
tema. La principal propiedad que se analiza en sistema dindmicos es su estabilidad, para esta
existen distintas metodologias, en este trabajo se realizara el estudio de la divergencia del flujo,
estabilidad de Lyapunov. Finalmente, se analiza la estabilidad de los sistemas alrededor de los
puntos de equilibrio, linealizando el sistema y caracterizando el comportamiento de cada uno

de los puntos de equilibrio.

17
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3.1. Propiedades de una funcién de activaciéon

Desde que Hopfield propuso su modelo de redes neuronales artificiales en 1982, diferentes
modificaciones han sido propuestas incorporando nuevos factores internos o externos al modelo,
una estas modificaciones es el cambio de la funciéon de activacién del modelo de las HNN.
En los primeros anos de investigacién las funciones de activacién eran acotadas, crecientes y
cero evaluadas en su origen, sin embargo, diversas funciones sin estas propiedades han sido
estudiadas con resultados satisfactorios para un grupo especifico de problemas, como resultado
no existe la definicién de un grupo de propiedades para todas las funciones de activacion [38].
Para este trabajo sin embargo, las funciones de activacién cumplen con las propiedades a

continuacion enlistadas.

s Continua. Sea f: ACR — Ry c € A. Se dice que f es continua en c¢ si dado cualquier

€ > 0, existe u d > 0 tal que si x es un punto en A se cumple
lzt—cl<e = |f(z)— flc)| <e. (3.1)

Es importante hacer notar que si una funcién es diferenciable implica implica que es con-
tinua en el mismo dominio, sin embargo,una funcién de activacién como continua en todo
su dominio, a diferencia de su propiedad como funcién diferenciable. La interpretacion de
esta propiedad dentro del modelo de las HNN esta relacionada a los estados que toman
las neuronas, debido a que estas siempre deben estar en uno la continuidad nos asegura

este hecho.

s Creciente: Una funcion f: A C R — R es creciente en A si para cualquier x1,x2 € A se
cumple que
r1 <xy = f(z1) < f(22). (3.2)

En el caso de que en las desigualdades anteriores se cumple que z1 < z2 y f(z1) < f(x2)
entonces se dice que la funcién es estrictamente creciente. Si una funcién es creciente
implica que su derivada es siempre mayor o igual a cero (% f(z) > 0), mientras que si es
estrictamente creciente es siempre mayor a cero % f(x) > 0. Cabe mencionar que algu-
nas funciones de activacién consideran el caso contrario, es decir, funciones decrecientes
y estrictamente decrecientes, en estos casos este comportamiento no afecta al modelo,
sin embargo, se debe hacer la interpretaciéon adecuada de los resultados. Como utilidad
de esta propiedad, recordemos que una neurona biolégica esta en un estado de encendi-
do o apagado, por lo tanto, si la funciéon de activaciéon fuera no mondtona, presentaria

comportamientos irregulares no deseados.

s No lineal: La no linealidad de un sistema ya fue definida en la seccién 2.2 de este
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Figura 3.1: Comportamiento de la funcién tanh(zx).

trabajo. En general, esta propiedad es relevancia ya que nos permite modelar sistemas
mas complejos, a diferencia de las funciones lineales. Por otro lado y desde un punto de

vista cadtico, un sistema no puede presentar caos si esta descrito por funciones lineales.

3.2. Modelos propuestos

3.2.1. Modelo con funcién de activaciéon tangente hiperbdlica

La funcién tangente hiperbdlica es la funcién de activacién mas frecuente en los modelos
de HNN, de comportamiento mostrado en la Figura 3.1 esta descrita por la expresiéon
sinhx e*—e™*

tanhx = = 3.3
AT = osh x er + e’ (3.3)

. . . 1. . T —x T_—x .
donde cosh x y sinh  son funciones hiperbodlicas definidas por € +2e y “—— respectivamente,
y € es la funcién exponencial, la cual es estrictamente creciente, siempre mayor a 0, diferen-
ciable en todo el dominio R y por lo tanto continua en el mismo. Ademas, esta funcién esta

acotada como |tanh(z)| < 1. La derivada de esta funcién viene dada por

d h(z) = 1 — tanh? (3.4)
— tanh(z) = 1 —tanh“z .
dz

Como fue mencionado, distintos modelos para la HNN utilizan esta funcién de activacion,

para este trabajo se considerara un modelo de 3 dimensiones desarrollado por el mismo
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Figura 3.2: Comportamiento de la funcion o(x).

autor descrito de la siguiente manera

T T 0 -2 -9| [tanhx;
To| =— |xzo| + | 1 3 3 tanhzs | , (3.5)
I3 T3 -1 -3 0 tanh x3

este modelo presenta algunas ventajas con respecto a otros modelos antes propuestos, el primero
es su sencillez considerando que todos sus parametros son enteros, y por otro lado, presenta
cierta robustez con respecto a su comportamiento cadtico, es decir, algunos de los pesos pueden
ser variados por un rango amplio de valores y aun asi el sistema mantendra su comportamiento

cadtico. Esto ultimo es explorado en el andlisis dindmico de las HNN.

3.2.2. Modelo obtenido con funcién de activaciéon sigmoide

La funcién sigmoide, tipicamente referida por la letra griega sigma o y comportamiento
mostrado en la Figura 3.2, es otra funcién de activacién tipicamente utilizada, esta es diferen-

ciable en todo su dominio, es acotada por 0 < o(x) < 1y esta definida por

_ 1
Cl4e =’

o(x) (3.6)

con derivada
—o(z) =o(z)(1 —o(x)). (3.7)
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Siguiendo el siguiente desarrollo es posible relacionar esta funcién con la tangente hiperbdlica

et —e T 21 2
b e few Bl Iter (38)
= tanhz =20(22) — 1, (3.9)

entonces es posible usar modelos de HNN que utilizan la funcién de activacién tanh(-) y re-
escribirlos usando o(-), para esto se realizo el siguiente desarrollo. Consideremos una HNN
n-dimensional, descrito por

%X = —Cx+ Wtanh(x) + b, (3.10)

donde tanh(x) es un vector de n elementos dados por tanh(x;) para todo i = (1,2,---,n) y

por lo tanto puede ser reescrito como

tanh 1 20(2z1) — 1
tanh o 20(2x2) — 1
tanh(x) = ' = ) , (3.11)
tanh x, 20(2x,) — 1
consideremos el vector ¥(x) de n elementos descritos por o(z;) para todo i = (1,2,---,n) y
un cambio de variables 2z; — . En :
20(2z1) — 1
20(2.’,1:‘2) -1
x=—-Cx+ Wtanh(x)+b = x=-Cx+W . +b,
: (3.12)
20(2z,) — 1
= x=-Cx+2WS(2x) — Wil +b,
= X" = —COx* +AWE(X*) — 2Wn1 + 2B.
T
donde I,x1 = (1 1 --- 1| € R™! En otras palabras, es posible crear a un nuevo modelo
—x* = —Cox + W,E(x") + b, (3.13)
donde
T
S(x) = |o(m) olw) o olw)]
Co = C,
W, = 4W,

o
q

= —2Wl,1 + 2B,
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T
con I,x1 = [1 1 .- 1} € R™, en base a un modelo de HNN con funcién de activacion
tanh(-) descrito por las matrcies y vector W, C'y b respectivamente. Consideremos el sistema

propuesto en [1] para una HNN con la matriz de pesos

1.99 -1 0
W=1 25 17075 1.25|, (3.14)
—4.75 0  0.92

para este sistema el vector B es un vector nulo, mientras que C' es la matriz identidad de

dimension 3. Este sistema es transformado aplicando la expresién (3.12) de la siguiente manera

2 -1 0] [o) 2 -1 0] [1]
X*=-x"+4| 25 171 1.25| |o(z)| —2| 25 171 1.25] 1],
475 0 0.92| |o(x3) —475 0 0.92] |1

] (3.15)
797 -4 0 o(xy) -2
= X'=-x"+ |10 684 5 | |o(xs)| + |-10.92
—-19 0 3.67| |o(z3) 7.66 |

El sistema anterior mantiene el comportamiento del sistema original permitiendo usar la funcién

de activacién o(-).

3.2.3. Modelo con funcién de activacién signo

La funcién signo, denotada por sign(-), indica el signo tiene el valor de entrada, si este es
positivo la funcién regresa el valor 1, si es negativo la funcién regresa el valor de -1, para un
valor de entrada la funcién regresa un 0 (véase Figura 3.3), de manera matemaética es posible

describir este comportamiento de la forma

-1, x<0,
sign(z) =<0, z=0, (3.16)
1, >0,
es evidente que la derivada en el punto x = 0 no existe, para todos lo demés puntos esta es 0.

Otro dato de interés de esta funcién es su relacién con la funcién tanh(-), esto debido a que es

posible relacionar ambas funciones de la siguiente manera

lim tanh(kz) ~ sign(x), (3.17)

k—o0
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Figura 3.3: Comportamiento de la funcion sitlan(zx).

esta ultima relacién podria ser utilizada, junto con un cambio de variables, para utilizar al-
guno de los modelos ya conocidos de la HNN con la funcién de activacién tanh(-) y obtener
un comportamiento cadtico, sin embargo, este acercamiento genera problematicas en la imple-
mentaciéon y simulacién, es por esto que el autor propuso un nuevo modelo en donde la
funcion sign(-) es sustituida en solo una de las funciones de activacién del modelo, esta viene

dada por

I x1 0 0 O0f |sign(zy) 0 —1 0 | |tanh(zy)
Zo| =— |z2| +| 0O 0 Of |sign(ze)| +|0 0 —1| |tanh(z2)| - (3.18)
00

I3 x3 0.65 sign(xs) 0 4 3| |tanh(x3)

El modelo anterior representa, hasta donde el autor esta consciente, el modelo de red neuronal
Hopfield con presencia de caos mas sencillo, con cuatro pesos del modelo en 0, lo cual simplifica
en gran medida la implementacién en circuitos electrénicos. Ademaés, este modelo tiene la
particularidad de tener un muy amplio espectro de posibilidades para el pardmetro w2, para
los cuales es sistema muestra un comportamiento cadtico para todo wis € R4, esta conclusion

se obtiene tras las simulaciones y analisis posteriormente realizados en este trabajo.

3.3. Modelos reportados en la literatura

3.3.1. Modelo con funcion ReLU

La funciéon ReLU(-) es una de las funciones de activacion mas utilizadas en ANN, su nombre

viene del ingles "Rectified Linear Unit“ 6 "Unidad Lineal Rectificada“ es espanol, es una funcién
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a trozos definida por
{0, x <0
ReLU(z) = max(0,x) = , (3.19)
z, x>0
en donde max(+) es una funcién que regresa en valor mas grande de los argumentos. Es evidente
que esta funcién es siempre mayor o igual a 0 para todo z y, a diferencia de las primeras
funciones de activacién presentadas con anterioridad, no es diferenciable en todo su dominio
ya que viene dada por
d 0, =<0,
%ReLU(az) = {1 , (3.20)
, x>0,
para el punto x = 0 la derivada no existe. Con lo que respecta a su implementaciéon en HNN,
existen una cantidad muy limitada de modelos con presencia de caos, hasta el momento en que
esta tesis esta siendo escrita solo tres modelos han sido propuestos, el primero propuesto por
C.Chen y F. Mina [39] incluye en el modelo la presencia de un Memristor, lo cual modifica el
modelo dindmico de la HNN, después C. Chen, F. Min, et. al., proponen dos modelos mas, pri-
mero [21] tiene una estructura utilizada a lo largo de esta tesis, sin embargo su implementacién
en tarjetas embebidas resulta ser mas compleja, esta manera se utiliza el modelo presentado

en [2] descrito por

o] _ _[r15 0 ;] [11 105 ReLU(z;) N —0.55en(0.52t) + 0.8 (3.21)
ia| 0  0.55| |x2 0.95 0.75 | |ReLU(x2) —0.75 T

este modelo es un HNN de dos dimensiones con un voltaje sinoidal de estimulacion sobre la

neurona ri.

3.3.2. Modelo con funcion de activacién PWL

En distintas ocasiones es posible aproximar el comportamiento de distintas funciones ha-
ciendo uso de un conjunto de funciones lineales, en estos caso se suele recurrir a las llamadas
”Piecewise Linear Functions“ o "Funcién Lineal a Trozos” en espafiol. En este caso, es posible
aproximar el comportamiento de la funcién tanh(-) por medio de tres rectas (véase Figura 3.5)

propuestas [3], a esta funcién se denomina como satlin(-) y esta definida como

-1, z< -1,
satlin(z) = ¢z, —-1<z<1, (3.22)

1, =z>1,
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Figura 3.4: Comportamiento de la funcion ReLU(x).

y presenta un comportamiento dindmico caético en el modelo

T T 1.68 3.81 —2.23| |satlin(z;)
Zo| = — |za| + | =54 1.8 —4.4| |satlin(zg)]| . (3.23)
T3 xs —4.38 —-2.2 —-0.3 satlin(xg)

Para esta caso entonces se tiene una red neuronal completamente conectada. La derivada de

esta funcién activacion esta definida para todo su dominio menos en x = 0, y viene dada por

d 1, —l<z<l,
—satlin(z) = V(e #-1Ax#1). (3.24)
dx 0, otro

3.4. Andlisis en base a la divergencia del sistema dinamico

Conforme un sistema dindmicos evoluciona en el tiempo entonces el volumen del espacio
fasico aumenta, disminuye o se conserva, conforme a esta caracteristica los sistemas dindmicos

pueden ser divididos en tres categorias [40]:

= Sistemas dindmicos conservativos. Estos son aquellos que conforme pasa el tiempo pre-

servan su energia y, de acuerdo al teorema de Liouville, a pesar de la traslacién y el
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Figura 3.5: Comportamiento de la funcién satlin(x).

cambio de forma el volumen total de dicha regién permanecerd invariante. En este tipo

de sistemas no pueden existir atractores.

= Sistemas dindmicos disipativos. Estos son sistemas que disipan energia conforme pasa el
tiempo, es decir, el volumen del espacio fisico conforme avanza el tiempo se reduce, en

estos casos es posible afirmar que en este sistema existe algin o algunos atractor(es).

» Sistemas dindmicos inestables o no acotados. Estos son sistemas cuya evolucion genera

que el volumen del espacio fasico no deje de crecer.

Esta caracteristica es calculada a través de la operacién divergente con la cual se calcula
la media de la velocidad del volumen del espacio de fase generado. La operacién divergente
se define como sigue. Consideremos el espacio vectorial f definido por un conjunto abierto
Q C R™ y consideremos sus coordenadas f = [ i fo - fn}T. Ahora supongamos que f
es diferenciable en todos los puntos de x € (), entonces la divergencia del campo F' es una

funcion div(f) : @ — R calculado por

" Of
div(f(x)) = V-f(x) = > agj)’ (3.25)
i=1 g
donde V es el operador nabla descrito por el vector [8%1 8%2 ces %] . La divergencia tiene

una importante interpretacién fisica, esta mide la razon de expansién del volumen generado por
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las variables de estado [40]. En este sentido, el sistema estudiado es disipativo si se cumple que
V- f(x) <0, (3.26)
por otro lado, el sistema es conservativo si se cumple que
V- f(x) =0. (3.27)

En otras palabras, si la divergencia de un sistema es menor a cero, el sistema contiene atrac-

tores. Usualmente la divergencia de un sistema suele ser denotada por la letra griega A.

Para el caso especifico de una red neuronal Hopfield de n neuronas descrito por la expresién

(2.1), se puede afirmar el siguiente teorema

Teorema 3.4.1. Sea una funcién f : R — R que es continua y creciente, cuya derivada f'(x)
existe para todo © € A C R y cuya cota superior minima es algin real k. Consideremos a f
como la funcion de activacion para el modelo de las HNN, entonces, existe como minimo un

atractor en el sistema si se cumple que
n n
Zci > kaii s (3.28)
i=1 i=1

en otras palabras es disipativo, mientras que el modelo es conservativo si se cumple

Zci = kzwu‘ . (329)
1=1 =1

Demostracion. Consideremos el modelo n-dimensional de una HNN, en forma de sumatoria

esta puede escrita por

n
@i = —ciwi + b+ Y wij f (@), (3.30)
j=1
su divergencia viene dada por

i oo | [ —emn b+ i w f ()

A - v To _ % —62$2+b2+2?:1w2jf($]')
’ (3.31)

i) L] L=catn 4 bn + X0 wai f ()

= Y (—Czﬂ?i +bi + 37 wijf(xj)) =it (_Ci + wiia%f(wi)) :

Por hipdtesis se sabe que la derivada de f(z;) existe para todo x € A y esta acotada superior-
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< k, esto implica que

mente por una k, i.e., %
7

n

Z ( ¢ + wy 5’2 ) Z —ci + kwii) . (3.32)

i=1 =1

Para que nuestro sistema sea disipativo, y por lo tanto pueda contener atractores, se debe

cumplir que su divergencia sea negativa, de esta manera se tiene

3 (=i + kwi) <0, (3.33)
i=1

Z ¢ >k Z Wij - (3.34)
=1 =1

Mientras que el sistema serd conservativo si la divergencia es nula, por lo tanto si el modelo de

HNN cumple el criterio
i=1 i=1

O]

En algunos sistemas la divergencia queda en términos de alguna de las variables de estado,
en este caso, es necesario realizar algin tipo de simulacién del sistema para hallar el valor
adecuado de k o llevar a cabo otro analisis para concluir sobre la disipacién del sistema. En

f( ) para todo

otros sin embargo, es suficiente hallar la cota superior minima de la parcial
=(1,2,---,n).

Ejemplos ilustrativos. Apliquemos el teorema 3.4.1 las funciones de activacién tanh(-) y
o(-), con derivadas iguales a 1 — tanh?2; y o(x;)(1 — o(z;)). Es sencillo hallar la cota superior
minima de las derivadas antes mencionadas de la siguiente manera. Primero verifiquemos que
existe una cota superior para la funcién 1 — tanh? () para todo x € R, denominemos a k € R

como la cota superior, entonces se debe cumplir que

x —x 2 2z —2x 2x —2x
- 2 — 2% — 2
1 —tanh?(z) = 1 — c e ) et F ¢ c - * <k
er 4 e (ex + e—z)2 ’
4 <
(ex _|_€—x)2 -
1
<k, (3.36)

((e*+e77)/2)? ~
el denominador de la parte izquierda de la expresion anterior es siempre positiva y por lo tanto

el valor de la fraccién solo decrece, en otras palabras la cota superior k existe y su valor depende
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de la cota inferior maxima de la expresién ((e* + e~%)/2)?, para hallar esta notemos que la

siguiente desiguldad se cumple para todo x real

(65z _ 6—235)2 > 0,
= er —24+e* > 0,
= et +e % > 2,
.’L‘+ —x
j € 2@ 2 17
sustituyendo esta cota superior en (3.36) se tiene
1 2
I:lgk oo 1—tanh®(z) <1,

por lo tanto, para la funcién de activaciéon tangente hiperbédlica k& = 1 es el valor de la cota
superior minima, este valor es alcanzado solo cuando x = 0. En base al criterio dado por el
teorema 3.4.1, el modelo de redes neuronales Hopfield con funcién de activacién tanh(-) es

disipativo si se cumple
n n
> > wi, (3.37)
i=1 i=1

que a su vez indica que, cumpliendo el criterio, el sistema puede sostener atractores. Apliquemos
este criterio para el modelo presentado con funcion de activacién tangente hiperbélica descrito
en (3.5), notemos que la suma de elementos ¢; es igual a 3 mientras que en la diagonal solo hay
un peso con valor igual a tres, es decir, recordemos que la cota superior minima es alcanzada
para z = 0, dado que el sistema evoluciona se tiene que el sistema es mayormente disipativo y
conservativo en breves periodos de tiempo para los cuales x5 es cero. A pesar de esto, el sistema
efectivamente conserva sus atractores y se muestran en la Figura 3.6, en donde se observa un

claro doble-scroll.

Para la funcién sigmoide o(x) se sigue el siguiente procedimiento
(e72% — 27)2 > 0 e 4eT—2>0
et+e T4+2>4
- _ 1-l4e®
1+e—gx+26—x - (1+6—E:c)2 é 1/4
1 (1+6_I 1 )<1/4

1+e=% \ 14e~® 14+e—®
ox)(1—o(x)) <1/4.

L

1

4
concluir entonces que una condicién suficiente para que el sistema sea disipativo, y por lo tanto

en otras palabra k = ; es la cota superior minima de la derivada de o(z). Entonces podemos

es sistema soporte atractores, en el modelo HNN con la funcién de activacién sigmoide es que
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Figura 3.6: Retrato de fase formado por el modelo con funcion de activacion tangente hiperbélica.

se cumpla
n 1 n
Z c; > 4_1 Z Wij - (338)
i=1 i=1

Por otro lado, para las funciones de activacion ReLU(-) y satlin(x) la cota superior de su

derivada tiene un valor de k£ = 1 de manera directa, por lo que es posible aplicar la expresién

n n
Zci > sz‘z‘, (3.39)
i=1 i=1

como criterio para la existencia de atractores. Sin embargo, no es posible concluir sobre la
existencia de atractores en el modelo presentado 3.15 debido que no cumple el criterio presen-
tado. Este mismo anélisis puede ser aplicado al modelo con la funcién sign(-) debido a que su

divergencia esta dada por
A= —3+3(1 — tanh? 23) = —3tanh? 3, (3.40)

por lo que la desigualdad (3.37) como criterio también es aplicable, y entonces se puede concluir
que este sistema también puede contener atractores. El retrato de fase de este modelo es
presentados en la Figura 3.7 en donde se observa un doble-scroll, es decir, un sistema con dos

atractores.

Desafortunadamente ninguno de los modelos faltantes utilizados pueden usar directamente
el teorema desarrollado con el valor k calculado debido a su dependencia a alguna o algunas de
la variables de estado, esta problematica es abordada en [40] en el cual se dividen a los sistemas

conservativos y disipativos en 4 categorias:
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Figura 3.7: Retrato de fase formado por el modelo con funcion de activacion signo.

» Categoria A: Orbitas en las cuales la divergencia del sistema es uniformemente cero.

= Categoria B: Orbitas cuya divergencia tienen una dependencia a alguna o algunas de las
variables de estado y esta es cero en promedio como consecuencia del acotamiento del

sistema.

» Categoria C: Orbitas cuya divergencia dependen de el estado del sistema, es cero en pro-

medio pero su demostracién requiere de una transformaciéon a un sistema hamiltoniano.

= Categoria D: Sistemas en donde la disipaciéon del sistema depende de las condiciones

iniciales y no puede ser determinado simplemente por las ecuaciones que a esta describe.

Si un sistema dindmico tiene una solucién acotada (es disipativo o conservativo), entonces la
velocidad media de todos los estados debe ser cero, se denota el valor medio de una orbita S(t)

como (S(t)) y se definida por )
S(t)dt
(5(0) = Jim 20T, (341
como se sabe, el sistema estudiado no tiene una primitiva elemental y como tal la integral en
(3.41) serd obtenida de manera numérica. Esta métrica serd utilizada entonces para concluir si
los sistemas dindmicos faltantes son capaces de contener atractores.
Consideremos el modelo descrito por (3.15) con la funcién de activacién o(x), usando el

operador divergencia se obtiene

A=-34+7970(x1)(1 —o(x1)) + 6.830(x2)(1 — o(x2)) + 3.680(x3)(1 — o(x3)), (3.42)
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Figura 3.8: Comportamiento de la divergencia a lo largo del tiempo en el modelo (3.15).

la derivada de o(x) es simétrica y maxima cuando x se aproxima a 0, en base a esto podemos
deducir que la divergencia sera maxima cuando las variables de estado estén estén cercanas
a cero, este comportamiento fue graficando en la Figura 3.8 a), en el cual hay una evidente
variacion irregular en el tiempo en donde el sistema pasa de tener divergencia positiva a negativa
y viceversa. Para evaluar este comportamiento se decidié obtener el area bajo la curva de A
calculada tras 200 segundos, el resultado obtenido fue de -351.55, lo que indica que el sistema
tiene una divergencia mayormente negativa. Ademads, en la Figura 3.8 b) se grafico la norma
de la media de la velocidad de la variables de estado del sistema dindmico, como es esperable

en un sistema conservativo este valor se aproxima a cero conforme el sistema evoluciona.

Podemos concluir entonces que el sistema es divergente y puede soportar atractores. En la
Figura 3.9 se observa el retrato de fase del sistema tras una simulacién 300 segundos con un

paso de integracién le-3 y con condiciones iniciales iguales a (0.1,0,0).

Ahora consideremos el modelo con la funcién de activacion ReLu(zx), la velocidad de ex-

pansién o contraccién del volumen del espacio fasico esta dada por
A=-1.74+1.1g(z1) + 0.75g(x2) , (3.43)

donde g(z) es la derivada de la funcién ReLu(x) dada por la expresién (3.20), esto indica que
en la A puede tomar 4 valores distintos dependiendo del signo que tengan las variables de
estado del sistema conforme este evoluciona, este comportamiento se observa en la Figura 3.10
a), obteniendo el drea bajo la curva de A(t) se obtiene un valor alrededor de -56.84, lo que
indica que el valor de A es mayoritariamente negativo. Ademas, la Figura 3.10 b) se obtiene

la norma del valor medio de la velocidad de las variables de estado, este resulta aproximarse a
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Figura 3.9: Retrato de fase formado por el modelo con funcién de activacion sigmoide para el plano a)
X1 —xo y b) ;1 — x3.

0 conforme el tiempo aumenta como es esperable en sistema disipativo. En resumen podemos
concluir que este sistema tiene la capacidad de contener atractores y esto se puede confirmar
al simular el sistema como fue hecho en la Figura 3.11 con un tiempo de simulacién igual a 300
segundos, un paso de integracién de le-3 y con condiciones iniciales (0.1, 0), aqui se observa un

solo atractor en el sistema.

Finalmente, retomando el modelo con la funcion PWL denominada satlin(x) se tiene que
A=-3+1.68r(x1)+ 1.8r(z2) — 0.3r(z3), (3.44)

donde r(x) es la derivada de la funcién PWL definida en (3.24), de manera simular a la funcién
ReLu(z) se tiene que A tiene una cantidad limitada de valores, en especifico puede tomar
8 valores distintos y dependen si el valor de los estados estdn en el rango de |x;| < 1 para
i = (1,2,3), este comportamiento se observa en la Figura 3.12 a), como métrica para evaluar
este comportamiento se obtuvo el area bajo la curva, el valor obtenido fue de -131.75 tras una
simulacién de 300 segundos. De la misma forma, se obtuvo la curve que describe la norma de la
velocidad media de las variables de estado en el sistema mostrada en la Figura 3.12; en donde
queda en evidencia que esta se aproxima a cero conforme el tiempo avanza como se espera en

un sistema de flujo conservativo.

Como resultados podemos afirmar la presencia de atractores en el sistema estudiado, estos
son presentados en la Figura 3.13 en donde se observan dos claros scrolls. En resumen, el
andlisis del valor de A en el sistema de HNN’s nos permite concluir si el sistema es conservativo,

disipativo o no acotado, lo cual implica la existencia o no de atractores en el sistema, ademas,
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Figura 3.10: Comportamiento de la divergencia a lo largo del tiempo en el modelo con funcion de acti-
vacién ReLU(-).

295

15}

-1 05 0 0.5 1 1.5 2
X1

Figura 3.11: Retrato de fase del modelo con funcién de activacion ReLu(x).
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Figura 8.12: Valor de A con respecto al tiempo del modelo con funcién de activacion PWL.
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este esta intimamente relacionado con el acotamiento del sistema, para este existen un método

mas comun que sera presentado en la siguiente seccion.

3.5. Analisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov

Cuando se habla que un sistema dindmico es estable implica que existe alguna regién
0 < D < R"™ en espacio fasico la cual contiene la érbita generada por el sistema, mientras que
la estabilidad asintética implica que el sistema no solo esta acotado, sino que se aproxima a
un punto en especifico en el espacio. Cabe mencionar que el concepto de estabilidad también
implica la existencia de al menos un atractor en el sistema, en este sentido, los resultados
obtenidos en la secciéon 3.4 deben coincidir con la estabilidad del sistema. Como es discutido
en [38], la estabilidad de la red neuronal Hopfield y extensiones ha sido un tema de investigacién
desde su concepcién, algunos resultados obtenidos requieren del concepto de estabilidad de
Lyapunov. La estabilidad de Lyapunov es de suma relevancia en el estudio de sistemas no
lineales debido a que por medio de un sencillo criterio es posible definir la estabilidad de
un sistema, este es descrito en [41] y requiere de la propuesta de una funcién candidata de
Lyapunov V : R™ — R definida positiva cuya derivada temporal cumpla ser definida semi-
negativa para sistemas estables y definida negativa para sistemas asintéticamente estables.
Con el fin entonces de analizar la estabilidad de nuestro sistema se desarrollaron los siguientes
dos teoremas, el primero especifica una condicién para la estabilidad asintotica de la HNN,
mientras que el segundo demuestra el acotamiento del sistema para alguna regién en el espacio

fasico.

Teorema 3.5.1. El modelo de red neuronal Hopfield de n neuronas sin bias descrito por
r=-Ce+Wflx), (3.45)

donde C € R"™ " es una matriz diagonal definida positiva, W € R™ "™ la matriz de pesos y f(x)
un vector con la funcion de activacion del modelo la cual cumple ser al menos creciente, impar
y |f(x)] < ||, es asintdticamente estable si los elementos de la diagonal principal de la matriz

de pesos son cero y a su vez esta es semi-definida negativa.

Demostracién. Sea una funcién candidata de Lyapunov V(x) definida como

V(x) = %f(x)Tf(x), (3.46)
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evidentemente definida positiva con derivada temporal descrita por

V(ix) = f(x)T%8Xx = f(x)7 %) (_Ox + WE(x))
)" 5 Ox £ G W
—x[TEE x| + |x|T 2 W x|
|F“”m—wmﬂ,

(3.47)

IN

por definiciéon sabemos que la derivada de una funcién estrictamente creciente es mayor a
cero, de esta manera podemos concluir que la ultima expresién en 3.47 es una funciéon definida
negativa si se cumple C — W > 0, ahora consideremos a —W como una matriz semi-definida
positiva con los elementos en su diagonal iguales a cero, esto indica que la matriz C + (=W)

definida por

Cc1 —wi12 -+ —Win
—w21 C2 o T W2n
o= | T T, (3.48)
—Wp1 —Wp2 - Cn

es forzosamente definida positiva y por lo tanto el sistema de redes neuronales Hopfield, bajo

estas condiciones, es asintoticamente estable. ]

Este resultado es comtinmente hallado en la literatura para asegurar el comportamiento
asintoticamente estable de la red neuronal Hopfield, dado que nuestro interés es que la HNN
presente periodicidad, por lo tanto, las matrices de pesos en nuestro sistema deben tener al
menos un peso en la diagonal de la matriz de pesos distinto de cero y no ser definida negativa
0, lo que es equivalente, no ser simétrica. En base a este resultado, méas un trabajo numérico,
fueron hallados las matrices de pesos para los modelos propuestos 3.5 y 3.18. Notemos que este
teorema aplica para todos los modelos, incluyendo al modelo 3.15 con funcién sigmoide debido
a su transformaciéon y el modelo con funcién signo debido a que esta puede ser aproximada
con una funcién tangente hiperbélica como se muestra en 3.17, con excepcién del modelo con
funcién de activacion ReLU(-) debido al bias aplicado, en este sentido, el teorema 3.5.1 solo

aplica para modelos auténomos.

Teorema 3.5.2. El modelo de red neuronal Hopfield de n neuronas sin bias descrito por
r=—x+ Wtanhe, (3.49)

esta acotada en una region D C R™ donde se cumple la desigualdad

Zﬂ% > Zzwwfcz!wﬂ (3.50)

=1 j=1
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Demostracién. Sea una funcién candidata de Lyapunov V (x) definida como

V() =52 7, (3.51)

entonces su derivada temporal esta dada por

V(x) = i
= =Y 224y >j—1 wij tanh z; (3.52)
= =YY" a2+ 3yr, > =1 WijT; tanh x;
< =X 1‘22 + i1 2?21 Wi T[] -
La tultima desigualdad se cumple debido a que |z| > tanh(x), reescribiendo se tiene
V(X) < —QV(X) + Z?:l Z;‘L:l wijxi]xj] . (3.53)

Consideremos a Dy > 0 una region suficientemente grande. Para todo punto x que satisface
V(x) = D con D > Dy donde existe la desigualdad

2V(x) > D) wijwilagl, (3.54)
i=1j=1

entonces en la superficie {x|V(x) = D} se cumple V(x) < 0 y consecuentemente el conjunto

definido por {x|V(x) < D} es una regién acotada con todas las soluciones del modelo de la
HNN. O

La demostracién anterior requiere de la desigualdad tanh x < |z|, considerando las funciones
de activacion estudiadas en este trabajo es evidente que la desigualdad satlin(z) < |z| también
se cumple y por lo tanto el modelo 3.23 cumple el mismo teorema. La funcién o(z) no cumple la
misma desigualdad sin embargo puede ser expresada en términos de la tangente hiperbdlica y
su modelo fue obtenido usando como base otro con la misma estructura mostrada en el teorema
en cuestiéon, por lo tanto, podemos afirmar que el modelo 3.15 esta acotado para alguna region
en el espacio fasico. Por otro lado, la funcién de activacién sign(x) es siempre menor o igual a
uno, en este sentido el resultado del teorema 3.5.2 es ligeramente afectado pero sigue existiendo
un conjunto D para el cual el sistema esta acotado. Finalmente para la funcién ReLU(x) se
tiene la siguiente demostracién desarrollada en [39], consideremos una funcién de Lyapunov

V(x) = 3|[x||?, se tiene que su derivada es

V(x) = —x"Clx|+x"WReLu(x) +x"b < —x"Clx| +x"W|x| + [|b]| - ||x]]

3.55
(IOl ~ 1w D2 + [1b]] - 1], (3.55)

IN
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el lado derecho de la expresiéon anterior no es definida negativa, supongamos que la solucién
del modelo con funcién de activacién ReLu(z) es T'(t). La derivada V (x) es negativa fuera del
conjunto ||x — || < [|b||/[[W]| — 1, con ||b]|?/2(]|[W]|| — 1)? < 7, la solucién iniciando en el
conjunto V' (x) < n permanecerd en el para todo tiempo futuro, dado que la derivada de la
funcién de Lyapunov es negativa en la frontera V(x) < 7, consecuentemente la solucién esta

acotada por la frontera /(27).

3.6. Analisis de estabilidad alrededor de los puntos de equili-

brio

Una vez demostrada la existencia de atractores en el sistema dindmico es importante ser
capaz de caracterizar el comportamiento del modelo alrededor de ellos, de esta manera es
necesario realizar un analisis alrededor de los puntos de equilibrio en cada uno de los modelos
presentados. Como fue mencionado en la introduccion de este trabajo, los puntos de equilibrio

de un sistema dinamico son hallados al resolver
x=1f(x)=0, (3.56)

que representan los puntos para los cuales el sistema se mantiene estatico. Para los casos
especificos del modelo de redes neuronales Hopfield, los puntos de equilibrio X se calculan

resolviendo el sistema .
Cir; = Z wij f(x5) + bi s (3.57)
j=1

lo cual es evidentemente un sistema de ecuaciones no lineales. Para su obtencién se desarrolld
un programa en Matlab y la funcién solve(:) para la solucién de un sistema de ecuaciones
realizando un barrido con distintas condiciones iniciales, los resultados obtenidos fueron regis-
trados en la Tabla 3.1. Con respecto a el modelo con funcién de activacion ReLU, este es un
sistema no auténomo y su punto de equilibrio es calculado solo para ¢t = 0. La caracterizaciéon
de los puntos de equilibrio encontrados se realiza linealizando el modelo de las HNN’s , usando

el procedimiento descrito en [41], y evaluando los eigenvalores obtenidos por

o(x)

X

det (I)\ —

) =0, (3.58)

X=X
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Tabla 3.1: Puntos de equilibrio para los distintos modelos de redes neuronales.

Funcién de activacion Puntos de equilibrio

Tangente hiperbdlica | [-1.7801 0.2753 0.1390]
[0.0000 0.0000 0.0000]
[1.7801 —0.2753 —0.1390]
Sigmoide —0.0002 —0.0152 0.0131
—0.8383 —0.7950 5.5905
[0.8494 0.7688 —5.6351]
ReLU [0.6354  0.7316]

PWL [0.7093 —0.7119 —1.2408]
[0.0000  0.0000 0.0000]
[—0.7093 0.7119 1.2408]
Signo [0.3306 —0.3435 0.3581]
[0.0000 0.0000 0.0000]
[—0.3306 0.3435 —0.3581]

donde of(x)

“5_ s el jacobiano del sistema dindmico. De manera generalizada para el modelo de
redes neuronales Hopfield los eigenvalores se obtienen por

A+ c1 —wi f'(Z1) —wy2 f'(Z2) —win f'(Tn)
—way f(Z1) A+ cp —wanf'(Z2) - —wap f'(Zn)
_ . —0, (3.59)
_wnlf/(jl) _anfI(ij) e At — wnnf,(jn)

donde f'(Z;) representa la derivada de la funcién de activacién evaluada en el punto de equilibrio

Z; para todo i = (1,2,---,n). Consideremos el caso del modelo de HNN para 3 neuronas,
desarrollando posible encontrar

3
B N _ w w ~ _ w w
N+ XY (e = f@wa) + A S @)f @) | P @) f (@) | 13]
= w1 W22 w31 w33
Foe N et~y W22 W23 5.2 fe~
+ A | f(Z2) f'(Z3) + cicg + cic3 + cac3 + chif (Zj)wj;
w32 W33 i=1j=1
i#]

3
+ creaes — [WIT] f/(#:) =0, (3.60)
=1

= )\34—(12)\2 +a1A+ay=0, (3.61)



3.6. ANALISIS DE ESTABILIDAD ALREDEDOR DE LOS PUNTOS DE EQUILIBRIO 41

donde

ap = cieaes — W TTy £/(34)

~ ~ w11 W12 ~ ~ w11 W13
ap = lf/(xl)f'(l‘z) + f(21) f(Z3) ]
w21 W22 w31 W33
~ ~ W22 W23 ~
+ [[1(@2) [ (23) +erea+eres + eaes + 0 Yy eif (@5)wgg |
W32 W33
ay = (e — f'(F)wi),

de este resultado se pueden obtener distintas conclusiones con respecto a la posiciéon de los
eigenvalores en el plano complejo, dependiendo de esta es posible separarlos en 8 categorias [42]
las cuales se resumen la Tabla 3.2, cada uno de estos puntos tiene un comportamiento esperado
como se muestra en la Figura . Es sabido que para sistemas cadticos autoexcitados, estos son,
sistemas cuyos atractores estan localizados en los puntos de equilibrio del sistema dinamico,
como lo son los trabajados en esta tesis, los puntos equilibrio en donde se forman los scrolls
son de tipo indice II, entre ellos se encuentra un punto de equilibrio de indice I, el cual conecta
ambos scrolls [43]. Retomando la expresién 3.60 y de acuerdo al criterio de Routh-Hurwitz las

partes reales de esta expresion son positivas, y por ende el punto de equilibrio es indice I si se

cumple
a > 0
azay —ag > 0 (3.62)
ag > 0

Los eigenvalores calculados para cada uno de los modelos con sistemas auténomos son
resumidos en las tablas 3.3, 3.4, 3.5 y 3.6 junto a su clasificacién en base al trabajo [42]. Con
regularidad cuando se explora la dindmica de algiin modelo no lineal es buena préctica analizar
también los parametros cercanos a los estudiados, en este sentido la mencionada Tabla analiza

los eigenvalores variando algunos parametros de los modelos.

En base a los resultados obtenidos se puede afirmar que los modelos con funciones de activa-
cién tangente hiperbdlica, PWL y sigmoide presentan un comportamiento esperado alrededor
de sus puntos de equilibrio con respecto a lo mencionado en [43]. El modelo con una funcién de
activacion signo sin embargo presenta un comportamiento interesante en su punto de equilibrio
trivial, es justo en x = 0 donde la funcién tiene un cambio abrupto y como tal no tiene derivada
en este punto, es por esto que se aproximé la funcién signo con tanh(400z), lo cual tiene como
derivada 400(1 — tanh?(400x)) y por lo tanto el eigenvalor obtenido es un aproximado, sin em-
bargo, el principal interés es la posicién del eigenvalor en el plano complejo, este es clasificado
como un punto silla de indice-1. Finalmente para el sistema no auténomo el punto de equilibrio

solo tiene sentido para t = 0 y para este caso los eigenvalores hallados fueron 0.075 4= 0.99091,
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////

Figura 3.14: Tipos de puntos de equilibrio dependiendo de su categoria [42].
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Tabla 3.2: Categorias de los punto de equilibrio en un sistema cadtico en base a los eigenvalores halla-
dos en un sistema de 3 dimensiones en base al trabajo [42].

Figenvalores Categoria
Tres negativos reales Nodo indice-0
Dos negativos y un negativo Punto silla indice-1
todos reales
Dos positivos y un negativo Punto silla indice-2
todos reales
Tres positivos reales Repulsor de indice-3
Un real negativo y un Nodo espiral indice-0

complejo conjugado con
parte real negativa
Un real positivo y un Punto silla espiral indice-1
complejo conjugado con
parte real negativa
Un real negativo y un Punto silla espiral indice-2
complejo conjugado con
parte real positiva
Un real positivo y un Repulsor espiral indice-3
complejo conjugado con
parte real positiva

Tabla 3.3: Eigenvalores hallados para el modelo con funcion tangente hiperbolica y su clasificacion.

Puntos de equilibrio Pardmetro | Valor Eigenvalores Clasificacion
1.5 —0.939 0.3613 £2.317¢
[-1.780 0.275  0.139] 2.5 —0.898 0.341 4 2.328i Punto silla espiral
[1.780 —0.275 —0.139] Wiz 3.5 —0.857 0.320 £+ 2.339¢ de indice-2
4.5 —0.816 0.3003 £ 2.3504
1.5 2.000 —1.000 % 1.2244
[0,0,0] Wi 2.5 2.000 —1.000 = 1.5812: Punto silla espiral
T 3.5 2.000 —1.000 =+ 1.870¢ de indice-1
4.5 2.000 —1.000 &+ 2.121¢
6 —0.9222 0.3529 4+ 2.3911%
[-1.780 0.275  0.139] ! —0.9211 +0.3524 & 2'3686% Punto silla espiral
(1780 —0.275 —0.139] w13 8 —0.9199 0.3518 £ 2.3460i do indice.2
’ ' ’ 9 —0.9187 0.3512 £ 2.3230¢
10 —0.9174 0.3505 £ 2.2999¢
6 1.0000 —0.5000 + 1.65834
7 1.3788 —0.6894 £ 1.5575¢ Punto silla espiral
[0,0,0] w13 8 1.7100 —0.8550 £ 1.4809¢ de fndice-1
9 2.0000 —1.0000 % 1.41424
10 2.2583 —1.1291 £ 1.3509:
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Tabla 3.4: Eigenvalores hallados para el modelo con funcion sigmooide y su clasificacion.
Puntos de equilibrio Parametro | Valor Eigenvalores Clasificacion
7.7 1.7231 —0.0766 + 1.8146: Punto silla espiral
[-0.0002 —0.0152 0.0131] w11 7,97 1.7373 —0.0587 + 1.8073: de indice—?
8.17 1.7519 —0.0410 = 1.7998:
707 —0.9709 0.5429 + 1.3325¢ Punto silla espiral
[—0.8383, —0.7950, 5.5905] w11 7,97 —0.9711 0.5641 + 1.3310: do indice—g
8.17 —0.9714 0.5853 + 1.3291:
7.7 —0.9722 0.5468 + 1.33714 Punto silla espiral
[0.8494 0.7688 —5.6351] w11 7,97 —0.9724 0.5679 £ 1.33584 de indice—g
8.17 —0.9726  0.5890 + 1.3341:
8.73 1.7321 —0.0686 + 1.8100:
8.78 1.7347 —0.0637 + 1.8087: | Punto silla espiral
[70.0002 ~0.0152 0.0131] | w2 8.83 | 1.7373 —0.0587 % 1.8073i de indice-1
8.88 1.7399 —0.0538 + 1.8060:
8.73 | —0.9710  0.5533 %+ 1.3300:¢
8.78 | —0.9711 0.5587 £ 1.3305¢ | Punto silla espiral
[~0.8383, =0.7950, 5.5905] w22 8.83 | —0.9711 0.5641+ +1.3310i |  de indice-2
8.88 | —0.9712  0.5695 £ 1.33144
8.73 | —0.9723  0.5570 % 1.3350:¢
8.78 | —0.9723 0.5625 £+ 1.33547 | Punto silla espiral
[0-8494 - 0.7688  —5.6351] 22 8.83 | —0.9724  0.5679 + 1.3358i de indice-2
8.88 | —0.9725 0.5734 £ +1.3362¢

Tabla 3.5: Eigenvalores hallados para el modelo con funcion PWL y su clasificacion.

Puntos de equilibrio Parametro | Valor Eigenvalores Clasificacion
[0.7093 —0.7119 —1.2408] 1.58 ) —=1.0000 0.6900 4'53452. Punto silla espiral
(~0.7093  0.7119 1.2408] w11 1.68 | —1.0000 0.7400 £ 4.53551 de indice.?
’ ’ ’ 1.78 | —1.0000 0.7900 £ 4.53584
1.58 | 1.8973 —0.9087 + 1.5553i Punto silla espiral
[0,0,0] w11 1.68 | 1.8324 —0.8262 4 1.44644 de indice-1
1.78 | 1.7552 —0.7376 £ 1.3198i
[0.7093  —0.7119 —1.2408] —0-2-) ~1.00000.7400 £ 4.5355¢ | ., 4 g espiral
[—0.7093  0.7119  1.2408] Was —0.3 | —1.0000 0.7400 + 4.5355¢ de indice-2
’ ’ ’ —0.4 | —1.0000 0.7400 % 4.5355¢
—0.2 | 2.0477 —0.8838 + 1.6532i Punto silla espiral
[0,0,0] w33 —0.3 | 1.8324 —0.8262 + 1.4464i o tndico.1
—0.4 | 1.5595 —0.7398 &+ 1.16561
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Tabla 3.6: Eigenvalores hallados para el modelo con funcién signo y su clasificacion.

Puntos de equilibrio Parametro | Valor Eigenvalores Clasificacion
[0.3306 —0.3435 0.3581] 3:5 | —1.0000 0.3230 £ 0'99962. Punto silla espiral
[~0.3306  0.3435 —0.3581] a2 4 | ~1.0000 0.3230 & 1.1799: de fndice-2
4.5 | —1.0000 0.3230 % 1.3360:
3.5 | 6.3440 —3.1720 £ 5.5394¢ Punto silla espiral
[0,0,0] W32 4 6.3137 —3.1569 £ 5.55851¢ de indice-1
4.5 | 6.2834 —3.1417 £ 5.5777i
[0.3306 —0.3435 0.3581] 2.5 | —~0.8367 00208+ 1'32921. Punto silla espiral
[-0.3306 0.3435 —0.3581] w33 5 —0.8317 02388 & 1.0912¢ de indice-2
3.5 | —0.8260 0.4564 £0.7170:
2.5 | 6.0976 —3.2988 + 5.5989: Punto silla espiral
[0,0,0] Was 3 6.3137 —3.1569 + 5.5585¢ deo fndico-1
3.5 | 6.5413 —3.0207 + 5.5131¢

lo cual indica que es foco inestable.
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Capitulo 4

Dinamica cadtica

La dinamica de los sistemas no lineales puede presentar fenémenos méas complejos en com-
paracién con los sistemas lineales, una de estas complejidades es denominada caos. Desde su
descubrimiento varias métricas para la identificacién de caos en sistemas dindmicos han sido
desarrolladas, las méds comunes siendo los diagramas de bifurcacién y exponentes de Lyapunov.
En esta seccion se utilizaran dichas métricas para identificar los distintos comportamientos
dindmicos (no solo cadticos) que generan las redes neuronales estudiadas. Estas métricas dejan
en evidencia las ventajas que presentan las nuevas redes neuronales Hopfield propuestas con

respecto a las halladas en la literatura.

4.1. Diagramas de bifurcacion

La bifurcacion indica la divisién de una Orbita en dos partes, en sistemas no lineales, este
término suele ser utilizado para indicar un cambio cualitativo o cuantitativo de un sistema a
partir de la variacién de alguno de sus pardmetros. Este pardmetro es llamado como pardme-
tro de bifurcacion. Este comportamiento cualitativo o cuantitativo del sistema dependiente
del parametro de bifurcaciéon es graficada en el llamado diagrama de bifurcacion, este nos da
informacién de la dindmica compleja que este presenta.

Gran parte de los sistemas dinamicos que representan algiin fenémeno fisico presentan algtin
tipo de periodicidad en su comportamiento, por ejemplo, la rotacién y traslacion de los planetas,
un péndulo ideal sin friccién o un senal senoidal, todos estos fendmenos comparten necesitar
solo un ciclo para repetir el mismo comportamiento y como tal se denominan de periodo-1 o
simplemente p-1, en otros casos sin embargo el comportamiento del sistema se repite tras 2 (p-
2), 3 (p-3), etc., en la Figura 4.1 se graficé la respuesta de una neurona del modelo (3.5) para los
cuales se registraron distintas periodicidades variando uno de sus parametros, eventualmente

si el valor de este parametro se modifica de manera correcta es posible hallar otros tipo de

47
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(a) Comportamiento de periodo 1. (b) Comportamiento de periodo 2.

7o 75 80 85 % 9 55 60 6 70 75 80 8 9

(¢) Comportamiento de periodo 4. (d) Comportamiento caético.

Figura 4.1: Diferentes comportamientos periddicos y caotico para el modelo 8D HNN con funcién de
activacion tangente hiperbdlica.

periodicidad y eventualmente caos, esta dindmica es conocida como ruta al caos.

Para este trabajo se decidi6 tomar como cambio cualitativo al maximo local que toma una
de las orbitas del sistema conforme se modifica alguno de los parametros del sistema, esto
requiere de un programa capaz simular el sistema con alguno de los métodos de integracion, un
detector de los maximos en la trayectoria con respecto al tiempo y un graficador, este proceso
requiere de una gran potencia computacional, por lo que un lenguaje de programaciéon veloz
es recomendable, en este escenario C++ podria ser una eleccién idénea, sin embargo, hoy es
considerado un lenguaje de mas bajo nivel ademas de no tener una gran cantidad de librerias,
por lo tanto, se decidié desarrollar el programa en Python debido principalmente a su libreria
NumPy la cual nos permite utilizar un lenguaje de programacién de alto nivel como Python e

implementar operaciones directamente en C++.

4.1.1. Diagramas de bifurcacion en Python

Para analizar el comportamiento dindmico de las redes neuronales Hopfield fue realizado
un c6digo en Python 3.12. El c6digo requiere que primero se definan ciertos argumentos, estos

son:
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= prmt: Es el pardmetro de bifurcacion, debe estar descrito como un array del tipo Numpy.
De preferencia utilizar el método linspace(start, stop, num) de Numpy que regresa

un array con valores de "start“ a "stop® de "num® cantidad de elementos.

= funcion: Funcién que describe el sistema dindmico en forma de un vector de NumPy, los
argumentos en esta funcién son el tiempo y un vector NumPy con las variables de estado.

Por ejemplo, para describir el modelo (3.5) se tiene:

def fct(x, t, a):

return np.array([-x[0]+a*tg(x[1])-9*tg(x[2]),
-x[11+tg(x[0]) +3*tg(x[1]) +3xtg(x[2]),
-x[2]-tg(x[0])-3*tg(x[1])])

= initialCondition: Condicién inicial para la integracién numérica del sistema en forma de
matriz, se aceptan un conjunto de condiciones iniciales, por ejemplo, initialCondition =
[[0.1, 0, 0], [-0.1, 0, O]], en este ejemplo se exploran dos condiciones iniciales distintas.
El color de los diagramas de bifurcaciéon cambia con respecto a que condicién inicial se
explora, es azul para la primer condicién inicial, rojo para la segunda, verde para las

demas.

= paso: Es el paso de integraciéon numérica, esta definida como le-2 de manera predetermi-

nada.

= porcentaje: Un sistemas dindmico requiere de cierto tiempo hasta "estabilizarse” al com-
portamiento que este mantendra, por lo tanto, es necesario retirar esta seccidon pasajera
del sistema, este argumento indica que porcentaje es considerado para iniciar a graficar
los maximos locales del sistema, es decir, si se desea considerar la tltima tercera parte de
las simulaciones realizadas se colocaria un 33 como argumento. El valor predeterminado

es de 50.

s tf: Tiempo final de las simulaciones realizadas, de manera predeterminada este valor es
100.

s eje: Indica el eje que se desea analizar, por ejemplo, si en se tienen tres variables de estado
(x,y,2) y se requiere en diagrama de bifurcacién de y con respecto a un pardmetro el

valor del eje=2. De manera predeterminada es 1.

s rest: La obtencion de los diagramas de bifurcacion requiere de una gran potencia compu-
tacional, esto genera un desgaste en el computador importante y generar un sobreca-

lentamiento, este argumente permite dar un descanso en segundos entre las iteraciones



50

CAPITULO 4. DINAMICA CAOTICA

Import numpy as np, matplotlib pyplot as plt, time, alive_bar

start main

¥

/ Input: argumentos /

¥

inicial=len{ic)

¥

gColor = seleccionDeColor()
noDelteraciones = iteraciones()
xanterior =ic

¥presents = RK2()

delso = eliminarTransistiva()

l

noDelteraciones<i

__ » | mMostrargrafical)

end main

— ™| xfuturo =RK2()

;

i==delso &&
rmaximo{==True

graficar()

o
Y

wanterior = xpresents
¥presente=xfuturo

Figura 4.2: Diagrama de flujo para el desarrollo del cddigo para obtener diagramas de bifurcacion.
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realizadas, por ejemplo, si se desea que se descanse un tiempo de lms entre iteraciones

se colocaria como argumento rest = le-3.

Como base para este codigo considerando los argumentos antes descritos se realizo el dia-
grama de flujo de la Figura 4.2.

El codigo requiere de dos conceptos bases para su funcionamiento, la deteccién la simula-
cién del sistema dindamico y la deteccién del méximo local. Es necesario también considerar
la potencia computacional requerida, dado que es importante tomar una gran cantidad de di-
visiones, en donde es necesario integrar el sistema para todos estos valores del parametro de
interés, hallar y graficar el maximo. Es por esto que se utiliza un método de integraciéon que
consume baja cantidad de recursos como lo es método de integraciéon Runge-Kutta 2 y obtener
los maximos conforme el sistema evoluciona y no como un proceso posterior a la integracion
numérica. Para detectar el maximo de de una curva el programa almacena tres estados distintos
de una curva, el estado anterior z**, presente z* y futuro x, se detecta un maximo local si se
cumple

=z >0 AN z—2"<0, (4.1)

el programa es capaz entonces de detectar las curvas que cumplen esta condicién y graficar el

valor del maximo hallado.

4.1.2. Diagramas de bifurcaciéon del modelo con funcién de activacion tan-
gente hiperbdlica

El resultado de los diagramas de bifurcacion para el modelo 3.5 es presentado en la Figura
4.4, en esta diversos fenémenos son denotados. Para iniciar, el sistema presenta el fenémeno
de bi-estabilidad, esto es, con diferentes condiciones iniciales puede tener un comportamiento
u otro completamente distinto, mas especificamente, en azul se utiliza la condicién inicial
[0.1,0,0] y en rojo la condicién inicial [—0.1, 0, 0]. De la figura también se observan las distintas
periodicidades que el sistema presenta, por ejemplo, en wis = —5 se tiene una periodicidad 2,
en wia = —3.7 se tiene una periodicidad de 5, entre otras. En algunos casos las regiones para
las cuales se presenta algin tipo de periodicidad es muy pequena, por ejemplo, con un paso de
integracion de 0.0025 se encontrd un periodo tres en la region —2.296 < wie < —2.267, mientras
que para un paso de integracién de 0.001 se encontré esta region en —2.247 < wyo < —2.225,
por lo que para regiones tan pequenas es dificil determinar su periodicidad exacta. Ademas de la
periodicidad del sistema, los diagramas de bifurcacién nos ofrecen las zonas en donde el sistema
se siente atraido por un solo atractor o multiples, por ejemplo, variando el parametro wio en
la zona 4.05 < wig < 4.34 el sistema solo muestra un scroll y se evidencia en el diagrama de
bifurcacion y la Figura 4.3. Por cudl de los dos scrolls el sistema se siente atraido es dependiente

de la condicién inicial del sistema y del valor del parametro de bifurcacion, en la Figura 4.3 se
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Figura 4.3: Comportamiento del sistema con un solo atractor usando wis = 4.05 en azul y wio = 4.06
en naranja.

simula el sistema con w1y = 4.05 en azul y wis = 4.06 en naranja, en donde se evidencia esta

descripcién.

4.1.3. Diagramas de bifurcacién del modelo con funcién de activacion sig-
moide

Por otro lado, la Figura 4.5 presenta el diagrama de bifurcacién variando los pardmetros
a) w11 y b) wag del modelo 3.15, a diferencia del modelo anterior, este sistema no presenta
bi-estabilidad, asi como también tiene una notoria reduccién en espacio en donde el sistema
presenta caos, ademas de presentar una menor cantidad de fenémenos en general. Nétese que
existen tres zonas con caos en el sistema variando wyi, para la regién contenida en 7.968 <
w1 < 7.974 existe un doble scroll, mientras que para las otras zonas el sistema solo es atraido
por un atractor. Esta caracteristica es compartida por el segundo pardametro wee. Su limitada

region caotica dificulta su implementacién en circuitos electronicos.

4.1.4. Diagramas de bifurcacién del modelo con funcién de activacion ReLLU

Para el modelo con funcién de activacién ReLu los pardametros de bifurcacién no son los
pesos sino la amplitud y frecuencia de la sefial externa senoidal insertada en la primer neurona.
Tras su andlisis se encontrd el fenémeno de bi-estabilidad en el sistema asi como una amplia
gamma de periodicidades en el sistema. Por un lado, al variar la amplitud de la senal externa se

encuentran distintas zonas periddicas y cadticas con amplitud proporcional a la senal externa.
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x1

x1

(b)

Figura 4.4: Diagramas de bifurcacion para el modelo 3.5 con dos condiciones iniciales,
[0.1,0,0] y [-0.1,0,0] en azul y rojo respectivamente, variando el pardmetro en a) 8 = wis de 1.5
a 6, yb) el parametro = w13 se varia de 5 a 10.
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7.85 7.90 7.95 8.00 8.05 8.10 8.15

6.750 6.775 6.800 6.825 6.850 6.875 6.900
Woo
(b)

Figura 4.5: Diagramas de bifurcacion para el modelo con funcion de activacion sigmoide.
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Por otro lado, al variar la frecuencia de la sefial externa se presenta una gran variedad de
periodicidades asi como regiones cadticas, para una amplia cantidad de frecuencias existe en
apariencia caos, son en realidad el resultado de la frecuencia tan alta de la senal externa
aplicada al sistema, para este caso, las zonas cadticas son identificadas de manera apropiada

por los exponentes de Lyapunov hallados en la seccion 4.2.

4.1.5. Diagramas de bifurcacién del modelo con funcién de activacion PWL

Para el caso del modelo con funcién de activacién satlin(x) se detecté de nueva manera
bi-estabilidad en el sistema y se evidencia en los diagramas de bifurcacién de la Figura 4.7, de
color azul se utiliz6 la condicién inicial (—0.1,0,0) y en rojo (0.1, 0,0), notemos de los diagramas

de bifurcacién que las regiones de periodicidad son muy pequenas.

4.1.6. Diagramas de bifurcacién del modelo con funcién de activacién signo

Finalmente, para el modelo propuesto con funcién de activacién signo se analizaron dos
pardmetros wsg y w33, el diagrama de bifurcacion de wsg es presentado en la Figura 4.8 a), en
ella se introdujeron dos condiciones iniciales (—0.1,0,0) y (0.1,0,0) de color azul y rojo respec-
tivamente, de aqui se evidencia que para valores de w3e mayores a 6.58 el sistema solo se siente
atraido por uno de sus atractores. Por su parte, la variacién del pardmetro wss con diagrama
de bifurcacién en la Figura 4.8 b) presenta una menor cantidad de fenémenos dindmicos en un
menor rango. Un aspecto que resulta interesante sobre este modelo es el peso wi2, fue hallado
que el sistema presenta caos para todo wis € R, este es el comportamiento observado en
la Figura 4.9 y donde también queda en evidencia que la modificacién de este pardametro solo

aumenta la magnitud del sistema.

4.2. Exponentes de Lyapunov

Otra de las métricas mas relevantes y usadas para la identificacién de caos son los exponen-
tes de Lyapunov (LE), su uso nace de la propiedad mas caracteristica de los sistemas cadticos,
su extrema sensibilidad a las condiciones iniciales, en este sentido, los exponentes de Lyapunov
miden la divergencia exponencial entre dos orbitas infinitesimalmente cercanas. Para su defini-
ci6n imaginemos un estado x(¢) de un sistema dindmico cadtico que evoluciona en el tiempo.
En el momento ¢ = 0 creamos otra trayectoria perturbando la original con una pequena pertur-
bacién y, con § = ||y||. Si la dindmica es cadtica, el original y las trayectorias perturbadas se
separan cada vez mas en el tiempo a medida que evolucionan. Para pequefios perturbaciones,

esta separacién esta ocurriendo aproximadamente exponencialmente rapido. Después en algiin
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Figura 4.6: Diagramas de bifurcacion para el modelo con funcién de activacion ReLU.
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Figura 4.7: Diagramas de bifurcacion para el modelo con funcion de activacion PWL.
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Figura 4.8: Diagramas de bifurcacion para el modelo con funcién de activacion signo.
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Figura 4.9: Diagrama de bifurcacion variando el parametro —wyo del modelo con funcion de activa-
cion signo de a)0 hasta 6 y b)0 hasta 1000.

momento t las dos trayectorias tendran una distancia
5(t) ~ dpe. (4.2)

La cantidad A se llama el mayor exponente de Lyapunov y cuantifica la divergencia exponencial.
de trayectorias cercanas [44]. El exponente de Lyapunov da comportamientos cualitativos del
sistema dindmico muy importantes, para empezar, si A > 0 indica que pequefias divergencias
crecen exponencialmente conforme el sistema evoluciona, mientras que si A < 0 indica lo con-
trario. Para sistemas dindamicos de tres dimensiones cadticos es sabido que se deben obtener un
exponente positivo, un exponente negativo y un exponente cero, ademaés si se esta trabajando
con un sistema disipativo, se espera que el valor del exponente negativo sea mayor al negativo.
La obtencién de los exponentes de Lyapunov resulta en una probleméatica computacional, las
librerias de diversos lenguajes de programacién actuales, sin embargo, nos permiten obtener
los exponentes de Lyapunov con relativa sencillez, en este trabajo se utilizé el lenguaje Ju-
liaProgramming y su libreria JuliaDynamics, debido a que nos ofrece miltiples funciones con
relacion a sistemas dindmicos y cadticos, en especifico la funcién lyapunovspectrum() obtiene

los exponentes de Lyapunov de un sistema dinamico.

El ntimero de exponentes de Lyapunov obtenidos depende de la dimensiéon del modelo
dindamico, es por esta razoén que con todos los modelo estudiados hasta ahora se obtendran tres
exponentes de Lyapunov con excepcién del modelo con funcién ReLu(z), para seguir la misma

regla para la identificaciéon de caos es posible expandir el sistema no auténomo a uno auténomo
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si consideramos x3 = t, y por lo tanto es sistema se convierte

#1 = —1.15z1 + 1.1ReLU(z1) — 1.05ReLU(z2) — 0.5sen(0.52x3) + 0.8
9 = —0.55z9 4+ 0.95ReLU(x1) + 0.75ReLU(z2) — 0.75 ) (4.3)
T3 = 1

Los exponentes de Lyapunov dan una indicaciéon del comportamiento del sistema dinamico
en relacion al signo que estos poseen, la Tabla 4.1 resume el comportamiento esperado del
atractor para un sistema dindmico de tres dimensiones disipativo dado el signo de los exponentes

de Lyapunov [32].

Signo de los LE’s | Tipo de atractor
(= —,—) Punto fijo
o, -, -) Ciclo limite
(0,0, -) Cuasi-periédico
(+, 0, -) Cadtico

Tabla 4.1: Exponentes de Lyapunov y su relacion con los tipos de atractores en un sistema dindmico
de tres dimensiones.

Los resultados obtenidos para los LE variando los parametros estudiados del modelo con
funcién tangente hiperbdlica se muestran en la Figura 4.10, se analiza el mismo spectrum de
valores estudiados con los diagramas de bifurcacién con los cuales existe una evidente similitud
en los resultados. Posteriormente en la Figura 4.11 se desarrollé un mapa de calor con el
exponente maximo de Lyapunov (LLE) variando los pardmetros estudiados wie y wis, en
blanco estdan las zonas no cadticas, en amarillo estdn marcadas las zonas donde el LLE es
relativamente pequefio, estas zonas se marcan distinto considerando que el valor positivo del
exponente podria tratarse de un ligero error numérico, mientras que en las zonas rojas y negras
se afirma con seguridad la existencia de zonas cadticas. Comparado con los modelos hallados
en la literatura, la zona cadtica es mayor, esto se veréd en los mapas de calor posteriores, en este
sentido, este es un modelo cuya implementacién electrénica es mas sencilla debido al mayor
rango de valores posibles, asi como también tiene una utilidad en aplicaciones criptograficas en
donde se busca variar los pardametros del modelo de manera constante y por lo tanto se requiere
de modelos con una amplia zona cadtica.

El mismo procedimiento para la obtencién de los exponentes de Lyapunov del modelo con
funciéon tangente hiperbdlica fue realizado con los demas modelos, algunas observaciones con
los resultados obtenidos son los siguientes. Para el modelo con funciéon de activacién sigmoide
se tienen la Figura 4.12 para los LE, mientras que la Figura 4.13 ofrece el mapa de calor con los
LLE, de este dltimo queda en evidencia su dificultad para una implementacién en dispositivos

electrénicos debido a la pequena zona con comportamiento caético del sistema. En las Figuras
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Figura 4.10: Signo de los exponentes de Lyapunov variando parametros de bifurcacion a) wiz y b) wis
del modelo con funcion de activacion tangente hiperbélica.

4.14 y 4.15 se exploran los LE y LLE del modelo 3.21, notemos la simetria con respecto al
parametro de amplitud de la sefial externa ademas de un mayor rango de parametros para los
cuales el sistema presenta caos con respecto al sistema anterior, los exponentes maximos de
Lyapunov sin embargo, son las pequenos al sistema propuesto. Para el modelo con funcién de
activacion PWL se tiene la Figura 4.16 con los LE’s se observa un comportamiento frecuente
con funciones de activacion no completamente diferenciables, como fue mencionado, para que
un sistema sea considerado cadtico los LE deben ser uno positivo, otro cero y otro negativo,
los resultados entonces no concuerdan con esta descripcién, esto es debido a los puntos no
diferenciables, considerando este hecho el modelo sigue siendo considerado como caos [45], el
mapa de calor correspondiente (Figura 4.17) muestra una zona caética relativamente pequena
pero mayor a la hallada con la funcién sigmoide. Finalmente, para el modelo con funcién signo
los resultados para LE Figura 4.18 y LLE Figura 4.19 se encontr6 una gran area con zonas
cadticas, considerando incluso que la variacién del parametro wio no afecta el comportamiento
cualitativo del sistema se tiene un volumen infinito con las posibilidades para la eleccién de
los parametros del modelo. En general podemos concluir que los modelos propuestos ofrecen
una implementacién electrénica mas sencilla y estable con respecto a los modelos hallados en

la literatura.
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Figura 4.11: Mapa de calor con los exponentes mdximos de Lyapunov variando los parametros wis y
w13 del modelo de HNN’s con funcion de activacion tangente hiperbdlica.
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Figura 4.12: Exponentes de Lyapunov variando parametros de bifurcacion a) wi1 y b) wae del modelo
con funcion de activacion sigmoide.
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Figura 4.13: Mapa de calor con los exponentes mdximos de Lyapunov variando los parametros wiy y

wao del modelo de HNN'’s con funcion de activacion sigmoide.
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Figura 4.14: Ezxponentes de Lyapunov variando parametros de bifurcacion a) frecuencia de la sefial
externa senoidal w y b) amplitud de la sefial externa senoidal A del modelo con funcion de activacion

ReLU.
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Figura 4.15: Mapa de calor con los exponentes mdximos de Lyapunov variando los pardmetros w y A
del modelo de HNN’s con funcion de activacion ReLU.
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Figura 4.16: Ezponentes de Lyapunov variando pardmetros de bifurcacién a) wyy y ¢) wss del modelo
con funcion de activacion PWL.
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Figura 4.17: Mapa de calor con los exponentes mdximos de Lyapunov variando los parametros wyy y
w33 del modelo de HNN'’s con funcion de activacion PWL.
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Figura 4.18: Exponentes de Lyapunov variando parametros de bifurcacion a) wes y b) wss del modelo
con funcion de activacion signo.
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Figura 4.19: Mapa de calor con los exponentes mdximos de Lyapunov variando los parametros wss y
w33 del modelo de HNN'’s con funcion de activacion signo.
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Capitulo 5

Implementacion de las redes

neuronales Hopfield

5.1. Desarrollo de funciones de activacion

Las funciones de activaciéon pueden ser descritas en base a circuitos electrénicos o, para
nuestro caso, en base a bloques de programacién para la tarjeta programable analdgica. A dia
en el que se estd redactando este trabajo la distribuidora Anadigm proporciona 54 bloques de
programacion en los que se encuentran ganancias (programables y saturadas), comparadores,
sefiales periddicas, filtros (pasa-bajas, pasa-altas, pasa-banda y rechaza-banda), integradores,
entre otros. A partir de algunos de estos bloques se describié el comportamiento de las funciones

de activacion.

5.1.1. Implementaciéon de la funcién signo

La funcién signo puede ser vista como un comparador el cual identifica entre valores posi-
tivos y negativos, es por esto que se utilizo el bloque comparator para emular este comporta-
miento, en la Figura 5.1 se tienen los bloques utilizados para la implementacién de la funciéon
signo, el primer bloque es un comparador con histéresis nula sin voltaje de referencia mientras
que el segundo es un inversor de ganancia 0.5, la expresion equivalente al bloque comparador

es
=2, si Vi > VHyst
V;)ut = . ) (51)
2, siVy < _VHyst
mientras que el voltaje de salida se mantendra sin cambio si alguna de estas condiciones no se
cumplen. Multiplicando por una ganancia de —% y fijando a Vs = Ose obtiene el comporta-

miento de la funcién signo.
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Options
Compare To: (®) Signal Ground () Dual Input () Variable Reference e P
. . - ; -Sign(in)
Input Sampling: (@) Phase 1 (_)Phase 2 ’
— — - -
Output Polarity: () Non-inverted (@ Invertad
Hysteresis: ®0mv 010 mv

Output Synch: @ None (O Phase 1 T Phase 2

Figura 5.1: Configuracion y programacion en bloques de la funcion signo.

Ejec. Disparada Filtro de ruido apagado

100y J10.0ms <[ 1200y

Ejec. Disparado

&B Soorny so0my |10.0ms 2 s
(b)

Figura 5.2: Resultado de la implementacion electrénica a)con entrada rampa y b)respuesta entrada
contra salida.
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Options
Compare Control To: ® Signal Ground () Dual Input D Variable Reference
Select Input 1 When: ®) Control High () Control Low
Comparator Sampling Phase: ® Phase 1 (_)Phase 2
Gain Stage: @) Half Cycle () Low Pass Bilinear
Opamp Chopping: ] Enabled

Parameters

Gain 1 {UpperInput): 1.13 (1.13 realized)

out(n-1)

Gain 2 (LowerInput):  |0.01 0.0100 realzed

Figura 5.3: Configuracion y programacion en bloques del comparador analdgico.

5.1.2. Implementacién de la funcién ReLu

La funcién ReLu(z) es cero cuando la entrada es menor o igual a cero, mientras que iguala
la entrada cuando esta es mayor a cero, para este comportamiento entonces es necesario un
comparador con respecto a cero que active y desactive la entrada, el bloque que permite este
comportamiento es Gain Stage with Switchable Inputs, este es un bloque con ganancia
dependiente a un comparador, de esta manera es posible conectar el voltaje V;n a una de las
entradas de la ganancia intercambiable y al comparador, mientras que a la otro entrada se
conecta una ganancia muy pequena, ademas, configuracién de la ganancia intercambiable para
esta entrada también se configura muy pequefia, en especifico ambas ganancias son de 0.01, es
decir, el valor para la segunda entrada es como maximo 0.00027. Finalmente es necesario un
bloque Delay debido a que la conmutacién genera fenémenos no deseados en el comportamiento

del circuito. La expresion que describe el comportamiento de este circuito es

Vin, select = V;, > 0,
‘/;)Ut — m m (5.2)
0.0001V;y,, select =V;, < 0.

La implementaciéon de la funcién de activacién es presentada en la Figura 5.4 para una sefial
tipo rampa, notese que la entrada es multiplicada por una ganancia de 1.13, este valor fue

encontrado experimentalmente para obtener un comportamiento adecuado.

5.1.3. Implementacion de la funcion PWL

La funcién PWL utilizada es una funcién saturada de ganancia unitaria, este es un compor-
tamiento descrito por un tnico bloque llamado GainLimiter presentado en la Figura 77, en
este sentido esta es la funcién de activacién con implementacién mas sencilla de las presentadas.
En la implementacion y registro de resultado fue encontrado que este bloque no funcionaba

de manera adecuada para voltajes menores a -0.45 V, es por esto que los voltajes de satura-
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Ejec. Disparada Filtra de ruido apagado

Ejec. Disparado [ 1]

& 100y 1,00 l[z0.0ms 240,000 us]
(b)

Figura 5.4: Resultado de la implementacion electrénica a)con entrada rampa y b)respuesta entrada
contra salida de la funcion ReLu.
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Parameters

Gan: 1 (1.00 realzed)  [.01 To 8.00]

Output Voltage Limit: [0.4 (0.400 realzed)  [0.0500 To 4.0]

Figura 5.5: Configuracion y programacion en bloques de la ganancia saturada.

cién del bloque fueron ajustados a 0.4 V, a pesar de este cambio los parametros en el modelo
correspondiente no fueron modificados ya que el comportamiento cadtico no se ve afectado, el
unico cambio cualitativo en el sistema es la magnitud de este. El resultado ante una entrada
senoidal es presentado en la Figura 5.6 en (a) mientras que (b) es el resultado de graficar la

senial de entrada contra la salida.

5.1.4. Implementacion de la funcién tangente hiperbdlica y sigmoide

Para funciones mas complejas Anadigm ofrece un bloque con memoria Look Up Table o
LUT (Tabla de correspondencia en espanol), con la cual es posible asignar un valor de voltaje
de entrada a uno de salida por medio de una SRAM de 256 x 8 bits, el diagrama de bloques
de la LUT facilitado por Anadigm [46] es presentado en la Figura 5.7 en donde se observa
la utilizacion de un ADC de 8 bits para la digitalizacion de la sefial de entrada conectado a
la memoria SRAM con 256 direcciones y su salida un DAC, en la misma figura se tiene la
ventana para la programacién de la LUP, a este es necesario cargar un documento .CSV con
los 256 valores que se asignara a la SRAM. Por medio de la LUP es que se implementé las
funciones no lineales tangente hiperbdlica y sigmoide, esto implica que el resultado obtenido es
un aproximado a las funciones reales. El resultado de la implementacion de la funcién tanh(2V;,)
es presentado en la Figura 5.8 ante una funcién tipo rampa 6V de pico a pico con un periodo de
40ms junto a su respuesta de entrada contra salida, mientras que en la Figura 5.9 se presenta

la respuesta de la funcién de activacién o(2V;,) ante la misma entrada.

5.2. Programacion e implementacion de las HNN’s de 3 neu-

ronas

Para la implementacion de la red neuronal Hopfield en circuitos analégicos resulta conve-
niente transformar el sistemas de ecuaciones diferenciales que describen el sistema a su res-

puesta en frecuencia en base a la transformada de Laplace, consideremos la i-ésima ecuacion
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Ejec. Disparada 14.0kHz Filtra de ruido

Deten.

@ o e o oo
(b)

Figura 5.6: Resultado de la implementacion electrénica a)con entrada senoidal y b)respuesta entrada
contra salida de la funcion PWL.
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.lcokup Table - Voltage Transfer Function 7 x
256 x 8 RAM
! [ vin | Requested 3to3) | Realized [ ok | - "
X< 2971 0.000 0.000 | Look Up Table
2971 <X <2947 0000 0.000
2947 <% <2924 000D 0.000 OIIIII0
2924<X <2901 0.000 0.000 Cancel " 0 EnEnEEEa]
2901 <X <2877 0000 0.000 Vin IO Vout
2877 <% <2850 000D 0,000 8-bit Add T 8.-bit
2854 <X <2830 0000 0.000 Load... -,4 ress : Data 74 )
2830<X<-2807 0,000 0,000 Q ADC : DAC
2807 <X ¢-2784 000D 0.000 Save... [EEEENENE)
2784¢X 2760 000D 0.000 OO
2760<X <2737 000D £.000 O o
2737 <X <2713 000D 0.000 255
2713¢% <2630 0,000 0,000
2690<X <2667 000D 0.000
2667<X< 2643 0,000 0.000 Full-Scale Range Full-Scale Range
2643¢X <2620 000D 0.000
2620< %< 2597 0,000 0.000 +/- 3V +/-1.5V to +/-3V

Figura 5.7: Diagrama en bloques de la Look Up Table.

que representa el voltaje que pasa por la respectiva neurona de una HNN

T; = —cx; + Z wijf(acj) +b;, (5.3)
i=1

aplicando la transformada de Laplace de la expresién anterior se tiene

L (i = —L(czi)+ L 1wwf( )+bi)

)

Xi(s) = —ciXi(s) + L (D0 wiif(x;) +by) (54)

= Xz-<s><s+cz> £<zi:1wijf<xj>+bi> ’ '
= x(p) = ARl

consideremos ahora un escalamiento en frecuencia de magnitud 27 fy, para el cual se realiza un

cambio de variables s — s/(27 fy), esto da

' . L(ZZL wmf(xj)"'bi)

Xi(s) = s/(27rf0)+Cz (5.5)
' . Zl 1w”f(x])+b )

X’L(S) = 27 fo s+2mfoc;

la forma de la expresién anterior es equivalente a un filtro sumador cuyo bloque esta incluido
en la biblioteca del dispositivo analégico programable presentado en la Figura 5.10 junto a sus
opciones y parametros configurables. La funcién de transferencia equivalente a este bloque esta

en la documentacién de AnadigmDesigner2 y viene dada por

27 fo S0y £GiVip—i(s)

Vour (s) = s+ 2w fy

, (5.6)

donde fj es la frecuencia de corte configurable del bloque en cuestion. En base a la expresion del
filtro sumador podemos reescribir el modelo de las redes neuronales Hopfield. Para el modelo

con funcién de activacién tangente hiperbodlica es importante considerar que el FPAA trabaja
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Ejec. Disparada Filtro de ruido apagado

Disparado

& o0y @ ooy [100ms
(b)

Figura 5.8: Resultado de la implementacion electrdnica a)con entrada rampa y b)respuesta entrada
contra salida de la funcion tangente hiperbolica.
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Disparadi Filtro de ruido apagado

B 100y soomt [100ms s
(b)

Figura 5.9: Resultado de la implementacion electrénica a)con entrada sinoidal y b)respuesta entrada
contra salida de la funcion sigmoide.
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Options
Qutput Changes On: (®) Phase 1 (_)Phase 2
Input 1: @ MNon-inverting () Inverting
Input 2: (® Non-inverting (O Inverting
Input 3: O off @ MNon-inverting (O Inverting

Opamp Chopping: [ ]Enabled

Parameters
Corner Frequency [kHz]: |1 (1.00 realized)
To 20.0]

Gain 1 (UpperInput): 1 (1.00 realized)
Gain 2 (MiddleInput): |1 (1.00 realized)
Gain 3 (LowerInput): 1 (1.00 realized)

Figura 5.10: Bloque configurable de un filtro sumador.

To 20.0]

[0.275 To 20.0]

con voltajes de +3, la magnitud obtenida en la simulaciéon del modelo en cuestion se tiene
que varia de -3.2 V a 3.2 V, es entonces necesario realizar un escalamiento de magnitud de la

variable de estado 1 (t) realizando un cambio de variable x;(t) — 2x1(t), esto da

1 = —x1 —tanhxy —4.5tanhxg
To = —x9 -+ tanh2z; + 3tanhzs 4+ 3tanhxs (5.7)

T3 —x3 — tanh 221 — 3tanh z- .

Para su implementacién en la tarjeta analdgica se tiene

Xl (3) — 27Tf0—tanth(sSlgilr.J?Otanth(s) 7

Xo(s) = 2 folahEl)tdtont S(o) S tanh Xao) (5.8)
— tanh — nh

Xs3(s) = 27fo ta (2X18(j)2)7rf?;ta X2(8)7

con fo = 1kHz, este valor se respeta para las restantes implementaciones. La programacién
en bloques de este circuito es presentada en la seccién de Anexo, lo mismo ocurre para
los circuitos implementados posteriores. El resultado de la implementaciéon de 5.8 se muestra
en la Figura 5.11 con los retratos de fase del modelo 3.5 de los planos x1 — x2 y para el plano
x1—x3 se tiene la Figura 5.12. Junto a cada implementacién se coloca la simulacién del sistema

(escalado de ser necesario) con propésitos de comparacion.

El modelo con la funcién de activacion sigmoide requiere de una escalamiento en magnitud

considerando los retratos de fase obtenidos por la simulacién, los escalamientos son x1 — 2x1,
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1.00

Deten,

0.75 1

0.50 4

0.25 1

I

Figura 5.11: Retratos de fase del modelo con funcion de activacion tangente hiperbolica para el plano
x1 — x2 en a) implementacion electrénica y a) simulacién del sistema escalado en magnitud.

Deten,

2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0

G ! 33600ms] x1

Figura 5.12: Retratos de fase del modelo con funcion de activacion tangente hiperbolica para el plano
x1 — x3 en a) implementacion electrénica y a) simulacion del sistema escalado en magnitud.
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Deten,

[l So0my Soory [[400ms 240,000 us]|

Figura 5.13: Retratos de fase del modelo con funcion de activacion sigmoide para el plano r1 — zo en
a) implementacion electrdnica y a) simulacion del sistema escalado en magnitud.

Deten, L1 2.0 A
15 -
1.0 1
0.5 |
0.0

0.5

_1.0-

—1.5

—2.0 4

& 100 s ' ' ' T oa

Figura 5.14: Retratos de fase del modelo con funcion de activacion sigmoide para el plano r1 — r3 en
a) implementacion electrdnica y a) simulacion del sistema escalado en magnitud.
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Deten.

Figura 5.15: Retrato de fase del modelo con funcién de activacidn ReLU con a) la implementacion
eletrénica y b) su simulacion usando el método RK-2 con un paso de integracién 1e-3 y condicion

inicial [0.1, 0].

r9 — 2.5x9 y x3 — Sx3, con lo cual se obtiene

T, = —x1+ 3.9850(21‘1) — 20(2.51‘2) -1
to = —xo+40(2x1) 4 2.7360(2.522) + 20(5x3) — 4.365 (5.9)
b3 = —x3—3.80(2a1) + 0.7340(523) + 1.532

el voltaje externo by sobrepasa el voltaje maximo con el que trabajo el FPAA, esta problemética
puede ser resulta escalando la frecuencia del sistema multiplicando la parte derecha del sistema

por una constante, sea 0.6 esa constante para obtener

1 = —0.6x1+ 2.40(2$1) — 1.20(2.51’2) — 0.6
t2 = —0.6x2+2.40(221) + 1.640(2.522) + 1.20(5z3) — 2.62 (5.10)
23 = —0.6x3 —2.260(2x1) + 0.440(5x3) + 0.92

que usando al transformada de Laplace puede ser escrito como

Xl(S) — 27Tf00.4X1 (S)+2.40’(2X;—(i%2r}01.20’(2.5X2(S))*O.()‘ ’
XQ(S) _ Qﬂ_foO.4X2(s)+2.40(2X1(s))+1.2i:72(:}.050>)(2(s))+1.2a(5X3(s))72.62 ’ (511)
Xa(s) = Qﬂ_fo0.4X3(s)72.260(2X81J(FL92)71;00.440(5X3(S))+0.92 ’

con el cual se formé el cédigo presentado en el anexo y se obtuvieron los resultados mostrados
en la Figura 5.13, junto a este resultado se presenta la simulaciéon del modelo escalado para

evidenciar similitud. Para la implementacién del con funcién ReLU se utiliz6 una fuente de
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Deten, 0.8 1
0.6
0.4 |
0.2
0.0

0.2

0.4

—0.6 4

—0.8 4

Figura 5.16: Retratos de fase del modelo con funcidn de activacion PWL para el plano x1 — x2 en a)
implementacidn electrénica y a) simulacion del sistema.

Deten,

Figura 5.17: Retratos de fase del modelo con funcién de activacion PWL para el plano xo — x3 en a)
implementacidn electrénica y a) simulacion del sistema.
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Ejec. Disparado

T EE 200 JJ400ms 240,000 us

Figura 5.18: Retratos de fase del modelo con funcién de activacion signo para el plano x1 — x4 en a)
implementacidn electrénica y a) simulacion del sistema.

voltaje externa para generar la senal bias senoidal sobre la neurona 1, usando la transformada

de Laplace sobre el modelo se tiene

Xl(s) = 2nfy 70.15X1(s)+1.1ReLU(X1(s))fs—l‘_.giRoeLU(Xg(s))fO.Ssen(O.SQt)+0.8 : (5 12)
Xo(s) = 27 foO.45X2(s)+O.95ReLU()§:_(§2r);gO.75ReLU(X2(s))70.75 ’ )

con resultado en su implementacion presentado en la Figura 5.15.
De la misma forma que el modelo con funcién ReLU, el modelo con funcién PWL no requiere

de un escalamiento y su transformacion queda como

Xl(S) — or f 1.68satlin(X (s))+3. 8lsai11n(;(2( s))—2.23satlin(X3(s)) :
XQ(S) _ 2’/Tf —5.4satlin(X1(s))+1. 8sai11n(JCX2( s))—4.4satlin(X3(s)) 7 (513)
Xg(s) _ 27rf0 —4.38satlin(X1(s))—2. 2:?‘_1:;171:}0)(2(3)) 0.3satlin(X3(s)) :

con resultado en su implementacién dado en la Figura 5.16 y 5.17 junto con el sistema escalado.

Finalmente para el modelo con funcién de activacién signo se tiene

— h X

Xi(s) = 27Tf0fiTXJ_%(S),
—t

al) = %fOSETﬁ%(;, h X h X 514
0.65t 4t 3t

Xg(s) — 27Tf0 anh( 1(5))+s+a2117rf02(s)+ an 3(3)’

con evidencias de implementacién en la Figura 5.18 para el plano z1 — x2 y 5.19 para el plano

Tr1 — I3.
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Deten,

ooy JJanoms 240,000 5]
(a) (b)

Figura 5.19: Retratos de fase del modelo con funcidn de activacion signo para el plano x1 — x3 en a)
implementacidn electrénica y a) simulacion del sistema.
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Conclusiones

Conclusiones del avance 11

En el Avance de Tesis II se presentaron las propuestas para los 5 modelos de la red neu-
ronal Hopfield con 5 funciones de activacién distintas, para los cuales el sistema presenta un
comportamiento cadtico. Los modelos con funcién de activacién ReLu(-) y PWL ya habian sido
propuestos en la literatura y de ahi fueron tomados. Con lo que respecta al modelo con funcién
tanh(-), existe una variedad de modelos ya propuestos, sin embargo, a través de suposiciones
con base en un andlisis de estabilidad y simulaciones numéricas, se encontré un nuevo modelo
con rica dinamica. No existian modelos en la literatura que usaran la funcién sigmoide o la
funcidén signo, para la primera se fue capaz de utilizar una transformacion para llevar modelos
con funcién tanh(-) a modelos con funcién de activacién sigmoide, mientras que para la funcién
de activacién se reporté un nuevo modelo, este representa el primer modelo de red neuronal

Hopfield con presencia de caos que utiliza una funcién con un salto abrupto.

Posteriormente, se desarrolld el analisis de los modelos presentados. Este andlisis tiene un
enfoque en la estabilidad del sistema y lo que esto conlleva, es decir, su acotamiento para alguna
regién del espacio fasico, la existencia de atractores en el sistema dindmico y el comportamiento
del sistema alrededor de sus puntos de equilibrio. Para el andlisis de estabilidad existen distintas
metodologias, en este trabajo, se utiliz6 la divergencia del sistema para determinar si el sistema
es disipativo y por lo tanto puede contener atractores. Esta metodologia es poco comun y
ha sido recientemente estudiada en diversos documentos de investigacién. Otra metodologia
utilizada es la estabilidad de Lyapunov, a partir de ella fue posible determinar condiciones
para las cuales el modelo de redes neuronales Hopfield es asintéticamente estable, ademéas de
demostrar que existe una regién en la cual la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales
que representa el sistema dindmico esta acotada. Finalmente, en el analisis de los puntos de
equilibrio se caracterizé cada uno de estos y se verificaron las observaciones encontradas en la
literatura, es importante mencionar que el modelo con la funciéon de activacion signo requiere

de una aproximacién.

El propoésito de las redes estudiadas es su adaptacién en los parametros que a ella describen
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para que se comporten como sistemas cadticos, la detecciéon de caos es un tema complejo para
el cual ya existen diversas métricas, en este avance se trataron con las dos mas comunes: los
diagramas de bifurcacién y los exponentes de Lyapunov. Para el primero se desarrollé un cédigo
en Python que grafica los méximos locales de la simulaciéon del modelo, dicha simulacién se
desarrollé en base al método RK2. Para la obtencién de los exponentes de Lyapunov se usé
como recurso las librerias del lenguaje Julia, mas especificamente, la libreria JuliaDynamics
permite la obtencién de los exponentes de Lyapunov. Con el fin de tener un panorama més
extenso sobre el comportamiento cadtico de los sistemas se desarrollaron mapas de calor con
los exponentes maximos de Lyapunov.

Finalmente, las redes neuronales de Hopfield con tres neuronas fueron implementadas en
la tarjeta analégica embebida, para esto fue necesario transformar los modelos en magnitud y
frecuencia. Para lo primero se requiere de un cambio de variables mientras que para el segundo
se multiplica la parte derecha de los sistemas por una constante, esto tltimo sélo aplico para el
modelo con funcién sigmoide. Algunos de los bloques en AnadigmDesigner2 estan descritos por
su respuesta en frecuencia, es necesario entonces llevar los modelos a su respuesta en frecuencia
usando la transformada de Laplace. Usando esta transformacién fue hallado que el modelo de
redes neuronales Hopfield puede ser descrito por un filtro sumador analégico, que a su vez es uno
de los bloques disponibles en la biblioteca de AnadigmDesigner2, en base a esta transformaciéon

se implementaron los 5 modelos de redes neuronales.



Anexos

5.3. Codigos en AnadigmDesigner2 para la implementacion de

las redes neuronales de 3 dimensiones

Clocks: FPAAL

Master Clock - ACLK (fe) 16 MH:
Sysrem Clock 1 (sysl =fe /1) Jd MH: Sysrem Clock 2 (sys2=fe /1) 1o MH:

Clock 1 (sysl/4) JMH:
Clock 3 (sys1/ 64) 250 kH:
Clock §(sysl /1) 16 MH:

Clock 4 (vl /1)

Configurable Analog Modules: FPAAL

Options Parameters Clocks
Output o Corner Frequency | hip
Change: O 1132 ] pEg
Input 1 Irverring Cain 1 (Upperlnput)
Input 2 [Frverting Gain 2 (Lowerlnput)

Input3 OF

TransferFunetionl Output Hold O
(TransferFunction
vl 0.1

Figura 5.20: Programacion y configuracion del FPPA 1 para el modelo con funcion tangente hiperbdli-
ca.
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AD ORDER: 2

Clocks: FPAA2

System Clock 2 (sys2 =fc /1)

Clock1 (sl /4) 4ME:

Clock 3 (sysl / 64) 250 kH:
Clock £ (sys1 /1) 16 MH:
Configurable Analog Modules: FPAA2
Name Options Parameters Clocks
[FumFilter2 Output Corner Frequency 250 kH: (Chip Clock|
(EumTilier 2 10.2) Change: On (kHz) Clockd )
Inpatl Cain 1
Input 2 Wpp
Tnput 3 2
‘Anadigm (Approved) (Middlelupu)
Gain 3
(LowerTuput)
[TransferFunctiont utput Hold O 250 kH: (Chip Clock|
|(TransferFunction OuputHeld & Clockd " ‘
kLol (H: (Chip Cloci
ClokB ;:\.H_ (Chip Clack
Anadigm (Approved)

FPAA2

Figura 5.21: Programacion y configuracion del FPPA 2 para el modelo con funcion tangente hiperbdli-

ca.

Clocks: FPAA3

System Clock 2 (

Configurable Analog Maodules: FPAA3

1) I6MH:

4 4 MH:
4) 250 kH:
1) 16 MH:

Options Parameters
Output Corner Frequency | | 2
Changes On 779! By 0| Cleda
Input 1 Irverting Gain 1 (Upperlnput) 5.00
Inpat? Drverting Gain 2 (Lowsrlnput) 100
Inputd OF

[ Tran:fer Function2
(TransferFunction
v1.0.1)

Output Hold  On

Clocka 23

ClockB

4 MHz (Chip Clock

Figura 5.22: Programacion y configuracion del FPPA 3 para
ca.

el modelo con funcion tangente hiperbdli-



5.3. CODIGOS EN ANADIGMDESIGNER2 PARA LA IMPLEMENTACION DE LAS REDES NEURONAL

Clocks: FPAAL

Master Clock - ACLK (fc) J6 MH:

System Clock 1 (sysl=fc /2) §MH: System Clock 2 {sys2=1fc /1) 16 MH:
Clock 0 (sysl / 128) 625 kH: Clock 1 (sys1 / 8)
Clock 2 (svsl /8) ] MH: Clock 3 (sysl / 64)
Clock 4 (sys1 /1) 8§ MH: Clock 5 (sys1 /1)

Configurable Analog Modules: FPAA1L

Name Options Parameters
Output o Corner Frequency . X
Changes On Th5¢ [kHz [0 |Clocka
T 4 Gain 1 (Upperluputy [.15

Gain 2 (Lowerlnput) .00

Transfer Functio Output Hold  On

(Tramsfer Function ClockA

w1.0.1)

ClockB |

Sumlnvl Iaput3 On Gain 1 (U
(Suminval0.1) Gain 2 (MiddleTnput)
Gain 3 (LowerInput)

ClockA

Polarity

Figura 5.23: Programacion y configuracion del FPPA 1 para el modelo con funcion sigmoide.

Clocks: FPAA2

Master Clock - ACLK (fc) 16 MH=
System Clock 1 (sys1 =fc/2) 8 MH: System Clock 2 (sys2 =fc /1) 6 M=

Clock 0 (s¥s] / 128)
Clock 2 (sys1/8)
Clock 4 (551 /1)

Clock 1 (3331 / 8)
Clock 3 (sysl / 64)
Clock 5 (sys1 /1)

Configurable Analog Modules: FPAAZ

[ Name Options Parameters

SumFilter2 o S .

f . utput oo Corner Frequency X
|\ SumFilter v1.0.2) Changes o P11 (e 10 | Clocka

Input 1
Input 2
Input3

Cain 1 (Upperlnput) 137

aim 2
(Middlelnput)
Cain 3 (LowerIuput)

[TransferFunction? Output Hold O

L
Transfer Function

» Clockd
1

ClockB

Sumlnvd Inpui 3 On

1 (UpperTuput) [ 25 4 625 iz
(Sumluy v1.0.1) Cain? | clock)
MiddleTnput) **

Gain 3 (Lowerlnput) @399

-

Pollarity

Figura 5.24: Programacion y configuracion del FPPA 2 para el modelo con funcion sigmoide.



90 ANEXOS

Clocks: FPAA2

LOAD ORDER:

Master Clock - ACLK (fc)  [6 MH:

System Clock 1 (sysl = fc /2) §MHz System Clock 2 (sys2=1fc /1) Jo MH:
Clock 0 (sysl /128) 625 ki: Clock 1 (s¥s1/ 8)
Clock 2 (svsl /8) ] MH: Clock 3 (svsl / 64)
Clock 4 (sysl /1) §MH: Clock 5 (sysl/ 1}

Configurable Analog Modules: FPAA3

Name Options Parameters Clocks
L
SamFiker3 Ouiput Commer Frequency (Ciip
(SumFilter v1.0.2} ChangesOn 7 Ty 740 | Clocka !
Tuput 1 Gain | (UpperTnput) 00
Tnput 2 Gain 2 (Lowerluput) 100
Tnput 3
A i,
TransferFunctiond Output Hold  On
(Transfer Function ! ClockA
101y
ClockB
A
Sumlnvé Input3 On Gain 1 (UpperTupur)
(Samluy v1.0.1) " e b? M ClackA
 Gainl o
(MiddleInput)
Gain 3 (LowerInpui) 0.400
Polarity
Galm 226 [, @ Cinp

Configurable Analog Modules: FPAAL

Addr
Options Parameters Clocks
Output Changes 5, ___ ; Corner Frequency 160 k5 (Chip
on Fhaed [kHz) Clock 0)
Input 1 Gain 1 (UpperInput)
Input 2 Cain2
Iaput 3 (Middlelnput)
Gain 3 (Lowerlnput) [ 10
Polarity Nom-fmverting Gain  0.0100 160 KAz (Chip
- = ClockA 2
Input Sampling o, Clock 0)
hase ©
- - - P 160 EEE ¢
Input3 On Gain 1 (Upperlnput) .00 Clocka é“"JE— Chip
Gaind . o
(Middlelnput)
Gain 3 (LowerInput) .07
Polarity FPosiive (+
(Approved)
GainSwitchl Compare Control . - . | Gainl(Upperlnpus) Clocks 160 BH: (Chip
(C],an;Svnl(l Te 750 ) Gain 2 (LowerInput) Clock 0)
-
- Select Input 1 el Eih
When 0ol High
Comparator __
Fp rF 1 Sampling Phase Fhase I
J‘\!\ Gain Stage Half Cvele
Clocks: FPAAL
Input Sampling o, Clocks 160 EHE (Chip
ase Clock 0)
Master Cleck - ACLK (fc)
System Clock 1 (sysl =fc /1) System Clock X (sys2=fc/1) o MH:

Clock 0 (sys1/ 100) Clock 1 (sysl/4) 4 MA:
Clock 2 (5331 / §) / Clock 3 (sysl /64) 250 kfi:
Clock 4 (sysl/ 1) Jo MH: Clock 5 (sysl/ 1) o MH:

Figura 5.26: Programacion y configuracion del FPPA 1 para el modelo con funcion ReLU.
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LOAD ORDER Options Parameters
Output Chamges Cormer Frequemcy - ... . hip
SwmFilter v1.0.2) %ru [kEHz] (.99 | Clocka, N
Ispautl Gain 1 (UpperInput) 1.00
Imputl ! Gain 2
Input3 1 (ALiddle Input)
Gaim 3 (LowerInput) .00
Approved)
GaimSwitchl Compare Comtrel ___ . _ Gain 1 {Upperlnput) _y 100 ki (Chip
E—?ﬁfnm To Signal Grownd Gain 2 (LowerTapt) ClockAd oy ©
5'1“"-'\:_:'.: Conrrol High
Comparator
Sampling Phase T
Gain Stage  Half Cyelo
Anadigm
|idpproved
CainHalfl Polarity N Gain 0.0100 160 k= (Chip
; ' Y ClockA 1 o
CaisHallyL0D) | po oo e Clock o)
e
Anadigm
CApproved )
Valtagel Polarity Negathwe
(Valtaze v1.0.1)
dnadigm
LApproved)
Gainlav2 Gain 0.950 1650 EH:
(Gainlov v1.0.1) - ClockA 752 0)
A il
(Approved)
Isputd OfF Gain 1 (Upperlnput) 0377 | 0y Chip
Gain 2 (LowerInput) 0.430
Clocks: FPAA2
Master Clock - ACLE (fe)
System Clock 1 (sys1 =1/ 1) System Clock 2 (sys2 =fe /1) 16 MH: Input Sampling Clocka hip
Phase
Clock O (sws1 /104y Clock 1isys1 /4 4 MH:
Clock 2 {sysl / 8) Clock 2 (sysl / 64) 250 kFi
Clock 4 {sys1 ./ 1) Clock & (sys1 /1) 1o Mz
. .. ./ ..
Figura 5.27: Programacidn y configuracion del FPPA 2 para el modelo con funcion ReLU.
AN231E04 AD ORDER Clocks: FPAAL
Master Clock - ACLK (fe) 16 MHz
System Clock 1 (sysl =fe /1) 16 MH: System Clock 2 (sys2 =fc /1) 16 MH:

Clock 0 (sysl / 100)
Clock 2 (svsl / 8)
Clock 4 (sys1/ 1)

Clock 1 {sys1/ 4)
2} Clock 2 (sysl / 64)
16 MHz Clock 5 (sy51/1)

Configurable Analog Modules: FFAAL

Name Options Parameters
Gainlnvl Gain 381 1
(Cainlar v1.0.1) ClockA
Gain 12
(Gainlnr <10.1) Clockd
Anadigm (Approved)|
Cainlavd Gain 175 160 kHz (Chi
(Cainlnv v1.0.1} Clockd o 25 o
dnadigm {Approved)|
GainLimiter] Caim 160 k2 (Ch
K P am Clocks 0 === (AP
(GainLiniter Output Veltage Limit 0 Clock 01
v 101}
Output Corner Frequency R 160 kH: (Chip
Change: On KH1] Clockd ek g
Input 1 Tmvermng Cain 1 (Upperlnput) 100
Inpur? Newimvermng | Gain 2 (Middlelupur) 100
Input 3 Imversing Cain 3 (Lowerlnput) 100
Anadigm (Approved)

Figura 5.28: Programacion y configuracion del FPPA 1 para el modelo con funcion

PWL.
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Clocks: FPAA2

Master Clock - ACLEK (fc)
System Clock 1 (sysl =1fe/ 1) System Clock 2 (svs2 =fe /1) 6 MH:
Clock 0 (sys1/ 100)

Clock 2 (svsl/ 8)

Clock 4 (sys1 /1)

Clock 1 (sysl /4) 4 MH:
Clock 3 (sysl/ 64) 250 kH:
Clock 5 (svsl /1) 16 MH=

Configurable Analog Modules: FPAA2

Name Options Parameters
SumFilter2 Dhutput . Corner Frequency oo
SumFiltes 11.0.3) Chanper o 7250 IRy 0955 |Clocka
Tnput 1 Gain 1 (Upperlnput) 100
Tuput 2 Cain 2 (Middlelspur) 100
Input 3 Gain } (Lowerlnput) 100
m (Approved)|
Iavl Gain 540 Chip
(Cainlav v10.1} Clock
Anadigm (Approved)
Camlar? aim 440 Chip
(Caiulv v1.0.1) Cain 490 | Cpena Ch
Amadigm (Approved)
Camlard Gain 181
(Gainlay v1.0.1) 5 Claeka
Amadigm (Approved)]
CaimLimirer] Goin
'?’;I“il‘"""" ‘Output Valtage Limit ¢

Figura 5.29: Programacidon y configuracion del FPPA 2 para el modelo con funcion PWL.

Clocks: FPAA3

Addr2
Master Clock - ACLK (fc) 6 MH:
System Clock 1 (sysl=1fc /1) JoMH: System Clock 2 (svs2 =1de /1) JoMH:
Clock 0 (sysl/ 100)  J60 kH: Clock 1 (sysl / 4)
Clock 2 (svsl /8) 7 MFH: Clock 3 (svsl/ 64)
Clock 4 (sys1 /1) 16 MH: Clock 5 (svsl /1)
Configurable Analog Modules: FFAA3
Options Parameters
Output 5, Corner Frequemey o poc [0
Chnngur o Phase T 0928 |Clecka
Input ]l New-imverting Gain 1 (UpperTaput)

Inpur2 Now

ernng | Gain 2 (AliddleTapur

Input3 Nom-imerting Gain 3 (Lowerlaput)

Cainlar] Gain 2 160 EH: (Ch

(Cainlor v1.8.1) Clacka 0 (T
Clock 0)

Anadigm [Appraved)

Gamlnv? Caim 438

(Cainlur +10.1) Cleckd

Amadigm (Appraved)

Caiulars Gain 6325 160 kH: (Chip

(Cainlur +1.0.1) Clockd  Clock 0)

g (Approved
GainLimiter] Gain

CleckA

Output Voltage Limit 0

Figura 5.30: Programacidon y configuracién del FPPA 8 para el modelo con funcion PWL.
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Name
SumFilter]

\Comparatarl
{Comparator
+111}

\Gainlovl

Master Clock - ACLK (fc)
System Clock 1 {sysl =fc/ 1)

Clock 0 (svsl [ 64)
Clock 2 (svsl / 8)
Clock 4 sysl/ 1)

Output Synch

Clocks: FPAAL

16 MHz
16 MHz

Syvatem Clock 2 (svs2 =fc /1)

Clock 1 (sysl / 4)
Clock 3 (sys1 / 64)
Clock 5 (sysl / 1)

16 MHz

Conligurable Analog Modules: FFAAL

Options Parameters Clacks
Output Corner Frequency - 0k
Changes On [kHz) ChuckA

Tnput 1
Inpit 2

Galm | (UpperTuput) 8360
Gaiia I (Lowerlaput) 0500
Inpur 3
250 ki (Chip Clock

Compars Te ClockA

Tnput
Sampling

Oustput
Polarity

Hysteresis

250 kHz iChip Clack

Gain 0500 ClockA

Figura 5.31: Programacion y configuracion del FPPA 1 para el modelo con funcion signo.

Clocks: FPAA2

w101}

e
SumFilter]
{SumFilter v1.0.2)

Master Clock - ACLK (fc) /6 M#A:
System Clock 1 (sysl=1fc /1) 16 MH: System Clock 2 (sys2 =fc/ 1) J6 MH:
Clock 0 jsysl / 6d) 250 kH: Clock 1 {sysl/4) 4 MH:z
Clock 2 {(sys1 /8) 2 MH: Clock X (sysl / 64) 250 kFi=
Clock 4 (sysl /1) [6 MA: Clock 5 (sysl /1) [ MA:
Configurable Analog Modules: FPAA2
Name Options Parameters Clocks
TransterFunction] Output Hold o 250 kz (Chip
(Transfer Function e ClockA ko)

ClockB fl.-..r.s'_- (Chip Clack

Cutput
Changes On

Corner Frequency
[kHz]
Gain | (UpperTuputy 0500

Piase 100 |Clockh
Input 1
Taput Gain 2 (LowerTnputy 0500

Taput 3

Figura 5.32: Programacion y configuracion del FPPA 2 para el modelo con funcion signo.



94 ANEXOS

CAddrl: 1 Addr2: : Al LOAD ORDER: 3 | Clocks: FPAA3

Master Clock - ACLK (fc)  [6 MH:
System Clock L (sysl = fc /1) 16 MH: System Clock 2 (sys2 = fc /1) J6 MH:

Clock 0 {sysl / 64) 250 kH: Clock 1 (sysl/ 4y 4 MH:
Clock 2 (sys1/8) IMA: Clock 3 (sysl/ 64) 250

Clock 4 (sys1/ 1) J6 MH: Clock 5 (sysl /1) J6 MHz

Configurable Analog Modules: FPAA3

Name Options Parameters Clocks
TransferFunctionl Output Hold  Or 150k
(TransferFunction ClockA

ClockB

mFilterl Orutput Cormer Frequency
(SumFilter v1.0.2) Changes On (kHz) 100 | Clocka
Tmpuat 1 Gadn | (Upperinpun)  #.00
Tmpat 2 Gain2 o
Tmput 3 (Mliddlelnput)

4
Gain 3 (Lowerlnputy 3.00

Gain  0.650 ClockA

FPAA3

Figura 5.33: Programacion y configuracion del FPPA 8 para el modelo con funcion signo.
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Resumen

Resumen general

En esta tesis se lleva a cabo el diseno e implementacion de una red neuronal Hopfield de tres
y cuatro neuronas en hardware embebido programable analégico, caracterizando la dindmica
no lineal que a ella describe, asi como también se realiza un estudio sobre las distintas funciones
no lineales de activacién, evaluando los efectos en el proceso de aprendizaje de la red neuronal
Hopfield. Con este fin inicialmente se desarrolla una revision bibliografica sobre el estado del arte
de las redes neuronales artificiales, en especifico sobre la red neuronal Hopfield, sus antecedentes,
principales aplicaciones, implementaciones tanto en circuitos analdgicos como con dispositivos
programables analdgicos y digitales, asi como las ecuaciones que describen el modelo de la red
neuronal Hopfield. Posteriormente, se desarrolla un analisis exhaustivo sobre la dindmica no
lineal del sistema, este incluye la evaluacién del proceso de aprendizaje de la red neuronal,
asi como, el andlisis en base a caos para finalmente implementar el modelo de la red neuronal
Hopfield con distintas funciones de activaciéon en un dispositivo analégico programable, el cual,
requiere sus propias ecuaciones de diseno, las cuales también son desarrolladas. Finalmente,
con todo el trabajo realizado, se elabora una metodologia para la implementacién de las redes

neuronales Hopfield en las tarjetas analdgicas embebidas utilizadas a lo largo de esta tesis.

Resumen Avance de Tesis 1

En el Avance de Tesis I estudian los antecedentes de las redes neuronales artificiales, su
comparacién con las neuronas biolégicas y se presenta el primer modelo matematico que a ellas
describe, posteriormente, se presenta el modelo de las redes neuronales Hopfield (HNN) general
y especifico para 3 y 4 neuronas, dado que es el tema de interés en esta tesis. Simultaneamente,
se realiza un estudio sobre la implementaciéon de las HNN, ya sea con circuito embebidos o
no, su respuesta y aplicaciones principales. Otro tema de interés en esta tesis son lo sistemas
dindmicos cadticos esto debido a que, dados ciertos parametros, la red neuronal Hopfield pre-

senta caos. Con respecto a este tema, una investigaciéon es realizada con relacion a los sistemas
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dindmicos cadticos y a las HNN en modo caético. La implementacién en hardware embebido
de redes neuronales es un tema de recurrente estudio en la comunidad cientifica, por lo que
una investigacién a fondo en el diseno en hardware programable de las HNN, resulta evidente
en el cual se incluye, un estudio e investigacién sobre los dispositivos analdgicos programables
FPAA’s, dado que este circuito sera el utilizado para el desarrollo de esta tesis. Finalmente,
para el andlisis del modelo de la red neuronal Hopfield, es necesario desarrollar herramientas
matematicas analiticas y numéricas, con lo que respecta a este avance, se presentan dos métodos
para la integracién numérica por medio de los métodos de Runge-Kutta de segundo y cuarto

orden.

Resumen Avance de Tesis 11

En el Avance de Tesis II se presentaron los modelos de las redes neuronales Hopfield de
tres neuronas especificos que seran estudiados en este trabajo, para cada modelo se utiliza una
funcién de activacién distinta. Dos de estos modelos con comportamiento caético no habian
sido reportados en la literatura y son presentados en este trabajo, mientras que los otros tres
sistemas caéticos ya habian sido reportados en [1], [2] y [3]. Para cada uno de estos modelos se
realiza un analisis dinamico en donde se demuestra la existencia de atractores en los modelos
y se desarrolla en andalisis de estabilidad de Lyapunov para dar un criterio para la estabilidad
asintotica del sistema. Posteriormente, se utilizan los diagramas de bifurcaciéon y exponentes
de Lyapunov como métricas para identificar las regiones caéticas de los modelos de redes
neuronales Hopfield. Finalmente, se desarrollan las funciones de activacién en base a los bloques
que ofrece la distribuidora de las tarjetas analdgicas para posteriormente implementar todos
los modelos en las tarjetas analdgicas programables, para esto se desarrollan las ecuaciones de
diseno que representan los modelos de manera que se desarrollen los programas en AD2 con

comportamiento cadtico y registrar los resultados obtenidos.

Resumen Avance de Tesis 111

En el Avance de Tesis III se presenta un modelo de la red neuronal Hopfield con 4 neuronas
cuyo comportamiento es hipercadtico. De dicho modelo se realiza el respectivo andlisis en
donde se demuestra de manera numérica el acotamiento y la existencia de atractores de la
red, posteriormente, se halla las zonas densas y sensibles a las condiciones iniciales inicial
del modelo estudiado. Este mismo modelo es implementado en FPAAs usando un diseno de
circuitos en base a filtros analégicos. Mas adelante, se realiza una interfaz a base a distintas
topologias de circuitos que permiten la implementaciéon de cualquier red neuronal Hopfield de

3 y 4 neuronas, estos circuitos son realizados en base a integrados. La interfaz es disefiada en



v RESUMEN

Qt-Python y permite al usuario colocar los parametros de la red neuronal, asi como también,
incluir cualquier tipo de funcién de activacién en el modelo HNN. Finalmente, se desarrolla
una red neuronal Hopfield con infinitos atractores usando solo una no linealidad en el sistema,
entre las diversas propiedades y caracteristicas de dicha red se encuentra la multiestabilidad.

Dicho sistema es implementado en las tarjetas analogicas usando la interfaz desarrollada.
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Introduccion

Antecedentes

El estudio del comportamiento del cerebro humano tiene profundas raices en la historia
de la ciencia y la medicina, desde la antigiiedad grandes fil6sofos especulaban sobre su funcio-
namiento, los antiguos griegos plantearon ideas sobre “maquinas pensantes” [4]. El siglo XIX
marcd un avance importante con respecto al estudio de la biologia; en 1839 Schleiden y Sch-
wann formulan la Teoria Celular, que establece que todos los seres vivos estan formados por

células como unidades fundamentales [5], esto por supuesto incluye al cerebro.

Una de las células béasicas que componen al sistema nervioso es la neurona, las neuronas
procesan y transmiten informacién en forma de senales eléctricas, como fue propuesto por el
cientifico espanol Santiago Ramén y Cajal [6], en su trabajo sobre la transmisién neuronal, en el
cual se considera a la neurona como un interruptor que se “dispara” dependiendo de las senales
de otras neuronas, estas senales puedes ser inhibitorias si tienden a impedir que la neurona se
active o excitatorias si provocan que la neurona se active, con estas sefiales la neurona realiza
suma ponderada y, dependiendo del valor de esta suma, se dice que la neurona esta “activa” o

no.

La neurona es una de las unidades fundamentales del sistema nervioso y se divide el cuatro
partes importantes: el nicleo, el cuerpo de la célula, la dendrita y el axén (véase Figura 1). El
cuerpo de la célula contiene al niicleo, el cual se encarga de producir la energia de la neurona,
la entrada de la neurona que trata con las senales de las deméds neuronas es denominada como
dendrita, mientras que la salida es denominada como axoén; a la conexién entre las neuronas se

le conoce como sinapsis.

v
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Figura 1: Neurona bioldgica.

Inspirados por el comportamiento de las neuronas bioldgicas, los investigadores y cientificos
han desarrollado las denominadas redes neuronales artificiales (ANN, por sus siglas en inglés),
las cuales son dispositivos que simulan el comportamiento de las redes neuronales bioldgicas. El
primer modelo de ANN fue el desarrollado por Warren McCulloch y Walter Pitts en 1943 [7],
quienes proponen un modelo que toma multiples entradas binarias ponderadas, suma estas
entradas y aplica una funciéon de umbral (véase Figura 2). Si la suma supera el umbral, la
neurona emite una senal de salida. Este enfoque permitié realizar calculos légicos y de decision

basados en la entrada recibida, semejante al comportamiento de las neuronas bioldgicas.

xo . .
— e sinapsis
axon de otra

neurona dendrita™~ %0%0

Cuerpo

n
Z w;x; +b
i

axon de salida
Funcién de
activacion

Figura 2: Modelo matemdtico de una neurona artificial.

En 1958, Frank Rosenblatt, padre del perceptrén [8], consiguié implementar la primera
maquina capaz de aprender, distinguir y separar cartas marcadas utilizando el modelo ma-
tematico McCulloch-Pitts. El modelo del perceptrén, contiene solo una capa de entradas y
una unica neurona de salida, donde cada conexién entre las neuronas tiene un valor especifico
denominado “peso”, el cdlculo del valor de la neurona de salida se realiza de la siguiente forma:

se realiza el producto entre la entrada con su respectivo peso, estos valores se suman y, final-
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mente, el valor calculado se introduce como argumento en una funcién denominada “funcién
de activacién”, para el perceptron la funcién utilizada es la funcién signo, la cual es adecuada

para una clasificacion [9].

Si bien, el trabajo de Rosenblatt no fue bien recibido por la comunidad cientifica debido a
sus limitantes, anos después se desarrollaron modelos que solucionaban las deficiencias del per-
ceptron, algunos de ellos son: las redes neuronales convoluciones, redes neuronales recurrentes,
perceptrén multicapa, entre otros [10]. Tiempo despues al trabajo desarrollado por McCulloch-
Pitts, John Hopfield propone un nuevo modelo para las ANN, denominado como red neuronal
Hopfield o HNN por sus siglas en ingles, esta es una red de tipo recurrente y completamente
conectada, esto es, a diferencia de los modelos de McCulloch-Pitts, las neuronas del modelo
de la HNN estan conectadas con todas las demas, ademas de tener cierta dependencia con
su estado anterior, este tipo de ANN se utiliza generalmente para describir algunos procesos
cerebrales, como por ejemplo, el proceso de aprendizaje y el concepto de memoria asociativa,

la ecuacién que generaliza cada neurona de la HNN viene dada por [11]

n
T; = —¢x; + E Wij tanh(xj) + I;,
=1
donde z; es la entrada de la neurona, i es el nimero de neurona, tanh(-) es la funcién de
activacion, w;; es el peso entre las entradas de la neurona, ¢ es un pardmetro constante y

finalmente la I; es un factor de sesgo o bias.

En la Figura 3 se ilustra el diagrama a bloques de una neurona Hopfield, la cual podemos
asociar a la funcion de propagacién con la sumatoria de todas las sinapsis que posee la neurona,
mientras que el bloque f(x;) representa la funcién de activacién. Para las redes neuronales
Hopfield es utilizada la funcién tangente hiperbélica tanh(-) y, finalmente, existe un bloque de
derivada, el cual nos permite solucionar la ecuacién diferencial para adquirir el valor actual de

la neurona [12,13].

FUNCION DE FUNCION DE
PROPAGACION ACTIVACION

ENTRADAS DE
LA NEURONA

Figura 3: Diagrama en bloques de una red neuronal Hopfield.
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En este escenario, debido a las capacidades de aprendizaje de las neuronas artificiales, es
requerido un disefio electrénico en cual puede ser usado para aplicaciones de méaquinas inteli-
gentes, las cuales requieren implementaciones en hardware optimizadas, es decir, rapidas, baja
complejidad computacional y con bajo consumo de potencia. Note que la HNN, al utilizar una
menor cantidad de neuronas, requiere un menor consumo de potencia electrénica o computacio-
nal para su funcionamiento, ademas, las HNN son muy utilizadas debido a que, comparada con

otros modelos de ANN, no existe una mejor red neuronal para la identificacién de patrones.

Planteamiento del problema

En esta investigacién se tiene como objetivo realizar una metodologia para el desarrollo y
disenio en la implementacién de redes neuronales Hopfield en dispositivos programables anal6gi-
cos, ademas de realizar un analisis exhaustivo con respecto a la dindmica del sistema y evaluar

los efectos en el proceso de aprendizaje usando distintas funciones de activacion.

Justificacion

La redes neuronales son sistemas que nos permiten dar solucién a problematicas en donde
se requiere de dispositivos inteligentes y adaptables, en particular, las redes neuronales Hopfield
nos permiten, cifrar datos, reconocimiento de imégenes y, principalmente, la detecciéon de pa-
trones, entre otros. En especifico, la deteccion de patrones es crucial para lograr, en un futuro,
la comunicacién entre dispositivos inteligentes capaces de manejarse de manera auténoma sin
la necesidad de la supervisién humana.

Actualmente, no hay red neuronal que sea capaz de almacenar una gran cantidad de patrones
como lo hace la red neuronal Hopfield, gracias a que sus neuronas son capaces de almacenar
més informacién que cualquier otra red neuronal existente [14].

Si bien la implementacién de este tipo de red neuronal ya ha sido desarrollada por trabajos
pasados, el desarrollo de una metodologia para la implementacién en circuitos electrénicos de
las redes neuronales Hopfield no es del todo clara y este es uno de los temas que esta tesis
busca resolver.

El modelo de la red neuronal Hopfield esté descrito por un sistema de ecuaciones diferencia-
les no lineales, su estructura, dados ciertos parametros, presenta un comportamiento cadtico,
en otras palabras, bajo pardametros adecuados la implementacion de una red neuronal Hopfield
nos permite obtener un sistema cadtico y, con él todas las propiedades que ellos nos ofrecen.
Considerando lo anterior, en este trabajo se realiza un analisis y estudio de la red neuronal en
modo cadtico.

Dentro del modelo que a las redes neuronales describe, las funciones de activacion son
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fundamentales, a través del los anos distintas funciones de activacién han sido desarrolladas,
cada funcion de activacion da distintas propiedades dinamicas a la red neuronal, asi como
también, afecta directamente el proceso de aprendizaje de dicha red neuronal, y este analisis

es otro de los objetivos primarios de este trabajo.

Estructura del documento

El presente documento se encuentra seccionado por capitulos, donde cada uno aborda dife-
rentes aspectos relativos al problema de investigacion. En un principio se abordan los antece-
dentes, conceptos basicos, los objetivos de la tesis, el cronograma y el diagrama de bloques de la
tesis, que se considera como la metodologia de la misma. En el primer capitulo se aborda el es-
tado del arte relacionado a las redes neuronales Hopfield, sistemas cadticos y su implementacién
en circuitos electrénicos. En el segundo capitulo se desarrolla en detalle los temas de interés
antes mencionados. En el tercer capitulo se presentan los modelos con los que se trabajara
en la Tesis, todos presentan una funciéon de activacién distinta en busca de abordar la mayor
cantidad de fenémenos dindmicos. Al momento de presentar cada modelo junto con su funcién
de activacién también se dan algunas caracteristicas o propiedades de interés sobre la funcion.
En uno de los modelos se desarrolla una transformacion para llevar de un modelo conocido
a otro con una funcién de activacién distinta. Asi mismo se desarrolla un anlisis dindmico
en relacién a la estabilidad del modelo de la red neuronal Hopfield. En el capitulo cuatro se
aborda la dindmica cadtica de los modelos de interés usando métricas para la identificacién
de zonas cadticas, como lo son los diagramas de bifurcacién y exponentes de Lyapunov. La
implementacién de las redes neuronales Hopfield se muestra en el capitulo cinco. En el capitu-
lo 6 se desarrolla una interfaz en Python con el fin de automatizar la implementacion de los
osciladores cadticos que utilizan el modelo HNN. El capitulo 7 hace uso de dicha interfaz para
implementar una red neuronal con miultiples atractores, en el mismo capitulo se desarrolla el
analisis requerido para el disefio de dicho sistema. Finalmente, se presentan las conclusiones del
presente avance, un certificacion de ponencia en el congreso EDIESCA 2024, la primer pagina
de un articulo en revisién y un apartado de anexos donde se detallan los anexos con codigo

utilizados para implementacion de las redes neuronales Hopfield de 3 dimensiones.



Objetivos

Los objetivos planteados en este tema de tesis, objetivo general y objetivos particulares,
se enuncian a continuacién, junto a estos ultimos un desglose mas especifico de dicho objetivo

particular.

Objetivo general

Determinar los efectos de diferentes funciones de activacion en el proceso de aprendizaje de

una red neuronal Hopfield en modo cadético en un entorno de circuitos electronicos.

Objetivos particulares

= Hstablecer la estructura basica de una red neuronal Hopfield de tres y cuatro neuronas.

¢ Determinar los modelos matematicos para una HNN de 3 y 4 neuronas.

o Realizar la integracién numérica de los modelos de 3 y 4 neuronas de una HNN.

s Caracterizar la dindmica no lineal de la red neuronal Hopfield usando técnicas analiticas

y numéricas.

e Realizar el analisis dindmico de los modelos matematicos de las HNN para distintas

funciones de activacién.

o Realizar el andlisis desde un punto de vista cadtico de los modelos de la red neuronal
Hopfield.

= Evaluar la respuesta en el aprendizaje de la red neuronal Hopfield con diferentes funciones

no lineales de activacion.

o Evaluar los efectos en el proceso de aprendizaje de distintas funciones de activacién

en los modelos de las redes neuronales Hopfield de 3 y 4 neuronas.

IX



OBJETIVOS

= Proponer las ecuaciones de disefio para implementar la red neuronal Hopfield en un

sistema anal6gico embebido programable de prototipado rapido.

e Simulaciéon del comportamiento de la red neuronal Hopfield en el entorno de pro-

gramacién de AnadigmDesigner2.
e Desarrollar una metodologia para el disefio e implementacién de una red neuronal

Hopfield con 3 y 4 neuronas.

= Implementar los modelos desarrollados de la red neuronal Hopfield para 3 y 4 neuronas
en la tarjeta analdgica embebida.
o Evaluar la dindmica obtenida.

o Evaluar los efectos en el proceso de aprendizaje de los modelos implementados y

comparar resultados con las simulaciones desarrolladas.



Cronograma de Actividades

En la Tabla 1 se presentan las actividades propuesta para el desarrollo esta tesis, titulada
Disenio de una red neuronal Hopfield en hardware embebido. Se remarcan en color rosa los
objetivos abordados en Tesis III. Algunas de las actividades ain estdn en el proceso de ser
realizada, por lo que, la cuantificacién de las actividades considera sélo un porcentaje de la
actividad realizada y es presentado en la columna de “Avance realizado” junto con un porcentaje

equivalente al valor en porcentaje de la actividad del total de la tesis.

Actividades Tesis I | Tesis II | Tesis II1 Avance
realizado

Revision bibliografica y estado del arte. 100 % (10 %)

Planteamiento de los modelos matematicos de
las redes neuronales Hopfield de 3 y 4 neuronas.

100% (5 %)

Simulacién de las redes neuronales Hopfield e
integracién por métodos numéricos.

100 % (10 %)

Anélisis de la dindmica de los modelos de las
redes neuronales Hopfield de 3 y 4 neuronas
mediante técnicas numéricas y analiticas.

100% (15 %)

Evaluacion del proceso de aprendizaje cadtico
de las HNN de 3 y 4 neuronas con distintas
funciones de activacién.

100% (15 %)

Desarrollo de las ecuaciones para la
implementacién de las redes neuronales
Hopfield en la tarjeta embebida analdgica.

100% (10%)

Implementacién de la red neuronal Hopfield
con distintas funciones de activacion.

70% (10 %)

Desarrollo de una metodologia para el disefio e
implementacién de la red neuronal Hopfield
usando tarjetas embebidas analdgicas de
prototipado réapido.

50% (10 %)

Publicacién de un articulo. 50% (5%)

Analisis y comparacién de resultados 70% (5%)

Escritura de la tesis. 80% (5%)
Porcentaje acumulado 87 %

Tabla 1: Cronograma de actividades.
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XII CRONOGRAMA DE ACTIVIDADES

Grafica del avance global de la tesis

A continuacién, en la Figura 4 se presenta el avance global que se tiene de este trabajo de
tesis, el calculo de este estd basado en la ponderacion de cada una de las actividades descritas
en la Tabla 1 y del porcentaje realizado de cada una de ellas. Considerando lo anterior, la suma

ponderada de las actividades descritas es equivalente al 87 %.

AVANCE GLOBAL

M Avancerealizado mAvance restante

13%

87%

Figura 4: Grdfica con el avance global.



Diagrama de bloques de la tesis

A continuacién se presenta, en la Figura 5, la propuesta general del proceso que se lleva a
cabo durante el desarrollo de esta investigacién. En esta se indica el periodo de inicio y desarrollo
de cada actividad en un color diferente, considerando que marca el inicio y no necesariamente
el final de cada actividad. El color verde indica el trabajo realizado el primer semestre, azul y

morado representan los trabajos realizados el segundo y tercero.

Investigacion y estudio de las
HNN, antecedentes, modelos

Andlisis de la dindmica

matematicos, implementaciones .
no lineal del modelo

de la HNN.

y revision del estado del arte.

- o X Estudio, simulacion e
Estudio de la Disefio de las ecuaciones

Planteamiento del implementacion de las

o distintas funciones para la implementacion
modelo matematico S

de activacion y la en la tarjeta embebida
analdgica.

diferentes funciones de
continuo de la HNN. activacion no lineales.
respuesta de la HNN.

Integracion numérica _y »
N Andlisis, comparacion de
Estudio de los efectos de las

y simulacién del )
resultados, conclusiones y

distintas funciones de
activacién en el proceso de
aprendizaje cadtico de la
HMNN.

modelo matematico

observaciones generales.
de la HNN. E

Figura 5: Resumen del trabajo por realizar en la tesis dividido por colores en diagrama de bloques.

Bloques para el primer semestre

Con lo que respecta al trabajo realizado con base en los bloques coloreados por color verde,
correspondientes a las actividades desarrolladas y en desarrollo del primer semestre compren-
dido en agosto y diciembre del afio 2023, se desglosaron de forma que sea posible describirlo

més a fondo.

s Investigacion y estudio de las HNN, antecedentes, modelos matematicos, im-
plementaciones y revision del estado del arte: Esta actividad consiste en investigar

y redactar los sucesos de mayor relevancia con respecto a los temas de interés de esta
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DIAGRAMA DE BLOQUES DE LA TESIS

tesis, es decir, de las redes neuronales artificiales, las HNN y su implementacién. Pos-
teriormente, se realiza el estado del arte de este trabajo, el cual consiste en sintetizar
los avances mas recientes desarrollados por la comunidad cientifica y hacer un pequeno

repaso del impacto de estos.

Planteamiento del modelo matematico continuo de la HNN: Junto con la investi-
gacion sobre las redes neuronales de Hopfield es posible hallar el modelo matemaético con
el cual se caracteriza en las referencias [11,14-16], entre otras, por lo que, ayudado por
esta investigacion, es posible plantear un primer modelo para las HNN de 3 y 4 neuronas,
en la seccion 2.1.1 se presenta el modelo general en cuestion que expresa tanto el modelo

de 3 como de 4 neuronas.

Integracién numérica y simulaciéon del modelo matematico de la HNN: Un
primer acercamiento al modelo matematico fue desarrollado al simular una de las ecua-
ciones que describen a la red neuronal de Hopfield, las ecuaciones y pardmetros elegidos
son los correspondientes al trabajo [15], cuya respuesta es cadtica. La simulacién fue im-
plementada en el lenguaje de programacién de Python usando el método de integracién

numérica de Runge-Kutta de cuarto orden.

Bloques para el segundo semestre

En el segundo semestre se trabajaron los bloques de color azul y morado, es decir, el trabajo

no se realizd6 de manera lineal, en general se decidi6 trabajar con las redes neuronales Hopfield

con tres neuronas, lo que incluyé su analisis e implementacién con distintas funciones de acti-

vacién. Un resumen del trabajo realizado con respecto a cada uno de los bloques propuestos es

desglosado en los siguientes puntos.

s Andlisis de la dinamica no lineal del modelo de la HNN: El andlisis de la red

neuronal Hopfield realizado se enfocé en demostrar que los modelos presentados son di-
sipativos y por lo tanto, contienen atractores, también en la demostracién del hecho que
las redes neuronales presentadas estan acotadas en alguna regién del espacio fasico, final-
mente, se desarrolla un andlisis alrededor de los puntos de equilibrio (donde se encuentran
los atractores), linealizando el sistema y caracterizando su comportamiento alrededor de

ellos.

Estudio de las distintas funciones de activacién y la respuesta de la HNN: En la
literatura existen una gran cantidad de funciones de activaciéon para el modelo de las HNN,
en este trabajo se exploré la aplicacién de 5 distintas funciones de activacion, cada una
fue analizada desde un punto de vista de estabilidad, para finalmente ser implementadas

en una tarjeta analégica programable.



XV

s Estudio de los efectos de distintas funciones de activacién en el proceso de
aprendizaje cadético de la HNN: Algunas de las funciones estudiadas no tenian una
propuesta para el modelo de HNN con comportamiento caético, este el trabajo realizado a
lo largo de este semestre de propusieron dos nuevos modelos asi como una transformacién
que lleva modelos con funcién de activaciéon tanh(-) a modelos con funciones de activacién

o(+). Para cada modelo se utilizaron dos métricas distintas para la deteccién de caos.

= Diseno de las ecuaciones para la implementacion en la tarjeta embebida
analégica: La programacién en la tarjeta analdgica es en base a un conjunto de blo-
ques denominados CAM’s, cada CAM tiene su equivalente con respuesta en frecuencia,
tomando esto en consideracion, se describié el modelo de redes neuronales Hopfield en
su respuesta en frecuencia usando la transformada de Laplace, este resultado fue general
y sera utilizado para el desarrollo de las ecuaciones para implementacién de las HNN de
neuronas. Por su lado, los modelos para las HNN de 3 neuronas fueron implementados y

coinciden con las simulaciones realizadas, este resultado es obtenido por inspeccién visual.

s Estudio, simulacion e implementacién de las diferentes funciones de activa-
ci6n no lineales: AnadigDesigner2 es el software que nos permite programar la tarjeta
analdgica y cuenta con una gran cantidad de bloques programables para la descripcién
de comportamientos lineales y no lineales, en base a uno o un conjunto de bloques es
posible describir el comportamiento de las funciones de activacion usadas, los resultados
obtenidos en la implementacién son mostrados y se realiza una comparaciéon usando una

métrica para el error.

Bloques para el tercer semestre

En el tercer semestre se trabajaron los bloques de color azul y morado, es decir, el trabajo no
se realizé de manera lineal, en general se decidi6 trabajar con las redes neuronales Hopfield con
4 neuronas asi como el disefio de un nuevo modelo de 3 neuronas con infinitos atractores, lo que
incluy6 su andlisis e implementacion de dichos modelos. También se realizo una interfaz como
metodologia para la implementacion de las redes neuronales Hopfield. Un resumen del trabajo
realizado con respecto a cada uno de los bloques propuestos es desglosado en los siguientes

puntos.

= Andlisis de la dindmica no lineal del modelo de la HNN: El anélisis de la red
neuronal Hopfield realizado se enfoco en utilizar las herramientas previamente utilizadas
para los modelos de 3 neuronas y aplicarlo en el modelo hipercaético, ademas, este analisis

permitio el diseno de una red neuronal Hopfield con una infinita cantidad de atractores.
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= Disenio de las ecuaciones para la implementaciéon en la tarjeta embebida
analégica: La implementacién de la 4D-HNN hipercadtica requirié de un diseno en base
a filtros pasa bajas del modelo. Posteriormente, se desarrollaron distintas topologias de
circuitos en base a integradores para implementar las redes neuronales de 3 y 4 neuronas,
estos circuitos son después utilizados en la interfaz que permite una simple implementa-

cién de las redes neuronales Hopfiled en un entorno de circuitos electrénicos.

= Estudio, simulacién e implementacién de las diferentes funciones de activacién
no lineales: Se implementaron dos modelos de red neuronal, un modelo hipercadtico y
un modelo de infinitos atractores. Por su parte, el modelo hipercadtico utiliza una funcién
de activacién previamente estudiada, sin embargo, la red neuronal con infinitos atractores

utilizo una nueva funcién de activacién no lineal.



Capitulo 1

Estado del arte

Como parte del estado del arte se realizo una revisién e investigacion sobre los temas de
mayor interés en este trabajo, esto es, redes neuronales Hopfield (HNN), sistemas dindmicos

cadticos y hardware analégico embebido.

Revisiéon bibliografica

En lo referente a las redes neuronales se realizo una investigacion sobre los antecedentes,
modelos matematicos que a ellas describen e implementaciones sobre las redes neuronales artifi-
ciales, con un enfoque en las redes neuronales Hopfield, cuya implementacién de 3 y 4 neuronas
por medio de circuitos analdgicos y digitales fue estudiada.

Por otro lado, y al ser un tema recurrente en la tesis, se realizo un estudio de los sistemas
dindmicos, esto debido a que el modelo de la HNN es un sistema dindmico como es evidente por
su modelo matemadtico [14], es importante considerar que, el ser un sistema dindmico no lineal,
dados ciertos parametros una HNN puede presentar un comportamiento cadtico [15,17,18], con
lo que también se realiza un estudio de los sistemas dindmicos cadticos, esto es, la investigacion

para definir lo que es un sistema dindmico cadtico junto con sus caracteristicas.

Actualidad de las HNIN

Desde su creacién por el Dr. Jonh J. Hopfield [11], las redes neuronales Hopfield han atraido
a la comunidad cientifica por sus cimientos matematicos, la aplicacién de esta red neuronal
estd relacionada a la memoria asociativa y al reconocimiento de patrones [13]. Sin embargo, y
como es demostrado por distintos trabajos de investigacion, su aplicacion va mas alld de ello y
puede resolver problemas que usualmente son resueltos por otros modelos de redes neuronales.
Ademaés, debido a las caracteristicas de su modelo matemaético, su comportamiento puede ser
cadtico y con esto, conlleva todas las aplicaciones que los sistemas dindmicos cadticos tienen,

como lo son los generadores de aleatoriedad, la criptografia, modelado de sistemas, entre otros.



2 CAPITULO 1. ESTADO DEL ARTE

Implementacién de las HNIN

La implementacién de las redes neuronales Hopfield no es ajeno a los circuitos eléctricos,
en la actualidad la implementacién de un circuito no lineal es facilitada gracias a los dispositi-
vos programables como lo son los FPGA’s, multiples trabajos han tomado esta aproximacién
para la implementaciéon de una red neuronal Hopfield [15,17,19]. Por otro lado, también se
ha desarrollado una electrénica analdgica para la implementacion de una red neuronal Hop-
field [20-23], dicha electrénica esta basada en dispositivos activos y resistivos, la estructura
presentada en estos trabajos es muy similar, sin embargo, en 2017 Bao et al. [19] desarrollo un
modelo para una red neuronal Hopfield de 3 neuronas en base a memristores y partir de este
trabajo multiples desarrollos han sido llevados a cabo [18]. La implementacion en un disposi-
tivo digital implica discretizar el modelo matemético que se tiene del sistema continuo, por lo
que el comportamiento obtenido sera una aproximacion a modelo que describe la red neuronal,
mientras que la implementacién en dispositivos analégicos, aunque limitada en otros aspectos,
nos permite obtener el comportamiento exacto de nuestro modelo matemaético.

Para gran parte de las implementaciones de las redes neuronales Hopfield, las metodologias
para el disenio del circuito electrénico descritas con anterioridad son utilizadas, sin embargo,
existen dispositivos analégicos programables denominados FPAA, con los cuales es posible
desarrollar una metodologia para la implementaciéon de las HNN [24,25], estos nos permiten
tener la flexibilidad que nos ofrece un dispositivo programable sin la necesidad de discretizar
el modelo de las HNN.

HNN en modo cadtico

Una de las grandes razones por la cual las redes neuronales Hopfield resultan de interés
en la comunidad cientifica es su riqueza dindmica a pesar de su simple estructura, su no
linealidad nos permite modelar sistemas muy complejos, recientes trabajos relacionados a la
construcciéon de una red neuronal Hopfield con base en Memristores han mostrado que estos
pueden presentar caos [19,20]. A partir de estos trabajos se han desarrollado otras estructuras
y parametros sobre las HNN en las cuales se han observado, no solo comportamientos cadticos,

sino hipercadticos [26], esto tltimo considerando una red neuronal de cuatro neuronas.

Almacenamiento y reconocimiento de patrones

Las HNN son especialmente ttiles en tareas de almacenamiento y recuperacién de patrones
asociativos. Pueden recordar y recuperar patrones incluso cuando la entrada esta incompleta
o contaminada con ruido [27]. La dindmica de las HNN se rige por una funcién de energia

y el aprendizaje de patrones se realiza ajustando los pesos para minimizar esta energia. Sin



embargo, la estabilidad dindmica puede ser un desafio, especialmente cuando se trata de grandes
conjuntos de datos o patrones complejos.

A pesar de estas fortalezas, las HNN también tienen limitaciones. No son ideales para
manejar patrones complejos o grandes conjuntos de datos como lo hacen otras arquitecturas
més modernas, como las redes neuronales convolucionales (CNN, por sus siglas en inglés) o
las redes neuronales recurrentes (RNN, por sus siglas en inglés). Ademads, el modelo original
de Hopfield puede tener problemas con la capacidad de almacenamiento y la recuperacion de

patrones en grandes dimensiones.

Modelado biolégico

Las HNN han sido utilizadas para modelar la memoria asociativa, un aspecto de la memoria
bioldgica, esta es capaz de reconocer patrones enteros usando solo partes parciales o danadas
por el ruido de ese mismo patrén [27]. La capacidad de las HNN para almacenar y recuperar
patrones asociativos puede interpretarse como un intento de emular procesos de asociacion en
el cerebro [26], es importante tener en cuenta que estas redes son una simplificacién de los
sistemas biol6gicos. Aunque se inspiran en algunos aspectos de la neurobiologia, no capturan

la complejidad y la dindmica real de las redes neuronales bioldgicas.

Funciones de activacion en las HNIN

El propésito de las funciones de activacion son las de determinar cuando una neurona
se “dispara” o “enciende”, ademds, su no linealidad permite modelar comportamientos mas
complejos. En la literatura se puede hallar una lista de diferentes funciones de activacién [28],
cada una ofrece distintos comportamientos y respuestas de la red neuronal, como es el caso de
la identificacién de imégenes [13]. Resulta de interés en esta tesis ser capaz de diferenciar entre
qué funciones de activacion son apropiadas para alguna aplicacion en especifico, asi como la

respuesta que cada una de estas tiene una vez implementada en un dispositivo programable.



Capitulo 2

Marco Teérico

Para el desarrollo de esta tesis es primero definir algunos conceptos de relevancia que se
tocaran en este trabajo, como lo son los sistemas dindmicos y cadticos, redes neuronales artifi-
ciales (Hopfield especificamente), hardware programable, entre otros. Con este fin se desarrollo

el presente marco tedrico.

2.1. Redes Neuronales Artificiales

Unas de las tecnologias de méas renombres desarrolladas en los tltimos afios por la comuni-
dad cientifica son las redes neuronales artificiales (ANN, por sus siglas en inglés). Estas toman
el comportamiento de las redes neuronales biolégicas observadas en el cerebro humano como
base para el desarrollo de un modelo matematico que emule dicho comportamiento. El primer
modelo de las redes neuronales bioldgicas fue el desarrollado por Warren McCulloch y Walter
Pitts [7], en el cual las neuronas se describen como interruptores, cuyo estado es dependiente
del de las demés neuronas. A las salida de cada neurona se denominado como axén y a su
entrada como “dendrita”, a este sistema de conexiones entre neuronas se le conoce como sinap-
sis. Como base de esta descripcion, el psicélogo Frank Rosenblatt desarrollé el primer modelo
de las ANN conocido como perceptrén, en este, cada conexion entre las neuronas, es decir, la
sinapsis, tiene una valor especifico denominado como peso, consideraba neuronas de entrada
y una sola neurona de salida, el modelo es presentado en la Figura 2.1, en la cual se observa
tanto la representacién matematica como en un diagrama. Tras el trabajo de Rosenblatt, méas
modelos de ANN fueron desarrollados, cada uno con distintas propiedades, ain sin embargo,
los conceptos cimentados por este modelos se conservan y siguen siendo usados en modelos
nuevos de las ANN. En modelos més recientes de ANN se requiere de una mayor cantidad de
neuronas para la resoluciéon de la mayoria de problemas. De acuerdo a la estructura de una

red neuronal, estas se pueden separar en dos partes fundamentales, las redes neuronales, si el
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Figura 2.1: Modelo del perceptron.

modelo que describe la estructura de una red neuronal no contiene ciclos o retroalimentaciones,
es denominada como red neuronal prealimentada o “feed-forward network”, de lo contrario, se

le denomina como red recurrente o recurrent network [28].

2.1.1. Redes Neuronales Hopfield

Un tipo especial de red neuronal recurrente es la red neuronal Hopfield, desarrolladas por
John Hopfield en 1980 [11], estas redes destacan por su capacidad tnica para el almacenamiento
y la recuperacion de patrones asociativos, emulando de alguna manera el funcionamiento de
la memoria humana [27]. Esta estructura permite a la red aprender patrones y recuperar
informacién basdndose en la activacion y desactivacién de sus neuronas. Cada conexién entre
neuronas, ponderada por un valor sinaptico, contribuye a la capacidad de la red para almacenar
y recordar patrones. Por otro lado, las HNN son ideales para modelar la dindmica del cerebro
[11], ademés de su dindmica no lineal. En general una red neuronal Hopfield de 4 neuronas
puede ser representada por el diagrama de la Figura 2.2. Debido a su estructura las HNN son
generalmente conocidas como sistemas dinamicos retroalimentados el cual produce multiples
patrones [27], dependiendo de la condicién inicial de la HNN esta puede converger a un punto
especifico, estos puntos suelen ser denominados como “atractores”. El diagrama mostrado por la
Figura 2.2 puede ser generalizado para n neuronas considerando la misma forma en la sinapsis.
Para una HNN de n neuronas, el modelo matemético continuo es el expresado por el sistema

de ecuaciones no diferenciales adimensional dado por [29]:

% = —Cx + WE(x) + b, (2.1)
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Figura 2.2: Diagrama de una red neuronal Hopfield de 4 neuronas.
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x; denota la i-ésima neurona, b; representa un bias o un valor externo sobre la red neuronal, W es
la matriz de pesos que representa la sinapsis del modelo y finalmente f(x) = [f1(x), ..., fa(x)]7
representa la funciéon de activacion no lineal aplicada en cada una de las variables del modelo
y C una matriz diagonal. En especifico, esta tesis esta interesada en estudiar los modelos de 3

v 4 neuronas de una red neuronal Hopfield.

2.1.2. Funciones de activacién

En cada modelo estudiado se han mencionado las denominadas funciones de activacion,
esta cumplen con distintos propésitos en los que se incluye, principalmente, la introduccién de
la no linealidad a la red neuronal permitiendo modelar sistemas mas complejas, capacidad de

aprendizaje, ajuste a la salida de la red neuronal, la continuidad que permite la interpretacion



2.1. REDES NEURONALES ARTIFICIALES 7

del estado de la neurona en todo moemento, entre otros. Algunos modelos sin embargo, no
utilizan exclusivamente funciones de activaciéon sino otro tipo de funciones, dependiendo del

modelo utilizado cada neurona utiliza una de tres tipos distintos de funciones [28]:
» Funcién de entrada.

s Funciéon de activacion.

s Funcién de salida.

En lo que respecta a las redes neuronales Hopfield, estas son redes especiales cuyas neuronas
no utilizan funciones de entrada ni de salida, solo de activacion, la entrada de esta red son los
valores con los que se inicia cada neurona, es decir, las condiciones iniciales introducidas el
sistema dinamico que a estas describe. Por esta razén este trabajo se limita al estudio de las
funciones de activacion. Las principales funciones de activacién [30] usadas por cualquier red

neuronal se presentan la Tabla 2.1.

Tabla 2.1: Funciones de activacion de las ANN mds frecuentes en la literatura.

Funcién de o(z) ¢ (x) Rango
activacién
Tangente hiperbdlica tanh(z) = gzjrig:z 1 — ¢*(x) (-1,1)
1
. . _ 1— 1
Sigmoid S) =1 = P(x)(1 — ¢(x)) (0,1)
Relu R(z) = 0 parax <0 0 paraz <0 [0, 50)
r parax >0 1 paraz >0
Funcién Headviside R(z) = 0 paraz <0 0(x) [0,1]
1 paraz >0
—1 paraxz <0
Funcién signo R(zx)=¢ 0 paraxz=0 20(x) [—1,1]
1 para x > 0
B e%i Jy; o
Softmax Yi = W aj Yi(0ij — yi) (0,1)

La funcién de activacion utilizada, al estar directamente implicada en el modelo matematico
de la ANN, impacta directamente en la dindmica de la red neuronal.

Una de las propiedades més atractivas de las redes neuronales (artificiales) es la posibilidad
de entrenarlas para ciertas tareas con la ayuda de datos de ejemplo. En general entrenar una
red neuronal consiste en adaptar los pesos de conexion y posiblemente otros pardmetros (como
bias) de manera que se optimice cierto criterio. Dependiendo del tipo de datos de entrenamiento

y del criterio a optimizar, podemos distinguir dos tareas fundamentales de aprendizaje [28]:
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aprendizaje supervisado, en el cual se asigna una salida deseada a un conjunto de entrada, y

aprendizaje no supervisado en el cual no se proporcionan salidas deseadas.

En lo que se refiere a una red neuronal Hopfield, su entrenamiento se refiere a disefiar un
atractor o atractores para un conjunto especifico de condiciones iniciales [27]. Al conjunto de
estos atractores se les conoce como memoria, mientras que al conjunto de condiciones iniciales
que son atraidas por un atractor se les conoce como “cuenca de atraccién”, a los valores que
toman las neuronas una vez que estas convergieron a su valor final se le denomina como “patrén”.
Considerando lo anterior, una red neuronal Hopfield puede ser visto como un dispositivo capaz
de almacenar y recuperar informacién relacionada entre si. Con el paso del tiempo distintos
investigadores han desarrollado algoritmo para el entrenamiento de HNN y cuyo estudio sera

realizado a lo largo del desarrollo de esta tesis.

2.2. Sistemas dinamicos

La gran parte de los sistemas estudiados por la fisica y la matemaética tienen un comporta-
miento variante en el tiempo, es decir, no son estaticos, a este tipo de sistemas se les denomina
como sistemas dindmicos y su estudio se remonta a la invencién del calculo diferencial de-
sarrollado por Sir Isaac Newton (1643-1727) y por Gottfried Wilhelm Freiherr von Leibniz
(1646-1716). Newton, tras la invencién del calculo, intenté describir el comportamiento de los
planetas alrededor del Sol usando ecuaciones diferenciales [31]. Newton fue capaz de resolver
el problemas de los dos cuerpos, en donde describié el movimiento de la tierra alrededor del
sol, tras esta hazafa, el estudio de los sistemas dindmicos se ha aplicado a diversas disciplinas
dentro y fuera de la fisica, permitiendo tener un sistema de modelos capaces de describir el

comportamiento de un sistema a lo largo de un periodo de tiempo.

2.2.1. Representaciéon matematica de los sistemas dinamicos

Debido a su naturaleza, los sistemas dindmicos son descritos por mapas iterativos (también
conocidas como ecuaciones de diferencias) o ecuaciones diferenciales. En este trabajo estamos
interesados solo en su descripcién por ecuaciones diferenciales. Consideremos un sistema de n

ecuaciones diferenciales, este se expresa como sigue:

.fl = fl(t,xl,mg, ceey Ty U ...,up),

:t2 — f2(t7$17$27 ey Ty, UL, "'7up)a

(2.3)

i’n = fl(t,l‘l,xg, ey Ty U, ...,up),
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donde ? es la variable que representa el tiempo, u1, usg, ..., u, representan la entrada al sistema,
x1,T9,..., Ty las variables del sistema y %1, o, ..., T, de derivada con respecto al tiempo de las
variables, al sistema anterior se le denomina de n-esimo orden o de n dimensiones. Consideremos
ahora que se conoce el estado inicial de las variables en el sistema de ecuaciones 2.3, esto es,
se tiene un vector x(tp) = xo € R™ que representa el estado del sistema para un tiempo inicial
to, a la solucién de este tipo de problemas se les dice problemas de valor inicial [32], mientras
que al estado inicial del sistema se le dice condicién inicial. Por otro lado, de forma reducida

la expresion 2.3 puede ser escrita usando vectores, de la forma:

x =f(t,x,u), x(ty) =x0, (2.4)
donde f(t,x,u) = [fl(t,x,u)),...,fn(t,x,u),]T, X = [x17x27'-'7xn]T> u = [u11u27"'7up]T y
x(to) = [1(to), x2(to), -+ ,n(to)]T. En las expresiones (2.3) y (2.4), el tiempo ¢ est4 expresado

explicitamente, en algunos sistemas dinamicos este no es el caso y no dependen explicitamente
ni del tiempo ni de la entrada, a este tipo de sistemas se les denomina como sistemas dindmicos

autonomos y estan expresados por
x =1f(x), x(to) =xo, (2.5)

su estudio es de gran relevancia en esta tesis al representar el modelo matematico de las HNN
(véase ecuacién (2.1)), para bias constantes. A su vez los sistemas dindmicos pueden ser de
dos tipos: lineales o no lineales. El primero indica que las funciones contenidas por el vector
f(x) cumplen con la propiedad de superposicién (descrita en la seccién 2.1.2), mientras que los
sistemas no lineales no cumplen con dicha propiedad. Por inspeccion visual es posible identificar
estos sistemas al estar compuestos por operaciones como multiplicaciones entre variables de

estado, funciones trigonométricas, potencias, entre otros.

2.2.2. Puntos de equilibrio

La solucién de la ecuacién diferencial 2.4, suponiendo que exista una, puede ser conocida
y expresada por un conjunto de funciones elementales o desconocidad, es decir, no es posible
expresarla por algiin conjunto de funciones elementales. La definicién de lo que es una funciéon
elemental esta fuera del alcance de esta tesis, considerese simplemente que las funciones estu-
didadas a lo largo de este trabajo son elementales. La solucién para un sistema de ecuaciones
diferenciales puede no ser tinica, es mas, los mas comun es que exista una familia de soluciones,
incluso una solucién son dependencia del tiempo, esto es, una solucién al sistema de ecuaciones
diferenciales constante. Una solucién de este tipo es conocida como punto de equilibrio o pun-

to fijo. Consideremos entonces la solucion constante de un sistema dinamico autonomo como
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x(t) = n € R™, entonces su derivada con respecto al tiempo da

d
%(t) = f(x) = 2| = f(x)=0, (2.6)
siendo 0 € R™ un vector nulo de n dimensiones. En otras palabras para hallar el punto de equi-
librio de un sistema dinamico es la solucion del sistema de ecuaciones descrito en la expresion
2.6. Notemos que la solucién constante, en caso de que esta existe, debe ser forzosamente la

condicion del sistema dindmico, esto es, n = xq.

2.2.3. Sistemas dinamicos cadticos

La hazana de Newton resolviendo el problema de los dos cuerpos inspiro a una gran cantidad
de fisicos y matematicos a extender el problema de los dos cuerpos a tres cuerpos, sin embargo,
este resulto en una probleméatica muchisima mas compleja. Tras varias décadas de investigacion
se llego a la conclusién que el problema de los tres cuerpos era esencialmente imposible de
resolver [33]. En 1800, el matematico Henri Poincaré (1854-1912) decidié volver a analizar
este sistema, en esta ocasién su andlisis tuvo un enfoque mas cualitativo que cuantitativo.
Posteriormente en 1961, el meteordlogo y matematico Edward Lorenz desarrollé una maquina
capaz de predecir el comportamiento del clima, poco tiempo después, se dio cuenta que con
minimas variaciones en las condiciones iniciales, su sistema mostraba dos comportamientos
completamente distintos, sus observaciones y resultados fueron publicadas en 1963 [34]. Su
trabajo desarroll6 lo que ahora se denomina como Teoria del Caos.

Un sistema dindmico cadtico o simplemente sistema cadtico, es un tipo especial de sistema
dindmico que cumple con la caracteristica de ser extremadamente sensible a las condiciones
iniciales. Si bien, al dia de hoy no existe un consenso general para dar una definicién clara de
los sistemas cadticos, si se tiene un consenso de tipo de caracteristicas que estos sistemas deben

cumplir [35]:

» Determinista y no lineal. Cuando un sistema dindmico estd completamente determi-
nado por sus condiciones iniciales se le denomina como determinista, ademas, cuando se
adjudica el término de no lineal a un sistema, implica que este no cumple con la propiedad

de la superposicion para todos sus estados.

» Extrema sensibilidad en sus condiciones iniciales. Si bien, si un sistema cadtico es
determinista, su dependencia con respecto a sus condiciones iniciales es muy inestable,
esto es, diminutas variaciones en la condiciones inicial resultan en cambios drasticos en

el comportamiento del sistema.

» Densidad en sus orbitas peridédicas. Aunque irregular, el comportamiento de un
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sistema cadtico es periddico, esto es, su orbita gira alrededor de un conjunto de puntos

denominado como atractores.

Es importante mencionar que conocido el sistemas de ecuaciones diferenciales que rigen el
sistema cadtico es posible determinar cémo evoluciona el sistema. Sin embargo, su extrema
sensibilidad genera que, tras un cierto periodo de tiempo, no sea posible predecir su compor-

tamiento con absoluta certeza.

2.2.4. Redes Neuronales Hopfield en modo caético

El modelo matemaético de las redes neuronales de Hopfield se comporta como los sistemas
cadticos con ciertos pardmetros especificos [15,18], en algunos de estos trabajos se ha llevado
a cabo un implementacién sobre algin tipo de dispositivo programable, en cuyos casos la
respuesta de la HNN ha conservado sus propiedades cadticas.

La identificaciéon de un comportamiento cadtico en el modelo de la red neuronal Hopfield
ha requerido de herramientas utilizadas en teoria de control, como lo son los diagramas de
bifurcacién, exponentes de Lyapunov o el calculo y andlisis de los puntos de equilibrio del
modelo matemético. Més especificamente, para una red neuronal Hopfield de 3 neuronas, la

presencia de un comportamiento cadtico fue hallado usando el modelo descrito por [17]:

1 1 w11 wie wiz| |[tanh(z)
.fz = — |2 + w21 W22 W33 tanh(:ug) 5 (27)
T3 T3 w31 W32  Wss tanh(xg)

dada la matriz de pesos

w11 W12 W13 0 1.2 -7
w21 W22 W23| — 1.1 0 2.8
w31 W32 W33 0.7 -2 4

Un diagrama de fase es una herramienta grafica utilizada en el andlisis de sistemas dindmicos
para visualizar el comportamiento a lo largo del tiempo de un conjunto de variables relacio-
nadas. En este tipo de diagrama se grafica una variable del sistema contra otra distintas, el
diagrama de fase proporciona una representacién visual de cémo las variables evolucionan y se
relacionan entre si a medida que el sistema dindmico evoluciona.

Los diagramas de fase obtenidos del sistema (2.7) se presentan en la Figura 2.3.

Cabe mencionar que para obtener el diagrama de fase anterior fue requerida la simula-
cién del sistema y, con esta, la solucién numérica del sistema cadtico, el método utilizado es

presentado en la seccién 2.4.
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Figura 2.3: Diagramas de fase 2D formados por el sistema 2.7.

2.3. Dispositivos programables

En muchas ocasiones cuando se desarrolla un circuito electrénico es necesario ajustar o
incluso redisefiar partes del circuito. Para el caso especifico de este trabajo, este rediseno o ajuste
resulta ser incluso més complejo en términos de estabilidad y el desarrollo del circuito requerido.
Por esto, el uso de dispositivos programables es de gran utilidad en la electrénica, en lo que
respecta a dispositivos digitales se utilizan los llamados “Arreglo de Puertas Programables en
Campo” (FPGA, por sus siglas en inglés), su contraparte analdgica es menos conocida, sin
embargo, nos ofrece la misma ventaja, estos son denominado como “Arreglo de Campo de

Analbgico Programable” (FPAA, por sus siglas en inglés).

2.3.1. Hardware Analégico Embebido

Los FPAA’s son dispositivos electronicos programables que permiten la creacién de circui-
tos analdgicos personalizados y, como tal, nos permiten hacer operaciones como lo son la suma,
resta, comparacién, integracién, derivacion, entre otros. La arquitectura general de un FPAA
es presentada en la Figura 2.5, en esta se observa que estd constituido por bloques analdgicos
configurables (CAB’s, por sus siglas en inglés), los cuales tienen una funcién de transferen-
cia equivalente, estos bloques estan interconectados por interruptores controlados. En lo que
respecta a este trabajo y su implementacién, el FPAA utilizado es el modelo AN231E04 de-
sarrollado por Anadigm, la misma distribuidora ofrece un kit que contiene una tarjeta con 4
FPAA’s. Por otro lado, el desarrollador y distribuidor ofrece el software para programa la tar-
jeta con los AN231E04 llamado AnadigmDesigner2, el cual proporciona un entorno de disenio

grafico con el cual podemos disefiar y simular circuitos analégicos. El ambiente de trabajo de
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Input block

Sw =

Figura 2.4: Arquitectura general de un FPAA [36].

AnadigmDesigner2 (Figura 2.5) consiste en bloques, los cuales representan el FPAA sobre el
cual se programard y dentro de este se pueden implementar Médulos Analégicos Configura-
bles (CAM’s, por sus siglas en inglés); cada uno de estos tiene una funciéon de transferencia
equivalente que se encuentra en la documentaciéon dada por el desarrollador.

File Edit Simulate Configure Settings Dynamic Config. Target View Tools

Help
DEHE S % A s | TN

Figura 2.5: Entorno de programacion en bloques de AnadigmDesigner?2.

2.4. Meétodos numéricos para la solucién de sistemas dinamicos

En muchos problemas de la fisica y las matematicas se estudian modelos descritos por
ecuaciones diferenciales lineales y no lineales, es por esto que una solucién para dichos sistemas
es de suma relevancia. Sin embargo, no siempre es posible el desarrollo de una solucién analitica

del modelo matemaético y, en estos casos, es necesario utilizar métodos numéricos que aproximen
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a la solucién deseada.

Existen una gran cantidad de métodos numéricos para dar solucién a un sistema de ecua-
ciones diferenciales; con lo que respecta a esta tesis, se utilizaran los métodos desarrollados
por los matematicos alemanes Carl David Tolmé Runge y Martin Wilhelm Kutta, a fines del
siglo XIX y principios del siglo XX [37]. En 1895, Tolmé Runge publicé un articulo titula-
do “Uber die numerische Auflésung von Differentialgleichungen”(Sobre la resolucién numérica
de ecuaciones diferenciales), donde propuso un método iterativo para la solucién de ecuacio-
nes diferenciales. Posteriormente, en 1901, Martin Wilhelm Kutta publicé un trabajo titulado
“Beitrage zur ndherungsweisen Integration totaler Differentialgleichungen”(Contribuciones a la
integraciéon aproximada de ecuaciones diferenciales totales), donde desarroll6 y popularizé un
método méas amplio y generalizado, que incluia el método de Runge y otros métodos similares.
Este método se conocié como el método de Runge-Kutta, combinando los apellidos de ambos
matematicos [37].

Dentro del grupo de métodos Runge-Kutta, en este trabajo se tomaran dos metodologias,
el método de Runge-Kutta de segundo orden, también llamado método de Heun, y el método
de Runge-Kutta de cuarto orden. El desarrollo para la obtencion del método de Heun es el
siguiente: consideremos la ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de la forma

dy(t)

Tt = f(t,y). (2.8)

Aplicamos la expansién de Taylor a la funcién y(t) alrededor de t,:

(t—tn)" d +O((t = tn)?), (2.9)

dy
dt I, + 2 dt? g,

dt

y(t) = y(tn) + (t - tn)

donde O((t —t,)?) representa términos de orden superior, que estamos ignorando para obtener

una aproximacién de segundo orden.

Integrando ambos lados de la ecuacién de la EDO de t,, a t,+1 = t, + h (donde h es el

tamaiio del paso) y aplicando la regla del trapecio para la integracién, obtenemos:

h
Yn+1 = Yn + 5 (f(tna yn) + f(tn—i-la gn-i—l)) ) (2'10)

donde y,41 es una estimacion de y,11 que obtenemos usando la aproximaciéon de Euler:

Unt1 = Yn + hf(tn,yn)- (2.11)

El método de Runge-Kutta de segundo orden ofrece una mejor aproximacién a la solucion
de una ecuacion diferencial, a diferencia del muy conocido método de Euler. Sin embargo, en

gran parte de los trabajos de investigacién se ha popularizado el método de Runge-Kutta de
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cuarto orden debido a su facilidad de programacién y gran precisién en la solucion de ecuaciones

diferenciales. Consideremos nuevamente la expresién, (2.8)

dy(t) _
“ar fty).

Para la aplicaciéon del método de Runge-Kutta de 4 orden se divide el intervalo [t,,t,+1] en

cuatro pasos y se calculan las pendientes intermedias k1, ko, k3, v k4:

kl :hf(tn,yn),

kQ :h’f tn—i_%ayn—i_% y
ks =h-f(ta+Byn+%

ky :h'f(tn+h7yn+k3)'

(2.12)

il

Se combina ponderadamente las cuatro pendientes para obtener la pendiente final y la solucién

se actualiza en el siguiente paso de tiempo t,41:
1
Yntl = Yn + E(kl + 2ko + 2k3 + k). (2.13)

La cantidad expresada por %(kl + 2ko + 2ks + k4) es una estimacién mejorada de la pendiente
de la solucién en el intervalo de tiempo [t;,t; + h], k1 es la pendiente en el extremo izquierdo
del intervalo, k2 es la pendiente utilizada en el punto medio del intervalo mientras que k3 es la
pendiente mejorada en este mismo punto, finalmente, k4 es la pendiente en el punto extremo

derecho.
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Capitulo 3

Analisis de estabilidad de la red

neuronal Hopfield

En la literatura existe una diversa cantidad de modelos propuestos para las HNN con
presencia de caos usando diversas funciones de activacién, cada una ofrece una dindmica distinta
al modelo y una estructura distinta para su implementacion en circuitos electrénicos. Por lo
tanto, resulta de relevancia ofrecer distintos modelos para una HNN que mantenga una compleja
dindmica con distintas funciones de activacién. De esta manera en esta seccién se presentaran 5
modelos para la HNN con distintas funciones de activacién con las cuales el sistema presenta un
comportamiento cadtico. De estos, dos no han sido reportados y fueron hallados por el autor,
los tres restantes fueron obtenidos de la literatura, sin embargo, uno de estos fue transformado
para su utilizacion con un nuevo modelo con otra funcién de activacién y por lo tanto es

clasificado como un nuevo propuesto en este trabajo.

Cuando se analiza un sistema dindmico se busca realizar la caracterizaciéon de las propie-
dades que describen el considerado sistema. El andlisis puede ser dividido en dos secciones: el
andlisis cuantitativo y el andlisis cualitativo. El primero requiere de las caracteristicas y pro-
piedades que posee el sistema analizado, mientras que el segundo se centra en los resultados
estrictamente numéricos obtenidos, por ejemplo, los obtenidos por alguna simulacién del sis-
tema. La principal propiedad que se analiza en sistema dindmicos es su estabilidad, para esta
existen distintas metodologias, en este trabajo se realizara el estudio de la divergencia del flujo,
estabilidad de Lyapunov. Finalmente, se analiza la estabilidad de los sistemas alrededor de los
puntos de equilibrio, linealizando el sistema y caracterizando el comportamiento de cada uno

de los puntos de equilibrio.

17
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3.1. Propiedades de una funcién de activaciéon

Desde que Hopfield propuso su modelo de redes neuronales artificiales en 1982, diferentes
modificaciones han sido propuestas incorporando nuevos factores internos o externos al modelo,
una estas modificaciones es el cambio de la funciéon de activacién del modelo de las HNN.
En los primeros anos de investigacién las funciones de activacién eran acotadas, crecientes y
cero evaluadas en su origen, sin embargo, diversas funciones sin estas propiedades han sido
estudiadas con resultados satisfactorios para un grupo especifico de problemas, como resultado
no existe la definicién de un grupo de propiedades para todas las funciones de activacion [38].
Para este trabajo sin embargo, las funciones de activacién cumplen con las propiedades a

continuacion enlistadas.

s Continua. Sea f: ACR — Ry c € A. Se dice que f es continua en c¢ si dado cualquier

€ > 0, existe u d > 0 tal que si x es un punto en A se cumple
lzt—cl<e = |f(z)— flc)| <e. (3.1)

Es importante hacer notar que si una funcién es diferenciable implica implica que es con-
tinua en el mismo dominio, sin embargo,una funcién de activacién como continua en todo
su dominio, a diferencia de su propiedad como funcién diferenciable. La interpretacion de
esta propiedad dentro del modelo de las HNN esta relacionada a los estados que toman
las neuronas, debido a que estas siempre deben estar en uno la continuidad nos asegura

este hecho.

s Creciente: Una funcion f: A C R — R es creciente en A si para cualquier x1,x2 € A se
cumple que
r1 <xy = f(z1) < f(22). (3.2)

En el caso de que en las desigualdades anteriores se cumple que z1 < z2 y f(z1) < f(x2)
entonces se dice que la funcién es estrictamente creciente. Si una funcién es creciente
implica que su derivada es siempre mayor o igual a cero (% f(z) > 0), mientras que si es
estrictamente creciente es siempre mayor a cero % f(x) > 0. Cabe mencionar que algu-
nas funciones de activacién consideran el caso contrario, es decir, funciones decrecientes
y estrictamente decrecientes, en estos casos este comportamiento no afecta al modelo,
sin embargo, se debe hacer la interpretaciéon adecuada de los resultados. Como utilidad
de esta propiedad, recordemos que una neurona biolégica esta en un estado de encendi-
do o apagado, por lo tanto, si la funciéon de activaciéon fuera no mondtona, presentaria

comportamientos irregulares no deseados.

s No lineal: La no linealidad de un sistema ya fue definida en la seccién 2.2 de este
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Figura 3.1: Comportamiento de la funcién tanh(zx).

trabajo. En general, esta propiedad es relevancia ya que nos permite modelar sistemas
mas complejos, a diferencia de las funciones lineales. Por otro lado y desde un punto de

vista cadtico, un sistema no puede presentar caos si esta descrito por funciones lineales.

3.2. Modelos propuestos

3.2.1. Modelo con funcién de activaciéon tangente hiperbdlica

La funcién tangente hiperbdlica es la funcién de activacién mas frecuente en los modelos
de HNN, de comportamiento mostrado en la Figura 3.1 esta descrita por la expresiéon
sinhx e*—e™*

tanhx = = 3.3
AT = osh x er + e’ (3.3)

. . . 1. . T —x T_—x .
donde cosh x y sinh  son funciones hiperbodlicas definidas por € +2e y “—— respectivamente,
y € es la funcién exponencial, la cual es estrictamente creciente, siempre mayor a 0, diferen-
ciable en todo el dominio R y por lo tanto continua en el mismo. Ademas, esta funcién esta

acotada como |tanh(z)| < 1. La derivada de esta funcién viene dada por

d h(z) = 1 — tanh? (3.4)
— tanh(z) = 1 —tanh“z .
dz

Como fue mencionado, distintos modelos para la HNN utilizan esta funcién de activacion,

para este trabajo se considerara un modelo de 3 dimensiones desarrollado por el mismo
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Figura 3.2: Comportamiento de la funcion o(x).

autor descrito de la siguiente manera

T T 0 -2 -9| [tanhx;
To| =— |xzo| + | 1 3 3 tanhzs | , (3.5)
I3 T3 -1 -3 0 tanh x3

este modelo presenta algunas ventajas con respecto a otros modelos antes propuestos, el primero
es su sencillez considerando que todos sus parametros son enteros, y por otro lado, presenta
cierta robustez con respecto a su comportamiento cadtico, es decir, algunos de los pesos pueden
ser variados por un rango amplio de valores y aun asi el sistema mantendra su comportamiento

cadtico. Esto ultimo es explorado en el andlisis dindmico de las HNN.

3.2.2. Modelo obtenido con funcién de activaciéon sigmoide

La funcién sigmoide, tipicamente referida por la letra griega sigma o y comportamiento
mostrado en la Figura 3.2, es otra funcién de activacién tipicamente utilizada, esta es diferen-

ciable en todo su dominio, es acotada por 0 < o(x) < 1y esta definida por

_ 1
Cl4e =’

o(x) (3.6)

con derivada
—o(z) =o(z)(1 —o(x)). (3.7)
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Siguiendo el siguiente desarrollo es posible relacionar esta funcién con la tangente hiperbdlica

et —e T 21 2
b e few Bl Iter (38)
= tanhz =20(22) — 1, (3.9)

entonces es posible usar modelos de HNN que utilizan la funcién de activacién tanh(-) y re-
escribirlos usando o(-), para esto se realizo el siguiente desarrollo. Consideremos una HNN
n-dimensional, descrito por

%X = —Cx+ Wtanh(x) + b, (3.10)

donde tanh(x) es un vector de n elementos dados por tanh(x;) para todo i = (1,2,---,n) y

por lo tanto puede ser reescrito como

tanh 1 20(2z1) — 1
tanh o 20(2x2) — 1
tanh(x) = ' = ) , (3.11)
tanh x, 20(2x,) — 1
consideremos el vector ¥(x) de n elementos descritos por o(z;) para todo i = (1,2,---,n) y
un cambio de variables 2z; — . En :
20(2z1) — 1
20(2.’,1:‘2) -1
x=—-Cx+ Wtanh(x)+b = x=-Cx+W . +b,
: (3.12)
20(2z,) — 1
= x=-Cx+2WS(2x) — Wil +b,
= X" = —COx* +AWE(X*) — 2Wn1 + 2B.
T
donde I,x1 = (1 1 --- 1| € R™! En otras palabras, es posible crear a un nuevo modelo
—x* = —Cox + W,E(x") + b, (3.13)
donde
T
S(x) = |o(m) olw) o olw)]
Co = C,
W, = 4W,

o
q
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T
con I,x1 = [1 1 .- 1} € R™, en base a un modelo de HNN con funcién de activacion
tanh(-) descrito por las matrcies y vector W, C'y b respectivamente. Consideremos el sistema

propuesto en [1] para una HNN con la matriz de pesos

1.99 -1 0
W=1 25 17075 1.25|, (3.14)
—4.75 0  0.92

para este sistema el vector B es un vector nulo, mientras que C' es la matriz identidad de

dimension 3. Este sistema es transformado aplicando la expresién (3.12) de la siguiente manera

2 -1 0] [o) 2 -1 0] [1]
X*=-x"+4| 25 171 1.25| |o(z)| —2| 25 171 1.25] 1],
475 0 0.92| |o(x3) —475 0 0.92] |1

] (3.15)
797 -4 0 o(xy) -2
= X'=-x"+ |10 684 5 | |o(xs)| + |-10.92
—-19 0 3.67| |o(z3) 7.66 |

El sistema anterior mantiene el comportamiento del sistema original permitiendo usar la funcién

de activacién o(-).

3.2.3. Modelo con funcién de activacién signo

La funcién signo, denotada por sign(-), indica el signo tiene el valor de entrada, si este es
positivo la funcién regresa el valor 1, si es negativo la funcién regresa el valor de -1, para un
valor de entrada la funcién regresa un 0 (véase Figura 3.3), de manera matemaética es posible

describir este comportamiento de la forma

-1, x<0,
sign(z) =<0, z=0, (3.16)
1, >0,
es evidente que la derivada en el punto x = 0 no existe, para todos lo demés puntos esta es 0.

Otro dato de interés de esta funcién es su relacién con la funcién tanh(-), esto debido a que es

posible relacionar ambas funciones de la siguiente manera

lim tanh(kz) ~ sign(x), (3.17)

k—o0
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Figura 3.3: Comportamiento de la funcion sitlan(zx).

esta ultima relacién podria ser utilizada, junto con un cambio de variables, para utilizar al-
guno de los modelos ya conocidos de la HNN con la funcién de activacién tanh(-) y obtener
un comportamiento cadtico, sin embargo, este acercamiento genera problematicas en la imple-
mentaciéon y simulacién, es por esto que el autor propuso un nuevo modelo en donde la
funcion sign(-) es sustituida en solo una de las funciones de activacién del modelo, esta viene

dada por

I x1 0 0 O0f |sign(zy) 0 —1 0 | |tanh(zy)
Zo| =— |z2| +| 0O 0 Of |sign(ze)| +|0 0 —1| |tanh(z2)| - (3.18)
00

I3 x3 0.65 sign(xs) 0 4 3| |tanh(x3)

El modelo anterior representa, hasta donde el autor esta consciente, el modelo de red neuronal
Hopfield con presencia de caos mas sencillo, con cuatro pesos del modelo en 0, lo cual simplifica
en gran medida la implementacién en circuitos electrénicos. Ademaés, este modelo tiene la
particularidad de tener un muy amplio espectro de posibilidades para el pardmetro w2, para
los cuales es sistema muestra un comportamiento cadtico para todo wis € R4, esta conclusion

se obtiene tras las simulaciones y analisis posteriormente realizados en este trabajo.

3.3. Modelos reportados en la literatura

3.3.1. Modelo con funcion ReLU

La funciéon ReLU(-) es una de las funciones de activacion mas utilizadas en ANN, su nombre

viene del ingles "Rectified Linear Unit“ 6 "Unidad Lineal Rectificada“ es espanol, es una funcién
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a trozos definida por
{0, x <0
ReLU(z) = max(0,x) = , (3.19)
z, x>0
en donde max(+) es una funcién que regresa en valor mas grande de los argumentos. Es evidente
que esta funcién es siempre mayor o igual a 0 para todo z y, a diferencia de las primeras
funciones de activacién presentadas con anterioridad, no es diferenciable en todo su dominio
ya que viene dada por
d 0, =<0,
%ReLU(az) = {1 , (3.20)
, x>0,
para el punto x = 0 la derivada no existe. Con lo que respecta a su implementaciéon en HNN,
existen una cantidad muy limitada de modelos con presencia de caos, hasta el momento en que
esta tesis esta siendo escrita solo tres modelos han sido propuestos, el primero propuesto por
C.Chen y F. Mina [39] incluye en el modelo la presencia de un Memristor, lo cual modifica el
modelo dindmico de la HNN, después C. Chen, F. Min, et. al., proponen dos modelos mas, pri-
mero [21] tiene una estructura utilizada a lo largo de esta tesis, sin embargo su implementacién
en tarjetas embebidas resulta ser mas compleja, esta manera se utiliza el modelo presentado

en [2] descrito por

o] _ _[r15 0 ;] [11 105 ReLU(z;) N —0.55en(0.52t) + 0.8 (3.21)
ia| 0  0.55| |x2 0.95 0.75 | |ReLU(x2) —0.75 T

este modelo es un HNN de dos dimensiones con un voltaje sinoidal de estimulacion sobre la

neurona ri.

3.3.2. Modelo con funcion de activacién PWL

En distintas ocasiones es posible aproximar el comportamiento de distintas funciones ha-
ciendo uso de un conjunto de funciones lineales, en estos caso se suele recurrir a las llamadas
”Piecewise Linear Functions“ o "Funcién Lineal a Trozos” en espafiol. En este caso, es posible
aproximar el comportamiento de la funcién tanh(-) por medio de tres rectas (véase Figura 3.5)

propuestas [3], a esta funcién se denomina como satlin(-) y esta definida como

-1, z< -1,
satlin(z) = ¢z, —-1<z<1, (3.22)

1, =z>1,
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Figura 3.4: Comportamiento de la funcion ReLU(x).

y presenta un comportamiento dindmico cadtico en el modelo

1 T1 1.68 3.81 —2.23| |satlin(zy)
o| =— |za| + | =54 1.8 —4.4| |satlin(zs)| . (3.23)
T3 T3 —4.38 —2.2 —0.3 | [satlin(zs)

Para esta caso entonces se tiene una red neuronal completamente conectada. La derivada de

esta funcién activacion esta definida para todo su dominio menos en & = 0, y viene dada por

d 1, -1l<z<l1,
—satlin(z) = V(iz#-1ANx#1). (3.24)
dzx 0, otro

3.3.3. Modelo de red neuronal Hopfield de 4 neuronas

El trabajo realizado por Z. Njitacke et al. [22] propone un modelo HNN de 4 dimensiones

con la funcién de activacién tanh(-) descrito por el sistema de ecuaciones diferenciales

T 1 0 0 O T 1 05 —3 —1]| [tanhx

i 010 O 0 2 3 0 tanh

T2 20 antel (3.25)
I3 0 01 O T3 3 -3 1 0 tanh xg

dq 0 0 0 100 |z4 100 0 0 170 |tanhxy
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Figura 3.5: Comportamiento de la funcién satlin(x).

entre las diversas dindmicas que se pueden encontrar en este modelo de red neuronal, las cuales
seran exploradas y demostradas en posteriores secciones de esta tesis, se encuentra el hipercaos,

caracteristica que solo puede existir en sistemas dindmicos de 4 o mas dimensiones.

3.4. Analisis en base a la divergencia del sistema dinamico

Conforme un sistema dindmicos evoluciona en el tiempo entonces el volumen del espacio
fasico aumenta, disminuye o se conserva, conforme a esta caracteristica los sistemas dinamicos

pueden ser divididos en tres categorias [40]:

» Sistemas dindmicos conservativos. Estos son aquellos que conforme pasa el tiempo pre-
servan su energia y, de acuerdo al teorema de Liouville, a pesar de la traslacién y el
cambio de forma el volumen total de dicha regién permanecerd invariante. En este tipo

de sistemas no pueden existir atractores.

= Sistemas dinamicos disipativos. Estos son sistemas que disipan energia conforme pasa el
tiempo, es decir, el volumen del espacio fisico conforme avanza el tiempo se reduce, en

estos casos es posible afirmar que en este sistema existe algin o algunos atractor(es).

» Sistemas dinamicos inestables o no acotados. Estos son sistemas cuya evolucién genera

que el volumen del espacio fasico no deje de crecer.



3.4. ANALISIS EN BASE A LA DIVERGENCIA DEL SISTEMA DINAMICO 27

Esta caracteristica es calculada a través de la operacién divergente con la cual se calcula
la media de la velocidad del volumen del espacio de fase generado. La operacién divergente
se define como sigue. Consideremos el espacio vectorial f definido por un conjunto abierto
Q2 C R" y consideremos sus coordenadas f = [ i fo - fn}T. Ahora supongamos que f
es diferenciable en todos los puntos de x € 2, entonces la divergencia del campo F' es una

funcién div(f) : Q@ — R calculado por

" Of
div(f(x)) = V-f(x) = > agc’f), (3.26)
i=1 t
donde V es el operador nabla descrito por el vector [8%1 8%2 %] . La divergencia tiene

una importante interpretacion fisica, esta mide la razén de expansion del volumen generado por

las variables de estado [40]. En este sentido, el sistema estudiado es disipativo si se cumple que
V- f(x) <0, (3.27)
por otro lado, el sistema es conservativo si se cumple que
V- f(x) = 0. (3.28)

En otras palabras, si la divergencia de un sistema es menor a cero, el sistema contiene atrac-

tores. Usualmente la divergencia de un sistema suele ser denotada por la letra griega A.

Para el caso especifico de una red neuronal Hopfield de n neuronas descrito por la expresion

(2.1), se puede afirmar el siguiente teorema

Teorema 3.4.1. Sea una funcién f : R — R que es continua y creciente, cuya derivada f'(x)
existe para todo x € A C R y cuya cota superior minima es algin real k. Consideremos a f
como la funcion de activacion para el modelo de las HNN, entonces, existe como minimo un

atractor en el sistema si se cumple que

n n
Zci > kzwii s (3.29)
=1 =1

en otras palabras es disipativo, mientras que el modelo es conservativo si se cumple
n n
Z C; = k Z Wyj - (3.30)
i=1 i=1

Demostracion. Consideremos el modelo n-dimensional de una HNN, en forma de sumatoria
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esta puede escrita por

n
T; = —cix; + b; + Z wijf(xi), (3.31)
j=1
su divergencia viene dada por

i1 5,%1 —c1wy + by + 200w f ()

R T B 8%2 | e + b2 + 30w f(z))
: : ’ (3.32)

dn o] L=t + bn + Xy wn; f ()

= > 8%1- (—Cz’fcz’ +bi + 27 wijf(%’)) =it (_Ci + wii%f(xi)) -

Por hipétesis se sabe que la derivada de f(z;) existe para todo x € A y esta acotada superior-

mente por una k, i.e., % < k, esto implica que

n n
0
E (—Ci + wuaf(l‘z)) < E <_Ci + kwii) . (3.33)
T xX; -
=1 =1
Para que nuestro sistema sea disipativo, y por lo tanto pueda contener atractores, se debe

cumplir que su divergencia sea negativa, de esta manera se tiene

(—ci + k:wiz-) <0, (3.34)
1

n

7

S>>k w. (3.35)
=1 =1

Mientras que el sistema serd conservativo si la divergencia es nula, por lo tanto si el modelo de

HNN cumple el criterio
i=1 i=1

O]

Ejemplos ilustrativos. Apliquemos el teorema 3.4.1 las funciones de activacién tanh(-) y
o(-), con derivadas iguales a 1 — tanh?2; y o(2;)(1 — o(z;)). Es sencillo hallar la cota superior
minima de las derivadas antes mencionadas de la siguiente manera. Primero verifiquemos que
existe una cota superior para la funcién 1 — tanh? (z) para todo x € R, denominemos a k € R

como la cota superior, entonces se debe cumplir que

k,

x —x 2 2z —2x 2x —2x
- 2 — 2 _ 2
1—tanh2(a:):1—<e e > _ere 7+ e e + <

er 4 e = (ew + e—x)Q —
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= 74 <k
(em +€—x)2 -
1
<k, (3.37)

((e*+e77)/2)? —
el denominador de la parte izquierda de la expresion anterior es siempre positiva y por lo tanto
el valor de la fraccién solo decrece, en otras palabras la cota superior k existe y su valor depende
de la cota inferior méxima de la expresién ((e” + e~%)/2)?, para hallar esta notemos que la

siguiente desiguldad se cumple para todo x real

(€%$ - 6_%x)2 > 07
= et —24e* > 0,
= et +e " > 2
I+ —x
= = = 1
sustituyendo esta cota superior en (3.37) se tiene
1 2
Izlgkz . 1—tanh®(z) <1,

por lo tanto, para la funcién de activaciéon tangente hiperbdlica k& = 1 es el valor de la cota

superior minima, este valor es alcanzado solo cuando x = 0.

Para la funcién sigmoide o(z) se sigue el siguiente procedimiento

N

(e72% — e27)2 > e +e T —2>0

eL+e4+2>4

e " _ 1-14e"®

1+e=242e=% ~— (14e~7)2 = 1/4
1 14+e™* 1

14+e—= (1+e—“c 1+e—$) S 1/4

ox)(1—o(x)) <1/4.

R O

en otras palabra k = % es la cota superior minima de la derivada de o(x). Entonces podemos

concluir entonces que una condicion suficiente para que el sistema sea disipativo, y por lo tanto
es sistema soporte atractores, en el modelo HNN con la funcién de activacion sigmoide es que

se cumpla
n 1 n
Dci> gD Wi (3.38)
i=1 i=1

Por otro lado, para las funciones de activacién ReLU(:) y satlin(z) la cota superior de su

derivada tiene un valor de £ = 1 de manera directa, por lo que es posible aplicar la expresiéon

n n
Zci > Zwu‘, (3.39)
i=1 i=1
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como criterio para la existencia de atractores.

3.4.1. Criterio numérico para la existencia de atractores en sistemas dinami-

cos no uniformes

En algunos sistemas la divergencia queda en términos de alguna de las variables de estado,
Heidel y Zhang denominaron a los sistemas conservativos con esta caracteristica como sistemas
no uniformemente conservativos [41]. En este trabajo como veremos, tenemos sistemas disipa-
tivos con dicha caracteristica, en este sentido nos referiremos a los sistemas dinamicos, ya sea
conservativos o disipativos, como sistemas no uniformemente conservativos o disipativos.

Los modelos presentados tiene una dependencia a alguna o algunas de la variables de estado,
esta problemadtica es abordada en [40] en el cual se dividen a los sistemas conservativos en 4

categorias:

» Categoria A: Orbitas en las cuales la divergencia del sistema es uniformemente cero.

» Categoria B: Orbitas cuya divergencia tienen una dependencia a alguna o algunas de las
variables de estado y su velocidad es cero en promedio como consecuencia del acotamiento

del sistema.

» Categoria C: Orbitas cuya divergencia dependen de el estado del sistema, su velocidad
es cero en promedio pero su demostracién requiere de una transformaciéon a un sistema

hamiltoniano.

= Categoria D: Sistemas en donde la disipaciéon del sistema depende de las condiciones

iniciales y no puede ser determinado simplemente por las ecuaciones que a esta describe.

Aun cuando dicho trabajo solo considera a los sistemas conservativos, en este trabajo se
tomara la esta convencién y se expande para sistemas disipativos. La téccnica generalmente
utilizada en los trabajos especializados sobre sistemas dinamicos no uniformemente disipativos
o conservativos se basa en hallar la media de la de divergencia de la forma

¢

(V- £(1) = lim W, (3.40)
y aplicar el criterio antes descrito, sin embargo, Heidel y Zhang hallaron que que la divergencia
no siempre ofrece un criterio correcto para la correcta identificacion del tipo de sistema estudia-
do [41], en su trabajo hallaron en el sistema de Van Der Pol zonas donde el sistema era acotado
pero la media de la divergencia era positiva. Al estudiar el modelo de HNN se encontré una
zona para la cual la media de la divergencia es negativa aun cuando el sistema es desacotado.
Para definir y a su vez presentar la soluciéon que se dio a esta problemética primero definamos

algunos conceptos clave.
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(a) Simulacién del sistema dindmico descrito en la (b) Comportamiento de (A) = (V - f) del modelo
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Figura 3.6: Andlisis numérico de la divergencia del modelo descrito en la ec. (77).

Definicion 3.4.1. Supongamos que a € R™ y que r > 0. La bola cerrada con centro a y radio
r es el conjunto, denotado B(a,r), definido por

B(a,r) :={xecR": [[x—a| <7}.
Se denota a 0 como el origen en R".
Definicion 3.4.2. Un conjunto S C R™ se acotado si existe un r > 0 tal que S C B(r, 0).

Definicion 3.4.3. Un conjunto desacotado es un conjunto con acotado.

Un sistema dindmico auténomo conservativo o disipativo descrito por x = f(x) tiene una
solucién x acotada en algun conjunto S C R™ [42]. El criterio usado en la literatura usando la

media de la divergencia presenta algunas inconsistencias, un ejemplo de esto fue el hallado por
el modelo descrito por

1 0.01z, 0 -2 -9
I —z9 |+ |1 3 31, (3.41)
ig —XI3 -1 -3 0
que es el modelo propuesto para las HNN cadticas pero suplantando ¢; = 1 por ¢; = —0.01,

la simulacion numérica de este sistema es presentada en la Figura 3.6a usando un tiempo de
simulacién de 200 segundos, notemos que x1 se explota en magnitud y el sistema se vuelve
desacotado. En la Figura 3.6b se calcula la media de la divergencia de dicho sistema, este se
aproxima a , lo cual es una inconsistencia con lo que se indica en la literatura [43].

Para tratar con esta problematica se busca desarrollar un algoritmo que sea capaz de

identificar si el sistema explota en magnitud y a su vez calcule la media de la divergencia, de
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esta manera se podria identificar la mencionada inconsistencia y poder definir si efectivamente
el sistema dindmico estudiado es disipativo. Para poder determinar si un sistema es acotado se

desarrollo en siguiente teorema.

Teorema 3.4.2. Sea x € R" la solucion de un sistema dindmico descrito por & = f(x) con
condiciones iniciales (0) = xy. Dicha solucién es acotada si en promedio su velocidad & se

aprorima a cero conforme t — 00.

Demostracion. La media de la velocidad de las variables de estado viene dada por

x(f) —x
= <@:(29 (3.42)
Consideremos que la solucién x(t) esta acotada entonces existe un radio > 0 de la bola abierta

centrada en el punto xg, entonces se cumple que

, [x(t) = %ol _r
sy = =l 7 (3.43)
para un t — oo y sabiendo que la métrica || - || cumple la positividad tenemos
0 < lim [|(%)] < lim ~ =0, (3.44)
t—00 t—oo t
que en base al teorema de comparacién para la desigualdad tenemos que lim;_, [[(X)]| = 0. O

La media de la divergencia puede ser usada como una indicacién del tipo de sistema dindmi-
co estudiado [43], sin embargo como se mostro este criterio debe tomar en cuenta que el sistema
es acotado, es por esta razén que para analizar el tipo de sistema que se estudia se desarrollo el
algoritmo presentado en la Figura 3.7 en donde se calcula la media de la divergencia conforme
el sistema evoluciona en el tiempo y a su vez se asegura que dicho sistema esta acotado en base

al teorema 3.4.2.

En general podemos definir de la misma manera el criterio indicado al inicio de este capitulo
como sigue: Un sistema dindmico acotado descrito por x = f(x) se dice conservativo si (V - f)
se aproxima a cero conforme ¢t — oo y disipativo si tiene a un valor negativo. Para identificar
el tipo de sistema dindmico de cada modelo de HNN considerado obtengamos la media de la
divergencia y como consecuencia concluir si el sistema es capaz de contener atractores. Para
este ejercicio se considero un tiempo de simulacién de 500 segundos utilizando dos pardmetros
de andlisis distintos para cada modelo y los cuales son indicados en la respectivamente figura

solucion.
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Figura 3.7: Algoritmo para la obtencion de la media de la divergencia considerando el acotamiento de
la solucion en base a la media de las variables de estado.

3.4.2. Atractores en el modelo de HNN con FA tangente hiperbdlica

Aplicando el operador divergencia sobre el modelo descrito en la ec. (3.5) se tiene
A = —3tanh? z,, (3.45)

que claramente indica que el volumen del espacio de fase tiene una dependencia en el estado
del sistema. Por un lado la norma de la media de la velocidad de los estados para el caso
especifico con wis = —2 y w3 = —9 es presentada en la Figura 3.8a, como es esperable para
un sistema acotado tenemos que la norma se aproxima a cero y como tal se demuestra que el
sistema es acotado de manera numeérica para un tiempo de 200 s. Ahora por medio de algoritmo
presentado con anterioridad se obtuvo la media de la divergencia del modelo con FA tangente
hiperbdlica, este es presentado en la Figura 3.8b con un mapa de calor explorando la zona
paramétrica formada por wie y wi3, los valores del mapa de calor indican que el sistema es
no uniformemente disipativo para toda la zona paramétrica estudiada y podemos afirmar la

existencia de al menos un atractor en el sistema.

El atractor extrano formado por el sistema tras 300 segundos de simulacién se presenta en

la Figura 3.9 en una grafica tridimensional, en esta se observan dos enrollamientos.
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Figura 3.8: Andlisis numérico de la divergencia del modelo de HNN con FA tangente hiperbdlica.

Figura 8.9: Retrato de fase tridimensional formado por el modelo con funcion de activacion tangente
hiperbdlica.
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Figura 3.10: Andlisis numérico de la divergencia del modelo de HNN con FA tangente hiperbdlica.

3.4.3. Atractores en el modelo de HNN con FA signo

El mismo anélisis de la media de la divergencia aplicada en el modelo con FA tanh(-) es

realizado con el modelo con FA signo, el cual tiene una divergencia similar calculada por

A = —3tanh?(z3), (3.46)

3.4.4. Atractores en el modelo de HNN con FA sigmoide

Consideremos el modelo descrito por (3.15) con la funcién de activacién o(z), usando el

operador divergencia se obtiene
A=-3+7970(z1)(1 —o(x1)) + 6.830(z2)(1 — o(z2)) + 3.680(x3)(1 — o(x3)), (3.47)

la derivada de o(x) es simétrica y maxima cuando x se aproxima a 0, en base a esto podemos
deducir que la divergencia sera maxima cuando las variables de estado estén estén cercanas
a cero. La media de la velocidad de las variables de estado es presentado en la Figura 3.12a,
cuyo valor tiene a cero conforme el tiempo aumenta y podemos concluir asi que el sistema es
acotado. Por otro lado, la media de la divergencia es representado en el mapa de calor de la
Figura 3.12b usando dos parametros de analisis w11 y wae, del lado derecho del mapa de calor
se indica el valor obtenido para (V - f) en un tiempo de 500 s, notemos que el valor méximo
encontrado fue aproximado a -3.

Podemos concluir entonces que el sistema es divergente y puede soportar atractores. En la
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Figura 3.11: Retrato de fase tridimensional formado por el modelo con funcion de activacion tangente
hiperbélica.
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Figura 3.12: Andlisis numérico de la divergencia del modelo de HNN con FA sigmoide.
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Figura 3.13: Retrato de fase formado por el modelo con funcion de activacion sigmoide para el plano
a) x1 —x2 Yy b) 1 — x3.

Figura 3.13 se observa el retrato de fase del sistema tras una simulacion 600s, considerando una
transiente de 200 segundos con un paso de integracién le-3 y con condiciones iniciales iguales
a (0.1,0,0).

3.4.5. Atractores en el modelo de HNN con FA ReLu(z).

Ahora consideremos el modelo con la funcién de activacién ReLu(z), la velocidad de ex-

pansién o contraccién del volumen del espacio fasico esta dada por
A=-1.74+1.1g(z1) + 0.75g(x2) , (3.48)

donde g(z) es la derivada de la funcién ReLu(x) dada por la expresién (3.20), esto indica que
en la A puede tomar 4 valores distintos -0.6, -0.95, -1.7 y 0.2; notemos que uno de estos posibles
valores es positivo y por lo tanto el sistema necesita de un analisis numérico de la divergencia.
En primer lugar la media de la velocidad de las variables de estado se observa en la Figura
3.14a, obteniendo el drea bajo la curva de A(t) se obtiene un valor alrededor de -56.84, lo que
indica que el valor de A es mayoritariamente negativo. Ademas, la Figura 3.14 b) se obtiene
la norma del valor medio de la velocidad de las variables de estado, este resulta aproximarse a

0 conforme el tiempo aumenta como es esperable en sistema disipativo. En resumen podemos
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Figura 3.14: Andlisis numérico de la divergencia en el modelo HNN con FA ReLu(x).

concluir que este sistema tiene la capacidad de contener atractores y esto se puede confirmar
al simular el sistema como fue hecho en la Figura 3.15 con un tiempo de simulacién igual a 300
segundos, un paso de integracién de le-3 y con condiciones iniciales (0.1, 0), aqui se observa un

solo atractor en el sistema.

3.4.6. Atractores en el modelo de HNN con FA PWL.

Finalmente, retomando el modelo con la funcién PWL denominada satlin(x) se tiene que
A=-3+1.68r(z1)+ 1.8r(z2) — 0.3r(z3), (3.49)

donde 7(x) es la derivada de la funcién PWL definida en (3.24), de manera simular a la funciéon
ReLu(x) se tiene que A tiene una cantidad limitada de valores, en especifico puede tomar
8 valores distintos y dependen si el valor de los estados estdn en el rango de |z;| < 1 para
i =(1,2,3), estos son 0.18, -1.5, -1.2, -3.3, -3, 0.48, -1.62 y -1.32; notemos que algunos de los
posibles valores de la divergencia son positivos. El resultado de la media de las velocidades
de las variables de estado se presenta en la Figure 3.16a, de nuevo, la media se aproxima a
cero y de esta manera es sistema es numéricamente demostrado como acotado. La media de la
divergencia por su lado es presentada en la Figura 3.16b con un mapa de calor marcando un

valor maximo de como se espera de un sistema dindmico no uniforme disipativo.

Como resultados podemos afirmar la presencia de atractores en el sistema estudiado, estos

son presentados en la Figura 3.17 en donde se observan dos claros scrolls.
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Figura 3.16: Andlisis de la divergencia del modelo con funcion de activacion PWL.
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Figura 3.17: Retrato de fase del modelo con funcion de activacion PWL.

3.4.7. Atractores en el modelo HNN de 4 dimensiones

Para el modelo de 4 neuronas la divergencia media esta dada por la expresién
A = —101 — tanh® 1 + waa (1 — tanh? x9) — tanh? x5 + wyq (1 — tanh? x4), (3.50)

donde woo v wgq son los pesos a explorar y cuyo valor en el trabajo de referencia son 2 y
170 respectivamente [22]; tomando estos mismo valores se obtuvo la norma de la velocidad de
las variables de estado y se grafico en la Figura 3.16a y junto a el se explora la media de la

divergencia de dicho sistema dindmico analizando una zona paramétrica mas grande.

Dado que se tiene un sistema de 4 dimensiones el numero total de retratos de fase visibles
aumenta a 6 planos bidimensionales distintos y a 3 planos tridimensionales distintos, estos
ultimos fueron obtenidos, graficados y son presentados en la Figura 3.19. A diferencia de los
modelos previamente presentados no es posible observar enrrollamientos distintivos en el sis-
tema. En resumen, el andlisis del valor de A en el sistema de HNN’s nos permite concluir si el
sistema es conservativo, disipativo o no acotado, lo cual implica la existencia o no de atractores
en el sistema, ademads, este esta intimamente relacionado con el acotamiento del sistema, para

este existen un método mas comin que sera presentado en la siguiente seccién.
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Figura 3.18: Andlisis de la divergencia del modelo HNN hipercadtico.

3.5. Analisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov

Cuando se habla que un sistema dindmico es estable implica que existe alguna region
0 < D < R"™ en espacio fasico la cual contiene la érbita generada por el sistema, mientras que
la estabilidad asintética implica que el sistema no solo esta acotado, sino que se aproxima a
un punto en especifico en el espacio. Cabe mencionar que el concepto de estabilidad también
implica la existencia de al menos un atractor en el sistema, en este sentido, los resultados
obtenidos en la seccion 3.4 deben coincidir con la estabilidad del sistema. Como es discutido
en [38], la estabilidad de la red neuronal Hopfield y extensiones ha sido un tema de investigacién
desde su concepcién, algunos resultados obtenidos requieren del concepto de estabilidad de
Lyapunov. La estabilidad de Lyapunov es de suma relevancia en el estudio de sistemas no
lineales debido a que por medio de un sencillo criterio es posible definir la estabilidad de
un sistema, este es descrito en [44] y requiere de la propuesta de una funcién candidata de
Lyapunov V : R"™ — R definida positiva cuya derivada temporal cumpla ser definida semi-
negativa para sistemas estables y definida negativa para sistemas asintéticamente estables.
Con el fin entonces de analizar la estabilidad de nuestro sistema se desarrollaron los siguientes
dos teoremas, el primero especifica una condicién para la estabilidad asintética de la HNN,
mientras que el segundo demuestra el acotamiento del sistema para alguna regién en el espacio

fasico.

Teorema 3.5.1. El modelo de red neuronal Hopfield de n neuronas sin bias descrito por

r=—-Cx+ Wflx), (3.51)
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(c) Plano tridimensional z1 — z2 — x3 del modelo 4D-HNN descrito
en la ec. (3.25).

Figura 3.19: Retratos de fase tridimensionales del modelo 4D-HNN.
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donde C € R"™ " es una matriz diagonal definida positiva, W € R" "™ la matriz de pesos y f(x)
un vector con la funcion de activacion del modelo la cual cumple ser al menos creciente, impar
y |f(x)] < ||, es asintdticamente estable si los elementos de la diagonal principal de la matriz

de pesos son cero y a su vez esta es semi-definida negativa.
Demostracién. Sea una funcién candidata de Lyapunov V(x) definida como

V(x) = %f(x)Tf(x), (3.52)

evidentemente definida positiva con derivada temporal descrita por

V(x) f(x) T XX 5 — £(x)T XX (_Ox + Wi(x))
—H(x) " e O+ £(x >T3f< W)

—[x \Taf">c| |+ x| T EE W x|
—[x

T (o — W) |x],

(3.53)

IN

por definicién sabemos que la derivada de una funcién estrictamente creciente es mayor a
cero, de esta manera podemos concluir que la ultima expresién en 3.53 es una funciéon definida
negativa si se cumple C' — W > 0, ahora consideremos a —W como una matriz semi-definida
positiva con los elementos en su diagonal iguales a cero, esto indica que la matriz C + (=W)

definida por

C1 —wi2 - —Win
—w21 C2 o T W2
Cr-wy= | T T, (3.54)
—Wnp1 —Wp2 - Cn

es forzosamente definida positiva y por lo tanto el sistema de redes neuronales Hopfield, bajo

estas condiciones, es asintoticamente estable. ]

Este resultado es cominmente hallado en la literatura para asegurar el comportamiento
asintoticamente estable de la red neuronal Hopfield, dado que nuestro interés es que la HNN
presente periodicidad, por lo tanto, las matrices de pesos en nuestro sistema deben tener al
menos un peso en la diagonal de la matriz de pesos distinto de cero y no ser definida negativa
0, lo que es equivalente, no ser simétrica. En base a este resultado, mas un trabajo numérico,
fueron hallados las matrices de pesos para los modelos propuestos 3.5 y 3.18. Notemos que este
teorema aplica para todos los modelos, incluyendo al modelo 3.15 con funcién sigmoide debido
a su transformacién y el modelo con funcién signo debido a que esta puede ser aproximada
con una funcién tangente hiperbédlica como se muestra en 3.17, con excepciéon del modelo con
funcién de activacion ReLU(-) debido al bias aplicado, en este sentido, el teorema 3.5.1 solo

aplica para modelos auténomos.
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Teorema 3.5.2. El modelo de red neuronal Hopfield de n neuronas sin bias descrito por
= —xz+ Wtanhx, (3.55)

esta acotada en una region D C R™ donde se cumple la desigualdad

Sa? = 30wl (3.56)
=1

i=1j=1

Demostracion. Sea una funcién candidata de Lyapunov V(x) definida como

V(x) = 523: (3.57)
entonces su derivada temporal esta dada por

V(x) = Yz,
= = Z?zl xzz + Z?:1 Z; 2?11 Wij tanh x;

n 9 n " (3.58)
= =21 T+ 2 2= wijz; tanh x;
< =Yg a4 > wizi|Tj]
La ultima desigualdad se cumple debido a que |x| > tanh(x), reescribiendo se tiene
V(x) < —2V(x)+ Xy Yoy wimilzg| . (3.59)

Consideremos a Dy > 0 una region suficientemente grande. Para todo punto x que satisface
V(x) = D con D > Dy donde existe la desigualdad

W (x) > 33wl (3.60)
i=1j=1

entonces en la superficie {x|V(x) = D} se cumple V(x) < 0 y consecuentemente el conjunto

definido por {x|V(x) < D} es una regién acotada con todas las soluciones del modelo de la
HNN. O

La demostracién anterior requiere de la desigualdad tanh x < |z|, considerando las funciones
de activacion estudiadas en este trabajo es evidente que la desigualdad satlin(z) < |z| también
se cumple y por lo tanto el modelo 3.23 cumple el mismo teorema. La funcién o(z) no cumple la
misma desigualdad sin embargo puede ser expresada en términos de la tangente hiperbdlica y
su modelo fue obtenido usando como base otro con la misma estructura mostrada en el teorema

en cuestion, por lo tanto, podemos afirmar que el modelo 3.15 esta acotado para alguna region
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en el espacio fasico. Por otro lado, la funcién de activacion sign(z) es siempre menor o igual a
uno, en este sentido el resultado del teorema 3.5.2 es ligeramente afectado pero sigue existiendo
un conjunto D para el cual el sistema esta acotado. Finalmente para la funcién ReLU(z) se
tiene la siguiente demostracion desarrollada en [39], consideremos una funcién de Lyapunov

V(x) = 1[|x]|?, se tiene que su derivada es

V(X) = x'Clx| +x"WReLu(x) + x’b < —xTC|x| + x"W x| + ||b]| - ||x||

3.61
—(IC1] = [[W])x* + [b]| - [[x]|, (361

IN

el lado derecho de la expresién anterior no es definida negativa, supongamos que la solucién
del modelo con funcién de activacién ReLu(z) es T'(). La derivada V (x) es negativa fuera del
conjunto ||x — || < [|b||/|[[W]| — 1, con ||b]|?/2(]|[W]|| — 1)? < 7, la solucién iniciando en el
conjunto V' (x) < n permanecerd en el para todo tiempo futuro, dado que la derivada de la
funcién de Lyapunov es negativa en la frontera V(x) < 7, consecuentemente la solucién esta

acotada por la frontera /(27).

3.6. Analisis de estabilidad alrededor de los puntos de equili-

brio

Una vez demostrada la existencia de atractores en el sistema dindmico es importante ser
capaz de caracterizar el comportamiento del modelo alrededor de ellos, de esta manera es
necesario realizar un anélisis alrededor de los puntos de equilibrio en cada uno de los modelos
presentados. Como fue mencionado en la introduccion de este trabajo, los puntos de equilibrio

de un sistema dinamico son hallados al resolver
x=1f(x)=0, (3.62)

que representan los puntos para los cuales el sistema se mantiene estatico. Para los casos
especificos del modelo de redes neuronales Hopfield, los puntos de equilibrio X se calculan

resolviendo el sistema "
i = sz‘jf(ﬂf;) +b;, (3.63)
j=1

lo cual es evidentemente un sistema de ecuaciones no lineales. Para su obtencién se desarrollé
un programa en Matlab y la funcién solve(:) para la solucién de un sistema de ecuaciones
realizando un barrido con distintas condiciones iniciales, los resultados obtenidos fueron regis-
trados en la Tabla 3.1. Con respecto a el modelo con funciéon de activacion ReLU, este es un
sistema no auténomo y su punto de equilibrio es calculado solo para ¢t = 0. La caracterizacion

de los puntos de equilibrio encontrados se realiza linealizando el modelo de las HNN’s , usando
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Tabla 3.1: Puntos de equilibrio para los distintos modelos de redes neuronales.

Funcién de activacion Puntos de equilibrio

Tangente hiperbdlica | [-1.7801 0.2753 0.1390]
[0.0000 0.0000 0.0000]
[1.7801 —0.2753 —0.1390]
Sigmoide —0.0002 —0.0152 0.0131
—0.8383 —0.7950 5.5905
[0.8494 0.7688 —5.6351]
ReLU [0.6354  0.7316]

PWL [0.7093 —0.7119 —1.2408]
[0.0000  0.0000 0.0000]
[—0.7093 0.7119 1.2408]
Signo [0.3306 —0.3435 0.3581]
[0.0000 0.0000 0.0000]
[—0.3306 0.3435 —0.3581]

el procedimiento descrito en [44], y evaluando los eigenvalores obtenidos por

0f(x)
I\ —
det ( A 3

X

) =0, (3.64)

donde 82(;:) es el jacobiano del sistema dinamico. De manera generalizada para el modelo de

redes neuronales Hopfield los eigenvalores se obtienen por

A+ —wi f'(21) —wia f'(Z2) “e —win f'(Zn)
—wo1 f'(Z1) Ao —waa f'(Z2) - —wapn f'(Tn)
. . ~0, (3.65)
_wnlf/(i'l) _anf/(i'Q) A+ Cn — wnnf/(‘i'n)

donde f'(Z;) representa la derivada de la funcién de activacion evaluada en el punto de equilibrio
Z; para todo i = (1,2,---,n). Consideremos el caso del modelo de HNN para 3 neuronas,
desarrollando posible encontrar

3
w w w w
N4 N3 (e = @wa) + A | F@) )| @ )| 13]
=1 w21 W22 w31 w33
Fia N e~y W22 W23 S 15
+ A | f(Z2) f'(Z3) + o+ ezt cacs+ Y Y eif (F)wy;
w32 W33 i=1j=1
i

3
+crcpes — (W] f/(#:) =0, (3.66)
i=1
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= M4a+al+a =0, (3.67)
donde
ag = cieacs — |[WITTZ, (%),
- _ w1l wi2 - _ w1 wig
a = lf’(l‘l)f'(f@) + f'(21) f'(Z3) ]
w21 W22 w31 W33
1/~ s~y (W22 W23 3 3 1/~
+ | f'(Z2) f'(Z3) +cie2 + ez + e + 305 Ej:li# cif'(Zj)wgj |
W3z W33
az = Y (ci— f'(@)wi),

de este resultado se pueden obtener distintas conclusiones con respecto a la posicién de los
eigenvalores en el plano complejo, dependiendo de esta es posible separarlos en 8 categorias [45]
las cuales se resumen la Tabla 3.2, cada uno de estos puntos tiene un comportamiento esperado
como se muestra en la Figura ??7. Es sabido que para sistemas cadticos autoexcitados, estos son,
sistemas cuyos atractores estan localizados en los puntos de equilibrio del sistema dinamico,
como lo son los trabajados en esta tesis, los puntos equilibrio en donde se forman los scrolls
son de tipo indice II, entre ellos se encuentra un punto de equilibrio de indice I, el cual conecta
ambos scrolls [46]. Retomando la expresién 3.66 y de acuerdo al criterio de Routh-Hurwitz las

partes reales de esta expresion son positivas, y por ende el punto de equilibrio es indice I si se

cumple
a > 0
aza; —ag > 0 (3.68)
ag > 0

Los eigenvalores calculados para cada uno de los modelos con sistemas auténomos son
resumidos en las tablas 3.3, 3.4, 3.5 y 3.6 junto a su clasificacién en base al trabajo [45]. Con
regularidad cuando se explora la dindmica de algiin modelo no lineal es buena préctica analizar
también los parametros cercanos a los estudiados, en este sentido la mencionada Tabla analiza
los eigenvalores variando algunos parametros de los modelos.

En base a los resultados obtenidos se puede afirmar que los modelos con funciones de activa-
cién tangente hiperbdlica, PWL y sigmoide presentan un comportamiento esperado alrededor
de sus puntos de equilibrio con respecto a lo mencionado en [46]. El modelo con una funcién de
activacién signo sin embargo presenta un comportamiento interesante en su punto de equilibrio
trivial, es justo en z = 0 donde la funcién tiene un cambio abrupto y como tal no tiene derivada
en este punto, es por esto que se aproximé la funcién signo con tanh(400z), lo cual tiene como
derivada 400(1 — tanh?(400z)) y por lo tanto el eigenvalor obtenido es un aproximado, sin em-
bargo, el principal interés es la posicién del eigenvalor en el plano complejo, este es clasificado

como un punto silla de indice-1. Finalmente para el sistema no auténomo el punto de equilibrio
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////

Figura 3.20: Tipos de puntos de equilibrio dependiendo de su categoria [45].
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Tabla 3.2: Categorias de los punto de equilibrio en un sistema cadtico en base a los eigenvalores halla-
dos en un sistema de 3 dimensiones en base al trabajo [45].

Figenvalores Categoria
Tres negativos reales Nodo indice-0
Dos negativos y un negativo Punto silla indice-1
todos reales
Dos positivos y un negativo Punto silla indice-2
todos reales
Tres positivos reales Repulsor de indice-3
Un real negativo y un Nodo espiral indice-0

complejo conjugado con
parte real negativa
Un real positivo y un Punto silla espiral indice-1
complejo conjugado con
parte real negativa
Un real negativo y un Punto silla espiral indice-2
complejo conjugado con
parte real positiva
Un real positivo y un Repulsor espiral indice-3
complejo conjugado con
parte real positiva

Tabla 3.3: Eigenvalores hallados para el modelo con funcion tangente hiperbolica y su clasificacion.

Puntos de equilibrio Pardmetro | Valor Eigenvalores Clasificacion
1.5 —0.939 0.3613 £2.317¢
[-1.780 0.275  0.139] 2.5 —0.898 0.341 4 2.328i Punto silla espiral
[1.780 —0.275 —0.139] Wiz 3.5 —0.857 0.320 £+ 2.339¢ de indice-2
4.5 —0.816 0.3003 £ 2.3504
1.5 2.000 —1.000 % 1.2244
[0,0,0] Wi 2.5 2.000 —1.000 = 1.5812: Punto silla espiral
T 3.5 2.000 —1.000 =+ 1.870¢ de indice-1
4.5 2.000 —1.000 &+ 2.121¢
6 —0.9222 0.3529 4+ 2.3911%
[-1.780 0.275  0.139] ! —0.9211 +0.3524 & 2'3686% Punto silla espiral
(1780 —0.275 —0.139] w13 8 —0.9199 0.3518 £ 2.3460i do indice.2
’ ' ’ 9 —0.9187 0.3512 £ 2.3230¢
10 —0.9174 0.3505 £ 2.2999¢
6 1.0000 —0.5000 + 1.65834
7 1.3788 —0.6894 £ 1.5575¢ Punto silla espiral
[0,0,0] w13 8 1.7100 —0.8550 £ 1.4809¢ de fndice-1
9 2.0000 —1.0000 % 1.41424
10 2.2583 —1.1291 £ 1.3509:
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Tabla 3.4: Eigenvalores hallados para el modelo con funcion sigmooide y su clasificacion.
Puntos de equilibrio Parametro | Valor Eigenvalores Clasificacion
7.7 1.7231 —0.0766 + 1.8146: Punto silla espiral
[-0.0002 —0.0152 0.0131] w11 7,97 1.7373 —0.0587 + 1.8073: de indice—?
8.17 1.7519 —0.0410 = 1.7998:
707 —0.9709 0.5429 + 1.3325¢ Punto silla espiral
[—0.8383, —0.7950, 5.5905] w11 7,97 —0.9711 0.5641 + 1.3310: do indice—g
8.17 —0.9714 0.5853 + 1.3291:
7.7 —0.9722 0.5468 + 1.33714 Punto silla espiral
[0.8494 0.7688 —5.6351] w11 7,97 —0.9724 0.5679 £ 1.33584 de indice—g
8.17 —0.9726  0.5890 + 1.3341:
8.73 1.7321 —0.0686 + 1.8100:
8.78 1.7347 —0.0637 + 1.8087: | Punto silla espiral
[70.0002 ~0.0152 0.0131] | w2 8.83 | 1.7373 —0.0587 % 1.8073i de indice-1
8.88 1.7399 —0.0538 + 1.8060:
8.73 | —0.9710  0.5533 %+ 1.3300:¢
8.78 | —0.9711 0.5587 £ 1.3305¢ | Punto silla espiral
[~0.8383, =0.7950, 5.5905] w22 8.83 | —0.9711 0.5641+ +1.3310i |  de indice-2
8.88 | —0.9712  0.5695 £ 1.33144
8.73 | —0.9723  0.5570 % 1.3350:¢
8.78 | —0.9723 0.5625 £+ 1.33547 | Punto silla espiral
[0-8494 - 0.7688  —5.6351] 22 8.83 | —0.9724  0.5679 + 1.3358i de indice-2
8.88 | —0.9725 0.5734 £ +1.3362¢

Tabla 3.5: Eigenvalores hallados para el modelo con funcion PWL y su clasificacion.

Puntos de equilibrio Parametro | Valor Eigenvalores Clasificacion
[0.7093 —0.7119 —1.2408] 1.58 ) —=1.0000 0.6900 4'53452. Punto silla espiral
(~0.7093  0.7119 1.2408] w11 1.68 | —1.0000 0.7400 £ 4.53551 de indice.?
’ ’ ’ 1.78 | —1.0000 0.7900 £ 4.53584
1.58 | 1.8973 —0.9087 + 1.5553i Punto silla espiral
[0,0,0] w11 1.68 | 1.8324 —0.8262 4 1.44644 de indice-1
1.78 | 1.7552 —0.7376 £ 1.3198i
[0.7093  —0.7119 —1.2408] —0-2-) ~1.00000.7400 £ 4.5355¢ | ., 4 g espiral
[—0.7093  0.7119  1.2408] Was —0.3 | —1.0000 0.7400 + 4.5355¢ de indice-2
’ ’ ’ —0.4 | —1.0000 0.7400 % 4.5355¢
—0.2 | 2.0477 —0.8838 + 1.6532i Punto silla espiral
[0,0,0] w33 —0.3 | 1.8324 —0.8262 + 1.4464i o tndico.1
—0.4 | 1.5595 —0.7398 &+ 1.16561
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Tabla 3.6: Eigenvalores hallados para el modelo con funcién signo y su clasificacion.

Puntos de equilibrio Parametro | Valor Eigenvalores Clasificacion
[0.3306 —0.3435 0.3581] 3:5 | —1.0000 0.3230 £ 0'99962. Punto silla espiral
[~0.3306  0.3435 —0.3581] a2 4 | ~1.0000 0.3230 & 1.1799: de fndice-2
4.5 | —1.0000 0.3230 % 1.3360:
3.5 | 6.3440 —3.1720 £ 5.5394¢ Punto silla espiral
[0,0,0] W32 4 6.3137 —3.1569 £ 5.55851¢ de indice-1
4.5 | 6.2834 —3.1417 £ 5.5777i
[0.3306 —0.3435 0.3581] 2.5 | —~0.8367 00208+ 1'32921. Punto silla espiral
[-0.3306 0.3435 —0.3581] w33 5 —0.8317 02388 & 1.0912¢ de indice-2
3.5 | —0.8260 0.4564 £0.7170:
2.5 | 6.0976 —3.2988 + 5.5989: Punto silla espiral
[0,0,0] Was 3 6.3137 —3.1569 + 5.5585¢ deo fndico-1
3.5 | 6.5413 —3.0207 + 5.5131¢

solo tiene sentido para t = 0 y para este caso los eigenvalores hallados fueron 0.075 4 0.99094,

lo cual indica que es foco inestable.
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Capitulo 4

Dinamica cadtica

La dinamica de los sistemas no lineales puede presentar fenémenos méas complejos en com-
paracién con los sistemas lineales, una de estas complejidades es denominada caos. Desde su
descubrimiento varias métricas para la identificacién de caos en sistemas dindmicos han sido
desarrolladas, las méds comunes siendo los diagramas de bifurcacién y exponentes de Lyapunov.
En esta seccion se utilizaran dichas métricas para identificar los distintos comportamientos
dindmicos (no solo cadticos) que generan las redes neuronales estudiadas. Estas métricas dejan
en evidencia las ventajas que presentan las nuevas redes neuronales Hopfield propuestas con

respecto a las halladas en la literatura.

4.1. Diagramas de bifurcacion

La bifurcacion indica la divisién de una Orbita en dos partes, en sistemas no lineales, este
término suele ser utilizado para indicar un cambio cualitativo o cuantitativo de un sistema a
partir de la variacién de alguno de sus pardmetros. Este pardmetro es llamado como pardme-
tro de bifurcacion. Este comportamiento cualitativo o cuantitativo del sistema dependiente
del parametro de bifurcaciéon es graficada en el llamado diagrama de bifurcacion, este nos da
informacién de la dindmica compleja que este presenta.

Gran parte de los sistemas dinamicos que representan algiin fenémeno fisico presentan algtin
tipo de periodicidad en su comportamiento, por ejemplo, la rotacién y traslacion de los planetas,
un péndulo ideal sin friccién o un senal senoidal, todos estos fendmenos comparten necesitar
solo un ciclo para repetir el mismo comportamiento y como tal se denominan de periodo-1 o
simplemente p-1, en otros casos sin embargo el comportamiento del sistema se repite tras 2 (p-
2), 3 (p-3), etc., en la Figura 4.1 se graficé la respuesta de una neurona del modelo (3.5) para los
cuales se registraron distintas periodicidades variando uno de sus parametros, eventualmente

si el valor de este parametro se modifica de manera correcta es posible hallar otros tipo de

53
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7o 75 80 85 % 9 55 60 6 70 75 80 8 9

(¢) Comportamiento de periodo 4. (d) Comportamiento caético.

Figura 4.1: Diferentes comportamientos periddicos y caotico para el modelo 8D HNN con funcién de
activacion tangente hiperbdlica.

periodicidad y eventualmente caos, esta dindmica es conocida como ruta al caos.

Para este trabajo se decidi6 tomar como cambio cualitativo al maximo local que toma una
de las orbitas del sistema conforme se modifica alguno de los parametros del sistema, esto
requiere de un programa capaz simular el sistema con alguno de los métodos de integracion, un
detector de los maximos en la trayectoria con respecto al tiempo y un graficador, este proceso
requiere de una gran potencia computacional, por lo que un lenguaje de programaciéon veloz
es recomendable, en este escenario C++ podria ser una eleccién idénea, sin embargo, hoy es
considerado un lenguaje de mas bajo nivel ademas de no tener una gran cantidad de librerias,
por lo tanto, se decidié desarrollar el programa en Python debido principalmente a su libreria
NumPy la cual nos permite utilizar un lenguaje de programacién de alto nivel como Python e

implementar operaciones directamente en C++.

4.1.1. Diagramas de bifurcacion en Python

Para analizar el comportamiento dindmico de las redes neuronales Hopfield fue realizado
un c6digo en Python 3.12. El c6digo requiere que primero se definan ciertos argumentos, estos

son:
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= prmt: Es el pardmetro de bifurcacion, debe estar descrito como un array del tipo Numpy.
De preferencia utilizar el método linspace(start, stop, num) de Numpy que regresa

un array con valores de "start“ a "stop® de "num® cantidad de elementos.

= funcion: Funcién que describe el sistema dindmico en forma de un vector de NumPy, los
argumentos en esta funcién son el tiempo y un vector NumPy con las variables de estado.

Por ejemplo, para describir el modelo (3.5) se tiene:

def fct(x, t, a):

return np.array([-x[0]+a*tg(x[1])-9*tg(x[2]),
-x[11+tg(x[0]) +3*tg(x[1]) +3xtg(x[2]),
-x[2]-tg(x[0])-3*tg(x[1])])

= initialCondition: Condicién inicial para la integracién numérica del sistema en forma de
matriz, se aceptan un conjunto de condiciones iniciales, por ejemplo, initialCondition =
[[0.1, 0, 0], [-0.1, 0, O]], en este ejemplo se exploran dos condiciones iniciales distintas.
El color de los diagramas de bifurcaciéon cambia con respecto a que condicién inicial se
explora, es azul para la primer condicién inicial, rojo para la segunda, verde para las

demas.

= paso: Es el paso de integraciéon numérica, esta definida como le-2 de manera predetermi-

nada.

= porcentaje: Un sistemas dindmico requiere de cierto tiempo hasta "estabilizarse” al com-
portamiento que este mantendra, por lo tanto, es necesario retirar esta seccidon pasajera
del sistema, este argumento indica que porcentaje es considerado para iniciar a graficar
los maximos locales del sistema, es decir, si se desea considerar la tltima tercera parte de
las simulaciones realizadas se colocaria un 33 como argumento. El valor predeterminado
es de 50.

s tf: Tiempo final de las simulaciones realizadas, de manera predeterminada este valor es
100.

s eje: Indica el eje que se desea analizar, por ejemplo, si en se tienen tres variables de estado
(x,y,2) y se requiere en diagrama de bifurcacién de y con respecto a un pardmetro el

valor del eje=2. De manera predeterminada es 1.

s rest: La obtencion de los diagramas de bifurcacion requiere de una gran potencia compu-
tacional, esto genera un desgaste en el computador importante y generar un sobreca-

lentamiento, este argumente permite dar un descanso en segundos entre las iteraciones
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Import numpy as np, matplotlib pyplot as plt, time, alive_bar

start main

¥

/ Input: argumentos /

¥

inicial=len{ic)

¥

gColor = seleccionDeColor()
noDelteraciones = iteraciones()
xanterior =ic

¥presents = RK2()

delso = eliminarTransistiva()

l

noDelteraciones<i

__ » | mMostrargrafical)

end main

— ™| xfuturo =RK2()

;

i==delso &&
rmaximo{==True

graficar()

o
Y

wanterior = xpresents
¥presente=xfuturo

Figura 4.2: Diagrama de flujo para el desarrollo del cddigo para obtener diagramas de bifurcacion.
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realizadas, por ejemplo, si se desea que se descanse un tiempo de lms entre iteraciones

se colocaria como argumento rest = le-3.

Como base para este codigo considerando los argumentos antes descritos se realizo el dia-
grama de flujo de la Figura 4.2.

El codigo requiere de dos conceptos bases para su funcionamiento, la deteccién la simula-
cién del sistema dindamico y la deteccién del méximo local. Es necesario también considerar
la potencia computacional requerida, dado que es importante tomar una gran cantidad de di-
visiones, en donde es necesario integrar el sistema para todos estos valores del parametro de
interés, hallar y graficar el maximo. Es por esto que se utiliza un método de integraciéon que
consume baja cantidad de recursos como lo es método de integraciéon Runge-Kutta 2 y obtener
los maximos conforme el sistema evoluciona y no como un proceso posterior a la integracion
numérica. Para detectar el maximo de de una curva el programa almacena tres estados distintos
de una curva, el estado anterior z**, presente z* y futuro x, se detecta un maximo local si se
cumple

=z >0 AN z—2"<0, (4.1)

el programa es capaz entonces de detectar las curvas que cumplen esta condicién y graficar el

valor del maximo hallado.

4.1.2. Diagramas de bifurcaciéon del modelo con funcién de activacion tan-
gente hiperbdlica

El resultado de los diagramas de bifurcacion para el modelo 3.5 es presentado en la Figura
4.4, en esta diversos fenémenos son denotados. Para iniciar, el sistema presenta el fenémeno
de bi-estabilidad, esto es, con diferentes condiciones iniciales puede tener un comportamiento
u otro completamente distinto, mas especificamente, en azul se utiliza la condicién inicial
[0.1,0,0] y en rojo la condicién inicial [—0.1, 0, 0]. De la figura también se observan las distintas
periodicidades que el sistema presenta, por ejemplo, en wis = —5 se tiene una periodicidad 2,
en wia = —3.7 se tiene una periodicidad de 5, entre otras. En algunos casos las regiones para
las cuales se presenta algin tipo de periodicidad es muy pequena, por ejemplo, con un paso de
integracion de 0.0025 se encontrd un periodo tres en la region —2.296 < wie < —2.267, mientras
que para un paso de integracién de 0.001 se encontré esta region en —2.247 < wyo < —2.225,
por lo que para regiones tan pequenas es dificil determinar su periodicidad exacta. Ademas de la
periodicidad del sistema, los diagramas de bifurcacién nos ofrecen las zonas en donde el sistema
se siente atraido por un solo atractor o multiples, por ejemplo, variando el parametro wio en
la zona 4.05 < wig < 4.34 el sistema solo muestra un scroll y se evidencia en el diagrama de
bifurcacion y la Figura 4.3. Por cudl de los dos scrolls el sistema se siente atraido es dependiente

de la condicién inicial del sistema y del valor del parametro de bifurcacion, en la Figura 4.3 se
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Figura 4.3: Comportamiento del sistema con un solo atractor usando wis = 4.05 en azul y wio = 4.06
en naranja.

simula el sistema con w1y = 4.05 en azul y wis = 4.06 en naranja, en donde se evidencia esta

descripcién.

4.1.3. Diagramas de bifurcacién del modelo con funcién de activacion sig-
moide

Por otro lado, la Figura 4.5 presenta el diagrama de bifurcacién variando los pardmetros
a) w11 y b) wag del modelo 3.15, a diferencia del modelo anterior, este sistema no presenta
bi-estabilidad, asi como también tiene una notoria reduccién en espacio en donde el sistema
presenta caos, ademas de presentar una menor cantidad de fenémenos en general. Nétese que
existen tres zonas con caos en el sistema variando wyi, para la regién contenida en 7.968 <
w1 < 7.974 existe un doble scroll, mientras que para las otras zonas el sistema solo es atraido
por un atractor. Esta caracteristica es compartida por el segundo pardametro wee. Su limitada

region caotica dificulta su implementacién en circuitos electronicos.

4.1.4. Diagramas de bifurcacién del modelo con funcién de activacion ReLLU

Para el modelo con funcién de activacién ReLu los pardametros de bifurcacién no son los
pesos sino la amplitud y frecuencia de la sefial externa senoidal insertada en la primer neurona.
Tras su andlisis se encontrd el fenémeno de bi-estabilidad en el sistema asi como una amplia
gamma de periodicidades en el sistema. Por un lado, al variar la amplitud de la senal externa se

encuentran distintas zonas periddicas y cadticas con amplitud proporcional a la senal externa.
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Figura 4.4: Diagramas de bifurcacion para el modelo 3.5 con dos condiciones iniciales,

[0.1,0,0] y [—0.1,0,0] en azul y rojo respectivamente, variando el parametro en a) f = wiz de 1.5

a 6, yb) el pardmetro § = w3 se varia de 5 a 10.
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Figura 4.5: Diagramas de bifurcacion para el modelo con funcion de activacion sigmoide.
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Figura 4.7: Diagramas de bifurcacion para el modelo con funcién de activacion PWL.

Por otro lado, al variar la frecuencia de la sefial externa se presenta una gran variedad de
periodicidades asi como regiones cadticas, para una amplia cantidad de frecuencias existe en
apariencia caos, son en realidad el resultado de la frecuencia tan alta de la sefial externa
aplicada al sistema, para este caso, las zonas cadticas son identificadas de manera apropiada

por los exponentes de Lyapunov hallados en la seccién 4.2.

4.1.5. Diagramas de bifurcacién del modelo con funcién de activacion PWL

Para el caso del modelo con funcién de activacién satlin(z) se detecté de nueva manera
bi-estabilidad en el sistema y se evidencia en los diagramas de bifurcaciéon de la Figura 4.7, de
color azul se utiliz6 la condicién inicial (—0.1,0,0) y en rojo (0.1, 0, 0), notemos de los diagramas

de bifurcacién que las regiones de periodicidad son muy pequenas.
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4.1.6. Diagramas de bifurcacién del modelo con funcién de activacién signo

Finalmente, para el modelo propuesto con funcién de activacién signo se analizaron dos
pardmetros wsy y ws3, el diagrama de bifurcacion de wsg es presentado en la Figura 4.8 a), en
ella se introdujeron dos condiciones iniciales (—0.1,0,0) y (0.1,0,0) de color azul y rojo respec-
tivamente, de aqui se evidencia que para valores de w3e mayores a 6.58 el sistema solo se siente
atraido por uno de sus atractores. Por su parte, la variacién del pardmetro wss con diagrama
de bifurcacién en la Figura 4.8 b) presenta una menor cantidad de fenémenos dindmicos en un
menor rango. Un aspecto que resulta interesante sobre este modelo es el peso wi2, fue hallado
que el sistema presenta caos para todo wiy € R, este es el comportamiento observado
en la Figura 4.8c y en la Figura 4.8d, donde también queda en evidencia que la modificacién

de este parametro solo aumenta la magnitud del sistema.

4.1.7. Diagramas de bifurcacion del modelo con 4 neuronas

En el modelo de 4 neuronas se eligen como pardmetros de andlisis los pesos wao ¥ wyy,
esto en base al trabajo responsable a su propuesta [22]. De este trabajo se sabe que la base de
atracciéon del sistema es variante y el comportamiento del sistema cambia en base a la condicion
inicial del sistema. La Figura 4.9a donde wyq = 170 y la Figura 4.9b donde w9y = 2, muestran
el respectivo diagrama de bifurcacion del sistema, en este se observan algunas zonas periodicas,
entre ellas periodo 3, lo cual implica caos. Para obtener este diagrama de bifurcacién se utiliza
la condicién inicial (0.01, —0.02, 0, 0). Para el caso especifico de wes = 2y wgq = 170 se observa
un sistema denso y sera estos valores para los cuales se disenara al red neuronal Hopfield en

circuitos electronicos.

4.2. Exponentes de Lyapunov

Otra de las métricas mas relevantes y usadas para la identificaciéon de caos son los exponen-
tes de Lyapunov (LE), su uso nace de la propiedad mas caracteristica de los sistemas cadticos,
su extrema sensibilidad a las condiciones iniciales, en este sentido, los exponentes de Lyapunov
miden la divergencia exponencial entre dos orbitas infinitesimalmente cercanas. Para su defini-
ci6n imaginemos un estado x(¢) de un sistema dindmico cadtico que evoluciona en el tiempo.
En el momento ¢ = 0 creamos otra trayectoria perturbando la original con una pequena pertur-
bacién y, con § = ||y||. Si la dindmica es cadtica, el original y las trayectorias perturbadas se
separan cada vez mas en el tiempo a medida que evolucionan. Para pequefios perturbaciones,

esta separacién esta ocurriendo aproximadamente exponencialmente rapido. Después en algiin
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Figura 4.8: Diagramas de bifurcacion para el modelo con funcion de activacion signo.
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Figura 4.9: Diagramas de bifurcacion para el modelo de 4 dimensiones.
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momento t las dos trayectorias tendran una distancia
5(t) =~ doe. (4.2)

La cantidad A se llama el mayor exponente de Lyapunov y cuantifica la divergencia exponencial.
de trayectorias cercanas [47]. El exponente de Lyapunov da comportamientos cualitativos del
sistema dindmico muy importantes, para empezar, si A > 0 indica que pequefias divergencias
crecen exponencialmente conforme el sistema evoluciona, mientras que si A < 0 indica lo con-
trario. Para sistemas dindmicos de tres dimensiones cadticos es sabido que se deben obtener un
exponente positivo, un exponente negativo y un exponente cero, ademaés si se esta trabajando
con un sistema disipativo, se espera que el valor del exponente negativo sea mayor al negativo.
La obtencién de los exponentes de Lyapunov resulta en una probleméatica computacional, las
librerias de diversos lenguajes de programacién actuales, sin embargo, nos permiten obtener
los exponentes de Lyapunov con relativa sencillez, en este trabajo se utilizé el lenguaje Ju-
liaProgramming y su libreria JuliaDynamics, debido a que nos ofrece miltiples funciones con
relacion a sistemas dindmicos y cadticos, en especifico la funcién lyapunovspectrum() obtiene

los exponentes de Lyapunov de un sistema dinamico.

El ntimero de exponentes de Lyapunov obtenidos depende de la dimensiéon del modelo
dindamico, es por esta razén que con todos los modelo estudiados hasta ahora se obtendran tres
exponentes de Lyapunov con excepcién del modelo con funcién ReLu(z), para seguir la misma
regla para la identificacién de caos es posible expandir el sistema no auténomo a uno auténomo

si consideramos x3 = t, y por lo tanto es sistema se convierte

1 = —1.15z1 + 1.1ReLU(z1) — 1.05ReLU(z2) — 0.5sen(0.52x3) 4 0.8
gy = —0.5520 + 0.95ReLU(z1) + 0.75ReLU(z5) — 0.75 . (43)
T3 = 1

Los exponentes de Lyapunov dan una indicacién del comportamiento del sistema dindmico
en relacion al signo que estos poseen, la Tabla 4.1 resume el comportamiento esperado del
atractor para un sistema dindmico de tres y cuatro dimensiones dado el signo de los exponentes
de Lyapunov [32].

Los resultados obtenidos para los LE variando los parametros estudiados del modelo con
funcién tangente hiperbdlica se muestran en la Figura 4.10, se analiza el mismo spectrum de
valores estudiados con los diagramas de bifurcacién con los cuales existe una evidente similitud
en los resultados. Posteriormente en la Figura 4.11 se desarrollé un mapa de calor con el
exponente maximo de Lyapunov (LLE) variando los pardmetros estudiados wis y wis, en
blanco estan las zonas no cadticas, en amarillo estin marcadas las zonas donde el LLE es

relativamente pequefio, estas zonas se marcan distinto considerando que el valor positivo del
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Signo de los LE’s Tipo de atractor
(= —,—) Punto fijo
0, -, -) Ciclo limite
(0,0, -) Cuasi-periédico
(+, , =) Cadtico
(=== -) Punto fijo
(0, ) -) Ciclo limite
(0, O, -) Torus 2 (Cuasi-periédico)
(0, 0,0, -) Torus 3
(+,0,0,-) Cadtico
(+, +, 0, -) Hipercadtico

Tabla 4.1: Exponentes de Lyapunov y su relacion con los tipos de atractores en un sistema dindmico
de tres y cuatro dimensiones.

exponente podria tratarse de un ligero error numérico, mientras que en las zonas rojas y negras
se afirma con seguridad la existencia de zonas cadticas. Comparado con los modelos hallados
en la literatura, la zona cadtica es mayor, esto se verd en los mapas de calor posteriores, en este
sentido, este es un modelo cuya implementacién electrénica es méas sencilla debido al mayor
rango de valores posibles, asi como también tiene una utilidad en aplicaciones criptograficas en
donde se busca variar los pardmetros del modelo de manera constante y por lo tanto se requiere

de modelos con una amplia zona cadtica.

El mismo procedimiento para la obtencién de los exponentes de Lyapunov del modelo con
funcién tangente hiperbodlica fue realizado con los deméas modelos, algunas observaciones con
los resultados obtenidos son los siguientes. Para el modelo con funcién de activacion sigmoide
se tienen la Figura 4.12 para los LE, mientras que la Figura 4.13 ofrece el mapa de calor con los
LLE, de este ultimo queda en evidencia su dificultad para una implementacién en dispositivos
electrénicos debido a la pequena zona con comportamiento cadtico del sistema. En las Figuras
4.14 y 4.15 se exploran los LE y LLE del modelo 3.21, notemos la simetria con respecto al
parametro de amplitud de la senal externa ademéas de un mayor rango de parametros para los
cuales el sistema presenta caos con respecto al sistema anterior, los exponentes maximos de
Lyapunov sin embargo, son las pequefios al sistema propuesto. Para el modelo con funcién de
activacion PWL se tiene la Figura 4.16 con los LE’s se observa un comportamiento frecuente
con funciones de activacién no completamente diferenciables, como fue mencionado, para que
un sistema sea considerado cadtico los LE deben ser uno positivo, otro cero y otro negativo,
los resultados entonces no concuerdan con esta descripcién, esto es debido a los puntos no
diferenciables, considerando este hecho el modelo sigue siendo considerado como caos [48], el
mapa de calor correspondiente (Figura 4.17) muestra una zona caética relativamente pequena

pero mayor a la hallada con la funcién sigmoide. Finalmente, para el modelo con funcién signo
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Figura 4.10: Signo de los exponentes de Lyapunov variando parametros de bifurcacion a) wiz y b) wis

del modelo con funcion de activacion tangente hiperbélica.

los resultados para LE Figura 4.18 y LLE Figura 4.19 se encontrd una gran area con zonas

cadticas, considerando incluso que la variacién del parametro wio no afecta el comportamiento

cualitativo del sistema se tiene un volumen infinito con las posibilidades para la eleccién de

los parametros del modelo. En general podemos concluir que los modelos propuestos ofrecen

una implementacién electrénica mas sencilla y estable con respecto a los modelos hallados en

la literatura.
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Figura 4.11: Mapa de calor con los exponentes mdximos de Lyapunov variando los parametros wis y
w13 del modelo de HNN’s con funcion de activacion tangente hiperbdlica.
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Figura 4.12: Exponentes de Lyapunov variando parametros de bifurcacion a) wi1 y b) wae del modelo
con funcion de activacion sigmoide.
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Figura 4.13: Mapa de calor con los exponentes mdximos de Lyapunov variando los parametros wiy y

wao del modelo de HNN'’s con funcion de activacion sigmoide.
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Figura 4.14: Ezxponentes de Lyapunov variando parametros de bifurcacion a) frecuencia de la sefial
externa senoidal w y b) amplitud de la sefial externa senoidal A del modelo con funcion de activacion

ReLU.
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Figura 4.15: Mapa de calor con los exponentes mdximos de Lyapunov variando los pardmetros w y A
del modelo de HNN’s con funcion de activacion ReLU.
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Figura 4.16: Ezponentes de Lyapunov variando pardmetros de bifurcacién a) wyy y ¢) wss del modelo
con funcion de activacion PWL.
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Figura 4.17: Mapa de calor con los exponentes mdximos de Lyapunov variando los parametros wyy y
w33 del modelo de HNN'’s con funcion de activacion PWL.
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Figura 4.18: Ezxponentes de Lyapunov variando parametros de bifurcacion a) weg y b) wss del modelo
con funcion de activacion signo.
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Figura 4.19: Mapa de calor con los exponentes mdximos de Lyapunov variando los parametros wss y
w33 del modelo de HNN'’s con funcion de activacion signo.
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Capitulo 5

Implementacion de las redes

neuronales Hopfield

5.1. Desarrollo de funciones de activacion

Las funciones de activaciéon pueden ser descritas en base a circuitos electrénicos o, para
nuestro caso, en base a bloques de programacién para la tarjeta programable analdgica. A dia
en el que se estd redactando este trabajo la distribuidora Anadigm proporciona 54 bloques de
programacion en los que se encuentran ganancias (programables y saturadas), comparadores,
sefiales periddicas, filtros (pasa-bajas, pasa-altas, pasa-banda y rechaza-banda), integradores,
entre otros. A partir de algunos de estos bloques se describié el comportamiento de las funciones

de activacion.

5.1.1. Implementaciéon de la funcién signo

La funcién signo puede ser vista como un comparador el cual identifica entre valores posi-
tivos y negativos, es por esto que se utilizo el bloque comparator para emular este comporta-
miento, en la Figura 5.1 se tienen los bloques utilizados para la implementacién de la funciéon
signo, el primer bloque es un comparador con histéresis nula sin voltaje de referencia mientras
que el segundo es un inversor de ganancia 0.5, la expresion equivalente al bloque comparador

es
=2, si Vi > VHyst
V;)ut = . ) (51)
2, siVy < _VHyst
mientras que el voltaje de salida se mantendra sin cambio si alguna de estas condiciones no se
cumplen. Multiplicando por una ganancia de —% y fijando a Vs = Ose obtiene el comporta-

miento de la funcién signo.

73



74 CAPITULO 5. IMPLEMENTACION DE LAS REDES NEURONALES HOPFIELD

Options
Compare To: (®) Signal Ground () Dual Input () Variable Reference . o~
. . - ; -Sign(in)
Input Sampling: (@) Phase 1 (_)Phase 2 A ’
— — q'- Ly
Output Polarity: () Non-inverted (@ Invertad
Hysteresis: ®0mv 010 mv

Output Synch: @ None (O Phase 1 T Phase 2

Figura 5.1: Configuracion y programacion en bloques de la funcion signo.

Ejec. Disparada Filtro de ruido apagado

1,00y

Ejec. Disparado

&B Soomy soomy [[100ms  -5.20000ms]
(b)

Figura 5.2: Resultado de la implementacion electrénica a)con entrada rampa y b)respuesta entrada
contra salida.
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Options
Compare Control To: ® Signal Ground () Dual Input D Variable Reference
Select Input 1 When: ®) Control High () Control Low
Comparator Sampling Phase: ® Phase 1 (_)Phase 2
Gain Stage: @) Half Cycle () Low Pass Bilinear
Opamp Chopping: ] Enabled

ot

Parameters

Gain 1 {UpperInput): 1.13 (1.1
Gain 2 (LowerInput):  |0.01 0.0

out(n-1)

Figura 5.3: Configuracion y programacion en bloques del comparador analdgico.

5.1.2. Implementacién de la funcién ReLu

La funcién ReLu(z) es cero cuando la entrada es menor o igual a cero, mientras que iguala
la entrada cuando esta es mayor a cero, para este comportamiento entonces es necesario un
comparador con respecto a cero que active y desactive la entrada, el bloque que permite este
comportamiento es Gain Stage with Switchable Inputs, este es un bloque con ganancia
dependiente a un comparador, de esta manera es posible conectar el voltaje V;n a una de las
entradas de la ganancia intercambiable y al comparador, mientras que a la otro entrada se
conecta una ganancia muy pequena, ademas, configuracién de la ganancia intercambiable para
esta entrada también se configura muy pequefia, en especifico ambas ganancias son de 0.01, es
decir, el valor para la segunda entrada es como maximo 0.00027. Finalmente es necesario un
bloque Delay debido a que la conmutacién genera fenémenos no deseados en el comportamiento

del circuito. La expresion que describe el comportamiento de este circuito es

Vin, select = V;, > 0,
‘/;)Ut — m m (5.2)
0.0001V;y,, select =V;, < 0.

La implementaciéon de la funcién de activacién es presentada en la Figura 5.4 para una sefial
tipo rampa, notese que la entrada es multiplicada por una ganancia de 1.13, este valor fue

encontrado experimentalmente para obtener un comportamiento adecuado.

5.1.3. Implementacion de la funcion PWL

La funcién PWL utilizada es una funcién saturada de ganancia unitaria, este es un compor-
tamiento descrito por un tnico bloque llamado GainLimiter presentado en la Figura 77, en
este sentido esta es la funcién de activacién con implementacién mas sencilla de las presentadas.
En la implementacion y registro de resultado fue encontrado que este bloque no funcionaba

de manera adecuada para voltajes menores a -0.45 V, es por esto que los voltajes de satura-
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Ejec. Disparado Filtra de ruido apagada

Ejec. Disparado [ 1]

& 100y 1,00 l[z0.0ms 240,000 us]
(b)

Figura 5.4: Resultado de la implementacion electrénica a)con entrada rampa y b)respuesta entrada
contra salida de la funcion ReLu.
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Parameters

Gan: 1 (1.00 realzed)  [.01 To 8.00]

Output Voltage Limit: [0.4 (0.400 realzed)  [0.0500 To 4.0]

Figura 5.5: Configuracion y programacion en bloques de la ganancia saturada.

cién del bloque fueron ajustados a 0.4 V, a pesar de este cambio los parametros en el modelo
correspondiente no fueron modificados ya que el comportamiento cadtico no se ve afectado, el
unico cambio cualitativo en el sistema es la magnitud de este. El resultado ante una entrada
senoidal es presentado en la Figura 5.6 en (a) mientras que (b) es el resultado de graficar la

senial de entrada contra la salida.

5.1.4. Implementacion de la funcién tangente hiperbdlica y sigmoide

Para funciones mas complejas Anadigm ofrece un bloque con memoria Look Up Table o
LUT (Tabla de correspondencia en espanol), con la cual es posible asignar un valor de voltaje
de entrada a uno de salida por medio de una SRAM de 256 x 8 bits, el diagrama de bloques
de la LUT facilitado por Anadigm [49] es presentado en la Figura 5.7 en donde se observa
la utilizacion de un ADC de 8 bits para la digitalizacion de la sefial de entrada conectado a
la memoria SRAM con 256 direcciones y su salida un DAC, en la misma figura se tiene la
ventana para la programacién de la LUP, a este es necesario cargar un documento .CSV con
los 256 valores que se asignara a la SRAM. Por medio de la LUP es que se implementé las
funciones no lineales tangente hiperbdlica y sigmoide, esto implica que el resultado obtenido es
un aproximado a las funciones reales. El resultado de la implementacion de la funcién tanh(2V;,)
es presentado en la Figura 5.8 ante una funcién tipo rampa 6V de pico a pico con un periodo de
40ms junto a su respuesta de entrada contra salida, mientras que en la Figura 5.9 se presenta

la respuesta de la funcién de activacién o(2V;,) ante la misma entrada.

5.2. Programacion e implementacion de las HNN’s de 3 neu-

ronas

Para la implementacion de la red neuronal Hopfield en circuitos analégicos resulta conve-
niente transformar el sistemas de ecuaciones diferenciales que describen el sistema a su res-

puesta en frecuencia en base a la transformada de Laplace, consideremos la i-ésima ecuacion
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Ejec. Disparada 14.0kHz Filtro de ruido

Deten.

@ o e o oo
(b)

Figura 5.6: Resultado de la implementacion electrénica a)con entrada senoidal y b)respuesta entrada
contra salida de la funcion PWL.
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.lcokup Table - Voltage Transfer Function 7 x
256 x 8 RAM
! [ vin | Requested 3to3) | Realized [ ok | - "
X< 2971 0.000 0.000 | Look Up Table
2971 <X <2947 0000 0.000
2947 <% <2924 000D 0.000 OIIIII0
2924<X <2901 0.000 0.000 Cancel " 0 EnEnEEEa]
2901 <X <2877 0000 0.000 Vin IO Vout
2877 <% <2850 000D 0,000 8-bit Add T 8.-bit
2854 <X <2830 0000 0.000 Load... -,4 ress : Data 74 )
2830<X<-2807 0,000 0,000 Q ADC : DAC
2807 <X ¢-2784 000D 0.000 Save... [EEEENENE)
2784¢X 2760 000D 0.000 OO
2760<X <2737 000D £.000 O o
2737 <X <2713 000D 0.000 255
2713¢% <2630 0,000 0,000
2690<X <2667 000D 0.000
2667<X< 2643 0,000 0.000 Full-Scale Range Full-Scale Range
2643¢X <2620 000D 0.000
2620< %< 2597 0,000 0.000 +/- 3V +/-1.5V to +/-3V

Figura 5.7: Diagrama en bloques de la Look Up Table.

que representa el voltaje que pasa por la respectiva neurona de una HNN
n
T, = —cx;+ Zwijf(xj) + b;, (5.3)

aplicando la transformada de Laplace de la expresién anterior se tiene

L(&

Xi(s
= Xi(s)(s + ¢

= Xi(s

= —L(czi) + L (Tim wij f(z;) + b;)
—C; z( )+£( 1wl]f( )+bl)
L3 wz’jf(l“j) + bi) 7

E(Z?:1 wijf(zj)""bi)
s+c;

(5.4)

i)
)
)
)

consideremos ahora un escalamiento en frecuencia de magnitud 27 fy, para el cual se realiza un

cambio de variables s — s/(27 fy), esto da

L3 wii f(ay)+b:)

Xi(s) = s/(27rfjo)+(i (5.5)
X, _ 9 L wij f(x)+bi)

Z(S) - 7Tf0 s+27 foc;

la forma de la expresién anterior es equivalente a un filtro sumador cuyo bloque esta incluido
en la biblioteca del dispositivo analdgico programable presentado en la Figura 5.10 junto a sus
opciones y parametros configurables. La funcién de transferencia equivalente a este bloque esta

en la documentacién de AnadigmDesigner2 y viene dada por

27 fo Z?:l +GVin—i(s)

Vou - ’
t(s) s+ 27Tf()

(5.6)

donde fy es la frecuencia de corte configurable del bloque en cuestién. En base a la expresion

del filtro sumador podemos reescribir el modelo de las redes neuronales Hopfield.
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Ejec. Disparada Filtro de ruido apagado

Disparado

& o0y @ ooy [100ms
(b)

Figura 5.8: Resultado de la implementacion electrdnica a)con entrada rampa y b)respuesta entrada
contra salida de la funcion tangente hiperbolica.
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Disparadi Filtro de ruido apagado

B 100y soomy [[10u0ms 0]
(b)

Figura 5.9: Resultado de la implementacion electrénica a)con entrada sinoidal y b)respuesta entrada
contra salida de la funcion sigmoide.
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Options
Qutput Changes On: (®) Phase 1 (_)Phase 2
Input 1: @ MNon-inverting () Inverting
Input 2: (® Non-inverting (O Inverting
Input 3: O off @ MNon-inverting (O Inverting

Opamp Chopping: [ ]Enabled

Parameters
Corner Frequency [kHz]: 1 (1.00 realzed) [0.275 To 25.0]
Gain 1 (UpperInput): 1 (1.00 realzed) [0.275 To 20.0]
Gain 2 (MiddleInput): 1 (1.00 realzed) [0.275 To 20.0]
Gain 3 (LowerInput): 1 (1.00 realzed) [0.275 To 20.0]

Figura 5.10: Bloque configurable de un filtro sumador.

5.2.1. Implementacion del modelo con FA tangente hiperbdlica

Para el modelo con funcién de activacion tangente hiperbdlica es importante considerar
que el FPAA trabaja con voltajes de £3, la magnitud obtenida en la simulaciéon del modelo en
cuestion se tiene que varia de -3.2 V a 3.2 V| es entonces necesario realizar un escalamiento de
magnitud de la variable de estado x;(t) realizando un cambio de variable z1(t) — 2z1(t), esto
da

&1 = —x1 —tanhzy —4.5tanh z3
Ty = —x9 -+ tanh2z; + 3tanhzy 4 3tanhxs (5.7)
3 = —x3—tanh2x; —3tanhzs.

Para su implementacién en la tarjeta analégica se tiene

— tanh Xa(s)—4.5 tanh X
Xi(s) = 2mfp—= 2(;127%&“ 3(s) |
Xo(s) = 2 folenhEl)tstonh %) 45 tanh Xolo) (5.8)
Xs3(s) = wao*tanh(2X18(j)2);fitanhX2(s) ’

con fy = 1kHz, este valor se respeta para las restantes implementaciones. La programacion
en bloques de este circuito es presentada en la seccién de Anexo, lo mismo ocurre para
los circuitos implementados posteriores. El resultado de la implementacion de 5.8 se muestra
en la Figura 5.11 con los retratos de fase del modelo 3.5 de los planos x1 — x2 y para el plano
x1—x3 se tiene la Figura 5.12. Junto a cada implementacion se coloca la simulacion del sistema

(escalado de ser necesario) con propésitos de comparacion.

5.2.2. Implementacion del modelo con FA sigmoide

El modelo con la funcién de activacion sigmoide requiere de una escalamiento en magnitud

considerando los retratos de fase obtenidos por la simulacién, los escalamientos son x1 — 2x1,
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—1.00 = T T T
2.0 =15 -1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0

I . ; x1

Figura 5.11: Retratos de fase del modelo con funcion de activacion tangente hiperbolica para el plano
x1 — x2 en a) implementacion electrénica y a) simulacién del sistema escalado en magnitud.

Deten,

2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0

G ! 33600ms] x1

Figura 5.12: Retratos de fase del modelo con funcion de activacion tangente hiperbolica para el plano
x1 — x3 en a) implementacion electrénica y a) simulacion del sistema escalado en magnitud.
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Deten,

[l So0my

Figura 5.13: Retratos de fase del modelo con funcion de activacion sigmoide para el plano r1 — zo en
a) implementacion electrdnica y a) simulacion del sistema escalado en magnitud.

Deten, L1 2.0 A
15 -
1.0 1
0.5 |
0.0

0.5

_1.0-

—1.5

—2.0 4

& 100 gt 240,000 s ' ' ' T oa
(a) (b)

Figura 5.14: Retratos de fase del modelo con funcion de activacion sigmoide para el plano r1 — r3 en
a) implementacion electrdnica y a) simulacion del sistema escalado en magnitud.
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Deten.

Figura 5.15: Retrato de fase del modelo con funcién de activacidn ReLU con a) la implementacion
eletrénica y b) su simulacion usando el método RK-2 con un paso de integracién 1e-3 y condicion

inicial [0.1, 0].

r9 — 2.5x9 y x3 — Sx3, con lo cual se obtiene

T, = —x1+ 3.9850(21‘1) — 20(2.51‘2) -1
to = —xo+40(2x1) 4 2.7360(2.522) + 20(5x3) — 4.365 (5.9)
b3 = —x3—3.80(2a1) + 0.7340(523) + 1.532

el voltaje externo by sobrepasa el voltaje maximo con el que trabajo el FPAA, esta problemética
puede ser resulta escalando la frecuencia del sistema multiplicando la parte derecha del sistema

por una constante, sea 0.6 esa constante para obtener

1 = —0.6x1+ 2.40(2$1) — 1.20(2.51’2) — 0.6
t2 = —0.6x2+2.40(221) + 1.640(2.522) + 1.20(5z3) — 2.62 (5.10)
23 = —0.6x3 —2.260(2x1) + 0.440(5x3) + 0.92

que usando al transformada de Laplace puede ser escrito como

Xl(S) — 27Tf00.4X1 (S)+2.40’(2X;—(i%2r}01.20’(2.5X2(S))*O.()‘ ’
XQ(S) _ Qﬂ_foO.4X2(s)+2.40(2X1(s))+1.2i:72(:}.050>)(2(s))+1.2a(5X3(s))72.62 ’ (511)
Xa(s) = Qﬂ_fo0.4X3(s)72.260(2X81J(FL92)71;00.440(5X3(S))+0.92 ’

con el cual se formé el cédigo presentado en el anexo y se obtuvieron los resultados mostrados
en la Figura 5.13, junto a este resultado se presenta la simulaciéon del modelo escalado para

evidenciar similitud.
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Deten, 0.8 1
0.6
0.4 |
0.2
0.0

0.2

0.4

—0.6 4

—0.8 4

Figura 5.16: Retratos de fase del modelo con funcidn de activacion PWL para el plano x1 — x2 en a)
implementacidn electrénica y a) simulacion del sistema.

Deten,

Figura 5.17: Retratos de fase del modelo con funcién de activacion PWL para el plano xo — x3 en a)
implementacidn electrénica y a) simulacion del sistema.
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Ejec. Disparado

04  -02 0.0 0.2 0.4 0.6
200 JJ400ms 240,000 us x;
(a) (b)

Figura 5.18: Retratos de fase del modelo con funcién de activacion signo para el plano x1 — x4 en a)
implementacidn electrénica y a) simulacion del sistema.

5.2.3. Implementacién del modelo con FA ReLU(x)

Para la implementacién del con funciéon ReLLU se utilizé una fuente de voltaje externa para
generar la sefial bias senoidal sobre la neurona 1, usando la transformada de Laplace sobre el

modelo se tiene

_ —0.15X7 (s)+1.1ReLU(X (s))— 1.05ReLU(Xa(s)) —0.5sen(0.52¢) +0.8
Xi(s) = 27foy o , (5.12)
Xo(s) = 2nf,ld5Xa(s)+0. 95ReLU()§:_(§3r);(;O T5ReLU(X3(5)~075 )

con resultado en su implementacion presentado en la Figura 5.15.

5.2.4. Implementaciéon del modelo con FA PWL

De la misma forma que el modelo con funcién ReLU, el modelo con funcién PWL no requiere

de un escalamiento y su transformacién queda como

Xl(S) = 2nfy 1.685atlin(X1(s))+3.81ssj}i21;£})(2(s))72.23satlin(X3(s)) :
XQ(S) = 27/ —5.4satlin(X; (s))+1. SSaillnScXg( s))—4.4satlin(X3(s)) , (513)
Xg(S) = 27/ —4.38satlin(X; (s))—2. 221’5;1:](05(2(s))70.3sat1in(X3(s)) :

con resultado en su implementacién dado en la Figura 5.16 y 5.17 junto con el sistema escalado.
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Deten.

—0'.4 —(I).Z 0:0 0.|2 0j4 0.6
A0y [[400ms 240,000 ] X1
(a) (b)

Figura 5.19: Retratos de fase del modelo con funcidn de activacion signo para el plano x1 — x3 en a)
implementacidn electrénica y a) simulacion del sistema.

Finalmente para el modelo con funcién de activacién signo se tiene

— h X
Xi(s) = QWfO?ET)g%(S),

—t
Xo(s) = 2mfy—t2pa) (5.14)
Xg(S) _ 27rf00.65tanh(X1(s))+4tanth(s)+3tanhX3(s)

s+27 fo ?

con evidencias de implementacién en la Figura 5.18 para el plano z1 — 22 y 5.19 para el plano

T — x3.

5.3. Implementacion del modelo de hipercaético HNN de 4

neuronas

Al aplicar la transformada de Laplace sobre el modelo descrito en la ecuacién (3.25) se

obtiene

sXi(s) = —Xi(s)+ L{tanhz; + 0.5tanh zy — 3tanh zg — tanh x4}, (5.15)
sXa(s) = —Xa(s)+ L£{2tanhzy + 3tanhzs}, (5.16)
sXs3(s) = —Xs(s)+ L£{3tanhz; — 3tanhzy + tanh x3}, (5.17)
sX4(s) = —100X4(s)+ £{100tanh z; + 170 tanh 24}, (5.18)

(5.19)
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Figura 5.20: Cédigo en bloques para la programacion del modelo HNN de 4 neuronas descrito en la ec.
(5.27).
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que puede ser reescrito como

L{tanh 21 + 0.5 tanh z9 — 3 tanh z3 — tanh x4}

Xi(s) = = : (5.20)
Xo(s) — L{2 tanh ;Z2+—|—13 tanh $3}’ (5.21)
Xals) = L{3tanhz; — itjnlh x9 + tanh 3:3}7 (5.92)
Xi(s) — L£{100 tanhsfvjr —|1—OE7O tanh x4} ' (5.23)

Notemos que el valor de wq; = ¢4 = 100 y wyy, estas ganancias generan una problemética en

la implementacién en circuitos electrénicos. En especifico, al comparar con el filtro dado por

ANZ2 descrito en la ec. (5.6) notemos que el termino con fy debe ser igual, de esta manera

reescribamos y escalemos en frecuencia el sistema por un factor de 0.25 kHz y 25 kHz para

obtener

27(0.25kHz)
s+ 2m(0.25kHz)

27(0.25kHz) }
s+ 2m(0.25)kHz

27(0.25kHz)
s+ 2m(0.25kHz)
1 27(25kHz)
25 s + 2m(25kHz)

L{tanh z; + 0.5 tanh 9 — 3tanhz3 — tanh x4},  (5.24)

L{2tanh x9 + 3 tanh x3, (5.25)

L{3tanhz; — 3tanh zo + tanh 3}, (5.26)

L£{100 tanh z; + 170 tanh 4}, (5.27)

de esta manera las ganancias de wi; y wgq son escaladas a 4 y 6.8 respectivamente. De la

expresion anterior podemos notar que las ganancias han sido escaladas y es posible un imple-

mentacién en la tarjetas analdgicas configurables como se muestra en la Figura 5.20 . Al ser

un sistema de 4 dimensiones se tiene un posible de 6 retratos de fase distintos. En la Figura

5.21 se presentan dos retratos de fase tanto en simulacién como en su implementacién x; — x4

y T2 — x4 respectivamente.
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iy
ry

-0.8 <06 <04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

() (d)

Figura 5.21: Retratos de fase del modelo con de 4 meuronas para el plano r1 — x4.



92 CAPITULO 5. IMPLEMENTACION DE LAS REDES NEURONALES HOPFIELD



Capitulo 6

Desarrollo de una interfaz como

metodologia para la implementacién
del modelo HNN

La metodologia para la implementacién en un ambiente de circuitos electrénicos requiere
que cualquiera que desee implementar una red neuronal Hopfield sea capaz de hacerlo al se-
guir una serie de pesos previamente estructurados. Como metodologia entonces, se propone
el desarrollo de una interfaz especifica en Qt-Python la cual capture los parametros de la red
neuronal Hopfield de 3 y 4 neuronas asi como también las funciones de activaciéon de cada una
de las neuronas. La interfaz en cuestion generara un archivo el es cargado en la tarjeta que
autométicamente la configura para tener el comportamiento de la HNN deseada. La captura
de las funciones de activaciéon puede ser expresamente a través de su expresiéon matemaética o
también a través de un archivo de texto con 256 con su valor equivalente considerando una
entrada de voltaje de -3V hasta 3V.

6.1. Topologia de los circuitos en AN2

Para la generacién en texto de los circuitos con equivalencia al modelo de red neuronal se
desarrollaron distintas topologias dependiendo del las caracteristicas del modelo que se desea

implementar. En general se desarrollaron 4 topologias distintas:
= Modelo HNN de 3 neuronas sin bias.
= Modelo HNN de 3 neuronas con bias
= Modelo HNN de 4 neuronas sin bias.

93
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Tabla 6.1: Modulos configurables analdgicos usado en el diserio de las redes neuronales junto con su
codigo en hexadecimal.

Nombre Disefio Expresién Cédigo en
en AN2 del bloque equivalente hexadecimal
Gainlnv Vout = — CC:):t Vin 0xCin, 0xCip, 0xClout, 0xCloyt
GainHalf Vout = £ 52 Vin 0xClyt, 0xClip,
Vout = =+ gm? inl
SumDiff + %nB in2 OXCouta OXCinAa 0XCi'nB7 OXOinC
Cinc
+ Cout in3
Vout (s) — iCm,A il
SumInt s Cout T 0xCina, 0xCinpg, 0xClous
+ CinB
Cout in2
255 ¢ ( 6+0

o RASE O
Tranfer Vit = F(Vin) 0xZ2 f (=3 + 555) »
Function out = m

255 6%255

0x 5> (_3 + 255 )

0x81, Vit =2V
Voltage Vot = £2V o t

0x18, Vo = —2V

Para cada uno de estos se desarrollo un circuito distinto en AN2, generando con este con archivo
de texto en hexadecimal con los médulos configurables analdgicos y la conexién entre ellos, este
mismo archivo de texto es posteriormente modificado por la interfaz en Qt-Python para ser
cargado en la tarjeta. Entonces es importante dar las especificaciones de cada modulo utilizada,
los distintos médulos utilizados para la topologia de los circuitos para los distintos modelos se
resumen en la Tabla 6.1, en donde se presenta el nombre que asigno AN2, el disefio de bloque,
su ecuacién equivalente y su cédigo equivalente en hexadecimal. En base a las expresiones de
la Tabla 6.1 podemos una de las variables de estado del modelo de las HNN de 3 dimensiones.

Tomemos la i-ésima, variable expresada de la forma

—¢i Xi(s) + wirg1(X1(s)) + wizg2(X2(s)) + wizgs(X3(s))

Xi(s) =27 fo

; (6.1)
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donde g; es la funcién de activacion de la i-ésima neurona y 27 fj es el escalamiento en frecuencia
del sistema. Su equivalente usando los mddulos analdgicos configurables en el ambiente de
programacion AN2 es presentado en la Figura 6.1a, en este caso especifico se utilizo la la
variable #; y correspondientemente se colocaron etiquetas en las entradas y salidas de los
bloques. En la Figura 6.4b se coloco la topologia utilizada para la implementacién de las 3D-
HNN con bias, en este caso se agrego una sefial interna de voltaje de 2 volts, para especificar
el valor requerido se coloca una ganancia a su salida. La conexién externa de la tarjeta para la
implementacion de dichas topologias es presentada en la Figura 6.1c con un diagrama ilustrado,
cada conexién entre las celdas de salida o entrada de FPAAs se ilustra con un cable de cierto
color, del lado derecho de la misma figura se coloco el numero de FPAA junto a la celda de
entrada o salida a la que va conectada. Asi mismo se da la indicaciéon de habilitar dos DIP
switch de la tarjeta, en especifico, el DIP switch del FPAA 1 que conecta su salida 4 con la
entrada 1 del FPAA 2, y el DIP switch del FPAA 2 que conecta su salida 4 con la entrada 1
del FPAA 3.

Para la topologia de los circuitos para la implementacién de las 4D-HNN primero notemos
que la transformada de Laplace de una de sus variables de estado tendria una forma similar al
de la ec. (6.1), es por esto que la estructura de la topologia que similar, esta es presentada en

la Figura 6.2 junto con la configuracién externa de la tarjeta.

6.2. Desarrollo de la interfaz en Qt-Python

Cada uno de los circuitos realizados en la seccién anterior generan un archivo de texto en
hexadecimal con la configuracién interna de la tarjeta, este mismo archivo puede ser cargado
a la tarjeta para configurarla con alguno de los modelos de la red neuronal Hopfield. Con base
en este archivo de texto es que se desarrollo una interfaz capaz de tomar los pardmetros y
la funcién de activacién introducidos por un usuario e implementar el modelo descrito en las
tarjetas analdgicas sin la necesidad que el usuario pase por todos los pasos de diseno de la red.

En la Figura 6.3 se desglosa el archivo de texto que configura el primer FPAA de tarjeta al
implementar el modelo de red neuronal con la FA PWL, en esta imagen se resalta y describe
cada uno de los médulos analégicos en su cédigo hexadecimal. Notemos que el multiples ocasio-
nes las expresiones que representan cada bloque requieren de dos o mas valores de capacitancia
Cin ¥ Cout, estos son valores hexadecimales entre 0 y FF que indican el valor de una ganancia

de la forma:
Ci

)
C(out

dado que el valor de estas capacitancias esta acotada entre 256 valores posibles existe la po-

k= (6.2)

sibilidad que k se descrito de multiples, una o cero formas. Para hallar un valor adecuado de
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LOAD ORDER: 1 __

! FPAAL 11 — FPAAZ O4
| FPAAl 12 — FPAA3 04
PAAD 12 — FPAA3 105
FPAA3 12 — FPAAL 04

Figura 6.1: Diagrama de la conexidn interna a), b) y externa en c¢) de la tarjeta analdgica embebida
para la topologia de los circuitos de la implementacion de las 3D-HNN.
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LOAD ORDER: 1

3

FPAA]
FPAA1

= [PAA2
FPAA2
FPAA2
FPAA3

97

I1 — FPAA2 04
12 — FPAA3 04

[2 — FPAA3 07

105 — FPAA4 106
107 — FPAA4 105
105 — FPAA4 107

Figura 6.2: Diagrama de la conexion interna en a) y externa en b) de la tarjeta analdgica embebida

para la topologia de los circuitos de la implementacion de las 4D-HNN sin bias.
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@x08, 0x00, \0x08,| oxea, @xed, axD5,
Bx84, Bx02, w20, \Bx2D, OxB0, Oxbd,
8x04, Ox408, Ox8P, §x00, Ox02, Ox2A,
exDE, 8x@1, Ox18, 8x82, OxFF, ©x0a,
Bx0a, Ox08, ex1e, \0x08, 9xed, exda,
BxFC, [ex64, Bxbd, OxDF, BxDF,| ©x24,
Bx82, @x0l, Ox13, BiBS;-BxSI, oxel,

, @x81, @x81, @xec,
, 0x00, 0x30, 0x00,
@x10, 0x0e, Px3A, Ox3A, OxDD, OxDD,] OXFA, OxBA, Ox0A, Ox2A,

S0 000000

28
D8, Bx@3, 8x1l, exel,
19
x85

0x20, 0x00, OxDO, OxPe, 0x20, 0x0e,

0x00, 0x99, Ox00, Ox20, Ox01, OxC1, Ox01, Ox81, Ox0C, 0x08,
Bx12, @x@1, 8x82, 0x0l, 0x19, Ox01, Ox82, 0x008, Ox05, 0x0a,
@x1D, 8xP1, Bx81, OxFF, OxFF, BxFE,|-8xFF, PxFE, OxFF, OxFE, 2 00
ex12, 8x1, @x82, BxB1, Ox19, Bx81, Bx82, Bx81, Ox13, Ox88, 0410, Bx81 rﬂ‘31r1axaa ex1e, 8xec,

Ox2A, @xCD, @x@8, Bx1B, 0x20, 0x00, 0x20, ©x00, @x90, 8x80, 0X20, 0x00, OxX05, OxOL, BxAl, 3;4@3—,—}
ex1@, @x81, 0x05, 9x9l, MMHme—wm—aﬂHma—maa, BxFF, EleF, BxFF, Ox80, Bx2A,
BxCF, @x09, Bx85, BxA8, @x05, Bx1d, 0x2D, Oxd8, 0x2A, OxD9, 0x09, Ox08, Bx30, Bx02, @x18, Ox02,
Ox14, @x02, @xB1, BxFD, Bx2A, OxCO, OxOA. 0x07, @x1B, 6x80, 8x03, OxA1, Ox19, Ox@1, @xd48, Bx2A,
0xD6, @x@A, @xBA, BxB2, Bx13, 0x02, OxB1, 0x00, @x5, 8x82, 015, 0x02, OxB1, Ox2A, @x80, x10,
bx00, Ox47, Oxd7, Oxd7, Ox47, Oxd7, Oxd7, Oxd7, Oxd7, OxA7, Oxd7, Ox47, Oxd7, Oxd7, Ox47, Oxd7,
Pxd7, Ox47, @x47, Ox47, @x47, Ox47, OxA7, OxA7, Oxd7, Ox47, Oxd7, Ox47, @xd7, Ox47, @x47, exd7,
Bx47, Ox47, @xd7, Ox47, @xd7, Bx47, @x47, Ox47, Ox47, Ox47, 0x47, Ox47, Ox47, Ox47, @x47, Ox47,
Bx47, @x47, @x47, Ox47, Ox47, Ox47, @x47, OxA7, Ox47, Ox47, 0x47, Ox47, 0x47, Bx47, @x47, Ox47,
Bx47, @x47, @x47, Ox47, @x47, Bx47, ©x47, OxA7, Ox47, Ox47, 0x47, @x47, Ox47, Bx47, @x47, @x47,
Bxd7, Bx47, Ox47, Ox47, Ox47, Oxd7, OxA7, Ox47, Oxd7, Ox47, x47, Ox47, @x47, Ox47, Ox47, exd7,
Bxd47, ex47, exd7, ox47, ox47, Oxd7, Gxd7, 0xd7, @x47, 0xd7, Ox47, 0x47, Oxd7, exd47, @x47, exdA,
BxdD, Bx50, Bx53, @x56, @x59, Ox5C, OxSF, Ox62, Ox65, Ox68, @x6B, Bx6E, @x71, @x74, @x77, OxTA,
Bx7D, ©xBO, @x83, Ox86, 0x89, Ox8C, OxBF, @x92, @x95, Ox98, @x9B, Bx9E, @xAl, OxA4, BxA7, BxAA,
BxAD, @xBO, OxB3, OxB6, OxB9, OxBY, @xBY, OxBY, OxBY, OxBY, OxBI, OxBI, @xB9, OxBI, OxBY, OxBI,
BxB9, @xB9, @xB9, ©@xB9, OxBY9, OxB9, OxBO, OxB9, @xB9, @xB9, @xB9, OxB9, @xBI, OxBY, O@xB9, OxB9,
BxB9, BxB9, @xBO, BxB9, BxBY, BxBY, @xBO, BxB9, OxBY, ©xB9, OxBY, OxB9, BxB9, BxB9, @xB9, OXB,
BxB9, BxB9, @xBY, BxB9, @xBY, BxBY, BxBY, BxB9, OxBY, BxBY, BxBY, BxBY, BxBY, BxBI, @xB9, BXBY,
BxB9, @xB9, BxBY, BxB9, @xB9, BxBY, OxBY, OxBY, OxBY, OxBY, BxBY, OxBY, BxBY, BxB9I, BxBY, BXB9,
PxB9, @xB9, OxB9, OxBY, OxB9, OxBY, OxBY, OxBY, OxBY, OxBY, OxBY, OxBI, @xBI, OxBI, OxBY, OxBI,
PxBY, GxB9, OxB9, OxBY, GxBY, OxBY, GxBY, OxR9, PxB9, BxBY, BxBY, BxBY, BxBI, OxABY, OxBY, OxB9,
@xBI, Ox2A, Ox80

k30,
:FF.|-@¥-?=#-,—@-7«J='

DRIV D0 E
ol
-

Figura 6.3: Codigo hexadecimal que describe la topologia del circuito de las 3D-HNN.
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'

G>0[G>100

g = round(G, 2)

i =255 = 255
v ‘

> FIN

t

. = HEX(i)
Cour = HEX())
b j=i-1

Figura 6.4: Diagrama de flujo para hallar los valores adecuados de las capacitancias Ciy y Coys -

Cin v Cout se desarrollo el algoritmo presentado en la Figura 6.4, este algoritmo es llevado a un
método de Python en donde se solicita un argumento G' que representa la ganancia requerida.
Notemos del mismo algoritmo que es necesario algiin método round(-) que permita redondear
la ganancia a dos decimales.

La interfaz desarrollada en Qt se presenta en la Figura 6.5 con cada una de sus secciones
desglosadas, en esta se debe seleccionar la dimensién de la red neuronal, ingresar sus parametros,
asi como también las distintas funciones de activacion de la red neuronal. Como es mencionado
al inicio de la seccién, las funciones de activacién pueden ser descritas por algunas expresiones
matematicas o cargadas por un archivo de texto con los 256 valores de la funcién de activacion

discretizada.
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Descripcitn o carga de las
funciones de activacion

Generacidn de
codigo en
hexadecimal

7 Redes neuronales Hopfield en FPAAs

Dimensidng—

Parimetros

Figura 6.5: Interfaz desarrollada en Qt-Python para implementar diversos modelos de redes neurona-
les Hopfield.
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Capitulo 7

Modelo de HNN con infinitos

atractores

Esta seccion da el andlisis, desarrollo e implementacién de un sistema cadtico de infinitos
atractores usando el modelo de red neuronal Hopfield de 3 neuronas. Para esto se retoman
distintos topicos explicados en capitulos pasados como son los puntos de equilibrio, eigenvalores,
la representacién del modelo HNN en filtros pasabajas, diagramas de bifurcacion y exponentes
de Lyapunov.

El desarrollo de sistemas cadticos de multiples atractores no solo es un tema de interés
debido a su significado en modelo de sistemas fisicos, sino que también tienen una variedad de
aplicaciones de la ingenieria y el su diseno ha sido previamente reportado [50].

Finalmente, en este capitulo se implementa el modelo propuesto en la tarjeta analdgica

embebida, cuya programacién se genera en base a la interfaz desarrollada en el capitulo

7.1. El modelo propuesto

En la bisqueda de una simplificacién en la implementacion electrénica de un sistema HNN

cadtico se propone el siguiente modelo de red neuronal

X 1 0 w12 0 g(l'l)
1:2 = — | T2 + 0 0 w13 X9 5 (71)
x3 x3 w31 w32 W33 x3

donde g(x1) es una funcién no lineal. Notemos que las funciones de activacién para xg y 3 han
sido sustituidas por la funcién identidad f : x — z. Esta propuesta considera los requerimientos
minimos para la existencia de caos, siendo estas la no linealidad y la irreducibilidad de un

sistema dindmico de 3 a uno 2 dimensiones por medio de alguna transformacién. El Jacobiano

102
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del modelo propuesto esta dado por

-1 w12 O
J = 0 -1 wa3 y (72)

wa1g (x1) wsa —1 4 wss

y alrededor de los PE podemos caracterizar el comportamiento del sistema no lineal al calcular

los eigenvalores calculados por

A+1 — W12 0
‘)\I - J| = 0 A+1 —wo3 s (73)

—wsz1g'(x1) —ws2 A+1—ws3

que da la ecuacién caracteristica

Og(x
/\3 =+ (3 — w33))\2 + (3 —2ws33 — w23w32))\+ (1 — W33 — W3W32 — wlgwggwgl'grll)> =0. (7.4)

En base a la funcién no lineal propuesta tenemos dos posibilidades: g(z) = 0 o g(z) > 1, para

la primera se tiene que los eigenvalores estan dados por

\/w2 + 4w23w32
A= —1, )\273 = W3 _ 1+ 53 (75)

2 2 '

de esta manera podemos decir que, para que todo PE para el cual g(&) = 0 sea hiperbdlico de

indice 2 es necesario que se cumplan

wsgz > 2, w§3 + dwozwsy < 0. (76)
Por otro lado para 8%7(5) > 1 tenemos
w33 asg
A= —— — -1 7.7
1= tot+ ~-1, (7.7)
Moy = 38 92 M 1, (7.8)
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glxq)

-3 -2 -1 1] 1 2 3
T

Figura 7.1: Funcion no lineal de activacion propuesta.

donde

o o= Ao ) (7.9)

1/3
ay = (y/ai — a3+ a4) (7.10)

2
w3s W23W32

a3 = 9 + 3 R (7.11)
w3 | W2sWspWs3 | WiaWazWs aga(;ﬁl) (7.12)
ap = —= .
* 27 6 2 ’
g(x1)

considerando que o es mucho mas grande que cualquiera de los pesos se tiene que ay > 1,

1
que a su vez implica que a3z < a4, ademas que as > 1, que a su vez indica que a3 < as y que

por lo tanto implica que a; > 1i. Sustituyendo estos resultados en ec. (7.8) tenemos
«
Al ~ 9, )\2,3 ~ —72 + aq, (713)
y que por lo tanto indica que todo PE para el cual se cumple que %ﬁl) > 1 es hiperbdlico
de indice 1. Es sabido en un sistema cadtico que los atractores se forman cuando entre dos
PE hiperbdlicos de indice 2 (eigenvalor con real positivo y dos complejos conjugados con parte

real negativa) hay un EP hiperbélico de indice 1 (eigenvalor con real negativo y dos complejos

conjugados con parte real negativa) [50]. Es por esta razén que se propone la funcién no lineal

g(z1) = ceil(z1) — 0.5, (7.14)
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como la funcién no lineal implementada en el modelo, en este caso la funcién ceil(z) por su

parte esta definida por
ceil(z) =n, tal quen —1<x < n,para todon € Z. (7.15)

Para la ubicacién de los puntos de equilibrio se debe resolver

—x1 4+ wiexs = 0, (7.16)
—xo 4+ wozxsy = 0, (7.17)
—3 + w319(x1) + w32w2 + w33z = 0, (7.18)
por lo tanto se tiene x9 = —x1 /w12 y x3 = x1/(wi2wa3), sustituyendo en la tltima expresién
de la ec. (7.18) se tiene
14 Ws2 _ _wss
g(xl) = w12 w12W23 71, (7.19)
w31
y por lo tanto los puntos de equilibrio del sistema propuesto dependen la cantidad de veces que la
w3y w33y
funcién no lineal g cruce por la recta de pendiente W Si selecciona wyg = wag = —1,

w31 = 1 y w3z = w33 se tiene que los puntos de equilibrio del sistema son dependientes de

g(z1) = 21, (7.20)
Tro = —I1, (7.21)
r3 = T71. (7.22)

Considerando esta funcién no lineal se tiene un punto de equilibrio cada k € Z en (g, —%, %)

como se observa en la Figura 7.1, en la cual se grafica la funcién no lineal g(z) en azul y en
rojo la recta que representa la funcién identidad y cuyos cruces indican el valor del EP en x;.
Adémas, bajo los pesos considerados se puede retomar la segunda desigualdad de la ec. (7.6)
para obtener

waz(wsg —4) >0 = wsz <4, (7.23)

de esta manera los valores para wss v w33 deben ser mayores a 2 pero menos a 4.
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7.2. Retratos de fase, diagramas de bifurcacién y exponentes

de Lyapunov

Tras el andlisis desarrollada el modelo de HNN con infinitos atractores queda definido por

.’tl I 0 -1 0 g(x1)
.fg = — |T2 + |0 0 -1 T2 y (7.24)
T3 x3 1 wsz2 wss x3

el cual al aplicar el operador divergencia da
V. -f= -3+ wss, (725)

al ser una constante se tiene como criterio para la existencia de atractores que wss < 3.

Al analizar el sistema numéricamente se encontré el fenémeno de multiestabilidad, para
que este ocurra el estado de un sistema debe ser dependiente de la condicién inicial aun en
zonas no cadticas. Para ilustrar este comportamiento se desarrollaron los retratos de fase de la
Figura 7.2, en donde se inicio el sistema con las condiciones iniciales siguientes: (0.01,0,0) en
celeste, (—0.01,0,0) en rojo, (—1,1,0) en verde, (—0.1,—0.2,0) en amarillo y (—0.5,—0.2,0.5)

en azul, como se observa cada condicién inicial lleva a un comportamiento distinto.

Por otra parte, en busca de un comportamiento denso y sabiendo que w32 = w33 se desarrollo
el diagrama de bifurcacién de maximos locales que se muestra en la Figura 7.2a. En este
diagrama de bifurcacién se observa que a partir de w3z > 2 existe un pequeno periodo de
periocidad para después volverse un sistema denso. Para valores de w33 < 2 se encuentra un
comportamiento de punto fijo mientras que para valores de ws3 > 2.75 el sistema se vuelve
desacotado. Adémas, todos los atractores se presentan en los puntos de equilibrio hallados y por
lo tanto se dicen auto-excitados. Un comportamiento hallado muy interesante fue la extrema
multiestabilidad del sistema dindmico propuesto, esto es, la respuesta del sistema es diferente
dadas ciertas condiciones iniciales. El retrato de fase en tres dimensiones es presentado en
la Figura 7.2 donde se forma un total de 15 atractores en un tiempo de 1500 segundos de
simulacién, sin embargo, esta cantidad de enrrollamientos depende del propio tiempo, para

simulaciones mas largas se halla una mayor cantidad de atractores.

Para identificar si la zona densa identificada por el diagrama de bifurcacion es cadtica se
hallaron los exponentes de Lyapunov variando ambos parametros wos y wss. Para la obtencion
de los LEs la funcién ceil(z) genera problemas en el algoritmo debido a su no discontinuidad

en cada entero, es por esta razén que para la obtencion de los LEs se desarrollo la funcién
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-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1

T

(a) Plano 1 — x3 del modelo propuesto con w32
w33z = 1.98.

I
(c¢) Plano 1 — z3 del modelo propuesto con wsz =
w33z = 2.05.

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1
T

(b) Plano z1 — z3 del modelo propuesto con wsz =
w33 = 2.

I
(d) Plano 1 — z3 del modelo propuesto con wsz =
w33z = 2.2.

& O F semmme st s
61 BRI
0.5 ¢
0 Hz
-1E B E
2 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7
W32, W33
(e) Diagrama de bifurcacion. (f) Retrato de fase tridimensional del modelo propues-
to.
Figura 7.2: a) - d) Retratos de fase del sistema propuesto variando los pardmetros wss = wsz; €)

diagrama de bifurcacién de mdximos locales con condiciones iniciales (0.1,0,0) y limitando el sistema
a un total de 10 atractores; y e) retrato del fase tridimensional con wse = wssz = 2.2.
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(a) Funcién truncada descrita en la ec. (7.26). (b) Exponentes de Lyapunov usando la funcién conti-
nua truncada descrita en ec. (7.26).

Figura 7.3: a) Funcidn truncada utilizada para el calculo numérico de los exponentes de Lyapunov
mostrados en b).

continua descrita por

1

1 1
1+ekr 14 e—k(ﬁl)) N

1 1 1
05 (_ 1+ ek(z—1) + 1+ e—kx) + 1'5m, (7.26)

donde k es un ntmero positivo mucho mayor a 1. La grafica de esta funcién es presentada

en la Figura 7.3a en donde se evidencia que la funcién continua disenada es un truncamiento
de la funcién inicialmente propuesta en la ec. (7.14) a solo 4 escalones, sin embargo, esto solo
afecta a la cantidad de enrrollamientos del sistema. Los exponentes encontrados con la funcién
truncada son presentados en la Figura 7.3b, el exponente maximo concuerda con la zona densa
encontrada por los diagramas de bifurcacién y entonces se puede afirmar que el sistema es
cadtico. Ademas, los exponentes para valores de wog = wss concuerdan con los retratos antes
mostrados en donde se haya un comportamiento de punto fijo para wss < 2 y ciclo limite en

w3z = 2.

7.3. Implementacion en un ambiente electréonico

La implementacion electrénica del modelo de infinitos atractores propuesto fue desarrollada
utilizando la interfaz presentada en la seccién anterior, la configuracién es en base a los pesos
y funciones de activaciéon del modelo en la ec. (3.25). Con lo que respecta a la funcién no

lineal, su implementacion en la tarjeta analdgica requirié de la opcién de "Load“ en la seccion
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de funciones de activacion de la interfaz, en la cual se debe cargar un archivo en formato de
texto con 256 valores asignados para una entrada entre voltajes de -3V a 3V. En la interfaz se
cargaron varios archivos con funciones de activacion distintas pero basadas en la presentada

con anterioridad. Para la creacion de un modelo con doble enrrollamiento se utilizo la funcién

=05 () 05 (1) )

para la creacion de un modelo con 4 enrrollamientos se utilizo la funcién truncada descrita en

descrita por

(7.26), mientras que para un sistema de 8 enrrollamientos se utilizo la funcién

1
= 15—
9() ’ (1 + ek(“r?))

15 1 1
14 \ 1 4 ¢ k@+3) 14 gk(@t3)
1 3 1 1 n
14 e k@t 14\ 14+ efk(:c+7) 1+ e k(@)
3 1 1 n 9 1 n
14 \1+4e k@ + ek a—32) 14\ 14 efk z—32) 1 + o—k@—%)

n ! +1.5 - (7.28)
14\ 14 e—k($—7) 1+ 6—k($—7) “\1 + e k(@=3) .

El desarrollo de estas multiples funciones es debido a las limitaciones en hardware, recordando

que los FPAA utilizados trabajan con voltajes de -3V a 3V. Los resultados de la implementacion
son presentados en la Figura 7.4 mostrando el retrato de fase para el plano x; — x2 usando las

multiples funciones de activacién propuesta.
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(a) Sistema 3D-HNN con 2 enrrollamientos. (b) Sistema 3D-HNN con 4 enrrollamientos.

(c) Sistema 3D-HNN con 8 enrrollamientos.

Figura 7.4: Implementacion en electronica del modelo de HNN con maltiples enrrollamientos.
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Conclusiones

Conclusiones del avance 111

En el Avance de Tesis III se desarrollo un algoritmo para la obtenciéon de la media de
la divergencia considerando la posibilidad que el sistema sea desacotado, para probar que el
sistema es acotado numéricamente, se elabor6 un teorema en donde se demuestra que la norma
de la media de la velocidad de las variables de estado se aproxima a cero conforme el sistema
evoluciona. Con este algoritmo se demuestra que los modelos HNN estudiados son acotados y
disipativos, es decir, contienen atractores.

De la literatura se encontré un modelo de red neuronal Hopfield de 4 dimensiones con u
comportamiento hipercadtico. De dicho modelo se verificaron los resultados de la literatura
obteniendo los respectivos diagramas de bifurcacién y exponentes de Lyapunov confirmando el
comportamiento afirmado. En base a este modelo se desarrollaron las ecuaciones de disefio para
la implementacién en la tarjeta analdgica embebida, esta implementacion fue realizada en base
a filtros analégicos. Dicho diseno fue implementado en FPAAs con resultados satisfactorios.

Se desarrolld una interfaz en Python como metodologia para la implementacion de la redes
neuronal Hopfield de 3 neuronas con y sin sefial inhibitoria externa. Para el desarrollo de esta
interfaz fue necesario de la elaboracion de distintas topologias de circuitos descritas en codigo
base a bloques en el ambiente de programacién de AN2, estas topologias generan un archivo de
texto con los médulos, su configuracién y la configuracion de la tarjeta, y por lo tanto, puede
ser editado para ser controlado por la interfaz.

Finalmente, se disefio un modelo HNN el cual puede contener infinitos atractores, lo cual
ofrece multiples dindmicas a la red neuronal, entre ellas la multiestabilidad. Para el disefio
de esta red se utilizaron herramientas previamente establecidas y se hizo especial énfasis en
diseniar tipos especiales de puntos de equilibrio. Esta misma red fue implementada usando la

interfaz disenada en Python con resultados adecuados.

112



Ponencia en congreso y publicacién

THE FACULTY OF ENGINEERING AT UNIVERSIDAD PANAMERICANA CERTIFY THAT

Diego Ruiz Sanchez de la Vega

Has participated as speaker in a talk entitled
“Rich dynamics of a Hopfield neural network and its analog
circuit realization"

During the 4th Meeting for the Dissemination and Research in the Study of Complex Systems and their Applications
(EDIESCA 2024), Awared in Aguascalientes México, October 28-30, 2024.

o~

Mtra. Mercedes Urzua Gonzilez Dr G/uillern-!o _]',l“e"“,C“"lla’ Dr. Héctor Eduardo Gilardi Veldzquez
Dean Faculty of Engeneering Head of Asociacién Mexicana de Head Chair EDIESCA2024

Universidad Panamericana Sistemas Dindmicos y Complejidad Faculty of Engeneering
Campus Aguascalientes Universidad Panamericana
Campus Aguascalientes

113



114 PONENCIA EN CONGRESO Y PUBLICACION

Rich dynamics and analog implementation of a Hopfield neural network in integer and
fractional order domains

Diego S. de la Vega®, Jesus M. Munoz-Pacheco*®, Olga G. Félix-Beltrin®, Christos Volos®

“ Faculty of Electronics Sciences, Benemérita Universidad Autdnoma de Puebla, Puebla, México
b Laboratory af Nonlinear Circuits, Systems Complexity (LaNSCom), Departiment of Physics, Aristotle University of Thessaloniki, Thessaloniki, Greece

Abstract

Several synaptic weight matrices have been proposed for Hopfield neural network (HNN) models, where chaotic dynamics may
arise. Contrary to those works, this manuscript aims to present a synaptic weight matrix where every entry can be set as an integer,
harvesting an elegant chaotic HNN from a chaos theory point of view. Analytical and numerical analyses such as equilibrium
points, bifurcation diagrams, Lyapunov exponents, and basins of attraction demonstrate that the proposed HNN exhibits complex
behaviors across a wide range of parameter values. Also, we extend the study of the HNN into the fractional order domain.
Moreover, the design and implementation details of the proposed neural network using field programmable analog arrays (FPAAs)
are thoroughly discussed. This includes the various components and their configurations, highlighting how they contribute to the
overall functionality of the neural network. As a result, we found a strong correlation between numerical simulations and SPICE

circuit simulations.

Keywords: Hopfield neural network, Chaotic systems, fractional calculus, analog circuit, FPAA.

1. Introduction

Mathematical models of nonlinear dynamical systems are
present in almost every aspect of science since they can model
most time-evolving phenomena, such as chaos. Chaotic dy-
namics manifest in many natural systems, including classical
mechanical systems [1], electronic circuits [2], biological sys-
tems [3], among others. Indeed, mathematical models for ar-
tificial neural networks generating chaos have also been pro-
posed in recent works [4]. Artificial Neural Networks (ANNs)
are inspired by biological neural networks defined as a system
of elements called neurons that can send, receive, and com-
pute signals and exhibit rich and complicated dynamics like
the human brain [5]. In literature, one can find different mod-
els for ANNs, such as convolutional, recurrent, feed-forward,
de-convolutional, and so forth. Among them, Hopfield Neural
Networks (HNNs) are a key focus of extensive research in the
field of ANNG. First proposed by J. Hopfield [6], HNNSs are ap-
plied for pattern recognition but with a simple architecture. In
addition, the chaotic phenomena may also arise in HNNs. Re-
cent investigations have discovered chaotic [3], hyperchaotic
[2] behaviors with single-scroll attractors and double-scroll at-
tractors [7]. For instance, Bao et al. [3] established a tri-neuron
network (3D-HNN) with chaotic behavior, where the results
were demonstrated theoretically and experimentally by dynam-
ical tools and electronic devices, respectively. Apart from the
network topology, the entries of the synaptic weight matrix are

*“Corresponding author
Email address: jesusm.pacheco@correo.buap.mx (Jesus M.
Munoz-Pacheco®)

Preprint submitted to Elsevier

fundamental for chaos generation. Therefore, chaotic behavior
with different values for the weight matrix has been proposed
and experimentally validated using analog or digital circuits.
From a chaos point of view, Sprott [8] proposed that new
chaotic systems must have at least one of the following criteria:

e The system should model some unsolved problem in na-
ture.

¢ The system should exhibit some unseen behavior.

e The system should be simpler than all other known ex-
amples exhibiting the observed behavior.

Simplicity in a system refers not only to the number of pa-
rameters and variables but also to the digits in the parameters of
a chaotic system. In this framework, we have found an integer-
valued synaptic weight matrix generating chaotic patterns in the
HNN, yielding an elegant neural network satisfying the third
Sprot criteria.

On the other hand, fractional-order calculus is a mathemati-
cal branch considered a generalization of integer-order calculus
[9]. Inrecent years, fractional calculus has become a relevant
tool for modeling and offering new dynamics to new and pre-
viously proposed systems. For instance, the study of the frac-
tional version of Chua’s [10], Lorenz [11], and Rossler [12]
systems. There is a tendance in recent years to explore the frac-
tional order version of a chaotic system to investigate its impli-
cations in chaos generation [13, 14, 15] since fractional calculus
provides an extra degree of freedom in chaotic systems, result-
ing in undiscovered dynamics. In this manner, fractional-order
features allow us to describe natural phenomena and provide

November 29, 2024
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Anexos

.1. Codigos en AnadigmDesigner2 para la implementaciéon de

las redes neuronales de 3 dimensiones

Clocks: FPAAL

Master Clock - ACLK (fe) 16 MH:
Sysrem Clock 1 (sysl =fe /1) Jd MH: Sysrem Clock 2 (sys2=fe /1) 1o MH:

Clock 1 (sysl/4) JMH:
Clock 3 (sys1/ 64) 250 kH:
Clock §(sysl /1) 16 MH:

Clock 4 (vl /1)

Configurable Analog Modules: FPAAL

Options Parameters Clocks
Output o Corner Frequency |
Change: O 1132 ] pEg
Input 1 Irverring Cain 1 (Upperlnput)
Input 2 [Frverting Gain 2 (Lowerlnput)

Input3 OF

TransferFunetionl Output Hold O
(TransferFunction
vl 0.1

Figura 5: Programacion y configuracion del FPPA 1 para el modelo con funcién tangente hiperbdlica.
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.1. CODIGOS EN ANADIGMDESIGNER2 PARA LA IMPLEMENTACION DE LAS REDES NEURONALF

LOAD ORDER: 2 Clocks: FPAA2

Master Clock - ACLK (fe) 16 M=
System Clock 1 (aysl =fe /1) 16 ME:

System Clock 2 (ays2 =/ 1) 16 MH:

Clock 0 (sy:1 /64) 230 kH: Clock1 (sysl / 4) 4 MH:
2 MH: Clock 3 (sysl / 64) 250 kH:
16 MH: Clock § (sys1 /1) 16 MH:

Configurable Analog Modules: FPAA2

Name Options Parameters Clocks
[FumFilter2 Ourput o, Corner Frequency 250 kHz (Chip Clock|
i [ {kiz) Clockd )
Tnput1 Non-irs Cain1
Taput 2 (UpperTuput)
- Taput 3 Gain 2
‘inadigm (Approved) ah (MiddleTapur)
Gain 3
(LowerTaput)
[Tramsfer Fanction® wtput Hold On 250 kH: (Chip Clock|
|(TransferFunction Output Feld & Clockd HE: (Chp €
hlon Clockp M2 (Chip Clock
Anadigm (Approved)

Figura 6: Programacion y configuracion del FPPA 2 para el modelo con funcion tangente hiperbdlica.

Clacks: FPAA3

Master Clock - ACLK (fc) 16 MH:

Systemn Cloek 1 (sysl =fe /1) 16 AH: System Clock 2 (sys2=fe /1) 16 MH:
Clock 0 (sys1/ 64) 230 kil Closk 1 G5yl /4) 4 MH:
Clock 8) 2MH: Cloek 3 64) 250kH:
Clock 4 (sys1 /1) 16 MH: Clock 5 (sys1/1) 16 MH:

Configurable Analog Modules: FPAA3

‘ Name Options Parameters Clocks
G Output Corner Frequency | | 2
(SumFilter 1.0.2) Chanzes On VhEz 110 |Clocka ¢
Tnput 1 g Gain 1 (Upperlnput) 3.00
Inpat? Broting | Gain? (Lowsrlnput) 100
Inputd OF
CApproved)
TransferFunctiont on B
(TranctuFoncion | P el O Clocka
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Clockp 4 AfF: (Chip Clock
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Figura 7: Programacion y configuracion del FPPA 8 para el modelo con funcion tangente hiperbdlica.
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Addr2: {231E04

Addrl: 1

Master Clock - ACLK (fc)
System Clock 1 (sys1 =fc / 2)

Clock 0 (sysl / 128)
Clock 2 (svsl / §)
Clock 4 (sysl /1)

Clocks: FPAAL

16 MH:
8§ MH=

62.5 kH:
1 MHz
8 MH=

System Clock 2 (sy32=fc / 1)

Clock 1 (sys1 / 8)
Clock 3 (svsl
Clock 5 (sys1 /1)

Configurable Analog Modules: FPAA1L

ANEXOS

16 MH:

o4)

Name Options Parameters Clocks
SumFilte COutput Corner Frequency
(L2 ¥ 108 |Clock
(SumFilter v1.0.2) Changet On T [kHz] TockA
Tnpaut 1 Gain 1 (Upperluputy [.15
Taput 2 Gain 2 (Lowerlnput) [.00
Input 3
igm (Af
Transfer Fanctio Output Hold O
(TransferFunction ClockA
w1.0.1)
ClackB |
3 O ain 1 (U 30 2.5 kH:
o Input3 O Gain 1 (UpperTuput) 0.300 | £y ? kE
Gain & (MiddleInput) o
Gain 3 (Lowerlnput) 0.400
Polarity

Figura 8: Programacion y configuracion del FPPA 1 para el modelo con funcion sigmoide.

Addr2

 Addrl: 1

Master Clock - ACLK (fc)
System Clock 1 (sysl = fc /)

Clock 0 (s¥s] / 128)
Clock 2 (sys1/8)
Clock 4 (551 /1)

Clocks: FPAA2

16 MH=
8 MH:

62 :
1 MH:
8 MH:

System Clock 2 (sys2 =fc / 1)

Clock 1 (3331 / 8)
Clock 3 (sysl
Clock 5 (sys1 /1)

Configurable Analog Modules: FPAAZ

16 MH:

64) 12
§ MH:

;‘.\IIIIIFII[?I 2
{SumFilter v1.0.2)

proved)

Output
Changes On
Input 1
Input 2
Iuput 3

Options

Parameters
Corner Frequency
[kHz]

Cain 1 (Upperlnput)

aim 2
(Middlelnput)
Cain 3 (LowerIuput)

1.00

Clocks

ClockA

[TransferFunction?

L
{(TransferFunction
W

Output Hold O

ClockA

ClockB
Sumlnvd Tnput 3 On 1 (UpperTuput) [ 25
(Sumluy v1.0.1) Catn 2 Clockd  Crock )
MiddleTnput) **
Gain 3 (Lowerlnput) 0,399
Polarity

Figura 9: Programacion y configuracion del FPPA 2 para el modelo con funcion sigmoide.
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Clocks: FPAA2

Addrl: 1 Addr2

Master Clock - ACLK (fc)  [6 MH:

System Clock 1 (sysl = fc /2) §MHz System Clock 2 (sys2=1fc /1) Jo MH:
Clock 0 (sysl /128) 625 ki: Clock 1 (s¥s1/ 8)
Clock 2 (svsl /8) ] MH: Clock 3 (svsl / 64)
Clock 4(sysl /1) § MH: Clock 5 (sys1 /1)

Configurable Analog Modules: FPAA3

Name Options Parameters Clocks
SumFilter3 Output . Corner Frequensy
| SamFilter v1.0.2) Changes ‘u“ Phaze | IILH:] 110 | Elocka

&2 Tnput 1 Gain | (UpperInput) 00

Tnput 2 Gain I (Lowerlnput) 100

Tuput 3

TransferFunction’ Output Hold  ©n P
(Transfer Function ! ClockA
CleckB
3 om G § 436 - (Ciip
Tuput 3 o Gain 1 (1 ppﬂz.n?llll o ClockA i (Chy
a2 y
(OMiddlelspui) 44
Gain 3 (Lowerluput) 0400
Polarity
Gaim 220
ClockA P

Figura 10: Programacion y configuracion del FPPA 8 para el modelo con funcion sigmoide.

Configurable Analog Modules: FPAAL

Addr £ LOAD ORDER: 1
Options Parameters Clocks
Output Changes 5, ___ ; Corner Frequency
o Fhael [ikEz]
Inputl Nowimerting Gain 1 (UpperInput)
Input? Nemimverting Cain2 |,
Isput 3 N (Middlelnput)

Gain 3 (Lowerlnput) [ 10

Polarity Nom-fmverting Gain  0.0100 160 KAz (Chip
- = ClockA 2
Input Sampling o, Cloek 0)
hase ©
- - = P 160 BH= ¢
Input3 On Gain 1 ('Lpperénpn:} 100 | qocka é{;{i‘:ﬂ-l Chip
ainl ..
(Middlelnput) *° L
Gain 3 (LowerInput) .07

Voltagel Polarity Positive (+1F)

“oltaze v1.0.1)
Anadigm
(Approved)
(CE,"::;:_::’: Compare Control Signal Ground Gain 1 (Upperlnput) ClockA I::S‘ EHz (Chip
(111 To Caia 2 (LowerIaput) Clock 0)
SelectIspatl oot igh
Comparator __
Sampling Phase "¢ 1

FPAA1

Clocks: FPAAL

Gain Stage  Haif Cycie

lsput Sampling o, . ¢ Clocka, 199 kH: (Chip
ase Clock 0)
Master Clock - ACLK {fe)

System Clock 1 (sysl =fc /1) System Clock X (sys2=fc/1) o MH:

Clock 0 (sys1/ 100)
Clock 2 (5331 / §)
Clock 4 (sysl /1)

Clack 1 (sys1/ 4)
Clock 3(sysl / 64)
Clock 5 (sysl/ 1)

Figura 11: Programacion y configuracion del FPPA 1 para el modelo con funcion ReLU.



120

ANEXOS

Addr] Addr2 LOAD ORDER: 2 __ [l m::.m';" Options Parameters Clocks
L - . Output Chamges Corner Frequemcy . ooo _
SwmFilter v1.0.2) %ru [kEHz] (.99 | Clocka,
Ispautl Gain 1 (UpperInput) 1.00
Isput? Ni Gaim2 oo
Inpat 3 (AfiddleInput)
Gaim 3 (LowerInput) .00
Approved)
CaimSwitchl Compare Comtrel ___ . _ Gain 1 (Upperinput) 100 4 400 EHz (Chip
E—?ajnjf‘“(h To Simal Gromd Coin Lomertogut) 100 Cloced
e Sel!(ih::.ull Control High
Comparator
Sampling Phase T
Cain Stage  Half Cyele
Polarity N Gain 00100
" . - ClockA
CainHalf ¥1.0.1) Input Sampling el
ace
Anadigm
CApproved )
Valtagel Pelarity N
f\omi‘-m.h
Anadigm
LApproved)
C-aimlnv? Gai 0.959
(Cainlov v1.0.1) = ClockA
o
(Approved)
Isputd OfF Cain 1 (UpperTnput) 7| Clocka
Gain 2 (Lower Input) =
Master Clock - ACLK (fc)
System Clock 1 (sys1 = e/ 1) System Clock 2 (sys2 =fc /1) 16 MH: Input Sampling Cloekes, 190 iz (Chip
Phase Clock 0)
Clock 0 (sys1 /1040 Clock 1 (sysl /4) 4 MHz
Clock 2 (sys1 /8 Clock 3 (sysl / 64) 250 kH:
Clock 4 {sys1 ./ 1) Clock & (sys1 /1) 1o Mz
. .. .. ..
Figura 12: Programacion y configuracion del FPPA 2 para el modelo con funcion ReLU.
ORDER Clocks: FPAAL
L
Master Clock - ACLK (fe) 16 Mz
System Clock 1 (sysl = fe /1) 16 MH: System Clack 2 (sys2 =fc /1) 16 MH:

Clock 0 (sysl / 100)
Clock 2 (sysl /8) 2 MH:
Clock 4 (sys1 /1) T MHz

Clock 2 (sysl / 64)

Clock 1 {sys1/ 4)

Clock 5 (s¥s1/ 1)

Configurable Analog Modules: FFAAL

Name Options Parameters
(Cainlavl Gain 381
(Cainlar v1.0.1) ClockA
Gain 22
(Gainlnr <10.1) Clockd
Anadigm (Approved)|
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(Cainlnv v1.0.1} Clockd o 25 o
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o

[ Approved®)
SumFileer] Ouiput . Corner Frequency
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Input 1 Tmvermng Cain 1 (Upperlnput) 100

Inpu Gain 2 (Middlelnpur) 100

Input 3 Cain 3 (Lowerlnput) 100
Anadigm (Approved)

Figura 13: Programacion y configuracion del FPPA 1 para el modelo con funcion PWL.
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AN231E04 ) Clocks: FPAA2

Master Clock - ACLK (fc) Jo MHz

System Clock L (sysl =fc/ 1) Jo MH:z System Clock 2 (svs2 =fe /1) 6 MH:
Clock 0 (sys1/ 100)  J60 kM= Clock 1 (sysl /4) 4 MH:

Clock 2 (sysl/8) 2MH: Clock 3 (sysl/ 64) 250 kH:
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Configurable Analog Modules: FPAA2
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SumFilter? Output . Corner Frequency oo 1
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Clock 0 (sysl/ 100)  J60 kH: Clock 1 (sysl / 4)
Clock 2 (svsl /8) 7 MFH: Clock 3 (svsl/ 64)
Clock 4 (sys1 /1) 16 MH: Clock 5 (svsl /1)
Configurable Analog Modules: FFAA3
Options Parameters
Output o, Corner Frequemey 5 000 1
Change: On T795 7 flmg) 799 | Cleckd
Inpatl  Now-i Gain 1 (Upperlapue) [

Input

Input 3 Gain 3 (Lowerlnput)

Gainlavl Gain 225 160 EH: (Chi
(Cainlny v1.0.1) Clockd kg v
Cain 438

EF: (Chip

(Cainlnv v1.8.1) ClockA k0
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Gainlar3 Cain 0325 160 EH: (Chip
(Cainlur +1.0.1) Clockd  Clock 0)

Gain 100 |cqiqs

Output Voltage Limit 0.4

Anaaigm
4pproved)

Figura 15: Programacion y configuracion del FPPA 3 para el modelo con funcion PWL.
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Master Clock - ACLK (fc)
System Clock 1 {sysl =fc/ 1)

Clock 0 (svsl [ 64)
Clock 2 (svsl / 8)
Clock 4 sysl/ 1)

Con
Name Opt
SumFilter] Output

(SumFiller v1.0.2) | Changes On
Inpat 1
Inpiat 2
13

Comparator]
i Comparator
+1.11)

Compars Te

Tnput
Sampling
Oustput
Polarity

\Gainlovl
(Gainlux v1

Hysteresis
Output Synch

ANEXOS

Clocks: FPAAL

16 MH:
16 MHz System Clock 2 fsys2 =fe /1) Jo MHz

Clock 1 (sysl / 4)
Clock 3 (sys1 / 64)
Clock 5 (sysl / 1)

igurable Analog Modules: FFAAL
ioms Parameters Clocks |
Cormer Frequency g

[0 [ClwckA

[kHz)
Gain 1 (Uppernput) 8 500

Gaiia I (Lowerlaput) 0500

ClackA

Gain 0500 Hz (Chip Clock

ClockA

LOAD ORDER:

Figura 16: Programacion y configuracion del FPPA 1 para el modelo con funcion signo.

Clocks: FPAA2

(Transfer Function
w101}

|SumFilter1 | Out

put Coruer Frequency it
(SumFilier v10.2) Chauges On ©1 kHz]
y Input 1 Gain 1 (Upperinputy
Inpu Gain 2 {LowerTnputh

Input 3 O

Master Clock - ACLK (fc) /6 M#A:

System Clock 1 (sysl=1fc /1) 16 MH: System Clock 2 (sys2 =fc/ 1) J6 MH:

Clock 0 sysl / 64) 250 kH: Clock 1 {sysl/4) 4 MH:z
Clock 2 {(sys1 /8) 2 MH: Clock X (sysl / 64) 250 kFi=

Clock 4 (sysl /1) [6 MA: Clock 5 (sysl /1) [ MA:

Configurable Analog Modules: FPAA2
Name Options Parameters Clocks
TransferFanctionl Output Hold  On ; "

ClackA

ClockB

Figura 17: Programacion y configuracion del FPPA 2 para el modelo con funcion signo.
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Addr2 ANI31E04 LOAD ORDER: 3 | Clocks: FPAA3

Master Clock - ACLK (fc)  [6 MH:
System Clock L (sysl = fc /1) 16 MH: System Clock 2 (sys2 = fc /1) J6 MH:

Clock 1 (sysl/ 4y 4 MH:
Clock 3 (sysl/ 64) 250 kfz
Clock 5 (sysl/ 1) J6 MHz

Clock 0 (svsl / 64) T
Clock 2 (sys1/8) 2 MH:
Clock 4 (sys1/ 1)

Configurable Analog Modules: FPAA3
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TransferFunction] Output Hold O
(TransferFunction

'

ClockA

ClockB

Cormer Frequency

. i 1 Crutput -
Changes On (kHz) 07 | Clocka
Tmput 1 ng | Gain | (Upperlopun) 400
* Imputl | Gain2 o
Imput 3 Aiddlelnputy *

Gain 3 (Lowerlnputy 3.00

Gain  0.650 ClockA
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Figura 18: Programacion y configuracion del FPPA 8 para el modelo con funcion signo.
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Conclusiones generales

En este trabajo de tesis se abordé el modelo de red neuronal Hopfield de 3 y 4 neuronas,
desarrollando la metodologia para su implementacién en circuitos analdgicos programables de
prototipado rapido.

Se realizo el desarrollo tedrico, numérico y experimental de redes neuronales Hopfield (HNN)
en modo cadtico, analizando el impacto de distintas funciones de activacion en su dindmica y
aprendizaje.

En primer lugar, se estableci6 la estructura basica de HNN de 3 y 4 neuronas, definiendo sus
modelos matemaéticos y realizando su integracién numérica mediante métodos de Runge-Kutta
(RK2 y RK4). Esto permitié simular y caracterizar la dindmica no lineal de los sistemas,
identificando comportamientos cadticos e hipercadticos mediante técnicas analiticas como el
andlisis de estabilidad de Lyapunov, puntos de equilibrio, diagramas de bifurcacién y exponentes
de Lyapunov. Se demostré que los modelos son disipativos y acotados, garantizando la presencia
de atractores, incluso en sistemas con funciones de activacion no convencionales como la funcién
signo, para la cual se report6 el primer modelo HNN con caos.

Ademés, se evalud el efecto de cinco funciones de activacién (ReLU, PWL, tanh, sigmoide y
signo) en el proceso de aprendizaje y dindmica cadtica. Se propusieron nuevos modelos para las
funciones sigmoide y signo, este ultimo destacando por su discontinuidad abrupta, y se valido
su comportamiento cadtico mediante mapas de calor de exponentes de Lyapunov y simulaciones
numéricas. Se confirmé que la eleccion de la funcién de activacion influye directamente en la
complejidad dindmica, evidenciando multiestabilidad en un modelo disefiado con n cantidad
de enrollamientos.

Para la implementacién practica, se desarrollaron ecuaciones de disefio basadas en filtros
sumadores analégicos, adaptando los modelos a la tarjeta FPAA mediante transformaciones
de variables y frecuencia. Se implementaron con éxito tanto redes de 3 neuronas (incluyen-
do senales inhibitorias) como un modelo hipercaético de 4 neuronas, validando su dindmica
experimentalmente y comparandola con simulaciones. La creacién de una interfaz en Python
para prototipado rapido en AnadigmDesigner2 facilité la configuracion y replicabilidad de los
circuitos, demostrando estabilidad y bajo ruido en el hardware. Posteriormente, se realizé una
aplicacién en C++ y MFC que permitié la comunicacién directa con la tarjeta analégica embe-
bida sin la necesidad de la programacién en bloques y el disefio de la red en AnadigmDesigner?2.

Los resultados obtenidos permitiran la implementacién electrénica de una HNN con cual-
quier tipo de funcién de activacion o parametro requerido. Atn mas, el analisis dindmico orien-
tado al estudio de sistemas cadticos elaborado en este trabajo da lugar a técnicas numéricas més
robustas, evitando diversas contradicciones halladas en la literatura. A su vez, se desarrollé una
nueva técnica numérica para la identificacion de dindmicas cadticas en sistemas dinamicos con
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divergencia no uniformemente conservativa o no uniformemente disipativa, lo que contrubuye
al estado del arte y ofrece una nueva herramienta de identificacion de caos en sistemas dinami-
cos. Finalmente, se propuso una nueva funcién de activaciéon que ofrece a la HNN dinamicas
muy interesantes, entre las cuales se encuentran la multiestabilidad y la capacidad de contener
una n cantidad de enrrollamientos. A su vez, este modelo simplifica la cantidad de elementos
necesarios para la implementacién analégica de una HNN en modo cadtico.

En conclusion, los resultados obtenidos confirman que las funciones de activaciéon no lineales
modifican significativamente la dindmica cadtica y el aprendizaje de las HNN, con implicacio-
nes en aplicaciones como el reconocimiento de patrones y sistemas multiestables. La imple-
mentaciéon exitosa en dispositivos analdgicos programables valida la metodologia propuesta,
combinando flexibilidad, precisién y eficiencia, y abre nuevas posibilidades para el diseno de
sistemas neuromorficos basados en dindmicas complejas.
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Several synaptic weight matrices have been proposed for Hopfield neural network (HNN) models, where chaotic
dynamics may arise. Contrary to those works, this manuscript aims to present a synaptic weight matrix where
every entry can be set as an integer, harvesting an elegant chaotic HNN from a chaos theory point of view.
Analytical and numerical analyses such as equilibrium points, bifurcation diagrams, Lyapunov exponents, and
basins of attraction demonstrate that the proposed HNN exhibits complex behaviors across a wide range of

parameter values. Also, we extend the study of the HNN into the fractional order domain. Moreover, the design
and implementation details of the proposed neural network using field programmable analog arrays (FPAAs)
are thoroughly discussed. This includes the various components and their configurations, highlighting how
they contribute to the overall functionality of the neural network. As a result, we found a strong correlation
between numerical simulations and SPICE circuit simulations.

1. Introduction

Mathematical models of nonlinear dynamical systems are present in
almost every aspect of science since they can model most time-evolving
phenomena, such as chaos. Chaotic dynamics manifest in many nat-
ural systems, including classical mechanical systems [1], electronic
circuits [2], biological systems [3], among others. Indeed, mathemat-
ical models for artificial neural networks generating chaos have also
been proposed in recent works [4]. Artificial Neural Networks (ANNSs)
are inspired by biological neural networks defined as a system of
elements called neurons that can send, receive, and compute signals
and exhibit rich and complicated dynamics like the human brain [5].
In literature, one can find different models for ANNs, such as convolu-
tional, recurrent, feed-forward, de-convolutional, and so forth. Among
them, Hopfield Neural Networks (HNNs) are a key focus of extensive
research in the field of ANNs. First proposed by J. Hopfield [6], HNNs
are applied for pattern recognition but with a simple architecture.
In addition, the chaotic phenomena may also arise in HNNs. Recent
investigations have discovered chaotic [3], hyperchaotic [2] behaviors
with single-scroll attractors and double-scroll attractors [7]. For in-
stance, Bao et al. [3] established a tri-neuron network (3D-HNN) with
chaotic behavior, where the results were demonstrated theoretically
and experimentally by dynamical tools and electronic devices, respec-
tively. Apart from the network topology, the entries of the synaptic
weight matrix are fundamental for chaos generation. Therefore, chaotic

* Corresponding author.
E-mail address: jesusm.pacheco@correo.buap.mx (J.M. Munoz-Pacheco).
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behavior with different values for the weight matrix has been proposed
and experimentally validated using analog or digital circuits.

From a chaos point of view, Sprott [8] proposed that new chaotic
systems must have at least one of the following criteria:

+ The system should model some unsolved problem in nature.

+ The system should exhibit some unseen behavior.

» The system should be simpler than all other known examples
exhibiting the observed behavior.

Simplicity in a system refers not only to the number of parameters
and variables but also to the digits in the parameters of a chaotic
system. In this framework, we have found an integer-valued synaptic
weight matrix generating chaotic patterns in the HNN, yielding an
elegant neural network satisfying the third Sprot criteria.

On the other hand, fractional-order calculus is a mathematical
branch considered a generalization of integer-order calculus [9]. In
recent years, fractional calculus has become a relevant tool for mod-
eling and offering new dynamics to new and previously proposed
systems. For instance, the study of the fractional version of Chua’s [10],
Lorenz [11], and Rossler [12] systems. There is a tendance in recent
years to explore the fractional order version of a chaotic system to
investigate its implications in chaos generation [13-15] since frac-
tional calculus provides an extra degree of freedom in chaotic systems,
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Fig. 1. A tri-neuron Hopfield neural network.

resulting in undiscovered dynamics. In this manner, fractional-order
features allow us to describe natural phenomena and provide novel ap-
plications in engineering, as in fractional control [16], medicine [17],
cryptography [18], and so forth.

A well-accepted approach for validating the chaotic behavior of new
systems is through circuit implementation [7,19,20]. Thus, efficient
circuit realizations are mandatory, e.g., fractional-order systems require
the implementation of the operator s~¢. Unfortunately, a circuit with
this behavior is not commercially available yet, and an approxima-
tion should be used instead [18]. In this work, the fractional-order
integrator is performed using first-order low-pass filters implemented
with field programmable analog arrays (FPAAs). Moreover, the circuit
implementation of the proposed HNN model is also carried on with
FPAAs.

Based on this framework, this paper aims to present a new Hopfield
neural network with three neurons. The main contribution is proposing
an elegant set of synaptic weight matrices (SWM) in the Sprott sense
for which the HNN presents chaotic dynamics. This means that the
weights can take values with minimum digits. For the proposed HNN,
the parameters can be defined only as integer numbers. Moreover, we
discover large chaotic regions as a function of the parameters of the
Hopfield neural network, delivering a robust chaotic system that can
be useful for encryption applications. Finally, we detailed the circuit
implementation of the integer-order and fractional-order versions of the
proposed HNN.

The manuscript is organized as follows: Section 2 presents the math-
ematical model of the proposed Hopfield neural network. Section 3
discusses several points about the integer-order HNN, such as equi-
librium points, stability, Lyapunov exponents, bifurcation diagrams,
phase portraits, and basin of attraction. It also discusses the electronic
implementation in FPAAs and the design of a pseudo-random number
generator. Section 4 introduces the fractional-order HNN together with
the numerical and FPAA implementation. Finally, Section 5 illustrates
the conclusions.

2. The proposed Hopfield neural network

The model for the artificial neural networks emulates the behavior
of a biological neural network [21]. In this sense, the neural network
should be able to receive, generate, and compute signals. Hopfield
neural networks are fully connected networks. A diagram for a Hop-
field neural network with three neurons is presented in Fig. 1. The
mathematical model for an nth dimensional HNN is described by

x=-Cx+Wgkx)+b, 1)

where x = (x,x,,...,x,)] is the space state variable representing
the behavior of each neuron in the system, C € R™" is a diagonal
matrix and represents the membrane resistance, g(-) € R” the activation
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function, for which in this contribution is the hyperbolic tangent, b €
R" the input bias current, and W = (w;;),x, is the SWM. In this
contribution for a three-dimensional HNN, we consider n=3,C=1 €
R>3 the identity and b = 0. The SWM is proposed as follows

0 wp wp
w=|1 3 3. (2)
-1 -3 0
Note that every weight, besides w,, and w3, of the synaptic matrix
is an integer. We will see a huge parameter zone for w,;, and w3 for
which the HNN model can present chaos, including a diverse set of
integers. Rewritten the Eq. (1) in a dimensionless form, yields

X = fi(x) = —x;+wp,tanhx, + w3 tanhx;,

X, = fo(X) = —x,+tanhx; +3tanhx, 4+ 3tanhx;, 3)
X3 = f3(X) —x3 —tanh x; — 3 tanh x,,

with x = (x,x,,x;)7 being the vector containing the space state

variables. It is also worth mentioning that f(—x) = —f(x), which means
that the model is symmetric with respect to the origin.

3. Integer order system analysis
3.1. Dynamical analysis

This section provides a general analysis of the considered dynamical
system. We conclude the existence of attractors for some given param-
eters, the boundedness of the system, the equilibria, and the stability
of the proposed system.

3.1.1. Dissipation

The volume contraction rate is used to evaluate the dissipation of
a dynamical system. Let f(x) = (f;(x), f>(x), f3(x))T be a vector in R3
described by Eq. (3), then its divergence div(f(x)) = V - f(x) usually
denoted as A. The criterion to evaluate if a system is dissipative consists
of checking the sign of A. In case A < 0 the system is dissipative, for A =
0 then the system is conservative, and if A > 0 the system is unbounded.
We recall that the dissipation property of a system guarantees the
presence of a bounded global attractor and an analytical indication of
the global attractor in the phase space [22]. For the considered system,
the divergence is obtained by

_ 9 + 9/>(x) + 0f3(%)

A 4
0x, 0x, 0x3 “)

It can be easily verified that the volume contraction rate is given by
A=-3tanh’x,. 5)

Note the dependence on the state of A; as such, it cannot be concluded
the type of system with just a simple criterion. We recall that the
average rate of the fractional volume expansion along a trajectory is
equivalent to the divergence of the flow [23]. For a volume expansion
V(t) we have

1 dva) _

Vo ar - ©

with trivial solution

V() = V(0)e?, (7
— V(O)e—St tanh? X2 (8)

where 0 < tanh? x, < 1, then the volume reduces to zero as ¢ tends to
infinity in a rate of —3tanh? x,. Let us explore the volume expanding
rate further. The average of the divergence is used to verify whether
the considered is a dissipative dynamical system. Consider a variable
S(1), then (S(1)) denotes the average of the variable and is given by

/,(’)f St

(S®) = th’ (©)
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Fig. 2. Average divergence for a simulation time of 450 s of the considered model
varying values of w,, from —6 to —0.5 and w,; from —-30 to —2 with initial conditions
0.5,-0.2,0)".

in a period 1, to t,. Then for 7, = 0 the average is given by

-3 [ 2
(A) = _/ tanh”(x,(7))dr. (10)
If 0

By finding the solution of x, and numerically solving Eq. (10) using
initial conditions x(0) = (=0.5,0.2,0)7, for the parameter zone —6 <
wy, < —0.5 and -30 < w3 < -2 we found the color map in Fig. 2.
As a result, we notice that values of the average of the divergence are
always less than zero, and as such, the proposed system is dissipative
and can contain attractors. To solve the differential Eq. (3), we used
the standard numerical integrator Runge-Kutta of variable order 4-5
in a period of ; = 0 and ¢, = 500 s. The result found by Fig. 2
also resembles the color map found in the next sections by finding the
Lyapunov spectrum.

3.1.2. Model boundless proof
The Lyapunov method for the confinement of the 3D-HNN model
can be proven as follows.

Theorem 1. The trajectory described by the considered system (3) is
confined in a bounded region ¥ (x) € R.

Proof. Let a candidate Lyapunov function V (x) be defined as
v = 3x-x= I, an
then, the temporal derivative of V' (x) is given by
P(x) = x-Xx=x-(-x4+WgK)
= x> +x- (Wgx).

Now, it taken into account the activation function g(x) = (tanhx,,
tanh x,, tanh x;)” and the proposed SWM, yields

(12)

Y(x) = —x% - x% - xg +
X wi, tanh x, + w3 tanh x5
X, | -|tanh x; + 3 tanh x, + 3 tanh x5 |. 13)
X3 —tanhx; —3tanhx,

Let a new variable ¢(x) be

X wi, tanh x, + wy5 tanh x5
¢(x) =[x, |- | tanh x| + 3tanh x, + 3tanh x5 |. (14)
X3 —tanhx; — 3tanhx,
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Table 1
Nonzero equilibrium points and its eigenvalues for a set of weights w,, and w,;. When
not specified w,, and w,; are fixed as —1 and —6 respectively.

Value Nonzero EP Eigenvalue for
nonzero EP
-1.75 (1.093,-0.231, -0.116) —0.71,0.28 + 2.12i
-1.5 (0.972,-0.217, -0.109) —0.67,0.26 + 2.02i
Wiy -1.25 (0.838,-0.198, -0.010) —0.63,2.55 + 1.88i
-1 (0.681,—-0.171, —0.086) —0.57,0.24 + 1.68i
-0.75 (0.480, —0.128, —0.064) —0.47,0.21 + 1.37i
-9 (1.421,-0.259, -0.131) —0.91,0.36 + 2.13i
-8 (1.213,-0.243, -0.122) —0.86,0.34 + 2.02i
w3 -7 (0.977,-0.217, -0.109) —0.77,0.31 + 1.88i
-6 (0.681,-0.171, -0.086) —0.57,0.24 + 1.68i
-5.5 (0.478,-0.128, —0.064) —0.37,0.16 + 1.55i

Recall that |tanh(x)| < 1 and |tanh(x)| < |x|, then ¢(x) can be reduced
as

lp(x)| <

|(xy — x3) tanh(x )| + [(wo x| + 3x, — 3x3) tanh x, |

+ |(wy3x; + 3x,) tanh x5 s)

< (xp = x3)| + [(wypx) + 3%, — 3x3)| + [(w3x; + 3x5)]
< (W +wp)lxg |+ 7|x,] +4]x3].

Let D = ¥(x), then for all x = (x;, x,,x3)T exists a large enough region
D, >0 and D > D,, where the following inequality holds:
H(X) < (Wip + wiz)xg |+ T|x;| + 4|x3] 16)
2, .2, .2 _
<x7+ x5+ x5 =27(x).
Then on the surface {(x},x,,x3) | V(x;,x,,x3) = D} with D > D, there
yields

P(x) = —2%(x) + p(x) <0 . a7n

Consequently, the set {(x;,x5,x3) | ¥(x;,X,,x3) = Dy, < D} is a
bounded region of all solutions for the HNN model with appropriate
values for w;, and w3.

3.1.3. Equilibria

The analysis of non-linear systems usually involves a linearization
around possible equilibrium points (EP). This analysis is generally
called equilibria and allows us to identify the behavior of a non-linear
system for close trajectories of the EP. Let X = (X, X,,%;)” be an EP in
the proposed model, meaning it satisfies the following equation:

0 = —x; + wy, tanh X, + w3 tanh X3,
0 = =X, + tanh X; + 3 tanh X, + 3 tanh X3, (18)
0 =—x; —tanhX; —3tanhX,.

Apart from the trivial equilibrium point EP at (0, 0, 0), it is clear that the
system of equations in (18) is not analytically solvable, and a numerical
method is necessary. Thus, the equilibrium points are computed and
recorded using Matlab software in Table 1. This summarizes the EP
and eigenvalues varying parameters w;, and w;; from —-1.75 up to
—0.75 and -9 up to -5.5, respectively. Given that the proposed model
is symmetric only one nonzero EP is shown, the remaining equilibrium
points are in the form (£, £X,, +X3).

Also, the Jacobian matrix J of (3) around the equilibrium point x
can be proven to be

-1 wp(1 —tanh® %) wy3(1 — tanh? X3)
J=| 1-tanh®%,  —1+3(1—-tanh®%,) 31 -tanh’%;) [. (19)
—(1—tanh®%;)  —3(1 — tanh® %,) -1

Then, the characteristic equation for the considered system is given by

|Al=J|= 2 +a > +aA+ay;=0, (20)
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Table 2
Eigenvalues for trivial equilibrium points for a set of weights w,, and w,;. When not
specified w,, and w,; are fixed as —1 and —6 respectively.

Value Eigenvalue for
trivial EP
-1.75 0.94,-0.47 + 1.55i
-1.5 0.87,-0.43 + 1.44i
wy, -1.25 0.79,-0.39 + 1.31i
-1 0.68,-0.34 + 1.16i
-0.75 0.5,-0.25 + 0.96i
-9 2.00,—1.00 + 1.00i
-8 1.67,-0.83 + 1.05i
wy, -7 1.26,-0.63 + 1.09i
-6 0.68,—-0.34 + 1.16i
-5.5 0.31,-0.16 + 1.25i
with
a= 3-9c2,
ay=—6c2+9c2d> — w,b*c? + w 3h*d* + 3, 21)

a; = 3 (wpb?d? +3d> — 1) + wizb*(d? - ) + 1,

where b = 1-tanh? X;, ¢ = 1—tanh” X, and d = 1—tanh® %,. Notice that the
coefficients of (21) are all nonzero. Now, we recall the Routh-Hurwitz
criterion that implies the real parts of the roots of (20) are positive if
and only if the next set of inequalities are met

a > 0,
ajay—az; > 0, (22)
a3 > 0.

The type of equilibria is obtained by solving (20) for A, and they can
be split into eight different equilibrium scenarios [24]. Table 1 displays
the eigenvalues found, and from there, the specific type of equilibrium
point can be described. The remaining 4 conserves the corresponding
value of the symmetric equilibrium points, and the attractor behaves
the same way. From the results of Table 1, it is evident that all zero
equilibrium points are spiral saddle points of index I and all nonzero
equilibrium points are spiral saddle points of index II.

As is known for chaotic systems, scrolls are generated around saddle
points of index II, while saddle points of index I are responsible for
connecting the scrolls [25] as given in Table 2. It is also noticeable that
for larger values of ws, all real values of the eigenvalues start getting
closer to zero.

3.2. Complex dynamics in the proposed system

In this section, we present the dynamical characterization of the pro-
posed HNN (3) through standard quantitative and qualitative tools for
dynamical analysis, such as phase space portrait, bifurcation diagrams,
and Lyapunov exponents. In particular, we have computed a numerical
solution using the variable fourth- or fifth-order Runge—Kutta algorithm
of Matlab to obtain the phase portrait and bifurcation diagrams of
local maxima. Besides, Lyapunov exponents are computed using the
algorithm provided by V. Govorukhin. The basin of attraction is also
found in this analysis. Through all this analysis, different dynamics like
periodic, quasiperiodic, and chaotic zones are found.

3.2.1. Dynamics with parameters w, = —1 and —6.3 < w3 < -5.8
System in Eq. (3) can present various dynamics by fixing w;, = -1
and varying w3, where the chosen value for w,, is the smallest possible
for which all elements in the SWM are integers, and the considered can
present chaos. For starters, the system has two self-excited attractors
with positions set by the EP of index II (see Table 1); bi-stability was
found by initiating the system with different initial conditions. In Fig.
3, two different initial conditions (0.5, —0.2,0) (in red) and (-0.5,0.2,0)
(in blue) were used with w;; = —5.8, w3 = =59 and w3 = -5.91
respectively, simulating the system 1000 s with a transient of 800 s.
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Table 3
Type attractor based on the sign of LEs.

LEs signs Type of attractor
(==-) Stable fixed point
0,-,-) Limit cycle

0,0,-) Quasiperiodic motion
(+,0,-) Chaos

Here, we can note three different periods in the proposed system for
each given parameter as it is shown in Figs. 3(a)-3(c), it is known
period 3 is an indication of chaos and as such chaotic dynamics appear
for w3 < 5.98. In Fig. 3(d), we provide the phase portrait of the system
for which the system is chaotic with a w;; = —6 and a single scroll
attractor. Next, in Fig. 3(e), a double scroll attractor is shown; while
the initial state and parameters stay the same, the time simulation was
set as 5000 s, meaning the model takes long periods of time before
jumping to the next scroll.

The described dynamics are summarized by the bifurcation diagram
of local maxima of x; in Fig. 3(f), where the bifurcation diagram in blue
uses the initial condition (0.01,0,0)” and in red (—0.01,0,0)”. Here, we
note diverse discontinuities going from period 2 to period 3 and a dense
parameter for w3 € [-6.18, —5.98], indicating possible chaos.

3.2.2. Bifurcation diagrams in a 3D plane

To further explore the dynamics of the proposed system in the
parameter space defined by w,, and w,;, we develop some three-
dimensional plane bifurcation diagrams shown in Fig. 4 with initial
condition x, = (=0.5,0.2,0)”. In Fig. 4 we plotted 4 different bifurcation
diagrams with w;; = —6 (green), —9 (red), —12 (blue), —15 (black)
respectively. This graph denotes that for smaller values of w3, the
dense regions for the parametric zone of w,, grow while the dynamics
of the system stay relatively the same. It is evident that the dense
parametric zone for w;, not only is expanded but also shifts. These
results motivate us to explore the parametric zone for which w;, and
w5 are negative. To assert this dense region as chaotic, we will use
other metrics to identify chaos, such as the Lyapunov spectrum.

3.2.3. The Lyapunov spectrum

The Lyapunov spectrum (LS) measures exponential divergence be-
tween two infinitely close orbits in their initial state. It is composed
of a set of n values for a system of n dimensions called the Lyapunov
exponents (LEs), and are usually order from the largest to the smallest.
The first method to compute the LS was published by G. Benetting
et al. [26]. The LS allows us to characterize quantitatively the stochastic
properties of the attractor in a system, one being chaos. For a three-
dimensional system, Table 3 summarizes the type of dynamics of the
attractor in a system based on the sign of the LEs.

To find the LEs first consider a dynamical system described by the
set of differential equations

y=f(x), x€R", (23)

where y denotes the temporal derivative of the vector field y, f(y)
is the equivalent vector field, both being of nth order. Take now the
variational equation defined by

v=Jy)V, (24

where J(y) € R™" is the Jacobian matrix, and v € R". Eq. (24) is an
initial value problem with a solution in the form of v = V'v(0), where
V meets

V =Vv(0), (25)
where V(0) = I € R™" is the identity matrix. Finally, LEs can be
computed by

In ||n;
4=t 0
t—oo 13

(26)
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(a) Phase portrait of HNN system with period 1 behavior and w3 = —=5.8.
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(c) Phase portrait of HNN system with period 3 behavior and wi3 = =5.91.
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(e) Double scrolls chaotic attractor with wi3 = —6 and a simulation time of 5000
S.
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(b) Phase portrait of HNN system with period 2 behavior and w3 = —=5.9.
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(d) Single scroll chaotic attractor with w3z = —6.
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(f) Bifurcation diagram of local maxima of xj.

Fig. 3. Attractors and bifurcation diagram of local maxima form by the considered system in Eq. (3) with fixed w,, = —1, initial conditions (0.5,-0.2,0) in red and (-0.5,0.2,0) in
blue for phase space portraits and (0.01,0,0) in red and (-0.01,0,0) for bifurcation diagrams.

where 7; represent the axis length of an infinitesimal ellipsoid computed
by n = V5;(0), where #;(0) is the orthogonal basis.

Based Eq. (26) 231361 LS were calculated, results are plotted in
Figure in 5 with 481 LE’s per line and 481 LE’s per column. By
this computation, the rich dynamics in the proposed system become
more evident. Fig. 5(a) shows the various dynamics that arise in the

considered system by varying w;, and w,; in the range of —6 to —0.5
and —30 to —2 respectively, the color map is developed as follows:
in blue we colored chaotic dynamics, white represents the zone with
limit cycle behavior and black represents quasiperiodic motion. This
figure shows the rich dynamics in the proposed HNN model with a vast
parameter zone of chaotic dynamics and, as it can be seen, the more
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Fig. 4. Bifurcation diagram of local maxima of x, for the considered model in Eq. (3).

negative value for either w;, or w;; we choose the more significant are
the parametric zones with chaotic dynamics, this resembles the result
found by the bifurcation diagrams shown in the previous section.

To explore this last assumption further, we develop Fig. 5(c) in
which we found the LEs by fixing w;, = —100 and varying —550 <
w3 < —85. Then, we can see by this numerical experiment that chaotic
dynamics are still present in the system with more extensive parameter
zones for w,; to be chosen by fixing w;, as a more negative value.

As we know, the largest positive Lyapunov exponent (LLE) indicates
chaos. The specific value for the LLE has a direct impact on the analysis
of the system, mainly the Lyapunov time 7; can be computed, which
is given by

T, =1/, @7

where A, is the LLE. The Lyapunov time defines the predictability
horizon on the HNN model, meaning the smaller 7, is, the more
“unpredictable” the system is.

LE’s can also be used to evidence the complexity of an attractor by
finding the Kaplan-Yorke fractional dimension Dgy [27] defined by

J
i=1 A
Dgy =j+—F——, (28)
127511
where j is the largest integer that satisfies
j j+1
Y 420 and Y 4 <0. 29)
i=1 i=1

Based on this expression, we develop Fig. 5(b) with the Kaplan-Yorke
fractional dimension. Due to the Kaplan-Yorke dimension being a
measure of the “complexity” of the chaotic attractor, for the proposed
system, the Kaplan-Yorke dimension is somewhat high considering
that it is higher than the Lorenz system (2.062) or the Chen system
(2.168) [28] and for the chosen integer parameters w;, = —1 and
w3 = —6, equal to 2.438. Also, we found that the highest Kaplan-Yorke
dimension is 2.636 for w3 = —6.025 and w;, = —0.924.

3.2.4. Basin of attraction

One of the peculiarities of nonlinear systems is their dependence on
the behavior of the initial conditions. This characteristic is known as the
basin of attraction. In this sense, the initial conditions cannot be chosen
at random since some of them could lead to undesired or unexpected
behavior. Thus, a numerical analysis was performed to find appropriate
initial states for which the considered system with weights w,, = —1
and w;; = —6 presents the expected long-term dynamics. In Fig. 6, we
present the basin of attraction for the different dynamics found given
some initial state —1.5 < x;(0) < 1.5, —0.5 < x, < 0.5 and fixing x3 = 0

Integration 103 (2025) 102389
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Fig. 5. Different information related to LE such as: (a) diverse dynamics in the system
based on Table 3, where chaotic behavior is in red, limit cycle in white, quasiperiodic

in black and in blue we find regions with all zeros LE’s; (b) Kaplan-Yorke dimension
and (c) Lyapunov spectrum for w;, = —100; and —550 < w,; < —85.
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Fig. 6. Basin of attraction for w,, = —1 and w;; = —6 in the model described by
Eq. (3). Blue represents a chaotic zone.

in LS basis, the chaotic dynamics in the color map is colored in blue,
in yellow the attractor is a limit cycle or a fixed point. Note that only
the trivial PE of the system is a fixed point.

Another basin of attraction analysis was done by choosing integer
parameters w;, = —2 and w;; = —7. In this case, we explore initial
conditions in the range of —10 < x;(0) < 10 and —10 < x,(0) < 10
and find that the system behaves chaotically for all non-PE. Next, the
parameter set w;, = —2 and w;3 = —7 can be used in an application for
which the basin of attraction for chaotic dynamics must be bigger.

3.3. Electronic implementation on configurable embedded board

When working with dynamic systems, electronic circuits are a valu-
able tool for fully developing an analysis and verifying the result
obtained numerically. This section presents an analog circuit imple-
mentation on a programmable analogical board with three AN231E04
FPAAs. For this, first, we find the response on the frequency of the
system through the Laplace transform; we describe the topology of the
system in AnadigmDesigner2 (AN2) to further implement the circuit in
the configurable analogical board.

Field-Programmable Analog Array (FPAA) are integrated circuits
that allow the design and implementation of linear and non-linear
analog circuits through the technology of commutating capacitors.
Specifically, the QUAD FPAA Development Kit was used to implement
the proposed HNN model in an electronic environment. To program
the board, a block-based code is developed in AN2 with the topology
of the circuit. The design of the electronic implementation requires first
to obtain the Laplace transform L{-} of Eq. (1), with ¢; = 1 for all
(i=1,2,...,n) and constant b;, this transform yields

sXi(s) = =X+ X0 (wiL{g(x)} +by),
5Xo(9) = —Xo()+ Yo, (wullg(xp)) +by), (30)
sX,(9) = X+ X, (wm-ﬁ{g,-(xi)} + b”) .

Then by solving for all X;(s) and scaling the system in frequency by
a factor of 2z f, we get

X1(S) = Si;{(}o ZL] (wli[/{gi(xi)} + bl) s
Xy(s) = Si’;}{(}o S (wyL4gi(x)} +by) an

27 f
Xa(s) S+;[ﬂ[;0 z:;l=1 (w,,,-ﬁ{g,»(x,-)} + bn) .
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Fig. 7. (a) Topology of the first FPAA in AN2 to program the embedded analog board
and physical results for phase portraits; (b) x, against x,; (c¢) and (d) bi-stability of
chaotic behaviors generating a single scroll.



D. S. de la Vega et al.

Table 4

NIST results of the PRNG based on the proposed HNN.
Test name P-value Result
Frequency 0.514769 Pass
Block frequency 0.724099 Pass
Cumulative sums 0.277757 Pass
Runs 0.019260 Pass
Longest run 0.148483 Pass
Rank 0.792631 Pass
FFT 0.663355 Pass
Nonoverlapping templates 0.463600 Pass
Overlapping templates 0.570263 Pass
Universal 0.013716 Pass
Approximate entropy 0.028763 Pass
Random excursions 0.548851 Pass
Random excursions variant 0.019455 Pass
Serial 0.119676 Pass
Linear complexity 0.508662 Pass

H\N Model

Wy, = —2 [x1] < 1.438

wyz = —9

HNN Model

Wiy = —1 — | |x21] < 0.405

Wiz = —6 PRNG
H\N Model X3z H-H”-|_|-|m
Wy, = —2 || x32 <0.125

Wiz =7

Fig. 8. Diagram for a PRNG based on the proposed HNN model.

The Eq. (31) has the form of a low-pass filter with a summing
gain stage, a specific block exists in AN2 with this purpose named
“SumFilter”, with equivalent transfer function given by

27 fo (£G1Vine1 (5) £ GoVion(5) £ G3 Vi _5(5))

Vou(s) = s+ 27 . (32)

where V;,_,(s), V;,_»(s), and V;,_5(s) can be set as an activation function
used in the HNN model. With respect to the gains G;, while they can be
set as the weights in the SMW, their values are limited by the structure
of the “SumFilter” block, then the block “GainInv” is used instead to set
the appropriated weights, and allow us to implement a gain for values
from 0.01 to 100.

For the non-linear activation function, an approximation can be
performed using the block “TransferFunction”, which maps values from
—3 V to 3 V with a look-up table of 8 bits. The topology of the circuit
for the first differential equation in Eq. (31) in AN2 is shown in Fig. 7a,
in green we highlight the gain module for each weight in a 3-D HNN
model, in red the block with the non-linear activation function and in
blue the “SumFilter” block.

Based on this topology, we describe the proposed model in Eq. (3),
and then the implemented model with the application of the Laplace
transform is as in Eq. (31) yields

Xis) = i;’f;o (—£{tanh(x3)} — 4.5£ {tanh(x})}),
* 2nf s ¢
Xi(s) = :+27rf)fo (L{tanh(2x%)} + 3L{tanh(x})}) 33
+Si’2’f}0 (3£ {tanh(x))}),
X;() = Yi’z’f}o (—L{tanh(2x¥)} - 3L{tanh(x})}) .
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Algorithm 1 Pseudocode for generating n PRNG.

: Input: n, h, r, T, f17f2’f3
: Output: Y[1 : n]
X, = [x11,%12, %3] =[0.01,0,0]
X5 = [X51, X5, Xp3] = [0.01,0,0]
X3 = [x31,X37,x33] = [0.01,0,0]
for k <« 1to T, /h do
X, =X, + hfi(X))
Xy =X, + hfr(X5)
X3 = X3+ hf3(Xy)
: end for
: for k < 1 to n do
for i < 1 to rh do
X =X, +hfi(X)
Xy =Xy + hfr(X3)
X3 = X3 + hf3(Xy)
end for
cp = x| £ 1.438
¢y = |xp;| £0.405
3 =x3 <0.125
20 Y[k]=(c; ®c) D3
21: end for
22: return Y[1 : n]

Ju

©® NI AW

e el e el e
R A A Rt A a4

The value for f, can be directly set in the “SumFilter” block, in this
case f, = 1 kHz. The result of the implementation in FPAA’s is shown
in Fig. 7 with three phase space portraits, x| —x,, in Fig. 7(b)b the HNN
model present chaos behavior with two present scrolls, and 7(c), 7(c)
show the dynamic of the HNN with only one scroll.

3.4. PRNG based on the proposed HNN

As was mentioned, chaotic systems have become a useful tool in
engineering to solve a handful of problems, including the generation of
pseudo-random patterns [29]. Such pseudo-random number generators
(PRNG) are the basis of security applications. The development of
chaos-based PRNG requires selecting a set of parameters called encryp-
tion keys [30]. A preliminary scheme of a PRNG based on the proposed
HNN model is presented in Fig. 8. Such a proposal considers the
application of XOR elements and three HNN models. A state variable
is chosen from each HNN model, whereas a comparator is used to
determine logical levels. The first HNN model is denoted as X, with
encryption keys w;, = -2 and w3 = —9 with state variables x;, x|,
and x 3. The second HNN model is named X,, which has the encryption
keys w;, = —1 and w3 = —6, with state variables x,;, x5, and x,;.
Finally, the third HNN model is X; with encryption keys w,, = -2
and w,; = -7, and state variables x3;, x3,, x33. Thus, the diagram of
Fig. 8 is equivalent to the pseudocode presented in the Algorithm 1,
which computes n pseudo-random numbers (PRN). To solve the set of
differential equations that describes the HNN model, the Euler method
is used with an integration step h. The algorithm saves a PRN every
r integration step. A final parameter ftr is introduced to delete the
transient. To evaluate the statistical properties of PRNG, we use the
NIST 800-22 test suite [31]. The results of the NIST standard using 1
Mb are shown in Table 4, proving that PRNG is feasible for security
applications.

4. Fractional order HNN model

The study of fractional order dynamical systems and their appli-
cations have been one of the main topics in recent years in the field
of dynamical systems. It allows for another degree of freedom to the
system and provides more dynamics. There exist multiple approaches
to computing the fractional order integral of a function, the most
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(b) Period 1 for g = 0.79.
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(d) Plane x1-x3 with ¢ = 0.8.

(f) 3D plane of FOHNN model with ¢ = 0.8.

Fig. 9. Diverse dynamics for FOHNN model described by Eq. (37) with two initial conditions: (0.5,-0.2,0) in red and (-0.5,0.2,0) in blue.
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used being the definitions from Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov
and Caputo [32]; this last one is the most appropriate in engineering
because it uses integer order initial conditions. To provide the Caputo
definition for a fractional-order integral, first, let us introduce some
notation.

Definition 1. The integrodifferential operator denoted as ,D} is a
combination between the derivative and integral operators as follows

LF0, <0,
D) =1 1), q=0, (B34
Lro@nt, g 0.

Based on the last notation, we define the Caputo fractional-order
derivative as follows:

Definition 2. Caputo’s fractional-order derivative of a function f with
dependence on time ¢ is given by

1
C 4 .

DI f(t) i= ————
WD f0 =+ T
where C refers to the Caputo type of fractional-order derivative used
and in the next of this work will be obviated, 0 < ¢, <, ¢ € R is the
order of fractional integration which meets m — 1 < ¢ < m and m € R*.

t
/ (t = oyt W (r)dr, (35)
1o

Then, we introduced the proposed HNN model of fractional order
as follows:

oDix; = —x;+045tanhx; —2.5tanhx, — 9tanhx;,
oDix, = —x,+tanhx| +3.5tanhx, + 3tanh x3, (36)
oDix3 = —x;3—tanhx, —3tanhx, + 0.5tanh x;.

In this system, the x; space state variable is bounded by |x;| < 4,
since the aim of this section is to implement this fractional order model
in FPAA with work limit voltages of +3V, a scaling in amplitude is
necessary, then a change of variable driven as x; — 4x, giving a scaled
model as

oD{x; = —x;+0.1125tanh4x, — 0.625 tanh x,
—2.25tanh x5,
’ 37)
oDix, = —x,+tanh4x; +3.5tanhx, + 3tanhx;,
oDix; = —x;—tanh4x; —3tanhx, + 0.5tanh x;.

A relevant result for fractional calculus is the result of taking the
Laplace transform £{-} of a fractional-order derivative; this one yields:

n—1

L{oDIfy;sy =s5TF(s)= Y s* [,Dr " f 0],y -

k=0

(38)

where n € Z such that n — 1 < ¢ < n, and with initial conditions equal
to zero we get

L{,DIf(t); s} =s1F(s). (39)

4.1. Simulation results of the fractional order HNN model

To find the solution of the fractional order differential equations
described in Eq. (37), we used the work by Garrapa R. [33], based on
the Adams-Bashforth—-Moulton (ABM) method to estimate a numerical
solution of the proposed HNN system. Fig. 9 presents the diverse
behavior found while fixing w,, = -2, w;; = -9 and varying the
fractional integration order 0.78 < g < 0.83.

First, we notice that bi-stability is preserved, to denote it we used
to different initial states (—0.5,0.2,0)” in blue and (0.5, —-0.2,0)" in red.
Further, different behavior for the self excited attractors were found,
by choosing ¢ = 0.78 the system presents a fixed point type dynamic

10
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(a) Bifurcation diagram of local maxima of x; for fractional order system in
Eq. (37).
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(b) LEs for fractional order system in Eq. (37) with ¢ = 0.8.

Fig. 10. Two metrics to identify chaos in fractional order HNN model described in
Eq. (37).

(see Fig. 9(a)), this especially interesting because this dynamic was
not found in the integer order HNN model. Then, different periodic
behaviors were found for the selecting values in the 0.787 < g < 0.7948;
one example is shown in Fig. 9(b). Second, for g > 0.795, chaos is found.
Figs. 9(c)-9(e) show the different phase portraits of the system in the
2D plane, while Fig. 9(f) presents the simulation of the system in a 3D
plane.

Two different metrics were used to identify chaos in fractional
order systems. First, the bifurcation diagram of local maxima of x;
was also computed and is shown in Fig. 10a, just as in the integer
order system, the bifurcation diagram summarize the behavior before
explained. To find such a diagram, the system is simulated during 900
s, not considering a transient time of 450 s and integration step of 0.01.
Second, the LEs of the system in Eq. (37) were found with ¢ = 0.8 using
the work by Hang Li, Yongjun Shen et al. [34]. The results after 1000
s, an orthonormalization time of 0.2 s, and an integration step equal
to 0.002 for the LEs are shown in Fig. 10b with values 4, = 0.713,
A, = 0.082 and A; = —2.265, which confirms the chaotic nature of the
considered fractional order system.
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(b) Circuit topology to program one space state variable in AnadigmDesigner2.

Fig. 11. Block-base program to implement the fractional-order HNN model.

4.2. First order filters to approximate s~ and their FPAA-based design

In fractional calculus and signal processing, the expression s,
where s is a complex frequency variable in the Laplace domain, and ¢
is a real number, represents an operation that generalizes integer-order
integrals and derivatives [10]. Unlike integer powers of s, fractional
powers introduce challenges in computation and interpretation, espe-
cially when ¢ is non-integer. This term often arises in systems with
memory or hereditary properties, where responses are not instanta-
neous and depend on past states in a non-integer order. Most of the
time, an approximation is conducted to approximate the expected
behavior of s79, specifically in [35] proposes an approximation based
on rational functions as
 P(s)
0N
where Q(s) and P(s) are chosen to approximate the frequency response
of s74. In this work, we use the first order of this approximation given

4

(40)

11
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by

g A-@s+(1+q _ As+1
A+qs+(1—-¢q) s+A°

(41)

where A = 1=¢_ The expression given by Eq. (41) can be interpreted as

the sum of ;+£ow-Pass and a High-Pass filters as
s siSA s -: A (42)
Taking the Laplace transform of Eq. (37) we find

L{Dix;} = —X(s)+0.45C{tanhdx} —0.625C tanh x,}
—2.25C{tanhx;},

L{,Dix,) = —X,(s)+L{tanhx}+3.5C{tanhx,} “3)
+3L{tanh x5},

£{0Dfx3} = —X3(s)— L{tanhx,} — 3L{tanhx,}
+0.5L{tanhx,},

then taking the expression in Eq. (39) and the approximation of s~¢
given by Eq. (42) yields
As 1
+
s+A s+A
—2.5tanh x, — 9tanh x5},

X,(s) = ( )ﬂ{—xl +0.45tanh x,

(44)

As " 1
s+A s+ A
+3.5tanh x, + 3tanh x5},

Xy(s) = ( )ﬁ{—xz +tanhx,

(45)

As + 1
s+A s+ A
—3tanhx, + 0.5 tanh x5 }.

X5(s) = ( )B{—x3—tanhx1

(46)

In this work, we are mainly interested in ¢ = 0.8, which gives 4 ~
0.1111, and then, we find the first order approximation as
570‘8 ~ 0.1111s 1

s+0.1111  s+0.1111

These order filters are implemented in the configurable analog
board using the circuit topology presented in Fig. 11(a), in orange
we highlight the block for the Low-Pass filter with a transfer function
equivalent to
27 foGrp
s+2xfy’

(47)

G(s) =+ (48)

where G, p is a variable gain and f, is the corner frequency at which

the gain is —3+201og(G) dB. In green is highlighted the High-Pass filter

with the transfer function
Gyps

G(s) = —m,

(49)
where G p is a variable gain and f;, the corner frequency. By setting
G;p=1,Gyp =0.111 and f, = 0.111 we configure the circuit in Fig.
11(a) as an approximation for 5708 In Fig. 11(b), we present the circuit
topology to describe the Egs. in (44), (45) and (46).

4.3. Implementation results of fractional order HNN model

In Fig. 12 we show the result of the implementation of the frac-
tional order HNN model with ¢ = —0.8 using the circuit designed in
Section 4.2, four different phase portraits are shown. Fig. 12(a) shows
the time series for x; and x, in yellow and green, respectively. Further,
Figs. 12(b)-12(d) present the phase portraits of the fractional order
system x; —x, plane, x; — x3 plane and x, — x5 respectively. From these
results, we can see a clear resemblance with the numerical simulations
previously presented.
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(a) Time series for space state variable xj in yellow x in green.

Integration 103 (2025) 102389

(c) Results of fractional order system for plane x; — x3.

(d) Results of fractional order system for plane x; — x3.

Fig. 12. FPPA configuration and circuit implementation for system in Eq. (37) with ¢ =0.8.

5. Conclusion

This paper proposed an elegant synaptic weight matrix for which
the HNN model shows rich and complex dynamical behaviors such
as chaos and bi-stability, even though the elements of the weight
matrix are integers. To demonstrate that rich dynamics, dissipation
property, stability analysis, basin of attraction, bifurcation diagrams,
and Lyapunov exponents were presented. Moreover, an analog circuit
was designed and implemented on FPAAs for the integer order HNN
model. Finally, a fractional order analysis was conducted by applying
bifurcation diagrams and Lyapunov exponents to identify the type of
behavior on the fractional order side of the considered system. Also,
an analog circuit was designed and correctly implemented using an
approximation for the s~¢ operator. In addition, a PRNG was designed
and evaluated using the standard NIST 800-22 tests to demonstrate the
effectiveness of the proposed HNN in security applications.

In future works, the presented Hopfield neural network may be used
to obtain compact hardware implementations in security applications
and pattern recognition, among others.
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As well-known, chaotic dynamics can appear in both living and artificial systems, resulting in several
applications in science and engineering. Thus, the persistent question is whether a determined time series
Keywords: represents truly chaotic behavior. Although many familiar tools exist to respond to that question, new efficient
Chaos algorithms in time and complexity must be developed to cope with the striking characteristics of novel chaotic
systems, e.g., systems with non-uniform divergence.

In this framework, a new metric to evaluate the chaotic behavior in nonuniformly dynamical systems
using the divergence operator of the vector field is proposed. Such systems are characterized by presenting a
non-constant divergence, i.e., the divergence changes as time evolves since it depends on the system states.
The proposed metric can be applied in dissipative and conservative systems with non-uniform divergence. By
expanding the dynamical system with the time derivative of the divergence operator, the proposed approach
can identify periodic and chaotic regions from the averages of the derivative of the divergence for the first orbit
(ADDFO) and second orbit (ADDSO). We evaluate the performance of the algorithm in various systems: the
typical Rossler system, a three-neuron Hopfield neural network, the Pernarowski model of pancreatic beta-cells,
and the Sprott D conservative system. From the numerical results, we explicitly demonstrate that the proposed
metric provides an efficient algorithm regarding simulation time and complexity with the best performance
compared to Lyapunov exponents and bifurcation diagrams.

Chaotic systems

Nonuniform divergence
Nonuniformly dynamical systems
Numerical simulation

Neural Networks

Introduction transformation typically pertains to the amplitude of one of the system’s

state variables. Consequently, depicting local maxima or minima on

The study of dynamical systems has seen significant growth in re-
cent years, as it allows for the analysis of complex systems. One special
type of dynamical system is a chaotic system, which is a deterministic
system with aperiodic behavior and extreme sensitivity to initial condi-
tions [1]. Chaotic systems were first reported by Lorenz in 1963 [2] and
have been a major focus of study within the scientific community since
then. There are multiple definitions for chaos, with the most common
being the one proposed by Devaney [3], which defines a chaotic system
as a dynamical system f : X — X of a metric space X satisfying f is
transitive, f is dense on X, and f has a sensitive dependence on initial
conditions. Based on these properties, different metrics have been
regularly proposed and used to identify chaotic dynamics. For instance,
Lyapunov spectrum [4], bifurcation diagrams [5], Kolmogorov-Sinai
entropy [6], Poincaré map [7], 0-1 test [8,9], to mention only a
few. Among them, bifurcation diagrams and Lyapunov exponents are
the most frequently utilized. On the one hand, bifurcation diagrams
depict the qualitative transformation of a system as its parameters are
altered [10]. In the context of continuous-time dynamical systems, this

* Corresponding author.
E-mail address: jesusm.pacheco@correo.buap.mx (J.M. Munoz-Pacheco).
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the bifurcation graph facilitates the identification of diverse dynamics,
such as periodicity, quasi-periodicity, and chaos. On the other hand,
the Lyapunov spectrum measures the exponential separation between
two infinitesimal close orbits and consists of n values called Lyapunov
exponents (LEs) for an n-dimensional dynamical system. Depending
on the signs of the LEs, different dynamics can be identified [4,10].
For a dynamical system with bounded solutions, a positive Lyapunov
exponent indicates chaotic behavior, which is defined as the Largest
Lyapunov Exponent (LLE).

In recent years, new investigation and application branches on
chaotic dynamics have been opened, such as chaos-based cryptogra-
phy [11,12], chaos control [13], quantum chaos [14,15], chaotic neural
networks [16,17], biological systems exhibiting chaos [18], fractional-
order chaotic systems [19,20], and so forth. Therefore, new algorithms
for chaos detection in those new research areas are continuously being
developed and refined to broaden the collection of dynamical tools
available for chaos exploration in the parameter space [21-23], as
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well as improved detection [24,25] These algorithms aim to not only
expand the repertoire of techniques but also to improve computational
efficiency, with a focus on reducing both time and memory usage.

One of the most relevant aspects in chaotic systems is the evolution
of their volume in the phase space, called divergence. If the volume of
the phase space is reduced, the system is said to be dissipative while if it
is maintained, the system is called conservative. Otherwise, the system
is unbounded [26]. Based on this criterion, it is possible to conclude if a
system can contain attractors [27]. Let us consider a dynamical system
described by

X =f(x), (€8]

where x € R” is a vector containing the system variables and f(x) € R”
is the vector field. To characterize how the volume of phase space
behaves, the divergence operator of the vector field V - f(x) is used,
which is given as

9f1(x) 4 0f»(x) R 0f,,(X). )
X1 0x, ox,

The sign of V-f(x) is a well-known criterion to identify if the system
is conservative (V - f(x) = 0), dissipative (V - f(x) < 0) or unbounded
(V-f(x) > 0). However, for specific systems, the divergence depends on
the states of the system. Under such circumstances, the average time
of divergence along the trajectory now determines whether the system
is dissipative or conservative, specifically if this is zero or nonzero.
Such systems can even have characteristics that exhibit dissipation and
anti-dissipation in specific time periods.

V- f(x) =

Definition 1 (Uniformly Dynamical System). A dynamical system ex-
pressed by Eq. (1) whose divergence is constant, i.e., V - f(x) = &,
with k € R being a constant value, is called Uniformly Dynamical
System where the dissipative or conservative nature depends on if k
is non-positive or zero, respectively [28,29].

Definition 2 (Nonuniformly Dynamical System). A dynamical system
expressed by Eq. (1) whose divergence is a function of the states
of the system, i.e,, V- f(x) = A(x), with x € R" being the set of
system variables and A : R" — R a non-constant function, is called
Nonuniformly Dynamical System where the dissipative or conservative
nature depends on the average of states A as time evolves [28,29].

Apart from the classic chaotic systems such as Rossler system [30],
double pendulum [31], Sprott A, D, K, O and P, etc., many others also
possess a divergence that depends on states of the system [16,32,33].
In this manner, the novel contributions of this manuscript are:

» The proposed metric employs the divergence operator on dissipa-
tive and conservative nonuniformly dynamical systems (Defini-
tion 2) to determine the parametric zones with chaotic dynamics,
producing an optimized algorithm in time simulation.

+ The proposed metric aims to identify periodic and chaotic regions
based on the time derivative of the divergence operator and the
averages of the derivative of the divergence for the first orbit
(ADDFO) and second orbit (ADDSO), respectively, reducing the
number of data required for classification.

The basic idea works as follows. Considering that the divergence is
not constant, we include the divergence operator on the right-hand side
of the dynamical system (1). Then, we find the mean value of the time
derivative of the divergence while the system is numerically integrated.
Finally, based on the absolute error between the average values of the
temporal derivative of a phase-space variable, we classify chaotic zones
with less computational effort than other approaches.

The article is organized as follows. Section “Computational method”
introduces the proposed metric for detecting chaos using the diver-
gence operator. Section “Computational results” presents the new met-
ric when it is used in four nonuniformly dynamical systems with
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well-documented chaotic phenomena. The given results are compared
with those obtained by the bifurcation diagrams and LLE. Section
“Discussion” discusses the obtained outcomes as well as the analysis
of computational cost. Finally, Section “Conclusion” summarizes the
conclusions.

Computational method

Consider a dynamical system described by
x=f(x, ), 3)

where f € R is the parameter to analyze. Now assume that system (3)
is a nonuniformly dynamical system satisfying Definition 2. So, there
exists a non-zero function with dependence on the state 4 : R” —» R
given by

o of(x, §)

A=V AP = 4
i=1 i

As is well known, the divergence measures the rate at which the
phase space expands or shrinks. For nonuniformly chaotic systems, two
trajectories with close initial states are expected to diverge at some
point because their divergence is also sensitive to initial conditions.

Then, while the time series given by A maintains its chaotic be-
havior, it can be used to analyze the dynamics of the system. Let us
compute

%v f = A, ©)
= (VA'%, O]
= (VA'f(x, ), @)

T
with VA = [;7/‘1 ::TAz :;TA] being the gradient. Using the

expression in Eq. (7), the solution of A can be introduced on the
right-hand side of system (3), yielding

f(x, p)

X
[A] B [(VA)Tf(x, /|- . ®
We can consider an expanded system by introducing y = [Z] and
F(y.p) = [ (ngfl(z ﬂ)]' Now, the system can be recast as
y=F.p, 9

where F(y, f) € R™*!. Suppose now that the expanded system (9) has a
numerical solution given by the Euler rule expressed by
N-1
YN =Yno1+h Y Fyn_ih. ¥yO) =y, (10)
i=0
where £ is the integration step and y, the initial state of the system.
The next step is to compute a simultaneous solution of the expended
system using a ¢ — 0 that slightly changes the initial state by z =y, +e.
So, we have
N-1
iy =2y +h ) Fay_.f), 20)=2=y,+e. a1

The solutioﬁgoyn 41 and z,, represent the divergence of both systems
in Egs. (10) and (11). In a chaotic regimen, both solutions are expected
to diverge over time. This is because the divergence is also sensitive
to initial conditions. In fact, the solutions are identical in nonchaotic
parametric regions while they separate in the chaotic windows.

Then, the proposed approach identifies chaotic dynamics by taking
the absolute difference of average solutions y,,; and z,,; in period
[AN;, hN ;] computed by

Hp = |<yn+1> - <Z,H_1)|, (12)
N N
Zi:’N, yn+1,i Zi=fN,. er—l,i (13)
Nf - N; Nf - N; ?
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N
f
| Z,‘:Nl(yrwl,i - zn+1,i)|

N, =N,

a4
1

where y,,,; and z,,,; are the ith iteration of the nth plus one solution

(the solution for the divergence) from the expressions in Egs. (10) and

(11), respectively.

It is important to remark that (y,,,) refers to the average of the
derivative of the divergence for the first orbit (ADDFO), whereas (z,,, )
means the average of the derivative of the divergence for the second
orbit (ADDSO). Finally, u, is the absolute error of the average of the
derivative of a state-variable (AEADV). In the specific case of this
investigation, the state variable denotes the derivative of divergence
included as an extra variable in the expanded system (8).

A relevant aspect of the proposed approach is the simulation time
required to identify chaotic dynamics is optimized. While most metrics
need a significant amount of time to give a proper result, the proposed
method only demands a short finite time period where the value for
N, is not much bigger than N,. This time optimization is because the
average for a bounded trajectory will approximate zero as time goes to
infinity. To select the value for Ni, we must consider enough simulation
time so that the orbits are separated from each other in the case of
chaotic systems. The pseudo-code of the presented approach is given in
Algorithm 1. This can be downloaded from repository AssoLuTE ERrOR
OF THE AVERAGE DIVERGENCE VARIABLE. !

Algorithm 1 Pseudo-code of the new method to identify chaotic
dynamics in nonuniformly dynamical systems.

1: Input: Dynamical System & (x, §), f, ¥, N;, N G
2: Output: py
3: for k < 1 to size(p) do

Y=Yo
Z2=12Z)+¢
avg =0

fori—1to N,—1do
y=Yy+hF(y, plkD
zZ =z + hF(z, flk])

10: end for

11: fori« N, to N, do

12: y =y + hF(y, BlkD

© ® N T R

13: z =7+ hF(z, flk])
14: avg =avg +y, —z;
15.  end for

. = _llavell
16: yﬂ—ln<Nf_N’ +1>
17: end for

18: return ug

Stability analysis

An expansion of a dynamical system may have an impact on the
original behavior of the system. We will prove in this section that
the introduction of divergence as a variable has no influence on the
stability of the Euler numerical integration method.

Theorem 1 (Eigenvalues of the Expanded System). The eigenvalues of the
Jacobian J,, of expanded system described in Eq. (7) are:

+ The eigenvalues of the Jacobian J(x*) = {4, 4,,...,4,} of original
system.
+ An extra eigenvalue 4,,, = 0.

1 https://github.com/pacheco008/AEADV.
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Proof. The Jacobian of the expanded system is found by

of(x*, f) of (x*, f)
) ox oA
Jexp(xx) =1 F € R(n+1)><(n+l)’ (15)
e e
X=X X=X

where x* is the equilibrium point of the system. From the original
system in Eq. (3) we have J(x*) = W Moreover, the states of the
system have no dependence on the divergence and, given the system
is a nonuniformly dynamical system, the divergence has a dependence

on the states, as such we can write

of(x*, p) J
AP _pert, Li=0eRr. 1
oA €8 9 € )

Finding the gradient of the temporal derivative of the divergence yields
0 i _ i T

A4 = Z(VAEE,p)), a”

= 1 AT £ (VA) + VAT ZE(x, f),

recalling that f(x*) = 0, then evaluating in the equilibrium point we
have

9
dxA

(e, A7 (2(V)
(vaT 2. ))

xex* L (vaT Zeep)

x=x* (]_ 8)

X=X

Then, the eigenvalues of the expanded Jacobian can be computed by

J(x*) = I, 0
det(Joyp(x*) — AL,y;) = det (v AT@> il ) 19
0X ) x—x*
= det (Jx*) = AL,) (—2), (20

where I, € R™" and I,,,, € R"+DX(+D are the identity matrix of n and
n + 1 dimension, respectively. Based on Eq. (20) we conclude that the
eigenvalues of Jey, = {41, 43, ..., Ayy Ay}, Where 4, = 0 is the result
of the expansion of the system. []

Theorem 2 (Euler Integration Stability). The expansion of the system in
Eq. (1) to the system in Eq. (7) has no impact on the stability condition of
the Euler numerical integration method.

Proof. We recall the condition of stability for the Euler numerical
integration method is given by [34]

H+hil <1, Vi=12,...n 1)

meaning the stability of the Euler method depends on the eigenvalues
of the system. Based on Eq. (20), the expanded system (7) inherits all
eigenvalues of the original system (3) plus an additional eigenvalue
A,41 = 0 associated with the divergence. This additional eigenvalue
does not alter the stability condition because it is the result of an
additional non-independent variable of the other states. Furthermore,
it lies on the boundary of the stability region, causing no exponential
growth (marginal stability). As a result, the stability criterion given
by Eq. (21) remains identical for both the original and the expanded
system. []

Computational results

In the following subsections, we demonstrate the usefulness of the
proposed metric. The four studied nonuniformly chaotic systems are (i)
the Rossler system, (ii) a three-neuron Hopfield neural network, (iii) the
conservative Sprott D system, and (iv) the Pernarowski biological sys-
tem for modeling pancreatic beta-cells. All simulations are completed
on a MaTLAB environment using a laptop Acer i5-1135G7 2.40 GHz with
8 GB of RAM.
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(a) Average of the derivative of divergence for the first orbit (y,+1) (ADDFO in (b) Absolute error g (AEADV) of the average of the derivative of divergence

black) and second orbit (z,+1) (ADDSO in blue) of the proposed metric.
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(c) Overlaped ADDFO, ADDSO, bifurcation diagram, and largest Lyapunov exponent standardized for effective visual comparison.

Fig. 1. Chaotic dynamics of the expanded Rossler system (27) using the proposed metric compared to bifurcation diagrams and largest Lyapunov exponent.

Nonuniformly dissipative Rossler system

One of the most well-known chaotic systems is the Rossler system
described by [30]:

b -y—z
y{=| x+ay | (22)
Z b+ z(x—f)

where the chaotic dynamics is present when ¢ = 0.2, b = 0.2. In
this case, f is the studied parameter which is varied in the range
42 < f < 50. For § = 5, the Rossler system has two hyperbolic
saddle equilibrium points of type II located in (0.008,—0.04,0.04) and
(4.992, -24.959,24.959), respectively.

The Rossler system satisfies Definition 2 of a nonuniformly dissipa-
tive dynamical system with divergence A given by:

X
x 0y 4
A=V |p|=B 2, %2 @3
. dx dy o0z
z
=02+x-0, (24)

and after to apply Eq. (7), we have

—y—z
x+02y |, (25)

1 T
(VATE(x,p) = |0
0 02+ z(x—p)

= -=y—2Z. (26)

Then rewriting the Rossler system as in Eq. (8) yields:

X -y—z
y x+0.2y

= 2
z 02+4+z(x-p)| @7)
A -y—z

which is herein termed the expanded dynamical system where the
additional state variable is the derivative of divergence.

Figs. 1(a) and 1(b) show the average of the derivative of divergence
for the first orbit (y,, ;) (ADDFO) and the second orbit (z,, ;) (ADDSO),
respectively, and the absolute error u; (AEADV). Choosing the initial
conditions of the original states as x, = [0.1 1.0 l.O]T we can
compute the initial state of divergence variable as A(0) = 0.2+x(0)—p =
0.3 . Also, we select e = [0.001  0.001 0.001 0.001]", integration
step h = 0.001, N; = 100000, and N, = 105000 where the parameter §
is uniformly swept with 100 divisions for values between 2 and 6. As
can be seen, ADDFO and ADDSO evolve almost identically when the
parameter f is in the non-chaotic region. On the other hand, ADDFO
and ADDSO split significantly if § belongs to the parametric region of
chaotic dynamics. So, the proposed metric can distinguish chaotic and
non-chaotic areas in the chosen parameter space. For instance, in the
Rossler system, the chaotic oscillations appear for f > 4.2 and vanish
for 5.19 < g < 5.49.
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Fig. 2. Analysis of the chaotic dynamics in the nonuniformly conservative Sprott D system (39) using the proposed metric. (a) Average of the derivative of divergence for the first
orbit (y,,;) (ADDFO in black) and second orbit (z,,;) (ADDSO in blue). (b) Absolute error u; (AEADV) of the average of the derivative of divergence. (c) Bifurcation diagram of
local maxima of state variable x. (d) Largest Lyapunov exponent. (For interpretation of the references to color in this figure legend, the reader is referred to the web version of

this article.)

Table 1
Elapsed time after transient response for each chaos metric of Fig. 1 for the nonuni-
formly dissipative Rossler system.

Proposed Bifurcation LLE
metric diagram
Time after transient (s) 5 400 1900

Transient time: 100 s.

To demonstrate the effectiveness of the proposed approach, we
compare the given results with those of the bifurcation diagram and
the largest Lyapunov exponent, as shown in Fig. 1(c). All metrics were
standardized by normalizing their respective axes to arbitrary units,
ensuring uniform scaling across figures for effective visual comparison.
Such results reveal how the method based on ADDFO and ADDSO
successfully classifies chaotic behavior comparable to classical chaos
metrics but requires much less data after transient time, optimizing the
elapsed simulation time (Table 1).

Nonuniformly dissipative Hopfield neural network

In literature, various artificial neural networks have reported
chaotic behavior. More particularly, a Hopfield neural network is
described by the following dimensionless dynamical system

X=—x+W TI'x)+b, (28)

where x € R" describes the behavior of each neuron, W € R™" is
a synaptic weight matrix, b € R” is an input bias and I'(x) € R” is
known as the activation function for each neuron. The specific model
considered in this contribution is described by [16]

X x 0 1.2 —7||tanhx
yl=—|y[+[1.1 0 28[|tanhy]. (29)
z z 0.7 -2 p ||tanhz

Computing the divergence operator of the Hopfield neural network
produces

A=-3+p(1 —tanh® z). (30)

We can note that the divergence depends on the state variable z.
Therefore, the Hopfield neural network (29) belongs to the classifica-
tion of nonuniformly dissipative systems in Definition 2, with g = 4 the
system has three equilibrium points in (—3.4666,0.5170, 0.6575), (0,0, 0)
and (3.4666, —0.5170, —0.6575).

Then, we can find the derivative of A as

0
VA= 0 , 31
—2f tanh(z)(1 — tanh?(z))

and following as in (7), we find
(VATE(x, ) = =28 tanh(z)(1 — tanh®(z))z . (32)

As a result, the expanded system is given by

X —x + 1.2 tanh(y) — 7 tanh(z)
):1 _|-y+ 1.1 tanh(x) + 2.8 tanh(z) ’ (33)
Z 81(x,p)
A 8 (x, )
where the functions g, (x, f) and g,(x, f) are equivalent to
g1(x,p) = —z+0.7tanh(x) — 2tanh(y) + ftanh(z), (34)
&(x.f) = -—2ftanh(z)(1 — tanh*(2))g, (x. f).

The expanded system (33) is now solved using Egs. (10) and (11)
with initial conditions for the original system x, = [0.I 0 O]T,
initial divergence A(0) = -3+, € = [0.001 0.001  0.001 O.OOl]T,
integration step 24 = 0.001, N; = 220000, and N, = 240000 for the
parametric range 3.5 < f < 4.2

The results for the ADDFO and ADDSO are shown in Fig. 3(a), while
the AEADV is displayed in Fig. 3(b). Again, we evaluate the obtained
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Fig. 3. Analysis of the chaotic dynamics in the nonuniformly dissipative Hopfield neural network (33) using the proposed metric. (a) Average of the derivative of divergence for
the first orbit (y,,;) (ADDFO in black) and second orbit (z,,,) (ADDSO in blue). (b) Absolute error y, (AEADV) of the average of the derivative of divergence. (c) Bifurcation
diagram of local maxima of state variable x. (d) Largest Lyapunov exponent. (For interpretation of the references to color in this figure legend, the reader is referred to the web

version of this article.)

results with the proposed approach against the ones provided by the
bifurcation diagram (Fig. 3(c)) and LLE (Fig. 3(d)). Note that the metric
denotes chaotic dynamics for # > 3.8 and g < 4.17, which is the
expected result based on LLE and the bifurcation diagram.

Nonuniformly conservative Sprott D system

The Sprott D dynamical system is one of the many proposed systems
by Prof. J.C. Sprott in his contribution “Some simple chaotic flow” [35],
and is described by the set of differential equations
x -y
yl=| x+z |, (35)
z xz + py*

where g is the parameter under study in the interval 1.5 < g <
3.0. Following the same steps as previous systems, we applied the
divergence operator to find

A=x. (36)

Then, it is clear that the vector field of the Sprott D system satisfies
Definition 2 being a nonuniformly conservative dynamical system with
only one nonhyperbolic equilibrium point located on the origin. So, the
derivative of divergence is given by

T
1 -y
VATEx, ) = |0 x+z |, 37)
0| [xz+py?
=y, (38)

with the expanded system described by

-y
X+2z
Txz+ 2| 39

-y

SN e %

By computing a solution with initial conditions of the original
system x, = [0.1 0.1 O.I]T, initial divergence A(0) = x(0) = 0.1,
¢ = [0.0001 0.0001 00001 0.0001]", N, = 400000, N, = 409000,
and integration step s = 0.00025, we obtain the results for ADDFO and
ADDSO shown in Fig. 2(a) and the AEADV in Fig. 2(b). Additionally,
the bifurcation diagram and LLE are presented in Fig. 2(c) and Fig. 2(d),
respectively. For the conservative Sprott D system, chaotic dynamics
are expected to appear for f > 2.04. One can observe that the proposed
approach identifies clearly chaotic and nonchaotic regions.

Nonuniformly dissipative Pernarowski biological model

Pancreatic beta-cells produce and secrete insulin to normalize the
glucose level of the blood. Multiple models exist to study the behavior
of a single beta-cell within the pancreatic islets, such as the Pernarowski
mathematical model [36]. It is described by the set of differential
equations

v
=|—-eHu,c)— vFu)— Gu,c)|, (40)
eH(u,c)

o S =

where the functions H(u, c), F(u) and G(u, c) are defined as

H(u,c) = pu-a)-c,
Fw) = allw—a)*-n, (41)
G,e) = c+ud=3u+1),

where u is the membrane potential, v is the voltage-gated potassium
channel, and ¢ is the substance concentration that regulates the bursting
electrical activity. The value for the system parameters are a = —0.02,
B=2,0=0,a=-15and e = 0.178. We select the parameter 5 to be
analyzed in the range 0.5 < n < 3.0. By applying our method, we find
the divergence as

A= —FQu)+e2H®O (42)
odc
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Fig. 4. Analysis of the chaotic dynamics in the nonuniformly dissipative Pernarowski model (46) using the proposed metric. (a) Average of the derivative of divergence for the
first orbit (y,,;) (ADDFO in black) and second orbit (z,,;) (ADDSO in blue). (b) Absolute error u, (AEADV) of the average of the derivative of divergence. (c) Bifurcation diagram
of local maxima of state variable u. (d) Largest Lyapunov exponent. (For interpretation of the references to color in this figure legend, the reader is referred to the web version

of this article.)
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= 0.02[u® — #*1 - 0.178, (43)

and following Eq. (7), we get

002]'[ o
VATtx,n) =] 0 O , (44)
0 eH(u,c)
= 0.02v. (45)

As a result, we obtain the following expanded system

u v

0| |—-eH(u,c)—vFu)—G(u,c)
¢l eH(u,c)

A 0.02v

(46)

Analogous to previous cases, the proposed approach can discover
the nonchaotic and chaotic regions in the expanded Pernarowski bi-
ological model (46) as shown in Fig. 4. The analysis was conducted
with initial conditions of the original system x, = [-1.5 0.1 I.S]T,
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(b) AEADV computed by varying an scalar perturbation amplitude p for the
expanded Rossler system Eq. (27).

Fig. 6. (a) Transient time and (b) initial states effects on the AEADV metric.

resulting on an initial divergence A(0) = 0.02(u(0)> — #*) — 0.178 =
7 —0.133, ¢ = [0.0002 00002 0.0002 0.0002]", integration step
h =0.001, N; = 120000, and N, = 125000. The results of the proposed
approach agree well with the bifurcation diagrams and LLE, which
demonstrate that AEADV can effectively identify chaos.

Discussion

In this section, we evaluate the computational cost, simulation time
among the proposed algorithm and traditional methods. The pseudo-
code of the presented approach is given in Algorithm 1. This can be
downloaded from https://github.com/pacheco008/AEADV. Also, the
impact of different transient times as well as the phenomena of Critical
Slowing Down is discussed.

Time response analysis

It is important to note that the first inner for cycle is the simulation
time from 7 = 0 to r = N,, i.e., the transient response. So, such a time
interval is identical for the three considered metrics: proposed AEADV,
LLE, and bifurcation diagram. The second inner for cycle integrates
the expanded system from N; to N,, which is the simulation time
considered for comparison purposes.

In this work, the LLEs are calculated with 4 = (lne, /ey)/Ar [35],
while the bifurcation diagrams are computed using the algorithm
in [5]. In Fig. 5(a), the time required to compute the LLE (red),
bifurcation diagrams (green), and proposed approach (blue) is plotted
by varying the simulation time for each case. This shows that the
algorithm based on the Absolute Error of the Average Divergence
Variable (AEADV) is faster than the other two algorithms. For the
particular case of the Rossler system, we find that the algorithm for LLE,
bifurcation diagram, and proposed approach consumes 2000s, 500s,
and 105s, respectively, as given in Table 1. As a consequence of such
results, we compute the computational effort needed to obtain the final
result in the Rossler system with each metric as a function of the system
parameter (see Fig. 5(b)). Note that the proposed metric requires less
time to identify the chaotic and nonchaotic regions compared with
classic metrics. Finally, the transient time should be removed to find
appropriate dynamics. In the case of LLE, this may be optional, but it
is not for the bifurcation diagrams and AEADV. In Table 1, we show the
time required after the transient is about 100 s for the Rossler system.

Transient time and critical slowing down phenomena effects on the AEADV
metric

An unquestionable feature of chaotic systems is their sensitive de-
pendence on initial conditions; a phenomenon only observed after
sufficient temporal evolution. To be found, such a phenomenon re-
quires careful selection of the transient time, which is the interval
required for the trajectories to diverge meaningfully. However, exist-
ing methodologies lack rigorous criteria for determining this critical
parameter, introducing uncertainties in dynamical diagnostics such
as bifurcation diagrams [37], Lyapunov exponent calculations [26],
and the proposed AEADV metric. The consequences of an insufficient
transient time are exemplified in Fig. 6(a), which illustrates the AEADV
computed for the chaotic Rossler system (Eq. (27)) with f = 5 and
parameters matching those in Section “Computational results”. Here,
the metric fails to reliably distinguish chaotic dynamics until N; >
70000, since transient trajectories require extended evolution to achieve
measurable separation, where the AEADV value is 0.02 or ten times the
initial separation e. So, the challenge is a trade-off between a proper
transient time selection with a robust chaos identification.

Furthermore, the Critical Slowing Down (CSD) [38] phenomenon
also plays a relevant role in chaotic metrics, where the recovery
time from small perturbations increases dramatically as the system
approaches a critical threshold. In the AEADV metric, the CSD may
occur while choosing initial states close to the equilibrium point of the
system. In studies of chaotic systems, the CSD concepts may intersect
with transient dynamics, provoking a complication in selecting an
adequate transient time. Also, systems near bifurcation points may
exhibit both CSD (slow recovery) and sensitive dependence on initial
conditions (chaos), complicating metric-based analyses like Lyapunov
exponents or the AEADV.

To investigate the critical slowing down (CSD) phenomenon, we
computed the AEADV metric for the expanded Rossler system using
perturbed initial conditions of the form: y, = y* + p [1. 1, I,O]T, where
p € R is a scalar perturbation amplitude affecting the equilibrium
point y*. Fig. 6(b) shows the AEADV values for different values of
p, demonstrating robust identification of chaotic regimes within the
selected parameter space. Due to the proximity of initial conditions to
the equilibrium point, a configuration amplifying CSD effects, we set an
extended transient time for smaller values of p to guarantee trajectories
diverged sufficiently before computing the proposed metric. In specific,
for p values of 1, 0.1, 0.05, and 0.01, transient times of 250s, 300s,
400s, and 600 s were selected, respectively.
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Fig. 7. Invariance on the AEADV value by introducing a perturbation 44 in the initial
state of the divergence in the Rossler system computed with A(0) = —4.7 + 4AA.

Invariance under expanded variable initialization

On the other hand, the selection of initial conditions in dynamical
systems can lead to other dynamic behaviors, such as basin boundaries
and multistability, which also complicate chaos identification. In this
work, Theorems 1 and 2 establish that the proposed system expansion
preserves the dynamical invariants of the original system, including
invariance to the initial states of the augmented variables. To validate
such theoretical findings, we perform numerical experiments on the
Rossler system with § = 5, perturbing the initial divergence variable
A(0) by 4AA € [-21,21], i.e., A(0) = —4.7 + AA. As evidenced in Fig. 7,
the AEADV metric exhibits negligible sensitivity to those perturbations,
with a maximum deviation of < 5x10~!3 for all tests. This demonstrates
the robustness of the proposed method in terms of variations in the
initial conditions.

Conclusion

The main goal of the proposed approach is to present a new algo-
rithm to identify chaotic and nonchaotic parametric regions devoted
to nonuniformly dissipative and conservative dynamical systems. The
proposed metric is based on the fact that the divergence for such
systems depends on state variables, and therefore, it is also sensitive to
small changes to initial conditions. Then, by determining the derivative
of the varying divergence, it can be added to the dynamical system as
an extra state variable. As a result of this process, chaotic dynamics can
be found using the absolute error of the average of divergence variable,
termed herein AEADV. In nonchaotic zones, the divergence does not
present sensitivity to initial conditions, so it converges to the same path,
resulting in an absolute error around zero. On the other hand, when the
divergence is sensitive to initial conditions, it leads to different orbits,
resulting in an existing absolute error, which is used as an indicator
of chaotic behavior. In addition, the proposed AEADV identifies the
chaotic and nonchaotic parametric regions almost identical to the ones
obtained with traditional metrics like the largest Lyapunov exponent
and bifurcation diagrams but requires less computational effort. In
particular, the proposed metric requires much less data and simulation
time after transient time to converge to reliable results. Considering
the Rossler systems, a Hopfield neural network, the Sprott-D system,
and the Pernarowski biological model as examples, we established that
the AEADV method is suitable for identifying the chaotic dynamics
in nonuniformly dissipative and conservative systems. In this manner,
the proposed algorithm can increase the available portfolio of analysis
software for nonlinear dynamics.
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