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Introduccion

La topologia moderna se ha consolidado como una herramienta fundamental
para el estudio riguroso de estructuras geométricas y analiticas. Su potencia radica
en la capacidad de formular problemas en términos generales, trascendiendo la de-
pendencia de coordenadas, métricas particulares o dimensiones especificas. Dentro
de este vasto marco, la teoria de los espacios métricos ofrece un entorno privile-
giado: es lo suficientemente accesible para permitir una interpretacién geométrica
intuitiva mediante la nocién explicita de distancia y, simultaneamente, lo bastante
robusta para sustentar conceptos abstractos como la continuidad, la convergencia y
la compacidad.

Una clase de objetos que destaca por su riqueza estructural dentro de estos
espacios son los continuos: espacios métricos compactos, conexos y no vacios. Los
continuos no son meras abstracciones; emergen de manera natural en el analisis
de curvas, superficies, fractales y diversos sistemas dinamicos. El estudio sistemati-
co de estos objetos, conocido como la Teoria de Continuos, ha evolucionado desde
principios del siglo XX gracias a las contribuciones fundamentales de matematicos
como Hausdorff, Brouwer, Mazurkiewicz y Knaster. Una caracteristica fascinante de
los continuos es que, a pesar de que pueden presentar topologias internas de una
complejidad extraordinaria —como el circulo de Varsovia o la curva seno del topdlo-
go—, conservan propiedades globales que permiten su andlisis mediante técnicas de
aproximacién y encajamiento.

El nicleo de esta tesis reside en la exploracién de la universalidad del cubo
de Hilbert (Q). Al ser un espacio compacto, metrizable y de dimensién infinita, @
funciona como un receptaculo universal para todos los objetos compactos métricos.
El objetivo principal es demostrar que todo continuo puede ser encajado en el cubo
de Hilbert. Este resultado establece que cualquier continuo, sin importar cuan in-
trincada sea su estructura, puede representarse fielmente como un subespacio de @)
mediante un encaje (una aplicacién continua e inyectiva que resulta ser un homeo-
morfismo sobre su imagen). Esto permite unificar el estudio de los continuos bajo
un entorno geométrico conocido y compartido.

Para presentar de forma clara y sistematica las herramientas necesarias para
esta demostracion, el trabajo se organiza de la siguiente manera:

En el Capitulo 1, fijamos el contexto tedrico describiendo la estructura de los
espacios métricos. Se introducen los conceptos de conjuntos abiertos, cerrados, ce-
rradura y frontera, analizando las propiedades que rigen la topologia de un conjunto.

Asimismo, estudiamos nociones esenciales como la conexidad local, la arco-conexidad



y la compacidad, las cuales son piedras angulares para la caracterizacion de los con-
tinuos. Este capitulo establece el lenguaje formal indispensable para el desarrollo
posterior de la tesis.

La primera parte del Capitulo 2 se dedica al estudio de los homeomorfismos y
encajes. Exponemos como estas aplicaciones permiten identificar espacios que, aun-
que geométricamente distintos, son topologicamente indistinguibles. Se profundiza
en la nocién de encajamiento como una herramienta de representacion: la capacidad
de insertar un espacio dentro de otro sin alterar su estructura intrinseca. Aqui se
sientan las bases para comprender por qué la busqueda de un “espacio universal” es
un problema central en la topologia.

También introducimos formalmente la definicién de continuo y exploramos sus
manifestaciones. Analizamos ejemplos fundamentales como los arcos, las graficas
finitas y las dendritas, asi como estructuras mas complejas obtenidas mediante pro-
cesos de compactacién y limites inversos. Este tltimo concepto es crucial porque
permite visualizar a los continuos como aproximaciones sucesivas de espacios méas
sencillos (graficas o poliedros).

Finalmente, presentamos el cubo de Hilbert, analizando su construccién y su
importancia como espacio métrico de dimension infinita, y culminamos con la de-
mostracion del resultado principal: el teorema de encajamiento en el cubo de Hilbert.
Discutimos las implicaciones de este hallazgo, el cual permite estudiar de manera
uniforme cualquier continuo como un subespacio de (), abriendo la puerta a técnicas
de analisis unificado. De esta manera, la tesis no solo da cuenta de una propiedad
estructural profunda de los continuos, sino que también resalta la potencia del cubo

de Hilbert como el escenario definitivo para la topologia compacta métrica.
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Capitulo 1

Propiedades topoldgias

La nocién de espacio métrico fue desarrollada por primera vez por el ma-
tematico alemén Felix Hausdorff (1868-1942) a principios del siglo XX. En su libro
“Grundziige der Mengenlehre” (Fundamentos de la teorfa de conjuntos), publicado
en 1914, Hausdorff formalizé y definié la nocién de espacio métrico, estableciendo los
conceptos fundamentales de distancia, convergencia, limites y continuidad en este
contexto (véase [4] y [14]). Esta teoria ha sido fundamental en el estudio del anélisis
matematico y la topologia.

En este capitulo, comenzamos definiendo los conceptos de métrica y espacio

métrico.

Definicién 1.1. Sean X un conjunto no vacioy d : X x X — R. Se dice que d es
una métrica para X si se satisface lo siguiente:
(1) Ve,y € X 1 d(x,y) > 0.

(17) d(x,y) =0 si y sdlo si v =y.
(iii) Vo,y,2 € X 1 d(z,y) < d(z,2) +d(2,y).
(iv) Vo, y € X : d(z,y) = d(y, ).

Definicién 1.2. El par (X,d) es un espacio métrico si X es no vacio y d es
una métrica para X. Aveces prescindiremos de especificar la métrica y diremos

Unicamente que X es un espacio métrico.

Definicién 1.3. Sea || - || : R” x R® — R definida para cada = = (z1,...,x,)

VY= (Y1,.,yYn) como ||z —y|| = /D (z; —y;)?. La funcién || - || es la métrica
i=1

euclidiana.

Definicién 1.4. Sean (X, d) un espacio métrico, a € X y ¢ € RT. La bola abierta

de X con centro en a y radio € es
Bx(a,e) ={z € X : d(a,z) < }.

1



Juan Carlos Lépez Diez 2

Si no hay confusién sobre el espacio métrico del que se habla, diremos simple-

mente que la bola abierta con centro en a y radio € estd definida como:

B(a,e) ={z € X : d(a,z) < &}.

Definicién 1.5. Sean (X, d) un espacio métrico, a € X y ¢ € R*. La bola cerrada

de X con centro en a y radio € es
Cx(a,e) ={zr € X : d(a,x) < ¢e}.

En caso de que no haya confusién sobre el espacio métrico del que se habla,
diremos simplemente que la bola cerrada con centro en a y radio € estd definida

COomo:

Cla,e) ={r e X :d(a,z) <e}.

Definicién 1.6. Sean X un espacio métricoy A C X. Se dice que A es un conjunto
abierto de X si para cada a € A existe € € R tal que Bx(a,e) C A.

Lema 1.7. Toda bola abierta de un espacio métrico (X, d) es un conjunto abierto
de X.

(x,€). Tomemos 0 =
min{d(x,y),e — d(x,y)} para definir B(y,J). Veamos que B(y,0) C B(xz,¢e). Sea
z € B(y,0), si 0 = d(z,y) tenemos que d(y,z) < d(z,y) < ¢

d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) <€, asi y € B(x,e). Por otra parte, si 6 = ¢ — d(x,y),
entonces d(y, z) < € — d(z,y) luego d(z,y) < d(y,z) +d(y,2) < ¢, asi z € B(z,¢).

Demostracion. Sean B(x,e) una bola abierta de X y y € B

— d(z,y), luego

Por lo tanto, cualquier bola abierta es un conjunto abierto. O

Universalidad del cubo de Hilbert y encajamientos Capitulo 1



Propiedades topoldgias

Definicién 1.8. Sean X un espacio métricoy A C X. Se dice que A es un conjunto

cerrado de X si X \ A es un conjunto abierto de X.

Lema 1.9. Toda bola cerrada de un espacio métrico (X, d) es un conjunto cerrado

de X.

Demostracion. Sean x € X y ¢ € Rt. Veamos que C(z,¢) es un conjunto cerrado
de X. Para esto demostraremos que X \ C(z,¢) es un abierto de X. Sea y € X \
C(z,€), entonces d(z,y) > € por definicién. Tomemos 6 = d(z,y) —e. Afirmamos que
B(y,0) € X \ C(z,¢). Con la finalidad de llegar a una contradiccién supondremos
que z € B(y,0) y d(z,z) < . De este modo, tendriamos que d(z,z) < e < d(z,y),
luego 0 < d(z,y) —e < d(x,y) — d(z,x). Sustituyendo J y usando la desigualdad del
tridngulo, nos queda 0 < § < d(z, 2), lo cual es una contradiccién, porque d(z,y) < 6.

Por lo tanto, C'(x,¢) es un conjunto cerrado de X. O

1.1. Abierto, cerrado, cerradura, frontera

Teorema 1.10. Sea X un espacio métrico y {U, }acs una familia de subconjuntos

abiertos de X indizado con J. Entonces:

U= U U, es un abierto de X.

acd

Demostracion. Sea x € U, entonces = € U, para algin a € J. Como U, es abierto
de X, existe un € € RY tal que B(z,¢) C U,. Luego B(z,e) CU. Por lo tanto, U es
un abierto de X. O

Teorema 1.11. Sea X un espacio métrico y {U, }aes una familia de subconjuntos

abiertos de X indizado con [ finito. Entonces:

V= ﬂ U, es un abierto de X.

ael

Demostracion. Sea x € V, entonces x € U, para cada a € I. Como U, es abierto
de X, entonces para cada « € [ existe un ¢, € R* tal que B(z,&,) C U,. Tomemos
e = min{e, : a € I}. Asi, para cada o € I, B(z,¢) C U,. Luego B(z,e) C V. Por
lo tanto, V es un abierto de X. O

Teorema 1.12. Sea X un espacio métrico y {F, }aecs una familia de subconjuntos

cerrados de X indizado con J. Entonces:

E = ﬂ E, es un cerrado de X.

acJ

Universalidad del cubo de Hilbert y encajamientos Capitulo 1



Juan Carlos Lépez Diez 4

Demostracion. Demostraremos que X \ E es un abierto de X. Como cada E, es
cerrado de X, entonces para cada « € J sucede que X \ E, es abierto de X y, por

el teorema |1.10}, concluimos que E es cerrado de X. O

Teorema 1.13. Sea X un espacio métrico y {F, }aecs una familia de subconjuntos

cerrados de X indizado con [ finito. Entonces:

F = U E, es un cerrado de X.

acl

Demostracion. Demostraremos que X \ F es un abierto de X. Como cada E, cerrado
de X, entonces para cada « € I sucede que X \ E, es abierto de X y, por el teorema
[I.T1] concluimos que F es cerrado de X. O

Definicién 1.14. Sean X un espacio métrico y A C X. El interior del conjunto A

en X es:
intx(A) = {z € X : existe e € R tal que Bx(z,e) C A}.

Definicién 1.15. Sean X un espacio métricoy A C X. La cerradura del conjunto
Aen X es:

clx(A) = {x € X : para cada ¢ € R" sucede que Bx(z,e) N A # 0}.

Definicién 1.16. Sean X un espacio métrico y A C X. La frontera del conjunto
Aen X es:

fry(A) ={r € X :Ve € R, Bx(x,e)NA#0Dy Bx(z,e)N(X\ A) # 0}.

X int(X) cl(X) fr(X)

Figura 1.1: Ilustracién del interior, la cerradura y frontera de un conjunto.

Teorema 1.17. Sean A, B subconjuntos de un espacio métrico X. Entonces:
(a) inty(A) C A.

(b) intx(A) es abierto de X.

Universalidad del cubo de Hilbert y encajamientos Capitulo 1



Propiedades topoldgias

(c) A es abierto de X siy s6lo si A =intx(A).
(d) Si A C B, entonces intx(A) C intx(B).

Demostracion. Para (a) y (b), se deduce directamente de la definicién

Para (c)(=), supongamos que A es abierto de X; por (a), sabemos que intx(A)
C A. Veamos que A C intx(A). Sea a € A; como A es abierto, existe ¢ € RT tal que
Bx(a,e) C A. Por lo tanto, A = intx(A). (<=) Ahora supongamos que A = intx(A).
Por (b) deducimos que A es abierto de X.

(d) Sea x € intx(A); entonces existe ¢ € R tal que x € Bx(z,e) C A C B.
Por lo tanto, intx(A) C intx(B). O

Definicién 1.18. Sea S un subconjunto del espacio métrico X. Se dice que el

conjunto S es denso si y sélo si clx(S) = X.

Teorema 1.19. Si X es un espacio métrico y A C X, entonces:
(a) X \intx(A) =clx(X \ A).

(b) X \clx(A) =intx(X \ A).

Demostracion. Para (a)(C). Sea z € X \ intx(A), entonces para cada ¢ € RT,
B(z,e) € A, es decir, B(z,e) N (X \ A) # 0. De modo que z € clx(X \ A), asf
X \intx(A) C clx(X \ A). Por otra parte (2), tomando los argumentos reciprocos
llegamos a que clx (X \ A) C X \ intx(A).

Para (b). Sea B = X'\ A4, por (a) sabemos que X \intx(B) = clx (X \ B). Luego,
tomando sus complementos, inty(B) = X \ clx(X \ B), entonces intx(X \ A) =
X\ clx(A). O

Teorema 1.20. Sean F, G subconjuntos de un espacio métrico X. Entonces:
(a) F Ceclx(F)

(b) clx(F) es cerrado de X

(¢) F es cerrado de X siy sélo si F' = clx(F)

(d) F C G implica clx(F) C clx(G)

Demostracion. Para (a). Se deduce directamente de la definicién [1.15]

Para (b). Por el teoremdl.17(b), sabemos que inty (X \ F) es abierto de X.
Luego, por el teorema [1.19] (b) tenemos que intx(X \ F) = X \ clx(F) es abierto
de X. Por lo tanto, clx(F') es cerrado de X.

Para (c). Supongamos que F es cerrado de X. Entonces X \ F es abierto de
X. Por el teorema [1.17] (c) sabemos que X \ F' = intx(X \ F). Luego, usando el
teorema [1.19] (b), X \ F = X \ clx(F) es abierto de X. Por lo tanto, F = clx(F).

Universalidad del cubo de Hilbert y encajamientos Capitulo 1
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Para (d). F C G implica que X \ G C X \ F. Por el teorema (d) sabemos
que intx (X\G) C intx (X \F). Usando el teoremal[L.19] (b) tenemos que X \clx (G) C
X\ clx(F). Luego, clx(F) C clx(G) O

Definicién 1.21. Sean a,b € R con a < by p € R% El conjunto
R = {(rcosf,rsenf) +p € R*:r € [a,b],0 € [0,27]}

es el anillo bidimensional.

R

Figura 1.2: Tlustracion del anillo bidimensional.

Lema 1.22. El anillo bidimensional es un conjunto cerrado de R2.

Demostracion. Sea R el anillo bidimensional con las mismas caracteristicas que en
la definicién Veamos que R? \ R es un conjunto abierto de R

Note que R* \ R = B(z,a) U (R? \ C(z,b)), es decir, puede escribirse como la
union de dos abiertos ajenos. Por el teorema|1.10, concluimos que R es un conjunto
cerrado de R?. O

Otro concepto topoldgico relacionado con los espacios métricos es el de com-
pacidad. Su origen esta vinculado con un teorema demostrado en 1895 por Emile
Borel (1871-1956), el cual establece que toda cubierta abierta numerable de un in-
tervalo cerrado y acotado tiene una subcubierta finita. En 1903, Borel generalizd
este resultado para todo subconjunto cerrado y acotado de un espacio euclidiano.
La definicién actual se debe esencialmente a P. S. Aleksandrov (1896-1982) y a P.
S. Urysohn (1898-1924).

Definicién 1.23. Sean X un espacio métrico y U = {U, }aes una familia de sub-

conjuntos de X. Se dice que U es una cubierta de X si X = |J U,. Ademas, si
acJ
cada U, es un conjunto abierto de X, se dice que U es una cubierta abierta de

X. SiV es un subconjunto de U tal que V es una cubierta de X, se dice V es una
subcubierta de X.

Universalidad del cubo de Hilbert y encajamientos Capitulo 1
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Definicién 1.24. Sea X un espacio métrico. Se dice que el espacio X es compacto

si cualquier cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita.

Definicién 1.25. Sea (X, d) un espacio métricoy A C X. Se dice que A es acotado

si existe algin r € R tal que para cualesquiera x,y € A sucede que d(x,y) < r.

Lema 1.26 (Propiedad de Hausdorff). Si (X, d) es un espacio métricoy z,y € X

con x # y, entonces existen dos abiertos ajenos de X que contienen a cada punto.

d(x,
(2y)>.

Demostracion. Como x # y entonces d(z,y) > 0. Tomemos B(z, @) y B(y,
Es inmediato que x € B(z, @) y y € B(y, @) Ademas

d(ﬂg y)) N By, d(d; y)

B(z, ) = 0.

Por el lema tenemos dos abiertos de X, ajenos que contienen cada punto. [

Teorema 1.27. Sean X un espacio métrico compacto y F C X. Si F es cerrado,

entonces F' es compacto.

Demostracion. Sean X un espacio topoldgico compacto, F' un conjunto cerrado de
X y U una cubierta abierta en X de F. Como F es cerrado, X \ F' es abierto de X.
Luego X C (X \ F)UJU. Como X es compacto, existen Uy, Us, ...,U, € U tales

que X = (X \ F)U | U;. Asi, F C |J U;. Por lo tanto, F' es compacto. O
i=1 j

=1

Proposicién 1.28. Sean X un espacio métrico compacto y {A,}32, una sucesién
de subconjuntos cerrados de X no vacios tales que Ay D Ay D ---. Muestre que
A=A NAsN--- es no vacio.

Demostracion. Con la finalidad de llegar a una contradiccién, supondremos que

N A, =0, de modo que X \ (] 4, = J (X \ 4,) = X, donde cada X \ A4, es un
neN neN neN

abierto de X.
Notemos que {X \ A, | n € N} es una cubierta de X, y por definicién, esta
admite una subcubierta, digamos {X \ A; | j € J donde J es finito}. Entonces

UX\4;)=X\ N A4; =X, locual implica que [ A; = 0.

jeJ jeJ jeJ
Como A, 41 C A, para cada n € N, tenemos que (| A; = Apaaficsy = 0, lo
jeJ
cual es una contradiccién. Por lo tanto, () A, # 0. O
neN

1.2. Compacidad

Teorema 1.29. Si A es un subconjunto compacto del espacio métrico X, entonces

A es cerrado.

Universalidad del cubo de Hilbert y encajamientos Capitulo 1
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Demostracion. Veamos que X \ A es abierto de X. Por el lema , al fijar un
r € X\ Ay tomando cualquier a € A, existen U,, V, abiertos ajenos tales que
r €U, ya €V, para cada a € A. Notemos que {V,},ca es una cubierta abierta
de A. Por ser A compacto y {V,}sca una cubierta abierta de A, el conjunto tiene
una subcubierta abierta finita de A con elementos V,; esto es, existen a; € A con

i€{1,2,..n} tales que A C |J V,, para algin n € N.
i=1

Definamos W = (| U,, y notemos que W # () ya que = € W. Por propiedades
=1

de conjuntos, ANW C (U Val> NW = U (Va, N W) = (). De modo que W C X'\ A.

Por el teorema [1.11, W es abierto de X Esto implica que existe ¢ € RT tal que
B(z,e) CW C X \ A para cada z € X \ A que fijemos. Por lo tanto, X \ A es
abierto de X. ]

Teorema 1.30. Sean A, B subconjuntos de un espacio métrico X. Entonces se

satisface lo siguiente:

(a) Si B es acotado y A C B, entonces A es acotado.

(b) A es acotado si y sélo si existe sup{d(z,y) : z,y € A}.
(c) Si Ay B son acotados, entonces AU B es acotado.
(d) La unién finita de conjuntos acotados es acotada.

Demostracion. (a). Como B es acotado, existe 7 € R tal que para cualesquiera
u,w € B sucede que d(u,v) < r. Sean z,y € A , entonces x,y € B. Esto implica
que d(z,y) < r. Por lo tanto, A es acotado.

(b) (=) Sea A acotado, entonces existe r € R tal que para cualesquiera =,y € A
sucede que d(z,y) < r, es decir, el conjunto {d(z,y) : =,y € A} estd acotado
superiormente. Por lo tanto, tiene supremo.

(<) Supongamos que existe a = sup{d(z,y) : z,y € A}, entonces para cuales-
quiera x,y € A sucede que d(z,y) < a. Por lo tanto, A es acotado.

(¢) Por (b) definamos o = sup{d(x,y) : x,y € A} y f =sup{d(x,y) : x,y € B}.
Sean a € A, b € By definamos v = a+ +d(a, b). Afirmamos que para cualesquiera
z,y € AU B sucede que d(z,y) < . En efecto, d(x,y) < d(z,a)+d(y,b) +d(a,b) <
a+ B +d(a,b). Por lo tanto, AU B esté acotado.

(d) Por induccién matematica. Sea {4; | ¢ € {1,2,...,n}} una familia de sub-

conjuntos de X acotados con n € N. Por (¢) es inmediato que A; U Ay es acotado.

Bajo la hipdtesis de que |J Ai es acotado, por (¢) concluimos que | J Ai es acotado,
i=1 i=1

n—1 n
yaque(UAz')UAn:UAi. O
i=1 i=1
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Teorema 1.31. Sea A un subconjunto de un espacio métrico X. A es acotado si y
sélo si existen x € X y ¢ € RT tales que A C B(xz,¢).

Demostracion. (=) Seax € Ay e = sup{d(z,y) : x,y € A} + 1. Notemos que para
cualquier a € A sucede que d(a,z) < sup{d(z,y) : =,y € A}. Luego, d(a,z) < ¢,
esto es a € B(z,¢). Por lo tanto, A C B(z,¢).

(<) Como B(z,¢) es acotado, entonces, por el teorema [L.30] (a), tenemos que
A es acotado. O

Definicién 1.32. Sea A subconjunto de un espacio métrico X. Se dice que A es

precompacto si para cada ¢ € Rt existe {ay,as,...,a,} € A con n € N tal que
n

A g U B(ai, 5).
i=1

Teorema 1.33. Sea A un subconjunto no vacio de un espacio métrico X. Si A es

compacto, entonces es precompacto.

Demostracion. Sea e € RT. Como A C |J Bla,e), y A es compacto, entonces
acA

n

existe {ay,as,...,a,} € A conn € N tal que A C |J B(a;,¢). Por lo tanto, A es
i=1

precompacto. O

Teorema 1.34. Sea A subconjunto de un espacio métrico X. Si A es precompacto,

entonces es acotado.

Demostracion. Como A es precompacto, existe {ay,as,...,a,} € A con n € N tal

que A C | B(a;,€) para cualquier ¢ € RT. Sabemos que cada B(a;, ) es acotado.
=1

Luego, por el teorema (a) y (d), A es acotado. O

Definicién 1.35. Sea n € N. Una n-celda es el producto cartesiano de n intervalos

cerrados de R.

Lema 1.36. Sea I = {I,, | m € N} una familia de n-celdas. Si para cada m € N se
tiene que I, 1 C I, entonces [\ I, # 0.

m=1

Demostracion. Como cada I, es una n-celda, para cada m € N podemos definir
n

al, =1]] [agm),bgm)] y para cada ¢ € {1,2,...,n} definimos los conjuntos A; =
i=1

{agm) |meN } Como [ es una sucesiéon anidada de n-celdas, sabemos que para
cada m € N sucede que az(-m) < agmﬂ) < bgmﬂ) < bgm). Es decir, si ¢ € {1,2,...,n},
A; estd acotada superiormente. Para cada i € {1,2,...,n} tomemos z; = sup(A;).
(m)

7

,bgm)] para cuales quiera m € Ny i € {1,2,....,n}. Sea

r = (11,29, ..., ,) € R". Entonces para cada m € N sucede que z € [] [agm), bgm)} ,

=1

es decir, z € () L. O

=1

De modo que z; € [a
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Teorema 1.37. Sea n € N. Toda n-celda es un compacto.

Demostracion. Con el fin de llegar a una contradiccion supongamos que las n-celdas
no son compactas. Sea [ = ﬁ [a;, b;] una n-celda para la cual supondremos que U es
una cubierta abierta que nolg(limite subcubiertas finitas. Definamos 6 = didm([;). y
para cada ¢ € {1,2,...,n}, tomemos ¢; = % Asi, los intervalos de la forma [a;, ¢;]
y [¢i, bi] determinan 2" n-celdas cuya unién resulta en I;.

Tomemos una de estas n-celdas y denotémosla por I la cual no puede ser
cubierta por una subcoleccién finita de U (pues por hipdtesis, las n-celdas no son
compactas). Ademds, didm(ly) = g. Realizando este proceso de forma recursiva
tenemos {I,, | m € N} una familia de n-celdas anidadas por contencién de forma
decreciente, donde cada I,, no puede ser cubierta por una subcoleccion finita de U

y didm(I,) = 5.

[e.e]
Por el lemall.36] existe z € [ I, en particular z € I;. Entonces esiste U, € U

m=1
tal que = € U,, donde B(z,e) C U, para algin ¢ € R*. Como {didm(I,,)}men
converge a cero, entonces existe M € N tal que zﬁ;—l < e.
Como x € Iy y didm(l,,) = 2&% tenemos que Iy C B(x,e) C U,. Es decir, Iy,

puede ser cubierto por {U,} C U. Por lo tanto, toda n-celda es un compacto. O

Teorema 1.38 (Heine-Borel). Sea A un subconjunto no vacio del espacio métrico

R™ con la métrica euclidiana. A es compacto si y s6lo si A es cerrado y acotado.

Demostracion. (=) Sea A un compacto en R™, por el teorema [1.29] [1.33 y [1.34]

tenemos que A es cerrado y acotado en R".
(<) Sea A cerrado y acotado de R™. Por el teorema existee € Rty x € R?

tales que A C B(z,¢). Consideremos z de la forma x = (1, 29, ..., x,) para definir
n

I = [][x; —¢€,2; +¢€] el producto cartesiano de intervalos cerrados centrados en z; y
i=1

de radio €. Notemos que B(z,e) C I y por consiguiente A C [. Por el teorema m,

A es un cerrado y acotado del compacto 1. O]
Proposicion 1.39. La bola cerrada es un conjunto compacto en R™.

Demostracion. Sea C(z, ) una bola cerrada en R™. Por el lema [1.9) C(z,¢) es un
conjunto cerrado de R"™. Luego C(z,e) C B(z,2¢), es decir, estd acotado. Asi, por

el teorema de Heine-Borel, concluimos que es compacto. O
Proposicién 1.40. El anillo bidimensional es un conjunto compacto en R2.

Demostracion. Sea R el anillo bidimensional. Por el lema [1.22] R es cerrado. Por
otra parte, note que R C C(p,b), por el teorema m, R es acotado. Asi, por Heine

Borel concluimos que R es compacto en R2. O
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Definicién 1.41. Un espacio métrico X es localmente compacto si y sélo si para
cada x € X y cualquier abierto U que contenga a x, existe un abierto V' tal que
reV Cclx(V) CUyclx(V) es compacto.

Lema 1.42. R" es localmente compacto.

Demostracion. Sean x € R™ y U un abierto de R™ que contiene a x. Por definicién
existe ¢ > 0 tal que B(x,e) € U. Note que B(z,5) es un abierto tal que = €
B(z,5) € C(x,5) € B(x,e) C Uy C(x, 5) es compacto por la proposicién 1.39, Por

lo tanto, R™ es localmente compacto. O

1.3. Conexidad

La conexidad constituye una de las nociones basicas e indispensables dentro del
ambito de la topologia. La definicién moderna de este concepto tiene sus origenes
en 1883, cuando Camille Jordan (1838-1922) la introdujo inicialmente para los sub-
conjuntos compactos del plano. No obstante, la aproximacién sistematica al estudio
de la conexidad fue impulsada posteriormente: Felix Hausdorff lo inicié formalmente
en 1914 y fue consolidada a partir de 1921 por las contribuciones significativas de
Bronistaw Knaster (1893-1980) y Kazimierz Kuratowski (1896-1980).

Definicién 1.43. Sea X un espacio métrico. Si existen S, T dos abiertos ajenos no
vacios de X tales que SUT = X entonces se dice que el par (S, T) es una separacién
de X.

Proposicion 1.44. Si S,T son dos cerrados de un espacio métrico X, ajenos no

vacios tales que SUT = X, entonces X tiene una separacién.

Demostracion. Como S y T son ajenos, tenemos que X \ (SN7T) = X, es decir,
(X\S)U(X\T)=X. Como SUT = X se implica que X \ (SUT) = 0 o,
equivalentemente, (X \ S) N (X \7T) = 0. Ademés, X \ S, X \ T son abiertos de X
no vacios. Por lo tanto, (X \ S, X \ T') es una separacién de X. O

Sobre lo anterior, note que si (S,7") es una separaciéon de X, entonces S, 7T son

abiertos y cerrados de X.

Definicién 1.45. Un espacio métrico X es conexo si no existe una separacién de
X. De otro modo, se dice que X es disconexo.

Mas atin, sea A C X. Si existen S, T abiertos en X tales que (SNA)U(TNA) = A
y ANSNT = ( se dice que A es diconexo en X. De otro modo se dice que A es

conexo en X.
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Figura 1.3: Ejemplos de conexo (azul) y disconexo (rojo).

Lema 1.46. Sea A un subconjunto de un espacio métrico X, entonces A es disconexo

si y sblo si existe S C A con S # ) tal que S es abierto y cerrado de A.

Demostracion. (=) Supongamos que A es disconexo. Entonces existen S, T" abiertos
ajenos de X tales que (SN A)U(T'NA) = A. Por Proposicién SNAyTNA
son abiertos y cerrados de A. Asi, SN A C A puesto que TNA#Qy SNA#D.
(<) Ahora, supongamos que existe SN A C A con SN A # () abierto y cerrado
de A. SeaT = A\ (SN A), entonces T =T NA#(. Como SN A es cerrado de A,
tenemos que 7'N A es abierto de A. Ademés, SNT =0y (SNA)U(TNA) = A

Por lo tanto, A es disconexo. O

Lema 1.47. Sea A un subconjunto de un espacio métrico X. Entonces A es conexo

si y s6lo si los tinicos subconjuntos abiertos y cerrados de A son @) y A.
Demostracion. Es la negacion del lema [1.46] [

Teorema 1.48. Sean A, B subconjuntos de un espacio métrico X con A conexo. Si
A C B Cclx(A), entonces B es conexo.

Demostracion. Supongamos que B no es conexo, es decir, existen S, T abiertos aje-
nos en X tales que (SNB)U(TNB) = B. Como A C B, entonces (SNA)U(TNA) = A.
Por ser A conexo, ANS = () o ANT = @ por el lema[1.47} Supongamos que ANS = (),
entonces A = ANT, lo cual implica que A C T

Notemos que clx(A) NS = (), pues en caso contrario AN S # (). Como B C
clx(A), BNS = 0. Por lo tanto, B es conexo. O

Corolario 1.49. Sea X un espacio métrico y A C X. Si A es conexo, entonces

clx(A) es conexo.

Demostracion. Por el teorema sabemos que A C clx(A) C clx(A). Luego, por
el teorema [1.48) clx(A) es conexo. O

Proposicién 1.50. [0, 1] es conexo con la métrica euclidiana.
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Demostracion. Supongamos que [0, 1] no es conexo. Entonces existen U y V' abiertos
de [0, 1] ajenos y no vacios tales que U UV = [0,1]. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que 0 € U y consideremos o = sup(U). Si o € U, entonces existe un
abierto A que contiene a o y A C U; pero esto implica que « no es el supremo de
U, entonces o ¢ U.

Por otra parte, si a € V, entonces existe un abierto B que contiene a a y
B C V, pero esto implica que hay puntos menores que « y estan en V', entonces «
no es el supremo de U, es decir, Uno tiene supremo, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, [0, 1] es conexo. O

Definicién 1.51. Sea [0, 1] con la métrica euclidiana. Un espacio topoldgico X es

arco-conexo si para cualesquiera z,y € X existe una funcién L,, : [0,1] — X

inyectiva tal que E\x/y(()) = x,[/;;/(l) = y y si A es un abierto de X entonces
Z;;_ (A) es abierto de [0, 1]. La curva que une a x con y es IT;;([O, 1]).

Teorema 1.52. Si X un espacio métrico arco-conexo, entonces es conexo.

Demostracion. Supongamos que X no es conexo. Entonces existen U y V abiertos de
X ajenos y no vacios tales que UUV = X. Tomemos x € Uyy € V. Como X es arco-
conexo, existe [f/:y([(), 1]) una curva que une a x con y. Por la definicién If/:’yil(U )
y Z/L:y_ (V') son abiertos de [0,1]. Es mds, son ajenos, no vacios y Z;;_l(U) U
L

tanto, la arco-conexidad implica conexidad. O

vy (V) = [0,1]. Pero esto contradice el hecho de que [0,1] es conexo. Por lo

Teorema 1.53. Sea R? con la métrica euclidiana. Si R es el anillo bidimensional,

entonces es arco-conexo.

Demostracion. Sean z,y € R con R bajo las mismas caracteristicas que en la defi-
nicién m, T = p+ (rycosb,,rysenby) y y = p + (rycosb,, rysend,). Sea la funcion
f:[0,1] — R definida segin cada situacién:

Caso 0, = 0,:

fO)=p+ty+ (1 —1t)x.

Caso 0, < 0,:

ft)=p+try + (1 —t)ry)(cos(th, + (1 — t)8,), sen(tl, + (1 — t)6,)).
Caso 0, > 0,:

f@t)=p+[try + (1 —t)ryl(cos(tl, + (1 —1)8,), sen(tb, + (1 —)8,)).
Notemos que f es continua e inyectiva, entonces tomemos para cada x,y € R,

f= [f/;/y Por lo tanto, R es arco-conexo. O]

Corolario 1.54. Sea R? con la métrica euclidiana. Si R es el anillo bidimensional,

entonces es conexo.

Demostracion. Por el teorema [1.53] R es arco-conexo. Luego, por el teorema

tenemos que R es conexo. O
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Definicién 1.55. Sea A un subconjunto del espacio métrico (R", || -|). Se dice que
A es convexo en R” si para cualesquiera dos puntos distintos xz,y € Ay t € [0, 1]

sucede que ty + (1 —t)z € A.

Note que si A es convexo, es posible definir para cada x,y € A una funcién
L, :[0,1] = A donde L, ,(t) =ty + (1 — t)x. Es més, L, , es continua en A pues
existe Lw,(t) = y — . Denominemos a L, ,([0,1]) como el segmento que une a x

con y.
Proposicién 1.56. En el espacio métrico (R", ||-||) las bolas abiertas son convexas.

Demostracion. Sea B(a,e) una bola abierta y sean x,y dos puntos en él. Entonces
l|lz—al| < ey |ly—al| <e. Tomemos z € f,,([0,1]). Queremos probar que ||z—al| <
g, para esto notemos que z—a = t,(r—a)+(1—t,)(y—a) para algin t, € [0, 1]. Luego,
lz—al| = [[t-(z—a)+(1=t:)(y—a)|| < te[|lz—all+(1—t)[ly—all < te+(1-t.)e =&
Por lo tanto, z € B(a,¢) O

Teorema 1.57. Sea (R, || -]). Si A C R" es convexo, entonces es conexo.

Demostracion. Supongamos que A no es conexo; esto es, existen S, T abiertos ajenos
en R" tales que (SN A)U(TNA) = A Tomemos z € SNAyy e TnNA.
Como L, , es continua, entonces existe ¢t € [0,1] tal que L, ,(tp) € SNANT o

L, ,(to) € A\ (SUT). Ambas situaciones contradicen la condicién de no conexidad.

Por lo tanto, A es conexo. n

Corolario 1.58. En el espacio métrico (R™, || - ||) las bolas abiertas y las bolas

cerradas son conexas.

Demostracion. Por la proposicion y el teorema las bolas abiertas son
conexas. Por otra parte, sabemos que la cerradura de una bola abierta es una bola

cerrada. Entonces, por corolario [1.49, las bolas cerradas son conexas. O

Note que gracias a este corolario, los intervalos de la forma (a,b) y [a,b] son

conexos en el espacio métrico (R, || - |]).

Definicién 1.59. Se dice que el espacio métrico X es localmente conexo en
x € X si para cualquier abierto U de X con x € U, existe un abierto conexo W de
X talquex e W CU.

Definicién 1.60. Un espacio métrico X es localmente conexo si para cualquier

punto x € X, se tiene que X es localmente conexo en x.
Ejemplo 1.61. El espacio [0, 1] es localmente conexo.
Ejemplo 1.62. R" es localmente conexo, pues toda bola abierta es conexa.

Note que ser localmete conexo no implica ser conexo. Basta con mirar el espacio
X = (0,1) U (2,3). Es mas, ser conexo tampoco implica ser localmente conexo.

Presentamos el contraejemplo en el siguiente capitulo.
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1.4. Continuidad

El concepto de continuidad es central en el estudio realizado en esta teis, pues
nos permite estudiar el comportamiento local de las funciones entre espacios. En
sus origenes, aplicado a funciones de variable real, se entendia como una curva cuya
grafica podia dibujarse “sin levantar el lapiz”. Sin embargo, esta nocién geométrica
necesitaba ser formalizada para ser util en contextos més generales.

El formalismo introducido por Cauchy y Weierstrass para funciones reales ¢ :
R — R, basado en la relacién (¢ — §) fue un hito, pues la clave de esta formulacién
es que depende estrictamente de la distancia entre los puntos en el dominio y en el
codominio.

Al reemplazar la distancia euclidiana estandar de R o R™ por una métrica
general dx en el dominio y dy en el codominio, podemos generalizar el concepto de
continuidad a cualquier funcién ¢ : (X,dx) — (Y, dy).

La formalizacion de la continuidad en estos términos no solo unifica el concepto
para dominios tan diversos como el de los nimeros complejos o espacios de funciones,
sino que establece las bases para una formulacién atin més general en la topologia:
la continuidad en términos de conjuntos abiertos.

A continuaciéon exploraremos como definir la continuidad a partir de las métricas
y cémo esta propiedad se relaciona con otros conceptos cruciales como la preservacion

de propiedades topoldgicas esenciales.

Definicién 1.63. Sean X, Y espacios métricos, A un subconjuntode Xy f: A - Y
una funcién. Se dice que f es continua en a € A si para cualquier abierto U C Y
que contenga a f(a), existe un abierto VC X con a € V tal que f(VNA) CU.

Teorema 1.64. Sean (X,dy) y (Y, dy) espacios métricos, a € A C X, e € Rt y
f: A — Y. La funcién f es continua en a si y sélo si para cada ¢ € R, existe
d € R tal quesi x € Ay dx(x,a) <, entonces dy(f(a), f(z)) < e.

Demostracion. (=) Sea ¢ € R*. Notemos que By (f(a),e) es un abierto de Y que
contiene a f(a). Por hipdtesis existe un abierto V C X talquea € Vy f(VNA) C
By (f(a),e). Es decir, existe § € RT tal que a € Bx(a,d) y f(Bx(a,0) N A) C
By (f(a),e). Esto es, que si x € Ay dx(x,a) <9, entonces dy(f(a), f(z)) < e.

(<) Sea U un abierto de Y tal que B(f(a),e) C U, por hipétesis, existe V' un
abierto de X tal que V' C B(a, ). Notemos que VN A C B(a,d) N A. De modo que
F(V O A) C F(Bla,6) 1 A) C B(f(a),e) C U. .

Definicién 1.65. Sean X, Y espacios métricos, A un subconjuntode Xy f: A - Y
una funcion. Se dice que f es continua en A si f es continua en cualquier a € A. De

forma mas general, se dice que f es continua, si A = X.
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Teorema 1.66. Sean X,Y espacios métricosy f: X — Y, f es continua si y sélo

si toda preimagen de un abierto de Y es un abierto de X.

Demostracién. (=) Sea U un abierto de Y. Note que si U = ) o U N f(X) = 0,
entonces f~1(U) = 0, el cual es abierto de X. Por otra parte, supongamos que B # ()
y UN f(X) # 0. Veamos que f~1(U) es abierto de X. Sea = € f~!(U), entonces
f(z) € U. Por continuidad existe V' abierto de X con x € V' tal que f(V) C U. Es
decir, que para cada x € f~}(U) existe g, > 0 tal que Bx(z,e,) C U. Por lo tanto,
f7HU) es abierto de X.

(<) Sea U un abierto de Y. Note que si U = ) o U N f(X) = (), entonces
f~YU) =0, y por vacuidad f es continua. Por otra parte, supongamos que B # ()
y UN f(X) # 0. Veamos que f es continua. Sea f(z) € U, por hipétesis, f~1(U) es
un abierto de X y x € f~1(U). Por lo tanto, f es continua. ]

Teorema 1.67. Sean X,Y espacios métricos con X compacto. Si f : X — Y es

una funcién continua, entonces f(X) es compacto.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de f(X) y consideremos el conjunto
V={f"YU) | U € U}. Notemos que U es una cubierta abierta de X donde por ser

X compacto, existe {f~H(Uy), fH(Us), ..., f7HU,)} C V tal que Lnj YU = X.
i=1

Afirmamos que |J U; = f(X). En efecto, es inmediato que |J U; C f(X). Por otro
i=1 i=1
lado, sea y € f(X), entonces existe x € X tal que f(x) =y, es decir, x pertenece a

n
algin f~1(U;) y por consiguiente y € U; C |J. Por lo tanto, es compacto. O]
i=1

Corolario 1.68. Sean X,Y espacios métricos con X compacto. Si f: X — Y es

una funcién continua y suprayectiva, entonces Y es compacto.
Demostracion. Como f(X) =Y al aplicar el teorema anterior, Y es compacto. [

Teorema 1.69. Sean X, Y espacios métricos con X conexo. Si f: X — Y es una

funcién continua, entonces f(X) es conexo.

Demostracion. Con la finalidad de llegar a una contradiccién supondremos que f(X)
es disconexo. Sea (UN f(X), VN f(X)) una separacién de f(X) con U, V abiertos de
Y, ajenos. Como UN f(x) y VN f(X) son ajenos, tenemos que X = f~H({UNf(X))U
(VA L)) = £U A FEO]U FV A F(X)], entonces (f1(U 0 F(X)), £V 0
f(X))) es una separacién de X, lo cual es una contradiccién pues X es conexo. Por
lo tanto, f(X) es conexo. O

Corolario 1.70. Sean X,Y espacios métricos con X conexo. Si f: X — Y es una

funcién continua y suprayectiva, entonces Y es conexo.

Demostracion. Como f(X) =Y al aplicar el teorema anterior, Y es conexo. O
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1.5. Homeomorfismos

Definicién 1.71. Sean X, Y espacios métricos. Un homeomorfismo entre X y Y
es una funcién ¢ : X — Y la cual es biyectiva, continua y ¢! es continua. Se dice
que X es homeomorfo a Y si existe un homeomorfismo entre X y Y este hecho

serd denotado como X ~ Y.

Ejemplo 1.72. Los espacios [0, 1] y [a, b] con la métrica euclidiana son homeomorfos
mediante ¢ : [0, 1] — [a, b] definida para cada x € [0, 1] como ¢(x) = a(l — x) + bz.

Maés adelante veremos que este resultado nos ayudara a caracterizar la arco-

conexidad de los espacios métricos de una manera mas intuitiva.

Definicién 1.73. La esfera unitaria de R"™! es S" = {z € R"™ : |z| = 1}. Par-

ticularmente S! es llamado circunferencia unitaria.

Ejemplo 1.74. La circunferencia unitaria es homeomorfa a la frontera del cuadrado

unitario mediante f : S' — frg: ([0, 1]?) definida como

fla.y) ( . 4 )

z,Y)= - ) - .
mdz{|x|, [y[} " mdz{|z], |y|}

Lema 1.75. En R” toda bola abierta es homeomorfa a R™.

Demostracién. Sea 0 = (0,...,0) € R" y consideremos ¢ : Bgn (6, 1) — R"™ definida
como ¢(z) = i Y 8 funcién ¢ : R" — Bga (0, 1) definida como 9 (y) = #@'
Note que ¢ y 9 son funciones continuas tales que ¢ o) = 1o @ = Idgn, es decir, son

biyectivas y 1 es funcion inversa de ¢. Por lo tanto, Bgn (6, 1) ~ R". [
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Juan Carlos Lépez Diez 18

Universalidad del cubo de Hilbert y encajamientos Capitulo 1



Capitulo 2
Encajes

Un encaje es, en esencia, una “copia fiel’de X dentro de Y. No sélo es una

funcion inyectiva, sino que preserva la estructura de los conjuntos abiertos.

Definicién 2.1. Sean (X,dx) y (Y,dy) espacios métricos. Una funcién ¢ : X —
Y se denomina encaje (o embedding) si ¢ es un homeomorfismo sobre su imagen
©(X) CY (considerando en ¢(X) la métrica inducida por Y'). En tal caso, decimos

que X se puede encajar en Y mediante .

Ejemplo 2.2. 1. El anillo bidimensional A = {z € R? : r < ||z|| < R} se puede

encajar en R

2. El intervalo abierto (0,1) de R se encaja de forma natural en [0, 1] mediante

la inclusion i(z) = .

3. El intervalo cerrado [0, 1] puede ser encajado en (0,1) mediante una funcién

afin ¢, por ejemplo: p(z) = Lz + 1.

Diferencia con la inyeccion continua: Es crucial notar que una funcion inyectiva y
continua no es necesariamente un encaje. Para que lo sea, la inversa ¢! : p(X) — X
también debe ser continua. Un ejemplo clasico es “enrollar” un intervalo semiabierto
para formar una circunferencia en R?: la funcién es inyectiva y continua, pero no es
un homeomorfismo sobre su imagen porque rompe la estructura cerca del punto de

union.

Definicién 2.3. Se dice que una propiedad P de un espacio métrico X es una
propiedad topoldgica si, para cualquier espacio métrico Y tal que X homeomorfo

a Y, Y también posee la propiedad P.

Las propiedades topoldgicas son los “objetos de estudio” de la topologia. Si una
propiedad cambia al deformar el espacio (sin romperlo ni pegarlo), entonces no es

topologica. Ejemplos y Contraejemplos: Es propiedad topoldgica: la separabilidad.
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No son propiedades topoldgicas: El acotamiento y la completitud. (Por ejemplo,
(0,1) es homeomorfo a R, pero (0, 1) estd acotado y R no; R es completo y (0,1) no
lo es con la métrica usual).

Por los corolarios y [L.70] sabemos que la compacidad y la conexidad son
propiedades topoldgicas. Para ilustrar el poder de este concepto, note que, si X
puede ser encajado en Y y Y encajado en X, no necesariamente X =~ Y. basta
con recordar que [0, 1] es compacto y, por ser una propiedad topoldgica, [0, 1] no es

homeomorfo a (0,1).

Teorema 2.4. Sean X y Y espacios métricos con X compacto. Si f: X — Y es

continua e inyectiva, entonces X ~ f(X).

Demostracion. Consideremos h : X — f(X) con h = f. Como f es inyectiva, h es
sobreyectiva y continua. Veamos que h™! : f(X) — X es continua. Sea U un abierto
de X, entonces X \ U es cerrado de X. Por el teorema [1.27, X \ U es compacto.
Como f es continua, f(X \ U) es compacto por el teorema y, por consiguiente,
cerrado de f(X). De modo que f(X)\ f(X \U) = f(U) es abierto de f(X). Asi,
h~! es continua. Por lo tanto X ~ f(X). O

2.1. Encajes entre continuos

Definicién 2.5. Sea X un espacio métrico. Se dice que X es un continuo si es

compacto, conexo y no degenerado (es decir, con mas de un punto).

Definicién 2.6. Sean X un continuo y Y C X. Se dice Y es un subcontinuo de
X si Y es compacto y conexo. Si ademas Y # X, se dice que Y es subcontinuo

propio de X.
Teorema 2.7. La propiedad de ser continuo es una propiedad topoldgica.

Demostracion. Sea ¢ : X — Y un homeomorfismo entre los espacios (X, 74, ) ¥
(Y, 7v), donde (X, 74, ) es un continuo.
Veamos que Y es un espacio métrico.

Para esto, sea 74, la topologia inducida por la métrica dx para X. Consideremos
dy : Y — R definida como dy (z,y) = dx (¢! (z), ¢ (y)) para cada z,y € Y. Note
que para cualesquiera z,y, z € Y sucede que dy(z,y) > 0, dy(z,y) = 0 si y sélo si
r=uy,y dy(z,y) < dy(z,z) + dy(z,y) por la forma en que se definié. Es decir, es
una métrica para Y. Veamos que 7y = 74,.. Para esto demostraremos que cualquier

bola abierta de Y con la métrica propuesta es un elemento de 7y. Sean x € X y
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e € RT y consideremos B(x,¢) € 14, asi:

¢[Bx(z,e)] ={¢(y) | y € Bx(7,9)}
={o(y) | dx(z,y) <e}
={o(y) | dv(¢(2), 0(y)) < e}
= By (#(), ),

es decir, cualquier bola abierta en X es una bola en Y. Ademds, por ser ¢ un
homeomorfismo, tenemos que By (¢(z),e) € 7y. De modo que 7v = 74,. Por lo
tanto, Y es un espacio métrico.

Sabemos que ¢ es continua y suprayectiva. Por corolario y corolario

respectivamente, concluimos que Y es compacto y conexo. Asi, Y es un continuo. [J

Definicién 2.8. Se dice que X es un arco si es homeomorfo a [0, 1] con la métrica

euclidiana.
Teorema 2.9. Todo arco es un continuo.

Demostracion. Sea [0, 1] con la métrica euclidiana. Por el teorema de Heine-Borel,
el espacio es compacto. Ademés, por el corolario [1.58] [0,1] es conexo. Asi, [0,1] es

un continuo. Luego, por el teorema , todo arco es un continuo. ]
Lema 2.10. Todo subcontinuo de un arco, no degenerado, es un acro.

Demostracion. Sea el arco [0,1] y X un subcontinuo no degenerado de él. Como
X C[0,1] € R tenemos que existen x,y € [0, 1] tales que x = min(X), y = mdz(X)
y a < b (por ser no degenerado). Por ser [0, 1] convexo, existe un segmento [x,y] en
[0,1] que une a z con y, de modo que X = [z,y], el cual es compacto, conexo y no

degenerado. O

Definicién 2.11. Un espacio métrico conexo X es una grafica finita conexa si
puede escribirse como la unién de una cantidad finita de arcos tales que cualesquiera

dos de ellos son ajenos o se intersectan en uno o ambos puntos extremos.

Figura 2.1: Ejemplo de gréfica finita conexa.

Teorema 2.12. Toda grafica finita conexa es un continuo.
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Demostracion. Sean X una grafica finita conexa, n € Ny {A4; |1 <7 <n} es una
familia finita de arcos tales que cualesquiera dos de ellos son ajenos o se intersectan
en uno o ambos puntos extremos, de modo que X = [LJ A;. Como X es un espacio
métrico conexo, solo resta ver que es compacto. =

Sea U una cubierta abierta de X y definamos para cada i < n la familia U; =
{UelU|UNA; #0}, es decir, U; es una cubierta abierta del arco A;. Como cada
arco es compacto, cada U; tiene un refinamiento finito V; que es una cubierta abierta
de A;. AsiV ={U €V, | i <i <n} es una subcubierta finita de X.

Por lo tanto, X es compacto y por consiguiente, es un continuo. O
Teorema 2.13. Las n-celdas son continuos.

Demostracion. Sea X un n-celda. Por Heine-Borel X es compacto. Note que X es
convexo, entonces por el teorema [1.57] es conexo. Por lo tanto, toda n-celda es un

continuo. O

Definicién 2.14. Sea {X,, | @ € I} una familia de conjuntos no vacios indizado por

1. Definimos al producto cartesiano como:

[[Xe={f:T—=JXaVacTl:fla)e X}

acl a€el

Definicién 2.15. Sea [[ X, el producto cartesiano de una familida de conjuntos
ael
no vacios. Para cada 3 € I definimos

ﬂg:HXa—>Xﬁ como mwa(f) = f(5).

ael
Llamaremos a 73 la proyeccién de la 8-ésima coordenada.

Definicién 2.16. Sea 7 es una topologia para un conjunto X, diremos que (X, 7)

es un espacio topolégico.

Note que si d es una métrica para un conjunto no vacio X, entonces 74 =
{ACX|ae A= Fe € R": Bx(a,e) C A} U{D} es una topologia para X. En este
caso se dice 74 es la topologia inducida por la métrica d, de modo que todo espacio
métrico es un espacio topolégico. Ademas, a los elementos de 7 también se les llamara

conjuntos abiertos de X.

Definicién 2.17. Sea {(X,,7,) | @ € I} una familia de espacios topoldgicos y

X = ][] X, Definimos la topologia producto en X como 7, = (|7 con T
acl
definida como sigue:

T ={r CP(X)| (X,7) es espacio topolégico y V3 € I, 75 es continua}
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Note que si U, € 7, entonces U, x [ X =7 (U,) € 7. Es mds, si J es
ac\{v}
un subconjunto finito de I y por ser (X, 7,) un espacio topolégico, (| 7, (Us) =

aclJ
[[Usx [] Xa€ 7a
acJ acl\J
Asi que es correcto asumir que los abiertos de X con la topologia producto son

(en principio) de la forma [[ U, x [] Xa con U, € 7, para cada a € J.
acJ acl\J

Proposicién 2.18. Sean {(X,,d,) | n € N} una familia numerable de espacios

métricos y X = H X,. La funcién d definida para cada = = (2,)52,,y = (yn)5>; €

n=1
= min{dn (Tn,yn),1} P
X como d(z,y) = > =¥ es una métrica para X.
n=1

Demostracion. Note que dp, (2, y,) > 0 para n € N, luego 0 < min{d,,(xp,yn), 1}
< 1. Es méas, 0 < w < o= implica 0 < d(z,y) < 21 57 = 1, es decir, d
esta bien definida y es no negatlva

Ahora, d(z,y) = 0 < zwﬂn)}—o@w—owmw@

min{d,(Tn,yn), 1} = OVnEN@d (Tn,yn) =0VRneNS 2z, =y, Vn e N& z =

Y.
Por ultimo

d(z,y) < Z w < Z mfn{dn(a:n7zn)71};mz’n{dn(zn,yn),1}

n=

e min{dn(Tn,zn),1 min{dn(zn,yn),1
S;( {(2n BV {(Qny)}>

< o minddn(onzn)d} | §n min{daonan) 1} < (g 2) 4 d(z, y).

n=1 n=1
Por lo tanto, d es una métrica para X. O

Teorema 2.19. Sean {(X,,, d,) | n € N} una familia numerable de espacios métricos

y X = [ X.,. La topologia producto para X coincide con la topologia inducida por
n=1

la métrica d definida como en 2,18

Demostracion. Demostaremos que 7, = 74.

(C) Sean = = (x,)neny € X y un abierto U = [[ Uy, x [] X4 en 7, donde
acJ aeN\J
J es finito y cada U, es un abierto de X,. Supongamos que = € U y veamos que

existe una bola centrada en z contenida en U.

Note que para cada a € J existe €, > 0 tal que By, (%4, c4) C U,. Tomemos € =
mm{‘;—g |laeJ } Afirmamos que By(z,e) C U. En efecto, para esto consideremos
y € By(z,e) de modo que d(x,y) < e. Asi, para cualquier a € J sucede que:

Ea

:d(x>y)<€<2_a

min{da(To, Ya), 1} < i min{dn (T, Yn) }

2¢ 2n

n=1

Universalidad del cubo de Hilbert y encajamientos Capitulo 2



Juan Carlos Lépez Diez 24

Esto implica que min{d,(za, Ya), 1} < €4y como g, < 1, tenemos que dy (Ta, Yo ) <
£ para cada o € J. Luego, si a € J, entonces y, € By, (T4,cq). Por otra parte, si

a € N\ J, entonces U, = X,,. Asi, By(x,e) CU.

o0

(D) Sean = = (z,)5°, € X y e >0, existe N € N tal que _%Hzin =y < L.
Para cadan =1,2,..., N definimos:
€
U, = {yn € X, | min{d,(xn,yn), 1} < 5}
N 00
para construir un abierto de X de la siguiente forma U = [[ U, x ][] X.,.
n=1 n=N+1

Es evidente que x € U, es decir, U es un abierto de X que contiene a x. Veamos que

U C By(z,¢). Para esto, note que si y € U, entonces:

min{d,(T,, yn), 1
o) = 35 P ) 1)
n=1
XL (min{d, (. ya), 1} = ((min{dy (2, yn), 1}
:Z on + on
n=1 n=N+1
N (E) <1 el /1 1 e €

Asi, U C By(z,¢). Por lo tanto, 7, = 74.

Teorema 2.20 (de Tychonoff). [10, Teorema 37.3, pdg. 267] El producto de com-

pactos es compacto con la topologia producto.

Teorema 2.21. 3, Teorema 6.1.15, pag. 354] El producto de conexos es conexo con

la topologia producto.

Definicién 2.22. El toro es el espacio T? = S x S1.

Figura 2.2: Toro T?.

Teorema 2.23. El toro es un continuo.
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Demostracion. Se sigue del teorema de Tychonoff y el teorema [2.21 O

Definicién 2.24. Sea [0,00) con la métrica euclidiana. El rayo es un espacio ho-

meomorfo a [0, c0).
Note que el rayo es conexo.
Proposicién 2.25. Los espacios [0,1) y (0, 1] son homeomorfos al rayo.

Demostracién. Consideremos f(r) = %5, g(z) = 1—xy h(x) = 1 —1 de la siguiente
forma:
0,00) 5 [0,1) & (0,1] & [0, 00).

Note que son continuas (por la existencia de la derivada), biyectivas y de inversa

continua (bajo el mismo argumento de la derivada). Por lo tanto, son homeomorfos.
O

Definicién 2.26. Un espacio métrico compacto X es una compactacién del rayo

si contiene un subconjunto S denso en X homeomorfo a un rayo. Llamaremos residuo
de X al conjunto R = X \ S.

Teorema 2.27. Toda compactacion del rayo es un continuo.

Demostracion. Sea X una compactacion del rayo, con S denso en X y homeomorfo
a un rayo. Por construccion X es un espacio métrico compacto. Veamos que X es
conexo. Como S es conexo y denso en X, por el teorema clx(S) = X es conexo.

Por lo tanto, X es un continuo. O]

Proposicién 2.28. La cerradura en R? de la grafica de la funcién f(z) = sen (2)

con x € (0,1] es una compactacién del rayo con residuo R = {0} x [—1,1].

Definicién 2.29. La cerradura en R? de la grafica de la funcién f(x) = sen (%) con

z € (0,1] es conocida como la curva del topélogo.

L]
L]
L]

Figura 2.3: Curva del topdlogo.

Notemos que la curva seno del topdlogo no es localmente conexo pero si es un

espacio conexo.
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Definicién 2.30. Si consideramos a Y como la curva seno del topdlogo y unimos
los puntos (0, —1) y (1,sen(1)) mediante un arco A en R? de modo que Y N A =
{(0,—1),(1,sen(1))}, entonces X =Y U A es el circulo de Varsovia.

Figura 2.4: Circulo de Varsovia.

Teorema 2.31. El circulo de Varsovia es un continuo.

Demostracion. Sea X el circulo de Varsovia, sabemos por Heine-Borel que X es

compacto. Como X es arco-conexo, concluimos que X es un continuo. 0

Teorema 2.32. Sean X un continuo y {A,}>°, una sucesién de subcontinuos de X
tales que A; D Ay D ---. Muestre que A = A; N Ay N -+ es un subcontinuo de X.

Demostracion. Por el teorema A es compacto y no vacio. Para demostrar que
A es conexo, supongamos lo contrario, que existen dos cerrados de A ajenos no
vacios K y L tales que A = K U L. Sean U y V abiertos ajenos de X tales que
K CUy L CV. Note que

X\(UNV)CX\(KUL)=X\A= X\ﬂA GX\An).

Asi, la familia {X \ A,, | n € N} es una cubierta abierta del conjunto compacto
X\ (UUV). De modo que existe k,n;,ng,...,nx € N tal que

k k
X\ (UUV) UX\Ani):X\ﬂAni
=1 =1

Tomemos m = mdx{ny,na, ..., Ny}, entonces
X\ﬂA = X\ A Asi, A,, CUUV. Note que 4,, = (UNA,,)U(VNA,,). Es
mas, UﬂA y VN A, son abiertos de A, ajenos. Como K CUNA,,y L CVNA,,
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entonces U N A,, y V N A,, son no vacios. Es decir que tenemos una separacion
de A,,. Pero esto contradice la condicién de conexidad de A,,. Por lo tanto, A es

conexo. O

Definicién 2.33. Sea un tridangulo cerrado y convexo T en el plano R? y consi-
deremos los siguientes cuatro triangulos determinados por la uniéon de los puntos
medios de los bordes de T, y sea T; el continuo obtenido de remover el interior del
triangulo central. De esta manera tenemos que 75 es la unién de 3 triangulos conve-
xos. Repitiendo el procedimiento para cada uno de los tridngulos en 75 obtenemos

el continuo T3. Continuando de esta manera construiremos T}, T, . . .. El triangulo

de Sierpinski estd definido por () T,,.
n=1

Definicién 2.34. Consideremos un cuadrado C; = [0, 1]%. Tomemos la particién

P en C) inducida por la particion 0 < ¢ < 2 < 1 en [0,1]. Entonces C; esté

descompuesto en nueve cuadrados. Quitamos el interior del cuadrado del centro y
asf obtenemos Cy. Esto es, C, = C1 \ ((3,2) x (3, 2)).

373 373
Asi, (5 es la unién de ocho cuadrados pequenos de area (%)2, inducidos por P.

Repitiendo este procedimiento en cada uno de los ocho cuadrados obtenemos Cs.

Entonces (3 es la uniéon de 64 cuadrados pequenos de area (%)2. Continuando este

procedimiento obtenemos una sucesién de subcontinuos {C,} 7, en el plano R? tal

que C; D Cy D .... La alfombra de Sierpinski estd definida como () C,.

n=1

Figura 2.5: Construccién de la Alfombra de Sierpinski.

Definicién 2.35. La esponja de Menger tiene una construccion similar a la
alfombra de Sierpinski pero comenzando con [0, 1]* en lugar de [0, 1]? La construccién

es como sigue. Sea E; = [0,1]>. Dividamos E; con planos paralelo a sus caras en
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27 cubos iguales. Quitemos el cubo central D y todos los cubos de la subdivision
que comparten una cara bidimensional con D. De esta manera obtenemos Fs, el
cual consiste de 20 cubos pequenos y cerrados. Repitiendo exactamente el mismo
procedimiento para cada uno de los 20 subos obtenemos el subcontinuo F5 de Fs el
cual es unién de 400 subos pequenos. Continuando de forma recursiva, obtenemos

una sucesién de continuos {E,} -, tal que E; D Ey D .... Definimos la esponja

o0
de Menger como () E, denotada como M?.
n=1

Figura 2.6: Construccién de la Esponja de Menger M;.

Corolario 2.36. El triangulo de Sierpinski, la alfombra de Sierpinski y la esponja

de Menger son continuos.
Demostracidn. Se sigue de [2.32] O

Proposicién 2.37. Sea z € S'. Si ¢ € (0,2], entonces S* \ Bgi(z,€) es un arco o

un punto.

Demostracién. Para cada x € S', sabemos que Bgi(x,¢) = S* N Bg2(x,¢). Como
Sty Bg:(z,€) son conexos de R? cuya interseccién no es vacia, entonces Bgi(z, )
es un abierto de S', conexo. Notemos que | frg1 (Bgi(x,€)) | < 2. Si € = 2, entonces
fro1 (Bgi(z,¢)) = {w} C S*; es decir, S'\ Bgi (2, €) es un punto. Por otra parte, si e <
2, entonces frg1 (Bsi(z,¢)) = {a,b} C S'. Cada punto de S* pertenece a la imagen
de la funcién f : [0,27) — S* C R? definida como f(0) = (cosf, send), de modo que
x,a,b tienen asociado 0,,0,,0, € [0,27), respectivamente, tales que x = f(0,),a =
f(0,),b = f(0,). Sin pérdida de generalidad, supongamos que 6, > 6,. Consideremos
la funcién continua e inyectiva g : [0, 1] — S* definida como g(6) = f(6.(1—0)+6,0)
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si 0, < 0, < 6; de otro modo, serd definida como ¢(#) = f(6,(1 — 0) + 6,0). Asi,
ST\ Bgi(z,¢€) es un arco. O

Definicién 2.38. Un espacio métrico X es una curva cerrada simple si es ho-

meomorfo a S*.
Teorema 2.39. Las curvas cerradas simples no pueden encajarse en el arco.

Demostracién. Supongamos que ¢ : St — A C [0, 1] es un homeomorfismo. Como S*
es un continuo, A también lo es. Por el lema[2.10] A es un subcontinuo no degenerado
de [0,1]; entonces, digamos que es de la forma [z,y] con z,y € [0,1]. Tomemos
T4 € A, de modo que A\ {#} es disconexo; entonces, S\ {¢~* (2F2) } también
debe serlo. Pero esto es una contradiccion. Pues Bgz(z,2) = S*\ {¢~! (*3¢)} con
z tal que d(z, ¢! (x—;y)) = 2 es conexo. Por lo tanto, S™! no puede encajarse en el

arco. N

Otra forma de ver este teorema es que ningtin arco contiene curvas cerradas

simples. Ademds S! y [0, 1] no son homeomorfos.
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Capitulo 3
Continuos universales

Dentro de la Teoria de Continuos, el concepto de elemento universal es esen-
cial, ya que funciona como un “contenedor” o “estructura principal” que alberga a

todos los miembros de una determinada clase.

Definicién 3.1. Sea C una familia (o clase) de continuos. Decimos que un continuo

U es universal para la familia (o clase) C si se cumplen las siguientes condiciones:
1. El continuo U pertenece a la clase C (o a una clase que la contiene).
2. Para cualquier continuo X € C, existe un subconjunto K C U tal que X ~ K.

En términos sencillos, un continuo es universal para cierta familia (o clase) de
continuos si contiene una copia de cada uno de los elementos de su familia. Por
ejemplo, la esponja de Menger (M}) es un espacio universal para la clase de todos
los espacios métricos compactos de dimensién no mayor a 1 [2, Teorema 1.11.7],

como lo es el arco o la circunferencia S*.

Sl

¢
=
N

Figura 3.1: Ilustracion de universalidad de la esponja de Menger.

La universalidad de estos continuos no es un mero rasgo técnico, es la propiedad
que lo sitia como un objeto candnico dentro de la topologia métrica, capaz de
contener de manera fiel y controlada la complejidad de todos los espacios de su

clase.
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En este capitulo veremos algunos continuos universales para clases especificas

de continuos.

Definicién 3.2. Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene

curvas cerradas simples.
Teorema 3.3. El arco es una dendrita.
Demostracion. Se sigue del ejemplo y del teorema [2.39] O

Ejemplo 3.4. Para cada n € N sea [(O, 0), (%, #)} el segmento de recta en R? que
va de (0,0) a (£, 5).

Sea

oo ()]

Este continuo es una dendrita y la denotaremos precisamente como F,,.

Veamos que existe una dendrita universal en la clase de las dendritas. Para

esto, primero veamos la nocién de limite inverso y algunos resultados que nos son

de utilidad.

Definicién 3.5. Sea {X,, | n € N} una familia numerable de espacios métricos.
Para cada n € N consideremos f"*!: X, .1 — X,, continua. La sucesién {X,,, f"™'}
de espacios y funciones es llamada sucesion inversa.

A los espacios X, se les conoce como espacios coordenados y las funciones
f7*+1 son llamadas funciones de ligadura.

Esta construccién sigue el siguiente esquema:

2 3 13 " 1 i
X Xo 2 Xy oo 0 X, & X

Ademds, si n > m usaremos la siguiente notacién: f" = fmtlo . fn vy
= Idx, (funcién identidad en X,,).

n
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Definicién 3.6. Sea { X,,, /7' } una sucesion inversa. El limite inverso de {X,,, f2*'}

o0
es el subespacio del producto cartesiano [] X,, definido como
n=1

@{Xnafg—i_l} = {(%)20:1 S HXn | fg+1(xn+1) = xmvn € N}
n=1

Note que lim {X, [} es un espacio métrico.

Definicién 3.7. Para cada m € N las funciones f,) : @{Xn, forll — X, defini-
das como fm) = Tm | (X fo 1y las llamaremos funciones proyeccién del limite
— WJn

inverso.

Note que fi*! o fiui1) = fon)-

Proposicién 3.8. Cada f7*! es suprayectiva si y sélo si las proyecciones f(,) son

supreayectivas.

Demostracion. (=) Supongamos que existe k& € N tal que f) no es suprayectiva.
Sea y € X}, tal que para cada z € @{Xn, [}, sucede que fuy(x) # y. Por la

suprayectividad de las f"*', para cada m > k existe w,, € X, tal que f"(w,) = y.

De modo que, para cada i > k definimos z; = w;. Consideremos a = € [] X,
n=1
definido como

fEy) L sin <k
w, ,sik<n

T = (Tp)ply = {

Note que x € @{Xn,fg“} y fu(x) = m(z) = y, lo cual contradice nuestra
suposiciéon. Por lo tanto, las funciones f,) son suprayectivas.

(<) Sean f,) suprayectivas y supongamos que existe y € X, tal que para cada
w € Xjy1 sucede que f,f“ # y. Por ser fu, suprayectiva, si y € X}, entonces
existe # = (2,)72; € Mm{X,, [t} tal que fgy(z) = y. Por la definicién de limite
inverso, z satisface que para cadan € N, f"*(z,,,) = z,, en particular se satisface
i (2141) = y, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, cada f"+! es suprayectiva.

]

Teorema 3.9. [11, Teorema 2.10] Sean (X,d) un espacio métrico y {X,, f*™'}
una sucesion inversa tal que para cada n € N tenemos que X, es un subconjunto
compacto no vacio de X y cada f"*! es suprayectiva. Si se cunplen las siguientes

afirmaciones:

(a) Para todo ¢ > 0 existe £ € N tal que para cualquier p € X, sucede que

dian (0 (07 0)) <=

i=k+1
(b) Para cualesquiera j € Ny 0 > 0 existe ¢’ tal que si i > j y p,q € X; son tales
que d (f;f(p), f;(q)) > § entonces d(p,q) > 0.
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Entonces @{Xn, 1~ N [ClX (U Xz>} En particular, si para cada n € N
1 i=n

n=

x
tenemos que X,, C X,,;1 entonces @{Xm iy~ cly ( U Xn) .
n=1

Definicién 3.10. Sean X y Y espacios métricos. Una funcion f : X — Y es

mondtona si f es continua y para cada y € Y, tenemos que f~!(y) es conexo.

Lema 3.11. [11], Teorema 10.36] Todo limite inverso de dendritas con funciones de

ligadura mondtonas es una dendrita.

Veamos la siguiente nocién que nos sera de utilidad para construir una dendrita,
que llamamos D, y que mas adelante veamos que es universal en la clase de las

dendritas.

(o)
Definicién 3.12. Sea ¢ € R% Una estrella con centro en ¢y rayos B; es |J B;,

i=1
donde para cada i € N, tenemos que B; es un arco convexo en R? tal que ¢ es uno

de sus puntos extremos, didm(B;) — 0 cuando i — ooy B; N B; = {c}, si i # j.

Bina
Figura 3.2: Estrella con centro en ¢ y rayos B;.
Definicién 3.13 (Dendrita Universal de Wazewski). Construyamos el espacio

Do de la siguiente forma. Primero consideremos ¢ € R? y D; es una estrella con

centro c y rayos B;.

Dy

B

Figura 3.3: Representacion de D;.
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Para cada i € N sean m; el punto medio de cada arco B; de Dy y S; una estrella
con centro en m; tal que S; N B; = S; N Dy = {m;}, diam(S;) — 0 cuando i — oo y
SinS;=0sii#j.
Asi, construimos Dy = D U (Ej Si).
i=1

D,

Figura 3.4: Representacion de Ds.

De manera similar, para cada ¢ € N anadimos una estrella con centro en cada
punto medio del subarco B; que va de ¢ a m; y otra estrella con centro en cada punto
medio del subarco B; que va de m; al extremo de B; que no es c. También para cada
J € N ponemos una estrella en el punto medio de las estrellas .S; cuidando que las
nuevas estrellas sean ajenas dos a dos, que intersecten a Dy sélo en sus respectivos
centros y que sus diametros tiendan a cero cuando j — oo. Siguiendo la misma idea,
recursivamente construimos los D,, para cada n € N.

Notemos que para cada n € N, tenemos que D,, es una dendritay D, C D, ;.
Asi, para cada n € N, f**! . D,.; — D, serd una funcién definida para cada

x € Dy, por:

r,sizxeD,

frl(z) = m; , si x € S; donde para cada j € N tenemos que

S} es una estrella agregada a D;.

Notemos que para cada n € N, tenemos que f"™! es una funcién monétona. Es
mds, para cualesquiera n, k € N tales que n > k tenemos que f;' es mondtona.

Asi, la dendrita univesal de Wazewski es
Deo = lim {D,, f3*'}.

Proposiciéon 3.14. FEl espacio D, es una dendrita.

Demostracion. Sea Do = lim {D,,, f21}. Como las funciones de ligadura son monéto-
nas, por el lema [3.11] D, es una dendrita. O

Teorema 3.15. D, puede encajarse en R2.
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()" <f2’“>‘1 ()

Dy~ 'Dy D, D7
p p AR
fi fy fi

Figura 3.5: Diagrama de la construccion de D,

Demostracidn. Sea Dos = lim {D,, [} Queremos usar el teorema W Para esto
veamos que se cumplen las condiciones (a) y (b).
Para (a). Sean k € Ny p € Dy. Para cualquier i > k tenemos que p € D;, enton-

ces notemos que: ( f,i)_1 (p) = S]i-, si p pertenece a alguna de las estrellas Sji- agregadas

alos D; (coni > k); de otro modo, (f1) ' (p) = {p}. Ademas, (f)"" (p) C (f1)"" (p)

si k < m < 1. Esto dltimo implica que didm | | (f,g)_l (p)) = didm <(f,§)_1 (p)>
j=k+1
y por construccion de los D, el didmetro de las estrellas S a los D, es ca-

da vez mas cercana al cero. Asi, existird ¢ € N tal que si p € D,, entonces

diam | U (f)™ <p>> <e.
j=k41

Para (b). Sean i € Ny z,y € D; tales que d(z,y) > § para algin § > 0, es
decir, x # y. Note que (f,;”l)f1 ()N (ff“)f1 (y) = 0, pues si existiera un elemento
w en dicha interseccién, tendrfamos que w = x o w pertenece a alguna estrella S}
anadida a D; (por estar en (j;-“rl)_1 (x)). De igual manera tendriamos que w =y o
w pertenece a alguna estrella Si anadida a D;. Pero si w € S;N S}, entonces k = [, lo
cual implica que z = y, esto seria una contradiccion. Lo que es mas, continuando de
forma similar, si j > ¢ entonces (ff“)_l ()N (ff+1)_1 (y) = 0 donde (ffd“l)_1 (x)
y ( ff“)_l (y) son cerrados de R? asi que podemos separarlos con abiertos de R?

ajenos. Por lo tanto, para cualesquiera j € Ny § > 0 existe ¢’ tal que si ¢ > j y
p,q € D; son tales que d (f?(p), f;(q)) > ¢§ entonces d(p,q) > 0.
Aplicando el teorema , tenemos que D, ~ clg2 (U Dn) C R?, es decir,
n=1
D puede encajarse en R?. O]

Teorema 3.16. [I1, 10.37, Paso 4] Toda dendrita puede ser encajada en Dy,
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Asi, toda dendrita puede verse como un subespacio de D,.

Definicién 3.17. Sea X un espacio métrico. Decimos que X es separable si y s6lo

si X tiene un subconjunto denso numerable.

Definicién 3.18. Sea n € N. Una n-variedad es un espacio métrico separable X

tal que todo & € X tiene una vecindad homeomorfa a una n-celda.

Definicién 3.19. El interior como variedad de una n-variedad X es intvg,)(X) =
{z € X | x tiene una vecindad homeomorfa a R"}. La frontera como variedad
de una n-variedad X es 0,(X) = {z € X | x & intv,)(X)}.

Ejemplo 3.20. El cilindro S* x [0, 1] es una 2—variedad tal que
intvg) (S x [0,1]) = 8" x (0,1) y 85 (S" x [0,1]) = (5" x {0}) U (' x {1}).

Es importante recalcar que en este ejemplo el cilindro no tiene frontera, pues

no lo estamos considerando como un subconjunto de R?, sino como espacio.

X

intv ) (X)

On(X)

Figura 3.6: Interior y frontera como variedad de una 2—variedad.

Definicién 3.21. Sea A un subconjunto del espacio métrico X. El derivado de A

en X es
A’y = {x € X | Todo abierto U tal que 2 € U satisface U N (A \ {z}) # 0}.

Definicién 3.22. Sea X un espacio métrico y A un subespacio de X. Se dice que

A es perfecto si y sélo si A es cerrado de X y A = AY.

Lema 3.23. Si X es un espacio métrico, Y un subespacio de X tal que Y es perfecto
y p €Y, entonces clx (Y — {p}) =Y.

Demostracion. Veamos que cly (Y \ {p}) = Y. Primero notemos que Y\ {p} C Y,
de modo que clx (Y \ {p}) C clx(Y) = Y. Por otra parte, consideremos y € Yy
supongamos que y # p. Es inmediato que y € Y\ {p} C clx (Y \ {p}). Si suponemos

que y = p, tenemos que p € Yy por ser perfecto, es decir, todo abierto U de X que
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contenga a p satisface que U N (Y \ {p}) # 0; entonces y € clx (Y \ {p}). Por lo
tanto, clx (Y — {p}) =Y. O

Lema 3.24. Si X y Y son espacios métricos y p € Y, entonces X x {p} es homeo-

morfo a X.

Demostracion. Sea m : X x Y — X. Note que g = m|xxgp : X X {p} = X es
continua y biyectiva. Es més, g7! : X — X x {p} definida para cada x € X como
g~ '(x) = (z,p), es continua. Por lo tanto, X x {p} ~ X. O

Proposicién 3.25. Tenemos que intg~ ([0, 1]") es homeomorfo a R™.

Demostracion. Tenemos que intg([0,1]) = (0,1). Luego, intg~([0,1]™) = (0,1)".
Por otro lado, (0,1) es homeomorfo a R. Asi (0,1)" es homeomorfo a R™. Por lo

tanto, intg~ ([0, 1]") es homeomorfo a R™. O
Lema 3.26. Si X, Y son n-variedades y h : X — Y es un homeomorfismo, entonces:
(1) h(intve) (X)) = intvg) (Y),

(2) h(Du(X)) = Bu(Y).

Demostracion. Para (1). Sea z € h(intvg,) (X)), esto es, z = h(p) para algin p €
intvemy(X), entonces existe un abierto Uque contiene a p y es homeomorfo a R".
Como U ~ h(U), tenemos que h(U) es un abierto homeomorfo a R™, entonces z €
intvgy (V). Asi, h(intvgy (X)) C intvg,)(Y). Por otra parte, como h™! : Y — X es
homeomorfismo, tenemos que si z € intv,)(Y') entonces de forma similar existird V'
que contiene a z y es homeomorfo a R". Luego, V ~ h=! (V) donde h~'(2) € h=1(V),
es decir, h™!(z) € intv, (X). De modo que ho h™!(2) = z € h (intv,) (X)). Por lo
tanto, h(intv, (X)) = intv,) (Y).

Para (2). Sabemos que h es biyectiva; entonces, por (1) tenemos que h (0, (X)) =
h (X \ intvgy (X)) = h(X) \ h (intve (X)) =Y \ intog (Y) = 9,(Y). O

Proposicién 3.27. Si (ai,...,a,) € intg«([0, 1]™), entonces
(ai,...,an,0) € intv, ([0,1]" x {0}).

Demostracion. Consideremos al espacio R" y sea (ay,...,a,) € intg«([0,1]"); en-
tonces (ay,...,a,,0) € intga([0,1]") x {0}. Notemos que, por el lema y Pro-
posicién [3.25 tenemos que intra([0,1]") x {0} ~ intg~([0,1]") ~ R™. Es decir,
intgn ([0, 1]™) x {0} es una vecindad de (ay,...,a,,0) homeomorfa a R™. Por lo tan-
to, (a1,...,an,0) € intvy,) ([0, 1]™ x {0}). O

Lema 3.28. Sean X subespacio de R” y x € X. Entonces x € intgn(X) si y sélo si

existe un compacto Z en X tal que x € intgn (7).
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Demostracion. Supongamos que x € intga(X). Como R™ es localmente compacto
(lema y intgn(X) es abierto de R"™, entonces existe V' un abierto de R™ tal
que z € V C clga (V) C intge(X) y clgn (V) es compacto en X. Asi, clge (V) C X y
x € intga (V) C intgn (clgn(V)), es decir, Z = clga (V') es el compacto que buscamos.
Por otra parte, supongamos que existe Z compacto en X tal que x € intga(Z2).
Como Z C X, entonces z € intgn(Z) C intgn(X). O

Lema 3.29. Tenemos que intvg, ([0, 1]") = intr~ ([0,1]").

Demostracion. Sea x € intv, ([0, 1]"), entonces existe U un abierto de [0, 1]* que
contiene a x y es homeomorfo a R™. Esto implica que existe ¢ > 0 tal que Bgn(z,£) C
U C [0,1]™. Asi, = € intgn ([0, 1]™). Por otra parte, sea x € intg~ ([0, 1]™), es decir,
existe € > 0 tal que Bgn (2,¢) C [0,1]" y por Lema[1.75, Bg- ([0, 1]") ~ R", entonces

x € intvy, ([0,1]") pues B~ ([0,1]") es una vecindad de x homeomorfa a R*. [

Definicién 3.30. Una n—sombrilla es un espacio métrico homeomorfo a la uniéon

de [0,1]" x {0} y un arco J en R"*! tales que ([0, 1]" x {0})NJ = {(a4,...,a,,0)},

donde (ay,...,a,) € intg([0,1]") v (ai,...,a,,0) es un punto extremo de J.
[0,1] x {0} [0,1]% x {0}
(a,0)

/o(al,ag,())

J J

Figura 3.7: Tlustracién de una 1—sombrilla (izquierda) y una 2—sombrilla (derecha).

Como toda n-sombrilla S es un subconjunto de R, uno podria estar tentado
a pensar que el hecho de que S no es encajable en R" se da de manera inmediata.
Sin embargo, existen subespacios de R™*! tales que son encajables en R™. A con-
tinuacion, vemos un ejemplo y més adelante revisamos la prueba de que ninguna

n-sombrilla es encajable en R™.

Ejemplo 3.31. Consideremos el espacio S? en R3. Sea N = (0,0, 1). La funcién
h:S?\ {N} — R? definida por h((z,y,2)) = (%, %) es un homeomorfismo y se

1—271-2

conoce como la proyeccion estereografica.
Teorema 3.32. Ninguna n-sombrilla es encajable en R".

Demostracion. Sean n € N y X una n-sombrilla. Tenemos que X es un espa-

cio topoldgico homeomorfo a la unién de [0,1]" x {0} y un arco J en R"™! tales
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que ([0,1]" x {0}) N J = {(a1,...,a,,0)}, donde (ay,...,a,) € intg-([0,1]"); y
(ay,...,a,,0) es un punto extremo de J.

Veamos que ([0, 1]" x {0}) U J no es encajable en R™. Para esto, supongamos
lo contrario; es decir, supongamos que existe un encaje h : ([0,1]" x {0})UJ — R™.

Luego, h|; : J — R™ es un encaje. Por el lema [3.23] tenemos que
clen (h(J) — {h((ay, ..., ax,0))}) = h(J).

Luego, existe una sucesiéon {r,}>>, en h(J) — {h((a4,...,a,,0))} tal que r,, —
h((a,...,a,,0)).

Por Proposicién [3.27 tenemos que (ay, . . ., an, 0) € intv, ([0, 1] x {0}). Luego,
h((ay, ..., an,0)) € h(intvy,)([0,1]" x {0})). Por el lema tenemos que

(intoge (0, 1" x {0})) = intuy(R([0, 1]" x {0})).

Notemos que [0,1]" x {0} es homeomorfo a [0, 1]™. Luego, h([0,1]™ x {0}) es
una n-celda en R™. Por el lema [3.29] tenemos que

intv(h(0, 11" x {0})) = ntgn (([0, 1" x {0}).

Como intg~ (h([0,1]™ x {0})) es abierto de R™ y r, — h((a4,..., a,,0)), existe
N € N tal que si n > N, entonces 7, € intgn(h([0,1]" x {0})). Asi, en particular
rn € intgn (R([0, 1]™ x {0})). Luego,

ry € intgn (h([0, 1]" x {0})) N (A(J) — {h((aq, ..., a,,0))}).
Como
intgn (R([0,1]" x {0})) N (A(J) — {h((a1,...,a,,0))})
C h([0,1]" x {0}) N A(J),
tenemos que ry € h([0,1]"x{0})NAh(J). Notemos que rn # h((ay,...,a,,0)). Luego,

h=t(ry) € ([0,1]" x {0}) N J y b= (ry) # (a1, ..., a,,0). Esto es una contradiccién

porque ([0, 1]" x {0}) NJ = {(a1, ..., an,0)}.
Por lo tanto, ([0, 1] x {0}) U J no es encajable en R™. Como X es homeomorfo
a ([0,1]™ x {0}) U J, tenemos que X no es encajable en R™. O

3.1. Cubo de Hilbert

Definicién 3.33. Sea [0, 1] con la métrica euclidiana y consideremos al conjunto

Q = [][0,1]. El cubo de Hilbert es un espacio homeomorfo a (Q, 7).

n=1
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Teorema 3.34. El cubo de Hilbert es un continuo.
Demostracion. Se sigue de los teoremas y O

Definicién 3.35. Sean X no vacio y d,d, métricas para X. Se dice dy y dy son
meétricas equivalentes si y solo si generan la misma topologia. Es decir, cualquier

bola en (X, d;) es una bola en (X, ds) con los mismos elementos.
Lema 3.36. Todo espacio métrico admite una métrica equivalente acotada por 1.

Demostracion. Sean (X,d') un espacio métrico y d : X x X — R definida para cada

d'(z,y)
1+d' (z,y)

y esta acotada por 1. Es inmediato que d es no negativa, nula si y sélo si los puntos

z,y € X como d(x,y) = Afirmamos que d es una métrica equivalente con d’

son iguales, y es acotada por 1. Veamos que se satisface la desigualdad tirangular.

Para esto consideremos la funcién g : [0,00) — [0, 1] definida como g(t) = 1. Note
1

que ¢'(t) = T 2 0, es decir, g es estrictamente creciente. Por lo cual, si a < b+,

entonces g(a) < g(b+ ¢). Es més, g(b+ ¢) < g(b) + g(c) porque:

b+c b c b c

b — — < —
9(b+c) 1+b+c 1+b+c+1+b+c_1+b+1+c

g(b) +g(c)

Asi, tenemos que a < b+c implica que g(a) < g(b)+g(c). Como d = god', concluimos
que d satisface la desigualdad triangular.
Ahora veamos que son equivalentes. Sean ¢ € X y ¢ € R*. Afirmamos que

{reX|d(az)<e}={zeX|da,z) <=5}, lo cual es inmediato pues:

€
e+ 1

9
X |d —_— d
ye{xe | (a,x)<6+1}<:> (a,y) <

1
_—<1__
d'(a,y) +1 e+1

— d'(a,y) <e

—1

—ye{re X |d(azx)<e}

Por lo tanto son equivalentes y d esta acotada por 1. O

Definicién 3.37. Sea X un espacio métrico. se dice X es Lindelof si y sélo si

cualquier cubierta abierta de X tiene una subcubierta numerable.

Lema 3.38. Todo espacio métrico compacto es Lindelof.

Demostracidn. Se sigue de la definicién [[.24] y por propiedades de cardinalidad. [
Teorema 3.39. Sea X un espacio métrico. X es Lindelof si y sélo si X es separable.

Demostracion. (=-). Construiremos un conjunto denso numerable en X. Considere-

mos para cada n € N los conjuntos A, = {B(z,1) |z € X}. Note que cada A, es
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una cubierta abierta para X. Por ser Lindelof, cada A,, admite un subcubrimiento
numerable, digamos U,, = {B(xnvk, %) | k€ N} C A,.

Definamos D = |J {z,x} el cual es numerable por ser unién numerable de
(n,k)EN?
conjuntos finitos. Veamos que D es denso en X. Tomemos V un abierto de X y

y € V, por ser abierto, existe un € € R* tal que B(y,e) C V. Sea n € N tal que
% < ¢, entonces existe alguna bola B(z, x, %) de U,, que intersecta a B(y, ¢). Lo cual
implica que D es denso.

(«<). Sean D = {x, | n € N} un conjunto denso numerable de X y U una
cubierta abierta de X. Para cada x,, existe U, € U tal que x,, € U,. Ademas, como
cada U, es un abierto de X, existe ¢, € Rt tal que B(z,,&,) C U,. Notemos
que, como U es denso, la unién de todos los B(z,,e,) cubre a X. De modo que
V ={U, | n € N} CU es una cubierta abierta numerable de X. O

Proposicién 3.40. [I, Proposicién 4.5, pag. 121] Sean {X; | ¢ € I} una familia

de espacios topoldgicos, X un espacio topoldgico y f: X — [[ X; cuyo codominio
el

tiene la topologia producto. La funcién f es continua si y sélo si m; o f es continua

para cada ¢ € I.

La que sigue es una de las proposiciones méas utiles y elegantes en topologia
general, a menudo llamada el Teorema del Encaje Compacto. Es fundamental porque
nos permite obtener un homeomorfismo sin tener que verificar explicitamente que

la funcion inversa sea continua mediante “e — 0” o preimégenes.

Teorema 3.41. Sean X, Y espacios topoldgicos tales que X es compacto y Y Haus-

dorff. Si f: X — Y es continua e inyectiva, entonces f(X) es homeomorfo a X.

Demostracion. Para demostrar que f(X) es homeomorfo a X', debemos verificar que
la funcién f restringida a su imagen, f : X — f(X), es un homeomorfismo. Por
hipotesis, f ya es continua e inyectiva, y por definiciéon de imagen, es suprayectiva
sobre f(X). Por lo tanto, solo resta probar que f es una funcién cerrada (o abierta),
lo cual garantizara que la inversa f~! sea continua. Sea A C X un conjunto cerrado

arbitrario. Queremos ver que f(A) es cerrado en f(X).

1. Como X es un espacio compacto y A es un subconjunto cerrado de X, por

una propiedad de los espacios compactos, A es compacto.

2. Dado que f es una funcién continua y el nombre de la imagen de un compacto
bajo una funcién continua es compacto, se sigue que f(A) es compacto en

el espacio Y.

3. Por hipdtesis, Y es un espacio Hausdorff. Una propiedad fundamental de
estos espacios es que todo subconjunto compacto es cerrado. Por lo tanto,

f(A) es un conjunto cerrado en Y.
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4. Como f(A) C f(X),y f(A) es cerrado de Y, por la definicién de la topologia

relativa, f(A) es cerrado en el subespacio f(X).

Puesto que f es una biyeccién continua y cerrada entre X y f(X), concluimos

que f es un homeomorfismo. Asi, X = f(X). O

Teorema 3.42. Si X es un espacio métrico compacto, entonces existe un encaje
p: X =Y CQ.

Demostracidon. Sea la métrica d definida como en el lema[3.36] Como X es un espacio
métrico compacto, se sigue que existe D = {a,, € X | n € N} C X denso numerable
por el teorema (3.39|

Consideremos ¢ : X — Q definida para cada p € X como ¢(p) = {d(p,a,)},—;.
Demostraremos que ¢ es un encaje usando el teorema [3.41]

“© es continua’. Por la Proposicién [3.40, basta con verificar que m, o ¢ es
continua para cada n € N. Sea (m, o ¢)(p) € [0, 1] para algin n € N, queremos ver
que para cada ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que d(p,q) < § = |d(p,a,) — d(q,a,)| < e.
Por la desigualdad triangular sabemos que |d(p, a,) — d(q, a,)| < d(p, q) < §, asi que
tomamos § = £ y tenemos que 7, o @ es continua para cada n € N. Aplicando el
resultado de la Proposicion concluimos que ¢ es continua.

“o es inyectiva”. Supongamos que p,q € X tales que p # q v o(p) = ¢(q )
d(pa
2

Como § > 0y D es denso en X, existe N € N tal que d(p,ay) < J. Por hipétesis,
d(q,an) = d(p,an), entonces d(q,ay) < 0. Asi d(p,q) < d(p,an) + d(q,ay) < 2§ =
d(p, q), pero esto implica que d(p,q) < d(p,q) lo cual es una contradiccion. Asi, ¢

este tltimo implica que para cada n € N, d(p,a,) = d(q, a,). Tomemos § =

es inyectiva.
Luego, por el teorema [3.41], ¢ : X — ¢(X) C Q es un homeomorfismo. Por lo
tanto, ¢ es un encaje de X a Q. O]

Llegados a este punto, es sencillo ver que el cubo de Hilbert funciona como

elemento universal de todos los continuos a través del siguiente corolario.
Corolario 3.43. Todo continuo se puede encajar en el cubo de Hilbert.

Demostracion. Si X es un continuo, es un espacio métrico compacto. Del teorema

anterior se sigue que X puede encajarse en un subespacio del cubo de Hilbert. [

El anélisis de los continuos universales permite simplificar el estudio de familias
completas de espacios, ya que transforma problemas complicados en la consideraciéon
de un tnico objeto que “absorbe” las propiedades de los demés. Como hemos visto,

el cubo de Hilbert es el “progenitor” de todos los continuos.
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