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Resumen

En este trabajo se estudian las propiedades espectrales y de transporte de sistemas descritos por
Hamiltonianos no hermiticos, usando como principales herramientas de estudio los métodos de matriz de
transferencia y de dispersion, los cuales se aplican tanto analitica como numéricamente. La contribucion
mas importante de este trabajo se da en el estudio de los asi llamados sistemas P7 simétricos de tipo
enlace fuerte, los cuales poseen un amplio interés tedrico y experimental en diferentes campos de la fisica
moderna al presentar novedosos fendmenos inherentes a esta simetria, como por ejemplo, el hecho de
poseer un espectro de energias totalmente real para cierto rango de parametros o bien presentar procesos
como la invisibilidad unidireccional y la no reciprocidad en las reflexiones. En particular se describe el
comportamiento de los coeficientes de transmision y reflexién en funcion de los parametros del sistema,
mediante la derivacion de expresiones analiticas compactas, cuya composicion es tan clara que es de gran
ayuda al analisis de dichas expresiones para cualesquiera valores que los parametros de la estructura
pudieran tomar. Se presenta una descripcion en conjunto con el analisis de la relacién de dispersion
para un indice de tipo Bloch, el cual puede ser real sin importar la no hermiticidad que caracteriza al
sistema. También se describe la importancia de los puntos excepcionales en modelos P7T simétricos,
caracterizados por la igualdad de los autovalores de la matriz de transferencia, asi como su relacién con
las propiedades de transporte. Este analisis permite establecer nuevos tipos de puntos excepcionales
de naturaleza distinta a los reportados previamente en la literatura, diferenciados por las condiciones
en las que aparecen y por la independencia que tienen respecto al tamarfio del sistema, definiendo asi
una zona fija donde la transmisién es mucho mayor que uno para cualquier cadena. El enfoque de la
matriz de dispersion también se aborda en este trabajo, para contrastar con los resultados obtenidos
a partir de la matriz de transferencia. De tal forma que podemos estudiar a los puntos excepcionales
desde este enfoque y debido a la libertad de eleccién de matriz de transferencia, se introduce una matriz
de dispersion diferente a la previamente usada en la literatura, se estudiaran las ventajas y desventajas
al aplicar ambas matrices. Por ultimo se analiza la propagacion a través del tiempo de una excitaciéon
inicial dentro de una estructura unidimensional P77 simétrica que presenta dos tipos de acoplamientos

y se compara con diferentes configuraciones de estructuras.






Abstract

In this work we study the spectral and transport properties of systems described by non-hermitian
Hamiltonians, using as principal tools for the analysis the transfer and dispersion methods, which are
applied both analytically and numerically. The most important contribution of this work is given in
the study of the so-called P77 symmetric tight-binding systems, which have a broad theoretical and
experimental interest in modern physics, due to their intriguing spectral and transport properties, as for
example, the fact of having a totally real spectrum of energies for a certain range of system parameters
or presenting processes such as unidirectional invisibility and non-reciprocity in the reflections. In
particular, we focus on the description of the transmission and reflection coefficients in dependence of
the different parameters that determine the model, by developing compact explicit analytical expressions
for this quantities valid for any range of values for the parameters. Whose composition is so clear
that it is of great help to the analysis of those expressions. Here a description is made in conjunction
with the analysis of the dispersion relation for a Bloch like index, which can be real regardless of the
non-hermiticity that characterizes the system. We also describe the importance of exceptional points
in PT symmetric models, characterized by equal eigenvalues of the transfer matrix, as well as their
relationship with the transport properties. This analysis allows to establish new types of exceptional
points of different nature to those previously reported in the literature, differentiated by the conditions
in which they appear and the independence they have with respect to the size of the system, thus
defining a fixed region where the transmission is greater than one for any chain size. The dispersion
matrix approach is also reported in this work, to contrast with the previous results obtained from the
transfer matrix. In such a way that we can study the exceptional points from this approach and due to
the freedom of choice of transfer matrix, a different dispersion matrix previously used in the literature
is also introduced, where the advantages and disadvantages of applying both matrices will be studied.
Finally, we analyse the propagation over time of an initial excitation within a one-dimensional P7T
symmetric structure that presents two types of couplings and we compare it with different configurations

of structures.
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Introduccion

CarPiTULO

La dispersion, ya sea cuantica o clasica esta involucrada en cualquier sistema que se encuentre
interactuando con el ambiente. En particular, la transmisién de una sefial a través de un sistema,
asi como su deteccion subsecuente, es el principal instrumento para la obtencion de informacion de
sistemas con los cuales seria imposible interactuar a través de otros medios. Debido a la importancia
crucial de este problema en el desarrollo de la fisica mesoscépica [57], con un amplio potencial de
aplicacion a, por ejemplo, informacion cuantica, electronica y ciencia de materiales, se ha revivido
el interés en el problema de dispersion multiple tanto de ondas electromagnéticas como de ondas de
materia. Aqui el sistema fisico puede ser esencialmente un problema de un cuerpo, en donde, por
ejemplo, electrones no interactuantes se mueven en una distribucion uniforme o aleatoria de dispersores
estaticos. A través de los afios, las propiedades de transporte en sistemas hermiticos han sido sujeto a una
investigacion intensiva. Tales arreglos son ubicuos en la naturaleza y estan tipicamente caracterizados
por una sucesioén de bandas y brechas prohibidas [5]. Apareciendo en diversos campos de la fisica teérica
y aplicada, desde estado s6lido, condensados de Bose-Einstein [64], cristales y redes fotonicas [24, 92].
La hermiticidad es una simetria sutil y abstracta que es matematica en su origen. Esta es una idealizacion
en la que un sistema esta aislado de cualquier entorno circundante (y, por lo tanto, no se puede medir).
Si bien esto proporciona un marco matematico manejable para la teoria cuantica, es un requisito no
fisico ya que todos los sistemas interactian con su entorno y si deseamos medir un sistema, entonces se

requiere dicha interaccion.

En lugar de describir un sistema aislado, es interesante entender un sistema que esta en equilibrio
con su entorno, donde la energia puede fluir dentro y fuera del sistema de manera equilibrada; ya que
en cualquier sistema realista es imposible despreciar los efectos de absorcion e incluso los efectos de
amplificacion. Dichos efectos implican un caracter no hermitico y una forma en que se comtemplan
dentro de un modelo es mediante canales de decaimiento, conocidos o ignorados, existentes en cualquier
problema de sistemas acoplados. Podemos encontrar ejemplos de estos sistemas en reacciones quimicas,
en donde las particulas se reacomodan para crear y destruir combinaciones atémicas estables, detectores

en donde la particula incidente desaparece (por ejemplo cuando un atomo es ionizado debido a la
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absorcion de un fotén), colisiones inelasticas que modifican las poblaciones de los diferentes niveles
internos de particulas compuestas, “sistemas abiertos” con fuentes de inyeccion y pozos de absorcion o en
sistemas que decaen, por ejemplo, debido a la emisiéon espontanea de fotones a partir de un nivel excitado.
En todos estos casos, la descripcion de la dinamica global puede ser realizada, en principio, por medio del
hamiltoniano hermitico del sistema total, el cual considera explicitamente a todas las particulas, grados
de libertad y el espacio total de estados, sin embargo esta descripcion puede resultar tan detallada que
practicamente es imposible de realizar. Una descripcion reducida para el subespacio seleccionado puede
ser realizada por medio de ecuaciones de Schrédinger efectivas en donde el subespacio complementario
puede ser tomado en cuenta mediante interacciones efectivas descritas por un potencial complejo no

hermitico.

En 1998, Carl Bender y Stefan Boettcher escribieron un articulo [10] explorando el reemplazo de la
hermiticidad con otra simetria. Sin embargo, su nueva teoria tiene caracteristicas interesantes: no era
un reemplazo de igual a igual. La simetria subyacente que encontraron Bender y Boettcher fue lo que
llamaron "simetria P7". La simetria aqui es de naturaleza geométrica y, por lo tanto, estad mas cerca de
la fisica que de la hermiticidad. La "P" significa simetria de "paridad", a veces llamada simetria espejo.
Si un sistema respeta la simetria "P", entonces la evolucion del sistema no cambiaria para una version
espacialmente reflejada del sistema. La "7 " significa "inversion de tiempo". La simetria de inversion de
tiempo es tal como suena: un sistema fisico que respeta esta simetria evolucionaria de la misma manera,
independientemente de si el tiempo avanza o retrocede. Algunos sistemas exhiben individualmente
simetrias P y T, pero es la combinacién de las dos lo que parece ser fundamental para la mecanica

cuantica.

Esto permite construir y estudiar muchos tipos nuevos de hamiltonianos que previamente habrian
sido ignorados. Estos nuevos tipos de hamiltonianos tienen propiedades matematicas notables y
bien puede resultar que sean utiles para describir el mundo fisico. Es crucial, por supuesto, que al
reemplazar la condicién de hermiticidad por la simetria P7 no se deje de lado a ninguna de las
propiedades fisicas clave que debe tener una teoria cuantica. Si la simetria P77 del hamiltoniano no se
rompe, entonces el hamiltoniano exhibira toda las caracteristicas de una teoria cuantica descrita por un
hamiltoniano hermitiano. La importancia de estos sistemas es que ademas de exhibir un espectro de
energias completamente real, también presentan caracteristicas distintivas tales como modos propios
no ortogonales [15, 17, 20, 75], puntos excepcionales [35, 39, 40, 59, 60], transporte coherente difusivo
[29] e invisibilidad unidireccional. Ademas, la simetria P77 tiene profundas implicaciones en sistemas
que incluyen la no linealidad [68], emision estimulada (lasing) [34] y las topologias no triviales [91,
93]. En general, los autovalores de tales arreglos son reales sélo dentro de un cierto rango que define
el parametro que mide la no hermiticidad del sistema. Esto es, una vez que este parametro excede un
cierto valor critico, el sistema se somete a un rompimiento espontaneo de simetria, correspondiente a la
transicion de un espectro real a uno complejo y por lo tanto entrando a lo que se conoce como un régimen
de simetria P7T rota [10]. Interesantemente este punto de transicién exhibe todas las caracteristicas de

un punto excepcional [39, 67].

Capitulo 1 Introduccién



Es claro que esta simetria es bastante complicada de lograr experimentalmente ya que su origen reside
en el campo de la mecanica cuantica. Sin embargo, existe una analogia entre la mecanica cuantica y la
Optica, la cual se basa en el hecho de que comparten el mismo formalismo matematico. La ecuacion que
rige la propagacion del haz 6ptico se describe como la ecuacion paraxial de difraccién, matematicamente
equivalente a la ecuaciéon de Schrodinger. En este contexto la simetria P7 puede ser facilmente
establecida mediante el requerimiento de que la distribucion espacial del indice de refraccion n(x)
obedezca la relacion n(x) = ng(z) + ins(z). En otras palabras, ésta simetria demanda que el perfil del
indice de refraccion (parte real ng) debe ser una funcién par de la posicién, mientras que la distribucién
espacial de ganancias y perdidas (n;) debe ser antisimétrica. Como ha sido establecido en diversos
estudios, la simetria P77 puede llevar a distintos procesos intrigantes. Estos incluyen, por ejemplo, efectos
de unificacion de bandas en redes P7T simétricas [55], transisiones de fase abruptas [75], oscilaciones
de potencia, doble refraccién e invisivilidad unidireccional [32, 51, 74]. Ademas, se puede presentar el
caso de propagacion no reciproca de ondas cuando la simetria P77 es usada en sistemas no lineales [72].
Otros aspectos como estados de defecto en redes P77 simétricas [74], la coexistencia de modos laser
coherentes absorbentes [52, 53] y la selecciéon de modos en laseres P77 simétricos, han sido tambien

investigados en la literatura [61].

Para el estudio de problemas de dispersion, se emplean diferentes métodos para encontrar la solucién a
la ecuacidén de onda [57]. Un lugar importante dentro de estos métodos esta ocupado por la matriz de
dispersiéon S que es el operador que relaciona a las componentes asintoticas de las funciones de onda
incidentes y transmitidas, por lo cual contiene toda la informacion relevante para el proceso de dispersion.
Aungque este operador es de gran importancia y utilidad para la descripcion de, por ejemplo, resonancias,
tiempos de vida y amplitudes de decaimiento, en este trabajo se aplica primeramente el método de
la matriz de transferencia M, debido a que este ultimo operador resulta méas eficiente en el estudio
de sistemas unidimensionales compuesto por unidades basicas acopladas, debido a la propiedad de
composicién, la cual tiene una formulacion mucho mas sencilla que aquella para la matriz de dispersion
[56]. No obstante, en este trabajo se empleara también el método de la matriz de dispersion, como
se vera mas adelante para comparar los resultados obtenidos a través de ambos métodos matriciales,
mostraremos que las expresiones analiticas de los elementos de esta matriz S son mas complicadas que
las expresiones para los elementos de M. También se pude demostrar, por ejemplo, que los autovalores
complejos de los Hamiltonianos no hermiticos estan intimamente relacionados con los polos complejos
de la matriz de dispersién y por lo tanto con la distribucién y tiempos de vida de las resonancias del

sistema.

Capitulo 2

En el capitulo 2 de este trabajo se estableceran los conceptos basicos necesarios para establecer el
contexto de nuestro estudio. Primeramente se definiran en detalle los métodos que se han usado en
el anélisis de los modelos unidimensionales en la aproximacién de amarre fuerte, estos son el método
de matriz de transferencia [56] y el método de la matriz de dispersién. Se mencionara brevemente la
relacién que existe entre ambas matrices, las ventajas y desventajas de cada una de ellas y ain maés

importante las simetrias que las caracterizan al ser aplicadas a un sistema hermitico y a uno que no lo es.
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Aqui se establecera principalmente como obtener a partir de ellas las propiedades de transporte para un
modelo en general; es decir, los coeficientes de transmision y reflexién del modelo que propondrémos
mas adelante. Posteriormente se hara la introduccion al modelo de mayor interés en este trabajo; el
cual es, el modelo de enlace fuerte con interaccién a primeros vecinos, en donde se hara énfasis en la
importancia de este modelo no sélo en el estudio de la propagacién de electrones en redes de iones si no
también en el anélisis de la propagacion de ondas en sistemas de guias de onda en la aproximacion de
modos acoplados, este ultimo es de gran interés en fisica experimental con aplicacion a redes fotonicas
[73]. En esta parte se establecera también una versiéon del método de matriz de transferencia enfocado en
la forma matricial de la ecuacién de Schrédinger, de donde se puede establecer una expresion analitica
para el coeficiente de transmision en términos de los estados de dispersion [56]. Posteriormente se hara
una introduccién a la teoria de sistemas P7T simétricos en donde se definen los conceptos basicos para
el entendimiento de estos sistemas, aqui se establecen las relaciones de conservacion generalizadas para
dichos sistemas, las cuales son de gran importancia para la caracterizacion correcta de las propiedades de
transporte. Se incluye el ejemplo de un modelo sencillo para entender como es que el hamiltoniano que
representa a ese sistema es P77 simétrico, como es la forma de los autovalores y eigenvectores propios
del modelo y ademas las diferentes fases por las cuales pasan estas energias propias, es decir cuando el
sistema tiene energias reales y por lo tanto esta dentro del régimen de simetria P77 y cuando ocurre la
transiciéon donde las energias pasan a ser parcial o completamente complejas, caracterizando asi una
fase PT simétrica rota. Finalmente se hara una breve introduccion a la teoria de sistemas desordenados
de baja dimensionalidad, aqui se hara énfasis en la descripciéon del comportamiento de las propiedades

de transporte en dichos sistemas, principalmente el coeficiente de transmision.

Capitulo 3

En el capitulo 3 se presenta un estudio detallado de modelos tipo enlace fuerte unidimensionales
PT simétricos compuestos por sitos alternantes con pérdidas y ganancias balanceadas, analizando la
configuracién donde los acoplamientos entre sitios en la regioén interna del sistema toma dos valores
diferentes de manera alternante. En este caso se considera que el acoplamiento entre la regiéon de
dispersion y las guias de ondas semi-infinitas es perfecto. Esta asimetria resulta en propiedades de
dispersion inesperadas como veremos a lo largo del trabajo, ademas que uno de nuestros intereses
esta en establecer la relacion entre las propiedades de un sistema ligado con un numero finito de sitios
y las propiedades de dispersiéon de un modelo abierto correspondiente a la misma estructura finita
acoplada a guias de ondas semi infinitas perfectas las cuales modelan al continuo. Algunos aspectos
de este problema ya han sido discutidos en la literatura. En la revisioén corta [78] se demostré como
los métodos que estan bien desarrollados en la fisica nuclear y mesoscopica, pueden ser usados para
describir la dispersiéon multiple en resonadores no hermiticos P77 simétricos con regiones de absorcién
y amplificacién. Las propiedades de matrices de dispersion en conexion con los puntos de rompimiento
de simetria P77 en los correspondientes sistemas ligados han sido analizados en la referencia [2]. Otros

aspectos para los sistemas ligados y abiertos han sido discutidos en las referencias [37, 79, 94].

En primer lugar, en la seccion 3.1 se explica de manera detallada la obtencién de la matriz de transferencia

M que describe al modelo que se ha propuesto. El enfoque de la matriz de transferencia es mas

Capitulo 1 Introduccién



apropiado para el anélisis de sistemas unidimensionales y se utilizara en este capitulo. Al tener dos
tipos de acoplamientos diferentes dentro del sistema y dos tipos de potencial en sitio (ya que uno
representa pérdida seguido de un potencial que representa amplificacion) podemos descomponer
la cadena unidimensional en dimeros. Al hacer esto cada uno de ellos tendra su propia matriz de
transferencia, pero una de las propiedades mas utiles de este enfoque es la multiplicacién de las
matrices individuales [56], haciendo que podamos extenderlo a toda la cadena y obtener una matriz
de transferencia total, la cual expresa los coeficientes de la funciéon de onda en el lado derecho de la

muestra en términos de los coeficientes de la funcién de onda en el lado izquierdo de la misma.

En la seccion 3.2, se estudia la obtencion de la relacion de dispersion correspondiente al modelo bajo
estudio, tomando ventaja de la periodicidad que presenta la estructura, para asi aplicar condiciones de
frontera mediante el teorema de Bloch. Otro punto de nuestro estudio es el entender el rol de un indice
tipo Bloch, el cual resulta especifico en la descripcion de las propiedades de transporte del sistema. En
esta seccion presenciaremos la aparicion de un nuevo tipo de regiones de energia en donde este indice
tipo Bloch u, que es el nimero de onda dentro de la region de dispersion, puede tomar valores reales,
imaginarios e incluso complejos. La comparacion de valores entre los parametros define estas zonas para
el coeficiente i, encontraremos que sélo es posible tener una regién compleja justo y con respecto al
centro de la banda de energias siempre y cuando el grado de asimétria sea mayor que el potencial en sitio.
Estas transiciones de valores para el coeficiente y estan ademas delimitados por puntos excepcionales
[35, 39, 40, 59, 60] internos y externos, de los cuales se obtiene una expresion analitica en términos de

los parametros propios del sistema.

En la seccion 3.3, se exploran las propiedades de transporte y como obtenerlas mediante la relacion que
guarda la matriz de transferencia con las amplitudes de los coeficientes de transmisién y reflexion. Esta
es la parte clave e importante del trabajo, ya que se logra obtener de manera exacta y no aproximada,
expresiones para los coeficientes de transmision y reflexion para cualquier valor que puedan presentar
los parametros que definen a la estructura. Cabe mencionar que la forma de las ecuaciones que los
definen es compacta y sencilla. Estos resultados nos permiten analizar y conocer como se comportan
las propiedades de transporte para este modelo en particular. Especificamente, mostramos que cuando
el parametro que establece la asimetria de los acoplamientos entre sitios es mas grande que aquel que
describe a las pérdidas y ganancias del sistema, se tiene que el coeficiente de transmision es siempre
menor a uno en el rango de energias definido por valores reales de 1. Esto contrasta con los resultados
hallados para el modelo con acoplamientos iguales dentro de la regién de interaccién, en donde la
transmision es siempre mayor a uno para valores reales del parametro p. Otro aspecto importante de
este modelo es que inesperadamente en los puntos excepcionales correspondientes a los bordes entre las
regiones de energias reales y aquellas con energias complejas e imaginarias, el coeficiente de transmision
es diferente a uno. Por otro lado cuando el parametro que describe a las pérdidas y ganancias del sistema
es igual a aquel que describe la asimetria en los acoplamientos, se tiene una unificacién de las bandas
y un punto excepcional, justo en el centro de la banda. Para este punto excepcional la transmision
resulta ser perfecta y ademas se tiene que el cambio en la fase del estado de dispersion se anula. Este

resultado puede ser de importancia en vista de realizaciones experimentales, debido a que se tiene una
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transmision perfecta en el interior de la banda de energias y no en la vecindad de los bordes de la banda,
como sucede en el caso con acoplamientos perfectos. Para completar este analisis, también se estudia el
comportamiento de los coeficientes de reflexion respecto al tamafio de la cadena, de la energia y del
parametro que mide el grado de no-hermiticidad del sistema . Ademas explicamos los dos tipos de
resonancias que aparecen en el modelo bajo estudio, a partir de la expresion analitica del coeficiente
de transmisién que gobierna al modelo, la cual podemos dividir en dos términos cuya dependencia de
variables es distinta. Las resonancias Fabry-Pérot, son el primer tipo que el sistema manifieta y dependen
del tamafio del sistema, por otro lado tenemos resonancias que dependen de la no hermeticidad del
sistema comparado con la asimetria dentro del mismo, las cuales denominamos resonancias U. Un hecho
interesante es que estas ultimas corresponden a los puntos donde ocurre el fenémeno intrinseco de este

tipo de sistemas conocido como invisibilidad unidireccional.

Capitulo 4

En el capitulo 4, se analiza la matriz de dispersion para este modelo. La obtencion de dicha matriz
proviene de la relacién que guarda con la matriz de transferencia M. El analisis empieza con la obtencién
los autovalores y eigenvectores, ademas de la comprobacion de las simetrias inherentes que debe cumplir
la matriz S para un modelo P7 simétrico. De esta manera permite hacer la compacion con los resultados
obtenidos relacionados a los puntos excepcionales mediante el formalismo de la matriz M, los cuales
indican el rompimiento expontaneo de la simetria P77 dando lugar a autovalores imaginarios. Como
se vera, ambos formalismos coinciden en la determinacion de las zonas donde se tiene una fase P7T
simétrica y en las regiones con una fase P77 simétrica rota. Recientemente en algunos trabajos previos
se habla de una definicion alterna de matriz de dispersion, la cual denotamos como S, la cual difiere
en una permutacion de los canales de salida de la matriz de dispersion comiin que conocemos de la
literatura. La razén por la cual se introduce esta nueva matriz de dispersion, reside en informaciéon
adicional que puede dar acerca de un tipo de resonancias, a las cuales llamamos resonancias U. Este tipo
de resonancias no dependen del tamafio del sistema, pero si de los parametros restantes de la estructura.
Este hecho es importante porque nos permite ver que el método de la matriz de transferencia nos da
un analisis completo acerca de las resonancias, donde la transmision es perfecta y los coeficientes de
refleccion se anulan. Mientras que si tomamos el enfoque de la matriz de dispersion es necesario tomar

ambas matrices para un analisis completo.

Capitulo 5

El capitulo 5, habla sobre la dinamica que existe dentro del modelo propuesto. El problema inicia con
una excitacion o perturbacion dentro de cualquier sitio de la estructura y analizar como evoluciona en
funcioén del tiempo. Esta es la probabilidad de que al pasar cierto tiempo, la excitacion se encuentre en
un sitio m-ésimo diferente del inicial; el enfoque utilizado hace uso de la representaciéon matricial del
hamiltoniano, la cual corresponde a una matriz tridiagonal y la base a utilizar es la base de ocupacion.
De esta forma podremos determinar como se propaga la excitacion dentro de la estructura. Varios casos
diferentes son analizados para poder entender mejor la dinamica; entre los casos analizados se tiene
el caso simétrico, un caso extremo donde uno de los acoplamientos internos de la cadena es cero y el

caso de mayor interés que es cuando se tienen dos acoplamientos. De esta manera podra notarse el
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contraste de la propagacion de la excitacion inicial para cada caso. Veremos que los autovalores de
los hamiltonianos para cada caso no son todos reales, de hecho aparecen eigenvalores imaginarios,

ocasionando que la propagacion de la perturbacion diverja a tiempos muy cortos.

En los veintidos afios transcurridos desde el articulo de 1998 de Bender y Boettcher, los cientificos han
creado laseres con simetria PT, cables superconductores con simetria P7 y experimentos de difusion
con simetria P77 para mencionar solo algunas validaciones de su teoria. A medida que la simetria P77 ha
madurado, ha inspirado la creaciéon de metamateriales exdticos que tienen propiedades que nos permiten
controlar la luz de nuevas maneras. La comunidad académica, inicialmente escéptica ante un cambio
tan fundamental en la teoria cudntica, se ha entusiasmado con la idea de la simetria P7. Méas de 200
investigadores de todo el mundo han publicado articulos académicos sobre simetria P7. La literatura
ahora se extiende a méas de 2000 articulos, muchos en las principales revistas como Nature, Science y

Physical Review Letters.

El futuro es brillante para la mecéanica cuantica P77 simétrica, pero ain queda trabajo por hacer. Muchos
de los experimentos mencionados tienen aspectos de mecénica cuéantica pero no son verificaciones
completas de la mecanica cuantica P77 simétrica. Sin embargo, los experimentos existentes ya estan
dando resultados emocionantes. La simetria P7 es un tema candente en las comunidades de optica y
grafeno y recientemente se ha sugerido la idea de crear una computadora basada en principios opticos
en lugar de electronicos. A principios del siglo XXI, estamos encontrando una nueva comprension de la
teoria cuantica que tiene el potencial de desarrollar nuevas tecnologias de la misma manera que la fisica

de los semiconductores fue potencializada por el auge de la mecanica cuantica hace cien afios.
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CapPiTULO

En los cursos introductorios de mecénica cuantica se aprende la importancia de las simetrias; dentro de las
simetrias fundamentales se encuentran la de paridad (P) y la de reversion temporal (7). Recientemente
ha surgido un gran interés en los sistemas que obedecen una simetria combinada, denominada P7T,
en lugar de las simetrias P y 7 por separado, debido a los diferentes fenémenos inesperados que
trae consigo. Experimentalmente hablando, este tipo de sistemas, conocidos como P7 simétricos, se
encontraron inicialmente en el campo de la Optica y fotonica, a pesar de que es en la mecanica cuantica
donde surgen los cimientos para esta teoria. La parte experimental se logra creando un medio con
regiones alternas de ganancia y pérdida, de modo que el indice de refraccién toma el papel del potencial
de los hamiltonianos no-hermiticos, debiendo satisfacer la condicion V' (x) = V*(—z). Esta condicién
implica que la creacion y absorciéon de fotones se produce de manera equilibrada, haciendo que la
pérdida y ganancia neta sea cero. Una primera realizacién experimental de tales arreglos (lineales) se ha
informado recientemente en las referencias [7,8] donde se fabricé una estructura de doble acoplamiento

PT.

Hasta la fecha, la mayoria de los estudios sobre realizaciones Opticas de medios P7 sintéticos se han
basado en la aproximacién paraxial que mapea la ecuacion de onda escalar a la ecuacion de Schréodinger,
donde el vector de onda desempena el papel de la energia [55, 75]. Esta analogia formal permite investigar
experimentalmente conceptos fundamentales de la simetria P7; la cual puede encontrarse en otras
areas, que van desde la teoria cuantica de campos y la fisica matematica, hasta el estado sélido y la fisica
atomica. Entre los diversos temas que han fascinado a los investigadores, esta la existencia de puntos de
ruptura espontanea de la simetria P77, denominados puntos excepcionales, donde los valores propios
del hamiltoniano no-hermitico que describe la dindmica de estos sistemas sufren una transicién de fase

pasando de ser reales a parcial o complatamente complejos [10].

Recientemente ha aumentado el interés en las configuraciones de dispersién P77 en relacién con el uso de
dispositivos P77 simétricos bajo un doble rol, el de un laser y una cavidad perfecta de absorcion coherente

[22]. De hecho, ya se han reportado varios fenémenos interesantes con respecto a las estructuras opticas
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PT simétricas [21, 33, 37, 38, 51-55, 65, 68, 72, 75, 79, 85, 94]. Estas incluyen, oscilaciones de potencia y
no-reciprocidad de la propagacion de la luz [55, 75, 94], oscilaciones no-reciprocas de Bloch [52] y la
invisibilidad unidireccional [51]. En el dominio no lineal, tales efectos no reciprocos pseudo-hermiticos
pueden usarse para realizar una nueva generacion de aisladores y circuladores en chip (on-chip isolators)
[72].

Hemos mencionado de manera general la importancia de la simetria P7T, es por ello que en este capitulo
introduciremos los conceptos basicos necesarios en los cuales basamos el modelo que estudiaremos en
este trabajo. Empezaremos explicando la simetria P77 y mediante un ejemplo plasmaremos todos los
conceptos que vagamente hemos platicado en la introduccién. Ademas se presentan los dos formalismos
que se emplearon en este trabajo para obtener las propiedades de transporte de los sistemas dispersados;
las cuales son la matriz de transferencia M y la matriz de dispersion S. Se hablara sobre las propiedades
que satisfacen estas matrices bajo la transformacion de P7 vy las leyes de conservacion que revelan las
simetrias subyacentes del objetivo de dispersion, asi como propiedades de transporte anémalas, como la
transmision mayor a uno, la reflexion asimétrica, la transparencia unidireccional y los absorbedores de

laser simultaneos.

2.1 Simetria PT

Aligual que muchas areas de investigacion en ciencias, el estudio de los hamiltonianos no hermiticos con
espectros reales comenzo6 de manera inesperada y difusa. Existen numerosos ejemplos de descubrimientos
aislados y desconectados de tales hamiltonianos no hermiticos. Por ejemplo, en 1980, Caliceti et al, que
estudiaban la suma de Borel de una serie de perturbaciones divergentes derivadas de clases de osciladores
anarmonicos, se asombraron al descubrir que los valores propios de un oscilador eran reales a pesar de
contar con un término imaginario cibico de auto-interaccién dentro del hamiltoniano [18]. En 1992,
Bessis y Zinn-Justin habian notado, a través del trabajo numérico, que algunos de los valores propios
del Hamiltoniano ctbico, H = p2 + i#3, parecian ser reales, y se preguntaron si el espectro pudiera
ser completamente real [16]. En 1982, Andrianov, que estaba haciendo estudios perturbativos sobre

4 encontr6 evidencia de que tales teorias podrian tener valores propios reales

potenciales de la forma —x
[4]. En 1992, Hollowood [41] y Scholtz et al [77] descubrieron en sus propias areas de investigacion
ejemplos sorprendentes de hamiltonianos no hermiticos con espectros reales. El ultimo articulo ofreci6

un analisis matematico exhaustivo de operadores cuasi-hermiticos que tienen eigenvalores reales.

El campo de la mecanica cuantica P77 simétrica se estableci6 en 1998 con el descubrimiento de Bender y
Boettcher de que las conjeturas numéricas de Bessis y Zinn-Justin no sélo eran validas, sino que eran sé6lo
una parte de una gran clase de hamiltonianos no-hermiticos cuyos espectros son completamente reales y
positivos [10]. Bender y Boettcher mostraron que los espectros reales se debian a un principio de simetria,
es decir, la condicién de una simetria de reflexion espacio-tiempo ininterrumpida, y argumentaron que

este principio de simetria podria reemplazar el requisito habitual de la hermiticidad de Dirac.
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Este descubrimiento de Bender y Boettcher se basa en dos ingredientes matematicos esenciales. Primero,
Bender y Boettcher utilizaron las técnicas de continuacioén analitica de los problemas de eigenvalores.
Estas técnicas fundamentales se desarrollaron y utilizaron en gran medida en los primeros trabajos
de Bender y Wu en series de perturbaciones divergentes [12, 13] y méas tarde fueron utilizadas por
Bender y Turbiner [11]. Estas técnicas son cruciales porque muestran como continuar analiticamente las
condiciones de contorno de un problema de eigenvalores en funcién de un parametro en el hamiltoniano.
En segundo lugar, Bender y Boettcher utilizaron las técnicas de expansiéon delta que habian sido
descubiertas y desarrolladas por Bender et al [14] como una forma de evitar series de perturbaciones
divergentes. La expansion delta es una poderosa técnica de teoria de perturbaciones en la que el
parametro de perturbacion pequeria es una medida de la no linealidad del problema. En el caso de la
mecanica cuantica PT simétrica, el hecho de que los eigenvalores sean reales varia en funciéon del

parametro de perturbacion.

Muchos investigadores han contribuido enormemente al desarrollo de la mecanica cuantica P77 simétrica
descubriendo nuevos ejemplos y modelos, demostrando teoremas y realizando analisis numéricos y
asintoticos. En los altimos afios, se ha desarrollado una comunidad de investigacion grande y activa. El

proposito de este trabajo es dar una introduccién basica a este campo de investigacion.

2.1.1 Operadores de paridad P y de reversion temporal 7

Para comprender el concepto de estructuras que son invariantes ante la combinacion de los operadores
de paridad y tiempo (PT), es natural revisar algunos teoremas y postulados fundamentales en mecanica
cuéntica, en donde se definié por primera vez el problema de la simetria P7. Empecemos con el
operador de paridad P, el cual se define como un operador lineal que revierte el espacio y el momento,
dicho operador a menudo se usa para verificar la quiralidad de un sistema dado (una quiralidad especifica
aparecera como imagen reflejada después de la reflexion espacial). Por otro lado el operador de reversion
temporal 7 es un operador que corresponde a la reversion de la trayectoria de una particula. En el caso
de la mecénica cuantica, sin embargo, debemos tener mas precaucién con esto. Las transformaciones
realizadas por cada uno de los operadores de paridad y de inversién temporal se definen como [8-10, 22,
37, 66).

P X——-X%X ; p——-p
T : i—>—1 ; =% ; p—-p (2.1)
La reversion temporal incluye la conjugaciéon compleja, 777 = —i, debido a la condicién de

antilinearidad; ademas de que debe preservarse la relacion de conmutacion canonica [X, p|] = ih. Las
ecuaciones (2.1) muestran la manera en que los operadores P y T actian de manera individual en
el espacio de Hilbert. En los sistemas de dispersion uni-dimensionales, es conveniente trabajar con
las amplitudes de los vectores en lugar de la propia funcién de onda. Analicemos la accién de estos

operadores sobre los vectores base e?** y ¢~%** [19]:

Seccion 2.1 Simetria PT

11



12

. . A
P . Ae** — Ae7** demodoque P: () — (Z)

: : 0 B
P : Be ™% 5 Be** demodoque P: ( ) — <0>,

de lo cual podemos deducir que el operador P tiene la forma,

01
p— (1 O). (22

Podemos hacer algo similar para determinar la forma del operador 7,

: , A 0
T : A% - A% ™ demodoque T : <O) — < )

. . 0 B*
T : Be** — B*** demodoque T : ( ) — ( )

Por lo tanto,

0 1
T = (1 0) K, (2.3)

donde K es el operador de conjugacion compleja; en esta representacién matricial, observemos que

PT = PPK =K.

En el campo de la mecanica cuantica, es bien sabido que el comportamiento de una particula se describe

mediante la ecuacion de Schrédinger, cuya forma independiente del tiempo viene dada por
Hy = Ev, (2.4)

donde v representa la funcion de onda independiente del tiempo, E es la energia correspondiente
al estado descrito por dicha funcioén de onda, la cual es completamente real, H denota al operador
Hamiltoniano; el cual puede expresarse en terminos de los operadores de posiciéon X y momento lineal

P como,

H=p2+ V(&) (2.5)
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aqui V(X) denota la energia potencial de la particula. El operador de momento p es imaginario y
anti-simétrico, se define como p = —iV; implicando entonces que p? = —V? es real y simétrico,
es decir, hermitico y por lo tanto la funcién del potencial V' (X) es una funcion real en el espacio,

garantizando que todos los estados de energia F también son reales con el Hamiltoniano # satisfaciendo,
H = fHT, (2.6)

el simbolo t denota una operacién adjunta hermitiana que en forma matricial denota una operacion de

conjugacioén compleja y transposicion combinadas.

Segun lo sugerido por Bender y Boettcher [10], aunque la condicién de hermeticidad (2.6) es suficiente
para asegurar que todos los estados posibles de energia son completamente reales, esto no es necesario.
En las referencias [8—10] se muestra que una simetria atin mas débil que la hermiticidad puede dar lugar
a eigenvalores reales. Dicha simetria se denota como un hamiltoniano simétrico de paridad (P) y de

reversion temporal (T, lo cual nos dice que el hamiltoniano es invariante bajo la transformacion,

PTHTP = *H. (2.7)

La transformacion anterior puede aplicarse al potencial como,

PTV(2)TP = V*(—z) = V(). (2.8)

Aqui * denota la operacién de conjugaciéon compleja. La condicién de simetria P7 (2.7) implica que
el potencial V(z) es una funcién compleja, la cual puede escribirse como V' (z) = Vi + iV, donde la
parte real del potencial es una funcion par de las posiciones y la parte imaginaria es una funcién impar

en el espacio de posiciones.

A pesar del hecho de que los hamiltonianos P77 pueden, en general, no ser hermiticos, sus espectros de
energia pueden ser completamente reales, como ya se mencion6 antes. La desviacion de la hermiticidad
se debe a la presencia de varios mecanismos de ganancia y pérdida que se producen de manera
equilibrada dentro del sistema, por lo que la pérdida o ganancia neta es cero. Ademas, surge un
parametro de ganancia/pérdida v que controla el grado de no-hermeticidad presente en H, el cual
al tomar cierto valor critico 7., produce una ruptura espontanea de la simetria P7T. Este parametro
separa las fases del espectro de energias, por ejemplo, para v > 7., las funciones propias de H dejan
de ser eigenestados del operador P7 a pesar de que los operadores H y P7T sigan conmutando. Esto
sucede debido a que el operador P7T es anti-lineal, por lo que los eigenestados de H pueden o no ser
eigenestados de PT. Como consecuencia, en esta fase de simetria P7 rota, el espectro se vuelve parcial
o completamente complejo. El otro caso de interés es cuando v < 7., donde ambos operadores H
y PT comparten el mismo conjunto de eigenvectores, lo cual corresponde a la fase P7T simétrica,

donde el espectro de energias es completamente real. Mostremos que esto es cierto considerando un

Seccion 2.1 Simetria PT

13



14

hamiltoniano no-hermitico A con simetria P7 intacta (la simetria P7 no se ha roto). Si |¢,,) es un
eigenvector de 1 (H |¢n) = Ey |¢n)), debe también ser cierto que PT |¢,) = A|¢py). Por lo tanto,

tenemos que

PT (PT |¢n)) PT (Alon))
P(TP)T |¢n) AN (PT |én))
P(PT)T |én) A" (M)
P>T? |¢n) A [én) ,
|6n) A% fn) (2.9)

donde se uso6 el hecho de que los operadores individuales P y 7 conmutan. Debido a que el autovalor A

es una fase pura (A = €'?) podemos escoger al angulo de fase ¢ de tal manera que P7T |¢,) = |¢n),

dando como resultado,

PT (H[¢n)) PT (En|¢n))
H(PT |on)) B (PT |én))
H |pn) By [én)
En |én) By [én)
E, E’. (2.10)

Vemos que cuando ‘H y P77 comparten eigenfunciones propias simultaneas se garantiza un espectro de
energia real. Recordemos que el hecho de que [#, P7] = 0 no implica automaticamente que H 'y PT

compartan funciones propias simultaneas ya que 7 es un operador antilineal.

2.1.2 Dimero P7T-simétrico

Una manera de emplear todas estas ideas y conceptos previos, es con el uso de un ejemplo. Consideremos

un hamiltoniano no-hermitico, en su representacién matricial, de tamario 2 x 2:

vo + 1 K
7_[:<0 Y .>7
K vy — &

donde vy, 7y, k son numeros reales y corresponden a la parte real e imaginaria del potencial y el

(2.11)

acoplamiento entre dos niveles de energia, respectivamente. Claramente el hamiltoniano H es
no-hermitico ya que H' = H* # H. Este hamiltoniano es P7 simétrico y satisface la condicién (2.7),
cuya prueba se realiza haciendo uso de la forma matricial de los operadores P (2.2) y 7 (2.3) como

mostraremos a continuacion,
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PTHPT — /C(”“” K )IC

= H. (2.12)

Eigenvectores para el hamiltoniano H de la ecuacién (2.11)

Al saber que los eigenvalores estan dados por EL = e + il'y = ++/k? — 2, llegaremos a la

(5 ) O-()

{a(z’y—EQ%—bnzO
=

expresion (2.13).

ak+b(—iy—E+)=0

Para el caso * > ~2, tomamos la primera ecuacion y se introduce sin(a) =
a(ify—\/nz—ny) +brk=0
a [z”y—m/l— (7/5)2} +br=0
a [iv— ky/1 —sin2(g0)} +brk=0

aliksin(p) — rcos(p) ] +bk =0

a2

—aKke ¥ 4+br=0

= b=aqge '¥

a
Por lo que los eigenvectores correspondientes de H tienen la forma ( _i(p). Normalizando
ae

encontramos que,

1

V14 e"t20
1

V1+2 cos?(p) — 1 —i 2 sin(p) cos(ip)
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Fig. 2.1.: Paneles superiores: parte real de los eigenvalores E+ en funcién del parametro . Para v < k nos encontramos
en la fase PT -simétrica donde los eigenvalores corresponden a valores reales. En el punto excepcional donde se
rompe espontaneamente la simetria v = « los eigenvalores se vuelven degenerados. Paneles inferiores: parte
imaginaria de los eigenvalores E'+ en funcién del pardmetro -, siendo v > « donde la simetria P7 se ha roto y los
eigenvalores son imaginarios.

1
2 cos(yp) et®/2’

Dejando finalmete la expresion para el eigenvector,

M

_ 1 el
|51>—W it ]

De una manera similar se obtiene la expresion para el segundo eigenvector |(32).

Los eigenvalores de (2.11) estan dados por B = 4 + il'y = ++/k2 — 42 (ver seccién gris anterior
para detalle de calculos). Para v < k el sistema se encuentra en la fase PT simétrica donde los
eigenvalores son puramente reales. A medida que 7 incrementa su valor hasta alcanzar el valor de
k, los dos eigenvalores convergen hasta que se vuelven degenerados en el umbral de ruptura de la

simetria P7T. Esto se conoce como punto excepcional (y = Kk = Vp 7_). Al pasar este valor critico, es
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decir, para v . los eigenvalores son parcial o completamente complejos debido a que el sistema
se encuentra en la fase P7T simétrica rota. Estos eigenvalores, para xk = 1 y 0.5, se muestran como
funcién del parametro de no-hermiticidad, v, en la figura 2.1. Para ambos casos se tienen eigenvalores
reales para v < k y a medida que 7y crece, los eigenvalores empiezan a converger hasta alcanzar
su respectivo punto critico (y = 1, 0.5) donde el espectro se vuelve degenerado y asi se da paso al
rompimiento espontaneo de la fase P7T simétrica, teniendo como resultado energias imaginarias. Como
se menciono anteriormente, los eigenvectores pueden ser o no compartidos por los operadores H y PT

dependiendo del parametro critico TVpr Los eigenvectores para el ejemplo de este dimero tienen la forma:

P2 e
B1) = —— ‘. By = ——— (*€ (2.13)
1= V2cosp \e i5 )’ 20 V2cosp \—iei% )’ '

donde v/k = sin(yp) (en el recuadro gris se muestran los calculos completos). Debido al comportamiento
de la funcién seno, podemos tener la posibilidad de que sin(¢) < 1, lo que implica que ¢ sea real
y por consecuencia /31 y 32 son eigenvectores también del operador P7T; ya que al cambiar las filas
(operacion P) y tomar el complejo conjugado (operacion 7)) se multiplican |31) y |B2) por un factor
+1. Por el contrario, cuando sin(¢) > 1, tenemos que ¢ es imaginario y en este caso los eigenvectores
dejan de ser invariantes bajo P7, dejando de ser eigenfunciones del operador P7 . Por ultimo, el caso
Vpg = Ko implica que ¢ = 7 donde el sistema tiene degeneracion tanto en los eigenvalores como en
los eigenvectores. Este notable colapso del espacio de Hilbert resulta ser una firma de la ruptura de la

simetria P7T y es caracteristico de los sistemas con singularidades de punto excepcional (PE).

2.2 Aplicaciones de la simetria PT

Una de las aplicaciones mas importantes de sistemas P7 simétricos, surge en la teoria de difraccién
discreta de ondas electromagnéticas. Esta teoria es de gran importancia en la fisica experimental
actual ya que provee un banco de pruebas para examinar procesos y propiedades de sistemas cuanticos
discretos, abarcando fenémenos como oscilaciones de Bloch [63, 71], tunelamiento de Landau-Zenner
[88], localizaciéon de Anderson [48], solitones discretos [24], oscilaciones de Rabi [80] y localizacion
dinamica [86], por mencionar algunos. Las ecuaciones que describen la dindmica de la luz en estas
estructuras son idénticas (en el limite lineal) a las ecuaciones que describen la evolucion temporal de un
electron en una red bajo la aproximacion de enlace fuerte [24], esto es, un conjunto de ecuaciones de
Schrodinger discretas. Lo que permite esta dualidad entre mecénica cuantica y optica es la naturaleza
isomorfica de las ecuaciones de onda consideradas. Particularmente arreglos de guias de onda acopladas
han sido utilizados experimentalmente para observar efectos relacionados con la simetria P7. En donde
por ejemplo se ha demostrado la dindmica no reciproca (alterando la simetria izquierda-derecha) y el

rompimiento espontaneo de simetria P7 [73].

Si bien todos los resultados tedricos de la simetria P77 son ciertamente revolucionarios, la realizacion

practica de estos arreglos foténicos de ganancia y pérdida de donde pueden observarse intrigantes
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Fig. 2.2.: Redes de fibras 6pticas PT simétricas. a) Dos bucles de fibras 6pticas acopladas cambian periédicamente entre
ganancia y pérdida. b) Evolucion de los pulsos en las redes en donde se indica la propagacion a través de los bucles
cortos y largos. ¢) Red P7T simétrica equivalente. Los canales de ganancia (rojos) y canales de perdida (azules) estan
posicionados anti simétricamente y estan acoplados periédicamente. Figura tomada de la referencia [73].

fenémenos previamente mencionados, pasan por diferentes obstaculos. Hasta hace poco, la simetria
PT solo se habia demostrado en sistemas elementales que constaban de dos bloques de construccién
acoplados. La primera realizacion de la simetria P77 fue lograda por Guo et al. en 2009 [38] al acoplar una
guia de onda optica de alta pérdida a una de baja pérdida. Transladar estas ideas a redes P77 simétricas
de mayor escala (figura 2.2) [73] se ha visto obstaculizada por los estrictos requisitos impuestos por
la relacién de simetria n(z) = n*(—z). En un medio dptico continuo, la matriz P77 debe cumplir
simultaneamente tres condiciones: la parte real del indice de refraccion o del potencial tiene que ser
exactamente simétrica. Ademas, los canales discretos de dicha red tienen que estar muy cerca el uno del
otro para proporcionar una tasa suficiente de acoplamiento evanescente entre los vecinos cercanos y por
ultimo debe presentar una distribucién antisimétrica de absorcion y amplificacién 6ptica sin ninguna
inhomogeneidad significativa. Si bien estos requisitos estrictos hacen que la realizacién de redes PT
simétricas continuas sea algo desafiante, pueden eludirse con elegancia en redes 6pticas [62, 73]. En
las figura 2.2 y 2.3, se muestra el estudio experimental de la dindmica de modos 6pticos en redes PT
simétricas, es decir, combina una distribuciéon de ganancia y pérdida en cantidades iguales con una
simetria de reflexion izquierda-derecha exacta de todas las demas caracteristicas de la guia de ondas. Los
cambios de fase £ proporcionan la modulacioén necesaria en la parte real del potencial 6ptico. En estos
montajes experimentales se reporta la observaciéon experimental de fenémenos como la invisibilidad
unidireccional, oscilaciones de Bloch, etc. También se demuestra la realizacion de configuraciones de
gran utilidad para el estudio de los procesos de dispersion a través de estructuras discretas (ver figura
2.3). Estos desarrollos experimentales otorgan mucha importancia al analisis de sistemas P7 simétricos

tipo enlace fuerte, asi como también de sistemas no hermiticos sin simetrias particulares.

En un arreglo de guias de ondas acopladas débilmente, la luz salta de sitio en sitio mediante tunelamiento
optico, alterando profundamente las caracteristicas de difracciéon del sistema [24, 36]. Aqui existen
dos enfoques complementarios para el estudio de estas redes fotonicas: la descripciéon de modos

acoplados, que considera a la red como un conjunto de guias de ondas acopladas, mientras que el
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Fig. 2.3.: Observacion experimental de la invisibilidad unidireccional para dispersores P simétricos. Se muestran los casos
de dispersores pasivos P77 simétricos con pulsos incidentes desde la izquierda y pulsos incidentes desde la derecha,
respectivamente. Figura tomada de la referencia [73].

analisis de Floquet-Bloch trata a la red como un tipo general de estructura periddica. El interés en estos
sistemas radica en la posible manipulacién de la difraccién discreta, en comparaciéon con sistemas
continuos, donde la magnitud de difraccién estd determinada por la longitud de onda. En el primer
enfoque, la propagacion de ondas electromagnéticas en el arreglo de guias de ondas, esté caracterizada
principalmente por el acoplamiento debido al traslape entre los modos fundamentales de las guias de
ondas vecinas. Por lo tanto se puede modelar efectivamente el proceso de intercambio de energia en el
sistema mediante el uso de la teoria de modos acoplados [23, 43, 82], la cual se conoce también con el
nombre de aproximacion de enlace fuerte. En este caso la propagacion de ondas electromagnéticas en el
arreglo unidimensional puede ser descrito por un conjunto de ecuaciones discretas para las amplitudes
de los modos E,(2),

dE

{ TZn + pn By + ’Qn,n+1En+1 + K'n,nflEnfl =0, (2.14)

donde p,, representa al perfil del indice de refraccién y « a la magnitud de acoplamiento entre guias de
ondas vecinas, la cual sera dependiente de la frecuencia. En esta ecuacion el primer término describe la
propagacion a lo largo de la direccién z; la cual en el caso cuantico corresponde a la dindmica del sistema,
mientras que el tercer y cuarto término representan al acoplamiento entre guias de ondas vecinas. A
diferencia del caso cuantico, la ecuacion (2.14) puede ser utilizada para cualquier periodicidad en el
indice de refraccion (ver por ejemplo las referencias [27, 73]), y por lo tanto del acoplamiento entre guias

de ondas vecinas no esta restringido al caso simétrico.

Otra realizacién experimental, la cual fue investigada por C. E. Riter et al [75], siendo
la primera estructura P7T elemental con ganancia y pérdida Optica equilibrada realizada
experimentalmente, muestra propiedades caracteristicas de los sistemas P77 simétricos como oscilaciones
de intensidad/potencia y propagacién de luz no reciproca. La configuraciéon experimental (Fig. 2.4) se

basa en un laser variable de Ar* que se hace incidir sobre guias de ondas de niobato de litio (LiNbO3)
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Fig. 2.4.: Montaje experimental del dimero 6ptico P7T simétrico descrito por la ecuacion (2.11). La figura muestra un rayo
laser de Ar™ que esta acoplado a los brazos de la estructura fabricada sobre un sustrato fotorrefractivo de LiNbOs3.
La ganancia es experimentada por la guia de onda 1 y la mascara de amplitud provoca que el haz de la guia de onda
2 s6lo experimente pérdida. La camara CCD al final monitorea la intensidad y las fases en la salida. La figura se
tomo de la referencia [75].

dopadas con hierro, Fe. La razon principal por la cual usaron este material no lineal y fotorefractivo, es
porque permite ganancias y pérdidas dentro de la estructura. La pérdida aparece dentro de la estructura
debido a la excitacion optica de los electrones de Fe, mientras que la ganancia optica se introduce a
través de la mezcla no lineal de dos ondas entre un laser externo sobre una de las guias de ondas y el
haz de entrada del laser de Ar™ [44]. Esto se logra con una mascara que cubre una de las guias de ondas
de la muestra mientras que la otra permanece descubierta y sobre ella se incide el laser adicional, de
modo que la amplificacion se proporciona solo a una guia de ondas. El hamiltoniano de este sistema
corresponde a la ecuacion (2.11) donde ahora vy corresponde a la parte real del indice de refraccion,
mientras que y representa a la parte imaginaria y « es el acoplamiento entre las dos guias de ondas.
Cada una de las guias de ondas admite un modo de propagacion. Una de estas guias de ondas esta
siendo bombeada 6pticamente para proporcionar ganancia, g, para la luz guiada, mientras que la
guia de ondas vecina experimenta una cantidad igual de pérdida, denominada .. Los resultados de la
dinémica del haz para este experimento empatan con las predicciones tedricas discutidas brevemente
en la seccion 2.1.2. Para monitorear la intensidad de salida y la relacion de fase entre los dos canales
(usando la interferencia con una onda plana de referencia), se usa una camara con un dispositivo de
carga acoplada (CCD). Sus resultados demuestran oscilaciones no reciprocas en la intensidad del haz
de salida, asi como la caracteristica ruptura de simetria espontanea de las estructuras P7 [75]. Estas
caracteristicas espectrales analizadas anteriormente no son inherentes sélo a los sistemas 6pticos o
cuanticos. De hecho, la universalidad de la simetria P7 se ve corroborada ain mas en [76] donde
los autores logran demostrar teérica y experimental las mismas caracteristicas de la simetria P7 en
circuitos RLC activos descritos por ecuaciones de frecuencia Liouvilianas completamente diferentes a

las usadas en el campo de la optica.
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2.3 Matriz de Transferencia y Matriz de Dispersion

El método de la matriz de transferencia es un método simple para el analisis estatico y dinamico de la
propagacion de ondas a través de un sistema unidimensional. Nos permite expresar la relacion entre las
amplitudes de la onda a la derecha de la muestra en términos de las amplitudes de la onda a la izquierda
de la muestra en forma matricial [25, 49, 58]. Esta técnica se puede aplicar a cualquier problema de
ondas, entre los mas comunes tenemos ondas de particulas cuanticas, como los electrones [3, 7, 45, 46],

ondas electromagnéticas [58, 70, 95], actsticas [1, 6, 84] y elasticas [31, 81].

Partamos del problema mas elemental, la propagaciéon de una particula cuéntica, un electrén, en
presencia de un potencial unidimensional V' (z) localizado. La ecuacién que rige este modelo es la

ecuacion de Schrodinger,

h? 9%V (z)
" 2m 022

V(z) — E]¥(x) = 0. (2.15)

La energia del electréon esta dada por E y W(z) es la funcidn de onda. El potencial unidimensional sera

diferente de cero s6lo en una cierta region del espacio,

V(z) for 0<z</{
Vi(z) = (2.16)
0 for <0 and z > /.

El electrén se acerca desde la izquierda o derecha del potencial V'(z), siendo dispersado por él. Cuando
se habla de dispersion, se refiere a que el electron se refleja o se transmite a través de la muestra. Es
posible medir las amplitudes de transmision y reflexion, ¢ y r, respectivamente (las cuales definiremos
mas adelante) y a partir de ellas podemos extraer informacion sobre las propiedades fisicas del sistema
representado por el potencial V' (x). La forma de resolver este problema es suponer que la ecuacion de
Schrodinger fuera de la region en donde el potencial es diferente de cero es conocida y que se puede

escribir como una superposiciéon de ondas planas,

\IIL(I') = \IIJLF(:E) + \Illj(l‘)a z <0,
Ur(z) =Uh(z) + Vp(x), z>L (2.17)

Los subindices L y R indican la posicién de la particula con respecto a la region potencial, ya sea a la
izquierda o a la derecha del potencial respectivamente. Los superindices +(—) determinan la direccién
de propagacion: el signo + significa que el electron se propaga en la direccion positiva (de izquierda a
derecha) y el signo — significa que la particula se propaga en direccién negativa (de derecha a izquierda).
De esta forma, ¥ (z) es la funcion de onda del electrén a la izquierda del potencial, propagédndose hacia
la derecha, también conocida como onda incidente. Por otro lado, ¥} () representa la funcién de onda

del electron que se propaga alejandose del potencial hacia el lado izquierdo.

Seccion 2.3 Matriz de Transferencia y Matriz de Dispersion
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Usualmente las componentes de la funciéon de onda 2.17 se expresan como sigue,

Ul (x) = Ae™™*® W (z) = Be

Uh(x) = Cetvr, Up(x) = De ke, (2.18)

El vector de onda es representado por k, él cual esta relacionado con la energia mediante la relacién de
dispersion, E = F(k). Con ella se determinan las propiedades fisicas del electrén en la region fuera del
potencial (z < 0y x > £), region que denotaremos como guias de ondas perfectas (las ondas planas
pasan por estas regiones). La forma de garantizar la propagacion de la onda plana, es que ambas guias
de ondas sean invariantes ante translaciones. Por simplicidad ambas guias de ondas se consideran como

espacio vacio, haciendo que la relacién de dispersion sea la de una particula libre, E = h%k?/2m.

Para la solucion de la ecuacién de Schrédinger (2.15), se considera que la funcién de onda debe
ser continua respecto a las posiciones, al igual que la primera derivada de la misma, 0¥ /0x. Estos
requerimientos de continuidad en las fronteras de la regién de interacciéon del potencial V' (z), se

expresan analiticamente como,

(2.19)

para el lado derecho, mientras que para la frontera a la izquierda de la region de interaccién, quedan como,

0 Wr(z)
ox

0 D(x)
T oz

(2.20)

ETAN

®(x) es la solucidn de la ecuacion de Schrodinger dentro de la region del potencial 0 < z < £. Y por lo
general, ®(z) no puede expresarse como una simple superposiciéon de ondas que se estan propagando

dentro del potencial.

Al resolver la ecuacion Schrodinger (2.4), en principio, se encuentran soluciones explicitas para cualquier
posicion z, incluyendo a la region de dispersion. No obstante, esto es posible en casos muy especiales,
ya que para una forma general del potencial V' (z) no es posible solucionar analiticamente la ecuacién
de Schrédinger. Sin embargo, en muchos casos es suficiente conocer solamente la forma de la funcién
de onda fuera de la region del potencial. Dado que la funcién de onda consiste de una superposicion de
ondas planas, el problema se reduce a estimar los coeficientes A — D definidos en la ecuacién (2.18). Esto
se logra al conocer la parte derecha de las cuatro ecuaciones (2.19) y (2.20). De esta manera la funciéon
de onda fuera de la region de interaccion esta completamente determinada por los cuatro parametros

que describen las propiedades de dispersion del potencial.

Las relaciones lineales que existen entre las ondas entrantes y salientes, se expresan en general como,
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Up(z=0)\ _ (¥i(z=0)
(‘1’%(93 = 5)) B (qf%(x - g)) ’ (2.21)

donde el operador S es conocido como la matriz de dispersion,

S = (S“ 512> . (2.22)
Sa1 S22

Esta matriz relaciona a las ondas salientes con las ondas entrantes al potencial, y sus elementos

caracterizan completamente las propiedades de dispersion de V' (x).

En la misma forma en que se defini6 a la matriz de dispersion podemos definir a la matriz de transferencia

M, mediante la relacion,

(w;(a: - z)) o (\Ifi(x = 0)) . (2.23)
Up(z=1) =

La matriz M expresa a los coeficientes de la funcion de onda en la frontera derecha de una muestra
en téminos de los coeficientes de la funcion de onda a la izquierda de la misma estructura, tal como lo
muestra la ecuacion (2.23). Si bien la representacion en términos de la matriz de dispersion S puede
generalizarse facilmente a los sistemas tridimensionales, el enfoque de la matriz de transferencia es mas
apropiado para el analisis de los sistemas unidimensionales, como es el caso del modelo que trataremos

en este trabajo.

Una de las ventajas de estas matrices antes definidas es que guardan relacion entre ellas, esta se obtiene
comparando las ecuaciones (2.21) y (2.23). Asi los elementos de la matriz de transferencia M, en

términos de los elementos de la matriz de dispersion se escriben como

522511 S22
s

M = e (2.24)
S12 S12

Anélogamente, podemos expresar a los elementos de la matriz S en téminos de los elementos de la

matriz de transferencia de la siguiente forma

MioMsy1 Mo
n———F —
M. M-
S = 22 21 (2.25)
Moy 1
Moo Moo
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La matriz de dispersiéon S contiene cuatro parametros complejos. En general, esta matriz esta
completamente determinada por ocho parametros reales. Cabe mencionar que al resolver un problema
fisico dado, podemos explotar sus simetrias fisicas para reducir el nimero de parametros independientes.
Las simetrias como la conservacién de corriente y la simetria de reversion temporal traen consigo

importantes implicaciones para la matriz de dispersion.

La conservacion de corriente implica que la matriz de dispersion es unitaria, es decir,

sfs =1. (2.26)

Una implicacion de la ecuacion anterior es, | det S| = 1. Mientras que la invarianza ante reversiones

temporales implica,

S*S = 1. (2.27)

2.4 Amplitudes de Reflexion y Transmision

Los elementos de la matriz de dispersion S tienen un significado fisico, el cual detallaremos en seguida.
Retomando la configuracion de dispersion previamente definida (Secciéon 2.3), consideremos una
particula aproximandose a la estructura desde la guia de ondas de la derecha, cuya funcién de onda se
encuentra normalizada, i.e. |U}| = 1. Como ninguna particula viene del lado izquierdo de la estructura,
ya que asi lo suponemos, tendremos \IIJLr = (. De la expresion (2.21), obtenemos que la onda transmitida

V7 esta dada por,

\I/Z (33 = 0) = 512\111_%(1‘ = f), (2.28)
mientras que la onda reflejada \I/JLr esta dada por

Uih(z=1) = SuVp(x=1). (2.29)

De las ecuaciones previas, el elemento S es la amplitud de transmision ¢ y el elemento Sa2 corresponde

a la amplitud de reflexion r:

t = S99, r = Sia. (2.30)

Si bien ahora consideramos la dispersion de la particula proveniente del lado izquierdo del potencial,
obtenemos r = S;; como la amplitud de reflexion, y t = Sp; como la amplitud de transmision, para

el proceso de izquierda a derecha. Finalmente, en términos de amplitudes de transmision y reflexion,
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podemos escribir la matriz de dispersion S en la forma

Pt
S = <t/ r) . (2.31)

Tomando ventaja de la relaciéon que existe entre la matriz de dispersion S y la matriz de transferencia

M, expresada en la ecuacion (2.24), podemos escribir a la matriz de transferencia en la forma,

, rr T
b= 1
M = . (2.32)
7 1
Tt

Los coeficientes de transmision y reflexion se definen, respectivamente, como la probabilidad de que la

particula que estamos mandando a través de alguna guia de ondas se transmita o se refleje:

2
1 , M oMy,
Tp=tP=—3  To=|P= My - ———f,
’ | ’MQQ‘Q | ‘ M22
M ? M ?
12 ’ 21
RR = |r 2 — — RL = |7 2 = 233
R = | 239)

Usando las propiedades de simetria de la matriz de dispersion, (2.26), podemos llegar a demostrar que

las entradas de la matriz de dispersion satisfacen,
e S (2:34)

Las interpretacion fisica de las ecuaciones (2.34) es simple. En el caso donde la muestra no contiene
pérdidas ni ganancias, el electron puede ser reflejado o transmitido a través de la muestra. Cabe

mencionar que otras de las relaciones que satisfacen estas entradas son,
’ ’
=1l y A=l (2.35)

En el caso en que el sistema ademas de conservar la densidad de corriente también posea simetria ante

reversiones temporales, se tiene

det M =1. (2.36)

Seccion 2.4 Amplitudes de Reflexion y Transmision
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La propiedad mostrada previamente (ec. 2.36) para la matriz de transferencia, no es exclusiva de sistemas
que ademas de conservar la densidad de probabilidad también son invariantes ante la operacién de
reversion temporal. En efecto como se mostrara en secciones posteriores, para sistemas que poseen
efectos de absorcion, amplificacién o bien una combinacién de ambos (como es el caso de sistemas
con simetria P7), las matrices de transferencia cumplen con dicha propiedad, incluso cuando estos no

poseen las simetrias antes mencionadas.

2.5 Definiciones alternas de la matriz de dispersion

La matriz de dispersion relaciona a las ondas que viajan hacia la regién de interaccion (ondas entrantes)
con las que se alejan de ella (ondas salientes). La forma de cuantificar al operador de dispersion es
mediante una matriz cuadrada 2 x 2 representada por S (ec. (2.31)) que conecta a las amplitudes A, B,

C'y D. Pero claramente, esto puede hacerse de cuatro formas diferentes, es decir,
U _g, v LA S, v
/e vy’ /S Uy
Ut U U U
) s (). (%) s ()
\IIL \IIL \IIR \IIL

Cada una de las ecuaciones anteriores, corresponde a una convencién diferente para definir la matriz S

en una dimensién. Es facil ver que,
So = 0151, Ss = Sy01, S4=01S101. (2.38)

01
donde o1 es la primera matriz de Pauli, o7 := (1 ) Cada una de las matrices de dispersion

mostradas en (2.37) pueden ser expresadas en términos de las amplitudes de reflexion y transmision.

Siguiendo el formalismo mostrado en la seccién 2.4 para la obtencion de (2.31), podemos obtener que,

t/ ’ ; t/ ; /
Sl - ( ’ T) ’ SZ = (r/ ) ) S3 = (T /) ) S4 = ( r/) . (239)
r i t r t r r i

De acuerdo con las ecuaciones (2.39), podemos usar cualquiera de las matrices dadas alli, S, So, S3
y S4 para codificar la informacién sobre las propiedades de dispersion del sistema. Por lo tanto, son
fisicamente equivalentes. Adoptamos la convencion de identificar la matriz S con S obtenida en la
seccion 2.4, dada por la ecuacion (2.31). Mas adelante (capitulo 4) se tratara la diferencia entre dos de las
matrices definidas en (2.39), con el fin de explorar la diferencia que se obtiene de seguir dos definiciones
diferentes de la matriz de dispersion y las implicaciones que conlleva. Tanto la matriz de transferencia

M como la matriz S contienen informaciéon completa sobre los datos de dispersion, pero a diferencia de
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la matriz de transferencia, la matriz S no obedece a una regla de composicién que es bastante util para
el estudio de sistemas unidimensionales. Una ventaja de la matriz S es la simplicidad que presenta al

aplicarse a sistemas en dimensiones superiores.

2.6 Ley de composicion de la matriz de transferencia

El formalismo de la matriz de transferencia aplicado a una cadena unidimensional, se aplica mediante la
llamada ley de composicién que cumplen estas matrices. En nuestro caso se refiere a la multiplicacion
de matrices de transferencia de cada dimero individual que compone a la estructura, de esta forma
se obtiene una matriz de transferencia total que describe al sistema. Para explicar esta propiedad,

empezamos tomando la ecuacién de Schrodinger, (2.61), la cual puede reescribirse en la forma matricial,

(%H) <E—€n —1> ( Un ) M, ( Un ) (2.40)
v, 1 0 v, Uy

En donde hemos considerado a los acoplamientos entre sitios como iguales a v, y ademas se ha
considerado el escalamiento de los pardmetros: £ /v — E'y €, /v — £,. Notamos que la forma de la
expresion (2.40), considera a la matriz M,,,, como un tipo de matriz de transferencia. Sin embargo esta
difiere de la definicion de matriz de transferencia usada en secciones anteriores. En efecto, el operador
en (2.40), establece una relacién entre los vectores cuyos componentes expresan el valor de la funcién de
onda en dos sitios adyacentes. Para derivar a la matriz de transferencia, para ondas planas moviendose
hacia la derecha e izquierda, en un sitio dado n, debemos expresar a los vectores en la ecuacion (2.40) en

términos de ondas planas, esto es
Vp = Ae™F 4 Beik, (2.41)

Puede verificarse facilmente que los vectores en la ecuacion (2.40), pueden ser expresados en la forma
[69]

Un Aet kn Vni1 Aet (n 1) k
- Q y - Q . (2.42)
Yn_1 Be—tkn Un Be—t(n+1)k

En donde la matriz @) y su inversa estan dadas respectivamente por,

(2.43)
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Sustituyendo las ecuaciones anteriores en la ecuacién (2.40) se obtiene

Aet (n+1)k Aeink Aeink
= Q7 'M,Q - M, . (2.44)
Be—t (n+1)k Be—ink Be—ink

En donde M, es la matriz de transferencia, definida por,

M, = Q' M,Q =" (E e _01> Q. (2.45)

Es importante notar que, a partir de la definicion (2.45), y usando el hecho de que [61],

det(M,,) = det(Q ') - det(M,,) - det(Q), (2.46)

podemos establecer que independientemente de la forma del potencial, en la aproximacion de enlace
fuerte tendremos det(M,) = 1y por lo tanto t = t (ver ecuacién (2.32)). Ahora consideramos
un sistema en donde, para los sitios n < 0y n > N, se tiene £, = 0, mientras que en los sitios
n =0...2N el potencial ¢,, puede tomar cualquier forma arbitraria. Como podemos notar el potencial
estd localizado en una regioén del espacio, la cual esta conectada a guias de ondas perfectas, las cuales,
debido al desvanecimiento del potencial, soportan la propagacion de ondas planas; esto hace que sea
posible el estudio de la dispersion en esta configuracion. Asumimos que en la regioén a la derecha del
potencial, existe una superposicion de ondas planas propagandose de izquierda a derecha y viceversa, lo
cual sirve para modelar una particula incidente desde la derecha del potencial, asi como también la
reflexion de la misma. A la izquierda de la region de interaccion, consideramos la existencia, solamente,
de una onda plana propagandose hacia la izquierda, es decir una onda saliente, lo cual implica que en
esta region existe solo una onda transmitida después del proceso de dispersion. De esta forma podemos
establecer las condiciones iniciales para el estado de dispersién como 1/_; = et y 1)y = 1; en donde
k es el numero de onda correspondiente a un modelo de enlace fuerte perfecto (¢, = 0), el cual se
encuentra asociado a la energia mediante la relacion de dispersion E' = 2 cos k (ver ecuacion (2.58)).
Podemos hacer uso de la forma matricial de la ecuacién de Schrédinger (2.40), para expresar la funcion
de onda en el extremo derecho de la estructura,n = N y n = N + 1, en términos de las condiciones

iniciales, de la siguiente forma

YN+ o o
= MyMpy_1... MM, = MW+ . (2.47)

YN () (]

Multiplicando ambos lados de esta ecuacién por la matriz Q! y con la ayuda de la relacion,
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Aet (mH Dk Ynt1 1 e FPnio — Ut
-1
_ — _ 2.48
) Dk @ 2isen k - ’ ( )
Be™ (n+ ) wn —e’ wn—i—Q + wn—&—l

la cual sigue de la ecuacidn (2.42), podemos obtener,

e FYni1 — PN e Fpg —p_y
= M(N+1) . (2.49)
—e RPNt + N T e

El lado derecho de la ecuacion anterior puede ser simplificado, si se consideran las condiciones iniciales

antes mencionadas. De esta forma obtenemos

e'Mhp —_1 =0 (2.50)
—e Ry + 1 = 2isenk.

Insertando estas expresiones en (2.49) podemos escribir

1 e Fpni — N Ml(évﬂ) rtt
_ _ _ (2.51)

2isen k )
—e RN+ N Mg(é\”rl) tt

De acuerdo a las ecuaciones (2.32) y (2.33), el coeficiente de transmision estd dado por

2
T = \t\2 = 1/‘]\/[2%\[“)’ , por lo tanto tenemos que 7' se escribe en términos de los estados

de dispersion en la forma [83]

4sen? k

e YN — Un

T (2.52)

De esta forma podemos ver que el proceso de iteracion establecido por las ecuaciones (2.40) y (2.47),
permiten calcular a los estados de dispersion y a partir de estos calcular al coeficiente de transmision.
Cabe remarcar que de acuerdo a la ecuacién (2.32), la determinacién de las amplitudes de probabilidad
de los estados de dispersién no es totalmente necesaria, debido a que el calculo de los componentes
de la matriz de transferencia o dispersion, seria suficiente para la determinacion de las propiedades de
transporte. Sin embargo la ecuacion (2.52), nos ayuda a entender la conexion entre la estructura de la

funcién de onda, y las propiedades de transporte del sistema.
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2.7 Modelo de Enlace Fuerte

Abordemos un modelo muy sencillo, el cual es de gran utilidad en el estudio, principalmente, del
movimiento de electrones en una red cristalina unidimensional. Asi pues consideraremos la dindmica
de particulas cuanticas en una cadena formada por iones positivos con un espaciamiento periddico.
Debido a la configuracién de estos iones el electron estara sujeto a la accién de un potencial periédico
en el espacio de coordenadas. Este potencial puede ser visto como una secuencia de barreras, las cuales
poseen maximos precisamente en la posicion de los iones. En el caso cuando estas barreras son infinitas,
como en el caso de barreras tipo delta, el estado base del sistema puede ser tomado como el orbital
atoémico para el ion ubicado en el enésimo sitio, al cual denotamos como, |n); el cual sera infinitamente
degenerado. Considerando una situacion mas realista en donde las barreras no son infinitas, pero si lo
suficientemente grandes, podemos esperar una interaccion entre orbitales atomicos vecinos. En este
caso los elementos diagonales del hamiltoniano del sistema, 7{, en la base de orbitales atémicos |n), son

todos iguales,
(n|H |n) = Ey, (2.53)

cuya representacion matricial no es diagonal. Considerando que la interaccion entre orbitales atomicos
se da solamente entre primeros vecinos, a lo cual se le conoce como aproximacion de enlace fuerte,

podemos establecer a los elementos fuera de la diagonal como,
(n|Hn+1) = vpy1, (n|Hn—1) =vp_1. (2.54)
De esta forma el hamiltoniano de enlace fuerte con interaccion a primeros vecinos, tendra la forma,

Moo= S {ealn) ol vnnsaln)n + 1]+ vl (n =11} (2.55)

n

Cuyas variables generalmente son consideradas como reales. Esta expresion es valida siempre y cuando
la base formada por los orbitales atomicos |n), sea ortogonal. De la expresion (2.55) es facil ver que la

representacion matricial de H sera,
<m’ H ‘n> = pdmn + Vn,n+15m,n+1 + Vn,n—l(sm,n—l- (2.56)

Es obvio que en esta aproximacion no es de esperarse que los orbitales atdmicos |n) sean eigenfunciones
del sistema, debido a que no son eigenfunciones del operador de traslacion, 7, incluso cuando estos son
eigenfunciones de H. Debido a esto construimos una combinacién lineal de orbitales atomicos en la

forma,
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@) = i e |n) (2.57)

n=—oo

"_n

en donde k es un parametro real con —7w/a < k < 7/a y "a" denota la periodicidad del potencial.
Notamos que este es un eigenestado simultaneo de H y 7, el cual esta parametrizado por k. Como

podemos ver facilmente al aplicar el operador H a la expresion (2.57), de donde obtenemos,

H ) = (Bo + 2vcos(ka)) |¥), (2.58)

en donde se han considerado acotamientos entre sitios simétricos; esto es, v/, n4+1 = V. De esta forma

tenemos una distribucion continua de eigenvalores de energia entre Ey — 2v'y Eg + 2v.

Para entender el significado fisico del parametro £, aplicamos al operador de traslacion 7 en la funciéon

de onda (z'|¥), obteniendo,
(' |7(a)|0) = (&' — a|¥) = e"* (2| W). (2.59)

La ecuacion (2.59) se resuelve mediante,

I

(2|0 = ™ uy(x

/

) (2.60)

con uy, (:E/) siendo una funcién con la misma periodicidad que el potencial. La ecuacidn (2.60) manifiesta
al bien conocido teorema de Bloch. La ecuacién de Schrédinger correspondiente al hamiltoniano (2.55),
se obtiene facilmente mediante el uso de la combinacion lineal (2.57) y teniendo en cuenta la interaccién

restringida a primeros vecinos. Esta se escribe como,

dv,

"t

= En\pn + Vn,n—l—l\Iln—‘rl + Vn,n—lqln—lv (2-61)

en donde ¥,, = (n|¥). Como es bien sabido la dependencia temporal de la solucién de esta ecuacion se
puede escribir en la forma, ¥,, = e~*F*),,. Usando esta expresion en la ecuacion (2.61) obtenemos a la

ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo,

(E - 5n)wn = Vn,n—l—l\pn—l-l + Vn,n—lq/n—l' (2~62)

Esta ecuacion ha sido ampliamente usada, no solo para describir sélidos regulares unidimensionales
[47, 50, 56], si no también, se puede demostrar la equivalencia de ésta con la ecuacion que describe el
movimiento de una cadena de osciladores en mecanica clésica, ver por ejemplo [28, 56]. La ecuaciéon

(2.61), también ha sido aplicada ampliamente al estudio de sistemas desordenados unidimensionales (ver
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por ejemplo [26, 30, 45, 87] y las referencias ahi mencionadas), en donde ha sido de gran utilidad para
establecer propiedades de localizacién en sistemas discretos, asi como también facilitar el analisis de
estos sistemas, particularmente, en la obtencién de expresiones analiticas para la longitud de localizacion

en diferentes puntos de la banda de energias (ver por ejemplo [42] y las referencias ahi mencionadas).

Como ya se menciond, la ecuacion (2.62) no es exclusivamente utilizada para el estudio del movimiento
de un electrén en una cadena de iones regularmente espaciados. Debido a la naturaleza discreta de
este modelo podemos establecer una ecuacion del tipo (2.62) para cualquier potencial discreto. De esta
forma consideramos primeramente una discretizaciéon del potencial y la funcién de onda en el espacio

de coordenadas, dada por
Vo=V(z=n4),  ¢p="V(x=nd). (2.63)

Para discretizar la ecuaciéon de Schrédinger, utilizamos la forma aproximada de la definicién de la

segunda derivada parcial de la funcién de onda con respecto a la posicion,

AV B Uz —A)+P(x+A)—2¥(z B Yna1 + Y1 — 2y
dx2 "~ A2 - A? ‘

(2.64)

Introduciendo las expresiones (2.63) y (2.64) en la ecuacion independiente del tiempo (2.62), obtenemos

Y1+ Yn—1 = {2 + 2W;;AQ(VH — E)}wn. (2.65)
Implementando las siguientes sustituciones
~ 2mA? - 2mA?
E=2- TE’ Vi, = TVM (2.66)
la expresion (2.65) puede ser reescrita en la forma
Y1 + Y1 = (E + Vn) Un. (2.67)

Como podemos notar esta expresion es igual a aquella dada por el hamiltoniano de enlace fuerte (2.62);
siempre y cuando se tengan en cuenta los correspondientes escalamientos en la energia y el potencial.
También se debe notar que esta equivalencia es s6lo para el caso con acoplamientos entre orbitales

atémicos simétricos.

2.8 Antecedentes
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2.8.1 Caso Simétrico

En trabajos previos [90], se hizo el analisis de una cadena unidimensional en la aproximacién de amarre

fuerte, el cual esta descrito por el hamiltoniano estandar,

Hpyn = En(smn + V((Sn,n+1 + 5n,n—1)a (2'68)

donde v es la amplitud de "salto" que conecta a los sitios cercanos, cuyo valor se fijo igual a v = 1. El

potencial en sitio, que por supuesto es imaginario, €, se define de la siguiente manera

—1 ara n impar
=4 ' F par. (2.69)
17y para n par

paran = 1,...,2N, donde N representa el nimero total de celdas basicas. Se asume ademas que el
modelo esta unido a conductores semi-infinitos perfectos por los cuales puede entrar o salir una onda
plana, en los cuales el potencial en sitio es cero, es decir, para los sitios n > 2N y n < 0. El parametro
~ > 0 representa la pérdida (para n par) o la ganancia (para n impar). De esta forma se crea una cadena
unidimensional con pérdida y ganancia de manera alternante y equilibrada, la cual pertenece a la clase

de modelos PT.

Mediante el enfoque de la matriz de transferencia, ellos encontraron la forma de relacionar las
funciones de onda del extremo derecho de la estructura con las funciones de onda del extremo izquierdo
incluyendo el acoplamiento que se tiene con los conductores semi-infinitos perfectos, obteniendo la

matriz de transferencia total para su modelo

Yan+1 1
— M ; MM = QT MWNQ. (2.70)

Pan o

Las matrices Q y Q! son la representacién matricial de una onda plana y su inversa, respectivamente,

dadas por la ecuacién (2.42). Las entradas de la matriz de transferencia total de este sistema tienen la

forma,
Ml(q[) = é{cos(QuN) sen psin k — isen(2uN) [cos pcos k — sin ] }
' sen k sen u
M1(1;7) - senk:lsen,u {ieik sen(2uN) [sin(B + k) — cos u]}
MQ(JY) _ senklsen,u {ie—ik sen(2uN) [cos p — sin(f3 — k)]}
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1
My = m{cos@,uN) senpusink —isen(2uN) [sin f — cospcosk]}.  (2.71)

Ademas obtuvieron la relacion de dispersion para el sistema no acotado y con acoplamientos simétricos;
ésta relaciona al indice tipo Bloch 1 que es el que se encuentra dentro de la estructura con la energia de

la onda incidente ¥ = 2 cos k,
dcos? p= E? + 42 (2.72)

Donde p es un indice tipo Bloch que esta dentro de la estructura. Ademaés de la expresion (2.72),
este parametro p puede ser real, imaginario o cero dependiendo de los pardmetros restantes que se

involucran en la ecuaciéon

real para E?++2<4
U= < cero para E? + 72 =4. (2.73)

imaginario para E?+~% >4

Las propiedades de transporte para este modelo que llamamos simétrico por tener acoplamientos entre
sitos constantes e iguales, pueden obtenerse mediante las relaciones (2.33). Mediante un poco de algebra

se llega a las expresiones finales:

1
T = 5 ,
T 2(2uN
 4sen?kcos? sen®(2uN)
. [cos i — sen(3 + k))?
R pu—

(sen 8 — cos pucos k)2 + [cot(2uN) sen i sen k]

cos i — sen (B — k))?
. fcos 11— sen(3 — ) ) -
(sen 8 — cos pcos k)2 + [cot(2uN) sen psen k]

A partir de la ecuacién (2.74) podemos notar que, el coeficiente de transmision T’ es igual a la unidad
para N ~ n7/2u donde n es cualquier niimero entero, la relaciéon de aproximacién se debe a que N es
un valor entero. La figura 2.5 muestra el valor del In 7" en la banda de energia definida por las guias de
ondas perfectas; considerando un tamafio fijo de la regién de interaccion de N = 2. Esta figura describe
perfectamente las principales propiedades del coeficiente de transmision, contenidas en la ecuacién

(2.74). En primer lugar podemos observar que cerca de los bordes de la banda,

E| = 2, tenemos un
desvanecimiento del coeficiente de transmision. A partir de las ecuacion de dispersion podemos obtener

los valores de la energia que conllevan a una transmision perfecta, estos estan definidos por la expresion,
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r — v=0.7 1
3 -—- yYy=2cos(m/4)

Fig. 2.5.: InT en funcién de la energia para N = 2 cony = 0.7 y v = 2 cos(7/4) para el modelo simétrico. En la regién
alrededor de ¥ = 0 podemos notar que 7" ~ 1. Imagen tomada de la referencia [90].

ET:j:\/acos2 (?—)—72, m=0,1,...,N. (2.75)

Debido a que FE, es un parametro estrictamente real, el nimero de valores de la energia en donde
T = 1 esti acotado por la condiciéon 40082(%) > ~2. Hacemos notar que el par de valores £,
correspondientes a m = 0, indican el valor de la energia en donde el logaritmo natural del coeficiente
de transmision cambia de signo. De esta forma podemos deducir que el aumento en la magnitud de
pérdida y ganancia en el sistema conlleva a una reduccién en el nimero de valores de la energia con

transmision perfecta; especificamente en el centro de la banda £ = 0 donde se suprime la resonancia.

La primera resonancia emergente para m = 0 corresponde a y = 0. Como se menciono en el parrafo

anterior, si ademas fijamos el valor de la energia obtenemos una relacién que define el valor critico de v,
Yer = V4 — E2. (2.76)

De tal manera que si y < ., ¢t es un parametro real y por lo tanto la dependencia de In 7" corresponde
a una funcién periodica de N y el coeficiente de transmisiéon es mayor que uno. Para v > ., el valor
de u es imaginario, haciendo que el coeficiente 7" decrezca al incrementar el tamafio de N. Por ultimo el

coeficiente de transmisién desaparece para cualquier N siy = v,,.

Por otro lado tenemos a las expresiones de los coeficientes de reflexion dados por (2.74). Lo mas

importante que se debe notar de estas expresiones, es la no reciprocidad en la reflexion; esto es Rr # Ry

Esta no reciprocidad en la reflexién se da a pesar de la reciprocidad en la transmision. A partir de las
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Fig. 2.6.: Coeficientes de reflexion derecha e izquierda en funcion de la energia E para N = 2 cony = 0.7y v = 2 cos(n/4).
Imagen tomada de la referencia [90].

expresiones analiticas se puede mostrar que cuando v = 0 se anulan ambos coeficientes de reflexion,

Rpr = Rr, = 0, 1o cual es el resultado esperado para una estructura perfecta.

Ahora procedemos con el estudio del comportamiento de los coeficientes de reflexion como funcion
de los parametros del sistema en los casos cuando v es menor, igual y mayor que el valor critico .,
definido en la ecuacidn (2.76). Los coeficientes de reflexion seran funciones periddicas de N cuando
v < Yer y por lo tanto i es un parametro real. Los tamafios del sistema para los cuales R ;, = 0 estan
determinados por la condicion N = nw/2pu, esta condiciéon corresponde también a una transmision
perfecta. Es importante destacar que la condicion en el tamario del sistema para el desvanecimiento de
las reflexiones puede no ser cumplida exactamente debido a que IV toma valores enteros. En el caso
cuando y > 7, i €s un parametro imaginario (u = i¢) y por lo tanto los coeficientes de reflexion
obtendran un valor constante para N = 1/¢, este valor es del mismo orden que el tamarfio critico. E1
comportamiento de los coeficientes de reflexion en el caso cuando v = ., no puede ser analizado a
partir de las ecuaciones (2.74), debido a que en este caso la matriz M es no diagonalizable. Sin embargo
podemos analizar el caso cuando vy = 7., a partir de la ecuacion (2.76), v = 2sen k, y por lo tanto es
posible demostrar que Rp ~ 0y Ry, o« N2. Este efecto se denominé reflectividad unidireccional en la

referencia [24], donde los autores han estudiado el modelo P7T simétrico con barreras de ancho finito.

El comportamiento de la reflexién como funcion de la energia de las ondas incidentes £ = 2 cosk,
se muestra en las figura 2.6. Podemos deducir de las ecuaciones (2.74) que cuando |E| — 2 ambos
coeficientes de reflexion tienden al mismo valor; esto es Rg ;, — 1. Debido a que la dependencia en
la energia difiere para ambos coeficientes, estos diferiran también en el nimero de puntos en donde
son iguales a cero. En efecto, Ry sera igual a cero en los valores de energia correspondientes a una
transmision perfecta, dados en la ecuacion (2.75). Mientras que R, sera igual a cero en los puntos de
transmisién perfecta sélo cuando E? + 2 < 4, como se puede observar claramente comparando las

figuras 2.6.
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Para el valor de la energia donde E? + +? = 4 tenemos, a partir de las ecuaciones (2.74), que Ry es igual
a cero, mientras que R;, poseera un valor diferente de los valores de resonancia y de cero. Hacemos
notar que cuando 7 # 2 cos(35%), con m dado en la expresion (2.75), ambas reflexiones poseeran una
resonancia en el centro de la banda al igual que la transmisién. Otro punto que es importante destacar
se da cuando y = 2 cos( 5% ); para esta situacion tendremos una transmision perfecta en el centro de la
banda y por lo tanto ambas reflexiones se desvaneceran en el mismo punto. Observando las figuras 2.5
y 2.6, podemos destacar que en una region relativamente grande alrededor del centro de la banda, la
transmision es perfecta y ambas reflexiones son cero, por lo tanto podemos manifestar que para esta

region de frecuencias la estructura sera invisible para ambas incidencias.
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Modelo de enlace
fuerte P T -simétrico
con acoplamientos
diferentes entre sitios

CarPiTULO

En este capitulo nos enfocaremos en el problema de dispersion de ondas planas en un sistema
unidimensional con aproximacién a primeros vecinos, que ademas satisface la simetria de pariadad e
inversion temporal, mejor conocida como simetria P7. El modelo que proponemos (Fig. 3.1) y que
satisface las caracteristicas antes mencionadas esta formado por una cadena unidimensional de N iones
(sitios) equidistantes con acoplmientos a primeros vecinos, vy, 41, conn = 1,...,2N. Este modelo

esté caracterizado por el hamiltoniano,

H = Z {5n‘n><n| + Vn,n+1‘n><n + 1| + Vn7n—1’n><n - 1‘} (3.1)

n

Donde |n) representa al orbital atdmico, €, corresponde al valor del potencial en el enésimo sitio de la

estructura con la forma

en = (=1)". (3.2)

v > 0 es un parametro adimensional que controla el grado de no-hermeticidad que, dependiendo del
signo que tome la energia de sitio, representa pérdida (¢,, < 0) o ganacia (¢,, > 0) en la cadena. El
eje respecto del cual puede notarse que el modelo propuesto es P77 simétrico se encuentra justo a la
mitad de la cadena, sin importar el nimero de dimeros que la conformen, esto se representa como
€n = €3N, 1_p- La magnitud del acoplamiento esta dado por dos valores constantes dados de manera

alternada entre los orbitales vecinos:

v sl n  Impar v sl n  par
Unn+1l = ) Unn—1 = ) ) . (33)
n si n par n si n impar
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Fig. 3.1.: Representacion grafica del sistema a estudiar. La imagen muestra una cadena unidimensional finita con
acoplamientos entre dimeros dados por 7 y acoplamientos intra-dimeros v; en cada sitio el potencial tiene la
forma e, = (—1)"i7.

De esta forma se define una estructura a base de dimeros compuestos por dos sitios adyacentes con
ganancia y pérdida; por lo que el acoplamiento intra dimeros estara denotado por v, mientras que el
acoplamiento entre dos dimeros contiguos estara dado por 7. Todos estos parametros y caracteristicas
que se han definido previamente conforman a nuestra region de dispersion o lo que llamaremos, sistema
cerrado. En el caso en que se acopla esta regién previamente definida a dos guias de ondas, nos referiremos
a él como un sistema abierto. De esta manera asumimos que una onda plana incide por una de las guias
de ondas perfectas y la otra es ocupada solamente por la onda transmitida. El objetivo es estudiar las
propiedades de transporte de el sistema abierto y comparar con el caso simétrico explicado en la seccion

2.8.1, en el cual se asume un unico valor constante para el acoplamiento dentro de la zona de dispersién
(v=n=1).

3.1 Matriz de transferencia del sistema asimétrico

Para el analisis de propagacion de ondas en sistemas unidimensionales se introduce el método de la
matriz de tranferencia, ya que expresa los coeficientes de la funcién de onda que se encuentran en el

lado derecho de la muestra en términos de los coeficientes de la funciéon de onda del lado izquierdo.

El sistema a estudiar es de longitud finita, de tipo enlace fuerte, donde el potencial tiene la forma (3.2)
con acoplamientos dados por la expresion (3.3). Suponemos que en la regiéon derecha del potencial,
existe una superposicion de ondas planas propagandose de izquierda a derecha y viceversa; lo cual
nos sirve para modelar una particula incidente desde la parte derecha del potencial, donde también
se tiene la onda reflejada. A la izquierda de la regién de interaccién se considera solamente ondas
planas propagandose, es decir la onda saliente; implicando que en esta region existen sélo ondas
transmitidas después del proceso de dipersion. Es decir, dicho sistema se encuentra acoplado en
ambos extremos a guias de ondas perfectas semi-infinitas por donde inciden y transmiten ondas
(ver figura 3.1). Las guias tienen potenciales igual a cero en los sitios n < 0y n > 2N y con
acoplamientos entre sitios iguales a uno. Para llegar a la expresion de la matriz de transferencia total del

sistema partimos de la ecuacion de Schrédinger aplicandola a un sélo dimero del sistema antes propuesto,

id\Pn
dt

AU
= oW + 0, — T, it

dt

=¥, + 0¥, +ivV,4q, (3.4)
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con ¥,, = (n | ¥). Este tipo de ecuaciones tiene soluciones de la forma, ¥,, = e~*¥ ¢}, donde F es

la energia de la onda plana incidente dada por la relacion £ = 2 cos(k) con un nimero de onda k.

Haciendo uso de estas soluciones en (3.4), se llega al siguiente par de ecuaciones:

—iEt —iEt —iEt . —iEt
‘ n = ‘ n+1 ! n—1 — ’ n
Fe P ve P +ne P iye P

FE eiiEt wn-i-l = n eiiEt wn+2 +uv €7iEt wn + Z-’YeiiEt ¢n+1’ (3‘5)

t

Agrupando y multiplicando ambas ecuaciones por el coeficiente ', se obtiene

(E + Z"Y) Y = Vng1 +NPn_1,
(B —y) hng1 = 0 + Nihnqa. (3.6)

Para que los calculos y analisis posteriores se faciliten, dividiremos a las ecuaciones entre 7,

E . v
( + 17) Y = *wn+1 + Yp—1,
n n

E
( - ’L;;) ’lﬂn-t,-l = %wn + z%H—Q- (3‘7)

Asi hemos afiadido un escalamiento de los parametros del sistema dado por el acoplamiento entre
dimeros contiguos: £ — E/n, ~v — v/n, «a — v/n. Por lo que finalmente la ecuacion de

Schrodinger independiente del tiempo para un dimero del modelo propuesto tiene la forma,

(E+iy)Yn = api1+Yn_1,
(BE—i7)Yny1 = b+ Pngo. (3.8)

Dado que aplicaremos el método de matriz de transferencia para analizar las propiedades de transporte

del modelo, llevaremos a la ecuacion (3.8) a una forma matricial conveniente:

wn-i-l = M wn - lq/Jn—lv
(6 (6%
Yotz = —aty+ (B —iy)ni1. (3.9)

El lado derecho de la segunda ecuacion del par de ecuaciones anterior, contiene un término en funcion
de 1, +1; para que ambas funciones de onda dependan de las mismas variables sustituimos la primera

ecuacion en la segunda, dando como resultado:

E+1 1
";Z)nJrl = ﬂ wn - &wnfla

(67
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(E+ i) (B —iy) _ a) oo~ B, (3.10)

a

Ynyo = (

El arreglo matricial de (3.10) es por lo tanto,

¢n+2 (E - Z.’Y) -« % _é wn wn
_ =M : (3.11)

Q;Z)nJrl 1 0 1 0 d}nfl ¢n7 1

M representa la matriz de transferencia de una celda unitaria o de un dimero, la cual establece la
relacion entre los vectores cuyas componentes expresan el valor de la funcién de onda en dos sitios
adyacentes. Ademas esta matriz puede expresarse en términos de sus eigenvectores y eigenvalores

mediante la relacion
M = VAV L (3.12)

Esto se conoce en la literatura como eigendecomposicion, donde A es la matriz diagonal formada por
los eigenvalores de M, mientras que V' se forma con sus eigenvectores; ambas matrices se obtienen

aplicando el proceso de diagonalizacion y tienen la forma

ei2u 0
Ao = e A = (3.13)
0 e v
Yy

I AR

o oy (3.14)
2asen(2p) _ .
1 1 (E+iy)  i(l+a))

La utilidad y aplicabilidad del método de la matriz de transferencia radica en el hecho de que para los
sistemas con multi-sitios o multicapa unidimensionales, la refleccién y la transmision se representan
como un producto de matrices, haciendo que las propiedades de una estructura extendida a [V sitios o
capas estén esencialmente determinadas por la enésima potencia de la matriz de transferencia de dos

sitios M., es decir,

MY = v (V—le)N vl (3.15)
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Eigenvalores de M
E2442 (E—iv)
Ba? oy B

(Etiy) L\

a (e

A\
= M4[(1-a)-FE -7 +2| = +1=0
«

Usando la realcion de dispersion 4 cos?(p) = E? 4+ 2 — §2

1

= A= 5 [(4C082M—2):|:\/(4COS2IU—2)2—4:|

= (2cos®p—1) £ %\/[(4cos2,u— 2) — 2] [(4cos? pu —2) + 2]

= (2cos®p— 1) £ %\/4coszu(4cosg,u—4)
= (2cos® pu — 1) £ 2cos juy/cos? pu — 1

= (2(1 — sen? p) — 1) & 2 cos py/ — sen?
= (1 — 2sen? p) 4 i 2 cos pusen p

= cos(2u) £ i sen(2 )

La ecuacidn anterior es simplemente una extension de (3.12) aplicada a toda nuestra cadena de NV sitios.

Las entradas de la matriz M?” se obtienen mediente las ecuaciones (3.12) - (3.14), cuyas expresiones

analiticas son

sen(2Np) + « sen [2 u(1 + N)J

N _ N _ _sen(2Npu)(E —iv)
M= a sen(2u) o M= o sen(2u) ’
Mé\fg _ - sen(2Np) + a sen [2 p(1 — N)]’ M% _ _sen(2Np) (B —i 7). (3.16)

a sen(2u) a sen(2u)

Notese que la ecuaciones (3.16) representan al sistema cerrado que ha sido propuesto con anterioridad.

Para obtener la matriz que representa al sistema abierto, i.e., el sistema acoplado en ambos extremos
a dos guias de ondas, debe incluirse de forma matricial y posicionarlas a la derecha e izquierda de la
matriz MY . Este acoplamiento se obtiene expresando a la guia de ondas, 1/,,, como la superposicién de

ondas planas que son, con nimero de onda k,

Seccion 3.1 Matriz de transferencia del sistema asimétrico
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Vnio Aet k(n+2) Un Aetkn
=Q y = Q ; (3.17)

Vnt1 Be—tk(n+2) Y1 Be—tkn

donde las matrices Q y Q! son

1 1 . et —1
-1
= = 3.18
@ ] @ 2 iSen(k) : (3.18)
efzk ezk _efzk 1
Sustituyendo estas ecuaciones en la expresion (3.11), se llega a
Aet k(n+2) Aetkn
= Q'MYQ
Be™t k(n+2) Betkn
(3.19)
Aei kn
=M
Be—i kn

M es la matriz de transferencia total del sistema abierto que estamos considerando y cuyas entradas

pueden obtenerse mediente un poco de algebra, dando como resultado las siguientes expresiones:

csen(2Np) [1 3 ( )}
M, = 2N — |- 2 - F F_
11 = cos(2Np) +1i (@) |a sen(2k) + 5 cos(k)| Fy +

ik Sen(2N )

My = F k
12 Sen(Z,u) +(77a7 )
g 2N p)
Moy, = —ie=# 50N
2= e o) (7, o, k)
2N 1
Moy = cos(2Np) — i SZZI(l(Qu/;) o sen(2k) + gcos(k) <FJr + Fﬂ . (3.20)

Los calculos para llegar a las expresiones (3.20) en términos de esta funciéon Fy se muestran a detalle
en el apéndice A. Se introdujo una nueva funcion caracteristica F'y (v, a, k), la cual depende de los
parametros que controlan al modelo, con excepcion de la longitud de la cadena, dicha funcién esta dada

por

+ysen(k) + 3(a? — 4% —1)
asen(k)

Fj:(’}/, «, k) = (321)
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La matriz de transferencia puede brindarnos informacion sobre las propiedades de transporte del sistema
en cuestion, en el capitulo anterior (Cap. 2) se mostr6 que las entradas de la matriz de transferencia
pueden estar dadas en términos de las amplitudes de transmision y reflexiéon dependiendo de la direccién

de donde provenga la onda incidente. Tomaremos el caso siguiente,

TLTR TL

t _ -
Ly R
M = . (3.22)
TR 1
tr tr

Las cantidades que involucra la matriz de transferencia se definen como,

t;, = coeficiente de transmision efectiva para incidencia izquierda,
r1, = coeficiente de reflexion efectiva para incidencia izquierda,
tr = coeficiente de transmision efectiva para incidencia derecha,

rr = coeficiente de reflexion efectiva para incidencia derecha. (3.23)

En el caso en que la dispersion sea simétrica con respecto a la inversion temporal o la estructura sea
reciproca, se puede lograr una reduccién adicional en la matriz M en funcién de la reciprocidad de los
coeficientes de transmision izquierdos y derechos, t;, = tp. De esta manera la matriz de transferencia

obtiene la forma

TLTR TL

t t

M = . (3.24)
TR 1
ot t

Una vez que tenemos ambas matrices, la matriz de celda unitaria M y la matriz de transferencia total
M, es razonable asegurar que satisfacen las propiedades inherentes a las simetrias que exhibe el modelo,
o las propias de una matriz de transferencia. Comencemos por notar que el determinante para ambas

matrices es igual a la unidad como es de esperarse:

det M = M1 Moy — M Mo =1,

det M = M{1Moy — M19Mo; = 1. (3.25)

Seccion 3.1 Matriz de transferencia del sistema asimétrico

45



46

Determinante de M

Para obtener el determinante de la matriz de transferencia total usaremos la ecuacion (3.19), para
calcular los determinantes de las matrices individuales para finalmente multiplicarlos y obtener el

deseado:
det M = det Q7' det M" det Q.

Comenzando con las matrices Q™! y Q, se obtiene,

11 o
= o—ik k| * — 7™ = 2isen(k),
oik 1
ik _ =ik
det Q1 = |2 sen(k) 2isen(k)| _ e —e _ 1
— etk 1 (2isen(k))?  2isen(k)
2isen(k) 2isen(k)
MY MY
det MY = }\} Jl\?
My My
1
= Teenr | (N ) + asen(2u 4+ 2N0) ) (= sen(2Np0) + asen(2u — 2N 1))
— (iy — E)2 senQ(QNM)]
! x 2 2 o2 2
= W{ —sen”(2Np) — 2asen” (2N p) cos(2p) + o sen®(2u) cos® (2N )
!
— o2 cos?(2p) sen?(2N ) + E%sen?(2N ) + ~2 Sen2(2Nu)}
! 2 2 2 on2 2
B m[_sm (2Np) — 2asen®(2N p) cos(2p) + a” sen”(2p)[1 — sen” (2N p))]
a
—a? 0052(2;0 senQ(QNM) + E? sen2(2N,u) L 72 sen2(2Nu)}
| 2 2 2 o2 D e
— W{ —sen”(2Np) — 2asen” (2N p) cos(2p) + o sen”(2u) — a” sen” (2N )
!
2 2 2 2
+ E“sen“(2Np) + v sen (2]\7”)}
2
N sen (2N/¢)-_ - L, .
det M™ =1 aZsen?(2p1) - 1 —2acos(2u) —a”+ E +7}
sen?(2Np)
- bl St IS T 2 2 2, .2
=1+ o2 sen? (2 L 1 —4acos®(p) + 20 —a® + E* + v }
sen?(2Np)
= R N S 2 2 2 N2
_1+a286n2(2,u)- dacos®(u) + B2+ 4% — (1 a)]
sen?(2Nu)
=1 + m_ZLOé COS (M) — 4o cos (,U,)}
det MY =1
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det M = det Q! det M"™ det Q

1 .
== sen(k)(l)(m sen(k))

Explotando este hecho y debido a que nuestro sistema presenta simetria ante inversién temporal,

observamos que las entradas de la matriz (3.23) obedece las siguientes relaciones

Mjy = MY, My (y) = Miy(—), Re[Mis] = Re[Mis] =0. (3.26)

Ademas los hamiltonianos que satisfacen la simetria P77 presentan estas propiedades singulares que
difieren claramente de la que es distintiva de la simetria de inversion temporal debido al parametro
adicional de ganancia y pérdida ~. El hamiltoniano que rige el modelo que hemos propuesto no es
hermitico, asi que no satisface la conservacién de densidad de corriente. De hecho por presentar la
simetria PT, este tipo de sistemas obedece una relacion de conservacion generalizada en términos de

2
, formulada como

las amplitudes de transmitancia 7" = \t\2 y reflectancia Rp 1, = ’T‘ RI

|1 —T)* = VRgRL. (3.27)

Esta relacidn trae consigo tres implicaciones:

« Cuando 7' < 1, la ecuacion (3.27) se reduce a T + \/RrR;, = 1. Donde el término RrR],
reemplaza al convencional R en el caso de un sistema ortogonal. Se deduce que cuando 7" < 1 la
dispersion de una tnica onda incidente desde un lado de la estructura es sub-unitaria (se pierde
flujo) y la dispersion desde el otro lado es super-unitaria (se gana flujo). Como excepcioén, puede
ocurrir una degeneracioén accidental en la cual ambas reflexiones coinciden, R = Ry ; en cuyo
caso la dispersion de ambos lados conserva el flujo. Estos casos especiales ocurren cuando un

parametro continuo como la frecuencia se varia para sistemas de P7 no triviales [37].

« Cuando T' > 1 la ecuacién (3.27) se reduce a T' — \/RrR; = 1; ocurre que los procesos de
dispersion son super-unitarios. La degeneracién de coeficientes de refleccion es posible en este

régimen, dando como resultado la relacién de conservacién pseudounitaria usual, I’ — R = 1.

« Finalmante si T = 1, la ecuacién (3.27) se reduce a / Rr R, = 0, lo que implica que el producto
de las reflecciones izquierda y derecha debe ser cero. Dicha operacion se logra tipicamente al no
tener onda reflejada desde un lado de la estructura. A este efecto particular se le conoce como

invisibilidad unidireccional, de la cual hablaremos mas adelante.

Seccion 3.1 Matriz de transferencia del sistema asimétrico
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3.2 Relacion de dispersion

Derivemos la relacion de dispersion del modelo. Si la funcién de onda se encuentra constrifiida en el

potencial periddico propuesto (3.2), aplicaremos condiciones de frontera mediante el teorema de Bloch,
Yp-1 = e_QikwnJrla Ynto = e2ik¢n- (3.28)

La periodicidad que se ha considerado es igual a dos. Tipicamente al buscar una solucién distinta de la

trivial que resuelva el sistema de ecuaciones para un dimero (3.8), se obtiene la relacion de dispersion
4a cos?(p) = B> +~% — 62, d=(1-a). (3.29)

Esta expresion relaciona el numero de onda k& de la onda plana que incide por uno de los extremos de la
cadena con el nimero de onda i dentro de la cadena. De esta manera podemos conocer el efecto que
ejerce el potencial sobre la onda incidente. Se introduce un parametro nuevo al sistema representado por
0, el cual define el grado de asimetria; ya que toma un valor distinto de cero cuando los dos acoplamientos
presentan valores diferentes entre si, § # 0, implicando que el sistema presenta cierta asimetria. Por lo
cual, cuando el valor de los dos acoplamientos es idéntico para toda la cadena, v = 7). El parametro de

asimetria pasa a ser igual a cero, dando lugar a un sistema al cual nos referimos como simétrico.

A partir de la expresion (3.29), el nimero de onda i dentro de la zona de dispersion, puede tomar
distintos valores dependiendo de los parametros restantes que rigen al modelo; este nimero de onda

puede ser real, complejo o imaginario. Dichas posibilidades se encuentran definidas a continuacién:

complejo para E? +~2 < §2
W= S real para 62 < E?4++2<(1+4+a)?. (3.30)

imaginario para E?+~2> (1+a)?

Empezando el analisis del comportamiento de la variable 1 para un sistema simétrico (6 = 0), se tiene
que los Unicos valores posibles que puede tomar son valores reales o imaginarios. Este hecho puede
notarse a partir de la ecuacién (3.30), ya que no es posible tener valores complejos, para ello se necesita
que la suma de los cuadrados de la energia de la onda incidente y el parametro que caracteriza al potencial
~ sea menor a cero. Es entonces el cambio en la periodicidad del sistema el que induce la aparicién de
valores complejos para i, esto es con parte real e imaginaria diferentes de cero. El comportamiento
del numero de onda f en funcién de la energia de la onda incidente se presenta en la figura 3.2. Se ha
dividido el comportamiento para tres casos diferentes, donde el pardmetro de asimetria J se compara
con el parametro de no-hermeticidad ~, ya que puede ser menor, mayor o igual que él. Para los tres

casos se puede notar que alrededor de los bordes de la banda de energia, £ = £2, el nimero de onda es
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-/2 -1/2 -/2

Fig. 3.2.: Numero de onda p dentro de la zona de dispersion en funcidn de la energia de las ondas incidentes E. Las lineas
continuas corresponden a la parte real de u, mientras que las lineas puntedas representan la parte imaginaria. (a)
vy=04,a=02,§=08(b)7y=02,a=087d=0.2y(c)y=0.9,a=0.9yd = 0.1. Los cuadrados azules
etiquetan a los puntos excepcionales Eo, ellos caracterizan la transicién de y al pasar de imaginario a puramente
complejo y los diamantes corresponden a E, donde i pasa de real a complejo.

puramente imaginario. Este comportamiento también surge de igual manera para el caso simétrico. Estas
regiones imaginarias se encuentran delimitadas por el rango de energia, 2 < E? < 4, donde definimos
a Ey como punto excepcional o borde externo de la banda, analiticamente estos puntos excepcionales

estan definidos mediante la relacion
E2 = (1+a)* —~2 (3.31)

Aqui existe una degeneracion para p = 0; este hecho lo comprueba la ecuacién (3.13) al sustituir el valor
de ;1 y encontrar que ambos eigenvalores coinciden en A1 2 = 1. Dichos puntos definen la transicion de
fase de valores imaginarios a reales para (. o viceversa. Existen también puntos excepcionales entre las
regiones con valores complejos y reales de p, los cuales designamos como bordes internos de la banda,

con degeneracion de eigenvalores A1 2 = —1y que seran etiquetados por I, cuya espresion analitica es
E2 = 6% — 42 (3.32)

Un hecho interesante de la figura 3.2 es la desaparicion de la regién que contiene valores complejos de f,
la cual se encuentra en el centro de la banda de energia. Esto puede explicarse mediante la ecuacion que
define los bordes internos de la banda, (3.32), a medida que el parametro de no-hermeticidad alcanza
al de asimetria, ambos puntos excepcionales comienzan a ser desplazados hacia el centro de la banda
de energia (E; = 0). Por lo tanto podemos observar las propiedades de transporte distintivas de
los puntos excepcionales en una amplia region de la banda de energia con magnitudes de ganancia

y pérdida relativamente pequerias; hecho que es imposible en el modelo simétrico, donde los puntos
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excepcionales se encuentran restringidos a zonas cercanas a los bordes de banda para valores de
~ relativamente pequefios. Esta caracteristica particular del modelo asimétrico puede ser de gran
importancia en aplicaciones experimentales debido a los efectos que presenta. La importancia de los
puntos excepcionales definidos mediante las relaciones (3.31) y (3.32), radica en la manifestacién de
diferentes efectos interesantes en las propiedades de transporte del sistema, dependiendo de la asimetria
presente y del grado de ganancia y pérdida; manifestando asi un comportamiento no trivial de las

propiedades de transporte en puntos excepcionales.

3.3 Propiedades de Transporte

El interés principal es el estudio de la dispersion de una onda plana a través del modelo P7T simétrico
anteriormente propuesto. El método que se implementara es el de la matriz de transferencia, descrito
anteriormente en la seccion 2.3, tomando ventaja de la relaciéon que guardan las propiedades de

transporte con las entradas de la matriz de transferencia mediante las expresiones:

T =|Ma| 2 =[1+ MjyMa; + Moy (M3, — M11)] ",

Ry, 2 RRr 2
— =M — =M . 3.33
T | M2 ]°, T | M 12| (3.33)

En la seccion 3.1 se obtuvieron de forma detallada las entradas de la matriz de transferencia total del
sistema, ecuacion (3.20), a partir de ellas y mediante un poco de algebra se obtienen las expresiones
analiticas exactas (cabe destacar que ninguna aproximacién se ha impuesto en los célculos antes
mostrados) para los coeficientes de transmision y reflexion de una onda plana que interactda con la

region de dispersion con el potencial dado por la ecuacion (3.2):

1
T = ;
N b
L4 2P (7, 0, k)F- (=7, a, k)
Rr  sen’(2Np) Rp  sen®(2Nu) _,
— = ——=F k — = ——F" (- k). 3.34
T Sen2(2ﬂ) +(77 «, )7 T sen2(2,u) 7( v, &, ) ( )
n(k)+ L (a2—~2—
La expresion analitica de Fy esta dada por F (v, o, k) = yse (ka):_ei((i) 7Y Dicha funcién (definida

previamente en la seccidén 3.1) tiene una forma analitica estratégica para descartar la dependencia del
numero de dimeros que conforman a la cadena unidimensional. La finalidad de esto es facilitar el analisis

de las expresiones de los coeficientes de transmision y reflexion.

Capitulo 3 Modelo de enlace fuerte PT-simétrico con acoplamientos diferentes entre sitios



Obtencion de los coeficientes de transmision y reflexion.

Rp Ry,
— = |My|? — = M
ik sen(2Np) 2 il sen(2N p) 2
= |ie"" ———F 1 (v, a, k) = |—ie " —oF_ (—7v,a,k)
sen(2u) sen(2u)
i . sen(2Np) 2 . . sen(2Np) 2
= |i(cos(k) + isen(k)) ———— F4 (v, a, k) = [—i(cos(k) — isen(k)) ————F_(—~v, o, k)
sen(2p) sen(2p)
X sen(2Np) 2 X sen(2Np) 2
= | (i cos(k) —sen(k)) ———— F (v, o, k) = |(—t cos(k) —sen(k)) ————F_(—~, a, k)
sen(2u) sen(2u)
R sen? (2N R sen? (2N
Br _ 2o ONW) 12 k) Br _sen”CNW) po g
T sen2(2u) T sen2(2u)

1 —T|=+/RrRyL

4
sen™ (2N p
= \/HF?;(w,k) F2 (=, a, k) T2

sen4 (2u)
o2
sen“ (2N p) Fo k) F_( k)T
S e 5 Oy -7 @,
sen2(2u) Al v
1
T =
sen? (2N p) k) N
—_F ,Q, F_(—, o,
son2(270) + (v (= )

3.3.1 Coeficiente de Transmision

El coeficiente de transmision se define como la fraccién de energia incidente transmitida a través de
cierta estructura. El coeficiente correspondiente al modelo previamente propuesto se obtuvo a través de
la relacion que se tiene con la entrada M99 de la matriz de transferencia y se encontr6 una expresion

analitica compacta:

T = . (3.35)

sen?(2NV ) P D L
W +(%04a ) —(—%067 )

La relacién anterior es valida para cualquier rango de los parametros que caracterizan el sistema,
presenta una dependencia con la energia de las ondas incidentes £ mediante el niimero de onda k.
Dividiremos el analisis en tres casos, los cuales estan condensados en la expresion (3.30); la cual muestra
que dependiendo del valor de los parametros, el nimero de onda dentro de la zona de dispersion u se

vera afectado y podra tomar valores reales, imaginarios o complejos.

La figura 3.3 muestra a la transmision en funcién de la energia de la onda incidente donde los tres
distintos casos para y estan presentes, para valores fijos de los parametros « y 7, variando el nimero
de dimeros que conforma a la cadena de iones. Las zonas que se encuentran en los extremos de cada

una de las graficas corresponden a un numero de onda interno p imaginario, donde podemos ver que
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Fig. 3.3.: Coeficiente de transmision, T" para diferentes tamafios IV, con parametros fijos con valores « = 0.5y v = 0.2.
Para cada caso se muestran los ntimeros de onda krp /7 donde la transmision es perfecta, ademés de las diferentes
regiones donde el indice 1 puede ser imaginario, complejo o real.

para los casos en que el nimero de dimeros es pequefio (N < 6), éste decae con |F|. Conforme va
aumentandose el tamano del sistema, la tasa de decaimiento también lo hace, creando bordes bien
definidos de la banda de energia para dar paso a la region de energias correspondientes a un nimero de

onda p real, delimitadas por la relacion

(1-a)—y*<E*<(1+a)?-9~% (3.36)

Esta ecuacion define dos regiones simétricas en el rango de energias respecto al centro de la banda
(E = 0), las cuales son las regiones sombreadas de la figura 3.3. En estas regiones la transmision es
menor o igual a uno; los casos para los cuales los valores de energia de las ondas incidentes resulten en
una transmision perfecta (7 = 1) estan determinados por la anulacién del término sen?(2N 1), presente

en la expresion para el coeficiente de transmision (3.35); lo cual implica que = mn /2N para m =

1,..., N — 1. La expresion analitica para estas energias particulares es
2 MY 2, 52
EFP—4a COS(2N) i (3.37)

La energia de una onda plana incidente es £ = 2 cos(k), por lo tanto la expresion (3.37) expresada en
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términos del vector de onda & es

1
2 _ -1 = ) 2
k‘FP = cos {2 \/4 a cos (u) — 2+ 62| (3.38)

El subindice F'P de las expresiones (3.37) y (3.38) denota que nos referimos a resonancias de Fabry-Pérot,
donde la transmision es igual a la unidad y dependen del tamano del sistema. El nimero de resonancias

EFP se encuentra restringido por los parametros vy y §, debido a que debe ser estrictamente real.

Las regiones sombreadas presentes en la figura 3.3 estis delimitadas por puntos que llamamos bordes
externos e internos de la banda de energias, los cuales muestran transiciones para los diferentes casos que
puede tomar el parametro p (imaginario, real o complejo). Estos bordes tanto externos como internos,
se definen mediante £ = Fyy E = E, respectivamente; donde los subindices indican el valor que
toma el parametro p, es decir, cero y 7/2 en la ecuacion de dispersion (3.29), dando como resultado
las ecuaciones Ef = (1 + a)? — % (Ec. (331))y E2 = (1 — a)? —9? = §% — 4% (Ec. (3.32)). La
expresion para la transmision (3.35) se indefine en ambos casos, sin embargo podemos obtener el valor
del coeficiente de transmision en estos puntos excepcionales mediante la expansioén de la expresion

(3.35) cerca de estos puntos. Dando como resultado,

1
para p = /2
1+ [N 2 cot(k))”
T ~ . (3.39)
1
para p~0
1+ [N L2 cot(kﬂ2

La region de energias donde el nimero de onda interno y es complejo es una region simétrica al centro
de la banda, delimitada por la relacién E? < §2 — 42 6 lo que es lo mismo por los bordes internos
E = E;. Al incrementar el valor del parametro ~, estos bordes tienden a moverse hacia el centro, dando
como resultado que para el caso v2 = §2 los bordes coalescen justo en el centro de la banda (E, = 0);
justo como lo muestra la ecuacién (3.32), provocando la desaparicion de la region para 1 complejo con
una transmision igual a la unidad, tal como lo indica la ecuacién (3.39) y la curva rosa correspondiente a
v = 0.5 de la figura 3.4.

La evolucion del coeficiente de transmisién, a medida que al parametro que define el grado de no-
hermeticidad v aumenta, se muestra en la figura 3.4; donde se ha considerado un valor fijo para « (este
valor indica que el acoplamiento entre dos dimeros es el doble del acoplamiento intra-dimero) y una
cadena de cuatro sitios (n = 4) o lo que es lo mismo dos dimeros (N = 2). Una vez que la asimetria es
superada por la pérdida y ganancia dentro del sistema, i.e. (62 < v?2), el perfil de la transmisién pasa a
ser mayor que la unidad. Las funciones F; definidas previamente en (3.21), determinan la posicion de

los cruces de la curva 7' = 1 mediante la expresion,
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Fig. 3.4.: Evolucién del perfil del coeficiente de transmisién en funcién del nimero de onda k para N = 2, a = 0.5y
diferentes valores de -y con respecto a ¢.

E? = iz [72 - 52} [(1 n 042) - ﬂ : (3.40)

k, = cos™! [;\/’:2 (72 =02 ((1+a2)—~2) ] . (3.41)

Estas nuevas resonancias que denominaremos resonancias U, son diferentes de las mostradas en (3.37)
debido a la forma en que se defini6 el coeficiente de transmision (3.35). La causa de una transmisiéon
perfecta, a primera vista, puede deberse a la eliminaciéon de dos términos; ya hemos analizado uno de
ellos, el cual corresponde al término sen(2N ) de donde emergieron las resonancias Fabry-Pérot. La
siguiente posibilidad pertenece a la funcién F;, la cual para el caso a < 1 presenta cruces con el eje
F{ = 0, mientras que la funcién F_ nunca cruza dicho eje y es siempre menor que cero a medida que 7y

crece; esto puede comprobarse en la figura 3.5(b) donde se presenta el comportamiento de las funciones
Fy.

Las resonancias U no dependen del tamafio del sistema, debido a la dependencia de la funcién Fy, la
cual no involucra el nimero de dimeros que conforman la cadena, por lo cual estas resonancias estaran
presentes para cualquier numero de dimeros que conforme a la cadena unidimensional, siempre y cuando

52 < ~2. Cuando la igualdad se cumple, una resonancia U se encuentra justo en el centro de la banda,
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Fig. 3.5.: (a) Coeficiente de transmisién para cadenas de dos tamafios diferentes, N = 2 y N = 10. Los valores de los
parametros son los mismos que en la figura 3.2. Los triangulos rojos corresponden a las resonancias U para cada
caso, ademas se han afiadido las tres diferentes regiones correspondientes a los valores que p puede tomar. (b)
Funciones Ft correspondientes a los casos mostrados en (a), donde puede observarse que Fy es la responsable de
la aparicion de las resonancias U.

pero cuando la inecuacién se cumpla, se obtendran sé6lo dos de ellas y no mas, para cualquier IV y sus

posiciones estaran dadas por (3.41).

Ademas de la ecuacion (3.35), debido a la dependencia del coeficiente de transmisién en base al nimero
de dimeros NV, nos dice que tratamos con una funcién periddica de N con periodicidad de 7 /2u. Debido
a los valores enteros positivos que s6lo puede tomar N, ocasiona que la funcién 7" no sea estrictamente
periddica tal y como se muestra en la figura 3.6, aunque para N = mm /2, donde m es entero positivo,

se tiene que 1" ~ 1.

A diferencia del modelo simétrico (&« = 1), en el cual la transmisién siempre es menor que uno
para valores reales de p sin importar el nimero de dimeros que se consideren, para un sistema con
acoplamientos no-homogéneos (o # 1) la transmisién toma valores menores, iguales o mayores a
la unidad. Ademas en los puntos excepcionales correspondientes a los bordes internos y externos de
la banda, dados por las ecuaciones (3.32) y (3.31), respectivamente, se tiene una transmision perfecta
independiente del tamario del sistema; caso contrario de las resonancias FP del sistema dadas por (3.37)

en el que la posicion de los puntos de transmision perfecta en la banda de energias dependen de V.
Al analizar la estructura de los estados de dispersion del sistema tanto en los puntos excepcionales o

resonancias U como en las resonancias F'P, se nota una clara diferencia entre ellas. Dicho analisis parte

de las ecuaciones (3.11) y (3.19), donde puede obtenerse el comportamiento de la funcién de onda en
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Fig. 3.6.: Logaritmo del coeficiente de transmision 7" en funcion del tamafio de dimeros N que conforman la estructura, para
valores reales de p. (a) Se muestra el perfil del In T" dependiendo de la funcién F'y, la cual puede tomar valores
iguales, mayores o menores a cero.

base al numero de sitios que conforman la estructura. En la figura 3.7 contrastamos las estructuras de los
estados de dispersion para una resonancia F'P en el caso de una cadena de 8 sitios y para una resonancia
U correspondiente al borde interno para una cadena de 20 sitios; en ambos casos se considerd que los

cuadrados de los pardmetros de no-hermiticidad y el de asimetria son iguales (v* = §2).

La periodicidad en ambos casos es diferente, para la resonancia F'P es de n = 2N, mientras que para el
punto excepcional o resonancia U es de n = 4 tanto en la parte real como en la parte imaginaria del
estado de dispersion; esto lo exhibe la figura 3.7, mientras que la probabilidad permanece invariante sin
importar el tamafio del sistema. Una estructura analoga a la presentada por el punto excepcional anterior
es de esperarse para el caso donde F; = 0, lo cual sucede para 72 > ¢2; la razon de esto proviene de la

ausencia de N en la funciéon F .

Analicemos ahora al nimero de onda interno p en funcién del tamario del sistema N, cuando este es
imaginario. Como se mencion6 anteriormente, el coeficiente de transmision es menor que la unidad
sin importar el tamarfio de la cadena que se este considerando, el origen de esto es el producto de las
funciones F; F_ que es mucho mayor que uno en las regiones donde p es imaginario, estas regiones
son los bordes de la banda de energia que pueden observarse en la figura 3.5(b). Ademas a medida que el
tamafio del sistema crece la transmision decae rapidamente. Esto es apoyado por la forma que toma el

coeficiente 7" para 4 imaginario,

(3.42)

senh?(2¢pN) ) 1 2 )
W senh”(2¢p) + o (1 - acosh(2cp)) cot (k:)]

En esta ecuacion para el coeficiente de transmision se ha definido al nimero de onda como p = i,

donde ¢ tiene un valor mayor que cero. La tltima posibiladad sobre los valores que puede tomar el
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Fig. 3.7.: Estados de dispersion para el modelo 7 -simétrico con v* y o? tales que v2 = 6°. La columna izquierda

corresponde a una cadena de 3 dimeros, para un valor de energia igual a 1, el cual viene de la ecuacion (3.37)
para m = 2. En las graficas de la columna derecha se tiene el estado de dispersion para 10 dimeros en el punto
excepcional para u = 7/2; justo en el centro de la banda de energia.

parametro u recae en el dominio de los nimeros complejos. La forma analitica para el coeficiente de

transmision (3.35) cambia de forma, ya que ahora consideramos que p = m/2— i, dando como resultado

1
T = . (3.43)

senh?(2¢pN) ) 1 2 ,
M senh”(2¢) + o <1 + acosh(2<p)) cot (k:)]

Otro de los parametros de los que depende el coeficiente de transmision, es el parametro que determina el
grado de no-hermiticidad del sistema, . El analisis del parametro p nos proporciona el comportamiento

del coeficiente T' con respecto a v conforme la energia cambia. A partir de la ecuacion (3.30) podemos

decir que para E? < 7?2 estan presentes las tres regiones de /i, i.e., valores reales, complejos e imaginarios.

Estas regiones estan delimitadas por los puntos excepcionales, donde el nimero de onda dentro de

la cadena toma valores especificos, 1 = 0, 7/2. Es posible definir las siguientes regiones de valores para p
imaginarios si 72 > (1 + a)? — E?

Region para valores: ¢ complejos ~ si 72 < 6% — E? (3.44)
real si 2 —E?2<Ay?2<(1+a)®—FE?
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Fig. 3.8.: Coeficiente de transmision para un sistema de tamafio N = 2. Los valores de los parametros son los mismos que se
tomaron en la figura 3.2, los tridngulos rojos corresponden a las resonancias U para cada caso. Se afiadieron las tres
diferentes regiones a los valores que i puede tomar; valores complejos, reales o completamente imaginarios.
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Fig. 3.9.: Coeficiente de transmision para un sistema de tamafio N = 10. Los valores de los pardmetros son los mismos que
se tomaron en la figura 3.2, los tridngulos rojos corresponden a las resonancias U para cada caso. Se afiadieron las
tres diferentes regiones a los valores que y puede tomar; valores complejos, reales o completamente imaginarios.

Este pardmetro de no-hermiticidad, es un parametro estrictamente positivo, dejando como resultado una

region de valores reales y de valores imaginarios para p; como se muestra en la figura 3.8. Notar que la
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Unica region en donde podemos tener una transmisiéon mayor que uno (7' > 1) corresponde a p real, lo
cual corresponde a 42 > §2 (figuras 3.4 y 3.5). Mientras que en las regiones correspondientes a valores
imaginarios de y la transmision es menor que la unidad, 7' < 1. Los valores de transmision perfecta
en el espacio de 7 tienen expresiones analogas a aquellas correspondientes al espacio de energias;
recordemos que tenemos dos situaciones, las primeras son resonancias que dependen del tamario del

sistema y la forma analitica es,

2 2 (VT 2, 2
’yFP:4acos N — E°+ 67, n=1,...,N —1. (3.45)

Mientras que la expresion para el caso de las resonancias U, cuyo origen se debe a la anulacion de la

funcién F, en términos del parametro - es,

2 :1+a2—E2i1\/(E2—4)(E2—4a2) (3.46)

Para resumir, en el caso E? < 2 se tienen las tres regiones posibles para valores de p. La region
de valores complejos desaparece cuando el valor de la energia es igual al del parametro de asimetria,
E? = §2, mientras que para E? = (1 + «)? es la region de valores reales la que desaparece, por tltimo
solo se tendran valores imaginarios siempre y cuando E? > (1 + «)2. Todos estos casos son mostrados

en la figura 3.9, para respaldar las conclusiones antes mencionadas.

3.3.2 Reflexion izquierda y derecha

Las cantidades de transporte a analizar ahora son los coeficientes de reflexién por la izquierda y derecha.
La expresion analitica obtenida para ambas reflexiones se present6 al inicio de la secciéon, donde
podemos ver que dichas expresiones se componen de dos términos, uno que depende del tamario del
sistema y el otro son las funciones Fly (v, a, k) = {:I:y sen(k) + $(a? — 42 — 1)} / [asen(k)] que se

introdujeron anteriormente:

Rp sen?(2Np)

= —F——=F
T sen2(2,u,) +(’7,0¢,k‘),

2
% - WFE(—%%@. (3.47)
Comparando con los graficos para el coeficiente de transmision de la figura 3.4 donde se varia el
parametro v, en la figura 3.10 puede observarse que en el caso de un dimero, ambos coeficientes de
reflexién se compartan de manera similar. La diferencia entre ellos aparece cuando la relacién 72 > §2
se satisface y es cuando el coeficiente de reflexion para incidencia por la derecha se anula para ciertos
valores de energia. El origen de dichos puntos proviene de las resonancias U, expliquemos esto mas a
fondo. Para el caso o < 1 que es el que muestran las figuras 3.10, es la funcion F; quien tiene ciertos
puntos donde se anula a diferencia de la funcién F_ cuyo valor es siempre menor a cero (ver figura

3.5b). Por lo cual, debido a la forma analitica del coeficiente de reflexién por la derecha que depende sélo
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Fig. 3.10.: (a) Coeficiente de reflexion por la derecha para N = 2, & = 0.5 y diferentes valores de -y de tal manera que
se consideran los tres casos mostrados en la figura 3.2. (b) Coeficiente de reflexion izquierda para los mismos
parametros del caso (a).

de la funcién F, es de esperar que se anule en ciertas energias, las cuales hemos caracterizado como
resonancias U; a diferencia de la reflexién izquierda que muestra un valor diferente de cero para las
mismas energias. Otra diferencia apreciable, ocurre en la region central respecto al centro de la banda
de energias, la figura 3.47 muestra como el coeficiente de transmisién derecha nunca sobrepasa valores
mayores a uno, mientras que cuando se tiene una transmision proviniente del lado izquierdo del modelo,

la reflexion correspondiente sobrepasa la unidad.

Haciendo un analisis similar al del coeficiente de transmision 7, estudiaremos el comportamiento de los
coeficientes Rr y Ry, a medida el vector de onda interno p cambia, ver (3.30). Dicho comportamiento
se muestra en la figura 3.11, para valores de parametros que satisfacen los casos mostrados en la figura
3.2, los cuales son 2 < 62, v2 = §2 y v > §2. En todos los casos podemos ver que ambos coeficientes
de reflexion se anula en los puntos donde la transmision es perfecta, 7' = 1, dados por la ecuacion (3.37).
Ademas para los casos en que se cumple la condicién 2 > 62, surgen las resonancias U, como lo vimos
para el caso de la transmision, las cuales recordemos no dependen del tamarfio del sistema; sus posiciones
se muestran en la figura 3.11(b) y 3.11(c) representados por los triangulos rojos que se encuentran
dentro de la zona donde ; toma valores reales. Notar que la posicion de estas resonancias es simétrica
respecto al centro de la banda de energias y lo importante es la diferencia de valores que toman ambos
coeficientes de reflexion en estas resonancias. La reflexion por la derecha, Ry, se anula tanto en las
resonancias de Fabry-Perot como en las resonancias U. El caso contrario sucede con el coeficiente por
la izquierda Ry, el cual toma valores diferentes de cero dependiendo de los parametros que caracterizan
la cadena. A este fendémeno se le conoce como invisibilidad unidireccional y es caracteristico de los
sistemas que presentan simetria P7. A partir de las ecuaciones y simulaciones que se han presentado
para los coeficientes de reflexion y transmision, puede notarse que si hacemos incidir una onda plana
por alguno de los extremos de la estructura se tendra como resultado, ya conocido, que parte de la onda
plana es reflejada y otra es transmitida; el resultado ahora intesante es cuando tomamos el lado contrario

al elegido para hacer incidir la onda plana, dando como resultado que toda la onda es transmitida sin

Capitulo 3 Modelo de enlace fuerte PT-simétrico con acoplamientos diferentes entre sitios
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Fig. 3.11.: Coeficiente de reflexion derecha e izquierda para el caso N = 2, donde se han usado los parametros de la figura
3.2. Se han incluido ambas resonancias (Fabry-Pérot y U) donde la transmision es perfecta y las regiones de p
dadas por (3.30). Los casos (a)-(c) corresponden a a < 1y las figuras (d)-(e) a o > 1.

perder una parte en la reflexion, es decir, el arreglo con acoplamientos asimetricos le es invisible a la

onda plana en la posicion de las resonancias U.

El comportamiento de los coeficientes de reflexion en la columna derecha de la figura 3.11 es contraria
a la mostrada en los casos (a)-(c) de esta misma figura, ya que es ahora Ry, la que se anula en las
resonancias U. La diferencia entre ambos casos radica en el parametro «; el cual puede ser mayor, menor
o igual a la unidad; la columna derecha corresponde al caso o > 1, es decir, el valor del acoplamiento
intra-dimero v es mayor que el acoplamiento que existe entre dos dimeros consecutivos 7. A partir de
la expresion analitica para la reflexion izquierda (3.47), la funcién F_ se anula en las resonancias U
mientras que Ry es ahora quien tiene un valor finito, debido a que la funcién F; sera siempre mayor
que cero sin importar el valor de v y debido a la forma de la funcién F_ sélo podran tenerse una o dos

resonancias U, todo esto se muestra en la figura 3.11.

Valor critico de vy
Las funciones Fy depende de tres variables, vy, o y k; las cuales estan definidas por los re-escalamientos
v —v/nya — v/n, dondev yn son los acoplamientos entre los sitios que forma la cadena; -y es la
magnitud de pérdidas y ganancias, €,, = (—1)"i7, con~y > 0 y el vector de onda k > 0. En los casos
donde F (v, a, k) = 0 debe cumplirse que

" sen(k) + %(02 —72-1)

1
P, =0= B)=—— (a® =22 —1).
+ a sen(k) sen(2 p) = sen(k) 27<a v )

Seccion 3.3 Propiedades de Transporte

61



62

Etiquetando a cada lado de la ecuacién anterior con las funciones fi y fa,

fi=sen(k) y fo= _21’y (aQ—V2 — 1).

La funcién fi es la funcién seno del nimero de onda, de ella se sabe el dominio y rango de acuerdo
a los parametros que caracterizan a la cadena. La relacion entre k y la energia se da a través de
E =2 cos(k), por lo que el rango de la funcién f, esta definido en el intervalo [0, ]; fuera de ese
intervalo no nos importa como se comporte la funcién f1, ya que ahi no se tienen soluciones. Esto

implica ademas que la fo debe ser estrictamente positiva, es decir:

1

—a<a2—72—1)>0

= 2>a?-1

= | Yer > VaZ—1].

Podemos concluir que la reflexién derecha se anula cuando o y v satisfacen (3.48). Similarmente, el

coeficiente de reflexion por la izquierda se anula cuando F_(—~, a, k) = 0, por lo tanto,

_ 1 2 2
sen(k) = 7 (a — —1).
El intervalo de interés es el mismo que en el caso anterior, [0 < k < 7], por lo que podemos decir que

el coeficiente de reflexion izquierda se anula siempre y cuando

Va2 —1> 9.

Debido a que vy se definié como una cantidad estrictamente mayor que cero, « > 1. De esta forma se

ha determinado el valor critico para ~y en funcién de a.

El parametro v se ha definido como la ganancia y pérdida que el sistema presenta, la cual va a estar
acotada por cierto valor critico que delimita el punto en que una de las dos reflexiones sea nula. Para
empezar este analisis partimos de la funciéon F.i dada por la ecuacidon (3.21). El coeficiente de reflexién
derecha puede anularse debido a dos causas diferentes, ya que estd conformada por un término que
depende del tamario del sistema y otro que es la funcién F'; que involucra la dependencia de los términos
restantes que caracterizan al sistema. El caso que nos interesa es cuando la funcién F; (y, «, k) se anula

y a partir de ello el parametro  tiene los siguientes valores criticos (ver recuadro gris anterior):

V1—a? para a<1
Yor = 0 para a=1; (3.48)

Va2 —1 para a>1

tal que para vy < 7. el coeficiente de reflexion izquierda Ry, es el coeficiente que se anula en los puntos

Capitulo 3 Modelo de enlace fuerte PT-simétrico con acoplamientos diferentes entre sitios
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Fig. 3.12.: Coeficientes de transmision, reflexiéon derecha e izquierda en funcién del pardmetro «y. Donde los parametros
toman los valores: N = 2, E = 0.2 y a = 1.1. Se han etiquetado los puntos donde se presentan resonancias de
Fabry-Pérot (v = 1.473) y resonancias debidas a la funcién F, en el caso de reflexion derecha (y = 2.090427) y
reflexion izquierda (y = 0.1).

donde F_ = 0; mientras que para 7 > 7. los ceros corresponden al coeficiente de reflexién para

incidencia derecha Rpg.

Al graficar los coeficientes de transmision y reflexion en términos del parametro v para dos dimeros
en el cual la energia toma diferentes valores al igual que « (figura 3.12); notamos que el término de
pérdidas y ganancias se encuentra acotado de acuerdo con la ecuacion (3.30). En base al parametro ~y
puede determinarse la region donde p es real, el intervalo para esta region real es /(1 — a)? — E? <
v < /(1 + a)? — E2. Ademas se presentan resonancias de Fabry-Pérot en los puntos que dicta la
ecuacion (3.45), en este punto ambas reflexiones se anulan mientras que la transmision es perfecta, como
es de esperarse. A medida que el valor de  crece se llega a cumplir v2 > §2, por lo cual aparece otra
resonancia U para la cual el coeficiente de reflexiéon por la izquierda tiene un valor distinto de cero,
algo similar ocurre para el caso 72 = §2. Estas resonancias aparecen cuando alguna de las funciones
F4 se anula; la posicioén de estas resonancias estan dadas por la ecuacion (3.46). Ademas la ecuacién
(3.48) establece el limite donde ambas reflexiones se anulan, para el caso o = 1.1 y se tiene que para
v < 0.458 = 7., la reflexion izquierda es quien se hace cero, mientras que para v > 0.458 es el
coeficiente Ry quien es igual a cero. Otro aspecto interesante que podemos observar de la figura 3.12,

es el valor maximo que presentan las propiedades de transporte en funcién de ~ correspondiente a

k=m/8.

3.3.3 Valores para el parametro v

Como hemos mencionado las resonancias de este modelo provienen de dos circunstancias distintas, ya

sea por la anulacién de la funcion F o del parametro p dentro de la region de interaccién que satisface
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p=mm/2N,conm = 1,... N — 1. Estas resonancias estan definidas en puntos especificos dados
por las ecuaciones (3.37) y (3.40), lo que haremos es estudiar la region en la cual se encuentran estas
resonancias para cualquier valor de v al tomar diferentes valores para la razon entre acoplamientos o.

Partamos de la expresion para F'; definida previamente e igualandola a cero:

+ysen(k) + 3(a? — 4% —1)
asen(k)

Fi(v, o, k) = =0,

= 42 —2vysen(k) — (a2 - 1) = 0.

Dando como resultado una ecuacién de segundo grado para -, que tiene por solucion,

Yy = sen(k) + \/m. (3.49)

Esto nos da la posicion de las resonancias U para cualquier cantidad de pérdida y ganancia dentro del

sistema, ademas se puede obtener a partir de ella el rango de los valores que la variable v puede tomar,

v :1—a§7U§1—|—a:7 , para a <1. (3.50)

mwn max

Donde hemos considerado k = /2, es donde y toma el maximo valor. Para encontrar las resonancias

Fabry-Pérot partimos de la relaciéon de dispersion, despejando v en términos de k y aplicando el hecho

de que p = % de esta manera se obtiene:

_ o (MM _ 2 — )2 — _
'yFP—\/4acos (2]\/) 4cos?(k)+ (1 —)®, m=1,...,N—1. (3.51)

El comportamiento del parametro v dado por las ecuaciones (3.49) y (3.51) en funcion de la energia
se muestra en la figura 3.13. En ella podemos observar la regiéon donde las resonancias Fabry-Pérot
(zona amarilla) se encuentran para cualquier valor de 7. Empezamos con el caso donde la razoén entre
acoplamientos tiene un valor "pequefio”, por ejemplo tomemos el caso aw = 0.2 para los casos estudiados
previamente de la figura 3.2 para 42 menor, igual y mayor que 62. Puede apreciarse para cuando la
desigualdad v < 2 se cumple, hay una regién vacia simétrica respecto a la banda de energia donde no
existen resonancias F'P y corresponde a la regién donde p tiene valores complejos, es por ello que esta
zona no presenta dichas resonancias tal y como lo predicen las ecuaciones y la figura 3.3. El coeficiente
de transmisién muestra valores distintos de cero s6lo en las zonas donde p es real, a medida que se
incrementa el valor de esta razon de acoplamientos «, el pardmetro § disminuye ocasionando que la

zona de valores complejos colapse en el centro de la banda y desaparezca.
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Fig. 3.13.: Regién de las resonancias Fabry-Pérot (3.51) y U (3.49) para cualquier tamario de sistema. Ademas en cada
grafica se delimita al parametro y al incrementar el valor de los acoplamientos o lo que es lo mismo, cambiando la
asimetria del sistema.

La posicion del siguiente tipo de resonancias que surgen en este modelo, son las resonancias U; en
la figura 3.13 estan representadas por la linea punteada azul en cada grafica. Esto corresponde a las
ecuaciones que hemos analizado previamente, la apariciéon de estas resonancias empieza justo en el
centro de la banda de energia cuando 72 = 62, ademés de que para cada valor que el parametro que
mide la no-hermiticidad del sistema tome, aparecen s6lo dos resonancias U y no mas. Esta variable
se encuentra delimitada por un valor maximo Y, ..y uno minimo Y determinados por la ecuacion
(3.50). Una vez que este valor se ha sobrepasado Y el coeficiente de transmisiéon decae rapidamente

tendiendo a cero.

La utilidad de ésta figura 3.13 radica en la deteccién de resonancias al escoger cierto valor de , para
cualquier tamario del sistema que estemos considerando, ya que entre mayor sea el nimero de dimeros,
mayor sera el nimero de resonancias de Fabry-Pérot y por consiguiente llenaran por completo la region
amarilla correspondiente, sin pasar los limites establecidos por las lineas continuas negras. Se incluyé en
cada caso una linea roja punteda que indica cuando las pérdidas y ganancias son iguales a la asimetria
del sistema. No debemos olvidar que la funciéon F. es la que origina las resonancias U para el caso

a<l1.
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Fig. 3.14.: Ntmero de onda 1 en funcién de la energia incidente correspondiente a los casos analizados anteriormente donde
02 >72%, 02 =~y 8% <~

Para entender con mayor claridad el grafico 3.13 consideremos un ejemplo especifico. Supongamos que
las variables que caracterizan al sistema tienen los valores & = 0.2 y v = 0.6, empezando con una cadena
de 8 sitios o bien 4 dimeros; de acuerdo con la ecuacion (3.37) se tendran 6 resonancias Fabry-Pérot, las
cuales se encuentran dentro de la zona amarilla dada por la ecuacién (3.51). Al aumentar el tamafio del
sistema a 15 dimeros éstas resonancias aumentan a 28 y seguiran aumentando en nimero a medida
que el sistema lo haga también, teniendo como consecuencia que la zona amarilla correspondiente a
~ = 0.6 se ira poblando cada vez mas de resonancias; tal y como se muestra en la imagen 3.14, donde se
incluye como soporte el comportamiento del coeficiente de transmisiéon 7" para cada uno de los casos.
Con esto hemos determinado los valores que 7 puede tomar, pero inmediatamente surge la pregunta
sobre la region donde y > Y, € decir donde el parametro de pérdida y ganancia sobrepasa esta zona
amarilla; esto puede contestarse graficando la expresion para la transmitancia (3.35) y notar que en estos

casos la transmision decae bastante rapido hasta el punto en que se desvanece.

3.3.4 Caso §* =~?

Un caso que nos parece importante es cuando el parametro que mide el grado de no-hermeticidad se
iguala al parametro de asimetria presente en el sistema, es decir, §> = 2; sin dejar de tener en cuenta

que el parametro 7y se definid estrictamente positivo a diferencia del parametro 6, el cual puede tomar
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valores tanto positivos como negativos dependiendo del valor de «v. En este caso, la relacion de dispersién

(3.29) se reduce a la expresion,

4 avcos®(p) = B2 (3.52)

Esta ecuacién es muy similar a la relaciéon de dispersion correspondiente a una onda plana, pero la
influencia de los acoplamientos asimetricos que presenta la estructura interviene en dicha ecuacioén
mediante el parametro «, ocasionando una variacioén el rango para la energia F. También podemos
notar que no depende del parametro de ganancia/pérdida; sin embargo, no significa que las propiedades

de transporte no dependan de él.

F.. para el caso 6% = 2

La forma de la funcién Fy es la siguiente,

+v sen(k) + %(az N 1)
FL =

a sen(k)

Al considerar que v* = §2, se tiene

4+ sen(k) + 2 (a? — 62— 1
o d )

a sen(k)

+v sen(k) + %(oz2 - (1-a)- 1)
N a sen(k)

+v sen(k) + %(oﬂ —14+20—0a? - 1)
- a sen(k)
= sen(k) — (1 — «)

a sen(k)
_ Fysen(k) -9
Fe = a sen(k)

Las expresiones para las funciénes F1 («, 7, k) que se definieron previamente en (3.21) se simplifican

llegando a,

_ Eysen(k) -0

Fyi(a,v, k) = (3.53)

asen(k)

Las propiedades de transporte para este caso también se ven afectadas al hacer esta suposicion, asi que

en base a la ecuacion (3.53) se obtiene,
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Fig. 3.15.: Comportamiento del coeficiente de transmision y de los coeficientes de reflexion derecha e izquierda en funcién

, ; 2 2
del numero de onda, en el caso especifico §° = v, en el caso (a) se muestra N = 2, donde « toma los valores

0.98, 1y 1.01; mientras que el caso (b) corresponde a N = 10.

F,F_ =

52 — % sen?(k)

52 (1 - SenQ(k‘))

a? sen?(k)

aZsen?(k) o2

(3.54)

Dando como resultado que el coeficiente de transmision y de refleccién dados por la ecuacion (3.34) se

modifican para llegar a,

Rr  sen?(2Np)

T sen?(2u)

1
T —
L+ i 5 cot? (k)
1[ 6 r Ry sen?(2Np) 1
a2 |7 sen(k)] ’ T sen2(2u) a2

e

J
sen(k)

I

(3.55)

En vista de que 7y puede ser tanto un parametro positivo (para @ < 1) como negativo (si & > 1), la

ecuaciones (3.55) pueden simplificarse ain mas. Retomando la expresion algebraica que define al

parametro ¢ puede notarse que,

Tomando el caso donde el acoplamiento inter-dimero () es mayor que el acoplamiento intra-dimero (¢),

y=18] =1~ 0| =

es decir, a < 1, se tiene que,

Fi(a777 k) =

l—a para a<l1

a—1 para a>1

b
o

( +1— csc(k:)).
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El comportamiento de estas propiedades de transporte se representa en la figura 3.15 para tamariios
de cadena N = 2y N = 10 dimeros. Ambas estructuras presentan una resonancia de Fabry-Pérot y
una resonancia tipo U, cuyas posiciones estan dadas por las ecuaciones (3.37) y (3.40) que bajo nuestra

suposicion 72 = §2 se reducen a

mmT
E%,=14 — Ey=0 3.58
TP QCOS(2N> y U , (3.58)

respectivamente. Como lo confirma la figura 3.15, la resonancia U aparece justo en el centro de la banda
y ya que Eyy = 0, ademas se presenta invisibilidad unidireccional en este punto ya que la reflexion
izquierda se anula mientras que la reflexion por la derecha tiene un valor finito. Otro aspecto importante
que podemos notar de la figura 3.15 es el caso a = 1, considerado el caso simétrico; esto nos lleva a que
0 = 0 por lo tanto implica que +y sea cero, lo que nos diria que no hay potencial en sitio dentro de la
estructura, por lo que se espera que al hacer incidir una onda plana sobre dicha estructura, esta onda
pasara como si no existiera cadena. Es por ello que la transmision es perfecta y ambos coeficientes de

reflexion son cero, tal y como lo muestra la linea azul de la figura 3.15.

En el caso o = 0.98, tenemos determinados valores para el nimero de onda k donde se desvanecen los
coeficientes de reflexién y se tiene transmisién perfecta; por ejemplo la reflexién izquierda se anula
solo en los puntos k = 7/4 y 37 /4, mientras que para k = /2 aunque se tiene un valor finito en
cuanto a la reflexion por la izquierda, no sucede lo mismo con el coeficiente de reflexion derecha, el cual
tiende a cero, nétese que la diferencia entre estos puntos y la transmision perfecta es minima. Cuando
el parametro o toma el valor 1.01 ocurre exactamente lo contrario, siendo ahora en el coeficiente de
reflexion por la izquierda el que se anula, mientras que la reflexién derecha se mantiene con un valor

finito.

Otro punto de interés es analizar lo que ocurre con las expresiones obtenidas de las propiedades de
transporte en los puntos excepcionales de este sistema definidos por E2 = 62 — v%2 con pp = 7/2'y
E2 = (1+a)? — 2 para o = 0 bajo la condicién 4?2 = §2. Empecemos con el valor del namero de onda
para el centro de la banda de energias, 1 = 7/2, donde desde la expresion para la relacion de dispersion
se encuentra que la energia es igual a cero, F; = 0 implicando que el nimero de onda k coincide con el
parametro tipo Bloch p, ademaés la funcion F se anula y por consiguiente también el coeficiente de
reflexién por la derecha. Se realiza una expansion alrededor de E; = 0, para obtener una expresion
que no se invalide para el coeficiente de reflexion izquierda, ésta depende del cuadrado del tamarfio del
sistema con una constante de proporcionalidad que proviene de la funcién: F_ = —%7, simplificando

las propiedades de transporte

P
T~ ., Rp=0, Ry~N? Lﬂ . (3.59)

Seccion 3.3 Propiedades de Transporte
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Fig. 3.16.: Coeficientes de transmision por derecha e izquierda en funcién del ntimero de dimeros, IV, en el punto excepcional
correspondiente a ;1 = 7/2 y 62 = 4? ubicado en el centro de la banda E = 0.

La figura 3.16 muestra el comportamiento de las propiedades de transporte en el punto excepcional
p = /2 para 62 = 2, donde los coeficientes de transmision y de reflexion por la derecha no dependen
del nimero de dimeros y siendo 7" una transmision perfecta; mientras que el coeficiente de reflexién por
la izquierda es proporcional a N2. En otras palabra, al tomar una onda incidente que viaje de derecha
a izquierda, el modelo propuesto pareciera invisible ante dicha onda, ya que no presenta reflexion,
Rpr = 0; al intercambiar la direccion de la onda incidente se obtiene que cierta parte de ella se refleja

aunque la transmision sigue siendo perfecta para ambos casos.

Capitulo 3 Modelo de enlace fuerte PT-simétrico con acoplamientos diferentes entre sitios



Matriz de dispersion

CarPiTULO

Lo que se pretende en este capitulo es obtener la matriz de dispersion que caracteriza al sistema
previamente propuesto para contrastar con los resultados obtenidos en el capitulo 3 donde se aplicé el
formalismo de la matriz de transferencia. La matriz de transferencia total del sistema, la cual relaciona
las ondas incidentes y salientes de una zona de dispersion, esta definida mediante la expresion (ver

imagen 4.1),

Las entradas de la matriz M tienen una forma dada por (3.20), para tener un facil manejo de los calculos

que realizaremos posteriormente se renombraran de la siguiente manera,

in(2N 1
M) =a" =cos(2Np) +i sin(2Vp) 1 sin(2k) + %cos(k) <F+ + F_ﬂ ,

sin(2p)  |o
My = ib) =1 * 2 b 3.0,
Moy = —ib"(—y) = —1i e_ikWF_(%a,k),
Msy =a=cos(2Npu) — i w Li sin(2k) + gcos(k) <F+ + Fﬂ . (4.2)

Bajo la consideracion hecha en (4.2), la forma que toma de la matriz de transferencia total M es

M:( @ ib(’”). (4.3)
—ib*(—y) o«
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Fig. 4.1.: Esquema del sistema unidimensional P7 simétrico con acoplamientos asimétricos donde se indican las ondas
incidente, reflejadas y transmitidas.

Teniendo en cuenta que las entradas de la matriz de transferencia pueden expresarse en términos
de las amplitudes de los coeficientes de transmision y reflexion (3.22), debido a las etiquetas que se

introdujeron para redefinir las entradas de M, las amplitudes quedan ahora definidas como,

1 1
My=-=a = t=-—,
t a
Th ib(v)
_ R _ _
Mo = ; =ib(y) = "RT T,
r . b (—
M21 = —TL = —Zb (_’Y) = TL — (a’}/) (44)

De las ecuaciones anteriores se obtiene la matriz de dispersion S correspondiente a la cadena que se ha
propuesto. La diferencia entre S y M es la manera en como aborda la relacién entre las ondas que
participan en el problema de dispersion, lo que se espera de S es una ecuaciéon que explique como

cambian las ondas entrantes respecto a las salientes, como se mencion6 en el capitulo 2,

A B ry, tgr B
=S = : (4.5)
D C tr, TR C

donde r . (r R) es el coeficiente de reflexion para una onda incidente desde la izquierda (derecha). Los
términos fuera de la diagonal de la matriz de dispersion son los coeficientes tr y i1, los cuales estan
definidos por la misma expresioén analitica dado que el determinante de la matriz de transferencia es

igual a la unidad (3.25), en efecto

MM det M 1
My — May Moy

tr, = M1 — =trp ="1. (4.6)

t representa a la amplitud de la transmision, la cual como hemos comprobado, es independiente de la

direccion de incidencia. Por lo que la matriz de dispersion es
A ) i (—y) 1

t r 1 ib(y)

Capitulo 4 Matriz de dispersion



Para una estructura que no presenta pérdidas ni ganancias, la matriz de dispersiéon S es unitaria,

st =s71, (4.8)

donde T es la transpuesta conjugada. El hecho de que sea unitaria impone una condicién a sus

eigenvalores s, los cuales deben ser unimodulares, es decir,

\si\ =1. (4.9)

Por lo tanto, para este tipo de estructuras, la potencia se conserva sin amplificacion o disipacion. Sin
embargo, cuando introducimos al sistema la misma cantidad de pérdida y ganancia, como es el caso
de las estructuras P7 simétricas, el comportamiento espectral de la matriz de dispersiéon S no es
trivial. Se probara que la estructura P7T pasa por transiciones de fase, una de ellas donde se tienen

autovalores reales y se cumple una conservacion de energia caracteristica los sistemas P7 simétricos,

sin amplificacién o disipacién neta, pasando a un sistema no conservador con eigenvalores complejos.

La forma de los autovalores de S es la siguiente:

= [(b@) 57 () £/ (o)~ (=) 4] . (4.10)

Eigenvalores de S

) 1
a 4 a _ O
(11 zbgy) sy
a0 . 1
N <Zb( 7) ><Zb(v)_ )_2 0
a a

S s = (o) +5() £ 5 C) (1) - & (b 8 + 1)
= sa = o (80) +57(=) £ 5o /B2(3) 57 (=) = 26() b7 (=) — 4
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De acuerdo con la expresion (4.10), se derivan tres casos posibles dependiendo de los parametros del

sistema:

D) (b(y) = b (=)* < 4 i) (b(y) —b*(=))* > 4, iif) (b(y) — b*(=))* = 4.

i. Empecemos con el caso (b(’y) - b*(—’y)) < 4. Basados en esta suposicion los eigenvalores

toman la forma,

st = 2% l(b(v) +5° (=) ii\/ — (b - b*(—v))ﬂ : (4.11)

Mediante calculos directos encontramos que dichos eigenvalores son unimodulares, es decir, su

valor absoluto es 1.

54| =

1
= —J1—a2r_r . (4.12)
a

= ibfﬁ) — by = —z'm“R
= b(y)b*(—y) = —d’r r. (413
ib* (=) x(_ N — g
ro= - (=) = iar
Por lo tanto, de ésta dltima ecuacion el valor absoluto de los eigenvalores s es
|st] ! J1-1+ !
st = —/1-— —
* a t2
1
= ¢ =
ls¢| = 1. (4.19)
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Producto b(v) b*(—~)

Usando la entrada M 1, de la matriz de transferencia y la expresion (4.3):

b(7) b*(=7) = —a’r 7

R L
1
= terrL
1
== th (t—M]_]_)
1
= —tlt-a)
(=)
= —— t—f
t t
1

Hemos probado que para este caso los eigenvalores son unimodulares, esto implica que se
conserva la energia, no hay pérdidas ni ganancia en el sistema. Los eigenvectores para este caso

tienen la forma

2+

[Vy) =
241

(b — b)) £/~ (o) - b*(—wﬂ
(") — b)) £/ (o) - b*(—w)z]

Estos eigenvectores son P7T simétricos, ya que al aplicar el operador P7T se transforman en si

PT , .
) — [|t+). En este caso en particular se considera que nos encontramos en la fase

PT simétrica.

2
El siguiente caso que puede ocurrir corresponde a la suposicion (b('y) - b*(—’y)) > 4, donde la

forma de los eigenvalores y eigenvectores es

1

si:m[(b( )+ b (— :EZ\/ ) — b*(— ))2—4], (4.16)

2+i | (b (=) - j:Z\/ ) — b*(— ))2—4]
t) = . (4.17)
2+ |(b(y) = b*(—y iz\/ ) — b (— ))2—4]
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En este caso los eigenvectores no son P7 simétricos, ya que no regresan a ser ellos mismos
. . P ,
después de aplicarles el operador PT; lo que sucede es que |+ ) T, |+). Ademas, podemos

agregar que la matriz de dispersion satisface la siguiente transformacion

PTSPT =S~ L (4.18)
De ella podemos deducir que los eigenvalores son reciprocos conjugados, sy sy = 1, implicando

que si |s;| > 1 entonces |s_| < 1. Esto es caracteristico de la fase PT simétrica rota.

2
iii. Por dltimo, si (b(fy) - b*(—v)) = 4, se tienen eigenvalores degenerados
i .
sp=so =5 | (b0 + b (=7)] - (4.19)

Para simplificar esto aiin mas, podemos notar que debido a la forma general de los eigenvalores
dada por la ecuacién (4.10) se satisface, s; s = —\a|2 /a?; por lo que, los eigenvalores y

eigenvectores toman la forma

lal 142
Sp =8 = :ti;, |Y1) = . (4.20)
152

Este caso nos encontramos en el punto excepcional donde la simetria P77 sufre una transiciéon de

fase, ya sea de valores imaginarios a reales o complejos o viceversa.

En resiimen, los eigenvalores de la matriz de dispersion S caracterizan las fases P7T del sistema; sin
embargo un criterio més simple puede obtenerse en términos de los coeficientes de transmision y

reflexion:

<1, para fase PT simétrica

R +R,

— o - T =1, punto de ruptura para PT . (4.21)
> 1, para fase P77 simétrica rota

La expresion (4.21) indica las transiciones de fase de la simetria P77 en términos de las propiedades
de transporte, la figura 4.2 contrasta dos casos muy diferentes dependiendo del valor del parametro
7 respecto a la asimetria del sistema J. Como antes se explico, para el caso 2 < §2 la transmisioén es
siempre menor que uno y se tienen dos regiones simétricas con respecto al cento de la banda donde el
sistema se encuentra en la fase P77 simétrica, debido a que al graficar la ecuacién (4.21), ésta se encuentra
por debajo de la unidad y los extremos de la banda junto con la region del centro de la banda muestra la

ruptura de la simetria P7T (ver figura 4.2a). Para el siguiente caso, 4.2b muestra a un parametro y mayor
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T T
N=20, y=0.02, 5=02 N=20, y=05, 5=02

81— — 81— —

Fase PT simétrica rota Fase PT simétrica rota

Fase PT
simétrica |

Fase PT
U simétrica
.
02 04 0.6 0.8

k/m k/n

Fig. 4.2.: Comportamiento de la ecuacién (4.21) para a) 7> < §% y b) v > §2. En ambos casos se considera una cadena de 20
dimeros.

que J, puede notarse que las regiones de los extremos y el centro de la banda toman valores que son
considerablemente mayores a uno, indicando que ahi no hay simetria P7; la region del centro de la
banda es caracteristica ya que la transmisién es mayor que uno, sin embargo atn se tienen regiones

donde podemos encontrar que el sistema sigue satisfaciendo la simetria P7T .

Partiendo de la matriz de dispersién S podemos analizar la ruptura de la simetria P7, la simetria no se

rompe durante el proceso de dispersién ya que no depende del tiempo.

4.0.1 Matriz de dispersion S,
Existe cierta libertad en la definicién de la matriz de dispersion S para modelos unidimensionales, una
de ellas corresponde a la permutacién de los canales de salida; dando lugar a una matriz de dispersion

alternativa que denotaremos por Sc:

D B t rp B

I
w
(¢}
Il

(4.22)
A C TR t C

Esta matriz de dispersion alterna, no preserva la forma de los eigenvalores obtenidos para la matriz
S (4.10) debido a la permutacién que se ha realizado. Dando lugar a dos diferentes criterios para las
fases PT -simétrica y P7T -simétrica rota, tanto como para los puntos excepcionales. Llevando asi a
diferentes preguntas sobre cuales de los eigenvalores y eigenvectores de ambas matrices de dispersiéon

son fisicamente significativos, al igual para las transiciones.

Lo primero que diremos es que ambas matrices nos llevan a las mismas definiciones de las amplitudes
de los coeficientes t, ry, y g, dando el mismo estado dispersado para el mismo estado de entrada. La

forma analitica de los eigenvalores de la matriz S. estan dados por la siguiente expresion,

1 0 0.1 02 03 04 05 0.6 0.7 08 09 1
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1
si2=t+ fr v, = a(l + 4/ —=b(7)b*(—7) ) (4.23)

Usando la propiedad de la matriz de transferencia (2.27) (S* = S~!), mediante un poco de algebra se

t
T
s6lo en términos de la amplitud y del coeficiente de transmision,

llega a la expresion, r ;= T’Z. Con esto la expresion analitica de los eigenvalores queda expresada

1
5172 == t<1 + 1-— T > (4.24)

La forma del coeficiente de transmision se determiné en la seccién 3.3, ver la ecuacién (3.35), la cual

podemos sustituir para mostrar la forma final de los eigenvalores de la matriz de dispersion:

sin?(2N )
= tll1ty/———=——F k)F_(— k) ). 4.25
51,2 ( \/ sin2(2u) _A,_(’}’,Oé, ) ( s O )) ( )
Obtencion de la ecuacion rp = —t%r}:
G = S—l
t* rgp\ 1 t  —TR
r;  t* 2 —rprp \—rp ¢
* L
= = ——0—
'L t2 —TLTR

La entrada S, esta dada por la expresion

p=_' 5 iZtQ—TLTR
t2—rrp t*

sustituyendo en la ecuacién para r;, se obtiene finalmente

3 *
TL:_tTkTL

El analisis de los eigenvalores pertenecientes a la matriz S (4.25) empieza teniendo en consideraciéon
el valor del pardmetro «. Este puede ser mayor (v > 77) o menor (v < 1) que la unidad; teniendo
implicaciones diferentes en cada caso, ya que alguna de las funciones F1 que se introdujeron en el
capitulo 3 es siempre es menor cero dependiendo del valor de a. Por ejempo, en el caso o < 1, la

funcién F_(—, «, k) es siempre menor que cero sin importar el valor de los demés parametros de los
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cuales depende el sistema, esto se mostro en la figura 3.5b. En base a esto se tienen los siguientes casos

para el argumento de la raiz cuadrada de la ecuacion (4.25).

Para a <1: s12 :t(lzlz \/AF,(—%a,k)),

>0 = F,<0

sin?(2N
MF+(77 a, k) <0 = Fy>0 . (4.26)

A== sin?(2p)

-0 = F,=0 6 p=1or

Se introduce la variable A, formada por los términos que pueden hacerse nulos, mayores o menores que
cero y en base a ella, el modulo de los eigenvalores pertenecera a alguno de los tres casos mostrados

anteriormente. Los eigenvalores son unimodulares cuando A > 0, es decir,
|81,2| =1, (4.27)

correspondiente a la fase P77 simétrica, donde los eigenvectores son también PT simétricos y por lo
tanto los eigenvalores son unitarios. Mientras que el caso A < 0 corresponde a la fase P7T simétrica
rota, donde los eigenvectores no son P7T simétricos y se transforman el uno en el otro al aplicarles el

operador P7T. Como consecuencia los eigenvalores tienen modulos reciprocos,
s1] = 1/]s2]. (4.28)

Por dltimo, A = 0 es un criterio que marca la transicion de fase donde se rompe espontaneamente la
simetria PT, cumpliendo con las caracteristicas de un punto excepcional donde dos eigenvalores de la
matriz de dispersiéon S coinciden,

81 = $2. (4.29)

Las fases que presenta la simetria P77 y los puntos excepcionales también pueden ser determinados en
términos del coeficiente de transmision 7" cuando este sea menor, mayor o igual a uno. El procedimiento

para llegar a ello es igualar las ecuaciones (4.24) y (4.26):

31,2:t<1i 1—1> = (1= /ar)

T
1
= -= = AF_
T
= 1 1—AF
T = L
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> T = (4:30)

A partir de esta ultima expresion es posible decir si nos encontramos en la fase P77 o no, dependiendo
del valor que tome la transmisién 7'en base a como se comporte la variable A, cuyos casos se encuentran

dados por la ecuacién (4.26), llegando a las siguientes tres posibilidades:

<1 — Fase PT simétrica
T >1 — Fase PT simétrica rota - (4.31)

=1 — Punto excepcional

Fases P simetricas en funciéon de T

» Fase PT simétrica « Fase PT simétrica rota e Punto Excepcional
A>0 A <O A=0

= AF_<0 = -A>0 = AF_=0
= 1-AF_>0 = —AF_<0 = 1-AF_=1
~ Lo = 1-AF_ <1 I

T T

1

. > 3> 1 - =3

~ [>1]

El caso en el cual nos enfocaremos es cuando la transmision es mayor que uno, es decir, cuando nos
encontramos en la fase de simetria P7T rota; ya que como se mostrd en la seccion 3.3.3, para un cierto
rango de valores del pardmetro de no-hermiticidad del sistema () se tiene una transmisién mayor
que la unidad y comienza la aparicién de las resonancias U, causadas por la interseccion de la funcion
F.(v,a,k) con el eje z = 0, siempre y cuando o < 1. Ese rango est4 acotado por la razon de los

acoplamientos definida como a,

T>1: l-a<y<l+a. (4.32)

De esta manera podemos afirmar que cuando se tomen valores para el coeficiente de no-hermeticidad
(7) menores a 1 — o = 4, nos encontraremos en la fase P77 simétrica, tal y como lo muestra la figura
4.3 donde se grafica el In ’8172|2 para los casos & = 0.2, 0.5 y 0.8 con un tamafio de sistema de 4, 10 y 8

dimeros respectivamente; mientras que si 7y rebasa el valor de § aparece cierta regiéon donde la simetria

80 Capitulo 4 Matriz de dispersién



N=4, a=02, y=04 N=4, a=02,y=038 4N=4,oc=0-2,v=0-8115N=4,a=0-2,v=1-0
[T 717 22| T T [F 17T 7] [-T-17]_
L _ o | = - - Inl s, |
08 |— — 08— — 1 2
oL L 4L 4, | - Inls, |
N o6 —H o6 — B
» B 1 T 7] 05— —
— 04| 04— |
= - - - - L ]
02 — 02— — 0
= 4 F - 0
0 0
02 i 1 | 1 | 1 | 1 | __0‘2 C 1 | 1 | 1 | 1 | 1 ] 1 | 1 | | 1 | 1 1 | 1 | | 1 | 1
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
k/m k/m k/m k/m
N=10, =05,y=02 N=10, a=05,y=05 N=10, a=05,y=053 N=10, a=0.5, y=0.6
15— T T L5 T T e ] T T
-52>Y2 | 6222 41518 <y . — 4_5H: .
N N N : e : - Inls |
N 1 B -
" N Inls, |
— 05 — 05— — L 3
- 05 B Y R — N
£ o 0 0 0
L 4 L 4 L 1L b
05— —-05— —-05 - e
1 | 1 | 1 | 1 | 1 1 | 1 | 1 | 1 | 1 1 | 1 | 1 | 1 | 1 2 1 | 1 | | 1 | 1
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 I
k/m k/m k/m k/m
N=8, a=08, y=005 N=8,0=08,y=02 N=8,0=08,y=021 N=8,a=08,y=1.1
2 I 2 L 2 T T 1 10 === 1M =
52>Y2| I 52=Y2r IR I: :I I o < Y2 - T
I . 2
5= nE m - = Inls,|
a B 1 T 7 : 2
- : - Inls, |
(\1 1 1 vvw s : - 2
L2 o5 — o5 —
R 1t 1 [ ]
0 0 VAN,
05— —-05— |
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

k/m

Fig. 4.3.: Logaritmo de los eigenvalores de la matriz S en funcion del nimero de onda k. In |s1|* (In |s2|?) esta representado
por la linea roja (verde) y la linea azul representa la transmisién 7". Las lineas moradas punteadas muestran la

k/m

posicién de los puntos excepcionales.

PT se rompe, lo cual se traduce en que los eigenvalores tienen modulo reciproco y analiticamente esta

region esta delimitada por las resonancias U,

k/m

L1 /1
2\ 72

(12 =02 (1 +a)* - 12) ] :

k/m

(4.33)
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El sistema estara dentro de la fase 7 simétrica rota cuando el vector de onda kyy_ < k < ky,, lo cual
se traduce en que los eigenvalores tienen modulos reciprocos. Como lo muestra la figura 4.3(b), las
lineas rojas y verdes representan el In |s; \2 yln |so ]2 respectivamente, las cuales son definitivamente

cero cuando k < ky_ y k > ky,, indicando que el sistema se encuentra en la fase PT simétrica.

Al realizar una permutacion de los canales de salida a la matriz S, nos brinda la aparicién de las
resonancias U, las posiciones y ecuaciones coinciden con las antes obtenidas (ecuacion (3.41)). Cuando
se tiene la aparicion de dos resonancia U, estas delimitan cierta regiéon donde la simetria P7T se rompe
espontaneamente y el coeficiente de transmision es superior a uno. Las regiones fuera de este rango,

pertenecen el régimen P7 simétrico donde los eigenvalores son unimodulares.
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CaprPiTULO

Este capitulo se analiza la dindmica de una cadena unidimensional en la aproximacién de amarre fuerte
mediante el estudio de los eigenvalores y eigenvectores. Para ello vamos a considerar el hamiltoniano

que caracteriza a nuestro modelo.

H = Z {5n CILCn + Unnt1 c};cnﬂ + Vnn—1 chn_l}, (5.1)

n

donde ¢! y ¢, son los operadores de creacion y aniquilacién de una particula en el n-ésimo sitio,
respectivamente. La particula puede saltar de un sitio a otro debido al término de acoplamiento de
primeros vecinos v, ,+1 dado por (3.3). Considere a una sola particula propagandose a través de
toda la cadena, cuya dinamica puede describirse en la base de posicién - ocupacion, denotada por

{In), n=1,...,2N}, de tal manera que
{Iny =100...1,..)}, (5.2)

donde n denota un sitio particular ocupado por una excitaciéon y 2N es el nimero total de sitios en la

cadena. La accion de los operadores de creacion y aniquilacién en la base de ocupacion es la siguiente:

cl 10) = 1),
cl In) = |0),
i) =0, n#j, (5.3)

considerando solo estados ocupados; el vacio lo denotamos por |0). El hamiltoniano también puede

representarse en esta base de ocupacion, la forma que toma es
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H o= 3 {enln)nl + vinsaln) (o 411+ v nalnh (o = 1]} (5.4

La ecuacioén (5.4) es un hamiltoniano de enlace fuerte simplificado, cuya representacion es una matriz

tridiagonal en la base de estados ocupados individualmente,

€1 V1,2 0 0 s 0 0
vp1 €2 o3 0 .- 0 0
0 w32 €3 w3q - 0 0
H = (5.5)
0 0 0 0 : €2N-1 VaN-12N
0 0 0 0 . VaN2N-1 €N

El hamiltoniano est4 representado en un subconjunto de los estados del espacio de Fock, el cual esta
conformado por estados que estan multiplemente ocupados; en estos momentos sélo consideramos
estados ocupados individualmente pero podriamos pensar en la dinamica de dos excitaciones en una

cadena.

Los elementos de la diagonal de la matriz (5.5) corresponde a las energias de los sitios, cuya forma es dada
por la ecuacion (3.2) y las amplitudes de salto que se encuentran en las subdiagonales inferior y superior

obedecen la ecuacién (3.3); por lo cual la representacion matricial del hamiltoniano de nuestro modelo es:

-1y v 0 0 0
v 1y n 0 0 0
0 n —iy v 0
H= . . . (5.6)
0 0 0 0 -1y v
0 0 0 O vy

5.1 Dependencia Temporal

Supongamos que el sistema se encuentra al tiempo ¢ = 0 en un estado conocido |¥(t = 0)), ademas
conocemos los eigenvalores ¢ y eigenvectores |€;) del hamiltoniano H. El estado |¥ (¢ = 0)) puede ser

proyectado en la base de los eigenvectores del hamiltoniano,

W(t=0)=> arlé), ar=(&T(E=0)). (5.7)
2
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Al aplicar el operador de evolucién temporal U (t) sobre un estado arbitrario |¥ (¢ = 0)) lo evoluciona a
un estado |¥(1)),

Ut) = [¥(t = 0)) = [¥(1))- (5.8)

Al actuar dicho operador sobre los eigenvectores se obtiene, U(t) |¥(t)) = exp(—iext/h) |V (1)), tal

que

W(t) = D ap exp(—iext/h) &),
P

= Z (&k|T(t =0)) exp(—iext/h)|Ek) - (5.9)

k

Asumiremos que la funcion de onda (o el estado vector) se encuentra localizada inicialmente en un sitio
[-ésimo particular de la cadena, es decir, |U(t = 0)) = |/). Lo que nos interesa es la probabilidad de que
un tiempo ¢ después la excitacién se encuentre en un sitio m-ésimo; entonces proyectaremos el estado
vector |¥(t)) en la base de ocupacion, por lo cual calcularemos 2N proyecciones by, ;(t), cuya forma

esta dada por:
b1 (1) (ml&k) = D (kll) (mlék) exp(—iext/h). (5.10)
k

?, el subindice [ indica el lugar de la excitacion inicial y

De donde la probabilidad al tiempo ¢ es |by, ;(%)

m es el sitio donde se encuentra la excitacién al tiempo .

5.2 Analisis Analitico

Para estudiar la dindmica de una excitacion dentro de la cadena unidimensional en la aproximacion de
amarre fuerte, lo haremos mediante el analisis de los eigenvalores y eigenvectores correspondientes a la
matriz hamiltoniana (5.6). Los cuales se obtienen mediante el proceso de diagonalizacion. Se realizara
el analisis tedrico de la dependencia temporal partiendo del caso méas sencillo, es decir, considerar

que la cadena se compone de dos sitios. Por lo cual la matriz Hamiltoniana que representa a este dimero es,

Hyyxo = (—i’y ,U> : (5.11)

voo1y

La forma de los eigenvalores esta dada por la siguiente ecuacion:

€y = +4/v2 — 2. (5.12)

Seccion 5.2 Analisis Analitico
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Con eigenestados asociados

77,’}/%* /02 7,},2
v

4 2 _ A2
) = =TT 1y 4 p2) = ,
1
)~ — 2 _ A2 v
o) = — YT 1) +]2) = . (5.13)

v

Eigenvalores y eigenvectores de Hy o

Eigenvalores : Eigenvectores :
=h7 =G v
det Hoxo = =0 .
x v iy—e —iy — y/v2 — 42 v a 0

= (—iy=N(iy—€) —0v2=0
(—iv=NGv-©) v == \o) \o
= —2y24ive—iye+ A2 —0v2 =0
(—iy £ y/v2 —92)a+vb=0

va + (iy £ \/v2 —42)b=0
= €=V L, CEVY -
v

= 62+'y2—v2:0 =

Vv2—q2—iy _\/1)2—'72+i'y
v v
& = , b=
1 1

Reconociendo a los eigenestados de energia como la base para los estados del dimero, podemos suponer

que el sistema esta preparado en algin estado inicial [1(0)),

¥(0)) = Ciler) + Calea) (5.14)

de tal manera que el estado evolucionado en el tiempo es
(1)) = Cre "V ey 4 Cy e VI I gy (5.15)

Donde se han implementado los valores de energia (5.12) para los respectivos eigenestados de energia.
Haciendo uso de la condicién inicial, donde suponemos que el electrén se encuentra inicialmente en el

lugar [¢(0)) = |1), podremos determinar las constantes C' 2 de la ecuacion (5.14), por lo que tenemos
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1) = C1ler) + Cal€g) (5.16)

y por lo tanto,

C1 = (a]1), Cy = (ef1) . (5.17)
Partiendo de la definicion de los estados |A; 2), notamos que

ARV,

iy — VU2 —42

(€1] = (1] + ¢ (€2 = - (1] + (2]. (5.18)

Sustituyendo en (5.16), obtenemos

iy + V02 -2 szify— V2 — 2
v ’ '

v

Cy = (5.19)

Regresando al estado evolucionado (5.15) y haciendo uso de las ecuaciones anteriores, llegamos a la

expresion final

; /02 —~2 . v JU2 — A2
p(t)) = I i VR ey o DT VO D VR ) (s.20)
Nos interesa conocer la probabilidad de encontrar al electron en |2), que esta dada por
Piay(t) = 12 (1))* = |C(O)I*. (5.21)

Lo cual requiere que se calcule

ct) = Q@),

. I - 2 A2

IRV e gy 4 YTV T R g
v v

_ m+\/7 VP yn 1= Ji el VIR,

_ Q [ei\/lﬂ—”ﬂ t/h+e—i\/v2—w2 t/h] o v? _’72 |:ei\/U2—"/2 t/ﬁ_e—i\/v2—w2 t/h

v v

v

i29 COS(Wt) _wmm<mt>
h v h ’
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€€ €
Ep: —1Y iy —y 7y —1y 1y —1y vy s iy

Fig. 5.1.: Cadena unidimensional con = 0.

cit) = % [7 cos <@> —y/v?2 —~2 sin <U2h_72t> ] . (5.22)

Por lo tanto

Piy(t) = % [’y cos <U2h_72t> — /0% —~2 sin <U2h_72t> ] ) (5.23)

Esta tltima ecuacion es la probabilidad de encontrar a la excitacion inicial en el sitio |2) al evolucionar el
tiempo dentro de un dimero. La idea de explorar este caso radica en la correspondencia al caso extremo
en que uno de los acoplamientos asimétricos que se han introducido desde el principio tome un valor

nulo, es decir 7 = 0, este modelo se muestra esquematicamente en la figura 5.1,

De acuerdo con la ecuacién (5.12) los eigenvalores para una cadena de 20 sitios seran reales mientras el
valor del acoplamiento no sea rebazado por el parametro v que caracteriza al potencial en sitio, una
vez que este valor es superado los eigenvalores son completamente imaginarios. Podemos ver que
cuando un acoplamiento es cero, cada dimero consiste en dos osciladores lineales con acoplamiento
lineal; este caso ha sido ampliamente estudiado en la literatura y se conoce que las amplitudes aumentan
exponencialmente respecto al tiempo. Esto es algo trivial, pero la verdadera pregunta es que pasa cuando

se tienen acoplamientos diferentes de cero.

5.2.1 Dinamica en una cadena simetrica

Una cadena simétrica, se caracteriza por un potencial con la forma F,, = (—1)"4~y y el hamiltoniano en

representacion matricial que lo describe es:

—iy 1 0O 0 .- 0 0
1 v 1 O
0 1 —iy
H= : : : N : : . (5.24)
0 0 0 O -1y 1
0 0 0 0 1 iy e
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n=20, y=0.2, v=09, n=0 n=20, y=06, v=02, n=0
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o 5T l
S S
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S 0OF < o |
> > |
= =
9) 5 8 ]
20 b { .20
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05+ B [ | |
041 | -
e Re(ly) e Re(h,)
r e Im() [] r o—e Im(h) |
| | | T } : : : : : | | [, n
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0‘60 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
indice de eigenvalor, n indice de eigenvalor, n
(@) (b)

Fig. 5.2.: Eigenvalores para una cadena conformada por 20 sitios donde uno de los acoplamientos es nulo (n = 0), mientras
que el otro acoplamiento tiene un valor diferente de cero; dados por la ecuacién (5.12). Se muestran dos casos a)
caso donde se cumple que v > ~y dando lugar a eigenvalores completamente reales y b) caso con eigenvalores
imaginarios ya que v < 7.

Independientemente del tamafio de la cadena que se considere, este tipo de problemas puede resolverse
de manera numérica. La solucién implica conocer los eigenvalores y eigenvectores del sistema, ya que
en base a ellos se obtiene el comportamiento de una excitacion inicial en cualquier sitio de la estructura

en funcién del tiempo al proyectar el estado vector | V(%)) en la base de ocupacion.

La razoén por la cual se reporta este caso es para hacer una comparacion con el caso asimétrico y comparar
tanto los eigenvalores como la evolucion de la excitacién inicial dentro de la estructura. Las figuras
de estos calculos estan dados en las figuras 5.3 y 5.4 donde puede verse como el estado inicialmente
localizado se delocaliza hacia los sitios adyacentes al lugar de la excitacion inicial para despues extenderse
sobre todos los demaés sitios que conforman la estructura. El eje horizontal de los graficos es el indice de

los sitios.

La figura 5.3 muestra los eigenvalores del hamiltoniano (5.24) para 200 sitios en funcion del indice de los
eigenvalores. Presentandose dos casos donde varia el parametro -, se observa que al ir incrementando
este parametro también lo hace la cantidad de eigenvalores imaginarios representados por los puntos

rojos en la imagen. La expresion analitica de los eigenvalores para el caso de la estructura simétrica es,

en:\/4cos2 (Z—Nﬂ)—%, n=1,...,N—1. (5.25)

En el cason > % cos™! (%) los eigenvalores son completamente complejos; en el caso contrario los

eigenvalores son completamente reales.
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n=200, y=02, v=1, n=1

n=200, y=08, v=1,n=1
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Fig. 5.3.: Eigenvalores obtenidos de manera numérica para una cadena simétrica de 200 sitiosconn =1=wv.a)y =02y
b) vy =0.9.
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Fig. 5.4.: Dependencia temporal de la distribucién de la probabilidad para una cadena simétrica donde la excitadion inicial

comienza a la mitad de la cadena, n = 10.

5.2.2 Dinamica en una cadena P77 simétrica

Consideraremos que nuestro modelo esta formado por dos dimeros, es decir cuatro sitios; este es el caso

mas pequefio que podemos considerar para mostrar asimetria en los acoplamientos resultando en un

modelo P7T simétrico. El hamiltoniano correspondiente a este caso tiene la forma
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—iy v 0 0
vty n 0
H = . 5.26
x4 0 m iv o (5.26)
0 0 vy

Los eigenvalores de dicha son

+17 7,
€j = . (5.27)

/10 (n+ VETEE) -2 =72

La expresion de los eigenvalores se complica a medida que incrementamos el tamafio de la cadena.
Ademas la diferencia que tiene con el caso simétrico es la presencia de solo dos eigenvalores imaginarios,
+iy para cualquier tamaro de la cadena que se considere. Esto tiene que ver con el tipo de condiciones de
frontera que se le imponen al sistema, en este caso se impusieron condiciones de frontera no periddicas,

es decir, las entradas de la matriz hamiltoniana H ,, y H,, 1 para n sitios son iguales cero.

La matriz (5.26) y matrices correspondientes a estructuras con un nimero mayor de sitios puede
diagonalizarse numéricamente. La forma en la cual aqui se abordé el problema es empleando un
programa en fortran para diagonalizar una matriz de cualquier tamafio bajo las condiciones mencionadas
anteriormente. El resultado de este analisis numérico es un arreglo de n eigenvalores ¢j, del hamiltoniano
H y un arreglo 2D de eigenvectores |{;), dando la solucién completa del problema, incluyendo la
dependencia temporal. Para el caso donde se incrementa el tamafio del sistema a un total de 20 sitios y
considerando dos acoplamientos distintos posicionados de manera alternante dentro de ella, el analisis
se encuentra dividido en los tres casos que se han venido estudiando a lo largo del trabajo (ver Fig. 3.2).
La figura 5.5 muestra los eigenvalores para estos tres casos, donde puede observarse que se tienen al
menos dos eigenvalores imaginarios dados por £ y el resto es completamente real cuando se cumpla

72 < §2; el este ntimero de valores propios imaginarios se incrementa cuando 62 > 2.

En cuanto a la dependencia temporal de una excitacion inicial en cualquier sitio de la estructura, los
resultados se muestran en la figura 5.6 donde se toma una excitacion inicial al principio, en medio y casi
al final de la cadena para un intervalo de tiempo de 100; la unidad de tiempo en este caso es ii/e,, tal y

como lo indica la ecuacion (5.10).

La figura 5.6 condensa los tres casos basicos que nos interesan: la primera linea horizontal de graficos
corresponde al caso simétrico para excitaciones iniciales en la posicion n = 3,10 y 15, en todos los
casos esta excitacion se expande a todos los demas sitios en un tiempo muy corto en comparacién con
las imagenes de la segunda y tercera linea. Al considerar un segundo acoplamiento dentro de la cadena
la dindmica cambia notablemente. Podemos ver que para el caso o < 1 (fila del centro de la Fig. 5.6)

donde n = 1 y v = 0.02, la excitacion al pasar un corto tiempo se encuentra ahora en el sitio contiguo,
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Fig. 5.5.: Eigenvalores para una estructura de 20 sitios para tres casos diferentes donde se comparan los parametros v2 y §2.

el cual presenta un acoplamiento mayor; al transcurrir aun mas el tiempo, la posicion de esta excitacion
se restringe s6lo a estos dos sitios. Un comportamiento similar se muestra al intercambiar los valores de
los acoplamientos n = 0.002 y v = 1 (ultima fila de la Fig. 5.6), donde también puede apreciarse que la
excitacion se mantiene dentro del dimero donde se ha iniciado la excitaciéon en un tiempo mayor en

comparacion con el caso simétrico.

La dinamica para modelos asimétricos se mantiene dentro del dimero donde comienza la perturbacion,
en la figura 5.7 puede notarse esta influencia débil de la asimetria durante un periodo de tiempo corto.
Después de un tiempo, se nota el acoplamiento entre los dimeros de la cadena, ya que la excitaciéon
que al inicio pareciera restringida a uno sdlo de ellos, comienza ahora a extenderse lentamente a
los demas sitios. También debe tenerse en cuenta que al ir aumentando el niumero de eigenvalores
imaginarios, tarde o temprano se tendra un aumento exponencial de las amplitudes de onda, este
crecimiento exponencial puede evitarse aniquilando dichos eigenvalores y obligamos a ser cero a los
eigenvectores correspondientes, con el fin de observar dinamicas no exponenciales durante un tiempo

mayor a comparacion de tomar en cuenta estos eigenvalores imaginarios.
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Fig. 5.6.: Dependencia temporal de la distribucién de probabilidad obtenida de manera numérica para una cadena simétrica
de 20 sitios. La primera fila corresponde al caso simétrico (n = v = 1), las siguientes filas representan a una
estructura asimétrica o < 1 (fila de en medio) y o > 1 (fila inferior). Los tres casos abarcan el mismo intervalo de
tiempo para poder comparar entre ellas.
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Fig. 5.7.: Dependencia temporal de la distribucion de probabilidad correspondientes a los casos mostrados en la figura 5.6
pero para un tiempo mayor, ¢ = 100.
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Conclusiones

CarPiTULO

En este trabajo el interés principal se fijo en sistemas cuyos hamiltonianos son no-hermiticos; en este tipo
de sistemas el principal efecto en las propiedades de transporte se manifiesta como la no conservaciéon
de la densidad de corriente, mientras que la dinamica del sistema resulta ser no unitaria. De esta forma,
los sistemas incluyen efectos de pérdidas o ganancias, lo cual es una caracteristica fundamental de todos
los sistemas fisicos reales. Hemos analizado expresiones exactas para los coeficientes de transmision y
reflexién de un modelo unidimensional P77 simétrico, valido para cualquier valor de los parametros del
modelo. Las expresiones se presentan en una forma muy transparente que permite analizar de manera
efectiva todas las propiedades de transporte. El interés principal se da en el papel desemperiado de
la asimetria en los acoplamientos izquierda/derecha entre sitios vecinos. Hemos demostrado que los
acoplamientos asimétricos resultan en la apariciéon de una regiéon donde los valores propios tienen partes
reales e imaginarias, ubicadas alrededor del centro de la banda de energia. Esta region esta ausente para

el modelo con acoplamientos simétricos previamente estudiados en las Refs. [89, 90].

Nuestros resultados han revelado un nuevo efecto que manifiesta que para el acoplamiento asimétrico
entre sitios vecinos, la degeneracién de los valores propios de la matriz de transferencia (puntos
excepcionales) no proporciona propiedades de transporte asimétricas P7 especificas, como la reflexién
unidireccional. En cambio, las ltimas propiedades surgen para los valores de energia Er; (denominados
anteriormente como los puntos U) en los que la degeneracion estd ausente. Estos puntos U, que
emergen en el enfoque de matriz de transferencia, son diferentes de las resonancias de Fabry-Perot,
ya que no dependen del nimero N de células peridédicas (dimeros) que forman nuestras cadenas
unidimensionales. En cambio, estan definidos por las funciones F, ver Eq. (3.21), que hemos introducido.
Estas funciones absorben propiedades especificas de células individuales y determinadas completamente
por las propiedades de transporte P77 simétricas. Nuestros resultados manifiestan que las propiedades
de transporte de cualquier estructura periédica con N dimeros pueden obtenerse considerando las
propiedades particulares de un sdlo dimero, por lo tanto, la influencia de los N periodos puede

incorporarse facilmente en expresiones finales para todas las caracteristicas de transporte.
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También hemos demostrado que en el enfoque estandar de la matriz S, la degeneracion de los valores
propios de la matriz S esta directamente relacionada con las propiedades P77 simétricas del modelo,
tanto para acoplamientos simétricos como asimétricos entre sitios vecinos, en contraste con el enfoque
de la matriz de transferencia. Ademas, hemos mostrado como expresar las amplitudes de reflexion y
transmision, definidas a través de la matriz S, en términos de las funciones F y la dependencia del
tamario del sistema junto con el indice de tipo Bloch x, que incorpora la influencia estandar de N celdas

periddicas .

Se comprobd que la dindmica de una perturbacién inicial en cualquier sitio de una cadena unidimensional
en la aproximacioén de amarre fuerte P77 simétrica con acoplamiento cero entre dimeros consiste en
dos osciladores lineales, donde para ciertos valores criticos las amplitudes aumentan exponencialmente.
Mientras que al introducir asimetria en los acoplamientos, el estado inicialmente localizado se delocaliza
inicialmente hacia los sitios adyacentes al lugar de la excitacién inicial para después extenderse sobre
todos los demas sitios que conforman la estructura; conforme el tiempo transcurre, la dinamica explota
de manera exponencial extendiendose a todos los sitios de la cadena, pero al omitir ciertos eigenvalores

imaginarios puede analizarse para un mayor tiempo la dindmica dentro de la estructura.

En esta tesis, las estructuras P77 simétricas se han estudiado dentro de un escenario material realista, es
decir, incluyendo la dispersion y su dinamica. Se estableci6 que la dispersion de ganancia/pérdida es
una propiedad material importante que no debe ignorarse ya que trae consigo efectos interesantes que
necesitan estudio. La simetria P7 en fotdnica es un tema de investigacion relativamente joven, pero ya
ha ganado popularidad en la comunidad con méas de una nueva publicacién publicada diariamente desde
2014. Nuestro enfoque analitico se puede extender a otras estructuras unidimensionales periédicas con
términos de ganancia/pérdida. Ademas, el modelo que hemos estudiado aqui puede implementarse
experimentalmente con el uso de un conjunto de guias de onda de un modo con acoplamientos no
simétricos entre guias de onda méas cercanas, en una configuracién similar a la estudiada en la Ref.
[73]. Sin embargo, personalmente creo que todavia hay mucho espacio para explorar en fotonica PT

simétrica que puede conducir a descubrimientos fisicos emocionantes.

Capitulo 6 Conclusiones
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APENDICE

OBTENCION DE LAS ENTRADAS DE LA MATRIZ M

EN TERMINOS DE LA FUNCION F.

Las expresiones (3.20) se obtienen llevando acabo un proceso algebraico extenso. A continuacion se
mostrara como expresar a la entrada M 15 en términos de la funciéon Fly que hemos definido. Dicha

entrada tiene originalmente la forma:

e sen(2N )
a sen(2pu) sen(k)

My =1 [v sen(k) + cos(2k) — a cos(2u)] .

Se obtiene realizando las correspondientes multiplicaciones matriciales indicadad en la ecuacién (3.15) y
(3.19). Para obtener la expresion final, usamos la relacion 4o cos? (1) = 72 + E? — §2, conocida como la

ecuacion de dispersion del modelo que se tratara con mayor detalle posteriormente,

cos(2k) — o cos(2u) = 2 cos?(k) — 1 — 2a cos?(p) + a

2
Ly 2 2

3 4 cos“(k) — 2 — 4a cos (,u)+2a}
1_

3 E2—2—72—E2+52+2a]

1
2
1
2

-—2—724— (1 —a)2+2a]

:a2—72—1}.
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Ademas de la relacion de dispersion, se uso la energia de la onda plana incidente F = 2 cos(k). De esta
manera surge la definicién de la funcién F, separando la dependencia del tamarfio del sistema del resto

de las variables,

My — i o* sen(2Np) vsen(k) + 1(a? — 9% —1)

sen(2u) asen(k)
Mo =i et W Fo(v,a,k)
12 = sen(2p1) +\7, &, R

Procediendo de igual manera para la entrada M; llegamos a la expresion mostrada en el grupo de
ecuaciones (3.20). La entrada M 92 necesita un poco mas de desarrollo algebraico, ya que originalmente

su forma es

acos(2Np) sen(2u) sen(k) — i sen(2Np) cos(k) [1 — acos(2u)]
a sen(k) sen(2u)

. sen(2N ) cos(k)

a sen(k) sen(2u)

[1 — 2acos(2p) + avcos(2p) + 2cos(2k) — 2 cos(2k)].

A partir de la definicidn (3.21) se obtiene 2 cos(2k) — 2« cos(2u) = « sen(k) (F+ + F,> y

sen(2N ) cos(k)

My = 2Np) —14
22 = cos(2Np) Zozsen(k:) sen(2u)

[1 + «a sen(k) (F+ + F_> + accos(2u) — 2cos(2k:)] .

La manera en la cual introducimos a la funciéon Fy es mediante el producto de ambas funciones, el cual

da como resultado:

— 1 2 2 9
FL P = ol k [(acos(zu) cos(2k)) ~* sen k}

Despejando el término que nos interesa,

971/2

acos(2u) —cos(2k) = « sen(k) [F+F + %

Aqui introduciremos el hecho de que Fiy — F_ =2 2, por lo tanto
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211/2
acos(2u) —cos(2k) = asen(k) |FLF_ + 1(FJr - F_) }

4

acos(2u) — cos(2k) = % a sen(k) (F+ + F_).

Sustituyendo esta ultima expresion en la entrada M 99, tenemos

sen(2N p) cos(k)
a sen(k) sen(2u)
sen(2N ) cos(k)
a sen(k) sen(2u)

Mgy = cos(2Np) —1

[1 — cos(2k) + a sen(k) (F+ + F_> + %a sen(k) (F+ + F_ﬂ

= cos(2Np) — i [2 sen?(k) + ;a sen(k) (FJr + F_)]

My = cos(2Np) —i sen(2Np1) [i sen(2k) + ; (F+ + F_) cos(k)] .

sen(2u)

‘==
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