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Resumen

En este trabajo se estudian las propiedades espectrales y de transporte de sistemas descritos por
Hamiltonianos no hermíticos, usando como principales herramientas de estudio los métodos de matriz de
transferencia y de dispersión, los cuales se aplican tanto analítica como numéricamente. La contribución
más importante de este trabajo se da en el estudio de los así llamados sistemas PT simétricos de tipo
enlace fuerte, los cuales poseen un amplio interés teórico y experimental en diferentes campos de la física
moderna al presentar novedosos fenómenos inherentes a esta simetría, como por ejemplo, el hecho de
poseer un espectro de energías totalmente real para cierto rango de parámetros o bien presentar procesos
como la invisibilidad unidireccional y la no reciprocidad en las re�exiones. En particular se describe el
comportamiento de los coe�cientes de transmisión y re�exión en función de los parámetros del sistema,
mediante la derivación de expresiones analíticas compactas, cuya composición es tan clara que es de gran
ayuda al análisis de dichas expresiones para cualesquiera valores que los parámetros de la estructura
pudieran tomar. Se presenta una descripción en conjunto con el análisis de la relación de dispersión
para un índice de tipo Bloch, el cual puede ser real sin importar la no hermíticidad que caracteriza al
sistema. También se describe la importancia de los puntos excepcionales en modelos PT simétricos,
caracterizados por la igualdad de los autovalores de la matriz de transferencia, así como su relación con
las propiedades de transporte. Este análisis permite establecer nuevos tipos de puntos excepcionales
de naturaleza distinta a los reportados previamente en la literatura, diferenciados por las condiciones
en las que aparecen y por la independencia que tienen respecto al tamaño del sistema, de�niendo así
una zona �ja donde la transmisión es mucho mayor que uno para cualquier cadena. El enfoque de la
matriz de dispersión también se aborda en este trabajo, para contrastar con los resultados obtenidos
a partir de la matriz de transferencia. De tal forma que podemos estudiar a los puntos excepcionales
desde este enfoque y debido a la libertad de elección de matriz de transferencia, se introduce una matriz
de dispersión diferente a la previamente usada en la literatura, se estudiarán las ventajas y desventajas
al aplicar ambas matrices. Por último se analiza la propagación a través del tiempo de una excitación
inicial dentro de una estructura unidimensional PT simétrica que presenta dos tipos de acoplamientos
y se compara con diferentes con�guraciones de estructuras.
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Abstract

In this work we study the spectral and transport properties of systems described by non-hermitian
Hamiltonians, using as principal tools for the analysis the transfer and dispersion methods, which are
applied both analytically and numerically. The most important contribution of this work is given in
the study of the so-called PT symmetric tight-binding systems, which have a broad theoretical and
experimental interest in modern physics, due to their intriguing spectral and transport properties, as for
example, the fact of having a totally real spectrum of energies for a certain range of system parameters
or presenting processes such as unidirectional invisibility and non-reciprocity in the re�ections. In
particular, we focus on the description of the transmission and re�ection coe�cients in dependence of
the di�erent parameters that determine the model, by developing compact explicit analytical expressions
for this quantities valid for any range of values for the parameters. Whose composition is so clear
that it is of great help to the analysis of those expressions. Here a description is made in conjunction
with the analysis of the dispersion relation for a Bloch like index, which can be real regardless of the
non-hermiticity that characterizes the system. We also describe the importance of exceptional points
in PT symmetric models, characterized by equal eigenvalues of the transfer matrix, as well as their
relationship with the transport properties. This analysis allows to establish new types of exceptional
points of di�erent nature to those previously reported in the literature, di�erentiated by the conditions
in which they appear and the independence they have with respect to the size of the system, thus
de�ning a �xed region where the transmission is greater than one for any chain size. The dispersion
matrix approach is also reported in this work, to contrast with the previous results obtained from the
transfer matrix. In such a way that we can study the exceptional points from this approach and due to
the freedom of choice of transfer matrix, a di�erent dispersion matrix previously used in the literature
is also introduced, where the advantages and disadvantages of applying both matrices will be studied.
Finally, we analyse the propagation over time of an initial excitation within a one-dimensional PT

symmetric structure that presents two types of couplings and we compare it with di�erent con�gurations
of structures.
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1Introducción

La dispersión, ya sea cuántica o clásica está involucrada en cualquier sistema que se encuentre
interactuando con el ambiente. En particular, la transmisión de una señal a través de un sistema,
así como su detección subsecuente, es el principal instrumento para la obtención de información de
sistemas con los cuales sería imposible interactuar a través de otros medios. Debido a la importancia
crucial de este problema en el desarrollo de la física mesoscópica [57], con un amplio potencial de
aplicación a, por ejemplo, información cuántica, electrónica y ciencia de materiales, se ha revivido
el interés en el problema de dispersión multiple tanto de ondas electromagnéticas como de ondas de
materia. Aquí el sistema físico puede ser esencialmente un problema de un cuerpo, en donde, por
ejemplo, electrones no interactuantes se mueven en una distribución uniforme o aleatoria de dispersores
estáticos. A través de los años, las propiedades de transporte en sistemas hermíticos han sido sujeto a una
investigación intensiva. Tales arreglos son ubicuos en la naturaleza y están típicamente caracterizados
por una sucesión de bandas y brechas prohibidas [5]. Apareciendo en diversos campos de la física teórica
y aplicada, desde estado sólido, condensados de Bose-Einstein [64], cristales y redes fotónicas [24, 92].
La hermiticidad es una simetría sútil y abstracta que es matemática en su origen. Esta es una idealización
en la que un sistema está aislado de cualquier entorno circundante (y, por lo tanto, no se puede medir).
Si bien esto proporciona un marco matemático manejable para la teoría cuántica, es un requisito no
físico ya que todos los sistemas interactúan con su entorno y si deseamos medir un sistema, entonces se
requiere dicha interacción.

En lugar de describir un sistema aislado, es interesante entender un sistema que está en equilibrio
con su entorno, donde la energía puede �uir dentro y fuera del sistema de manera equilibrada; ya que
en cualquier sistema realista es imposible despreciar los efectos de absorción e incluso los efectos de
ampli�cación. Dichos efectos implican un carácter no hermítico y una forma en que se comtemplan
dentro de un modelo es mediante canales de decaimiento, conocidos o ignorados, existentes en cualquier
problema de sistemas acoplados. Podemos encontrar ejemplos de estos sistemas en reacciones químicas,
en donde las partículas se reacomodan para crear y destruir combinaciones atómicas estables, detectores
en donde la partícula incidente desaparece (por ejemplo cuando un átomo es ionizado debido a la
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absorción de un fotón), colisiones inelásticas que modi�can las poblaciones de los diferentes niveles
internos de partículas compuestas, “sistemas abiertos” con fuentes de inyección y pozos de absorción o en
sistemas que decaen, por ejemplo, debido a la emisión espontánea de fotones a partir de un nivel excitado.
En todos estos casos, la descripción de la dinámica global puede ser realizada, en principio, por medio del
hamiltoniano hermítico del sistema total, el cual considera explícitamente a todas las partículas, grados
de libertad y el espacio total de estados, sin embargo esta descripción puede resultar tan detallada que
prácticamente es imposible de realizar. Una descripción reducida para el subespacio seleccionado puede
ser realizada por medio de ecuaciones de Schrödinger efectivas en donde el subespacio complementario
puede ser tomado en cuenta mediante interacciones efectivas descritas por un potencial complejo no
hermítico.

En 1998, Carl Bender y Stefan Boettcher escribieron un artículo [10] explorando el reemplazo de la
hermiticidad con otra simetría. Sin embargo, su nueva teoría tiene características interesantes: no era
un reemplazo de igual a igual. La simetría subyacente que encontraron Bender y Boettcher fue lo que
llamaron "simetría PT ". La simetría aquí es de naturaleza geométrica y, por lo tanto, está más cerca de
la física que de la hermiticidad. La "P" signi�ca simetría de "paridad", a veces llamada simetría espejo.
Si un sistema respeta la simetría "P", entonces la evolución del sistema no cambiaría para una versión
espacialmente re�ejada del sistema. La "T " signi�ca "inversión de tiempo". La simetría de inversión de
tiempo es tal como suena: un sistema físico que respeta esta simetría evolucionaría de la misma manera,
independientemente de si el tiempo avanza o retrocede. Algunos sistemas exhiben individualmente
simetrías P y T , pero es la combinación de las dos lo que parece ser fundamental para la mecánica
cuántica.

Esto permite construir y estudiar muchos tipos nuevos de hamiltonianos que previamente habrían
sido ignorados. Estos nuevos tipos de hamiltonianos tienen propiedades matemáticas notables y
bien puede resultar que sean útiles para describir el mundo físico. Es crucial, por supuesto, que al
reemplazar la condición de hermiticidad por la simetría PT no se deje de lado a ninguna de las
propiedades físicas clave que debe tener una teoría cuántica. Si la simetría PT del hamiltoniano no se
rompe, entonces el hamiltoniano exhibirá toda las características de una teoría cuántica descrita por un
hamiltoniano hermitiano. La importancia de estos sistemas es que además de exhibir un espectro de
energías completamente real, también presentan características distintivas tales como modos propios
no ortogonales [15, 17, 20, 75], puntos excepcionales [35, 39, 40, 59, 60], transporte coherente difusivo
[29] e invisibilidad unidireccional. Además, la simetría PT tiene profundas implicaciones en sistemas
que incluyen la no linealidad [68], emisión estimulada (lasing) [34] y las topologías no triviales [91,
93]. En general, los autovalores de tales arreglos son reales sólo dentro de un cierto rango que de�ne
el parámetro que mide la no hermíticidad del sistema. Esto es, una vez que este parámetro excede un
cierto valor crítico, el sistema se somete a un rompimiento espontáneo de simetría, correspondiente a la
transición de un espectro real a uno complejo y por lo tanto entrando a lo que se conoce como un régimen
de simetría PT rota [10]. Interesantemente este punto de transición exhibe todas las características de
un punto excepcional [39, 67].
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Es claro que esta simetría es bastante complicada de lograr experimentalmente ya que su origen reside
en el campo de la mecánica cuántica. Sin embargo, existe una analogía entre la mecánica cuántica y la
óptica, la cual se basa en el hecho de que comparten el mismo formalismo matemático. La ecuación que
rige la propagación del haz óptico se describe como la ecuación paraxial de difracción, matemáticamente
equivalente a la ecuación de Schrödinger. En este contexto la simetría PT puede ser fácilmente
establecida mediante el requerimiento de que la distribución espacial del índice de refracción n(x)
obedezca la relación n(x) = nR(x) + inI(x). En otras palabras, ésta simetría demanda que el per�l del
índice de refracción (parte real nR) debe ser una función par de la posición, mientras que la distribución
espacial de ganancias y perdidas (nI ) debe ser antisimétrica. Como ha sido establecido en diversos
estudios, la simetríaPT puede llevar a distintos procesos intrigantes. Estos incluyen, por ejemplo, efectos
de uni�cación de bandas en redes PT simétricas [55], transisiones de fase abruptas [75], oscilaciones
de potencia, doble refracción e invisivilidad unidireccional [32, 51, 74]. Además, se puede presentar el
caso de propagación no recíproca de ondas cuando la simetría PT es usada en sistemas no lineales [72].
Otros aspectos como estados de defecto en redes PT simétricas [74], la coexistencia de modos laser
coherentes absorbentes [52, 53] y la selección de modos en láseres PT simétricos, han sido tambien
investigados en la literatura [61].

Para el estudio de problemas de dispersión, se emplean diferentes métodos para encontrar la solución a
la ecuación de onda [57]. Un lugar importante dentro de estos métodos está ocupado por la matriz de
dispersión S que es el operador que relaciona a las componentes asintóticas de las funciones de onda
incidentes y transmitidas, por lo cual contiene toda la información relevante para el proceso de dispersión.
Aunque este operador es de gran importancia y utilidad para la descripción de, por ejemplo, resonancias,
tiempos de vida y amplitudes de decaimiento, en este trabajo se aplica primeramente el método de
la matriz de transferencia M , debido a que este último operador resulta más e�ciente en el estudio
de sistemas unidimensionales compuesto por unidades básicas acopladas, debido a la propiedad de
composición, la cual tiene una formulación mucho más sencilla que aquella para la matriz de dispersión
[56]. No obstante, en este trabajo se empleará también el método de la matriz de dispersión, como
se verá más adelante para comparar los resultados obtenidos a través de ambos métodos matriciales,
mostraremos que las expresiones analíticas de los elementos de esta matriz S son más complicadas que
las expresiones para los elementos de M . También se pude demostrar, por ejemplo, que los autovalores
complejos de los Hamiltonianos no hermíticos están íntimamente relacionados con los polos complejos
de la matriz de dispersión y por lo tanto con la distribución y tiempos de vida de las resonancias del
sistema.

Capítulo 2
En el capítulo 2 de este trabajo se establecerán los conceptos básicos necesarios para establecer el
contexto de nuestro estudio. Primeramente se de�nirán en detalle los métodos que se han usado en
el análisis de los modelos unidimensionales en la aproximación de amarre fuerte, estos son el método
de matriz de transferencia [56] y el método de la matriz de dispersión. Se mencionará brevemente la
relación que existe entre ambas matrices, las ventajas y desventajas de cada una de ellas y aún más
importante las simetrías que las caracterizan al ser aplicadas a un sistema hermítico y a uno que no lo es.
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Aquí se establecerá principalmente como obtener a partir de ellas las propiedades de transporte para un
modelo en general; es decir, los coe�cientes de transmisión y re�exión del modelo que propondrémos
más adelante. Posteriormente se hará la introducción al modelo de mayor interés en este trabajo; el
cual es, el modelo de enlace fuerte con interacción a primeros vecinos, en donde se hará énfasis en la
importancia de este modelo no sólo en el estudio de la propagación de electrones en redes de iones si no
también en el análisis de la propagación de ondas en sistemas de guías de onda en la aproximación de
modos acoplados, este último es de gran interés en física experimental con aplicación a redes fotónicas
[73]. En esta parte se establecerá también una versión del método de matriz de transferencia enfocado en
la forma matricial de la ecuación de Schrödinger, de donde se puede establecer una expresión analítica
para el coe�ciente de transmisión en términos de los estados de dispersión [56]. Posteriormente se hará
una introducción a la teoría de sistemas PT simétricos en donde se de�nen los conceptos básicos para
el entendimiento de estos sistemas, aquí se establecen las relaciones de conservación generalizadas para
dichos sistemas, las cuales son de gran importancia para la caracterización correcta de las propiedades de
transporte. Se incluye el ejemplo de un modelo sencillo para entender como es que el hamiltoniano que
representa a ese sistema es PT simétrico, como es la forma de los autovalores y eigenvectores propios
del modelo y además las diferentes fases por las cuales pasan estas energías propias, es decir cuando el
sistema tiene energías reales y por lo tanto está dentro del régimen de simetría PT y cuando ocurre la
transición donde las energías pasan a ser parcial o completamente complejas, caracterizando así una
fase PT simétrica rota. Finalmente se hará una breve introducción a la teoría de sistemas desordenados
de baja dimensionalidad, aquí se hará énfasis en la descripción del comportamiento de las propiedades
de transporte en dichos sistemas, principalmente el coe�ciente de transmisión.

Capítulo 3
En el capítulo 3 se presenta un estudio detallado de modelos tipo enlace fuerte unidimensionales
PT simétricos compuestos por sitos alternantes con pérdidas y ganancias balanceadas, analizando la
con�guración donde los acoplamientos entre sitios en la región interna del sistema toma dos valores
diferentes de manera alternante. En este caso se considera que el acoplamiento entre la región de
dispersión y las guías de ondas semi-in�nitas es perfecto. Esta asimetría resulta en propiedades de
dispersión inesperadas como veremos a lo largo del trabajo, además que uno de nuestros intereses
esta en establecer la relación entre las propiedades de un sistema ligado con un número �nito de sitios
y las propiedades de dispersión de un modelo abierto correspondiente a la misma estructura �nita
acoplada a guías de ondas semi in�nitas perfectas las cuales modelan al continuo. Algunos aspectos
de este problema ya han sido discutidos en la literatura. En la revisión corta [78] se demostró como
los métodos que están bien desarrollados en la física nuclear y mesoscópica, pueden ser usados para
describir la dispersión multiple en resonadores no hermíticos PT simétricos con regiones de absorción
y ampli�cación. Las propiedades de matrices de dispersión en conexión con los puntos de rompimiento
de simetría PT en los correspondientes sistemas ligados han sido analizados en la referencia [2]. Otros
aspectos para los sistemas ligados y abiertos han sido discutidos en las referencias [37, 79, 94].

En primer lugar, en la sección 3.1 se explica de manera detallada la obtención de la matriz de transferencia
M que describe al modelo que se ha propuesto. El enfoque de la matriz de transferencia es más
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apropiado para el análisis de sistemas unidimensionales y se utilizará en este capítulo. Al tener dos
tipos de acoplamientos diferentes dentro del sistema y dos tipos de potencial en sitio (ya que uno
representa pérdida seguido de un potencial que representa ampli�cación) podemos descomponer
la cadena unidimensional en dímeros. Al hacer esto cada uno de ellos tendrá su propia matriz de
transferencia, pero una de las propiedades más útiles de este enfoque es la multiplicación de las
matrices individuales [56], haciendo que podamos extenderlo a toda la cadena y obtener una matriz
de transferencia total, la cual expresa los coe�cientes de la función de onda en el lado derecho de la
muestra en términos de los coe�cientes de la función de onda en el lado izquierdo de la misma.

En la sección 3.2, se estudia la obtención de la relación de dispersión correspondiente al modelo bajo
estudio, tomando ventaja de la periodicidad que presenta la estructura, para así aplicar condiciones de
frontera mediante el teorema de Bloch. Otro punto de nuestro estudio es el entender el rol de un índice
tipo Bloch, el cual resulta especí�co en la descripción de las propiedades de transporte del sistema. En
esta sección presenciaremos la aparición de un nuevo tipo de regiones de energía en donde este índice
tipo Bloch µ, que es el número de onda dentro de la región de dispersión, puede tomar valores reales,
imaginarios e incluso complejos. La comparación de valores entre los parámetros de�ne estas zonas para
el coe�ciente µ, encontraremos que sólo es posible tener una región compleja justo y con respecto al
centro de la banda de energías siempre y cuando el grado de asimétria sea mayor que el potencial en sitio.
Estas transiciones de valores para el coe�ciente µ están además delimitados por puntos excepcionales
[35, 39, 40, 59, 60] internos y externos, de los cuales se obtiene una expresión analítica en términos de
los parámetros propios del sistema.

En la sección 3.3, se exploran las propiedades de transporte y como obtenerlas mediante la relación que
guarda la matriz de transferencia con las amplitudes de los coe�cientes de transmisión y re�exión. Esta
es la parte clave e importante del trabajo, ya que se lográ obtener de manera exacta y no aproximada,
expresiones para los coe�cientes de transmisión y re�exión para cualquier valor que puedan presentar
los parámetros que de�nen a la estructura. Cabe mencionar que la forma de las ecuaciones que los
de�nen es compacta y sencilla. Estos resultados nos permiten analizar y conocer como se comportan
las propiedades de transporte para este modelo en particular. Especí�camente, mostramos que cuando
el parámetro que establece la asimetría de los acoplamientos entre sitios es más grande que aquel que
describe a las pérdidas y ganancias del sistema, se tiene que el coe�ciente de transmisión es siempre
menor a uno en el rango de energías de�nido por valores reales de µ. Esto contrasta con los resultados
hallados para el modelo con acoplamientos iguales dentro de la región de interacción, en donde la
transmisión es siempre mayor a uno para valores reales del parámetro µ. Otro aspecto importante de
este modelo es que inesperadamente en los puntos excepcionales correspondientes a los bordes entre las
regiones de energías reales y aquellas con energías complejas e imaginarias, el coe�ciente de transmisión
es diferente a uno. Por otro lado cuando el parámetro que describe a las pérdidas y ganancias del sistema
es igual a aquel que describe la asimetría en los acoplamientos, se tiene una uni�cación de las bandas
y un punto excepcional, justo en el centro de la banda. Para este punto excepcional la transmisión
resulta ser perfecta y además se tiene que el cambio en la fase del estado de dispersión se anula. Este
resultado puede ser de importancia en vista de realizaciones experimentales, debido a que se tiene una
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transmisión perfecta en el interior de la banda de energías y no en la vecindad de los bordes de la banda,
como sucede en el caso con acoplamientos perfectos. Para completar este análisis, también se estudia el
comportamiento de los coe�cientes de re�exión respecto al tamaño de la cadena, de la energía y del
parámetro que mide el grado de no-hermiticidad del sistema “. Además explicamos los dos tipos de
resonancias que aparecen en el modelo bajo estudio, a partir de la expresión analítica del coe�ciente
de transmisión que gobierna al modelo, la cual podemos dividir en dos términos cuya dependencia de
variables es distinta. Las resonancias Fabry-Pérot, son el primer tipo que el sistema mani�eta y dependen
del tamaño del sistema, por otro lado tenemos resonancias que dependen de la no hermeticidad del
sistema comparado con la asimetría dentro del mismo, las cuales denominamos resonancias U . Un hecho
interesante es que estas últimas corresponden a los puntos donde ocurre el fenómeno intrinseco de este
tipo de sistemas conocido como invisibilidad unidireccional.

Capítulo 4
En el capítulo 4, se analiza la matriz de dispersión para este modelo. La obtención de dicha matriz
proviene de la relación que guarda con la matriz de transferencia M . El análisis empieza con la obtención
los autovalores y eigenvectores, además de la comprobación de las simetrías inherentes que debe cumplir
la matriz S para un modelo PT simétrico. De esta manera permite hacer la compación con los resultados
obtenidos relacionados a los puntos excepcionales mediante el formalismo de la matriz M , los cuales
indican el rompimiento expontáneo de la simetría PT dando lugar a autovalores imaginarios. Como
se verá, ambos formalismos coinciden en la determinación de las zonas donde se tiene una fase PT

simétrica y en las regiones con una fase PT simétrica rota. Recientemente en algunos trabajos previos
se habla de una de�nición alterna de matriz de dispersión, la cual denotamos como Sc, la cual di�ere
en una permutación de los canales de salida de la matriz de dispersión común que conocemos de la
literatura. La razón por la cual se introduce esta nueva matriz de dispersión, reside en información
adicional que puede dar acerca de un tipo de resonancias, a las cuales llamamos resonancias U . Este tipo
de resonancias no dependen del tamaño del sistema, pero si de los parámetros restantes de la estructura.
Este hecho es importante porque nos permite ver que el método de la matriz de transferencia nos da
un análisis completo acerca de las resonancias, donde la transmisión es perfecta y los coe�cientes de
re�ección se anulan. Mientrás que si tomamos el enfoque de la matriz de dispersión es necesario tomar
ambas matrices para un análisis completo.

Capítulo 5
El capítulo 5, habla sobre la dinámica que existe dentro del modelo propuesto. El problema inicia con
una excitación o perturbación dentro de cualquier sitio de la estructura y analizar como evoluciona en
función del tiempo. Esta es la probabilidad de que al pasar cierto tiempo, la excitación se encuentre en
un sitio m-ésimo diferente del inicial; el enfoque utilizado hace uso de la representación matricial del
hamiltoniano, la cual corresponde a una matriz tridiagonal y la base a utilizar es la base de ocupación.
De esta forma podremos determinar como se propaga la excitación dentro de la estructura. Varios casos
diferentes son analizados para poder entender mejor la dinámica; entre los casos analizados se tiene
el caso simétrico, un caso extremo donde uno de los acoplamientos internos de la cadena es cero y el
caso de mayor interés que es cuando se tienen dos acoplamientos. De esta manera podrá notarse el
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contraste de la propagación de la excitación inicial para cada caso. Veremos que los autovalores de
los hamiltonianos para cada caso no son todos reales, de hecho aparecen eigenvalores imaginarios,
ocasionando que la propagación de la perturbación diverja a tiempos muy cortos.

En los veintidós años transcurridos desde el artículo de 1998 de Bender y Boettcher, los cientí�cos han
creado láseres con simetría PT , cables superconductores con simetría PT y experimentos de difusión
con simetría PT para mencionar solo algunas validaciones de su teoría. A medida que la simetría PT ha
madurado, ha inspirado la creación de metamateriales exóticos que tienen propiedades que nos permiten
controlar la luz de nuevas maneras. La comunidad académica, inicialmente escéptica ante un cambio
tan fundamental en la teoría cuántica, se ha entusiasmado con la idea de la simetría PT . Más de 200
investigadores de todo el mundo han publicado artículos académicos sobre simetría PT . La literatura
ahora se extiende a más de 2000 artículos, muchos en las principales revistas como Nature, Science y
Physical Review Letters.

El futuro es brillante para la mecánica cuántica PT simétrica, pero aún queda trabajo por hacer. Muchos
de los experimentos mencionados tienen aspectos de mecánica cuántica pero no son veri�caciones
completas de la mecánica cuántica PT simétrica. Sin embargo, los experimentos existentes ya están
dando resultados emocionantes. La simetría PT es un tema candente en las comunidades de óptica y
grafeno y recientemente se ha sugerido la idea de crear una computadora basada en principios ópticos
en lugar de electrónicos. A principios del siglo XXI, estamos encontrando una nueva comprensión de la
teoría cuántica que tiene el potencial de desarrollar nuevas tecnologías de la misma manera que la física
de los semiconductores fue potencializada por el auge de la mecánica cuántica hace cien años.
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2Conceptos
Fundamentales

En los cursos introductorios demecánica cuántica se aprende la importancia de las simetrías; dentro de las
simetrías fundamentales se encuentran la de paridad (P) y la de reversión temporal (T ). Recientemente
ha surgido un gran interés en los sistemas que obedecen una simetría combinada, denominada PT ,
en lugar de las simetrías P y T por separado, debido a los diferentes fenómenos inesperados que
trae consigo. Experimentalmente hablando, este tipo de sistemas, conocidos como PT simétricos, se
encontraron inicialmente en el campo de la óptica y fotónica, a pesar de que es en la mecánica cuántica
donde surgen los cimientos para esta teoría. La parte experimental se logra creando un medio con
regiones alternas de ganancia y pérdida, de modo que el índice de refracción toma el papel del potencial
de los hamiltonianos no-hermíticos, debiendo satisfacer la condición V (x) = V

ú(≠x). Esta condición
implica que la creación y absorción de fotones se produce de manera equilibrada, haciendo que la
pérdida y ganancia neta sea cero. Una primera realización experimental de tales arreglos (lineales) se ha
informado recientemente en las referencias [7,8] donde se fabricó una estructura de doble acoplamiento
PT .

Hasta la fecha, la mayoría de los estudios sobre realizaciones ópticas de medios PT sintéticos se han
basado en la aproximación paraxial que mapea la ecuación de onda escalar a la ecuación de Schröodinger,
donde el vector de onda desempeña el papel de la energía [55, 75]. Esta analogía formal permite investigar
experimentalmente conceptos fundamentales de la simetría PT ; la cual puede encontrarse en otras
áreas, que van desde la teoría cuántica de campos y la física matemática, hasta el estado sólido y la física
atómica. Entre los diversos temas que han fascinado a los investigadores, está la existencia de puntos de
ruptura espontánea de la simetría PT , denominados puntos excepcionales, donde los valores propios
del hamiltoniano no-hermítico que describe la dinámica de estos sistemas sufren una transición de fase
pasando de ser reales a parcial o complatamente complejos [10].

Recientemente ha aumentado el interés en las con�guraciones de dispersión PT en relación con el uso de
dispositivos PT simétricos bajo un doble rol, el de un láser y una cavidad perfecta de absorción coherente
[22]. De hecho, ya se han reportado varios fenómenos interesantes con respecto a las estructuras ópticas
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PT simétricas [21, 33, 37, 38, 51–55, 65, 68, 72, 75, 79, 85, 94]. Estas incluyen, oscilaciones de potencia y
no-reciprocidad de la propagación de la luz [55, 75, 94], oscilaciones no-recíprocas de Bloch [52] y la
invisibilidad unidireccional [51]. En el dominio no lineal, tales efectos no recíprocos pseudo-hermíticos
pueden usarse para realizar una nueva generación de aisladores y circuladores en chip (on-chip isolators)
[72].

Hemos mencionado de manera general la importancia de la simetría PT , es por ello que en este capítulo
introduciremos los conceptos básicos necesarios en los cuales basamos el modelo que estudiaremos en
este trabajo. Empezaremos explicando la simetría PT y mediante un ejemplo plasmaremos todos los
conceptos que vagamente hemos platicado en la introducción. Además se presentan los dos formalismos
que se emplearon en este trabajo para obtener las propiedades de transporte de los sistemas dispersados;
las cuales son la matriz de transferencia M y la matriz de dispersión S. Se hablará sobre las propiedades
que satisfacen estas matrices bajo la transformación de PT y las leyes de conservación que revelan las
simetrías subyacentes del objetivo de dispersión, así como propiedades de transporte anómalas, como la
transmisión mayor a uno, la re�exión asimétrica, la transparencia unidireccional y los absorbedores de
láser simultáneos.

2.1 Simetría PT

Al igual que muchas áreas de investigación en ciencias, el estudio de los hamiltonianos no hermíticos con
espectros reales comenzó demanera inesperada y difusa. Existen numerosos ejemplos de descubrimientos
aislados y desconectados de tales hamiltonianos no hermíticos. Por ejemplo, en 1980, Caliceti et al, que
estudiaban la suma de Borel de una serie de perturbaciones divergentes derivadas de clases de osciladores
anarmónicos, se asombraron al descubrir que los valores propios de un oscilador eran reales a pesar de
contar con un término imaginario cúbico de auto-interacción dentro del hamiltoniano [18]. En 1992,
Bessis y Zinn-Justin habían notado, a través del trabajo numérico, que algunos de los valores propios
del Hamiltoniano cúbico, Ĥ = p̂

2 + ix̂
3, parecían ser reales, y se preguntaron si el espectro pudiera

ser completamente real [16]. En 1982, Andrianov, que estaba haciendo estudios perturbativos sobre
potenciales de la forma ≠x

4, encontró evidencia de que tales teorías podrían tener valores propios reales
[4]. En 1992, Hollowood [41] y Scholtz et al [77] descubrieron en sus propias áreas de investigación
ejemplos sorprendentes de hamiltonianos no hermíticos con espectros reales. El último artículo ofreció
un análisis matemático exhaustivo de operadores cuasi-hermíticos que tienen eigenvalores reales.

El campo de la mecánica cuántica PT simétrica se estableció en 1998 con el descubrimiento de Bender y
Boettcher de que las conjeturas numéricas de Bessis y Zinn-Justin no sólo eran válidas, sino que eran sólo
una parte de una gran clase de hamiltonianos no-hermíticos cuyos espectros son completamente reales y
positivos [10]. Bender y Boettcher mostraron que los espectros reales se debían a un principio de simetría,
es decir, la condición de una simetría de re�exión espacio-tiempo ininterrumpida, y argumentaron que
este principio de simetría podría reemplazar el requisito habitual de la hermiticidad de Dirac.
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Este descubrimiento de Bender y Boettcher se basa en dos ingredientes matemáticos esenciales. Primero,
Bender y Boettcher utilizaron las técnicas de continuación analítica de los problemas de eigenvalores.
Estas técnicas fundamentales se desarrollaron y utilizaron en gran medida en los primeros trabajos
de Bender y Wu en series de perturbaciones divergentes [12, 13] y más tarde fueron utilizadas por
Bender y Turbiner [11]. Estas técnicas son cruciales porque muestran cómo continuar analíticamente las
condiciones de contorno de un problema de eigenvalores en función de un parámetro en el hamiltoniano.
En segundo lugar, Bender y Boettcher utilizaron las técnicas de expansión delta que habían sido
descubiertas y desarrolladas por Bender et al [14] como una forma de evitar series de perturbaciones
divergentes. La expansión delta es una poderosa técnica de teoría de perturbaciones en la que el
parámetro de perturbación pequeña es una medida de la no linealidad del problema. En el caso de la
mecánica cuántica PT simétrica, el hecho de que los eigenvalores sean reales varía en función del
parámetro de perturbación.

Muchos investigadores han contribuido enormemente al desarrollo de la mecánica cuánticaPT simétrica
descubriendo nuevos ejemplos y modelos, demostrando teoremas y realizando análisis numéricos y
asintóticos. En los últimos años, se ha desarrollado una comunidad de investigación grande y activa. El
propósito de este trabajo es dar una introducción básica a este campo de investigación.

2.1.1 Operadores de paridad P y de reversión temporal T

Para comprender el concepto de estructuras que son invariantes ante la combinación de los operadores
de paridad y tiempo (PT ), es natural revisar algunos teoremas y postulados fundamentales en mecánica
cuántica, en donde se de�nió por primera vez el problema de la simetría PT . Empecemos con el
operador de paridad P , el cual se de�ne como un operador lineal que revierte el espacio y el momento,
dicho operador a menudo se usa para veri�car la quiralidad de un sistema dado (una quiralidad especí�ca
aparecerá como imagen re�ejada después de la re�exión espacial). Por otro lado el operador de reversión
temporal T es un operador que corresponde a la reversión de la trayectoria de una partícula. En el caso
de la mecánica cuántica, sin embargo, debemos tener más precaución con esto. Las transformaciones
realizadas por cada uno de los operadores de paridad y de inversión temporal se de�nen como [8–10, 22,
37, 66].

P : x̂ æ ≠x̂ ; p̂ æ ≠p̂
T : i æ ≠i ; x̂ æ x̂ ; p̂ æ ≠p̂. (2.1)

La reversión temporal incluye la conjugación compleja, T iT = ≠i, debido a la condición de
antilinearidad; además de que debe preservarse la relación de conmutación canónica [x̂, p̂] = i~. Las
ecuaciones (2.1) muestran la manera en que los operadores P y T actúan de manera individual en
el espacio de Hilbert. En los sistemas de dispersión uni-dimensionales, es conveniente trabajar con
las amplitudes de los vectores en lugar de la propia función de onda. Analicemos la acción de estos
operadores sobre los vectores base e

ikz y e
≠ikz [19]:
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P : Ae
ikz

æ Ae
≠ikz de modo que P :

A

A

0

B

æ

A

0
A

B

P : Be
≠ikz

æ Be
ikz de modo que P :

A

0
B

B

æ

A

B

0

B

,

de lo cual podemos deducir que el operador P tiene la forma,

P =
A

0 1
1 0

B

. (2.2)

Podemos hacer algo similar para determinar la forma del operador T ,

T : Ae
ikz

æ A
ú
e

≠ikz de modo que T :
A

A

0

B

æ

A

0
A

ú

B

T : Be
≠ikz

æ B
ú
e

ikz de modo que T :
A

0
B

B

æ

A

B
ú

0

B

.

Por lo tanto,

T =
A

0 1
1 0

B

K, (2.3)

donde K es el operador de conjugación compleja; en esta representación matricial, observemos que
PT = PPK = K.

En el campo de la mecánica cuántica, es bien sabido que el comportamiento de una partícula se describe
mediante la ecuación de Schrödinger, cuya forma independiente del tiempo viene dada por

HÂ = EÂ, (2.4)

donde Â representa la función de onda independiente del tiempo, E es la energía correspondiente
al estado descrito por dicha función de onda, la cual es completamente real, H denota al operador
Hamiltoniano; el cual puede expresarse en terminos de los operadores de posición x̂ y momento lineal
p̂ como,

H = p̂2 + V (x̂), (2.5)
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aquí V (x̂) denota la energía potencial de la partícula. El operador de momento p̂ es imaginario y
anti-simétrico, se de�ne como p̂ = ≠iÒ; implicando entonces que p̂2 = ≠Ò

2 es real y simétrico,
es decir, hermítico y por lo tanto la función del potencial V (x̂) es una función real en el espacio,
garantizando que todos los estados de energía E también son reales con el Hamiltoniano H satisfaciendo,

H = H
†
, (2.6)

el símbolo † denota una operación adjunta hermitiana que en forma matricial denota una operación de
conjugación compleja y transposición combinadas.

Según lo sugerido por Bender y Boettcher [10], aunque la condición de hermeticidad (2.6) es su�ciente
para asegurar que todos los estados posibles de energía son completamente reales, esto no es necesario.
En las referencias [8–10] se muestra que una simetría aún más débil que la hermiticidad puede dar lugar
a eigenvalores reales. Dicha simetría se denota como un hamiltoniano simétrico de paridad (P) y de
reversión temporal (T ), lo cual nos dice que el hamiltoniano es invariante bajo la transformación,

PT HT P = H. (2.7)

La transformación anterior puede aplicarse al potencial como,

PT V (x)T P = V
ú(≠x) = V (x). (2.8)

Aquí ú denota la operación de conjugación compleja. La condición de simetría PT (2.7) implica que
el potencial V (x) es una función compleja, la cual puede escribirse como V (x) = VR + iVI , donde la
parte real del potencial es una función par de las posiciones y la parte imaginaria es una función impar
en el espacio de posiciones.

A pesar del hecho de que los hamiltonianos PT pueden, en general, no ser hermíticos, sus espectros de
energía pueden ser completamente reales, como ya se mencionó antes. La desviación de la hermiticidad
se debe a la presencia de varios mecanismos de ganancia y pérdida que se producen de manera
equilibrada dentro del sistema, por lo que la pérdida o ganancia neta es cero. Además, surge un
parámetro de ganancia/pérdida “ que controla el grado de no-hermeticidad presente en H, el cual
al tomar cierto valor crítico “cr produce una ruptura espontánea de la simetría PT . Este parámetro
separa las fases del espectro de energías, por ejemplo, para “ > “cr las funciones propias de H dejan
de ser eigenestados del operador PT a pesar de que los operadores H y PT sigan conmutando. Esto
sucede debido a que el operador PT es anti-lineal, por lo que los eigenestados de H pueden o no ser
eigenestados de PT . Como consecuencia, en esta fase de simetría PT rota, el espectro se vuelve parcial
o completamente complejo. El otro caso de interés es cuando “ < “cr , donde ambos operadores H

y PT comparten el mismo conjunto de eigenvectores, lo cual corresponde a la fase PT simétrica,
donde el espectro de energías es completamente real. Mostremos que esto es cierto considerando un
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hamiltoniano no-hermítico H con simetría PT intacta (la simetría PT no se ha roto). Si |„nÍ es un
eigenvector de H (H |„nÍ = En |„nÍ), debe también ser cierto que PT |„nÍ = ⁄ |„nÍ. Por lo tanto,
tenemos que

PT (PT |„nÍ) = PT (⁄ |„nÍ) ,

P(T P)T |„nÍ = ⁄
ú (PT |„nÍ) ,

P(PT )T |„nÍ = ⁄
ú (⁄ |„nÍ) ,

P
2
T

2
|„nÍ = |⁄|

2
|„nÍ ,

|„nÍ = |⁄|
2

|„nÍ , (2.9)

donde se usó el hecho de que los operadores individuales P y T conmutan. Debido a que el autovalor ⁄

es una fase pura (⁄ = e
i„) podemos escoger al ángulo de fase „ de tal manera que PT |„nÍ = |„nÍ,

dando como resultado,

PT (H |„nÍ) = PT (En |„nÍ) ,

H (PT |„nÍ) = E
ú
n (PT |„nÍ) ,

H |„nÍ = E
ú
n |„nÍ ,

En |„nÍ = E
ú
n |„nÍ ,

En = E
ú
n. (2.10)

Vemos que cuando H y PT comparten eigenfunciones propias simultáneas se garantiza un espectro de
energía real. Recordemos que el hecho de que [H, PT ] = 0 no implica automáticamente que H y PT

compartan funciones propias simultáneas ya que T es un operador antilineal.

2.1.2 Dímero PT -simétrico

Una manera de emplear todas estas ideas y conceptos previos, es con el uso de un ejemplo. Consideremos
un hamiltoniano no-hermítico, en su representación matricial, de tamaño 2 ◊ 2:

H =
A

v0 + i“ Ÿ

Ÿ v0 ≠ i“

B

, (2.11)

donde v0, “, Ÿ son números reales y corresponden a la parte real e imaginaria del potencial y el
acoplamiento entre dos niveles de energía, respectivamente. Claramente el hamiltoniano H es
no-hermítico ya que H

† = H
ú

”= H. Este hamiltoniano es PT simétrico y satisface la condición (2.7),
cuya prueba se realiza haciendo uso de la forma matricial de los operadores P (2.2) y T (2.3) como
mostraremos a continuación,
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PT HPT = K

A

v0 + i“ Ÿ

Ÿ v0 ≠ i“

B

K

= K

A

v0 ≠ i“ Ÿ

Ÿ v0 + i“

B

=
A

v0 + i“ Ÿ

Ÿ v0 ≠ i“

B

= H. (2.12)

Eigenvectores para el hamiltoniano H de la ecuación (2.11)

Al saber que los eigenvalores están dados por E± = Á± + i�± = ±


Ÿ2 ≠ “2, llegaremos a la
expresión (2.13).

A

i“ ≠ E± Ÿ

Ÿ ≠i“ ≠ E±

B A

a

b

B

=
A

0
0

B

∆

Y

]

[

a (i“ ≠ E±) + b Ÿ = 0
a Ÿ + b (≠i“ ≠ E±) = 0

Para el caso Ÿ
2

> “
2, tomamos la primera ecuación y se introduce sin(–) = “

Ÿ

a

3

i“ ≠

Ò

Ÿ2 ≠ “2
4

+ b Ÿ = 0

a

5

i“ ≠ Ÿ

Ò

1 ≠ (“/Ÿ)2
6

+ b Ÿ = 0

a

5

i“ ≠ Ÿ

Ò

1 ≠ sin2(Ï)
6

+ b Ÿ = 0

a [ iŸ sin(Ï) ≠ Ÿ cos(Ï) ] + b Ÿ = 0

≠ a Ÿ e
≠i Ï + b Ÿ = 0

∆ b = a e
≠ i Ï

Por lo que los eigenvectores correspondientes de H tienen la forma

A

a

a e
≠i Ï

B

. Normalizando

encontramos que,

a = 1
Ô

1 + e≠i2Ï

= 1


1 + 2 cos2(Ï) ≠ 1 ≠ i 2 sin(Ï) cos(Ï)
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Fig. 2.1.: Paneles superiores: parte real de los eigenvalores E± en función del parámetro “. Para “ < Ÿ nos encontramos
en la fase PT -simétrica donde los eigenvalores corresponden a valores reales. En el punto excepcional donde se
rompe espontáneamente la simetría “ = Ÿ los eigenvalores se vuelven degenerados. Paneles inferiores: parte
imaginaria de los eigenvalores E± en función del parámetro “, siendo “ > Ÿ donde la simetría PT se ha roto y los
eigenvalores son imaginarios.

a = 1


2 cos(Ï) e≠i Ï/2 .

Dejando finalmete la expresión para el eigenvector,

|—1Í = 1
Ô2 cos Ï

A

e
i

Ï
2

e
≠i

Ï
2

B

.

De una manera similar se obtiene la expresión para el segundo eigenvector |—2Í.

Los eigenvalores de (2.11) están dados por E± = Á± + i�± = ±


Ÿ2 ≠ “2 (ver sección gris anterior
para detalle de cálculos). Para “ < Ÿ el sistema se encuentra en la fase PT simétrica donde los
eigenvalores son puramente reales. A medida que “ incrementa su valor hasta alcanzar el valor de
Ÿ, los dos eigenvalores convergen hasta que se vuelven degenerados en el umbral de ruptura de la
simetría PT . Esto se conoce como punto excepcional (“ = Ÿ = “

PT
). Al pasar este valor crítico, es
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decir, para “
PT

> Ÿ, los eigenvalores son parcial o completamente complejos debido a que el sistema
se encuentra en la fase PT simétrica rota. Estos eigenvalores, para Ÿ = 1 y 0.5, se muestran como
función del parámetro de no-hermiticidad, “, en la �gura 2.1. Para ambos casos se tienen eigenvalores
reales para “ < Ÿ y a medida que “ crece, los eigenvalores empiezan a converger hasta alcanzar
su respectivo punto crítico (“ = 1, 0.5) donde el espectro se vuelve degenerado y así se da paso al
rompimiento espontáneo de la fase PT simétrica, teniendo como resultado energías imaginarias. Como
se mencionó anteriormente, los eigenvectores pueden ser o no compartidos por los operadores H y PT

dependiendo del parámetro crítico “
PT

. Los eigenvectores para el ejemplo de este dímero tienen la forma:

|—1Í = 1
Ô2 cos Ï

A

e
i

Ï
2

e
≠i

Ï
2

B

, |—2Í = 1
Ô2 cos Ï

A

i e
≠i

Ï
2

≠i e
i

Ï
2

B

, (2.13)

donde “/Ÿ = sin(Ï) (en el recuadro gris se muestran los cálculos completos). Debido al comportamiento
de la función seno, podemos tener la posibilidad de que sin(Ï) < 1, lo que implica que Ï sea real
y por consecuencia —1 y —2 son eigenvectores también del operador PT ; ya que al cambiar las �las
(operación P) y tomar el complejo conjugado (operación T ) se multiplican |—1Í y |—2Í por un factor
±1. Por el contrario, cuando sin(Ï) > 1, tenemos que Ï es imaginario y en este caso los eigenvectores
dejan de ser invariantes bajo PT , dejando de ser eigenfunciones del operador PT . Por último, el caso
“

PT
= Ÿ, implica que Ï = fi

2 donde el sistema tiene degeneración tanto en los eigenvalores como en
los eigenvectores. Este notable colapso del espacio de Hilbert resulta ser una �rma de la ruptura de la
simetría PT y es característico de los sistemas con singularidades de punto excepcional (PE).

2.2 Aplicaciones de la simetría PT

Una de las aplicaciones más importantes de sistemas PT simétricos, surge en la teoría de difracción
discreta de ondas electromagnéticas. Esta teoría es de gran importancia en la física experimental
actual ya que provee un banco de pruebas para examinar procesos y propiedades de sistemas cuánticos
discretos, abarcando fenómenos como oscilaciones de Bloch [63, 71], tunelamiento de Landau-Zenner
[88], localización de Anderson [48], solitones discretos [24], oscilaciones de Rabi [80] y localización
dinámica [86], por mencionar algunos. Las ecuaciones que describen la dinámica de la luz en estas
estructuras son idénticas (en el límite lineal) a las ecuaciones que describen la evolución temporal de un
electrón en una red bajo la aproximación de enlace fuerte [24], esto es, un conjunto de ecuaciones de
Schrödinger discretas. Lo que permite esta dualidad entre mecánica cuántica y óptica es la naturaleza
isomór�ca de las ecuaciones de onda consideradas. Particularmente arreglos de guías de onda acopladas
han sido utilizados experimentalmente para observar efectos relacionados con la simetría PT . En donde
por ejemplo se ha demostrado la dinámica no recíproca (alterando la simetría izquierda-derecha) y el
rompimiento espontáneo de simetría PT [73].

Si bien todos los resultados teóricos de la simetría PT son ciertamente revolucionarios, la realización
práctica de estos arreglos fotónicos de ganancia y pérdida de donde pueden observarse intrigantes
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Fig. 2.2.: Redes de �bras ópticas PT simétricas. a) Dos bucles de �bras ópticas acopladas cambian periódicamente entre
ganancia y pérdida. b) Evolución de los pulsos en las redes en donde se indica la propagación a través de los bucles
cortos y largos. c) Red PT simétrica equivalente. Los canales de ganancia (rojos) y canales de perdida (azules) están
posicionados anti simétricamente y están acoplados periódicamente. Figura tomada de la referencia [73].

fenómenos previamente mencionados, pasan por diferentes obstáculos. Hasta hace poco, la simetría
PT solo se había demostrado en sistemas elementales que constaban de dos bloques de construcción
acoplados. La primera realización de la simetría PT fue lograda por Guo et al. en 2009 [38] al acoplar una
guía de onda óptica de alta pérdida a una de baja pérdida. Transladar estas ideas a redes PT simétricas
de mayor escala (�gura 2.2) [73] se ha visto obstaculizada por los estrictos requisitos impuestos por
la relación de simetría n(x) = n

ú(≠x). En un medio óptico continuo, la matriz PT debe cumplir
simultáneamente tres condiciones: la parte real del índice de refracción o del potencial tiene que ser
exactamente simétrica. Además, los canales discretos de dicha red tienen que estar muy cerca el uno del
otro para proporcionar una tasa su�ciente de acoplamiento evanescente entre los vecinos cercanos y por
último debe presentar una distribución antisimétrica de absorción y ampli�cación óptica sin ninguna
inhomogeneidad signi�cativa. Si bien estos requisitos estrictos hacen que la realización de redes PT

simétricas continuas sea algo desa�ante, pueden eludirse con elegancia en redes ópticas [62, 73]. En
las �gura 2.2 y 2.3, se muestra el estudio experimental de la dinámica de modos ópticos en redes PT

simétricas, es decir, combina una distribución de ganancia y pérdida en cantidades iguales con una
simetría de re�exión izquierda-derecha exacta de todas las demás características de la guía de ondas. Los
cambios de fase ±Ï0 proporcionan la modulación necesaria en la parte real del potencial óptico. En estos
montajes experimentales se reporta la observación experimental de fenómenos como la invisibilidad
unidireccional, oscilaciones de Bloch, etc. También se demuestra la realización de con�guraciones de
gran utilidad para el estudio de los procesos de dispersion a través de estructuras discretas (ver �gura
2.3). Estos desarrollos experimentales otorgan mucha importancia al análisis de sistemas PT simétricos
tipo enlace fuerte, así como también de sistemas no hermíticos sin simetrías particulares.

En un arreglo de guías de ondas acopladas débilmente, la luz salta de sitio en sitio mediante tunelamiento
óptico, alterando profundamente las características de difracción del sistema [24, 36]. Aquí existen
dos enfoques complementarios para el estudio de estas redes fotónicas: la descripción de modos
acoplados, que considera a la red como un conjunto de guías de ondas acopladas, mientras que el
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Fig. 2.3.: Observación experimental de la invisibilidad unidireccional para dispersores PT simétricos. Se muestran los casos
de dispersores pasivos PT simétricos con pulsos incidentes desde la izquierda y pulsos incidentes desde la derecha,
respectivamente. Figura tomada de la referencia [73].

análisis de Floquet-Bloch trata a la red como un tipo general de estructura periódica. El interés en estos
sistemas radica en la posible manipulación de la difracción discreta, en comparación con sistemas
continuos, donde la magnitud de difracción está determinada por la longitud de onda. En el primer
enfoque, la propagación de ondas electromagnéticas en el arreglo de guías de ondas, está caracterizada
principalmente por el acoplamiento debido al traslape entre los modos fundamentales de las guías de
ondas vecinas. Por lo tanto se puede modelar efectivamente el proceso de intercambio de energía en el
sistema mediante el uso de la teoría de modos acoplados [23, 43, 82], la cual se conoce también con el
nombre de aproximación de enlace fuerte. En este caso la propagación de ondas electromagnéticas en el
arreglo unidimensional puede ser descrito por un conjunto de ecuaciones discretas para las amplitudes
de los modos En(z),

i
dEn

dz
+ flnEn + Ÿn,n+1En+1 + Ÿn,n≠1En≠1 = 0, (2.14)

donde fln representa al per�l del índice de refracción y Ÿ a la magnitud de acoplamiento entre guías de
ondas vecinas, la cual será dependiente de la frecuencia. En esta ecuación el primer término describe la
propagación a lo largo de la dirección z; la cual en el caso cuántico corresponde a la dinámica del sistema,
mientras que el tercer y cuarto término representan al acoplamiento entre guías de ondas vecinas. A
diferencia del caso cuántico, la ecuación (2.14) puede ser utilizada para cualquier periodicidad en el
índice de refracción (ver por ejemplo las referencias [27, 73]), y por lo tanto del acoplamiento entre guías
de ondas vecinas no está restringido al caso simétrico.

Otra realización experimental, la cual fue investigada por C. E. Rüter et al [75], siendo
la primera estructura PT elemental con ganancia y pérdida óptica equilibrada realizada
experimentalmente, muestra propiedades características de los sistemasPT simétricos como oscilaciones
de intensidad/potencia y propagación de luz no recíproca. La con�guración experimental (Fig. 2.4) se
basa en un láser variable de Ar

+ que se hace incidir sobre guías de ondas de niobato de litio (LiNbO3)
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Figure 1 | Conventional and PT-symmetric coupled optical systems. a, Real (nR, red line) and imaginary (nI, green line) parts of the complex
refractive-index distribution. b, Supermodes of a conventional system, and of a PT-symmetric arrangement below and above threshold. c, Optical wave
propagation when the system is excited at either channel 1 or channel 2. For the conventional case, wave propagation is known to be reciprocal, whereas in
a PT-symmetric system light propagates in a non-reciprocal manner both below and above threshold.
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Figure 2 | Experimental set-up. An Ar+ laser beam (wavelength 514.5 nm) is coupled into the arms of the structure fabricated on a photorefractive
LiNbO3 substrate. An amplitude mask blocks the pump beam from entering channel 2, thus enabling two-wave mixing gain only in channel 1. A CCD
camera is used to monitor both the intensity and phases at the output.

point’), the modes coalesce to |1,2i = (1,i), where the amplitudes
in the two channels have the samemagnitude23,24. Above threshold,
that is, for � > 2 , |1,2i = (1,iexp(⌥✓)), where in this range
cosh✓ = � /2 and the two eigenvalues are ⌥isinh✓ . We emphasize
that, unlike Hermitian systems, these eigenmodes are no longer
orthogonal. Instead, the basis is now skewed. This in turn has
important implications for optical-beam dynamics including a
non-reciprocal response and power oscillations. For a conventional
Hermitian system (� =0), any superposition of the two (symmetric
and antisymmetric, see Fig. 1b) eigenmodes leads to reciprocal
wave propagation: obviously, the light distribution in Fig. 1c (top)
obeys left–right symmetry. This situation changes when the coupled
system involves a gain/loss dipole. If the gain increases but is still
below threshold, the relative phase differences # between the two
field components increase from their initial values at 0 and �,
respectively, and finally, at threshold, the two modes coalesce at
# =�/2 (see Fig. 1b). More interestingly, light propagation is now
obviously non-reciprocal: by exchanging the input channel from
1 to 2 in Fig. 1c (middle) we obtain an entirely different output
state. This behaviour is altered drastically above threshold (Fig. 1c,

bottom). In this regime light always leaves the sample from channel
1, irrespective of the input—again in a non-reciprocal fashion.
This can be explained by noting that, above threshold, the system’s
eigenvalues are complex, with the corresponding amplitudes either
exponentially increasing or decaying. Thus only one supermode
effectively survives. Here it is worth noting that any coupled
system with an asymmetric gain–loss profile can be mathematically
transformed into a PT -symmetric one. In particular, this is true
for an asymmetric loss/loss-type potential (coupled states with
low/high losses), showing a ‘passive’ PT system25. Very recently, for
such a system, loss-induced optical transparency was experimen-
tally demonstrated.

Here we observe non-reciprocal wave propagation in an ‘active’
PT -symmetric coupled waveguide system based on Fe-doped
LiNbO3. As such, this structure shows richer dynamics and
enables us to explore a wider range of behaviour not previously
accessible because of fixed losses. We use Ti in-diffusion to
form the symmetric index profile nR(x). Optical gain �G (the
typical magnitude is a few cm�1 in Fe-doped LiNbO3) is provided
through two-wave mixing using the material’s photorefractive
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Fig. 2.4.: Montaje experimental del dímero óptico PT simétrico descrito por la ecuación (2.11). La �gura muestra un rayo
láser de Ar+ que está acoplado a los brazos de la estructura fabricada sobre un sustrato fotorrefractivo de LiNbO3.
La ganancia es experimentada por la guía de onda 1 y la máscara de amplitud provoca que el haz de la guía de onda
2 sólo experimente pérdida. La cámara CCD al �nal monitorea la intensidad y las fases en la salida. La �gura se
tomó de la referencia [75].

dopadas con hierro, Fe. La razón principal por la cual usaron este material no lineal y fotorefractivo, es
porque permite ganancias y pérdidas dentro de la estructura. La pérdida aparece dentro de la estructura
debido a la excitación óptica de los electrones de Fe, mientras que la ganancia óptica se introduce a
través de la mezcla no lineal de dos ondas entre un láser externo sobre una de las guías de ondas y el
haz de entrada del láser de Ar

+ [44]. Esto se logra con una máscara que cubre una de las guías de ondas
de la muestra mientras que la otra permanece descubierta y sobre ella se incide el láser adicional, de
modo que la ampli�cación se proporciona solo a una guía de ondas. El hamiltoniano de este sistema
corresponde a la ecuación (2.11) donde ahora v0 corresponde a la parte real del índice de refracción,
mientras que “ representa a la parte imaginaria y Ÿ es el acoplamiento entre las dos guías de ondas.
Cada una de las guías de ondas admite un modo de propagación. Una de estas guías de ondas está
siendo bombeada ópticamente para proporcionar ganancia, “G, para la luz guiada, mientras que la
guía de ondas vecina experimenta una cantidad igual de pérdida, denominada “L. Los resultados de la
dinámica del haz para este experimento empatan con las predicciones teóricas discutidas brevemente
en la sección 2.1.2. Para monitorear la intensidad de salida y la relación de fase entre los dos canales
(usando la interferencia con una onda plana de referencia), se usa una cámara con un dispositivo de
carga acoplada (CCD). Sus resultados demuestran oscilaciones no recíprocas en la intensidad del haz
de salida, así como la característica ruptura de simetría espontánea de las estructuras PT [75]. Estas
características espectrales analizadas anteriormente no son inherentes sólo a los sistemas ópticos o
cuánticos. De hecho, la universalidad de la simetría PT se ve corroborada aún más en [76] donde
los autores logran demostrar teórica y experimental las mismas características de la simetría PT en
circuitos RLC activos descritos por ecuaciones de frecuencia Liouvilianas completamente diferentes a
las usadas en el campo de la óptica.
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2.3 Matriz de Transferencia y Matriz de Dispersión

El método de la matriz de transferencia es un método simple para el análisis estático y dinámico de la
propagación de ondas a través de un sistema unidimensional. Nos permite expresar la relación entre las
amplitudes de la onda a la derecha de la muestra en términos de las amplitudes de la onda a la izquierda
de la muestra en forma matricial [25, 49, 58]. Esta técnica se puede aplicar a cualquier problema de
ondas, entre los más comúnes tenemos ondas de partículas cuánticas, como los electrones [3, 7, 45, 46],
ondas electromagnéticas [58, 70, 95], acústicas [1, 6, 84] y elásticas [31, 81].

Partamos del problema más elemental, la propagación de una partícula cuántica, un electrón, en
presencia de un potencial unidimensional V (x) localizado. La ecuación que rige este modelo es la
ecuación de Schrödinger,

≠
~2

2m

ˆ
2�(x)
ˆx2 + [V (x) ≠ E] �(x) = 0. (2.15)

La energía del electrón esta dada por E y �(x) es la función de onda. El potencial unidimensional será
diferente de cero sólo en una cierta región del espacio,

V (x) =

Y

]

[

V (x) for 0 Æ x Æ ¸

0 for x < 0 and x > ¸.

(2.16)

El electrón se acerca desde la izquierda o derecha del potencial V (x), siendo dispersado por él. Cuando
se habla de dispersión, se re�ere a que el electrón se re�eja o se transmite a través de la muestra. Es
posible medir las amplitudes de transmisión y re�exión, t y r, respectivamente (las cuales de�niremos
más adelante) y a partir de ellas podemos extraer información sobre las propiedades físicas del sistema
representado por el potencial V (x). La forma de resolver este problema es suponer que la ecuación de
Schrödinger fuera de la región en donde el potencial es diferente de cero es conocida y que se puede
escribir como una superposición de ondas planas,

�L(x) = �+
L

(x) + �≠
L

(x), x Æ 0,

�R(x) = �+
R

(x) + �≠
R

(x), x Ø ¸. (2.17)

Los subíndices L y R indican la posición de la partícula con respecto a la región potencial, ya sea a la
izquierda o a la derecha del potencial respectivamente. Los superíndices +(≠) determinan la dirección
de propagación: el signo + signi�ca que el electrón se propaga en la dirección positiva (de izquierda a
derecha) y el signo ≠ signi�ca que la particula se propaga en dirección negativa (de derecha a izquierda).
De esta forma, �+

L
(x) es la función de onda del electrón a la izquierda del potencial, propagándose hacia

la derecha, también conocida como onda incidente. Por otro lado, �≠
L

(x) representa la función de onda
del electrón que se propaga alejandose del potencial hacia el lado izquierdo.
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Usualmente las componentes de la función de onda 2.17 se expresan como sigue,

�+
L

(x) = Ae
+ikx

, �≠
L

(x) = Be
≠ikx

,

�+
R

(x) = Ce
+ikx

, �≠
R

(x) = De
≠ikx

. (2.18)

El vector de onda es representado por k, él cual está relacionado con la energía mediante la relación de
dispersión, E = E(k). Con ella se determinan las propiedades físicas del electrón en la región fuera del
potencial (x < 0 y x > ¸), región que denotaremos como guías de ondas perfectas (las ondas planas
pasan por estas regiones). La forma de garantizar la propagación de la onda plana, es que ambas guías
de ondas sean invariantes ante translaciones. Por simplicidad ambas guías de ondas se consideran como
espacio vacío, haciendo que la relación de dispersión sea la de una partícula libre, E = ~2

k
2
/2m.

Para la solución de la ecuación de Schrödinger (2.15), se considera que la función de onda debe
ser continua respecto a las posiciones, al igual que la primera derivada de la misma, ˆ�/ˆx. Estos
requerimientos de continuidad en las fronteras de la región de interacción del potencial V (x), se
expresan analíticamente como,

�L(x = 0≠) = �(x = 0+),
ˆ �L(x)

ˆx

-

-

-

-

-

x=0≠

=
ˆ �(x)

ˆx

-

-

-

-

-

x=0+

(2.19)

para el lado derecho, mientras que para la frontera a la izquierda de la region de interacción, quedan como,

�R(x = ¸
+) = �(x = ¸

≠),
ˆ �R(x)

ˆx

-

-

-

-

-

x=¸+

=
ˆ �(x)

ˆx

-

-

-

-

-

x=¸≠

. (2.20)

�(x) es la solución de la ecuación de Schrödinger dentro de la región del potencial 0 Æ x Æ ¸. Y por lo
general, �(x) no puede expresarse como una simple superposición de ondas que se están propagando
dentro del potencial.

Al resolver la ecuacion Schrödinger (2.4), en principio, se encuentran soluciones explícitas para cualquier
posición x, incluyendo a la región de dispersión. No obstante, esto es posible en casos muy especiales,
ya que para una forma general del potencial V (x) no es posible solucionar analíticamente la ecuación
de Schrödinger. Sin embargo, en muchos casos es su�ciente conocer solamente la forma de la función
de onda fuera de la región del potencial. Dado que la función de onda consiste de una superposición de
ondas planas, el problema se reduce a estimar los coe�cientes A≠D de�nidos en la ecuación (2.18). Esto
se logra al conocer la parte derecha de las cuatro ecuaciones (2.19) y (2.20). De esta manera la función
de onda fuera de la region de interacción está completamente determinada por los cuatro parámetros
que describen las propiedades de dispersion del potencial.

Las relaciones lineales que existen entre las ondas entrantes y salientes, se expresan en general como,
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A

�≠
L

(x = 0)
�+

R
(x = ¸)

B

= S
A

�+
L

(x = 0)
�≠

R
(x = ¸)

B

, (2.21)

donde el operador S es conocido como la matriz de dispersión,

S =
A

S11 S12
S21 S22

B

. (2.22)

Esta matriz relaciona a las ondas salientes con las ondas entrantes al potencial, y sus elementos
caracterizan completamente las propiedades de dispersion de V (x).

En la misma forma en que se de�nió a la matriz de dispersion podemos de�nir a lamatriz de transferencia
M , mediante la relación,

A

�+
R

(x = ¸)
�≠

R
(x = ¸)

B

= M

A

�+
L

(x = 0)
�≠

L
(x = 0)

B

. (2.23)

La matriz M expresa a los coe�cientes de la función de onda en la frontera derecha de una muestra
en téminos de los coe�cientes de la función de onda a la izquierda de la misma estructura, tal como lo
muestra la ecuación (2.23). Si bien la representación en términos de la matriz de dispersión S puede
generalizarse fácilmente a los sistemas tridimensionales, el enfoque de la matriz de transferencia es más
apropiado para el análisis de los sistemas unidimensionales, como es el caso del modelo que trataremos
en este trabajo.

Una de las ventajas de estas matrices antes de�nidas es que guardan relación entre ellas, esta se obtiene
comparando las ecuaciones (2.21) y (2.23). Así los elementos de la matriz de transferencia M , en
términos de los elementos de la matriz de dispersión se escriben como

M =

Q

c

c

c

c

c

a

S21 ≠
S22S11

S12

S22

S12

≠
S11

S12

1
S12

R

d

d

d

d

d

b

. (2.24)

Análogamente, podemos expresar a los elementos de la matriz S en téminos de los elementos de la
matriz de transferencia de la siguiente forma

S =

Q

c

c

c

c

c

a

M11 ≠
M12M21

M22

M12

M22

≠
M21

M22

1
M22

R

d

d

d

d

d

b

. (2.25)
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La matriz de dispersión S contiene cuatro parámetros complejos. En general, esta matriz está
completamente determinada por ocho parámetros reales. Cabe mencionar que al resolver un problema
físico dado, podemos explotar sus simetrías físicas para reducir el número de parámetros independientes.
Las simetrías como la conservación de corriente y la simetría de reversión temporal traen consigo
importantes implicaciones para la matriz de dispersión.

La conservación de corriente implica que la matriz de dispersion es unitaria, es decir,

S†S = 1. (2.26)

Una implicación de la ecuación anterior es, | det S| = 1. Mientras que la invarianza ante reversiones
temporales implica,

SúS = 1. (2.27)

2.4 Amplitudes de Reflexión y Transmisión

Los elementos de la matriz de dispersión S tienen un signi�cado físico, el cual detallaremos en seguida.
Retomando la con�guración de dispersión previamente de�nida (Sección 2.3), consideremos una
partícula aproximandose a la estructura desde la guía de ondas de la derecha, cuya función de onda se
encuentra normalizada, i.e. |�≠

R
| = 1. Como ninguna partícula viene del lado izquierdo de la estructura,

ya que así lo suponemos, tendremos �+
L

= 0. De la expresión (2.21), obtenemos que la onda transmitida
�≠

L
esta dada por,

�≠
L

(x = 0) = S12�≠
R

(x = ¸), (2.28)

mientras que la onda re�ejada �+
L
está dada por

�+
R

(x = ¸) = S22�≠
R

(x = ¸). (2.29)

De las ecuaciones previas, el elemento S12 es la amplitud de transmisión t y el elemento S22 corresponde
a la amplitud de re�exión r:

t = S22, r = S12. (2.30)

Si bien ahora consideramos la dispersión de la partícula proveniente del lado izquierdo del potencial,
obtenemos r

Õ = S11 como la amplitud de re�exión, y t
Õ = S21 como la amplitud de transmisión, para

el proceso de izquierda a derecha. Finalmente, en términos de amplitudes de transmisión y re�exión,
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podemos escribir la matriz de dispersión S en la forma

S =
A

r
Õ

t

t
Õ

r

B

. (2.31)

Tomando ventaja de la relación que existe entre la matriz de dispersión S y la matriz de transferencia
M , expresada en la ecuación (2.24), podemos escribir a la matriz de transferencia en la forma,

M =

Q

c

c

c

c

a

t
Õ
≠

rr
Õ

t

r

t

≠
r

Õ

t

1
t

R

d

d

d

d

b

. (2.32)

Los coe�cientes de transmisión y re�exión se de�nen, respectivamente, como la probabilidad de que la
partícula que estamos mandando a través de alguna guía de ondas se transmita o se re�eje:

TR = |t|
2 =

1
|M22|

2, TL = |t
Õ
|
2 =

-

-

-

-

-

-

M11 ≠
M12M21

M22

-

-

-

-

-

-

2

,

RR = |r|
2 =

-

-

-

-

-

-

M12

M22

-

-

-

-

-

-

2

, RL = |r
Õ
|
2 =

-

-

-

-

-

-

M21

M22

-

-

-

-

-

-

2

. (2.33)

Usando las propiedades de simetría de la matriz de dispersión, (2.26), podemos llegar a demostrar que
las entradas de la matriz de dispersión satisfacen,

|t|
2 + |r|

2 = 1, |t
Õ
|
2 + |r

Õ
|
2 = 1. (2.34)

Las interpretación física de las ecuaciones (2.34) es simple. En el caso donde la muestra no contiene
pérdidas ni ganancias, el electrón puede ser re�ejado o transmitido a través de la muestra. Cabe
mencionar que otras de las relaciones que satisfacen estas entradas son,

|t| = |t
Õ
| y |r| = |r

Õ
|. (2.35)

En el caso en que el sistema además de conservar la densidad de corriente también posea simetría ante
reversiones temporales, se tiene

det M = 1. (2.36)
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La propiedad mostrada previamente (ec. 2.36) para la matriz de transferencia, no es exclusiva de sistemas
que ademas de conservar la densidad de probabilidad también son invariantes ante la operación de
reversión temporal. En efecto como se mostrará en secciones posteriores, para sistemas que poseen
efectos de absorción, ampli�cación o bien una combinación de ambos (como es el caso de sistemas
con simetría PT ), las matrices de transferencia cumplen con dicha propiedad, incluso cuando estos no
poseen las simetrías antes mencionadas.

2.5 Definiciones alternas de la matriz de dispersión

La matriz de dispersión relaciona a las ondas que viajan hacia la región de interacción (ondas entrantes)
con las que se alejan de ella (ondas salientes). La forma de cuanti�car al operador de dispersión es
mediante una matriz cuadrada 2 ◊ 2 representada por S (ec. (2.31)) que conecta a las amplitudes A, B,
C y D. Pero claramente, esto puede hacerse de cuatro formas diferentes, es decir,

A

�+
R

�≠
L

B

= S1

A

�+
L

�≠
R

B

,

A

�≠
L

�+
R

B

= S2

A

�+
L

�≠
R

B

,

A

�+
R

�≠
L

B

= S3

A

�≠
R

�+
L

B

,

A

�≠
L

�+
R

B

= S4

A

�≠
R

�+
L

B

. (2.37)

Cada una de las ecuaciones anteriores, corresponde a una convención diferente para de�nir la matriz S
en una dimensión. Es fácil ver que,

S2 = ‡1S1, S3 = S1‡1, S4 = ‡1S1‡1. (2.38)

donde ‡1 es la primera matriz de Pauli, ‡1 :=
A

0 1
1 0

B

. Cada una de las matrices de dispersión

mostradas en (2.37) pueden ser expresadas en términos de las amplitudes de re�exión y transmisión.
Siguiendo el formalismo mostrado en la sección 2.4 para la obtención de (2.31), podemos obtener que,

S1 =
A

t
Õ

r

r
Õ

t

B

, S2 =
A

r
Õ

t

t
Õ

r

B

, S3 =
A

r t
Õ

t r
Õ

B

, S4 =
A

t r
Õ

r t
Õ

B

. (2.39)

De acuerdo con las ecuaciones (2.39), podemos usar cualquiera de las matrices dadas allí, S1, S2, S3
y S4 para codi�car la información sobre las propiedades de dispersión del sistema. Por lo tanto, son
físicamente equivalentes. Adoptamos la convención de identi�car la matriz S con S2 obtenida en la
sección 2.4, dada por la ecuación (2.31). Más adelante (capítulo 4) se tratará la diferencia entre dos de las
matrices de�nidas en (2.39), con el �n de explorar la diferencia que se obtiene de seguir dos de�niciones
diferentes de la matriz de dispersión y las implicaciones que conlleva. Tanto la matriz de transferencia
M como la matriz S contienen información completa sobre los datos de dispersión, pero a diferencia de
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la matriz de transferencia, la matriz S no obedece a una regla de composición que es bastante útil para
el estudio de sistemas unidimensionales. Una ventaja de la matriz S es la simplicidad que presenta al
aplicarse a sistemas en dimensiones superiores.

2.6 Ley de composición de la matriz de transferencia

El formalismo de la matriz de transferencia aplicado a una cadena unidimensional, se aplica mediante la
llamada ley de composición que cumplen estas matrices. En nuestro caso se re�ere a la multiplicación
de matrices de transferencia de cada dímero individual que compone a la estructura, de esta forma
se obtiene una matriz de transferencia total que describe al sistema. Para explicar esta propiedad,
empezamos tomando la ecuación de Schrödinger, (2.61), la cual puede reescribirse en la forma matricial,

A

Ân+1
�n

B A

E ≠ Án ≠1
1 0

B A

Ân

�n≠1

B

= Mn

A

Ân

�n≠1

B

. (2.40)

En donde hemos considerado a los acoplamientos entre sitios como iguales a ‹, y además se ha
considerado el escalamiento de los parámetros: E/‹ æ E y Án/‹ æ Án. Notamos que la forma de la
expresión (2.40), considera a la matriz Mn, como un tipo de matriz de transferencia. Sin embargo esta
di�ere de la de�nición de matriz de transferencia usada en secciones anteriores. En efecto, el operador
en (2.40), establece una relación entre los vectores cuyos componentes expresan el valor de la función de
onda en dos sitios adyacentes. Para derivar a la matriz de transferencia, para ondas planas moviendose
hacia la derecha e izquierda, en un sitio dado n, debemos expresar a los vectores en la ecuación (2.40) en
términos de ondas planas, esto es

Ân = Ae
ink + Be

≠ink
. (2.41)

Puede veri�carse fácilmente que los vectores en la ecuación (2.40), pueden ser expresados en la forma
[69]

Q

c

c

a

Ân

Ân≠1

R

d

d

b

= Q

Q

c

c

a

Ae
i kn

Be
≠i kn

R

d

d

b

y

Q

c

c

a

Ân+1

Ân

R

d

d

b

= Q

Q

c

c

a

Ae
i (n+1) k

Be
≠i (n+1) k

R

d

d

b

. (2.42)

En donde la matriz Q y su inversa están dadas respectivamente por,

Q =

Q

c

c

a

1 1

e
≠ik

e
ik

R

d

d

b

, Q
≠1 = 1

2 i sen(k)

Q

c

c

a

e
ik

≠1

≠e
≠ik 1

R

d

d

b

. (2.43)

Sección 2.6 Ley de composición de la matriz de transferencia 27



Sustituyendo las ecuaciones anteriores en la ecuación (2.40) se obtiene

Q

c

c

a

Ae
i (n+1)k

Be
≠i (n+1)k

R

d

d

b

= Q
≠1MnQ

Q

c

c

a

Ae
i n k

Be
≠i n k

R

d

d

b

= Mn

Q

c

c

a

Ae
i n k

Be
≠i n k

R

d

d

b

. (2.44)

En donde Mn, es la matriz de transferencia, de�nida por,

Mn = Q
≠1MnQ = Q

≠1
A

E ≠ Án ≠1
1 0

B

Q. (2.45)

Es importante notar que, a partir de la de�nición (2.45), y usando el hecho de que [61],

det(Mn) = det(Q≠1) · det(Mn) · det(Q), (2.46)

podemos establecer que independientemente de la forma del potencial, en la aproximación de enlace
fuerte tendremos det(Mn) = 1 y por lo tanto t

Õ = t (ver ecuación (2.32)). Ahora consideramos
un sistema en donde, para los sitios n Æ 0 y n > N , se tiene Án = 0, mientras que en los sitios
n = 0 . . . 2N el potencial Án puede tomar cualquier forma arbitraria. Como podemos notar el potencial
está localizado en una región del espacio, la cual está conectada a guías de ondas perfectas, las cuales,
debido al desvanecimiento del potencial, soportan la propagación de ondas planas; esto hace que sea
posible el estudio de la dispersión en esta con�guración. Asumimos que en la región a la derecha del
potencial, existe una superposición de ondas planas propagandose de izquierda a derecha y viceversa, lo
cual sirve para modelar una partícula incidente desde la derecha del potencial, así como también la
re�exión de la misma. A la izquierda de la región de interacción, consideramos la existencia, solamente,
de una onda plana propagandose hacia la izquierda, es decir una onda saliente, lo cual implica que en
esta región existe sólo una onda transmitida después del proceso de dispersión. De esta forma podemos
establecer las condiciones iniciales para el estado de dispersión como Â≠1 = e

+ik y Â0 = 1; en donde
k es el número de onda correspondiente a un modelo de enlace fuerte perfecto (Án = 0), el cual se
encuentra asociado a la energía mediante la relación de dispersión E = 2 cos k (ver ecuación (2.58)).
Podemos hacer uso de la forma matricial de la ecuación de Schrödinger (2.40), para expresar la función
de onda en el extremo derecho de la estructura, n = N y n = N + 1, en términos de las condiciones
iniciales, de la siguiente forma

Q

c

c

a

ÂN+1

ÂN

R

d

d

b

= MN MN≠1 . . . M1M0

Q

c

c

a

Â0

Â≠1

R

d

d

b

= M(N+1)

Q

c

c

a

Â0

Â≠1

R

d

d

b

. (2.47)

Multiplicando ambos lados de esta ecuación por la matriz Q
≠1 y con la ayuda de la relación,

28 Capítulo 2 Conceptos Fundamentales



Q

c

c

a

Ae
i (n+1)k

Be
≠i (n+1)k

R

d

d

b

= Q
≠1

Q

c

c

a

Ân+1

Ân

R

d

d

b

=
1

2i sen k

Q

c

c

a

e
i k

Ân+2 ≠ Ân+1

≠e
i k

Ân+2 + Ân+1

R

d

d

b

, (2.48)

la cual sigue de la ecuación (2.42), podemos obtener,

Q

c

c

a

e
i k

ÂN+1 ≠ ÂN

≠e
≠i k

ÂN+1 + ÂN

R

d

d

b

= M (N+1)

Q

c

c

a

e
i k

Â0 ≠ Â≠1

≠e
≠i k

Â0 + Â≠1

R

d

d

b

. (2.49)

El lado derecho de la ecuación anterior puede ser simpli�cado, si se consideran las condiciones iniciales
antes mencionadas. De esta forma obtenemos

e
i k

Â0 ≠ Â≠1 = 0 (2.50)

≠e
≠i k

Â0 + Â≠1 = 2i sen k.

Insertando estas expresiones en (2.49) podemos escribir

1
2i sen k

Q

c

c

a

e
i k

ÂN+1 ≠ ÂN

≠e
≠i k

ÂN+1 + ÂN

R

d

d

b

=

Q

c

c

a

M
(N+1)
12

M
(N+1)
22

R

d

d

b

=

Q

c

c

a

rt
≠1

t
≠1

R

d

d

b

. (2.51)

De acuerdo a las ecuaciones (2.32) y (2.33), el coe�ciente de transmisión está dado por
T = |t|

2 = 1/

-

-

-
M

(N+1)
22

-

-

-

2
, por lo tanto tenemos que T se escribe en términos de los estados

de dispersión en la forma [83]

T =
4 sen2

k

|e≠ikÂN+1 ≠ ÂN |
. (2.52)

De esta forma podemos ver que el proceso de iteración establecido por las ecuaciones (2.40) y (2.47),
permiten calcular a los estados de dispersión y a partir de estos calcular al coe�ciente de transmisión.
Cabe remarcar que de acuerdo a la ecuación (2.32), la determinación de las amplitudes de probabilidad
de los estados de dispersión no es totalmente necesaria, debido a que el cálculo de los componentes
de la matriz de transferencia o dispersión, sería su�ciente para la determinación de las propiedades de
transporte. Sin embargo la ecuación (2.52), nos ayuda a entender la conexión entre la estructura de la
función de onda, y las propiedades de transporte del sistema.
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2.7 Modelo de Enlace Fuerte

Abordemos un modelo muy sencillo, el cual es de gran utilidad en el estudio, principalmente, del
movimiento de electrones en una red cristalina unidimensional. Así pues consideraremos la dinámica
de partículas cuánticas en una cadena formada por iones positivos con un espaciamiento periódico.
Debido a la con�guración de estos iones el electrón estará sujeto a la acción de un potencial periódico
en el espacio de coordenadas. Este potencial puede ser visto como una secuencia de barreras, las cuales
poseen máximos precisamente en la posición de los iones. En el caso cuando estas barreras son in�nitas,
como en el caso de barreras tipo delta, el estado base del sistema puede ser tomado como el orbital
atómico para el ion ubicado en el enésimo sitio, al cual denotamos como, |nÍ; el cual será in�nitamente
degenerado. Considerando una situación más realista en donde las barreras no son in�nitas, pero si lo
su�cientemente grandes, podemos esperar una interacción entre orbitales atómicos vecinos. En este
caso los elementos diagonales del hamiltoniano del sistema, H, en la base de orbitales atómicos |nÍ, son
todos iguales,

Èn| H |nÍ = E0, (2.53)

cuya representación matricial no es diagonal. Considerando que la interacción entre orbitales atómicos
se da solamente entre primeros vecinos, a lo cual se le conoce como aproximación de enlace fuerte,
podemos establecer a los elementos fuera de la diagonal como,

Èn| H |n + 1Í = ‹n+1, Èn| H |n ≠ 1Í = ‹n≠1. (2.54)

De esta forma el hamiltoniano de enlace fuerte con interacción a primeros vecinos, tendrá la forma,

H =
ÿ

n

Ó

Án|nÍÈn| + ‹n,n+1|nÍÈn + 1| + ‹n,n≠1|nÍÈn ≠ 1|

Ô

. (2.55)

Cuyas variables generalmente son consideradas como reales. Esta expresión es válida siempre y cuando
la base formada por los orbitales atómicos |nÍ, sea ortogonal. De la expresión (2.55) es fácil ver que la
representación matricial de H será,

Èm| H |nÍ = Án”mn + ‹n,n+1”m,n+1 + ‹n,n≠1”m,n≠1. (2.56)

Es obvio que en esta aproximación no es de esperarse que los orbitales atómicos |nÍ sean eigenfunciones
del sistema, debido a que no son eigenfunciones del operador de traslación, · , incluso cuando estos son
eigenfunciones de H. Debido a esto construimos una combinación lineal de orbitales atómicos en la
forma,
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|�Í =
Œ

ÿ

n=≠Œ
e

ikan
|nÍ , (2.57)

en donde k es un parámetro real con ≠fi/a Æ k Æ fi/a y "a" denota la periodicidad del potencial.
Notamos que este es un eigenestado simultaneo de H y · , el cual esta parametrizado por k. Como
podemos ver fácilmente al aplicar el operador H a la expresión (2.57), de donde obtenemos,

H |�Í =
1

E0 + 2‹ cos(ka)
2

|�Í , (2.58)

en donde se han considerado acotamientos entre sitios simétricos; esto es, ‹n,n±1 = ‹. De esta forma
tenemos una distribución continua de eigenvalores de energía entre E0 ≠ 2‹ y E0 + 2‹.

Para entender el signi�cado físico del parámetro k, aplicamos al operador de traslación · en la función
de onda Èx

Õ
|�Í, obteniendo,

Èx
Õ
|·(a)|�Í = Èx

Õ
≠ a|�Í = e

≠ika
Èx

Õ
|�Í. (2.59)

La ecuación (2.59) se resuelve mediante,

Èx
Õ
|�Í = e

ikx
Õ
uk(xÕ), (2.60)

con uk(xÕ) siendo una función con la misma periodicidad que el potencial. La ecuación (2.60) mani�esta
al bien conocido teorema de Bloch. La ecuación de Schrödinger correspondiente al hamiltoniano (2.55),
se obtiene fácilmente mediante el uso de la combinación lineal (2.57) y teniendo en cuenta la interacción
restringida a primeros vecinos. Esta se escribe como,

i
d�n

dt
= Án�n + ‹n,n+1�n+1 + ‹n,n≠1�n≠1, (2.61)

en donde �n = Èn|�Í. Como es bien sabido la dependencia temporal de la solución de esta ecuación se
puede escribir en la forma, �n = e

≠iEt
Ân. Usando esta expresión en la ecuación (2.61) obtenemos a la

ecuación de Schrödinger independiente del tiempo,

(E ≠ Án)Ân = ‹n,n+1�n+1 + ‹n,n≠1�n≠1. (2.62)

Esta ecuación ha sido ampliamente usada, no solo para describir sólidos regulares unidimensionales
[47, 50, 56], si no también, se puede demostrar la equivalencia de ésta con la ecuación que describe el
movimiento de una cadena de osciladores en mecánica clásica, ver por ejemplo [28, 56]. La ecuación
(2.61), también ha sido aplicada ampliamente al estudio de sistemas desordenados unidimensionales (ver
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por ejemplo [26, 30, 45, 87] y las referencias ahí mencionadas), en donde ha sido de gran utilidad para
establecer propiedades de localización en sistemas discretos, así como también facilitar el análisis de
estos sistemas, particularmente, en la obtención de expresiones analíticas para la longitud de localización
en diferentes puntos de la banda de energías (ver por ejemplo [42] y las referencias ahí mencionadas).

Como ya se mencionó, la ecuación (2.62) no es exclusivamente utilizada para el estudio del movimiento
de un electrón en una cadena de iones regularmente espaciados. Debido a la naturaleza discreta de
este modelo podemos establecer una ecuación del tipo (2.62) para cualquier potencial discreto. De esta
forma consideramos primeramente una discretización del potencial y la función de onda en el espacio
de coordenadas, dada por

Vn = V (x = n�), Ân = �(x = n�). (2.63)

Para discretizar la ecuación de Schrödinger, utilizamos la forma aproximada de la de�nición de la
segunda derivada parcial de la función de onda con respecto a la posición,

ˆ
2�

ˆx2 ¥
�(x ≠ �) + �(x + �) ≠ 2�(x

�2 =
Ân+1 + Ân≠1 ≠ 2Ân

�2 . (2.64)

Introduciendo las expresiones (2.63) y (2.64) en la ecuación independiente del tiempo (2.62), obtenemos

Ân+1 + Ân≠1 =
Ë

2 + 2m�2

~2 (Vn ≠ E)
È

Ân. (2.65)

Implementando las siguientes sustituciones

ÂE = 2 ≠
2m�2

~2 E, ÂVn =
2m�2

~2 Vn, (2.66)

la expresión (2.65) puede ser reescrita en la forma

Ân+1 + Ân≠1 =
1

ÂE + ÂVn

2

Ân. (2.67)

Como podemos notar esta expresión es igual a aquella dada por el hamiltoniano de enlace fuerte (2.62);
siempre y cuando se tengan en cuenta los correspondientes escalamientos en la energía y el potencial.
También se debe notar que esta equivalencia es sólo para el caso con acoplamientos entre orbitales
atómicos simétricos.

2.8 Antecedentes
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2.8.1 Caso Simétrico

En trabajos previos [90], se hizo el análisis de una cadena unidimensional en la aproximación de amarre
fuerte, el cual está descrito por el hamiltoniano estándar,

Hmn = ‘n”mn + ‹(”n,n+1 + ”n,n≠1), (2.68)

donde ‹ es la amplitud de "salto" que conecta a los sitios cercanos, cuyo valor se �jo igual a ‹ = 1. El
potencial en sitio, que por supuesto es imaginario, ‘n se de�ne de la siguiente manera

‘n =

Y

]

[

≠i “ para n impar

i “ para n par
, (2.69)

para n = 1, . . . , 2N , donde N representa el número total de celdas básicas. Se asume además que el
modelo está unido a conductores semi-in�nitos perfectos por los cuales puede entrar o salir una onda
plana, en los cuales el potencial en sitio es cero, es decir, para los sitios n > 2N y n Æ 0. El parámetro
“ > 0 representa la pérdida (para n par) o la ganancia (para n impar). De esta forma se crea una cadena
unidimensional con pérdida y ganancia de manera alternante y equilibrada, la cual pertenece a la clase
de modelos PT .

Mediante el enfoque de la matriz de transferencia, ellos encontraron la forma de relacionar las
funciones de onda del extremo derecho de la estructura con las funciones de onda del extremo izquierdo
incluyendo el acoplamiento que se tiene con los conductores semi-in�nitos perfectos, obteniendo la
matriz de transferencia total para su modelo

Q

c

c

a

Â2N+1

Â2N

R

d

d

b

= M
(N)

Q

c

c

a

Â1

Â0

R

d

d

b

; M
(N) = Q

≠1
M

(N)
Q. (2.70)

Las matrices Q y Q
≠1 son la representación matricial de una onda plana y su inversa, respectivamente,

dadas por la ecuación (2.42). Las entradas de la matriz de transferencia total de este sistema tienen la
forma,

M
(N)
1,1 =

1
sen k sen µ

{cos(2µN) sen µ sin k ≠ i sen(2µN) [cos µ cos k ≠ sin —]}

M
(N)
1,2 =

1
sen k sen µ

Ó

ie
ik sen(2µN) [sin(— + k) ≠ cos µ]

Ô

M
(N)
2,1 =

1
sen k sen µ

Ó

ie
≠ik sen(2µN) [cos µ ≠ sin(— ≠ k)]

Ô
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M
(N)
2,2 =

1
sen k sen µ

{cos(2µN) sen µ sin k ≠ i sen(2µN) [sin — ≠ cos µ cos k]} . (2.71)

Además obtuvieron la relación de dispersión para el sistema no acotado y con acoplamientos simétricos;
ésta relaciona al índice tipo Bloch µ que es el que se encuentra dentro de la estructura con la energía de
la onda incidente E = 2 cos k,

4 cos2
µ = E

2 + “
2
. (2.72)

Donde µ es un índice tipo Bloch que está dentro de la estructura. Además de la expresión (2.72),
este parámetro µ puede ser real, imaginario o cero dependiendo de los parámetros restantes que se
involucran en la ecuación

µ =

Y

_

_

_

]

_

_

_

[

real para E
2 + “

2
< 4

cero para E
2 + “

2 = 4
imaginario para E

2 + “
2

> 4

. (2.73)

Las propiedades de transporte para este modelo que llamamos simétrico por tener acoplamientos entre
sitos constantes e iguales, pueden obtenerse mediante las relaciones (2.33). Mediante un poco de álgebra
se llega a las expresiones �nales:

T =
1

1 ≠
“

2

4 sen2 k cos2 µ
sen2(2µN)

,

RR =
[cos µ ≠ sen(— + k)]2

(sen — ≠ cos µ cos k)2 + [cot(2µN) sen µ sen k]2
,

RL =
[cos µ ≠ sen(— ≠ k)]2

(sen — ≠ cos µ cos k)2 + [cot(2µN) sen µ sen k]2
. (2.74)

A partir de la ecuación (2.74) podemos notar que, el coe�ciente de transmisión T es igual a la unidad
para N ¥ nfi/2µ donde n es cualquier número entero, la relación de aproximación se debe a que N es
un valor entero. La �gura 2.5 muestra el valor del ln T en la banda de energía de�nida por las guías de
ondas perfectas; considerando un tamaño �jo de la región de interacción de N = 2. Esta �gura describe
perfectamente las principales propiedades del coe�ciente de transmisión, contenidas en la ecuación
(2.74). En primer lugar podemos observar que cerca de los bordes de la banda, |E| = 2, tenemos un
desvanecimiento del coe�ciente de transmisión. A partir de las ecuación de dispersión podemos obtener
los valores de la energía que conllevan a una transmisión perfecta, estos están de�nidos por la expresión,
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Fig. 2.5.: ln T en función de la energía para N = 2 con “ = 0.7 y “ = 2 cos(fi/4) para el modelo simétrico. En la región
alrededor de E = 0 podemos notar que T ¥ 1. Imagen tomada de la referencia [90].

Er = ±

Ú

a cos2
1

mfi

2N

2

≠ “2, m = 0, 1, . . . , N. (2.75)

Debido a que Er es un parámetro estrictamente real, el número de valores de la energía en donde
T = 1 está acotado por la condición 4 cos2(mfi

2N
) > “

2. Hacemos notar que el par de valores Er

correspondientes a m = 0, indican el valor de la energía en donde el logaritmo natural del coe�ciente
de transmisión cambia de signo. De esta forma podemos deducir que el aumento en la magnitud de
pérdida y ganancia en el sistema conlleva a una reducción en el número de valores de la energía con
transmisión perfecta; especi�camente en el centro de la banda E = 0 donde se suprime la resonancia.

La primera resonancia emergente para m = 0 corresponde a µ = 0. Como se mencionó en el párrafo
anterior, si además �jamos el valor de la energía obtenemos una relación que de�ne el valor crítico de “,

“cr =


4 ≠ E2. (2.76)

De tal manera que si “ < “cr , µ es un parámetro real y por lo tanto la dependencia de ln T corresponde
a una función períodica de N y el coe�ciente de transmisión es mayor que uno. Para “ > “cr , el valor
de µ es imaginario, haciendo que el coe�ciente T decrezca al incrementar el tamaño de N . Por último el
coe�ciente de transmisión desaparece para cualquier N si “ = “cr .

Por otro lado tenemos a las expresiones de los coe�cientes de re�exión dados por (2.74). Lo más
importante que se debe notar de estas expresiones, es la no reciprocidad en la re�exión; esto es RR ”= RL.
Esta no reciprocidad en la re�exión se da a pesar de la reciprocidad en la transmisión. A partir de las
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Fig. 2.6.: Coe�cientes de re�exión derecha e izquierda en función de la energía E para N = 2 con “ = 0.7 y “ = 2 cos(fi/4).
Imagen tomada de la referencia [90].

expresiones analíticas se puede mostrar que cuando “ = 0 se anulan ambos coe�cientes de re�exión,
RR = RL = 0, lo cual es el resultado esperado para una estructura perfecta.

Ahora procedemos con el estudio del comportamiento de los coe�cientes de re�exión como función
de los parámetros del sistema en los casos cuando “ es menor, igual y mayor que el valor critico “cr

de�nido en la ecuación (2.76). Los coe�cientes de re�exión serán funciones periódicas de N cuando
“ < “cr y por lo tanto µ es un parámetro real. Los tamaños del sistema para los cuales RR,L = 0 están
determinados por la condición N = nfi/2µ, esta condición corresponde también a una transmisión
perfecta. Es importante destacar que la condición en el tamaño del sistema para el desvanecimiento de
las re�exiones puede no ser cumplida exactamente debido a que N toma valores enteros. En el caso
cuando “ > “cr , µ es un parámetro imaginario (µ = i„) y por lo tanto los coe�cientes de re�exión
obtendrán un valor constante para N = 1/„, este valor es del mismo orden que el tamaño crítico. El
comportamiento de los coe�cientes de re�exión en el caso cuando “ = “cr no puede ser analizado a
partir de las ecuaciones (2.74), debido a que en este caso la matriz M es no diagonalizable. Sin embargo
podemos analizar el caso cuando “ ¥ “cr , a partir de la ecuación (2.76), “ ¥ 2 sen k, y por lo tanto es
posible demostrar que RR ¥ 0 y RL _ N

2. Este efecto se denominó re�ectividad unidireccional en la
referencia [24], donde los autores han estudiado el modelo PT simétrico con barreras de ancho �nito.

El comportamiento de la re�exión como función de la energía de las ondas incidentes E = 2 cos k,
se muestra en las �gura 2.6. Podemos deducir de las ecuaciones (2.74) que cuando |E| æ 2 ambos
coe�cientes de re�exión tienden al mismo valor; esto es RR,L æ 1. Debido a que la dependencia en
la energía di�ere para ambos coe�cientes, estos diferirán también en el número de puntos en donde
son iguales a cero. En efecto, RR será igual a cero en los valores de energía correspondientes a una
transmisión perfecta, dados en la ecuación (2.75). Mientras que RL será igual a cero en los puntos de
transmisión perfecta sólo cuando E

2 + “
2

< 4, como se puede observar claramente comparando las
�guras 2.6.
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Para el valor de la energía donde E
2 + “

2 = 4 tenemos, a partir de las ecuaciones (2.74), que RR es igual
a cero, mientras que RL poseerá un valor diferente de los valores de resonancia y de cero. Hacemos
notar que cuando “ ”= 2 cos

!

mfi

2N

"

, con m dado en la expresión (2.75), ambas re�exiones poseerán una
resonancia en el centro de la banda al igual que la transmisión. Otro punto que es importante destacar
se da cuando “ = 2 cos

!

mfi

2N

"

; para esta situación tendremos una transmisión perfecta en el centro de la
banda y por lo tanto ambas re�exiones se desvanecerán en el mismo punto. Observando las �guras 2.5
y 2.6, podemos destacar que en una región relativamente grande alrededor del centro de la banda, la
transmisión es perfecta y ambas re�exiones son cero, por lo tanto podemos manifestar que para esta
región de frecuencias la estructura será invisible para ambas incidencias.
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3
Modelo de enlace
fuerte PT -simétrico
con acoplamientos
diferentes entre sitios

En este capítulo nos enfocaremos en el problema de dispersión de ondas planas en un sistema
unidimensional con aproximación a primeros vecinos, que además satisface la simetría de pariadad e
inversión temporal, mejor conocida como simetría PT . El modelo que proponemos (Fig. 3.1) y que
satisface las características antes mencionadas está formado por una cadena unidimensional de N iones
(sitios) equidistantes con acoplmientos a primeros vecinos, ‹n,n±1, con n = 1, . . . , 2N . Este modelo
está caracterizado por el hamiltoniano,

H =
ÿ

n

Ó

Án|nÍÈn| + ‹n,n+1|nÍÈn + 1| + ‹n,n≠1|nÍÈn ≠ 1|

Ô

. (3.1)

Donde |nÍ representa al orbital atómico, Án corresponde al valor del potencial en el enésimo sitio de la
estructura con la forma

Án = (≠1)n
i“. (3.2)

“ > 0 es un parámetro adimensional que controla el grado de no-hermeticidad que, dependiendo del
signo que tome la energía de sitio, representa pérdida (Án < 0) o ganacia (Án > 0) en la cadena. El
eje respecto del cual puede notarse que el modelo propuesto es PT simétrico se encuentra justo a la
mitad de la cadena, sin importar el número de dímeros que la conformen, esto se representa como
Án = Á

ú
2N+1≠n

. La magnitud del acoplamiento está dado por dos valores constantes dados de manera
alternada entre los orbitales vecinos:

‹n,n+1 =

Y

]

[

‚ si n impar

÷ si n par
‹n,n≠1 =

Y

]

[

‚ si n par

÷ si n impar
. (3.3)
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Fig. 3.1.: Representación grá�ca del sistema a estudiar. La imagen muestra una cadena unidimensional �nita con
acoplamientos entre dímeros dados por ÷ y acoplamientos intra-dímeros ‚; en cada sitio el potencial tiene la
forma Án = (≠1)ni“.

De esta forma se de�ne una estructura a base de dímeros compuestos por dos sitios adyacentes con
ganancia y pérdida; por lo que el acoplamiento intra dímeros estará denotado por ‚, mientras que el
acoplamiento entre dos dímeros contiguos estará dado por ÷. Todos estos parámetros y características
que se han de�nido previamente conforman a nuestra región de dispersión o lo que llamaremos, sistema
cerrado. En el caso en que se acopla está región previamente de�nida a dos guías de ondas, nos referiremos
a él como un sistema abierto. De esta manera asumimos que una onda plana incide por una de las guías
de ondas perfectas y la otra es ocupada solamente por la onda transmitida. El objetivo es estudiar las
propiedades de transporte de el sistema abierto y comparar con el caso simétrico explicado en la sección
2.8.1, en el cual se asume un único valor constante para el acoplamiento dentro de la zona de dispersión
(‚ = ÷ = 1).

3.1 Matriz de transferencia del sistema asimétrico

Para el análisis de propagación de ondas en sistemas unidimensionales se introduce el método de la
matriz de tranferencia, ya que expresa los coe�cientes de la función de onda que se encuentran en el
lado derecho de la muestra en términos de los coe�cientes de la función de onda del lado izquierdo.

El sistema a estudiar es de longitud �nita, de tipo enlace fuerte, donde el potencial tiene la forma (3.2)
con acoplamientos dados por la expresión (3.3). Suponemos que en la región derecha del potencial,
existe una superposición de ondas planas propagandose de izquierda a derecha y viceversa; lo cual
nos sirve para modelar una partícula incidente desde la parte derecha del potencial, donde también
se tiene la onda re�ejada. A la izquierda de la región de interacción se considera solamente ondas
planas propagándose, es decir la onda saliente; implicando que en esta región existen sólo ondas
transmitidas después del proceso de dipersión. Es decir, dicho sistema se encuentra acoplado en
ambos extremos a guías de ondas perfectas semi-in�nitas por donde inciden y transmiten ondas
(ver �gura 3.1). Las guías tienen potenciales igual a cero en los sitios n Æ 0 y n > 2N y con
acoplamientos entre sitios iguales a uno. Para llegar a la expresión de la matriz de transferencia total del
sistema partimos de la ecuación de Schrödinger aplicandola a un sólo dímero del sistema antes propuesto,

i
d�n

dt
= ‚�n+1 + ÷�n≠1 ≠ i“�n, i

d�n+1
dt

= ÷�n+2 + ‚�n + i“�n+1, (3.4)
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con �n = Èn | �Í. Este tipo de ecuaciones tiene soluciones de la forma, �n = e
≠iEt

Ân, donde E es
la energía de la onda plana incidente dada por la relación E = 2 cos(k) con un número de onda k.
Haciendo uso de estas soluciones en (3.4), se llega al siguiente par de ecuaciones:

E e
≠iEt

Ân = ‚ e
≠iEt

Ân+1 + ÷ e
≠iEt

Ân≠1 ≠ i“e
≠iEt

Ân,

E e
≠iEt

Ân+1 = ÷ e
≠iEt

Ân+2 + ‚ e
≠iEt

Ân + i“e
≠iEt

Ân+1. (3.5)

Agrupando y multiplicando ambas ecuaciones por el coe�ciente e
iEt, se obtiene

(E + i“) Ân = ‚Ân+1 + ÷Ân≠1,

(E ≠ i“) Ân+1 = ‚Ân + ÷Ân+2. (3.6)

Para que los cálculos y análisis posteriores se faciliten, dividiremos a las ecuaciones entre ÷,

3

E

÷
+ i

“

÷

4

Ân = ‚

÷
Ân+1 + Ân≠1,

3

E

÷
≠ i

“

÷

4

Ân+1 = ‚

÷
Ân + Ân+2. (3.7)

Así hemos añadido un escalamiento de los parámetros del sistema dado por el acoplamiento entre
dímeros contiguos: E æ E/÷, “ æ “/÷, – æ ‚/÷. Por lo que �nalmente la ecuación de
Schrödinger independiente del tiempo para un dímero del modelo propuesto tiene la forma,

(E + i“) Ân = –Ân+1 + Ân≠1,

(E ≠ i“) Ân+1 = –Ân + Ân+2. (3.8)

Dado que aplicaremos el método de matriz de transferencia para analizar las propiedades de transporte
del modelo, llevaremos a la ecuación (3.8) a una forma matricial conveniente:

Ân+1 = (E + i“)
–

Ân ≠
1
–

Ân≠1,

Ân+2 = ≠– Ân + (E ≠ i“)Ân+1. (3.9)

El lado derecho de la segunda ecuación del par de ecuaciones anterior, contiene un término en función
de Ân+1; para que ambas funciones de onda dependan de las mismas variables sustituimos la primera
ecuación en la segunda, dando como resultado:

Ân+1 = (E + i“)
–

Ân ≠
1
–

Ân≠1,
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Ân+2 =
3(E + i“)(E ≠ i“)

–
≠ –

4

Ân ≠
(E ≠ i“)

–
Ân≠1. (3.10)

El arreglo matricial de (3.10) es por lo tanto,

Q

c

c

a

Ân+2

Ân+1

R

d

d

b

=

Q

c

c

a

(E ≠ i“) ≠–

1 0

R

d

d

b

Q

c

c

a

E+i“

–
≠

1
–

1 0

R

d

d

b

Q

c

c

a

Ân

Ân≠1

R

d

d

b

= M

Q

c

c

a

Ân

Ân≠1

R

d

d

b

. (3.11)

M representa la matriz de transferencia de una celda unitaria o de un dímero, la cual establece la
relación entre los vectores cuyas componentes expresan el valor de la función de onda en dos sitios
adyacentes. Además está matriz puede expresarse en términos de sus eigenvectores y eigenvalores
mediante la relación

M = V �V
≠1

. (3.12)

Esto se conoce en la literatura como eigendecomposición, donde � es la matriz diagonal formada por
los eigenvalores de M, mientras que V se forma con sus eigenvectores; ambas matrices se obtienen
aplicando el proceso de diagonalización y tienen la forma

⁄1,2 = e
±i2µ

, � =

Q

c

c

a

e
i2µ 0

0 e
≠i2µ

R

d

d

b

(3.13)

y

V =

Q

c

c

a

E≠i“

1+–⁄2
E≠i“

1+–⁄1

1 1

R

d

d

b

, V
≠1 = 1

2– sen(2µ)

Q

c

c

a

≠(E + i“) ≠i(1 + –⁄2)

(E + i“) i(1 + –⁄1)

R

d

d

b

. (3.14)

La utilidad y aplicabilidad del método de la matriz de transferencia radica en el hecho de que para los
sistemas con multi-sitios o multicapa unidimensionales, la re�ección y la transmisión se representan
como un producto de matrices, haciendo que las propiedades de una estructura extendida a N sitios o
capas estén esencialmente determinadas por la enésima potencia de la matriz de transferencia de dos
sitios M, es decir,

MN = V

1

V
≠1MV

2

N

V
≠1

. (3.15)
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Eigenvalores de M
-

-

-

-

-

-

-

E
2+“

2

–
≠ – ≠ ⁄ ≠

(E≠i“)
–

(E+i“)
–

≠
1
–

≠ ⁄

-

-

-

-

-

-

-

= 0

∆ ⁄
2 +

Ë

(1 ≠ –)2
≠ E

2
≠ “

2 + 2–

È

⁄

–
+ 1 = 0

Usando la realción de dispersión 4– cos2(µ) = E
2 + “

2
≠ ”

2

∆ ⁄ = 1
2

5

(4 cos2
µ ≠ 2) ±

Ò

(4 cos2 µ ≠ 2)2 ≠ 4
6

= (2 cos2
µ ≠ 1) ±

1
2

Ò

[(4 cos2 µ ≠ 2) ≠ 2] [(4 cos2 µ ≠ 2) + 2]

= (2 cos2
µ ≠ 1) ±

1
2

Ò

4 cos2 µ (4 cos2 µ ≠ 4)

= (2 cos2
µ ≠ 1) ± 2 cos µ

Ò

cos2 µ ≠ 1

= (2(1 ≠ sen2
µ) ≠ 1) ± 2 cos µ

Ò

≠ sen2 µ

= (1 ≠ 2 sen2
µ) ± i 2 cos µ sen µ

= cos(2µ) ± i sen(2 µ)

⁄ = e
±i 2µ

La ecuación anterior es simplemente una extensión de (3.12) aplicada a toda nuestra cadena de N sitios.
Las entradas de la matriz MN se obtienen mediente las ecuaciones (3.12) - (3.14), cuyas expresiones
analíticas son

MN

1,1 = sen(2Nµ) + – sen [2 µ(1 + N)]
– sen(2µ) , MN

1,2 = ≠
sen(2Nµ) (E ≠ i “)

– sen(2µ) ,

MN

2,2 = ≠ sen(2Nµ) + – sen [2 µ(1 ≠ N)]
– sen(2µ) , MN

1,2 = ≠
sen(2Nµ) (E ≠ i “)

– sen(2µ) . (3.16)

Nótese que la ecuaciones (3.16) representan al sistema cerrado que ha sido propuesto con anterioridad.
Para obtener la matriz que representa al sistema abierto, i.e., el sistema acoplado en ambos extremos
a dos guías de ondas, debe incluirse de forma matricial y posicionarlas a la derecha e izquierda de la
matriz MN . Este acoplamiento se obtiene expresando a la guía de ondas, Ân, como la superposición de
ondas planas que son, con número de onda k,
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Q

c

c

a

Ân+2

Ân+1

R

d

d

b

= Q

Q

c

c

a

Ae
i k(n+2)

Be
≠i k(n+2)

R

d

d

b

y

Q

c

c

a

Ân

Ân≠1

R

d

d

b

= Q

Q

c

c

a

Ae
i k n

Be
≠i k n

R

d

d

b

, (3.17)

donde las matrices Q y Q
≠1 son

Q =

Q

c

c

a

1 1

e
≠ik

e
ik

R

d

d

b

, Q
≠1 = 1

2 iSen(k)

Q

c

c

a

e
ik

≠1

≠e
≠ik 1

R

d

d

b

. (3.18)

Sustituyendo estas ecuaciones en la expresión (3.11), se llega a

Q

c

c

a

Ae
i k(n+2)

Be
≠i k(n+2)

R

d

d

b

= Q
≠1MN

Q

Q

c

c

a

Ae
i k n

Be
≠i k n

R

d

d

b

= M

Q

c

c

a

Ae
i k n

Be
≠i k n

R

d

d

b

.

(3.19)

M es la matriz de transferencia total del sistema abierto que estamos considerando y cuyas entradas
pueden obtenerse mediente un poco de álgebra, dando como resultado las siguientes expresiones:

M11 = cos(2Nµ) + i
sen(2Nµ)
sen(2µ)

5 1
–

sen(2k) + 3
2 cos(k)

3

F+ + F≠

46

M12 = ie
ik

sen(2Nµ)
sen(2µ) F+(“, –, k)

M21 = ≠ie
≠ik

sen(2Nµ)
sen(2µ) F≠(“, –, k)

M22 = cos(2Nµ) ≠ i
sen(2Nµ)
sen(2µ)

5 1
–

sen(2k) + 3
2 cos(k)

3

F+ + F≠

46

. (3.20)

Los cálculos para llegar a las expresiones (3.20) en términos de esta función F± se muestran a detalle
en el apéndice A. Se introdujo una nueva función característica F±(“, –, k), la cual depende de los
parámetros que controlan al modelo, con excepción de la longitud de la cadena, dicha función está dada
por

F±(“, –, k) = ±“ sen(k) + 1
2(–2

≠ “
2

≠ 1)
– sen(k) . (3.21)
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La matriz de transferencia puede brindarnos información sobre las propiedades de transporte del sistema
en cuestión, en el capítulo anterior (Cap. 2) se mostró que las entradas de la matriz de transferencia
pueden estar dadas en términos de las amplitudes de transmisión y re�exión dependiendo de la dirección
de donde provenga la onda incidente. Tomaremos el caso siguiente,

M =

Q

c

c

c

c

c

c

a

tL ≠
rL rR

tR

rL

tR

≠
rR

tR

1
tR

R

d

d

d

d

d

d

b

. (3.22)

Las cantidades que involucra la matriz de transferencia se de�nen como,

tL = coe�ciente de transmisión efectiva para incidencia izquierda,

rL = coe�ciente de re�exión efectiva para incidencia izquierda,

tR = coe�ciente de transmisión efectiva para incidencia derecha,

rR = coe�ciente de re�exión efectiva para incidencia derecha. (3.23)

En el caso en que la dispersión sea simétrica con respecto a la inversión temporal o la estructura sea
recíproca, se puede lograr una reducción adicional en la matriz M en función de la reciprocidad de los
coe�cientes de transmisión izquierdos y derechos, tL = tR. De esta manera la matriz de transferencia
obtiene la forma

M =

Q

c

c

c

c

c

c

a

t ≠
rL rR

t

rL

t

≠
rR

t

1
t

R

d

d

d

d

d

d

b

. (3.24)

Una vez que tenemos ambas matrices, la matriz de celda unitaria M y la matriz de transferencia total
M , es razonable asegurar que satisfacen las propiedades inherentes a las simetrías que exhibe el modelo,
o las propias de una matriz de transferencia. Comencemos por notar que el determinante para ambas
matrices es igual a la unidad como es de esperarse:

det M = M11M22 ≠ M12M21 = 1,

det M = M11M22 ≠ M12M21 = 1. (3.25)
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Determinante de M

Para obtener el determinante de la matriz de transferencia total usaremos la ecuación (3.19), para
calcular los determinantes de las matrices individuales para finalmente multiplicarlos y obtener el
deseado:

det M = det Q
≠1 det Mn det Q.

Comenzando con las matrices Q
≠1 y Q, se obtiene,

det Q =
-

-

-

-

-

1 1
e

≠ik
e

ik

-

-

-

-

-

= e
ik

≠ e
≠ik = 2i sen(k),

det Q
≠1 =

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

e
ik

2i sen(k)
≠ 1

2i sen(k)
≠ e

≠ik

2i sen(k)
1

2i sen(k)

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

=
e

ik
≠ e

≠ik

(2i sen(k))2 =
1

2i sen(k),

det MN =
-

-

-

-

-

MN

11 MN

12
MN

21 MN

22

-

-

-

-

-

=
1

–2 sen2(2µ)
Ë1

sen(2Nµ) + – sen(2µ + 2Nµ)
21

≠ sen(2Nµ) + – sen(2µ ≠ 2Nµ)
2

≠ (i“ ≠ E)2 sen2(2Nµ)
È

=
1

–2 sen2(2µ)
Ë

≠ sen2(2Nµ) ≠ 2– sen2(2Nµ) cos(2µ) + –
2 sen2(2µ) cos2(2Nµ)

≠ –
2 cos2(2µ) sen2(2Nµ) + E

2 sen2(2Nµ) + “
2 sen2(2Nµ)

È

=
1

–2 sen2(2µ)
Ë

≠ sen2(2Nµ) ≠ 2– sen2(2Nµ) cos(2µ) + –
2 sen2(2µ)[1 ≠ sen2(2Nµ)]

≠ –
2 cos2(2µ) sen2(2Nµ) + E

2 sen2(2Nµ) + “
2 sen2(2Nµ)

È

=
1

–2 sen2(2µ)
Ë

≠ sen2(2Nµ) ≠ 2– sen2(2Nµ) cos(2µ) + –
2 sen2(2µ) ≠ –

2 sen2(2Nµ)

+ E
2 sen2(2Nµ) + “

2 sen2(2Nµ)
È

det MN = 1 +
sen2(2Nµ)
–2 sen2(2µ)

Ë

≠ 1 ≠ 2– cos(2µ) ≠ –
2 + E

2 + “
2
È

= 1 +
sen2(2Nµ)
–2 sen2(2µ)

Ë

≠ 1 ≠ 4– cos2(µ) + 2– ≠ –
2 + E

2 + “
2
È

= 1 +
sen2(2Nµ)
–2 sen2(2µ)

Ë

≠ 4– cos2(µ) + E
2 + “

2
≠ (1 ≠ –)2

È

= 1 +
sen2(2Nµ)
–2 sen2(2µ)

Ë

4– cos2(µ) ≠ 4– cos2(µ)
È

det MN = 1
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) det M = det Q
≠1 det Mn det Q

=
1

2i sen(k)(1)(2i sen(k))

det M = 1

Explotando este hecho y debido a que nuestro sistema presenta simetría ante inversión temporal,
observamos que las entradas de la matriz (3.23) obedece las siguientes relaciones

M22 = Mú
11, M21(“) = Mú

12(≠“), Re [M12] = Re [M12] © 0. (3.26)

Además los hamiltonianos que satisfacen la simetría PT presentan estas propiedades singulares que
di�eren claramente de la que es distintiva de la simetría de inversión temporal debido al parámetro
adicional de ganancia y pérdida “. El hamiltoniano que rige el modelo que hemos propuesto no es
hermítico, así que no satisface la conservación de densidad de corriente. De hecho por presentar la
simetría PT , este tipo de sistemas obedece una relación de conservación generalizada en términos de
las amplitudes de transmitancia T = |t|

2 y re�ectancia RR,L =
-

-

-
r

R,L

-

-

-

2
, formulada como

|1 ≠ T |
2 =



RRRL. (3.27)

Esta relación trae consigo tres implicaciones:

• Cuando T < 1, la ecuación (3.27) se reduce a T +
Ô

RRRL = 1. Donde el término RRRL

reemplaza al convencional R en el caso de un sistema ortogonal. Se deduce que cuando T < 1 la
dispersión de una única onda incidente desde un lado de la estructura es sub-unitaria (se pierde
�ujo) y la dispersión desde el otro lado es super-unitaria (se gana �ujo). Como excepción, puede
ocurrir una degeneración accidental en la cual ambas re�exiones coinciden, RR = RL; en cuyo
caso la dispersión de ambos lados conserva el �ujo. Estos casos especiales ocurren cuando un
parámetro continuo como la frecuencia se varía para sistemas de PT no triviales [37].

• Cuando T > 1 la ecuación (3.27) se reduce a T ≠
Ô

RRRL = 1; ocurre que los procesos de
dispersión son super-unitarios. La degeneración de coe�cientes de re�ección es posible en este
régimen, dando como resultado la relación de conservación pseudounitaria usual, T ≠ R = 1.

• Finalmante si T = 1, la ecuación (3.27) se reduce a
Ô

RRRL = 0, lo que implica que el producto
de las re�ecciones izquierda y derecha debe ser cero. Dicha operación se logra típicamente al no
tener onda re�ejada desde un lado de la estructura. A este efecto particular se le conoce como
invisibilidad unidireccional, de la cual hablaremos más adelante.
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3.2 Relación de dispersión

Derivemos la relación de dispersión del modelo. Si la función de onda se encuentra constriñida en el
potencial periódico propuesto (3.2), aplicaremos condiciones de frontera mediante el teorema de Bloch,

Ân≠1 = e
≠2ik

Ân+1, Ân+2 = e
2ik

Ân. (3.28)

La periodicidad que se ha considerado es igual a dos. Típicamente al buscar una solución distinta de la
trivial que resuelva el sistema de ecuaciones para un dímero (3.8), se obtiene la relación de dispersión

4 – cos2(µ) = E
2 + “

2
≠ ”

2
, ” = (1 ≠ –). (3.29)

Esta expresión relaciona el número de onda k de la onda plana que incide por uno de los extremos de la
cadena con el número de onda µ dentro de la cadena. De esta manera podemos conocer el efecto que
ejerce el potencial sobre la onda incidente. Se introduce un parámetro nuevo al sistema representado por
”, el cual de�ne el grado de asimetría; ya que toma un valor distinto de cero cuando los dos acoplamientos
presentan valores diferentes entre sí, ” ”= 0, implicando que el sistema presenta cierta asimetría. Por lo
cual, cuando el valor de los dos acoplamientos es idéntico para toda la cadena, ‚ = ÷. El parámetro de
asimetría pasa a ser igual a cero, dando lugar a un sistema al cual nos referimos como simétrico.

A partir de la expresión (3.29), el número de onda µ dentro de la zona de dispersión, puede tomar
distintos valores dependiendo de los parámetros restantes que rigen al modelo; este número de onda
puede ser real, complejo o imaginario. Dichas posibilidades se encuentran de�nidas a continuación:

µ =

Y

_

_

_

]

_

_

_

[

complejo para E
2 + “

2
< ”

2

real para ”
2

Æ E
2 + “

2
Æ (1 + –)2

imaginario para E
2 + “

2
> (1 + –)2

. (3.30)

Empezando el análisis del comportamiento de la variable µ para un sistema simétrico (” = 0), se tiene
que los únicos valores posibles que puede tomar son valores reales o imaginarios. Este hecho puede
notarse a partir de la ecuación (3.30), ya que no es posible tener valores complejos, para ello se necesita
que la suma de los cuadrados de la energía de la onda incidente y el párametro que caracteriza al potencial
“ sea menor a cero. Es entonces el cambio en la periodicidad del sistema el que induce la aparición de
valores complejos para µ, esto es con parte real e imaginaria diferentes de cero. El comportamiento
del número de onda µ en función de la energía de la onda incidente se presenta en la �gura 3.2. Se ha
dividido el comportamiento para tres casos diferentes, donde el parámetro de asimetría ” se compara
con el parámetro de no-hermeticidad “, ya que puede ser menor, mayor o igual que él. Para los tres
casos se puede notar que alrededor de los bordes de la banda de energía, E = ±2, el número de onda es
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Fig. 3.2.: Número de onda µ dentro de la zona de dispersión en función de la energía de las ondas incidentes E. Las líneas
continuas corresponden a la parte real de µ, mientras que las líneas puntedas representan la parte imaginaria. (a)
“ = 0.4, – = 0.2, ” = 0.8; (b) “ = 0.2, – = 0.8, ” = 0.2 y (c) “ = 0.9, – = 0.9 y ” = 0.1. Los cuadrados azules
etiquetan a los puntos excepcionales E0, ellos caracterizan la transición de µ al pasar de imaginario a puramente
complejo y los diamantes corresponden a Efi , donde µ pasa de real a complejo.

puramente imaginario. Este comportamiento también surge de igual manera para el caso simétrico. Estas
regiones imaginarias se encuentran delimitadas por el rango de energía, E2

0 < E
2

< 4, donde de�nimos
a E0 como punto excepcional o borde externo de la banda, analíticamente estos puntos excepcionales
están de�nidos mediante la relación

E
2
0 = (1 + –)2

≠ “
2
. (3.31)

Aquí existe una degeneración para µ = 0; este hecho lo comprueba la ecuación (3.13) al sustituir el valor
de µ y encontrar que ambos eigenvalores coinciden en ⁄1,2 = 1. Dichos puntos de�nen la transición de
fase de valores imaginarios a reales para µ o viceversa. Existen también puntos excepcionales entre las
regiones con valores complejos y reales de µ, los cuales designamos como bordes internos de la banda,
con degeneración de eigenvalores ⁄1,2 = ≠1 y que serán etiquetados por Efi , cuya espresión analítica es

E
2
fi = ”

2
≠ “

2
. (3.32)

Un hecho interesante de la �gura 3.2 es la desaparición de la región que contiene valores complejos de µ,
la cual se encuentra en el centro de la banda de energía. Esto puede explicarse mediante la ecuación que
de�ne los bordes internos de la banda, (3.32), a medida que el parámetro de no-hermeticidad alcanza
al de asimetría, ambos puntos excepcionales comienzan a ser desplazados hacia el centro de la banda
de energía (Efi = 0). Por lo tanto podemos observar las propiedades de transporte distintivas de
los puntos excepcionales en una amplia región de la banda de energía con magnitudes de ganancia
y pérdida relativamente pequeñas; hecho que es imposible en el modelo simétrico, donde los puntos
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excepcionales se encuentran restringidos a zonas cercanas a los bordes de banda para valores de
“ relativamente pequeños. Esta característica particular del modelo asimétrico puede ser de gran
importancia en aplicaciones experimentales debido a los efectos que presenta. La importancia de los
puntos excepcionales de�nidos mediante las relaciones (3.31) y (3.32), radica en la manifestación de
diferentes efectos interesantes en las propiedades de transporte del sistema, dependiendo de la asimetría
presente y del grado de ganancia y pérdida; manifestando así un comportamiento no trivial de las
propiedades de transporte en puntos excepcionales.

3.3 Propiedades de Transporte

El interés principal es el estudio de la dispersión de una onda plana a través del modelo PT simétrico
anteriormente propuesto. El método que se implementará es el de la matriz de transferencia, descrito
anteriormente en la sección 2.3, tomando ventaja de la relación que guardan las propiedades de
transporte con las entradas de la matriz de transferencia mediante las expresiones:

T = |M22|
≠2 = [1 + M12M21 + M22 (Mú

22 ≠ M11)]≠1
,

RL

T
= |M21|

2
,

RR

T
= |M12|

2
. (3.33)

En la sección 3.1 se obtuvieron de forma detallada las entradas de la matriz de transferencia total del
sistema, ecuación (3.20), a partir de ellas y mediante un poco de álgebra se obtienen las expresiones
analíticas exactas (cabe destacar que ninguna aproximación se ha impuesto en los cálculos antes
mostrados) para los coe�cientes de transmisión y re�exión de una onda plana que interactúa con la
región de dispersión con el potencial dado por la ecuación (3.2):

T = 1
1 + sen2(2Nµ)

sen2(2µ) F+(“, –, k)F≠(≠“, –, k)
,

RR

T
= sen2(2Nµ)

sen2(2µ) F
2
+(“, –, k), RL

T
= sen2(2Nµ)

sen2(2µ) F
2
≠(≠“, –, k). (3.34)

La expresión analítica de F± está dada por F±(“, –, k) = ±“ sen(k)+ 1
2 (–2≠“

2≠1)
– sen(k) . Dicha función (de�nida

previamente en la sección 3.1) tiene una forma analítica estratégica para descartar la dependencia del
número de dímeros que conforman a la cadena unidimensional. La �nalidad de esto es facilitar el análisis
de las expresiones de los coe�cientes de transmisión y re�exión.
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Obtención de los coeficientes de transmisión y reflexión.
RR

T
= |M12|2 RL

T
= |M21|2

=
-

-

-

ieik sen(2Nµ)
sen(2µ)

F+(“, –, k)
-

-

-

2
=

-

-

-

≠ie≠ik sen(2Nµ)
sen(2µ)

F≠(≠“, –, k)
-

-

-

2

=
-

-

-

i(cos(k) + i sen(k))
sen(2Nµ)
sen(2µ)

F+(“, –, k)
-

-

-

2
=

-

-

-

≠i(cos(k) ≠ i sen(k))
sen(2Nµ)
sen(2µ)

F≠(≠“, –, k)
-

-

-

2

=
-

-

-

(i cos(k) ≠ sen(k))
sen(2Nµ)
sen(2µ)

F+(“, –, k)
-

-

-

2
=

-

-

-

(≠i cos(k) ≠ sen(k))
sen(2Nµ)
sen(2µ)

F≠(≠“, –, k)
-

-

-

2

RR

T
=

sen2(2Nµ)
sen2(2µ)

F 2
+(“, –, k)

RL

T
=

sen2(2Nµ)
sen2(2µ)

F 2
≠(≠“, –, k)

|1 ≠ T | =


RRRL

=

Ú

sen4(2Nµ)
sen4(2µ)

F 2
+(“, –, k) F 2

≠(≠“, –, k) T 2

=
sen2(2Nµ)
sen2(2µ)

F+(“, –, k) F≠(≠“, –, k) T

T =
1

1 +
sen2(2Nµ)
sen2(2µ)

F+(“, –, k) F≠(≠“, –, k)

3.3.1 Coeficiente de Transmisión

El coe�ciente de transmisión se de�ne como la fracción de energía incidente transmitida a través de
cierta estructura. El coe�ciente correspondiente al modelo previamente propuesto se obtuvo a través de
la relación que se tiene con la entrada M22 de la matriz de transferencia y se encontró una expresión
analítica compacta:

T =
1

1 +
sen2(2Nµ)
sen2(2µ) F+(“, –, k)F≠(≠“, –, k)

. (3.35)

La relación anterior es válida para cualquier rango de los parámetros que caracterizan el sistema,
presenta una dependencia con la energía de las ondas incidentes E mediante el número de onda k.
Dividiremos el análisis en tres casos, los cuales están condensados en la expresión (3.30); la cual muestra
que dependiendo del valor de los parámetros, el número de onda dentro de la zona de dispersión µ se
verá afectado y podrá tomar valores reales, imaginarios o complejos.

La �gura 3.3 muestra a la transmisión en función de la energía de la onda incidente donde los tres
distintos casos para µ están presentes, para valores �jos de los parámetros – y “, variando el número
de dímeros que conforma a la cadena de iones. Las zonas que se encuentran en los extremos de cada
una de las grá�cas corresponden a un número de onda interno µ imaginario, donde podemos ver que
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Fig. 3.3.: Coe�ciente de transmisión, T para diferentes tamaños N , con parámetros �jos con valores – = 0.5 y “ = 0.2.
Para cada caso se muestran los números de onda kF P /fi donde la transmisión es perfecta, además de las diferentes
regiones donde el índice µ puede ser imaginario, complejo o real.

para los casos en que el número de dímeros es pequeño (N < 6), éste decae con |E|. Conforme va
aumentandose el tamaño del sistema, la tasa de decaimiento también lo hace, creando bordes bien
de�nidos de la banda de energía para dar paso a la región de energías correspondientes a un número de
onda µ real, delimitadas por la relación

(1 ≠ –)2
≠ “

2
Æ E

2
Æ (1 + –)2

≠ “
2
. (3.36)

Esta ecuación de�ne dos regiones simétricas en el rango de energías respecto al centro de la banda
(E = 0), las cuales son las regiones sombreadas de la �gura 3.3. En estas regiones la transmisión es
menor o igual a uno; los casos para los cuales los valores de energía de las ondas incidentes resulten en
una transmisión perfecta (T = 1) están determinados por la anulación del término sen2(2Nµ), presente
en la expresión para el coe�ciente de transmisión (3.35); lo cual implica que µ = mfi/2N para m =
1, . . . , N ≠ 1. La expresión analítica para estas energías particulares es

E
2
F P

= 4 – cos
3

mfi

2N

4

≠ “
2 + ”

2
. (3.37)

La energía de una onda plana incidente es E = 2 cos(k), por lo tanto la expresión (3.37) expresada en
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términos del vector de onda k es

k
2
F P

= cos≠1
51

2
Ò

4 – cos (µ) ≠ “2 + ”2
6

. (3.38)

El subíndice FP de las expresiones (3.37) y (3.38) denota que nos referimos a resonancias de Fabry-Pérot,
donde la transmisión es igual a la unidad y dependen del tamaño del sistema. El número de resonancias
E

F P
se encuentra restringido por los parámetros “ y ”, debido a que debe ser estrictamente real.

Las regiones sombreadas presentes en la �gura 3.3 estás delimitadas por puntos que llamamos bordes
externos e internos de la banda de energías, los cuales muestran transiciones para los diferentes casos que
puede tomar el parámetro µ (imaginario, real o complejo). Estos bordes tanto externos como internos,
se de�nen mediante E = E0 y E = Efi , respectivamente; donde los subíndices indican el valor que
toma el parámetro µ, es decir, cero y fi/2 en la ecuación de dispersión (3.29), dando como resultado
las ecuaciones E

2
0 = (1 + –)2

≠ “
2 (Ec. (3.31) ) y E

2
fi = (1 ≠ –)2

≠ “
2 = ”

2
≠ “

2 (Ec. (3.32)). La
expresión para la transmisión (3.35) se inde�ne en ambos casos, sin embargo podemos obtener el valor
del coe�ciente de transmisión en estos puntos excepcionales mediante la expansión de la expresión
(3.35) cerca de estos puntos. Dando como resultado,

T ¥

Y

_

_

_

_

_

_

_

]

_

_

_

_

_

_

_

[

1
1 +

#

N
1+–

–
cot(k)

$2 para µ ¥ fi/2

1
1 +

#

N
1≠–

–
cot(k)

$2 para µ ¥ 0

. (3.39)

La región de energías donde el número de onda interno µ es complejo es una región simétrica al centro
de la banda, delimitada por la relación E

2
< ”

2
≠ “

2 ó lo que es lo mismo por los bordes internos
E = Efi . Al incrementar el valor del parámetro “, estos bordes tienden a moverse hacia el centro, dando
como resultado que para el caso “

2 = ”
2 los bordes coalescen justo en el centro de la banda (Efi = 0);

justo como lo muestra la ecuación (3.32), provocando la desaparición de la región para µ complejo con
una transmisión igual a la unidad, tal como lo indica la ecuación (3.39) y la curva rosa correspondiente a
“ = 0.5 de la �gura 3.4.

La evolución del coe�ciente de transmisión, a medida que al parámetro que de�ne el grado de no-
hermeticidad “ aumenta, se muestra en la �gura 3.4; donde se ha considerado un valor �jo para – (este
valor indica que el acoplamiento entre dos dímeros es el doble del acoplamiento intra-dímero) y una
cadena de cuatro sitios (n = 4) o lo que es lo mismo dos dímeros (N = 2). Una vez que la asimetría es
superada por la pérdida y ganancia dentro del sistema, i.e.

!

”
2

< “
2"

, el per�l de la transmisión pasa a
ser mayor que la unidad. Las funciones F± de�nidas previamente en (3.21), determinan la posición de
los cruces de la curva T = 1 mediante la expresión,
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= 1
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Ë

“
2

≠ ”
2
È Ë1

1 + –
2
2

≠ “
2
È

, (3.40)

o en términos del vector de onda

k
U

= cos≠1
C

1
2

Û

1
“2 (“2 ≠ ”2) ((1 + –2) ≠ “2)

D

. (3.41)

Estas nuevas resonancias que denominaremos resonancias U , son diferentes de las mostradas en (3.37)
debido a la forma en que se de�nió el coe�ciente de transmisión (3.35). La causa de una transmisión
perfecta, a primera vista, puede deberse a la eliminación de dos términos; ya hemos analizado uno de
ellos, el cual corresponde al término sen(2Nµ) de donde emergieron las resonancias Fabry-Pérot. La
siguiente posibilidad pertenece a la función F+, la cual para el caso – < 1 presenta cruces con el eje
F+ = 0, mientras que la función F≠ nunca cruza dicho eje y es siempre menor que cero a medida que “

crece; esto puede comprobarse en la �gura 3.5(b) donde se presenta el comportamiento de las funciones
F±.

Las resonancias U no dependen del tamaño del sistema, debido a la dependencia de la función F±, la
cual no involucra el número de dimeros que conforman la cadena, por lo cual estas resonancias estarán
presentes para cualquier número de dímeros que conforme a la cadena unidimensional, siempre y cuando
”

2
Æ “

2. Cuando la igualdad se cumple, una resonancia U se encuentra justo en el centro de la banda,
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Fig. 3.5.: (a) Coe�ciente de transmisión para cadenas de dos tamaños diferentes, N = 2 y N = 10. Los valores de los
parámetros son los mismos que en la �gura 3.2. Los triangulos rojos corresponden a las resonancias U para cada
caso, además se han añadido las tres diferentes regiones correspondientes a los valores que µ puede tomar. (b)
Funciones F± correspondientes a los casos mostrados en (a), donde puede observarse que F+ es la responsable de
la aparición de las resonancias U .

pero cuando la inecuación se cumpla, se obtendrán sólo dos de ellas y no más, para cualquier N y sus
posiciones estarán dadas por (3.41).

Además de la ecuación (3.35), debido a la dependencia del coe�ciente de transmisión en base al número
de dímeros N , nos dice que tratamos con una función periódica de N con periodicidad de fi/2µ. Debido
a los valores enteros positivos que sólo puede tomar N , ocasiona que la función T no sea estrictamente
periódica tal y como se muestra en la �gura 3.6, aunque para N = mfi/2µ, donde m es entero positivo,
se tiene que T ¥ 1.

A diferencia del modelo simétrico (– = 1), en el cual la transmisión siempre es menor que uno
para valores reales de µ sin importar el número de dímeros que se consideren, para un sistema con
acoplamientos no-homogéneos (– ”= 1) la transmisión toma valores menores, iguales o mayores a
la unidad. Además en los puntos excepcionales correspondientes a los bordes internos y externos de
la banda, dados por las ecuaciones (3.32) y (3.31), respectivamente, se tiene una transmisión perfecta
independiente del tamaño del sistema; caso contrario de las resonancias FP del sistema dadas por (3.37)
en el que la posición de los puntos de transmisión perfecta en la banda de energias dependen de N .

Al analizar la estructura de los estados de dispersión del sistema tanto en los puntos excepcionales o
resonancias U como en las resonancias FP , se nota una clara diferencia entre ellas. Dicho análisis parte
de las ecuaciones (3.11) y (3.19), donde puede obtenerse el comportamiento de la función de onda en
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valores reales de µ. (a) Se muestra el per�l del ln T dependiendo de la función F+, la cual puede tomar valores
iguales, mayores o menores a cero.

base al número de sitios que conforman la estructura. En la �gura 3.7 contrastamos las estructuras de los
estados de dispersión para una resonancia FP en el caso de una cadena de 8 sitios y para una resonancia
U correspondiente al borde interno para una cadena de 20 sitios; en ambos casos se consideró que los
cuadrados de los parámetros de no-hermiticidad y el de asimetría son iguales (“2 = ”

2).

La periodicidad en ambos casos es diferente, para la resonancia FP es de n = 2N , mientras que para el
punto excepcional o resonancia U es de n = 4 tanto en la parte real como en la parte imaginaria del
estado de dispersión; esto lo exhibe la �gura 3.7, mientras que la probabilidad permanece invariante sin
importar el tamaño del sistema. Una estructura análoga a la presentada por el punto excepcional anterior
es de esperarse para el caso donde F+ = 0, lo cual sucede para “

2
Ø ”

2; la razón de esto proviene de la
ausencia de N en la función F+.

Analicemos ahora al número de onda interno µ en función del tamaño del sistema N , cuando este es
imaginario. Como se mencionó anteriormente, el coe�ciente de transmisión es menor que la unidad
sin importar el tamaño de la cadena que se este considerando, el origen de esto es el producto de las
funciones F+F≠ que es mucho mayor que uno en las regiones donde µ es imaginario, estas regiones
son los bordes de la banda de energía que pueden observarse en la �gura 3.5(b). Además a medida que el
tamaño del sistema crece la transmisión decae rápidamente. Esto es apoyado por la forma que toma el
coe�ciente T para µ imaginario,

T =
1

1 +
senh2(2ÏN)
senh2(2Ï)

5

senh2(2Ï) +
1
–

3

1 ≠ – cosh(2Ï)
42

cot2(k)
6

. (3.42)

En esta ecuación para el coe�ciente de transmisión se ha de�nido al número de onda como µ = iÏ,
donde Ï tiene un valor mayor que cero. La última posibiladad sobre los valores que puede tomar el
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parámetro µ recae en el dominio de los números complejos. La forma analítica para el coe�ciente de
transmisión (3.35) cambia de forma, ya que ahora consideramos que µ = fi/2≠iÏ, dando como resultado

T =
1

1 +
senh2(2ÏN)
senh2(2Ï)

5

senh2(2Ï) +
1
–

3

1 + – cosh(2Ï)
42

cot2(k)
6

. (3.43)

Otro de los parámetros de los que depende el coe�ciente de transmisión, es el parámetro que determina el
grado de no-hermiticidad del sistema, “. El análisis del parámetro µ nos proporciona el comportamiento
del coe�ciente T con respecto a “ conforme la energía cambia. A partir de la ecuación (3.30) podemos
decir que para E

2
< “

2 están presentes las tres regiones de µ, i.e., valores reales, complejos e imaginarios.
Estas regiones están delimitadas por los puntos excepcionales, donde el número de onda dentro de
la cadena toma valores especí�cos, µ = 0, fi/2. Es posible de�nir las siguientes regiones de valores para µ

Región para valores:

Y

_

_

_

]

_

_

_

[

imaginarios si “
2

> (1 + –)2
≠ E

2

complejos si “
2

< ”
2

≠ E
2

real si ”
2

≠ E
2

Æ “
2

Æ (1 + –)2
≠ E

2

(3.44)
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Este parámetro de no-hermiticidad, es un parámetro estrictamente positivo, dejando como resultado una
región de valores reales y de valores imaginarios para µ; como se muestra en la �gura 3.8. Notar que la
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única región en donde podemos tener una transmisión mayor que uno (T Ø 1) corresponde a µ real, lo
cual corresponde a “

2
> ”

2 (�guras 3.4 y 3.5). Mientras que en las regiones correspondientes a valores
imaginarios de µ la transmisión es menor que la unidad, T < 1. Los valores de transmisión perfecta
en el espacio de “ tienen expresiones análogas a aquellas correspondientes al espacio de energías;
recordemos que tenemos dos situaciones, las primeras son resonancias que dependen del tamaño del
sistema y la forma analítica es,

“
2
F P

= 4– cos2
3

nfi

2N

4

≠ E
2 + ”

2
, n = 1, . . . , N ≠ 1. (3.45)

Mientras que la expresión para el caso de las resonancias U , cuyo origen se debe a la anulación de la
función F+, en términos del parámetro “ es,

“
2
U

= 1 + –
2

≠
E

2

2 ±
1
2
Ò

(E2 ≠ 4)(E2 ≠ 4–2). (3.46)

Para resumir, en el caso E
2

< ”
2 se tienen las tres regiones posibles para valores de µ. La región

de valores complejos desaparece cuando el valor de la energía es igual al del parámetro de asimetría,
E

2 = ”
2, mientras que para E

2 = (1 + –)2 es la región de valores reales la que desaparece, por último
sólo se tendrán valores imaginarios siempre y cuando E

2
> (1 + –)2. Todos estos casos son mostrados

en la �gura 3.9, para respaldar las conclusiones antes mencionadas.

3.3.2 Reflexión izquierda y derecha

Las cantidades de transporte a analizar ahora son los coe�cientes de re�exión por la izquierda y derecha.
La expresión analítica obtenida para ambas re�exiones se presentó al inicio de la sección, donde
podemos ver que dichas expresiones se componen de dos términos, uno que depende del tamaño del
sistema y el otro son las funciones F±(“, –, k) =

Ë

±“ sen(k) + 1
2(–2

≠ “
2

≠ 1)
È O

[– sen(k)] que se
introdujeron anteriormente:

RR

T
= sen2(2Nµ)

sen2(2µ) F
2
+(“, –, k), RL

T
= sen2(2Nµ)

sen2(2µ) F
2
≠(≠“, –, k). (3.47)

Comparando con los grá�cos para el coe�ciente de transmisión de la �gura 3.4 donde se varía el
parámetro “, en la �gura 3.10 puede observarse que en el caso de un dímero, ambos coe�cientes de
re�exión se compartan de manera similar. La diferencia entre ellos aparece cuando la relación “

2
Ø ”

2

se satisface y es cuando el coe�ciente de re�exión para incidencia por la derecha se anula para ciertos
valores de energía. El origen de dichos puntos proviene de las resonancias U , expliquemos esto más a
fondo. Para el caso – < 1 que es el que muestran las �guras 3.10, es la función F+ quien tiene ciertos
puntos donde se anula a diferencia de la función F≠ cuyo valor es siempre menor a cero (ver �gura
3.5b). Por lo cual, debido a la forma analítica del coe�ciente de re�exión por la derecha que depende sólo
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Fig. 3.10.: (a) Coe�ciente de re�exión por la derecha para N = 2, – = 0.5 y diferentes valores de “ de tal manera que
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parámetros del caso (a).

de la función F+, es de esperar que se anule en ciertas energías, las cuales hemos caracterizado como
resonancias U ; a diferencia de la re�exión izquierda que muestra un valor diferente de cero para las
mismas energías. Otra diferencia apreciable, ocurre en la región central respecto al centro de la banda
de energías, la �gura 3.47 muestra como el coe�ciente de transmisión derecha nunca sobrepasa valores
mayores a uno, mientrás que cuando se tiene una transmisión proviniente del lado izquierdo del modelo,
la re�exión correspondiente sobrepasa la unidad.

Haciendo un análisis similar al del coe�ciente de transmisión T , estudiaremos el comportamiento de los
coe�cientes RR y RL a medida el vector de onda interno µ cambia, ver (3.30). Dicho comportamiento
se muestra en la �gura 3.11, para valores de parámetros que satisfacen los casos mostrados en la �gura
3.2, los cuales son “

2
< ”

2, “2 = ”
2 y “

2
> ”

2. En todos los casos podemos ver que ambos coe�cientes
de re�exión se anula en los puntos donde la transmisión es perfecta, T = 1, dados por la ecuación (3.37).
Además para los casos en que se cumple la condición “

2
Ø ”

2, surgen las resonancias U , como lo vimos
para el caso de la transmisión, las cuales recordemos no dependen del tamaño del sistema; sus posiciones
se muestran en la �gura 3.11(b) y 3.11(c) representados por los triángulos rojos que se encuentran
dentro de la zona donde µ toma valores reales. Notar que la posición de estas resonancias es simétrica
respecto al centro de la banda de energías y lo importante es la diferencia de valores que toman ambos
coe�cientes de re�exión en estas resonancias. La re�exión por la derecha, RR, se anula tanto en las
resonancias de Fabry-Perot como en las resonancias U . El caso contrario sucede con el coe�ciente por
la izquierda RL, el cual toma valores diferentes de cero dependiendo de los parámetros que caracterizan
la cadena. A este fenómeno se le conoce como invisibilidad unidireccional y es característico de los
sistemas que presentan simetría PT . A partir de las ecuaciones y simulaciones que se han presentado
para los coe�cientes de re�exión y transmisión, puede notarse que si hacemos incidir una onda plana
por alguno de los extremos de la estructura se tendrá como resultado, ya conocido, que parte de la onda
plana es re�ejada y otra es transmitida; el resultado ahora intesante es cuando tomamos el lado contrario
al elegido para hacer incidir la onda plana, dando como resultado que toda la onda es transmitida sin
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Fig. 3.11.: Coe�ciente de re�exión derecha e izquierda para el caso N = 2, donde se han usado los parámetros de la �gura
3.2. Se han incluido ambas resonancias (Fabry-Pérot y U ) donde la transmisión es perfecta y las regiones de µ

dadas por (3.30). Los casos (a)-(c) corresponden a – < 1 y las �guras (d)-(e) a – > 1.

perder una parte en la re�exión, es decir, el arreglo con acoplamientos asímetricos le es invisible a la
onda plana en la posición de las resonancias U .

El comportamiento de los coe�cientes de re�exión en la columna derecha de la �gura 3.11 es contraria
a la mostrada en los casos (a)-(c) de esta misma �gura, ya que es ahora RL la que se anula en las
resonancias U . La diferencia entre ambos casos radica en el parámetro –, el cual puede ser mayor, menor
o igual a la unidad; la columna derecha corresponde al caso – > 1, es decir, el valor del acoplamiento
intra-dímero ‚ es mayor que el acoplamiento que existe entre dos dímeros consecutivos ÷. A partir de
la expresión analítica para la re�exión izquierda (3.47), la función F≠ se anula en las resonancias U

mientras que RR es ahora quien tiene un valor �nito, debido a que la función F+ será siempre mayor
que cero sin importar el valor de “ y debido a la forma de la función F≠ sólo podrán tenerse una o dos
resonancias U , todo esto se muestra en la �gura 3.11.

Valor crítico de “

Las funciónes F± depende de tres variables, “, – y k; las cuales están definidas por los re-escalamientos
“ æ “/÷ y – æ ‚/÷, donde ‚ y ÷ son los acoplamientos entre los sitios que forma la cadena; “ es la
magnitud de pérdidas y ganancias, ‘n = (≠1)n

i“, con “ Ø 0 y el vector de onda k > 0. En los casos
donde F+(“, –, k) = 0 debe cumplirse que

F± = 0 = “ sen(k) + 1
2(–2

≠ “
2

≠ 1)
– sen(k) sen(2 µ) ∆ sen(k) = ≠

1
2 “

1

–
2

≠ “
2

≠ 1
2

.
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Etiquetando a cada lado de la ecuación anterior con las funciones f1 y f2,

f1 = sen(k) y f2 = ≠
1

2 “

1

–
2

≠ “
2

≠ 1
2

.

La función f1 es la función seno del número de onda, de ella se sabe el dominio y rango de acuerdo
a los parámetros que caracterizan a la cadena. La relación entre k y la energía se da a través de
E = 2 cos(k), por lo que el rango de la función f1 está definido en el intervalo [0, fi]; fuera de ese
intervalo no nos importa como se comporte la función f1, ya que ahí no se tienen soluciones. Esto
implica además que la f2 debe ser estrictamente positiva, es decir:

≠
1

2“

1

–
2

≠ “
2

≠ 1
2

> 0

∆ “
2

> –
2

≠ 1

∆ “cr >



–2 ≠ 1 .

Podemos concluir que la reflexión derecha se anula cuando – y “ satisfacen (3.48). Similarmente, el
coeficiente de reflexión por la izquierda se anula cuando F≠(≠“, –, k) = 0, por lo tanto,

sen(k) = 1
2 “

1

–
2

≠ “
2

≠ 1
2

.

El intervalo de interés es el mismo que en el caso anterior, [0 Æ k Æ fi], por lo que podemos decir que
el coeficiente de reflexión izquierda se anula siempre y cuando



–2 ≠ 1 > “cr .

Debido a que “ se definió como una cantidad estrictamente mayor que cero, – > 1. De esta forma se
ha determinado el valor crítico para “ en función de –.

El parámetro “ se ha de�nido como la ganancia y pérdida que el sistema presenta, la cual va a estar
acotada por cierto valor crítico que delimita el punto en que una de las dos re�exiones sea nula. Para
empezar este análisis partimos de la función F± dada por la ecuación (3.21). El coe�ciente de re�exión
derecha puede anularse debido a dos causas diferentes, ya que está conformada por un término que
depende del tamaño del sistema y otro que es la función F+ que involucra la dependencia de los términos
restantes que caracterizan al sistema. El caso que nos interesa es cuando la función F+(“, –, k) se anula
y a partir de ello el parámetro “ tiene los siguientes valores críticos (ver recuadro gris anterior):

“cr =

Y

_

_

]

_

_

[

Ô
1 ≠ –2 para – < 1

0 para – = 1
Ô

–2 ≠ 1 para – > 1
; (3.48)

tal que para “ < “cr el coe�ciente de re�exión izquierda RL es el coe�ciente que se anula en los puntos
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Fig. 3.12.: Coe�cientes de transmisión, re�exión derecha e izquierda en función del parámetro “. Donde los parámetros
toman los valores: N = 2, E = 0.2 y – = 1.1. Se han etiquetado los puntos donde se presentan resonancias de
Fabry-Pérot (“ = 1.473) y resonancias debidas a la función F , en el caso de re�exión derecha (“ = 2.090427) y
re�exión izquierda (“ = 0.1).

donde F≠ = 0; mientras que para “ > “cr los ceros corresponden al coe�ciente de re�exión para
incidencia derecha RR.

Al gra�car los coe�cientes de transmisión y re�exión en términos del parámetro “ para dos dímeros
en el cual la energía toma diferentes valores al igual que – (�gura 3.12); notamos que el término de
pérdidas y ganancias se encuentra acotado de acuerdo con la ecuación (3.30). En base al parámetro “

puede determinarse la región donde µ es real, el intervalo para esta región real es


(1 ≠ –)2 ≠ E2 Æ

“ Æ


(1 + –)2 ≠ E2. Además se presentan resonancias de Fabry-Pérot en los puntos que dicta la
ecuación (3.45), en este punto ambas re�exiones se anulan mientrás que la transmisión es perfecta, como
es de esperarse. A medida que el valor de “ crece se llega a cumplir “

2
> ”

2, por lo cual aparece otra
resonancia U para la cual el coe�ciente de re�exión por la izquierda tiene un valor distinto de cero,
algo similar ocurre para el caso “

2 = ”
2. Estas resonancias aparecen cuando alguna de las funciones

F± se anula; la posición de estas resonancias están dadas por la ecuación (3.46). Además la ecuación
(3.48) establece el límite donde ambas re�exiones se anulan, para el caso – = 1.1 y se tiene que para
“ < 0.458 = “cr la re�exión izquierda es quien se hace cero, mientrás que para “ > 0.458 es el
coe�ciente RR quien es igual a cero. Otro aspecto interesante que podemos observar de la �gura 3.12,
es el valor máximo que presentan las propiedades de transporte en función de “ correspondiente a
k = fi/8.

3.3.3 Valores para el parámetro “

Como hemos mencionado las resonancias de este modelo provienen de dos circunstancias distintas, ya
sea por la anulación de la función F± o del parámetro µ dentro de la región de interacción que satisface
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µ = mfi/2N , con m = 1, . . . N ≠ 1. Estas resonancias están de�nidas en puntos especí�cos dados
por las ecuaciones (3.37) y (3.40), lo que haremos es estudiar la región en la cual se encuentran estas
resonancias para cualquier valor de “ al tomar diferentes valores para la razón entre acoplamientos –.
Partamos de la expresión para F+ de�nida previamente e igualandola a cero:

F+(“, –, k) = ±“ sen(k) + 1
2(–2

≠ “
2

≠ 1)
– sen(k) = 0,

∆ “
2

≠ 2“ sen(k) ≠

1

–
2

≠ 1
2

= 0.

Dando como resultado una ecuación de segundo grado para “, que tiene por solución,

“
U

= sen(k) ±

Ò

–2 ≠ cos2(k). (3.49)

Esto nos da la posición de las resonancias U para cualquier cantidad de pérdida y ganancia dentro del
sistema, además se puede obtener a partir de ella el rango de los valores que la variable “ puede tomar,

“
min

= 1 ≠ – Æ “
U

Æ 1 + – = “
max

, para – < 1. (3.50)

Donde hemos considerado k = fi/2, es donde “ toma el máximo valor. Para encontrar las resonancias
Fabry-Pérot partimos de la relación de dispersión, despejando “ en términos de k y aplicando el hecho
de que µ = mfi

2N
, de esta manera se obtiene:

“
F P

=
Û

4– cos2
3

mfi

2N

4

≠ 4 cos2(k) + (1 ≠ –)2
, m = 1, . . . , N ≠ 1. (3.51)

El comportamiento del parámetro “ dado por las ecuaciones (3.49) y (3.51) en función de la energía
se muestra en la �gura 3.13. En ella podemos observar la región donde las resonancias Fabry-Pérot
(zona amarilla) se encuentran para cualquier valor de “. Empezamos con el caso donde la razón entre
acoplamientos tiene un valor "pequeño", por ejemplo tomemos el caso – = 0.2 para los casos estudiados
previamente de la �gura 3.2 para “

2 menor, igual y mayor que ”
2. Puede apreciarse para cuando la

desigualdad “
2

< ”
2 se cumple, hay una región vacía simétrica respecto a la banda de energía donde no

existen resonancias FP y corresponde a la región donde µ tiene valores complejos, es por ello que esta
zona no presenta dichas resonancias tal y como lo predicen las ecuaciones y la �gura 3.3. El coe�ciente
de transmisión muestra valores distintos de cero sólo en las zonas donde µ es real, a medida que se
incrementa el valor de esta razón de acoplamientos –, el parámetro ” disminuye ocasionando que la
zona de valores complejos colapse en el centro de la banda y desaparezca.
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Fig. 3.13.: Región de las resonancias Fabry-Pérot (3.51) y U (3.49) para cualquier tamaño de sistema. Además en cada
grá�ca se delimita al parámetro “ al incrementar el valor de los acoplamientos o lo que es lo mismo, cambiando la
asimetría del sistema.

La posición del siguiente tipo de resonancias que surgen en este modelo, son las resonancias U ; en
la �gura 3.13 están representadas por la línea punteada azul en cada grá�ca. Esto corresponde a las
ecuaciones que hemos analizado previamente, la aparición de estas resonancias empieza justo en el
centro de la banda de energía cuando “

2 = ”
2, además de que para cada valor que el parámetro que

mide la no-hermiticidad del sistema tome, aparecen sólo dos resonancias U y no más. Esta variable “

se encuentra delimitada por un valor máximo “
max

y uno mínimo “
min

, determinados por la ecuación
(3.50). Una vez que este valor se ha sobrepasado “

max
, el coe�ciente de transmisión decae rapidamente

tendiendo a cero.

La utilidad de ésta �gura 3.13 radica en la detección de resonancias al escoger cierto valor de “, para
cualquier tamaño del sistema que estemos considerando, ya que entre mayor sea el número de dímeros,
mayor será el número de resonancias de Fabry-Pérot y por consiguiente llenarán por completo la región
amarilla correspondiente, sin pasar los límites establecidos por las líneas continuas negras. Se incluyó en
cada caso una línea roja punteda que indica cuando las pérdidas y ganancias son iguales a la asimetría
del sistema. No debemos olvidar que la función F+ es la que origina las resonancias U para el caso
– < 1.
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Fig. 3.14.: Número de onda µ en función de la energía incidente correspondiente a los casos analizados anteriormente donde
”2 > “2, ”2 = “2 y ”2 < “2.

Para entender con mayor claridad el grá�co 3.13 consideremos un ejemplo especí�co. Supongamos que
las variables que caracterizan al sistema tienen los valores – = 0.2 y “ = 0.6, empezando con una cadena
de 8 sitios o bien 4 dímeros; de acuerdo con la ecuación (3.37) se tendrán 6 resonancias Fabry-Pérot, las
cuales se encuentran dentro de la zona amarilla dada por la ecuación (3.51). Al aumentar el tamaño del
sistema a 15 dímeros éstas resonancias aumentan a 28 y seguirán aumentando en número a medida
que el sistema lo haga también, teniendo como consecuencia que la zona amarilla correspondiente a
“ = 0.6 se irá poblando cada vez más de resonancias; tal y como se muestra en la imagen 3.14, donde se
incluye como soporte el comportamiento del coe�ciente de transmisión T para cada uno de los casos.
Con esto hemos determinado los valores que “ puede tomar, pero inmediatamente surge la pregunta
sobre la región donde “ > “

max
, es decir donde el parámetro de pérdida y ganancia sobrepasa esta zona

amarilla; esto puede contestarse gra�cando la expresión para la transmitancia (3.35) y notar que en estos
casos la transmisión decae bastante rápido hasta el punto en que se desvanece.

3.3.4 Caso ”2 = “2

Un caso que nos parece importante es cuando el parámetro que mide el grado de no-hermeticidad se
iguala al parámetro de asimetría presente en el sistema, es decir, ”2 = “

2; sin dejar de tener en cuenta
que el parámetro “ se de�nió estrictamente positivo a diferencia del parámetro ”, el cual puede tomar
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valores tanto positivos como negativos dependiendo del valor de –. En este caso, la relación de dispersión
(3.29) se reduce a la expresión,

4 – cos2(µ) = E
2
. (3.52)

Esta ecuación es muy similar a la relación de dispersión correspondiente a una onda plana, pero la
in�uencia de los acoplamientos asímetricos que presenta la estructura interviene en dicha ecuación
mediante el parámetro –, ocasionando una variación el rango para la energía E. También podemos
notar que no depende del parámetro de ganancia/pérdida; sin embargo, no signi�ca que las propiedades
de transporte no dependan de él.

F± para el caso ”
2 = “

2

La forma de la función F± es la siguiente,

F± =
±“ sen(k) + 1

2

1

–
2

≠ “
2

≠ 1
2

– sen(k)

Al considerar que “
2 = ”

2, se tiene

F± =
±“ sen(k) + 1

2

1

–
2

≠ ”
2

≠ 1
2

– sen(k) ,

=
±“ sen(k) + 1

2

1

–
2

≠ (1 ≠ –)2
≠ 1

2

– sen(k)

=
±“ sen(k) + 1

2

1

–
2

≠ 1 + 2– ≠ –
2

≠ 1
2

– sen(k)

= ±“ sen(k) ≠ (1 ≠ –)
– sen(k)

F± = ±“ sen(k) ≠ ”

– sen(k)

Las expresiones para las funciónes F±(–, “, k) que se de�nieron previamente en (3.21) se simpli�can
llegando a,

F±(–, “, k) = ±“ sen(k) ≠ ”

– sen(k) . (3.53)

Las propiedades de transporte para este caso también se ven afectadas al hacer esta suposición, así que
en base a la ecuación (3.53) se obtiene,
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Fig. 3.15.: Comportamiento del coe�ciente de transmisión y de los coe�cientes de re�exión derecha e izquierda en función
del número de onda, en el caso especí�co ”2 = “2, en el caso (a) se muestra N = 2, donde – toma los valores
0.98, 1 y 1.01; mientras que el caso (b) corresponde a N = 10.

F+F≠ = ”
2

≠ “
2 sen2(k)

–2 sen2(k) =
”

2
1

1 ≠ sen2(k)
2

–2 sen2(k) = ”
2

–2 cot2(k). (3.54)

Dando como resultado que el coe�ciente de transmisión y de re�ección dados por la ecuación (3.34) se
modi�can para llegar a,

T = 1
1 + sen2(2Nµ)

sen2(2µ)
”2
–2 cot2(k)

,

RR

T
= sen2(2Nµ)

sen2(2µ)
1

–2

5

“ ≠
”

sen(k)

62
,

RL

T
= sen2(2Nµ)

sen2(2µ)
1

–2

5

“ + ”

sen(k)

62
. (3.55)

En vista de que “ puede ser tanto un parámetro positivo (para – < 1) como negativo (si – > 1), la
ecuaciones (3.55) pueden simpli�carse aún más. Retomando la expresión algebraica que de�ne al
parámetro ” puede notarse que,

“ = |”| = |1 ≠ –| =

Y

]

[

1 ≠ – para – < 1
– ≠ 1 para – > 1 .

(3.56)

Tomando el caso donde el acoplamiento inter-dímero (÷) es mayor que el acoplamiento intra-dímero (Á),
es decir, – < 1, se tiene que,

F±(–, “, k) = “

–

1

± 1 ≠ csc(k)
2

. (3.57)
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El comportamiento de estas propiedades de transporte se representa en la �gura 3.15 para tamaños
de cadena N = 2 y N = 10 dímeros. Ambas estructuras presentan una resonancia de Fabry-Pérot y
una resonancia tipo U , cuyas posiciones están dadas por las ecuaciones (3.37) y (3.40) que bajo nuestra
suposición “

2 = ”
2 se reducen a

E
2
F P = 4– cos

3

mfi

2N

4

y EU = 0, (3.58)

respectivamente. Como lo con�rma la �gura 3.15, la resonancia U aparece justo en el centro de la banda
y ya que EU = 0, además se presenta invisibilidad unidireccional en este punto ya que la re�exión
izquierda se anula mientras que la re�exión por la derecha tiene un valor �nito. Otro aspecto importante
que podemos notar de la �gura 3.15 es el caso – = 1, considerado el caso simétrico; esto nos lleva a que
” = 0 por lo tanto implica que “ sea cero, lo que nos diría que no hay potencial en sitio dentro de la
estructura, por lo que se espera que al hacer incidir una onda plana sobre dicha estructura, esta onda
pasará como si no existiera cadena. Es por ello que la transmisión es perfecta y ambos coe�cientes de
re�exión son cero, tal y como lo muestra la línea azul de la �gura 3.15.

En el caso – = 0.98, tenemos determinados valores para el número de onda k donde se desvanecen los
coe�cientes de re�exión y se tiene transmisión perfecta; por ejemplo la re�exión izquierda se anula
sólo en los puntos k = fi/4 y 3fi/4, mientras que para k = fi/2 aunque se tiene un valor �nito en
cuanto a la re�exión por la izquierda, no sucede lo mismo con el coe�ciente de re�exión derecha, el cual
tiende a cero, nótese que la diferencia entre estos puntos y la transmisión perfecta es mínima. Cuando
el parámetro – toma el valor 1.01 ocurre exactamente lo contrario, siendo ahora en el coe�ciente de
re�exión por la izquierda el que se anula, mientras que la re�exión derecha se mantiene con un valor
�nito.

Otro punto de interés es analizar lo que ocurre con las expresiones obtenidas de las propiedades de
transporte en los puntos excepcionales de este sistema de�nidos por E

2
fi = ”

2
≠ “

2 con µ = fi/2 y
E

2
0 = (1 + –)2

≠ “
2 para µ = 0 bajo la condición “

2 = ”
2. Empecemos con el valor del número de onda

para el centro de la banda de energías, µ = fi/2, donde desde la expresión para la relación de dispersión
se encuentra que la energía es igual a cero, Efi = 0 implicando que el número de onda k coincide con el
parámetro tipo Bloch µ, además la función F+ se anula y por consiguiente también el coe�ciente de
re�exión por la derecha. Se realiza una expansión alrededor de Efi = 0, para obtener una expresión
que no se invalide para el coe�ciente de re�exión izquierda, ésta depende del cuadrado del tamaño del
sistema con una constante de proporcionalidad que proviene de la función: F≠ = ≠

2“

–
, simpli�cando

las propiedades de transporte

T ¥
1

1 ≠

Ë

N
(1+–)

–
cot(k)

È2 , RR = 0, RL ¥ N
2

52“

–

6

. (3.59)
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Fig. 3.16.: Coe�cientes de transmisión por derecha e izquierda en función del número de dímeros, N , en el punto excepcional
correspondiente a µ = fi/2 y ”2 = “2 ubicado en el centro de la banda E = 0.

La �gura 3.16 muestra el comportamiento de las propiedades de transporte en el punto excepcional
µ = fi/2 para ”

2 = “
2, donde los coe�cientes de transmisión y de re�exión por la derecha no dependen

del número de dímeros y siendo T una transmisión perfecta; mientras que el coe�ciente de re�exión por
la izquierda es proporcional a N

2. En otras palabra, al tomar una onda incidente que viaje de derecha
a izquierda, el modelo propuesto pareciera invisible ante dicha onda, ya que no presenta re�exión,
RR = 0; al intercambiar la dirección de la onda incidente se obtiene que cierta parte de ella se re�eja
aunque la transmisión sigue siendo perfecta para ambos casos.
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4Matriz de dispersión

Lo que se pretende en este capítulo es obtener la matriz de dispersión que caracteriza al sistema
previamente propuesto para contrastar con los resultados obtenidos en el capítulo 3 donde se aplicó el
formalismo de la matriz de transferencia. La matriz de transferencia total del sistema, la cual relaciona
las ondas incidentes y salientes de una zona de dispersión, está de�nida mediante la expresión (ver
imagen 4.1),

Q

c

c

a

A

B

R

d

d

b

= M

Q

c

c

a

C

D

R

d

d

b

. (4.1)

Las entradas de la matriz M tienen una forma dada por (3.20), para tener un fácil manejo de los cálculos
que realizaremos posteriormente se renombrarán de la siguiente manera,

M11 = a
ú = cos(2Nµ) + i

sin(2Nµ)
sin(2µ)

5 1
–

sin(2k) + 3
2 cos(k)

3

F+ + F≠

46

,

M12 = i b(“) = i e
ik

sin(2Nµ)
sin(2µ) F+(“, –, k),

M21 = ≠i b
ú(≠“) = ≠i e

≠ik
sin(2Nµ)
sin(2µ) F≠(“, –, k),

M22 = a = cos(2Nµ) ≠ i
sin(2Nµ)
sin(2µ)

5 1
–

sin(2k) + 3
2 cos(k)

3

F+ + F≠

46

. (4.2)

Bajo la consideración hecha en (4.2), la forma que toma de la matriz de transferencia total M es

M =
A

a
ú

ib(“)
≠ib

ú(≠“) a

B

. (4.3)
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Fig. 4.1.: Esquema del sistema unidimensional PT simétrico con acoplamientos asimétricos donde se indican las ondas
incidente, re�ejadas y transmitidas.

Teniendo en cuenta que las entradas de la matriz de transferencia pueden expresarse en términos
de las amplitudes de los coe�cientes de transmisión y re�exión (3.22), debido a las etiquetas que se
introdujeron para rede�nir las entradas de M , las amplitudes quedan ahora de�nidas como,

M22 = 1
t

= a ∆ t = 1
a

,

M12 =
r

R

t
= ib(“) ∆ r

R
= ib(“)

a
,

M21 = ≠

r
L

t
= ≠ib

ú(≠“) ∆ r
L

= ib
ú(≠“)

a
. (4.4)

De las ecuaciones anteriores se obtiene la matriz de dispersión S correspondiente a la cadena que se ha
propuesto. La diferencia entre S y M es la manera en como aborda la relación entre las ondas que
participan en el problema de dispersión, lo que se espera de S es una ecuación que explique como
cambian las ondas entrantes respecto a las salientes, como se mencionó en el capitulo 2,
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R
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; (4.5)

donde r
L

(r
R

) es el coe�ciente de re�exión para una onda incidente desde la izquierda (derecha). Los
términos fuera de la diagonal de la matriz de dispersión son los coe�cientes tR y tL, los cuales están
de�nidos por la misma expresión analítica dado que el determinante de la matriz de transferencia es
igual a la unidad (3.25), en efecto

tL = M11 ≠
M12M21

M22
=

det M

M22
=

1
M22

= tR = t. (4.6)

t representa a la amplitud de la transmisión, la cual como hemos comprobado, es independiente de la
dirección de incidencia. Por lo que la matriz de dispersión es

S =

Q

c

c

a

r
L

t

t r
R

R

d

d

b

= 1
a

Q

c

c

a

ib
ú(≠“) 1

1 ib(“)

R

d

d

b

. (4.7)
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Para una estructura que no presenta pérdidas ni ganancias, la matriz de dispersión S es unitaria,

S† = S≠1
, (4.8)

donde † es la transpuesta conjugada. El hecho de que sea unitaria impone una condición a sus
eigenvalores s±, los cuales deben ser unimodulares, es decir,

|s±| = 1. (4.9)

Por lo tanto, para este tipo de estructuras, la potencia se conserva sin ampli�cación o disipación. Sin
embargo, cuando introducimos al sistema la misma cantidad de pérdida y ganancia, como es el caso
de las estructuras PT simétricas, el comportamiento espectral de la matriz de dispersión S no es
trivial. Se probará que la estructura PT pasa por transiciones de fase, una de ellas donde se tienen
autovalores reales y se cumple una conservación de energía característica los sistemas PT simétricos,
sin ampli�cación o disipación neta, pasando a un sistema no conservador con eigenvalores complejos.
La forma de los autovalores de S es la siguiente:

s± = i

2a

C

1

b(“) + b
ú(≠“)

2
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Ú

1

b(“) ≠ bú(≠“)
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. (4.10)
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De acuerdo con la expresión (4.10), se derivan tres casos posibles dependiendo de los parámetros del
sistema:

(b(“) ≠ b
ú(≠“))2

< 4,i) (b(“) ≠ b
ú(≠“))2

> 4,ii) (b(“) ≠ b
ú(≠“))2 = 4.iii)

i. Empecemos con el caso
1

b(“) ≠ b
ú(≠“)

22
< 4. Basados en esta suposición los eigenvalores

toman la forma,

s± = i

2a

C

1

b(“) + b
ú(≠“)

2

± i

Ú

4 ≠

1

b(“) ≠ bú(≠“)
22

D

. (4.11)

Mediante cálculos directos encontramos que dichos eigenvalores son unimodulares, es decir, su
valor absoluto es 1.

|s±| =
-

-

-

-

-

1
2a

C

i

1

b(“) + b
ú(≠“)

2

û

Ú

4 ≠

1

b(“) ≠ bú(≠“)
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Ò
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Ò
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r
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Donde en este último paso se ha expresado a “b” y “bú” en términos de los coe�cientes de re�exión,

r
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a

æ b(“) = ≠iar
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Por lo tanto, de ésta última ecuación el valor absoluto de los eigenvalores s± es

|s±| = 1
a

Ú

1 ≠ 1 + 1
t2

= t

Ú

1
t2

|s±| = 1. (4.14)
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Producto b(“) b
ú(≠“)

Usando la entrada M11 de la matriz de transferencia y la expresión (4.3):
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ú(≠“) = ≠a
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R
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1
t

3

t ≠
1
t

4

b(“) b
ú(≠“) = ≠1 + 1

t2

Hemos probado que para este caso los eigenvalores son unimodulares, esto implica que se
conserva la energía, no hay pérdidas ni ganancia en el sistema. Los eigenvectores para este caso
tienen la forma
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Estos eigenvectores son PT simétricos, ya que al aplicar el operador PT se transforman en sí
mismos, |Â±Í

PT
≠≠æ |Â±Í. En este caso en partícular se considera que nos encontramos en la fase

PT simétrica.

ii. El siguiente caso que puede ocurrir corresponde a la suposición
1

b(“) ≠ b
ú(≠“)

22
> 4, donde la

forma de los eigenvalores y eigenvectores es
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En este caso los eigenvectores no son PT simétricos, ya que no regresan a ser ellos mismos
después de aplicarles el operador PT ; lo que sucede es que |Â±Í

PT
≠≠æ |ÂûÍ. Además, podemos

agregar que la matriz de dispersión satisface la siguiente transformación

PT SPT = S≠1
. (4.18)

De ella podemos deducir que los eigenvalores son recíprocos conjugados, sú
ûs± = 1, implicando

que si |s+| > 1 entonces |s≠| < 1. Esto es característico de la fase PT simétrica rota.

iii. Por último, si
1

b(“) ≠ b
ú(≠“)

22
= 4, se tienen eigenvalores degenerados

s+ = s≠ = i

2a

Ë1

b(“) + b
ú(≠“)

2È

. (4.19)

Para simpli�car esto aún más, podemos notar que debido a la forma general de los eigenvalores
dada por la ecuación (4.10) se satisface, s+s≠ = ≠|a|

2
/a

2; por lo que, los eigenvalores y
eigenvectores toman la forma

s+ = s≠ = ±i
|a|

a
, |Â±Í =

Q

c

a

1 ± i

1 û i

R

d

b

. (4.20)

Este caso nos encontramos en el punto excepcional donde la simetría PT sufre una transición de
fase, ya sea de valores imaginarios a reales o complejos o viceversa.

En resúmen, los eigenvalores de la matriz de dispersión S caracterizan las fases PT del sistema; sin
embargo un criterio más simple puede obtenerse en términos de los coe�cientes de transmisión y
re�exión:

R
L

+ R
R

2 ≠ T

Y

_

_

_

_

_

_

]

_

_

_

_

_

_

[

< 1, para fase PT simétrica

= 1, punto de ruptura para PT

> 1, para fase PT simétrica rota

. (4.21)

La expresión (4.21) indica las transiciones de fase de la simetría PT en términos de las propiedades
de transporte, la �gura 4.2 contrasta dos casos muy diferentes dependiendo del valor del parámetro
“ respecto a la asimetría del sistema ”. Como antes se explicó, para el caso “

2
< ”

2 la transmisión es
siempre menor que uno y se tienen dos regiones simétricas con respecto al cento de la banda donde el
sistema se encuentra en la fase PT simétrica, debido a que al gra�car la ecuación (4.21), ésta se encuentra
por debajo de la unidad y los extremos de la banda junto con la región del centro de la banda muestra la
ruptura de la simetría PT (ver �gura 4.2a). Para el siguiente caso, 4.2b muestra a un parametro “ mayor
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Fig. 4.2.: Comportamiento de la ecuación (4.21) para a) “2 < ”2 y b) “2 > ”2. En ambos casos se considera una cadena de 20
dímeros.

que ”, puede notarse que las regiones de los extremos y el centro de la banda toman valores que son
considerablemente mayores a uno, indicando que ahí no hay simetría PT ; la región del centro de la
banda es característica ya que la transmisión es mayor que uno, sin embargo aún se tienen regiones
donde podemos encontrar que el sistema sigue satisfaciendo la simetría PT .

Partiendo de la matriz de dispersión S podemos analizar la ruptura de la simetría PT , la simetría no se
rompe durante el proceso de dispersión ya que no depende del tiempo.

4.0.1 Matriz de dispersión Sc

Existe cierta libertad en la de�nición de la matriz de dispersión S para modelos unidimensionales, una
de ellas corresponde a la permutación de los canales de salida; dando lugar a una matriz de dispersión
alternativa que denotaremos por Sc:
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. (4.22)

Esta matriz de dispersión alterna, no preserva la forma de los eigenvalores obtenidos para la matriz
S (4.10) debido a la permutación que se ha realizado. Dando lugar a dos diferentes criterios para las
fases PT -simétrica y PT -simétrica rota, tanto como para los puntos excepcionales. Llevando así a
diferentes preguntas sobre cuales de los eigenvalores y eigenvectores de ambas matrices de dispersión
son físicamente signi�cativos, al igual para las transiciones.

Lo primero que diremos es que ambas matrices nos llevan a las mismas de�niciones de las amplitudes
de los coe�cientes t, rL y rR, dando el mismo estado dispersado para el mismo estado de entrada. La
forma analítica de los eigenvalores de la matriz Sc están dados por la siguiente expresión,
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s1,2 = t ±
Ò

r
L

r
R

=
1
a

3

1 ±

Ò

≠b(“)bú(≠“)
4

. (4.23)

Usando la propiedad de la matriz de transferencia (2.27) (Sú = S
≠1), mediante un poco de álgebra se

llega a la expresión, r
L

= ≠
t

tú r
ú
L

. Con esto la expresión analítica de los eigenvalores queda expresada
sólo en términos de la amplitud y del coe�ciente de transmisión,
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1 ±

Ú
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1
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4

. (4.24)

La forma del coe�ciente de transmisión se determinó en la sección 3.3, ver la ecuación (3.35), la cual
podemos sustituir para mostrar la forma �nal de los eigenvalores de la matriz de dispersión:
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. (4.25)

Obtención de la ecuación rL = ≠
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La entrada S11 está dada por la expresión
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sustituyendo en la ecuación para r
ú
L
se obtiene finalmente

rL = ≠
t

tú r
ú
L

El análisis de los eigenvalores pertenecientes a la matriz Sc (4.25) empieza teniendo en consideración
el valor del parámetro –. Este puede ser mayor (‚ > ÷) o menor (‚ < ÷) que la unidad; teniendo
implicaciones diferentes en cada caso, ya que alguna de las funciones F± que se introdujeron en el
capítulo 3 es siempre es menor cero dependiendo del valor de –. Por ejempo, en el caso – < 1, la
función F≠(≠“, –, k) es siempre menor que cero sin importar el valor de los demás parámetros de los
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cuales depende el sistema, esto se mostró en la �gura 3.5b. En base a esto se tienen los siguientes casos
para el argumento de la raíz cuadrada de la ecuación (4.25).

Para – < 1 : s1,2 = t

1

1 ±

Ò

� F≠(≠“, –, k)
2

,

� = ≠
sin2(2Nµ)
sin2(2µ) F+(“, –, k)

Y

_

_

_

]

_

_

_

[

> 0 ∆ F+ < 0
< 0 ∆ F+ > 0
= 0 ∆ F+ = 0 ó µ = mfi

2N

. (4.26)

Se introduce la variable �, formada por los términos que pueden hacerse nulos, mayores o menores que
cero y en base a ella, el modulo de los eigenvalores pertenecerá a alguno de los tres casos mostrados
anteriormente. Los eigenvalores son unimodulares cuando � > 0, es decir,

|s1,2| = 1, (4.27)

correspondiente a la fase PT simétrica, donde los eigenvectores son también PT simétricos y por lo
tanto los eigenvalores son unitarios. Mientrás que el caso � < 0 corresponde a la fase PT simétrica
rota, donde los eigenvectores no son PT simétricos y se transforman el uno en el otro al aplicarles el
operador PT . Como consecuencia los eigenvalores tienen modulos recíprocos,

|s1| = 1/|s2|. (4.28)

Por último, � = 0 es un criterio que marca la transición de fase donde se rompe espontáneamente la
simetría PT , cumpliendo con las características de un punto excepcional donde dos eigenvalores de la
matriz de dispersión S coinciden,

s1 = s2. (4.29)

Las fases que presenta la simetría PT y los puntos excepcionales también pueden ser determinados en
términos del coe�ciente de transmisión T cuando este sea menor, mayor o igual a uno. El procedimiento
para llegar a ello es igualar las ecuaciones (4.24) y (4.26):

s1,2 = t

3

1 ±

Ú

1 ≠
1
T

4

= t

1

1 ±

Ò

� F≠
2

∆

Ú

1 ≠
1
T

=
Ò

� F≠

∆ 1 ≠
1
T

= � F≠
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∆ T = 1
1 ≠ � F≠

. (4.30)

A partir de esta última expresión es posible decir si nos encontramos en la fase PT o no, dependiendo
del valor que tome la transmisión T en base a como se comporte la variable �, cuyos casos se encuentran
dados por la ecuación (4.26), llegando a las siguientes tres posibilidades:

T

Y

_

_

_

]

_

_

_

[

< 1 æ Fase PT simétrica

> 1 æ Fase PT simétrica rota

= 1 æ Punto excepcional

. (4.31)

Fases PT simetricas en función de T

• Fase PT simétrica

� > 0

∆ � F≠ < 0

∆ 1 ≠ � F≠ > 0

∆
1
T

> 0

∆ T < 1

• Fase PT simétrica rota

� < 0

∆ ≠� > 0

∆ ≠� F≠ < 0

∆ 1 ≠ � F≠ < 1

∆
1
T

> 1

∆ T > 1

• Punto Excepcional

� = 0

∆ � F≠ = 0

∆ 1 ≠ � F≠ = 1

∆
1
T

= 1

∆ T = 1

El caso en el cual nos enfocaremos es cuando la transmisión es mayor que uno, es decir, cuando nos
encontramos en la fase de simetría PT rota; ya que como se mostró en la sección 3.3.3, para un cierto
rango de valores del parámetro de no-hermiticidad del sistema (“) se tiene una transmisión mayor
que la unidad y comienza la aparición de las resonancias U , causadas por la intersección de la función
F+(“, –, k) con el eje x = 0, siempre y cuando – < 1. Ese rango está acotado por la razón de los
acoplamientos de�nida como –,

T > 1 : 1 ≠ – < “ < 1 + –. (4.32)

De esta manera podemos a�rmar que cuando se tomen valores para el coe�ciente de no-hermeticidad
(“) menores a 1 ≠ – = ”, nos encontraremos en la fase PT simétrica, tal y como lo muestra la �gura
4.3 donde se gra�ca el ln |s1,2|

2 para los casos – = 0.2, 0.5 y 0.8 con un tamaño de sistema de 4, 10 y 8
dímeros respectivamente; mientras que si “ rebasa el valor de ” aparece cierta región donde la simetría
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Fig. 4.3.: Logarítmo de los eigenvalores de la matriz S en función del número de onda k. ln |s1|2 (ln |s2|2) está representado
por la línea roja (verde) y la línea azul representa la transmisión T . Las líneas moradas punteadas muestran la
posición de los puntos excepcionales.

PT se rompe, lo cual se traduce en que los eigenvalores tienen modulo recíproco y analíticamente está
región está delimitada por las resonancias U ,

k
U±

= cos≠1
C

±
1
2

Û

1
“2 (“2 ≠ ”2)

1

(1 + –)2
≠ “2

2

D

. (4.33)
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El sistema estará dentro de la fase PT simétrica rota cuando el vector de onda kU≠ < k < kU+ , lo cual
se traduce en que los eigenvalores tienen modulos recíprocos. Como lo muestra la �gura 4.3(b), las
líneas rojas y verdes representan el ln |s1|

2 y ln |s2|
2 respectivamente, las cuales son de�nitivamente

cero cuando k < kU≠ y k > kU+ , indicando que el sistema se encuentra en la fase PT simétrica.

Al realizar una permutación de los canales de salida a la matriz S, nos brinda la aparición de las
resonancias U , las posiciones y ecuaciones coinciden con las antes obtenidas (ecuación (3.41)). Cuando
se tiene la aparición de dos resonancia U , estas delimitan cierta región donde la simetría PT se rompe
espontáneamente y el coe�ciente de transmisión es superior a uno. Las regiones fuera de este rango,
pertenecen el régimen PT simétrico donde los eigenvalores son unimodulares.
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5Dinámica

Este capítulo se analiza la dinámica de una cadena unidimensional en la aproximación de amarre fuerte
mediante el estudio de los eigenvalores y eigenvectores. Para ello vamos a considerar el hamiltoniano
que caracteriza a nuestro modelo.

H =
ÿ

n

Ó

Án c
†
ncn + ‹n,n+1 c

†
ncn+1 + ‹n,n≠1 c

†
ncn≠1

Ô

, (5.1)

donde c
†
n y cn son los operadores de creación y aniquilación de una partícula en el n-ésimo sitio,

respectivamente. La partícula puede saltar de un sitio a otro debido al término de acoplamiento de
primeros vecinos ‹n,n±1 dado por (3.3). Considere a una sola partícula propagandose a través de
toda la cadena, cuya dinámica puede describirse en la base de posición - ocupación, denotada por
{|nÍ , n = 1, . . . , 2N}, de tal manera que

{|nÍ = |00 . . . 1n . . .Í} , (5.2)

donde n denota un sitio particular ocupado por una excitación y 2N es el número total de sitios en la
cadena. La acción de los operadores de creación y aniquilación en la base de ocupación es la siguiente:

c
†
n |0Í = |1Í ,

c
†
n |nÍ = |0Í ,

c
†
n |jÍ = 0, n ”= j, (5.3)

considerando sólo estados ocupados; el vacío lo denotamos por |0Í. El hamiltoniano también puede
representarse en esta base de ocupación, la forma que toma es
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H =
ÿ

n

Ó

Án|nÍÈn| + ‹n,n+1|nÍÈn + 1| + ‹n,n≠1|nÍÈn ≠ 1|

Ô

. (5.4)

La ecuación (5.4) es un hamiltoniano de enlace fuerte simpli�cado, cuya representación es una matriz
tridiagonal en la base de estados ocupados individualmente,

H =

Q

c

c

c

c

c

c

c

c

c

c

c

c

a

Á1 ‹1,2 0 0 · · · 0 0
‹2,1 Á2 ‹2,3 0 · · · 0 0
0 ‹3,2 Á3 ‹3,4 · · · 0 0
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 0 ... Á2N≠1 ‹2N≠1,2N

0 0 0 0 ... ‹2N,2N≠1 Á2N

R

d

d

d

d

d

d

d

d

d

d

d

d

b

. (5.5)

El hamiltoniano está representado en un subconjunto de los estados del espacio de Fock, el cual está
conformado por estados que están multiplemente ocupados; en estos momentos sólo consideramos
estados ocupados individualmente pero podríamos pensar en la dinámica de dos excitaciones en una
cadena.

Los elementos de la diagonal de la matriz (5.5) corresponde a las energías de los sitios, cuya forma es dada
por la ecuación (3.2) y las amplitudes de salto que se encuentran en las subdiagonales inferior y superior
obedecen la ecuación (3.3); por lo cual la representación matricial del hamiltoniano de nuestro modelo es:

H =

Q

c

c

c

c

c

c

c

c

c

c

c

c

a

≠i “ ‚ 0 0 · · · 0 0
‚ i “ ÷ 0 · · · 0 0
0 ÷ ≠i “ ‚ · · · 0 0
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 0 ... ≠i “ ‚

0 0 0 0 ... ‚ i “

R

d

d

d

d

d

d

d

d

d

d

d

d

b

. (5.6)

5.1 Dependencia Temporal

Supongamos que el sistema se encuentra al tiempo t = 0 en un estado conocido |�(t = 0)Í, además
conocemos los eigenvalores ‘k y eigenvectores |›kÍ del hamiltoniano H . El estado |�(t = 0)Í puede ser
proyectado en la base de los eigenvectores del hamiltoniano,

|�(t = 0)Í =
ÿ

k

ak |›kÍ , ak = È›k|�(t = 0)Í . (5.7)
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Al aplicar el operador de evolución temporal U(t) sobre un estado arbitrario |�(t = 0)Í lo evoluciona a
un estado |�(t)Í,

U(t) = |�(t = 0)Í = |�(t)Í . (5.8)

Al actuar dicho operador sobre los eigenvectores se obtiene, U(t) |�(t)Í = exp(≠i‘kt/~) |�(t)Í, tal
que

|�(t)Í =
ÿ

k

ak exp(≠i‘kt/~) |›kÍ ,

=
ÿ

k

È›k|�(t = 0)Í exp(≠i‘kt/~) |›kÍ . (5.9)

Asumiremos que la función de onda (o el estado vector) se encuentra localizada inicialmente en un sitio
l-ésimo particular de la cadena, es decir, |�(t = 0)Í = |lÍ. Lo que nos interesa es la probabilidad de que
un tiempo t después la excitación se encuentre en un sitio m-ésimo; entonces proyectaremos el estado
vector |�(t)Í en la base de ocupación, por lo cual calcularemos 2N proyecciones bm,l(t), cuya forma
esta dada por:

bm,l(t) Èm|›kÍ =
ÿ

k

È›k|lÍ Èm|›kÍ exp(≠i‘kt/~). (5.10)

De donde la probabilidad al tiempo t es |bm,l(t)|2, el subíndice l indica el lugar de la excitación inicial y
m es el sitio donde se encuentra la excitación al tiempo t.

5.2 Análisis Analítico

Para estudiar la dinámica de una excitación dentro de la cadena unidimensional en la aproximación de
amarre fuerte, lo haremos mediante el análisis de los eigenvalores y eigenvectores correspondientes a la
matriz hamiltoniana (5.6). Los cuales se obtienen mediante el proceso de diagonalización. Se realizará
el análisis teórico de la dependencia temporal partiendo del caso más sencillo, es decir, considerar
que la cadena se compone de dos sitios. Por lo cual la matriz Hamiltoniana que representa a este dímero es,

H2◊2 =
A

≠i “ ‚

‚ i “

B

. (5.11)

La forma de los eigenvalores está dada por la siguiente ecuación:

‘1,2 = ±

Ò

‚2 ≠ “2. (5.12)

Sección 5.2 Análisis Analítico 85



Con eigenestados asociados

|›1Í = ≠i “ +


‚2 ≠ “2

‚
|1Í + |2Í =

Q

c

c

c

a

≠i“+
Ô

‚2≠“2

‚

1

R

d

d

d

b

,

|›2Í = ≠i “ ≠


‚2 ≠ “2

‚
|1Í + |2Í =

Q

c

c

c

a

≠i“≠
Ô

‚2≠“2

‚

1

R

d

d

d

b

. (5.13)

Eigenvalores y eigenvectores de H2◊2

Eigenvalores :

det H2◊2 =
-

-

-

-

≠i “ ≠ ‘ ‚

‚ i “ ≠ ‘

-

-

-

-

= 0

∆ (≠i “ ≠ ⁄)(i “ ≠ ‘) ≠ ‚
2 = 0

∆ ≠i
2

“
2 + i “ ‘ ≠ i “ ‘ + ⁄

2 ≠ ‚
2 = 0

∆ ‘
2 + “

2 ≠ ‚
2 = 0

∆ ‘1,2 = ±


‚2 ≠ “2

Eigenvectores :
Q

a

≠i“ ≠


‚2 ≠ “2 ‚

‚ i“ ≠


‚2 ≠ “2

R

b

Q

a

a

b

R

b =

Q

a

0

0

R

b

∆

Y

]

[

(≠i“ ±


‚2 ≠ “2)a + ‚b = 0

‚a + (i“ ±


‚2 ≠ “2)b = 0

∆ a =
(≠i“ ±



‚2 ≠ “2)
‚

b

›1 =

Q

a

Ô
‚2≠“2≠i“

‚

1

R

b , ›2 =

Q

a

≠
Ô

‚2≠“2+i“
‚

1

R

b .

Reconociendo a los eigenestados de energía como la base para los estados del dímero, podemos suponer
que el sistema está preparado en algún estado inicial |Â(0)Í,

|Â(0)Í = C1 |‘1Í + C2 |‘2Í , (5.14)

de tal manera que el estado evolucionado en el tiempo es

|Â(t)Í = C1 e
≠i

Ô
‚2≠“2 t/~

|‘1Í + C2 e
i

Ô
‚2≠“2 t/~

|‘2Í . (5.15)

Donde se han implementado los valores de energía (5.12) para los respectivos eigenestados de energía.
Haciendo uso de la condición inicial, donde suponemos que el electrón se encuentra inicialmente en el
lugar |Â(0)Í = |1Í, podremos determinar las constantes C1,2 de la ecuación (5.14), por lo que tenemos
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|1Í = C1 |‘1Í + C2 |‘2Í (5.16)

y por lo tanto,

C1 = È‘1|1Í , C2 = È‘2|1Í . (5.17)

Partiendo de la de�nición de los estados |⁄1,2Í, notamos que

È‘1| = i “ +


‚2 ≠ “2

‚
È1| + È2| , È‘2| = i “ ≠



‚2 ≠ “2

‚
È1| + È2| . (5.18)

Sustituyendo en (5.16), obtenemos

C1 = i “ +


‚2 ≠ “2

‚
, C2 = i “ ≠



‚2 ≠ “2

‚
. (5.19)

Regresando al estado evolucionado (5.15) y haciendo uso de las ecuaciones anteriores, llegamos a la
expresión �nal

|Â(t)Í = i “ +


‚2 ≠ “2

‚
e

≠i

Ô
‚2≠“2 t/~

|‘1Í + i “ ≠


‚2 ≠ “2

‚
e

i

Ô
‚2≠“2 t/~

|‘2Í . (5.20)

Nos interesa conocer la probabilidad de encontrar al electrón en |2Í, que está dada por

P |2Í(t) = |È2|Â(t)Í|2 = |C(t)|2. (5.21)

Lo cual requiere que se calcule

C(t) = È2|Â(t)Í ,

= i “ +


‚2 ≠ “2

‚
e

≠i

Ô
‚2≠“2 t/~

È2|⁄1Í + i “ ≠


‚2 ≠ “2

‚
e

i

Ô
‚2≠“2 t/~

È2|⁄2Í ,

= i “ +


‚2 ≠ “2

‚
e

≠i

Ô
‚2≠“2 t/~ + i “ ≠



‚2 ≠ “2

‚
e

i

Ô
‚2≠“2 t/~

,

= i “

‚

5

e
i

Ô
‚2≠“2 t/~ + e

≠i

Ô
‚2≠“2 t/~

6

≠



‚2 ≠ “2

‚

5

e
i

Ô
‚2≠“2 t/~

≠ e
≠i

Ô
‚2≠“2 t/~

6

,

= i 2 “

‚
cos

A



‚2 ≠ “2 t

~

B

≠
i 2



‚2 ≠ “2

‚
sin

A



‚2 ≠ “2 t

~

B

,
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Fig. 5.1.: Cadena unidimensional con ÷ = 0.
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Por lo tanto
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Esta última ecuación es la probabilidad de encontrar a la excitación inicial en el sitio |2Í al evolucionar el
tiempo dentro de un dímero. La idea de explorar este caso radica en la correspondencia al caso extremo
en que uno de los acoplamientos asimétricos que se han introducido desde el principio tome un valor
nulo, es decir ÷ = 0, este modelo se muestra esquematicamente en la �gura 5.1,

De acuerdo con la ecuación (5.12) los eigenvalores para una cadena de 20 sitios serán reales mientras el
valor del acoplamiento no sea rebazado por el parámetro “ que caracteriza al potencial en sitio, una
vez que este valor es superado los eigenvalores son completamente imaginarios. Podemos ver que
cuando un acoplamiento es cero, cada dímero consiste en dos osciladores lineales con acoplamiento
lineal; este caso ha sido ampliamente estudiado en la literatura y se conoce que las amplitudes aumentan
exponencialmente respecto al tiempo. Esto es algo trivial, pero la verdadera pregunta es que pasa cuando
se tienen acoplamientos diferentes de cero.

5.2.1 Dinámica en una cadena símetrica

Una cadena simétrica, se caracteriza por un potencial con la forma En = (≠1)n
i“ y el hamiltoniano en

representación matricial que lo describe es:

H =

Q
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Fig. 5.2.: Eigenvalores para una cadena conformada por 20 sitios donde uno de los acoplamientos es nulo (÷ = 0), mientras
que el otro acoplamiento tiene un valor diferente de cero; dados por la ecuación (5.12). Se muestran dos casos a)
caso donde se cumple que ‚ > “ dando lugar a eigenvalores completamente reales y b) caso con eigenvalores
imaginarios ya que ‚ < “.

Independientemente del tamaño de la cadena que se considere, este tipo de problemas puede resolverse
de manera numérica. La solución implica conocer los eigenvalores y eigenvectores del sistema, ya que
en base a ellos se obtiene el comportamiento de una excitación inicial en cualquier sitio de la estructura
en función del tiempo al proyectar el estado vector |�(t)Í en la base de ocupación.

La razón por la cual se reporta este caso es para hacer una comparación con el caso asimétrico y comparar
tanto los eigenvalores como la evolución de la excitación inicial dentro de la estructura. Las �guras
de estos cálculos están dados en las �guras 5.3 y 5.4 donde puede verse como el estado inicialmente
localizado se delocaliza hacia los sitios adyacentes al lugar de la excitación inicial para despues extenderse
sobre todos los demás sitios que conforman la estructura. El eje horizontal de los grá�cos es el índice de
los sitios.

La �gura 5.3 muestra los eigenvalores del hamiltoniano (5.24) para 200 sitios en función del índice de los
eigenvalores. Presentándose dos casos donde varía el parámetro “, se observa que al ir incrementando
este parámetro también lo hace la cantidad de eigenvalores imaginarios representados por los puntos
rojos en la imagen. La expresión analítica de los eigenvalores para el caso de la estructura simétrica es,

‘n =
Ú

4 cos2
1

n fi

2N

2

≠ “2, n = 1, . . . , N ≠ 1. (5.25)

En el caso n >
2N

fi
cos≠1

1

“

2

2

los eigenvalores son completamente complejos; en el caso contrario los
eigenvalores son completamente reales.
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Fig. 5.3.: Eigenvalores obtenidos de manera numérica para una cadena simétrica de 200 sitios con ÷ = 1 = ‚. a) “ = 0.2 y
b) “ = 0.9.
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Fig. 5.4.: Dependencia temporal de la distribución de la probabilidad para una cadena simétrica donde la excitadión inicial
comienza a la mitad de la cadena, n = 10.

5.2.2 Dinámica en una cadena PT simétrica

Consideraremos que nuestro modelo está formado por dos dímeros, es decir cuatro sitios; este es el caso
más pequeño que podemos considerar para mostrar asimetría en los acoplamientos resultando en un
modelo PT simétrico. El hamiltoniano correspondiente a este caso tiene la forma
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Los eigenvalores de dicha son
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La expresión de los eigenvalores se complica a medida que incrementamos el tamaño de la cadena.
Además la diferencia que tiene con el caso simétrico es la presencia de sólo dos eigenvalores imaginarios,
±i“ para cualquier tamaño de la cadena que se considere. Esto tiene que ver con el tipo de condiciones de
frontera que se le imponen al sistema, en este caso se impusieron condiciones de frontera no periódicas,
es decir, las entradas de la matriz hamiltoniana H1,n y Hn,1 para n sitios son iguales cero.

La matriz (5.26) y matrices correspondientes a estructuras con un número mayor de sitios puede
diagonalizarse numéricamente. La forma en la cual aquí se abordó el problema es empleando un
programa en fortran para diagonalizar una matriz de cualquier tamaño bajo las condiciones mencionadas
anteriormente. El resultado de este análisis numérico es un arreglo de n eigenvalores ‘k del hamiltoniano
H y un arreglo 2D de eigenvectores |›kÍ, dando la solución completa del problema, incluyendo la
dependencia temporal. Para el caso donde se incrementa el tamaño del sistema a un total de 20 sitios y
considerando dos acoplamientos distintos posicionados de manera alternante dentro de ella, el análisis
se encuentra dividido en los tres casos que se han venido estudiando a lo largo del trabajo (ver Fig. 3.2).
La �gura 5.5 muestra los eigenvalores para estos tres casos, donde puede observarse que se tienen al
menos dos eigenvalores imaginarios dados por ±i“ y el resto es completamente real cuando se cumpla
“

2
Æ ”

2; el este número de valores propios imaginarios se incrementa cuando ”
2

> “
2.

En cuanto a la dependencia temporal de una excitación inicial en cualquier sitio de la estructura, los
resultados se muestran en la �gura 5.6 donde se toma una excitación inicial al principio, en medio y casi
al �nal de la cadena para un intervalo de tiempo de 100; la unidad de tiempo en este caso es ~/‘n, tal y
como lo indica la ecuación (5.10).

La �gura 5.6 condensa los tres casos básicos que nos interesan: la primera línea horizontal de grá�cos
corresponde al caso simétrico para excitaciones iniciales en la posición n = 3, 10 y 15, en todos los
casos esta excitación se expande a todos los demás sitios en un tiempo muy corto en comparación con
las imágenes de la segunda y tercera línea. Al considerar un segundo acoplamiento dentro de la cadena
la dinámica cambia notablemente. Podemos ver que para el caso – < 1 (�la del centro de la Fig. 5.6)
donde ÷ = 1 y ‚ = 0.02, la excitación al pasar un corto tiempo se encuentra ahora en el sitio contiguo,
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Fig. 5.5.: Eigenvalores para una estructura de 20 sitios para tres casos diferentes donde se comparan los parámetros “2 y ”2.

el cual presenta un acoplamiento mayor; al transcurrir aún más el tiempo, la posición de esta excitación
se restringe sólo a estos dos sitios. Un comportamiento similar se muestra al intercambiar los valores de
los acoplamientos ÷ = 0.002 y ‚ = 1 (última �la de la Fig. 5.6), donde también puede apreciarse que la
excitación se mantiene dentro del dímero donde se ha iniciado la excitación en un tiempo mayor en
comparación con el caso simétrico.

La dinámica para modelos asimétricos se mantiene dentro del dímero donde comienza la perturbación,
en la �gura 5.7 puede notarse esta in�uencia débil de la asimetría durante un período de tiempo corto.
Después de un tiempo, se nota el acoplamiento entre los dímeros de la cadena, ya que la excitación
que al inicio pareciera restringida a uno sólo de ellos, comienza ahora a extenderse lentamente a
los demás sitios. También debe tenerse en cuenta que al ir aumentando el número de eigenvalores
imaginarios, tarde o temprano se tendrá un aumento exponencial de las amplitudes de onda, este
crecimiento exponencial puede evitarse aniquilando dichos eigenvalores y obligamos a ser cero a los
eigenvectores correspondientes, con el �n de observar dinámicas no exponenciales durante un tiempo
mayor a comparación de tomar en cuenta estos eigenvalores imaginarios.
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 Fig. 5.6.: Dependencia temporal de la distribución de probabilidad obtenida de manera numérica para una cadena simétrica
de 20 sitios. La primera �la corresponde al caso simétrico (÷ = ‚ = 1), las siguientes �las representan a una
estructura asimétrica – < 1 (�la de en medio) y – > 1 (�la inferior). Los tres casos abarcan el mismo intervalo de
tiempo para poder comparar entre ellas.
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Fig. 5.7.: Dependencia temporal de la distribución de probabilidad correspondientes a los casos mostrados en la �gura 5.6
pero para un tiempo mayor, t = 100.
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En este trabajo el interés principal se �jó en sistemas cuyos hamiltonianos son no-hermíticos; en este tipo
de sistemas el principal efecto en las propiedades de transporte se mani�esta como la no conservación
de la densidad de corriente, mientras que la dinámica del sistema resulta ser no unitaria. De esta forma,
los sistemas incluyen efectos de pérdidas o ganancias, lo cual es una característica fundamental de todos
los sistemas físicos reales. Hemos analizado expresiones exactas para los coe�cientes de transmisión y
re�exión de un modelo unidimensional PT simétrico, válido para cualquier valor de los parámetros del
modelo. Las expresiones se presentan en una forma muy transparente que permite analizar de manera
efectiva todas las propiedades de transporte. El interés principal se da en el papel desempeñado de
la asimetría en los acoplamientos izquierda/derecha entre sitios vecinos. Hemos demostrado que los
acoplamientos asimétricos resultan en la aparición de una región donde los valores propios tienen partes
reales e imaginarias, ubicadas alrededor del centro de la banda de energía. Esta región está ausente para
el modelo con acoplamientos simétricos previamente estudiados en las Refs. [89, 90].

Nuestros resultados han revelado un nuevo efecto que mani�esta que para el acoplamiento asimétrico
entre sitios vecinos, la degeneración de los valores propios de la matriz de transferencia (puntos
excepcionales) no proporciona propiedades de transporte asimétricas PT especí�cas, como la re�exión
unidireccional. En cambio, las últimas propiedades surgen para los valores de energía EU (denominados
anteriormente como los puntos U ) en los que la degeneración está ausente. Estos puntos U , que
emergen en el enfoque de matriz de transferencia, son diferentes de las resonancias de Fabry-Perot,
ya que no dependen del número N de células periódicas (dímeros) que forman nuestras cadenas
unidimensionales. En cambio, están de�nidos por las funcionesF±, ver Eq. (3.21), que hemos introducido.
Estas funciones absorben propiedades especí�cas de células individuales y determinadas completamente
por las propiedades de transporte PT simétricas. Nuestros resultados mani�estan que las propiedades
de transporte de cualquier estructura periódica con N dímeros pueden obtenerse considerando las
propiedades particulares de un sólo dímero, por lo tanto, la in�uencia de los N períodos puede
incorporarse fácilmente en expresiones �nales para todas las características de transporte.
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También hemos demostrado que en el enfoque estándar de la matriz S, la degeneración de los valores
propios de la matriz S está directamente relacionada con las propiedades PT simétricas del modelo,
tanto para acoplamientos simétricos como asimétricos entre sitios vecinos, en contraste con el enfoque
de la matriz de transferencia. Además, hemos mostrado como expresar las amplitudes de re�exión y
transmisión, de�nidas a través de la matriz S, en términos de las funciones F± y la dependencia del
tamaño del sistema junto con el índice de tipo Bloch µ, que incorpora la in�uencia estándar de N celdas
periódicas .

Se comprobó que la dinámica de una perturbación inicial en cualquier sitio de una cadena unidimensional
en la aproximación de amarre fuerte PT simétrica con acoplamiento cero entre dímeros consiste en
dos osciladores lineales, donde para ciertos valores críticos las amplitudes aumentan exponencialmente.
Mientrás que al introducir asimetría en los acoplamientos, el estado inicialmente localizado se delocaliza
inicialmente hacia los sitios adyacentes al lugar de la excitación inicial para después extenderse sobre
todos los demás sitios que conforman la estructura; conforme el tiempo transcurre, la dinámica explota
de manera exponencial extendiendose a todos los sitios de la cadena, pero al omitir ciertos eigenvalores
imaginarios puede analizarse para un mayor tiempo la dinámica dentro de la estructura.

En esta tesis, las estructuras PT simétricas se han estudiado dentro de un escenario material realista, es
decir, incluyendo la dispersión y su dinámica. Se estableció que la dispersión de ganancia/pérdida es
una propiedad material importante que no debe ignorarse ya que trae consigo efectos interesantes que
necesitan estudio. La simetría PT en fotónica es un tema de investigación relativamente joven, pero ya
ha ganado popularidad en la comunidad con más de una nueva publicación publicada diariamente desde
2014. Nuestro enfoque analítico se puede extender a otras estructuras unidimensionales periódicas con
términos de ganancia/pérdida. Además, el modelo que hemos estudiado aquí puede implementarse
experimentalmente con el uso de un conjunto de guías de onda de un modo con acoplamientos no
simétricos entre guías de onda más cercanas, en una con�guración similar a la estudiada en la Ref.
[73]. Sin embargo, personalmente creo que todavía hay mucho espacio para explorar en fotónica PT

simétrica que puede conducir a descubrimientos físicos emocionantes.
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Las expresiones (3.20) se obtienen llevando acabo un proceso algebraico extenso. A continuación se
mostrará como expresar a la entrada M12 en términos de la función F± que hemos de�nido. Dicha
entrada tiene originalmente la forma:

M12 = i
e

ik sen(2Nµ)
– sen(2µ) sen(k) [“ sen(k) + cos(2k) ≠ – cos(2µ)] .

Se obtiene realizando las correspondientes multiplicaciones matriciales indicadad en la ecuación (3.15) y
(3.19). Para obtener la expresión �nal, usamos la relación 4– cos2(µ) = “

2 + E
2

≠ ”
2, conocida como la

ecuación de dispersión del modelo que se tratara con mayor detalle posteriormente,

cos(2k) ≠ – cos(2µ) = 2 cos2(k) ≠ 1 ≠ 2– cos2(µ) + –

= 1
2

Ë

4 cos2(k) ≠ 2 ≠ 4– cos2(µ) + 2–

È

= 1
2

Ë

E
2

≠ 2 ≠ “
2

≠ E
2 + ”

2 + 2–

È

= 1
2

Ë

≠2 ≠ “
2 + (1 ≠ –)2 + 2–

È

= 1
2

Ë

–
2

≠ “
2

≠ 1
È

.

99



Además de la relación de dispersión, se usó la energía de la onda plana incidente E = 2 cos(k). De esta
manera surge la de�nición de la función F±, separando la dependencia del tamaño del sistema del resto
de las variables,

M12 = i e
ik

sen(2Nµ)
sen(2µ)

“ sen(k) + 1
2(–2

≠ “
2

≠ 1)
– sen(k)

M12 = i e
ik

sen(2Nµ)
sen(2µ) F+(“, –, k).

Procediendo de igual manera para la entrada M21 llegamos a la expresión mostrada en el grupo de
ecuaciones (3.20). La entrada M22 necesita un poco más de desarrollo algebraico, ya que originalmente
su forma es

M22 = – cos(2Nµ) sen(2µ) sen(k) ≠ i sen(2Nµ) cos(k) [1 ≠ – cos(2µ)]
– sen(k) sen(2µ)

= cos(2Nµ) ≠ i
sen(2Nµ) cos(k)
– sen(k) sen(2µ) [1 ≠ 2– cos(2µ) + – cos(2µ) + 2 cos(2k) ≠ 2 cos(2k)] .

A partir de la de�nición (3.21) se obtiene 2 cos(2k) ≠ 2– cos(2µ) = – sen(k)
1

F+ + F≠
2

y

M22 = cos(2Nµ) ≠ i
sen(2Nµ) cos(k)
– sen(k) sen(2µ)

Ë

1 + – sen(k)
1

F+ + F≠
2

+ – cos(2µ) ≠ 2 cos(2k)
È

.

La manera en la cual introducimos a la función F± es mediante el producto de ambas funciones, el cual
da como resultado:

F+F≠ = 1
–2 sen2 k

5

1

– cos(2µ) ≠ cos(2k)
22

≠ “
2 sen2

k

6

.

Despejando el término que nos interesa,

– cos(2µ) ≠ cos(2k) = – sen(k)
C

F+F≠ + “
2

–2

D1/2
.

Aquí introduciremos el hecho de que F+ ≠ F≠ = 2 “

–
, por lo tanto
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– cos(2µ) ≠ cos(2k) = – sen(k)
5

F+F≠ + 1
4

1

F+ ≠ F≠
2261/2

– cos(2µ) ≠ cos(2k) = 1
2 – sen(k)

1

F+ + F≠
2

.

Sustituyendo esta ultima expresión en la entrada M22, tenemos

M22 = cos(2Nµ) ≠ i
sen(2Nµ) cos(k)
– sen(k) sen(2µ)

5

1 ≠ cos(2k) + – sen(k)
1

F+ + F≠
2

+ 1
2– sen(k)

1

F+ + F≠
2

6

= cos(2Nµ) ≠ i
sen(2Nµ) cos(k)
– sen(k) sen(2µ)

5

2 sen2(k) + 3
2– sen(k)

1

F+ + F≠
2

6

M22 = cos(2Nµ) ≠ i
sen(2Nµ)
sen(2µ)

5 1
–

sen(2k) + 3
2

1

F+ + F≠
2

cos(k)
6

.
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