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Resumen
El estudio de caos en sistemas dindmicos descritos por medio de un sistema de ecuaciones
diferenciales, es bien conocido. Este es el caso de muchos procesos bioldgicos, sin embargo,
existen enfoques alternativos basados en ecuaciones maestras para estudiar estos procesos,
para los cuales un estudio sobre caos en sistemas con esta descripcion seria muy 1til. En este
trabajo se presenta un estudio comparativo de la modelacién de procesos biolégicos desde
dos enfoques, por medio de un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales y por medio
de la representacién matricial de este sistema. Esta dltima, serd la representacion matricial
del operador de evolucién temporal obtenida a partir de la ecuacidon maestra asociada al
proceso. Llevamos a cabo una estudio estadistico de los valores propios de las matrices de
evolucién temporal y comparamos cualitativamente nuestros resultados con los resultados
de la teoria de matrices aleatorias. Las similitudes y diferencias entre ambos resultados se
discuten. En particular, la estadistica de valores propios es capaz de distinguir entre una
dindmica regular y una cadtica. Esto nos da una herramienta alternativa para caracterizar

el caos en procesos biolégicos con una descripcion probabilistica como la ecuacion maestra.
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Capitulo 1

Introduccion

La teoria de sistemas dindmicos ha permitido un avance importante en el estudio
de los sistemas biolégicos.

Uno de los primeros modelos dindmicos empleados para describir procesos biologi-
cos fue el propuesto por Alfred Lotka en 1925 y Vito Volterra en 1926 para describir dos
poblaciones de especies interactuantes. El modelo de Lotka y Volterra [1,2] se plantea en
términos de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Posteriormente a este traba-
jo, se plantearon otros modelos en ecologia dando lugar al area de estudio conocida como
dindmica de poblaciones. Ideas similares se han empleado para describir la dinamica del
contagio de enfermedades y también para describir el cambio de las concentraciones de
substancias durante reacciones quimicas. Los modelos computacionales del ciclo celular han
liderado el camino en el andlisis de sistemas de redes biomoleculares [3]. En particular el
modelo de Goldbeter [4] se ha empleado como referencia para el estudio de la reproduccién
celular o mitosis. Durante mucho tiempo, fue un misterio como el ciclo celular podria ser
tan regular en el tiempo, cuando no hay senales obvias de oscilacién en el proceso de repro-
duccién de la célula. El modelo de Goldbeter dio una explicaciéon de dicho mecanismo, lo
que lo ha llevado a ser uno de los modelos mas influyentes en la descripcién de procesos ce-
lulares. Ademas de que sus resultados apoyan la inclusién de un sistema de control mitético
entre los procesos quimicos y biolégicos, capaces de la auto organizacién del desequilibrio
presentado en forma de comportamiento oscilatorio de ciclo limite [4].

A pesar de los avances en la comprension de los procesos involucrados en los
fenémenos bioldgicos, el estudio de estos sistemas presenta grandes retos debido a su alta

no linealidad y complejidad, como lo presenta el modelo de Declory-Goldbeter, un modelo
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que describe la evolucién de las concentraciones de la substancias implicadas en dos reaccio-
nes enzimaticas acopladas. La no linealidad en las ecuaciones diferenciales que describen la
evolucion temporal de un sistema pueden provocar una dindmica cadtica [6-8]. Un fenémeno
no totalmente comprendido son los procesos de auto organizacion de los procesos biolégicos
que permiten comportamientos no cadticos a pesar de la no linealidad de las interaccio-
nes entre sus componentes. Es en este sentido que surge la necesidad de analizar desde
enfoques novedosos a la biologia las condiciones que llevan a un sistema a presentar o no
comportamiento cadtico. Es importante encontrar nuevas propiedades de la organizacion e
interrelacién de las componentes de los sistemas que lleven a una mejor comprensiéon de los
factores que propician la ausencia o presencia de caos. Lo anterior no sélo es relevante por
importancia tedrica sino también por sus potenciales aplicaciones para prondsticos médicos
y control de mitosis celular descontrolada como en el caso del cancer, ademés de su impor-
tancia para la biologia sintética. Ya que permitiria tener criterios bésicos para el disenio de
nuevas estructuras evitando comportamientos cadticos no deseados.

Existen varias formas de describir estos sistemas. Entre ellas dos muy importantes,
la descripcion determinista que emplea ecuaciones diferenciales ordinarias y una descripcion
estocéastica que se basa en la solucién de la ecuacién maestra. En la descripcién determinista
basada en ODEs existen técnicas establecidas para poder categorizar un sistema como
cadtico o no cadtico. Sin embargo la determinacion del caos se basa en el andlisis de las
soluciones del sistema dinamico, por ejemplo encontrando los exponentes de Lyaponuv. A
pesar de que existen métodos para caracterizar la ruta al caos con la teoria de bifurcaciones,
seria de utilidad encontrar otros criterios para conocer la presencia de caos.

Por otro lado, en un enfoque probabilistico, parece no haber criterios para clasifi-
car el proceso como cadtico o no. En cambio, en sistemas cudnticos si se han dado criterios
para la clasificacién entre dinamica cadtica o no, en términos de las propiedades estadisticas
de los valores propios del Hamiltoniano. Esta situacién hace que sea natural preguntarse
si puede existir un criterio para determinar la presencia o ausencia de caos en la descrip-
cién probabilistica de un sistema dindmico no necesariamente cuantico. Ademaés del avance
tedrico que esto implicaria, tendria la ventaja practica de que seria posible determinar de
formas alternativas a las actuales si un sistema dindmico presentard caos.

En este proyecto se estudiara la relacion entre la presencia o ausencia de caos y las
propiedades estadisticas de la representacién matricial del operador de evolucién temporal,

obtenido de la ecuacién maestra. Este enfoque busca ademads de predecir caos a partir de
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la estructura del sistema, generar herramientas que permitan disenar sistemas complejos
teniendo mayor control sobre el tipo de dindmica resultante.

En particular se analizard el modelo de Goldbeter y el modelo de Declory-Goldbeter.
A partir de las ecuaciones de la dindmica que describen estos sistemas, se construird una
representacion matricial de sus correspondientes operadores de evolucién de la ecuacion
maestra. Finalmente se hard un andlisis estadistico de los valores propios de estas matrices
para caracterizar el régimen cadtico y no cadtico.

Podemos considerar tres objetivos para investigar la naturaleza de la dindmica en
sistemas bioldgicos, y en particular sus caracteristicas cadticas. Estas son, la clasificacién de
sistemas basado en su comportamiento dindmico, para diagnostico; las posibles predicciones
sobres el sistema dindmico, para pronostico y la explicaciéon del comportamiento observado,

para propositos terapéuticos [8].



Capitulo 2

Caos

En este capitulo se presentard una breve explicacién sobre el andlisis del caos en

los sistemas dindmicos clasicos y cuanticos.

2.1. Caos clasico

La relevancia de la teoria del caos viene primero de las herramientas cuantitativas
y conceptuales que ofrece, las principales son la reconstruccién del espacio fase de una senal
unidimensional, el cdlculo de los exponentes de Lyapounov que cuantifican la sensibilidad a
las condiciones iniciales, y la determinacion de los atractores y su dimensién. El comporta-
miento cadtico es un fenémeno que usualmente revela la presencia de fuertes no-linealidades
y mezclando mecanismos originado del acoplamiento de grados de libertad. La identifica-
cién de caos entonces provee informacién 1til para entender el origen del comportamiento
dindmico observado [18]. En mecénica cldsica existen problemas en los cuales las ecuaciones
de movimiento no pueden ser integradas. Un término de interaccién débil podria, por ejem-
plo, acoplar dos ecuaciones de movimiento, entonces las variables ya no serian separables. Si
el término de interaccién no es pequeno en el sentido de la teoria de perturbaciones clésica,
las soluciones puden volverse mas complejas y diferir considerablmente de las ecuaciones
no acopladas. En algunos casos soluciones nuevas parece que no pueden ser generadas de
ecuaciones no acopladas. Estas soluciones son bien conocidas en el sentido de que un pe-
queno cambio en las condiciones iniciales produce sélo un pequeiio cambio en el movimiento.
Cuando este el caso, las soluciones son llamadas regulares o normales, y se habla de una

dindmica regular. También existen casos en los cuales el movimiento es enteramente dife-
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rente incluso para cirscunstancias iniciales casi idénticas. Soluciones de este tipo se conocen
como cadticas, aunque este caos aun envuelve soluciones y ecuaciones deterministas. Son
llamadas cadticas porque, apesar de ser deterministas, la dindmica es impredecible porque
hay una alta sensibilidad a las condiciones iniciales. Si consideramos dos soluciones acota-
das en un régimen no cadtico que empiezan cerca en una pequena regién del espacio fase,
la regién de espacio fase cubierta por las soluciones en un tiempo posterior se mantendra
relativamente pequenia y compacta. En el régimen cadtico, el sector de espacio fase cubierto
por estas soluciones, se dispersara continuamente en una o mas direcciones con el paso del

tiempo [18].

2.1.1. Mapeos

Si usamos n para denotar la serie de tiempo de un sistema y = para denotar una
observable fisica del sistema, podemos describir la progresién de un sistema no lineal en un
momento particular investigando cémo el estado (n + 1) en un tiempo (n + 1) depende del
estado en un tiempo previo n. Esta relacion, x,+1 = f(z,), es llamada mapeo y es usado
para describir la progresién del sistema. Podemos escribir una ecuacién diferencial usando

f(r,xy,) donde z,, es un nimero real entre 0 y 1, y r es un pardmetro [9].

Tpy1 = f(r,zn) (2.1)

La funcién f(r,z,) genera el valor z,4+1 de z,, y la coleccién de puntos generada
es el mapa de la funcién misma. Las ecuaciones son adecuadas para una solucién numérica

por iteracién, empezando con z;. Consideremos el siguiente ejemplo:

Tnt1 = Axp(l — xp) (2.2)

donde r es un parametro que describe la tasa de crecimiento y =z, es el valor
de la variable en la n- ésima iteraciéon. La versiéon discreta de la ecuacién logistica, se
llama mapa logistico. El mapa logistico es no invertible, es decir, se puede iterar hacia
adelante en el tiempo con cada x, que lleva a un dnico valor posterior x,41, lo contrario
no es cierto. Iterando repetidamente el mapa logistico, se pueden observar varios tipos de
comportamientos [10].

Una bifurcacién pitch fork es un cambio cualitativo en la dindmica que ocurre

cuando se cambia un pardmetro del sistema y ésta conduce al caos. Un diagrama de bi-
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furcaciéon muestra los posibles valores a largo plazo que una variable de un sistema puede
obtener en funciéon de un parametro del sistema. Un ejemplo es el diagrama de bifurcacién
del mapa logistico. En este caso, el pardmetro r se muestra en el eje horizontal de la figura
2.1 y el eje vertical muestra los estados estacionarios de los posibles valores de poblacién a

largo plazo de la funcién logistica [10].

Figura 2.1: Diagrama de bifurcacién correspondiente a la ecuacion logistica.

En la figura 2.1 se puede ver como el mapa logistico tiene soluciones estacionarias
para r < 3, para después oscilar entre dos estacionarios(3 < r < 3,44), luego oscilar entre
cuatro (3,44 < r < 3,59) y finalmente entrar en un régimen cadtico para r > 3,6, donde

vemos como los puntos estacionarios estan completamente desordenados.

2.1.2. Exponentes de Lyapunov

Un método de cauntificar la dependencia de la sensibilidad en condiciones iniciales

para un comportamineto cadtico, es el calculo de los exponentes de Lyapunov. Hay tantos
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exponentes de Lyapunov para un sistema particular como ntimero de variables. Considere un
sistema con dos estados iniciales que difieren solo por una pequena cantidad e; llamaremos
los estados iniciales xg y xo+e€. Queremos saber las valoress de x;, después de n iteraciones de
los dos valores iniciales. El exponente de Lyapunov A representa el coeficiente del crecimiento
exponencial promedio por unidad de tiempo entre los dos estados. Después de n iteraciones,

la diferencia d,, entre los dos valores z,, es aproximadamente [9]
dp = ee™ (2.3)

De esta ecuacién, vemos como si A es negativo, las dos érbitas eventualmente van a conver-
ger, pero si es positivo, las trayectorias cercanas diverguen lo cual resulta en caos. Conside-
remos un mapeo descrito por x,+1 = f(x,). La diferencia inicial entre estados es dy =€, y

después de una iteracién, la diferencia d; es
d,
d= o+~ flao) m e D ., (2.4

donde el ultimo resultado en el lado derecho es obtenido debido a que € es muy pequeno.
Después de n iteraciones, la diferencia d, entre los dos estados iniciales cercanos es dado
por

dp = f(z +€) — f(x0) = ee™ (2.5)
donde hemos indicado la n-ésima iteracién del mapa de f(x) por el superindice n. Si divi-
dimos por € y aplicamos logaritmo a cada lado, tenemos:

In (fn(m te - fn(””) = In(e™) = nA (2.6)

€

y dado que € es muy pequeno, A,

A\ = lln (f"(a: +e€)— fn(x0)> _ l]n df™(z)
n € n dx

|z (2.7)

El valor de f™(xg) es obtenido iterando la funcién f(z¢) n veces.

f"(wo) = f(f(---(f(@0)) - ) (2.8)
Usando regla de la cadena y tomando el limite cuando n — oo finalmente obtenemos [9]

1 n—1
A= lim — In
0

df (z:)
dx

dm (2.9)
7=
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Figura 2.2: Evolucién de los exponentes de Lyapunov A respecto a r del mapa logistico.
Puntos rojos denotan los valores positivos de A, es decir, cuando la funcién entra en el
régimen cadtico. Puntos negros denotan los valores negativos de A, es decir, cuando no hay
caos.

En la figura 2.2 se muestra la evolucién de los exponentes de Lyapunov para el
mapeo logistico. El valor de A es cero cuando ocurre la bifurcacién, debido a que df /dx = 1,
y la solucién se hace inestable. Un punto estable ocurre donde df (z)/dxz = 0, y esto implica
que A = —oo. Recordemos que para n dimensiones, habra n exponentes de Lyapunov. Solo

basta con que uno sea positivo para que haya caos [9].

2.1.3. Modelo de Lorenz

Hemos mencionado como el caos a partir de las ecuaciones de movimiento se puede
diagnosticar mediante la divergencia de dos trayectorias en el espacio fase inicialmente
cercanas, el grado con que divergen estd determinado por un niimero que se conoce como
exponente de Lyapunov. Tipicamente si el maximo exponente de Lyapunov es positivo,
entonces se considera que la dindmica asociada es cadtica. El simple hecho de que las

trayectorias parezcan no periddicas no es suficiente para decir que el sistema es cadtico,
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para esto necesitamos otro andlisis como el exponente de Lyapunov.
Como ejemplo, se calculo el exponente de Lyapunov para y(t) del modelo de Lo-
renz, dado por:

dx

i oy — ) (2.10)
d
d—‘z = re—y—uxz (2.11)
d
d—j = ay—bz (2.12)

donde o0 = 10, b = 8/3 y r = 28 son constantes del sistema.
Para calcularlo de forma numérica se utilizé la siquiente metodologia. Se calculé
primero el error d, entre dos trayectorias de la funcién y, definido como [19]

5 — 1¥a(t) — 5p(t)]

5 (2.13)

donde y,(t) es la trayectoria generada con la funcién z(r — z) — y y yp(t) es la trayectoria
generada con la extensién de intervalo xr — xz — y (ambas trayectorias fueron célculadas
usando Rungen-Kutta de cuarto orden). Después se calculé el In(d) para cada paso, para
luego graficar In(d) vs tiempo, y asi ajustar a una recta [19]. La pendiente de esta recta nos

dard el exponente de Lyapunov [19].

=10 1

_15 -

—20 4

In(&)

_25 -

_30 -

—35 4

T
0 5 10 15 20
Tiempo

Figura 2.3: Grafica de la funcién log(d) respecto al tiempo ¢ (linea roja) junto con su
aproximacién a una recta (linea azul).
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En la figura 2.3 se presentan las gréaficas obtenidas, donde la pendiente de la recta
es A = 0.92, lo cual concuerda con lo presentado en [20]. Por lo tanto como A > 0, decimos

que el sistema presenta una dindamica cadtica.

2.2. Teoria de matrices aleatorias

El problema sobre el caos en sistemas cuanticos surgue en los 70s de los intentos
para entender el caos clasico en términos de mecanica cuantica en el limite cldsico. Estos
intentos fueron motivados por la evidencia empirica acumulada, debido a Wigner y Dy-
son principalmente durante los 50s, viniendo del estudio de nicleos complejos y estados
de resonancia de larga duracién [21]. La idea central de Wigner fue que, para sistemas
cuanticos con muchos grados de libertad, podemos asumir que los elementos de la matriz
Hamiltoniana en la base tipica pueden ser tratados como ntumeros Gaussianos aleatorios
independientes. Este descubrimiento fue el nacimiento de la Teoria de Matrices Aleatorias
(RMT por sus siglas en inglés), la cual hace posible expresar mateméaticamente la prediccién
principal de la aproximacién original de Wigner y Dayson: ”La distribucién estadistica de
espacios entre niveles de energia adyacentes obedece a distribuciones universales gobernadas
por el conjunto de matrices Gaussianas”. Inspirados por la universalidad de las matrices
aleatorias, en 1984 Bohigas, Gianonni y Schimit formularon su conjetura referente a los
sistemas cuanticos cadticos: El espectro de inversion temporal de sistemas invariantes cuyos
analogos clasicos son sistemas-K muestran las mismas propiedades estadisticas predecidas
por ensambles Gaussianos ortogonales [21].

Las matrices aleatorias, son matrices llenas de niimeros aleatorios cuya tnica res-
triccion es satisfacer las simetrias del sistema que intentan describir. Fueron utilizadas ex-
tensivamente por Wigner para modelar el espectro de ntcleos pesados. Con esta enfoque,
las interacciones son tratadas de forma estadistica, y sus detalles son pasados por alto. Esta
idea condujo a resultados que concordaron muy bien con los datos de un nicleo real y fueron
pronto usados en el andlisis de otros sistemas complejos, tales como dtomos o moléculas [16].

Hay diferentes tipos de ensambles de matrices aleatorias definidas de acuerdo a las
simetrias que las matrices satisfacen. Cuando son modelados sistemas con simetria de inver-
sién temporal, las matrices aleatorias del ensamble ortogonal Gaussiano son usadas (GOE).
Estas son matrices simétricas de D x D con entradas de una distribucién Gaussiana con

promedio cero. En la practica, las matrices aleatorias GOE pueden ser obtenidas generando
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una matriz con D? ntmeros aleatorios y después sumarle su traspuesta. La densidad de

estados de las matrices aleatorias sigue la distribucién semicircular estandar,

o(B) = 2|1 - <E>2 (2.14)

TE €

donde 2¢ es la longitud del espectro, esto es —e < F < €. Una propiedad clave en las matrices
aleatorias y una principal caracteriztica del caos cuantico es la fuerte respulsién entre niveles
vecinos por la distribucién de espaciado de nivel del vecino més cercano P(s), donde s es el
espaciamiento entre las energias vecinas reescaladas. El procedimiento de desdoblamiento
garantiza que el espaciado de nivel medio de los valores propios reescalados sea uno [16].

Para espectros desdoblados de matrices GOE, se encuentra:

7\'5‘2
P(s) = ge*f (2.15)

Esto constrasta con la distribucién de espaciamiento de niveles de una secuencia de valores
propios no correlacionados, donde no se prohibe cruzar los niveles y la distribucién es de
Poisson, P(s) =e~* [16].

Durante los anos 80s se encontré que el espectro para sistemas muy simples, como
billares cadticos cuanticos, también presentan las fluctuaciones en los niveles de energia
descritos por los ensambles Gaussianos. Estos ensambles modelan el comportamiento caético
de sistemas cuanticos partiendo de la hipotesis de ciertas correlaciones entre los elementos
de matriz H;; del Hamiltoniano del sistema H. Las dos condiciones para la densidad de

probabilidad conjunta P(Hi1, Hio, ..., Hyn) que define un ensamble Gaussiano son [21]:
P(HH,H12,...,HNN) = P(HH)P(ng) s P(HNN) (aleatoriedad) (216)

P(Hi1,His, ..., Hyy) = P(Hyy, Hio, ..., Hy y) (invariancia) (2.17)

donde el Hamiltoniano transformado H’ es obtenido del original H por una transformacién
ortogonal, unitaria o simplectica, dependiendo del tipo de ensamble Gaussiano correspon-
diente. La ecuacién 2.17 simplemente representa la invariancia de la densidad de probabili-
dad P bajo una tranformacién ortogonal, unitaria o simplectica. La ecuacién 2.16 significa
que, en el régimen cadtico de un sistema cuantico cadtico, los detalles de las interacciones
no son relevantes; en consecuencia, el Hamiltoniano puede ser remplazado por una matriz

cuyos elementos no estén correlacionados [21].
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1.0 4

P(s)

Figura 2.4: Histograma de espaciamiento entre valores propios de una matriz de nimeros
aleatorios perteneciente al emsamble GOE. Linea roja describe una distribucion de la forma
2.15, linea negra describe una distribuciéon de Poisson

2.2.1. Extension de las conjeturas de Bohigas-Giannoni-Schmit

Hemos presentado como hacer el andlisis estadistico de los valores propios corres-
pondientes a matrices aleatorias que describen un sistema cuantico que pertenecen a los
ensambles GOE, GSE y GUE. Todas estas matrices poseen valores propios reales. El poder
del enfoque RMT se basa en el hecho de que las fluctuaciones espectrales son altamente uni-
versales, y dependen tinicamente de las simetrias del sistema y no de los detalles de modelos
particulares. También se han considerado estadisticas de espaciamientos de orden superior
(es decir, distancia entre los vecinos k-ésimos més cercanos). Para sistemas no hermitianos,
por una generalizacién directa de las conjeturas de Berry-Tabor y Bohigas-Giannoni-Schmit
a los sistemas disipativos, se espera que los sistemas clasicamente integrables y los sistemas
clasicamente cadticos sigan las estadisticas de nivel de Poisson y Ginibre, respectivamen-
te [23]. Para matrices aleatorias de los conjuntos de Ginibre (es decir, matrices donde todas
las entradas son variables aleatorias gaussianas independientes distribuidas idénticamente),
uno encuentra repulsién de nivel cibico, P(s) o« s3 [23]. Los tres conjuntos de Ginibre
(GinOE, GinUE y GinSE) tienen el mismo nivel de repulsién cibico. Para esos conjuntos,

recientemente se ha propuesto una suposicién similar a la de Wigner [23], en términos de
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funciones de Bessel modificadas, en el que también se demostré que la repulsién de nivel no
cubico puede existir en conjuntos no hermitianos con diferentes simetrias. Para comparar
las predicciones teéricas de RMT con las secuencias de nivel reales medidas o calculadas, se
debe eliminar la dependencia de la distribucién de espaciado de la densidad espectral me-
dia local, que no es universal y depende del sistema. Esta eliminacion se logra mediante el
desdoblamiento, en el que, en el caso de un espectro real, se cambia de una secuencia E; de
niveles a una nueva secuencia e; = N(E;), donde N (z) es la funcién de escalera de nivel que
mide el niumero medio de niveles debajo de x [23]. En la escala desdoblada, la distribucién
del espaciado tiene un espaciado unitario medio y, por lo tanto, las fluctuaciones se pueden
comparar uniformemente en todo el espectro. En el caso de un espectro bidimensional, es
decir, complejo: el desdoblamiento es, ambiguo; aun asi, se puede encontrar una prescrip-
cién minima que garantice una densidad uniforme de nivel del complejo desdoblado. Una
forma alternativa de superar la dependencia local de la densidad del nivel es considerar las
relaciones de espaciamientos consecutivos. La transicién entre las estadisticas de Poisson y
GOE a nivel de razones, razones de espaciamiento de orden superior y razones de vecino
mas cercano (NN) y segundo vecino més cercano (NNN) también han sido considerado

recientemente [23].

Los estudios existentes sobre espaciamientos en espectros complejos se centran
Unicamente en la distancia, s > 0, entre el valor propio complejo y su valor de vecino
mas cercano, descuidando la informacién adicional contenida en las correlaciones angulares
(direccionales). Entonces se introduce las relaciones de espaciado complejas, como la relacién
de la distancia (tomada como un niimero complejo con magnitud y direccién) desde un nivel

dado a su NN por la distancia (compleja) a la NNN [23].

Sea el conjunto {/\k}E:1 el espectro de una matriz Hermitiana o no Hermitiana.
Los niveles A puede ser real o complejo. Para cada A, encontramos NN )\iv Ny su NNN

)\ff NN v definimos

ANN

= kT 2.18

2k

Esta definicién es ilustrada en la figura 2.5. Entonces buscamos la funcién de
distribucién de probabilidad o(”)(z) de encontrar una razén de espaciamiento con valor z,
definido en el limite D — oo, para un D finito, al promediar los espectros de un conjunto

de matrices aleatorias.
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ANNN .
. /'LNN

. 2 .

Figura 2.5: Diagrama ilustrativo de la definicién de AV y ANNN “donde X es el valor propio

de referencia y  es argumento entre ANV y ANVN - Adaptado de [23].

Considerando el caso de niveles sintéticos no correlacionados y los emsambles de
Ginibre, por una extensiéon natural de las conejuturas de Berry-Tabor y Bohigas-Giannoni-
Schmit, se espera que los sistemas integrables tengan la misma estadistica que los niveles no
correlacionados y sistemas cadticos sigan la estadistica de Ginibre. Debido a la independen-
cia de niveles en el espectro sintético, la presencia de un nivel de referencia no influye en sus
dos vecinos mas cercanos, entonces todos las razones z tienen la misma probabilidad, lo que
lleva a una distribucién plana [23]. Para matrices aleatorias, se espera la repulsién usual.
Esto lleva a que la relacién de densidad debe desaparcer en el origen y que la repulsion
deberia extenderse a todos los vecinos del nivel de referencia uniformemente a su alrededor,

lo que provocaria una supresion de la relacién de densidad para angulos pequenos.

Poisson GinUE

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Rez Rez

Figura 2.6: Derecha, grafica de densidad de z en el plano complejo, para una matriz de
10* x 10* de un ensamble GinUE. Izquierda, gréfica de densidad de z en el plano complejo,
para una matriz 10° x 10° de niveles no correlacionados. Imagen tomada de [23].
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En la figura 2.6 vemos como para niveles no correlacionados, la grafica de densidad
es plana dentro el circulo unitario. Para matrices del ensamble GinUE, por el contrario, tiene
una repulsiéon de nivel de orden cibico, y la distribuciéon de anisotropia.

Nos preguntamos si la diferencia entre las graficas de densidad, debido a las corre-
laciones de niveles, que presenta la figura 2.6, se extiende también para la representacién
matrical del operador de evolucién de un sistema dindmico que describe un proceso biélogico
tanto en el régimen cadtico y no cadtico.

Este enfoque fue aplicado en [23] para estudiar las propiedades estadisticas es-
pectrales de diverso modelos y operadores, tales como situaciones fisicas en las que surgen
matrices no Hermitianas como sistemas cuanticos disipativos descritos por un Lindbla-
diano, dindamica cuantica no unitaria descrita por Hamiltonianos no Hermitianos y procesos

estocasticos clasicos.



Capitulo 3

Proceso de Markov

En este capitulo se hara una breve explicacion de la metodologia para encontrar
la ecuacién maestra de sistemas de ecuaciones diferenciales y de una reaccién quimica para,

posteriormente, determinar el operador de evoluciéon temporal.

3.1. Ecuacién de Chapman-Kolmogorov

Un proceso de Markov, es aquel definido por el hecho de que la densidad de pro-

babilidad condicional tiene la siguiente propiedad [22].

f(mn, tn’xl, veey Tn—1, tl, veuy tn—l) = f(xn, tn\xn_l; tn—l) (31)

Esto es, la densidad de probabilidad condicional en t,, dado el valor de x,_1 a t,_1, no
es afectado por los valores en tiempos anteriores. En este sentido el proceso "no tiene
memoria”. Un proceso de Markov esta completamente determinado por las dos funciones

f(x1|t1) v f(xa,to|z1,t1). Por ejemplo con t1 < ty < ts,
f(z1, xa, 35 t1, o, t3) = f(as, t3|z1, 225 t1,t2) - f(22, ta|x1, t1) - f(21,t1) (3.2)
pero f(zs,ts|z1,x2;t1,t2) = f(x3,t3|xe,t2) entonces por la propiedad de Markov:
f(z1, xa, k35 t1,t2,t3) = f(xs, t3|wa, ta) - f(22, to|x1, t1) - f(z1,t1) (3.3)

Ahora procederemos con la demostracién de la ecuacién Chapman-Kolmogorov. Como he-
mos visto, un proceso de Markov esta totalmente determinado por dos funciones f(x1,t1)

y f(z2,ta|x1,t1). Esto, sin embargo, no significa que esas dos funciones pueden ser elegidas

16
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arbitrariamente, para eso debemos obedecer dos importantes identidades [22]. La primera

viene de la definicién de densidad condicional,
f(x1,zo5t1,t2) = f(xo, ta]ar, t1) - f(21, 1) (3.4)
por integracion sobre x1, inmediatamente tenemos:
o0
fa,ts) = / faa,taler tr) - (o, tr)day (3.5)
—00
La segunda identidad es obtenida de 3.3
f(x1, xo, w35t1, 80, t3) = f(as, t3|va, ta) - f(wa, to|21,t1) - f(21,1) (3.6)
con t1 < to < t3 e integrando sobre g
o0
flx1,x35t1,t3) = f(ﬂﬁl,tl)/ f(x3,t3|wa, to) f (22, ta|x1,t1)dxs (3.7)
—00
pero f(x1,x3;t1,t3) = f(xs, t3|z1,t1) - f(x1,t1), entonces:
[ee)
flxs, tslxr,t1) = / f(x3,t3|T2,t2) - f(22, 2|21, t1)d2o (3.8)
— 00

La cual es conocida como la ecuacién Chapman-Kolmogorov [22]. Es una ecuacién funcio-
nal que relaciona todas las densidades de probabilidad f(x;,t;|x;,t;) para un proceso de
Markov donde el orden del tiempo en el integrando es esencial. Para un proceso de Markov

estacionario, es conveniente usar una notacion especial, sea:
f(@2,ta|z1,t1) = P(zo|z1,7) (3.9)
donde 7 = t9 — t1, en términos de la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov
o0
P(asler, 7+ 7) :/ Plaslen, ') - Plasler, 7)ds (3.10)
—00

donde 7' =t3 —to, y (7', 7) > 0.

3.2. Ecuacién maestra

La importancia de la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov es que nos permite cons-
truir las densidades de probabilidad condicional durante un intervalo de tiempo largo (1, t3)
a partir de aquellos en los intervalos cortos (t1,t2) v (t2,t3) [22]. En aplicaciones fisicas ge-

neralmente tenemos teorias bien desarrolladas que describen en detalles la evolucién de un
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sistema fuera de equilibrio. Estas teorias se formulan en términos de ecuaciones diferen-
ciales que describen la trayectoria de muchas particulas que constituyen el sistema, como
las ecuaciones de Hamilton en mecanica clasica o la ecuaciéon de Shrodinger en mecénica
cudntica. Estas descripciones son deterministas, y si pudiéramos resolver los problemas de
valor inicial para cada uno de ellos, no necesitariamos pensar en aproximaciones como la
divisién de escalas de tiempo mencionadas anteriormente, ya que tendriamos la solucién
para todo tiempo [22].

Existen varios métodos en fisica que proporcionan la dindmica microscopica en
escalas de tiempo muy cortas, donde se calcula la probabilidad de transicién entre dos
estados durante el intervalo de tiempo At como At — 0. Esto no es suficiente ya que
necesitamos conocer la evolucién del sistema en una escala de tiempo del orden del que lleva
realizar un experimento. Es aqui, al unir estas dos escalas de tiempo, que la superposicién
de Markov ayuda; a partir de nuestro conocimiento de la probabilidad de transicién en todo
momento iterativamente a partir de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov. Para una gran
clase de sistemas, es posible mostrar que en muy poco tiempo, la probabilidad de transicién
es [22]:

P(x|z,7) = (1 — a,m)d(z — 2) + T'w(z|2) + O(7) (3.11)

donde w(x|z) es la probabilidad de transicién por unidad de tiempo y ag es
o0
agp :/ w(z|z)dz (3.12)
—o0
El contenido fisico de la ecuacién 3.11 es sencillo, dice que: la probabilidad que una transicion
(z — x) ocurra més la probabilidad de que no ocurra la transicién durante ese tiempo (es
decir z = x) es igual a la probabilidad de transicién de pasar de z a = durante el tiempo
7/. Este serd el caso en sistemas donde las fluctuaciones surgen de un proceso estocdstico
discreto, aproximado por un modelo determinista continuo. Sustituyendo 3.11 en la ecuacién

de Chapman-Kolmogorov [22],

P(xslzy, 7+ 1) = /_00 [(1 = ao(x2)7)]6(z3 — 22) + T'w(w3|22)| P (22|21, T)d22
— /oo (1 — ag(z2)7)]0(x3 — 22) P(xo|21, T)d22 + 7' /OO w(xs|xy)P(xo|x1,T)
= (1 — ao(x3)7") P(x3]xy, 7) + 7' /_OO w(zs|wa) P(x2|21, T)dT2

(3.13)
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Reacomodando, dividiendo por 7/, usando la definicién de ag y haciendo el limite donde

7/ — 0, tenemos

8P(x3]m1,7') _/OO
ot )

La cual es generalmente llamada la ecuacion maestra. Esta es una ecuacién de conservacion

[w(zs|z2)P(z2|z1, T) — w(w2|23) P(23]21, T)]dw2 (3.14)

del tipo ganancia-pérdida y, tiene una versién discreta:

%Pn(t) = [wnm P (t) = Winn Pa(t)] (3.15)
m
donde n son los posibles estados de un proceso estocastico ¢(t). La probabilidad de transicién
wnm denota la probabilidad de una transicién de un estado m a un estado n en un incremento
de tiempo dt. La diferencia entre la ecuacion de C-K y la ecuacién maestra es que la ecuacién
de C-K no es lineal y expresa el caracter de Markov del proceso pero sin contener informacién
sobre algin proceso particular. En la ecuacién maestra, en contraste, uno considera la
probabilidad de transicién a tiempo pequefios, w(z;|z;) como una funcién determinada por

el sistema fisico especifico, y la ecuacion resultante es lineal en la densidad de probabilidad

condicional la cual determina el estado del sistema [22].

3.3. Cinética quimica

La evolucién de la poblaciéon de un pais puede describirse utilizando ecuaciones
diferenciales, pero la evolucién de la poblacién de una pequena ciudad ocurre de manera
estocéastica y gradual. El siguiente ejemplo ilustra la dicotomia de la evolucién discreta de
los individuos, por un lado, y la evolucién (casi) continua de la densidad de poblacién, por
el otro. Podemos hacer explicita esta relacién escribiendo el nimero de individuos n como
proporcional a una densidad X; siendo la constante de proporcionalidad 2 una medida del
tamano del sistema [22].

n=0Xx (3.16)

En una solucién muy diluida, la dindmica de las redes de reaccién quimica puede describirse
mediante una ecuacion maestra que rige la densidad de probabilidad para los nimeros de

molécula n,
OP(n,t)

ot
donde wy,,s denota la probabilidad de transicién del estado n al estado n’. P(n,t) usual-

=¥ wp P(n',t) — wprn P(n, t) (3.17)

mente es una distribuciéon de probabilidad multivariable, dependiente de las variables de
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estado para todos los productos y reactantes de interés en la red. Las probabilidades de
transicion w;; son generalizaciones de las tasas de reaccién [22]. Para ecuaciones maestras
multidimensionales que evolucionan en un espacio de estado discreto, es conveniente intro-
ducir lo siguientes objetos: el operador de paso F, la matriz estequiométrica S y el vector
de propensién «. La accion del operador de paso E esta definida de la siguiente forma: Elk
incrementa la ¢ ésima variable por un entero k. Esto es, para una funcién f(nq,na,...,n;,...)

que depende de muchas variables,
Ezk :f(nl,ng,,nl—kk,) (318)

La matriz estequiométrica S describe como cada especie cambia con la finalizacién de una
reaccién dada, mientras que el vector de propensién 4 describe la tasa a la cual un reaccién
particular procede.

Ejemplo: Procesos acoplados de Poisson [22]. Para introducir la matriz este-

quiométrica y el vector de propension, consideremos un modelo lineal simple de dos estados:
np—"n+ 1,7 =am

ny —"2ny — 1,72 = Bin /Q
ng —"% ng + 1,93 = aang /Q
ng —" ng — 1,94 = Pang /[

Todas las tasas de transicién (y;) son lineales o constantes. Generalmente, las propensiones
de las reacciones estdn en el vector 4 y las estequiometrias en la matriz S definida de
forma que cuando la j-ésima reaccién ocurre, incrementa el ¢-ésimo reactante en un entero
Sij : ny —7 n; + ;5. La coleccién de elemento S;; compone la matriz estequiométrica. En

este ejemplo:

1 -1 0 0
S = (3.19)
0 0 1 -1

donde cada columna de la matriz estequiométrica corresponde a una reaccién particular
y cada fila a un reactante particular. Usando esta notacion, en el limite cuando Q2 — oo
entonces n;/{) = x;, la ecuaciones deterministas puede ser escritas en términos de la matriz

estequiométrica y el vector de propensién,

—

‘% — Jim S5 (3.20)
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0, explicitamente como un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas

% P (3.21)
d

la conveniencia real de la descripcién de la red de reacciones en términos de S y ~ viene
en escribir la ecuacién maestra. Juntar cada término en la ecuacién de las reacciones puede
ser tedioso, pero existe una expresién explicita [22]. Para un sistema de R reacciones y N

reactantes, la ecuacién maestra es [22]

OP R/N o
0 =) (H Ei ”) - 1] 7i(n)P(n,t) (3.23)
j=1 L \i=1

donde 7; es la propensién de reacciéon microscépica (con unidades de concentracién por

tiempo). Ademads, para aproximaciones numéricas y analiticas de la solucién de la ecuacién
maestra, la mayoria de los esquemas son concisamente escritos en términos de S y ~.
Ejemplo: El Bruselador Es un modelo de una red quimica de dos especies

descrita con las siguientes reacciones,
o —7 X,
2X1 + Xo —* 3X7,
X1 —? X,
X, —2¢

Sin perdida de generalidad, escalamos el tiempo y el volumen de forma que v = ¢ = 1 para
obtener el siguiente sistema de ecuaciones,

dx
dTl =1+aX?Xs— (b+1)Xq, (3.24)
dX
7dt2 = —aX? X, +bXy, (3.25)

De la red de reacciones mostrada arriba, el vector de propension y la matriz estequiométrica

estan dados por,

=" (3.26)
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S = , (3.27)

donde tanto 4 como S satisfacen la ecuacién 3.20. Tomando los elementos de matriz i, j de
S, los elementos 7; de ¥ y ya que tenemos 4 reacciones y 2 reactantes (X7 y X2), entonces
N = 2 y R = 4, sustituimos en 3.23 para calcular la ecuacién maestra que gobierna la

densidad de probabilidad P(ni,ns,t),

oP
S5 = UB'-DP+

a
@(EflE%—l)nl(nl—1)n2P+(E11—1)n1P+b(E%E2’1—1)n1P, (3.28)
donde vemos como la ecuacion maestra depende de los parametros del modelo.

La ecuacion maestra también se puede definir como

oP
= LP (3.29)
donde L es llamado el operador de evolucién. Como ejemplo, a continuacion se calcula el
operador de evolucién para dos reacciones. Primero presentamos la reaccion de una sustancia
a que se degrada a una tasa 7.
als 0]
OP(n)
ot

donde el operador de evolucién (£) viene dado por £ = v(E{ — 1). Como segundo ejemplo

=yP(n+1) —~P(n) (3.30)

presentamos una reacciéon donde una sustancia a es convertida en b a una tasa (.

aib

R0 ) _ g, + 1,m,— 1) — BP (o, m) (3.31)

= B(ELEy " — 1)P(na,my)
Para este caso L = B(EllEz_1 — 1), donde Ezk es el operador de paso.
Este enfoque se usara para determinar el operador de evolucién correspondiente a
los modelos de interés en esta tesis. Recordemos que en [23] se aplica el enfoque del capitulo
anterior para el estudio de la estadistica espectral de operadores de Liouville (de evolucién)

no hermitianos.



Capitulo 4

Modelos de sistemas bioldgicos

En este capitulo se presentaran los modelos matematicos usados para nuestro
analisis. El modelo de Goldbeter, que describe la reproduccion celular, y el modelo Declory-
Goldbeter, que describe la evolucién del sustrato y productos de una reacciéon enzimatica

acoplada.

4.1. Ciclo celular

El ciclo de divisién celular es un problema central en estudios de evolucién temporal
de concentracién de proteinas y expresién de genes. En la proliferacion celular, la célula sufre
diferentes etapas. Durante la fase “Gap 17(G1), la célula crece. Después de cierto tiempo,
el ADN es duplicado durante la fase “S”. Esto es seguido de una nueva fase de crecimiento
“Gap 27(G2) de menor duracién, y finalmente la célula es divida (mitosis). En general, las
células se someten a estas fases de una forma periddica, pero durante la fase G1, las células
pueden dejar el ciclo de divisién celular y entrar a un estado de pausa.

En el ciclo celular hay tres bloques de construccién celular. Una ciclina, una qui-

nasa dependiente de ciclina y una ciclina proteasa.

Ciclinas: Las ciclinas son proteinas que obtienen su nombre por sus variaciones periédicas

(ciclicas) en la concentracién.

Quinasas: Las quinasas forman complejos con alguna otra proteina.

23
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Proteasas: Las proteasas son enzimas que degradan otras proteinas, dividiendo los enla-

ces peptidicos entre aminoacidos.

G2

Gl

Figura 4.1: Etapas del ciclo celular, en la fase G1 la célula crece fisicamente, en la fase G2
la célula crece mas, hace proteinas y organelos, y comienza a reorganizar su contenido en
preparacién para la mitosis, en la fase S la célula sintetiza una copia completa del ADN en
su nucleo y fase M comienza la mitosis.

Las quinasas y proteasas pueden ser activadas a través de fosforilacién. Durante
la fosforilacién un grupo fosfato es unido a una proteina, el cual cambia la estructura de
la proteina y sus propiedades (a las cuales otras proteinas pueden unirse). Entonces, la
fosforilacién puede causar activacion y desactivacion de enzimas. La ciclina no se acumula
mas alld de un limite, entonces es necesario considerar degradacion espontanea. La ciclina
promueve la activacién de una cDk (quinasa dependiente de ciclina) la cual a su vez activa
una ciclina proteasa. Esta proteasa promueve la degradacion de ciclina, y entonces se tiene

una retroalimentacién negativa en el sistema [11].

4.2. Modelo de Goldbeter

El modelo de Goldbeter describe la evolucién de la concentracion de ciclinas C,
que estimulan el ciclo celular. El supuesto basico es que la ciclina se sintetiza a una ve-
locidad constante y desencadena la activacion de la quinasa cdc2 M. La quinasa cdc2 se
inactiva por fosforilacién en un residuo de tirosina (y posiblemente una treonina) ubicado
en el dominio de unién ATP; la desfosforilacién de esto residuos resulta en la activacién de
la enzima, pero la fosforilacién de otro residuo (probablemente treonina) podria ser reque-

rido para la actividad completa. La fosforilacién inicial inactivadora asi como la activacién
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posterior de quinasa cdc2 ocurre después de la formacién de un complejo con ciclina. Para
mantener el modelo simple y permitir la generacion directa de umbrales, el modelo no toma
en cuenta la formaciéon de un complejo entre ciclina y quinasa cdc2; en cambio supone que
la cilcina impulsa la activacion de cdc2 al aumentar la velocidad de una activasa que podria
representar principalmente una tirosina (y posiblemente treonina) fosfatasa. Tal activacién
directa de la fosfatasa que actua sobre la cdc2 quinasa fosforilada es uno de los mecanismos
hipotéticos originalmente propuesto para la accién de ciclina. Otra suposicion es que la
actividad maxima de la quinasa inactiva cdc2 , la inactivasa cdc2, permanece constante
durante todo el ciclo celular.

Tomando en cuenta que la actividad de la quinasa de la proteina cdc2 promueve
la degradacion de la ciclina, es asumido que la quinasa cdc2 activa una protesasa de la
ciclina denotada como X, por fosforilacion reversible. Existe evidencia de que la via de
degradacién de la ciclina es en si misma una casacada de fosforlacién biciclica, cuyo primer
paso seria controlado por la cdc2 quinasa. La ciclina se degrada por la via de la ubiquitina,
por consiguiente la activaciéon de la degradacién de la ciclina por la cdc2 quinasa podria
resultar de la fosforilacién de una proteina que promoveria la conjugacién de ubiquitina a
ciclina, lo que llevaria a una rapida destruccion de la ciclina. Por lo tanto las tres variables
del modelo son la ciclina, la forma activa (es decir desfosforilada) de la quinada cdc2 y la
forma activa (es decir, fosforilada) de la ciclina proteasa. La dindmica de la concentracién

de estas substancias es descrita por el siguiente sistema de ecuaciones cinéticas [4].

dC C

— = v —kC —vgX———r 4.1
dt v dC Vd Kd T C ( )

dM C (1—-M) M

Ty -V 4.2
dt '"Ke+CKi+(1-M) ‘°K,+M (4.2)
dX M1 -X) X

— = V3 —Vy (4.3)
dt Ks+(1-X) Ki+ X

donde V; = [‘?gﬁr% y V3 = MV),. En este sistema C denota la concentracién de ciclina,

mientras que M y X representan la fraccion activa de quinasa cdc2 y la fraccién activa
de ciclina proteasa, respectivamente. (1 — M) entonces representa la fraccién de quinasa
cde2 inactiva (es decir fosforilizada), mientras que La ciclina se sintetiza a una velocidad
constante (v;) y desencadena la transformacién de inactiva (M) en quinasa cdc2 activa (M)
al aumentar la velocidad de una fosfatasa (E7); una quinasa (Es2) revierte esta modificacion.
En el segundo ciclo de la cascada de desfosforilacion - fosforilacién, la quinasa cde2 (indentica

a E3) provoca la transicién de la forma inactiva (XT) a la activa (X) de una proteasa que
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degrada la ciclina. La activacién de la ciclina proteasa es revertida por una fosfatasa (Fy). V;
(i = 1—4) denota la tasa efectiva méxima de cada una de las cuatro enzimas convertidoras;vy

denota la tasa maxima de degradacién de ciclina por la proteasa X [4].

_V'_> Ciclina Va >

>

\31

ES
z

!

b3
>

G

Figura 4.2: Diagrama del ciclo celular modelo por Goldbeter

En cuanto a los parametros v; y v4 denotan, respectivamente, la tasa constante de
sintesis de ciclina y la tasa maxima de degradacién de ciclina por la proteasa X alcanzada
cuando X = 1; K; y K¢ denotan las constantes de Michaelis para la degradacién de ciclina
y para la activacién de ciclina de la fosfatasa actuando sobre la forma fosforilada de cDk; kg
representa una tasa constante de primer orden relacionada con la degradacién no especifica
de ciclina. Los pardmetros normalizados v; y K; (i = 1 — 4) caracterizan la cinética de
las enzimas F; involucradas en los dos ciclos de modificacién post-traslacional. Para cada
enzima los dos pardmetros (V; y K;) son la tasa maxima efectiva y la constante de Michaelis
dividida por la cantidad total de la proteina objetivo [4].

La solucién numérica de este modelo presentada en [4], reporta una dindmica

regular.

4.3. Modelo de Decroly-Goldbeter

Otro modelo usado para hacer nuestro andlisis, es el modelo de Decroly-Goldbeter.
Este modelo describe la dinamica de la concentracion de dos reacciones enzimaticas. Las
periodicidades enzimaticas son las mejor entendidas a nivel molecular. Estas oscilaciones,

las cuales tienen un periodo de varios minutos, son de interés por su rol en las trayectorias
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metabdlicas y como modelos generales para ritmos biolégicos [5]. El mecanismo de inestabi-
lidades que genera estas periocidades esta basado en retroalimentacion positiva ejercida por
el producto de una reaccién en fosfofructoquinasas y adelinato quinasa, respectivamente.
Para investigar nuevos tipos de comportamiento que pueden resultar de la interacciéon entre
dos mecanismos de inestabilidad, analizamos una secuencia de reacciones enzimaticas que

comprende ciclos positivos de retroalimentacién acoplados en serie [5].

() B Y

Figura 4.3: Reaccién enzimatica acoplada con dos ciclos de retroalimentacion positiva

La transformacién del sustrato S es catalizada por una enzima Fi, la cual es
activada por su producto P;; una segunda enzima Fo usa P; como sustrato y es activada por
su producto Ps; ks es la tasa de degradacién Ps. La evolucién temporal de la concentracién

de metabolito es entonces gobernada por tres ecuaciones diferenciales ordinarias [5]:

W (/) ~ 016 (4.4)
% = qo1 — o) (4.5)
2—: = quoa — ks (4.6)
con
¢ =a(l+a)1+8)*/[L1+ (1 +a)’(1+ B)’]
y

n=B1+dB)(1+7)*/[Ls+ (1+dB)*(1+7)7

donde a, 8 y 7y denota la concentracién de S, P y P» dividida, respectivamente,

por la constante de Michaelis de £ y por las constantes de disiosacion de P para Ei, Ky
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y de P, para Fs, K,3. Ademds v denota la constante de sintetizaciéon de S; o1 y o2 son
las maximas actividades de enzimas Fy y Eo, dividida entre K,,1 y K2, respectivamente;
Q= Kml/Kpl Vg2 = Kpl/Kpg; ks la tasa de degradacion de P»; L1 y Lo son las constantes
alostericas de B y Eo; d = Kp1/Kp2, donde Ky es la constante de Michaelis de Ey para
su sustrato P [5].

La solucién numérica reportada en [5], nos dice que sus soluciones pueden presen-

tar, dependiendo de los parametros, caos.



Capitulo 5

Representacion matricial

En este capitulo se presentara la metodologia para generar la representacién ma-

tricial del modelo de Goldbeter y el modelo de Decroly-Goldbeter.

5.1. Representacion matricial del modelo de Goldbeter

En el capitulo 2 hemos presentado la metodologia para encontrar la ecuaciéon maes-
tra de un sistema de ecuaciones diferenciales. Encontrando la matriz S y el vector v co-
rrespondientes al sistema, es posible escribir su correspondiente ecuaciéon maestra. Usan-
do esta metodologia para el modelo de Goldbeter presentado en el capitulo 3 (ecuaciones
4.1,4.2,4.3), podemos encontrar su ecuacién maestra y partir de esta, su representacion
matricial. El modelo de Goldbeter, puede ser expandido escribiendo de manera explicita la
ecuacioén diferencial correspondiente a M+ y a X . Asi, el sistema de ecuaciones se expande

de la siguiente forma:

dcC C

oy = kgC —vgX 1
= v 4C — vg K, 1 C (5.1)
dM C M+ M
A, 7 -V 5.2
dt "Ke+CK + M+ *Kot M (5-2)
dXx Mzt X
R 7/ - 5.3
dt SKa+ X+ 'K + X (5-3)
dMt WM MMt (5.4)
dt — Ko+ M K +M+ :
dXt VX Vs X+ (55)
dt  Ki+X K3+ X+t :

29
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con este nuevo sistema encontramos la matriz S y 4 que satisfacen la ecuacion

C
M
—=| X
M+
X+

I
n
=2l

(5.6)

de donde obtenemos que

—
|
—_

o = o o
o

o O o O
o O o O
)

@)

C
vdXin_i_C
kqC

ViM+
Lyt (5.8)
Vo M
Ko+M
Va3 X+
I(g—‘—)(—+

uX
K4+X

=2
I

Por lo tanto usando la ecuacién 3.23 y la ecuacién 3.29, la ecuacién maestra para el modelo

de Goldbeter es

%]Z = LP = Q[ET! — 1|v,P + Q*[EL — 1];ﬁccp +QIE; — 1)k, CP (5.9)
+Q[E; B! — 1] Kfli/‘[]\; P+ QEE; 1] K‘fiWMP
+Q[E; B — 1]}(;/?’f;+P +QIESE; — 1] K‘ffX
donde L es el operador de evolucién dado por
L=QE " — v + Q*[E] —1] Igﬁ% +Q[E;! = 1]kyC (5.10)
+Q[E;'E] — 1]1;(‘1/1]‘4]\;+ + Q[EsE; T — 1}%
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Vs X+
Kg + Xt

ViX

+QEIES 1]

Definiendo nqy = CQ,ng = MQ,n3 = XQ,ng = QM™T y ny = QX T, es posible reescribir el
operador £ en términos del niimero de moléculas de cada especie (en lugar de su densidad)
y asi obtener una representacién matricial asociada al nimero de moléculas de cada especie

(n;). Esta representacion matricial es generada de la siguiente forma:

N
L= Qi (o apzanaonians — otanzenionians )
" 1 2 3 4 4

(3

n1+1 ng * $N3 SN SN ')/LT Ny LN, * $N3 N4 N5
+Zvd<QK +n15 R O, o oo 5n;5n;;5ng>

* en1—1 ¢no, % ¢N3 N4 N5 ) %k $N1 SN2, % SN (T4 S5
+§ g (0 OO O — Yoo A0 )

"
"z‘

* * *
n4 nl 571,1 6112 5713 n4

n1n21*n3 77«4”5_ =
+ZVM1 <QKO—|—TL* n16n2 671 OK, —|—7”L* nyonk QKc+7’L* ny-n} nj QK1—|—7’L* nynk

ni ns
5”1 677,2—1—1 5713 6714 15n5 - 5”1 2 5712 5n3 5“4 677«5
ZVQ< QK2+TL n} ng leKQ-FTL* nj ng

nz

N . .
+ Z VM3 <(5Z%n 5712 5n3 15n4 ni(sns—i—l 5n1 25712 523 5 7156715)

" QK + 0z " QK + 0
N * *
ni N2 n3 n3—+1 ¢ng sns—1 ny N2 n3 n3 N4 N5
+3 oV (5 A o O o QK4+n*5n35n45n5>

(5.11)

donde 52% es una delta de Kronecker y f (nf)éﬁ% denota los elementos diagonales corres-
pondientes a la matriz (lo mismo para f (nf)&Z:il) Es decir cada delta denota una matriz
y la multiplicaciéon de dos deltas, denota un producto de Kronecker entre las matrices que
representan. Asi, la representacion matricial del operador L, es el producto de Kronecker de
matrices tri diagonales con elementos reales. Para 5.11 la dimensién de la matriz dependera

del nimero n de particulas que tomemos de cada especie, asi en este caso la dimensién es

D x D = 10000 x 10000

)
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5.2. Representacion matrical del modelo de Declory-Goldbeter

Usando la metodologia anterior es posible también encontrar la representaciéon
matricial del modelo de Declory-Goldbeter (ecuaciones 4.4, 4.5 y 4.6) a partir de su operador

de evolucion L. Para este modelo encontramos que la matrices S y 4 son

110 0 0 0
S=0 01 -1 0 0 (5.12)
0 00 0 1 —1

(5.13)

=21
I

(0}

que satisfacen la relacién% B | =8-7. Finalmente utilizando las ecuaciones 3.23 y 3.29,

v
obtenemos que el operador £ para el modelo extendido es

L= Q[El_l—l]KL—FQ[E%—1]01¢+Q[E2_1—1]q101¢+Q[E21—1]02n+Q[E3_1—1]q202n+Q[E§—1]ksfy
ml
(5.14)
y de forma andloga al modelo anterior, podemos representar este operador como una matriz.

Sin pérdida de generalidad fijamos 2 = 1, entonces n1 = a, no = 8y n3 = . Asi, la forma
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matricial para este modelo es

N
_ v n1—1¢no en3 ni §N2 $N3
L= %~ (o opzame — apaanzons
n;
N
n1 * *\ cno+1_* ¢ng n1 * *\ N2 % £N3
+ E 02 (5@17(722,713)5”; ngéng —5nf17(n2,n3)5n;n36n§)
n
N
2 : ni * *\ ¢n2 sny—1 ni * *\ CN2 __* N3
n*
N (5.15)
ny sno ok sn3+1  eni1 gng * ¢ng
>k (o omzmsenstt — grenzngar)
n;
N
* %\ eni+1cno cns * k) £ SN2 $N3
+3 oy (¢(n1,n2)% ouzoms — ¢(n1,n2)5n15n§5n§>
ny

N

% k\ ¢ny sno—1 ¢ng * k) cN] N9 cN3

+ E*:qlal (¢(n1,n2)5nf R e R Lt %)
g

donde la funcién ¢(n},n3) = ni(1 +n3)(1+ n3)?/[L1 + (1 +n)2(1 + n3)?] y n(ni,n3) =
n5(1+ n%)?/[La + (1 + n})?]. Esta representacién matricial presenta la misma estructura
que la matriz del operador £ para el modelo de Goldbeter, es una matriz creada a partir de
productos de Kronecker de matrices tri diagonales, con elementos reales. Al igual que en la
matriz anterior, su dimensién dependera de niimero n de moléculas que tomemos de cada
especie. Para 5.15 la dimensién de la matriz dependerd de el niimero n de particulas que
tomemos de cada especie, asi en este caso la dimensién es D x D = 16000 x 16000

Una vez generada la matriz correspondiente al operador £, tanto para el modelo de
Goldbeter como para el modelo de Declory-Goldbeter, es posible hacer un estudio estadistico
de los valores propios de cada una de las matrices usando el enfoque presentado en el capitulo
2.

Al hacer este estudio estadistico podremos ver si las propiedades presentadas en
RMT, para matrices asociadas a un Hamiltoniano, puede extenderse a una matriz que
describe un sistema dinamico de un proceso bioldgico, es decir, una matriz que no esta

asociada a un Hamiltoniano, pero si a un sistema de ecuaciones.



Capitulo 6

Resultados y estudio comparativo

En este capitulo se presentara los resultados obtenidos para el modelo de Goldbeter
y el modelo de Declory-Goldbeter. Asi como la comparacién entre andlisis estadistico de la
matriz del operador de evolucion correspondiente a cada modelo y la solucién numérica de

los sistemas de ecuaciones.

6.1. Sistema de ecuaciones del modelo de Goldbeter

Hemos presentado que un sistema dinamico descrito por un sistema de ecuaciones
diferenciales, puede ser representado por una matriz si conocemos el operador L corres-
pondiente al sistema. A continuacién presentaremos los resultados obtenidos para ambas
descripciones. El modelo de Goldbeter (ecuaciones 4.1,4.2,4.3) evidentemente es no lineal,
por lo tanto no puede resolverse de forma analitica, entonces para resolverlo debemos usar
métodos numéricos. El método usado para resolverlo fue Runge-Kutta de cuarto orden

usando Python como lenguaje de programacion.

Al resolver el modelo encontramos como evolucionan las concetraciones de X, C'y
M. En la figura 6.1 se presentan los resultados de esta simulacién. Los pardmetros usados

fueron tomados de [4] y son presentados en la siguiente tabla:

34
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Tabla 6.1: Parametros usados en las simulaciones numéricas del modelo de Goldbeter.

Fraccion activa de CM y X

Simbolo del parametro | Valor del parametro

v 0.025 pM - min~—!
Vg 0.25 M - min~!
Ky 0.02 uM

kq 0.01 min~!

Va 1.5

Vs 1.0

Vi 0.5

K. 0.5

K;(i=1-4) 0.005
Vi 3.0

0.7

0.6 1

0.5

—C
— M
-—- X

Tiempoe (mins)

Figura 6.1: Soluciéon numérica del modelo de Goldbeter. La evolucién temporal de la con-
centracion de ciclina C, la fracciéon de quinasas activas M y la fraccién de ciclinas proteasas
X es obtenida usando las condiciones iniciales C' = 0.01uM y M = X = 0.01.
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0.8 4

0.7 A

0.6 -

0.5 4

0.4 A

0.3

0.2

Fraccion activa de quinasa cdc2, M

0.1 A

0.0 4

T T T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
Ciclina, C {(uM)

Figura 6.2: Proyeccién del espacio fase en dos dimensiones. Linea roja describe el ciclo con
condiciones iniciales C = 0.1, M = 04 y X = 0.01, y linea azul describe el ciclo con
condiciones iniciales C = 0.2y M = X = 0.01.

Vemos como la evoluciéon temporal de las concentraciones C, M y X presenta
oscilaciones ordenadas y en la figura 6.2 se presenta una proyeccién del espacio fase en
dos dimensiones, con pardmetros K; = 0.1(i = 1 —4), Vs = 0.5min~!, Vo = 0.167min ",
Vars = 0.2min~t, V = 0.1min™ 1, v; = 0.023uM -min™', vg = 0.1uM -min~', K. = 0.3uM,
Kg=0.02uM vy kq = 3.33x 10"3>min donde se han tomado dos condiciones iniciales diferen-
tes y ambas convergen a un ciclo limite [4]. De donde podemos decir, que el sistema descrito
por el modelo de Goldbeter, bajo los pardametros tomados, no presenta un régimen caotico.
Para confirmar esta afirmacién se hicieron diagramas de bifurcacién para la concertacién
de ciclinas C. Estos diagramas fueron realizados graficando el valor estacionario de C para

cada diferente pardmetro.
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2.5
0.6/
a) b)
2.0’ 05'
0.41
1.5
o “03;
1.0{
: 0.2
0.5—/ 01
0 2 a 6 8 10 0.0 01 0.2 0.3 0.4 05
V7 kg

Figura 6.3: Diagramas de bifurcacién para la concentracién de ciclina C. a) diagrama va-
riando el pardmetro V5. b) diagrama variando kg

En 6.3 se presenta como la evolucién de la ciclina C, siempre alcanza un valor
estacionario variando los pardmetros Vo y kg. Esta clase de diagramas fueron realizados
también para las especies X y M, encontrando los mismo resultados. Asi podemos confirmar

que este sistema no presenta un régimen cadtico

6.2. Estadistica de valores propios del modelo de Goldbeter

Fl sistema compuesto por las ecuaciones 4.1,4.2,4.3 tiene un operador de evolucién
L con representacion matricial presentada en la ecuacién 5.11. El analisis estadistico de
esta matriz se hizo de forma andloga a las matrices no hermitianas, usando la extensién
de RTM presentada en la seccién 2.2.2. Esto debido a que los valores propios de la matriz
correspondiente al operador £ del modelo de Goldbeter son complejos. Por lo tanto, se
decidié ocupar este reciente analisis para poder contrastar con los resultados presentados
en el contexto de la mecanica cuantica. Se calcularon las razones zj, correspondientes a los
valores propios de la matriz del operador £ del modelo de Goldbeter. Una vez calculadas

las razones zp, se hizo el histograma complejo correspondiente a estas razones.
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1.00
0.100
0.75 3.5
0.075
0.50 3.0
0.050
25
- 0.25 0.025
E 000 0.000 20
—-0.25 —0.025 1.5
—0.50 -0.050 1.0
-0.75 -0.075 0.5

-0.100

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0
Re(z) Re(z)

0.5 1.0

Figura 6.4: a) Grafica de densidad de las razones zj correspondientes a los valores propios
{Ak} del operador de evolucién del modelo de Goldbeter. b) Acercamiento acotado en -1 a
1 en el eje Re(z) y -0.1 a 0.1 en el eje Im(z), de a). Los pardmetros usados se presentan en
la tabla 6.1.

En la figura 6.4 se observa una distribucion no correlacionada de los valores propios.
Si bien no esta uniformemente distribuida en el circulo unitario, con un acercamiento sobre
la parte iluminada, vemos que la distribucion es plana. Una distribuciéon parecida a la de

la figura 2.6 correspondiente a una distribuciéon de Poisson.

2.0

1.5

o(r)

1.0

0.5

0.0-
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

r

Figura 6.5: Histograma del |z| = r denotado como 7, correspondiente a las razones de la
representacion matricial de £ del modelo de Goldbeter. Los parametros usados se presentan
en la tabla 6.1.

Una distribucién plana del médulo de z es lo reportado en [23] para matrices con

valores propios independientes, que describen dindmicas regulares. En la figura 6.5 vemos
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una distribucién de esta forma. A diferencia del resultado presentado en [23], aqui tenemos
un pico en r = 1, y una distribucién o(r) ~ 1. Entonces los resultados estadisticos para las
matrices estudiadas en [23], que describen sistemas sin caos, concuerdan cualitativamente
con los obtenidos de la representaciéon matricial de £ del modelo de Goldbeter, el cual no

presenta dindamica cadtica.

12 4

10 1

o(0)

0 T T T T T T
-15 -1.0 -05 00 05 10 15
6

Figura 6.6: Histograma del Arg(z) = 6, correspondiente a las razones de la representacién
matricial de £ del modelo de Goldbeter. Los pardmetros usados se presentan en la tabla
6.1.

Debido a que los valores propios del modelo de Goldbeter son en mayor parte
reales, los argumentos 6 de las razones z serdn en su mayoria cero. Esto es ilustrado en la
figura 6.6. Por lo tanto, los histogramas presentados en [23], donde se usan valores propios

complejos, para Arg(z) = 6 no concuerdan con los resultados obtenidos.

Vemos entonces, como usando el enfoque de la seccién 2.2.2; la distribucién plana
del histograma de un sistema cudntico no caético se extiende a la representacion matricial
de £ de un sistema dindmico que tampoco es cadtico, pero cuyo sistema de ecuaciones no
es descrito a partir de un operador Hamiltoniano, sino a partir de un analisis cualitativo

del sistema biolégico que describe.
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6.3. Sistema de ecuaciones del modelo de Declory-Goldbeter

El modelo de Declory-Goldbeter presentado en las ecuaciones 4.4, 4.5 y 4.6 es
altamente no lineal, por lo tanto no es posible resolverlo de forma analitica. El método
numérico usado (al igual que en el modelo de Goldbeter) fue Runge-Kutta de cuarto orden

usando Python como lenguaje de programacion. Los parametros usados para la simulacién

fueron tomados de [5] y son presentados en la siguiente tabla:

Tabla 6.2: Parametros usados en las simulaciones numéricas del modelo Declory-Goldbeter

60 1
551

501

40 4
35

30

Figura 6.7: Solucién numérica para el modelo de Declory-Goldbeter para « (concentracion de
S) con dos valores diferentes del pardmetro ks. Las condiciones iniciales son: o = 29.19989,

Simbolo del parametro | Valor del parametro
v/Km1 0.45 sec!
o1 10.0 sec™ !
o9 10.0 sec™ !
q1 50.0
q2 0.02
Ly 5 x 108
Lo 0.100

ks=2.0
ks=1.98

Al

250

1000 1250 1500 1750

Tiempo

B =188.8 y v = 0.3367

2000
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400{ — Kks=2.0
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300+
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Figura 6.8: Solucién numérica para el modelo de Declory-Goldbeter para /3 con dos valores
diferentes del pardmetro ks. Las condiciones iniciales son: o = 29.19989, 5 = 188.8 y
v = 0.3367

400{ — ks=2.0
350
3001
250+
200

150

1001

[C——

50+

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
Tiempo

Figura 6.9: Soluciéon numérica para el modelo de Declory-Goldbeter para v con dos valores
diferentes del pardmetro ks. Las condiciones iniciales son: o = 29.19989, § = 188.8 y
~ = 0.3367

En las figuras 6.7, 6.8 y 6.9, vemos como la soluciéon numérica para cada especie
del modelo (e, §,7), cambia de oscilaciones periédicas ordenadas (linea roja) a oscilaciones

desordenadas (linea azul). Si bien, el comportamiento oscilatorio desordenado no es sufi-
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ciente para afirmar la presencia de un régimen cadtico, si nos da un punto de partida para
conocer la sensibilidad del sistema ante la variaciéon del parametro ks. Entonces, reprodu-
ciendo los resultados de [5], se hizo un diagrama de bifurcacién para la especie «, variando
el pardmetro ks. Este diagrama fue realizado tomando los valores de « a un tiempo muy
largo correspondientes a cada ks diferente, para asi encontrar el valor estacionario de la

solucién. Cada punto estacionario se graficé en una misma figura, obteniendo 6.10.
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Figura 6.10: Diagrama de bifurcaciéon del modelo de Declory-Goldbeter, para diferentes
soluciones de « variando el pardmetro ks. Linea azul generada con condiciones iniciales
a = 20.19, B = 250.0 y v = 0.25 y linea roja generada con condiciones iniciales o = 45.0,
8 =1000y~v=0.15

En la figura 6.10 vemos como el pardmetro ks regula el comportamiento cadtico del
sistema, donde para aproximadamente ks > 1.98 el sistema pasa a una regién con caos y para
ks < 1.98 el sistema mantiene un comportamiento oscilatorio no caético. Lo cual concuerda
con los resultados reportados en [5]. Con esta figura podemos asegurar que el modelo de
Declory-Goldbeter tiene un régimen cadtico asi como un régimen no cadtico, regulado por
el pardmetro ks. Asi, éste modelo nos va a permitir comparar en ambos regimenes, la

estadistica de la representaciéon matricial correspondiente a cada régimen.
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6.4. Estadistica de valores propios del modelo de Declory-

Goldbeter

Este modelo (ecuaciones 4.4, 4.5 y 4.6) tiene un operador de evolucién £ con repre-
sentacién matricial presentada en la ecuacién 5.15. Al igual que en el modelo de Goldbeter,
se calcularon sus valores propios y se hizo un andlisis estadistico de ellos. Debido a que los
valores propios para esta matriz también son nimeros complejos, se uso el enfoque de la
seccion 2.2.2 para hacer el andlisis estadistico. Una vez que fueron calculadas las razones zj

correspondiente a los valores propios, se hizo el histograma complejo correspondiente.
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Figura 6.11: Gréfica de densidad correspondiente al operador de evoluciéon del modelo
Decroly-Goldbeter con ks = 2.0. Los pardmetros usados se presentan en la tabla 6.3.

En la figura 6.11 se presenta el histograma complejo de las razones complejas co-
rrespondientes a la representacién matricial del operador de evolucién £ del modelo Declory-
Goldbeter para ks = 2.0, que corresponde al régimen cadtico del sistema dinamico. En
contraste con el modelo de Golbeter donde la distribucién es plana, vemos una distribucién
que ya no lo es, que, si bien no es igual a la distribucién correspondiente al ensamble de
Ginibre presentada en la figura 2.6, s presenta una diferencia respecto al histograma plano
de Poisson y al histograma 6.4. Es decir, presenta una diferencia respecto al histograma

correspondiente al sistema dinamico no cadtico.
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Figura 6.12: Histograma del Arg(z) = 6, correspondiente a las razones de la representacion
matricial de £ del modelo de Declory-Goldbeter con ks = 2.0. Los parametros usados se
presentan en la tabla 6.3.
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Figura 6.13: Histograma de |z| = r, correspondiente a las razones de la representacién
matricial de £ del modelo de Declory-Goldbeter con ks = 2.0. Los parametros usados se
presentan en la tabla 6.3.

En la figura 6.12 y 6.13 presentamos los histogramas correspondientes a Arg(z)
y |z, respectivamente. Vemos en 6.13 un pico en r = 1 y una similitud con el histograma
para matrices de Ginibre presentado en [23]. Estas razones corresponden a la matriz que

describe el régimen caético (ks = 2), donde las distribuciones, en ningin caso, son planas.
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Tal como lo presenta [23] en matrices no Hermitianas usando la extensién de la conjetura

de Bohigas-Giannoni-Schmit.

-1.5 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15
6

Figura 6.14: Histograma del Arg(z) = 6, correspondiente a las razones de la representacién
matricial de £ del modelo de Declory-Goldbeter con ks = 0.1. Los parametros usados se
presentan en la tabla 6.3.
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Figura 6.15: Histograma de |z| = r, correspondiente a las razones de la representacion
matricial de £ del modelo de Declory-Goldbeter con ks = 0.1. Los parametros usados se
presentan en la tabla 6.3.

Por otro lado, para el régimen no cadtico (ks = 0.1), los histogramas 6.14 y 6.15
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correspondientes a Arg(z) y |z|, respectivamente, tampoco son planos, entonces la estadisti-
ca no cadtica reportada en [23], para matrices con valores propios no correlacionados, no
logra corresponder con la estadistica de £ para el régimen no cadtico. Sin embargo, si hay

un correspondencia para el régimen cadtico.
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Figura 6.16: Grafica de densidad correspondiente al operador de evoluciéon del modelo
Decroly-Goldbeter con ks = 1.9. Los parametros usados se presentan en la tabla 6.3.

Para ks = 1.9 el histograma cambia ligeramente (figura 6.16), haciendo un espa-
ciamiento sobre el eje horizontal en el eje Im(z) = 0.0, entre la regién donde la densidad es
plana, y estd acotada de -0.5 a 0.5 en Im(z) y de -1.0 a -0.75 en Re(z), ademds la relacién

de densidad se hace mas pequena en el origen.

Para valores de ks méas pequenos (correspondientes al régimen no cadtico) este
espaciamiento entre el eje Im(z) = 0.0 se hace cada vez mas marcado y las circunferencias
generadas a su alrededor se hacen més nitidas (como se ve en las figuras 6.17 y 6.18). Si
bien, las distribuciones no cambian de la misma forma que en el caso de Poisson y Ginibre
para mecdanica cuantica, hay una diferencia entre el histograma para el régimen cadtico y el
régimen no cadtico, caracterizado por el espaciamiento en el eje Imag = 0.0 y la claridad

de las circunferencias generadas a su alrededor.
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Figura 6.17: Grafica de densidad correspondiente al operador de evolucién del modelo
Decroly-Goldbeter con ks = 1.0. Los pardmetros usados se presentan en la tabla 6.3.
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Figura 6.18: Grafica de densidad correspondiente al operador de evoluciéon del modelo
Decroly-Goldbeter con ks = 0.1. Los pardmetros usados se presentan en la tabla 6.3.
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Conclusiones y perspectivas

Hemos mencionado que el anédlisis de sistemas biolégicos por medio de un sistema
de ecuaciones diferenciales, provee informacion que puede mejorar la comprensién de los
sistemas que describen. El estudio del régimen cadtico que algunos sistemas tienen, también
ayuda a la optimizacion de recursos terapéuticos, ya que el caos en sistemas biolégicos
suele ser asociado a algunas enfermedades, como por ejemplo algunos tumores que son
considerados modelos de caos, mientras que los tejidos normales se caracterizan por el orden
[24]. También existen modelos que sugieren una dindmica cadtica en el crecimiento tumoral,
es decir, un crecimiento no lineal como se observa en el cultivo de células cancerosas [25]. El
andlisis de su dindmica cadtica puede ser ttil para disenar nuevas técnicas de diagndstico y
control para limitar el crecimiento tumoral [25].

Presentamos en este trabajo una recopilacion del andlisis que se hace de sistemas
dindmicos con régimen caético, en el contexto de la mecénica clasica y teoria de matrices
aleatorias. Esta clase de anélisis lleva mucho tiempo siendo usado y su alcance es muy bien
conocido. Sin embargo, la descripcién por medio de la ecuacidon maestra, de la evolucion
temporal de concentraciones de las especies involucradas en reacciones quimicas, no tiene
criterios para clasificar un proceso como cadtico o no cadtico. En esta Tesis presentamos
un nuevo criterio, donde estudiamos la diferencia entre los histogramas complejos para el
régimen cadtico y el régimen no cadtico del modelo D-G. Esta diferencia es caracterizada
por el espaciamiento en el eje Im(z) = 0.0 y la claridad de las circunferencias generadas a
su alrededor. Este criterio puede ser aplicado a sistemas que son descritos de esta manera.

Este criterio fue motivado de las perspectivas y herramientas estadisticas ya cono-

cidas en el contexto de la fisica y puede ser aplicado en areas donde un sistema dindmico

48
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sea mas dificil de generar que su ecuacién maestra.

Hemos visto en los resultados presentados que esta alternativa presenta un compor-
tamiento parecido a los resultados cualitativos reportados en teoria de matrices aleatorias
con la extension de la conjetura de Bohigas-Giannoni-Schmit, para matrices con valores
propios complejos.

Nuestra comparacion con los resultados de la teoria de matrices aleatoria fue sola-
mente cualitativa, sin embargo, esto nos permitié observar una diferencia entre los regimenes
con una dindmica regular y aquellos con una dindmica cadtica.

Si bien no es un traslape perfecto, es un primer paso para proveer nuevos enfoques,
en nuevas areas, al estudio de sistemas dinamicos.

Como una perspectiva a futuro, pretendemos hacer el acoplamiento de varios sis-
temas de ecuaciones para obtener una matriz de adyacencia lo suficientemente grande para
hacer un estudio estadistico, usando las herramientas de esta tesis, ya que estas matrices
aparecen de forma mas natural en el estudio de sistemas dindmicos. Ademds podemos bus-
car una expresion cuantitativa que nos describa el comportamiento de los histogramas para
un sistema bioldgico, y asi, hacer un estudio cuantitativo con los resultados numéricos.

Por lo tanto, con estos resultados y esta nueva visiéon, proponemos una forma
alternativa de hacer el estudio del comportamiento de sistemas dindmicos, junto con una
forma interdisciplinaria de hacer el andlisis de los resultados. Una forma en la cual, los
sistemas dinamicos bioldgicos, descritos y generados de una forma cualitativa, pueden ser
analizados con las herramientas estudiadas y conocidas para los sistemas fisicos, descritos

y generados de un Hamiltoniano.
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