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Resumen

El objetivo central de nuestro trabajo es describir el procedimiento que se tiene que realizar para
obtener toda la clase de quivalencia de ecuaciones diferenciales ordinarias de tercer orden conectadas
mediante una transformacidn de contacto tal que en su espacio de soluciones se encuentra definida
una métrica conforme a la metrica tridimensional de Minkowski. Para este propdésito, se parte
de una métrica conforme a la métrica tridimensional de Minkowski, la cual es regular en I* y se
demuestra que la funcion que describe la interseccién, Cx, del cono de luz de un punto arbitrario,
x?, del espacio-tiempo, con I*, esta dada por u = x%.(¢), donde u y ¢ son coordenas sobre I*
y la(¢) es un vector luxoide. Usando este resultado se muestra como esta familia de superficies
nulas se transforma ante una transforamcién de contacto general en otra familia de superficies nulas.
Finalmente, se describe como obtener las ecuaciones diferenciales ordinarias de tercer orden asociadas

con estas familas de superficies nulas.



indice

1. Introduccion

2. El cono de luz y la funcién Cx de un punto arbitrario del espacio-tiempo

3. Familias de superficies nulas y sus singularidades

4. Ecuaciones diferenciales de tercer orden asociadas con las familias de superficies nulas

Conclusiones

Bibliografia

11

19

25

26



Capitulo 1

Introduccion

En la Gltima década E. T. Newman y colaboradores han concluido, en forma satisfactoria, una
reformulacién de la relatividad general en términos de superficies nulas [ ]. En esta reformulacién los
objetos fundamentales de estudio son dos funciones, Z(x% ¢ )y Q(x% ¢ ¢ ), donde x° denota las
coordenadas del espacio-tiempo y ¢ es la coordenada estereogréfica. La funcion, Z(x% ¢ ¢ ), propor-
ciona la estructura conforme del espacio-tiempo, es decir, define nueve de las diez componentes del
tensor métrico, mientreas que Q(x% ¢ ¢ ) define la Gltima componente; es decir, en esta formulacion
de la relativadad general la métrica es un objeto secundario. Este par de funciones satisface un
conjunto de ecuaciones diferenciales parciales no lineales acoplado, el caul es mas complicado de
resolver que las ecuaciones de Einstein en términos de la métrica. Por tal motivo, se ha estudiado
el caso tridimensional [ ]. Recientemente, se encontrd que el caso tridimensional ya habia sido es-
tudiado, con motivaciones completamente diferentes, por Cartan y Chern [ ]. Més especificamente,
Cartan y Chern estudiaron el problema siguiente: bajo que condiciones dos ecuaciones diferenciales
ordinarias de tercer orcer son equivalentes ante cierto tipo de transformaciones, tales como las tran-
formaciones de contacto. En particular de sus resultados generales se desprende que mediante una

transformacion de contacto la ecuacion diferencial ordinario de tercer orden
y”+y =0, (1.1)

se puede transformar en la ecuacion diferencial
yree LV 1.2)
1+2(7)
En trabajos recientes [ ], el grupo de Newman ha demostrado, usando los resultados de Cartan y
Chern, que en el espacio de soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales ordinarias de tercer orden
se puede definir una métrica Lorenziana conforme. Ademas, demostraron que esta estructura es

ivariante ante transformaciones de contacto[ ]. Un resumen de estos resultados sera presentado a



continuacién.

Una ecuacién diferencial ordinaria de tercer orden tiene la forma
u” =F(s,u u,u’), (1.3)

donde u es una funcién real de s y la prima denota la derivada ordinaria de u con respecto a s.
Estaremos interesados en la Ec.(1.) cuando F es una funcién suave en todos sus argumentos y su

invariante de Wunschmann asociadoes cero; esto es, F(s, u, u’, u”) satisface la siguiente condicién

IIF1=Fy —alF]Fu"+alF]—alF]b[F] =0, (1.4)
donde
2 , 1d
ZG[F] = _fu' - 9(Fu") + 3 dS(Fu”),
blF] = ~3 Fu”, (1.5)
con
d ., .
d— Ms,u,u,u”y=T =T +Tu +T,u” +T,"F. (1.6)
S

Para nuestras aplicaciones al espacio-tiempo tridimensional de Minkowski la variable independi-
ente s serd tomada como el angulo ¢ en el circulo. Este circulo es el circulo de direcciones nulas
en cada punto del espacio-tiempo. Bajo la condicién (1.4) la métrica o mejor dicho la familia uni-
paramétrica de métricas Lorentzianas conformes asociadas con la Ec. (1.3) se obtiene de la siguiente

manera. Supongamos que la solucion general de la Ec. (1.3) se puede escribir como
u = z(x9, s), .7

donde x° = (x, x2, x3) son las constantes de integracion las cuales defienen localmente el espacio

de soluciones. Ahora se usa la solucion general (1.7 ) para las siguientes tres uno formas

B8 = Oqudx,
62 = Oqu'dx®,
63 = O.udxe, (1.8)
y las tres combinaciones lineales
w! = 6



w? = 67

W
|

83 + a[F18* + b[H]B>%, (1.9)

donde las funciones a[F] y b[F] estan dadas por las Ecs. (1.5). La familia de métricas esta definida

por
g(x? s) = giw'w’ =2w"* @ w? - w? ® w (1.10)
Esta familia de metricas es tal que
g=2Fug. (1.11)
3

Esto significa que en el espacio de soluciones de cualquier ecuacién diferencial ordinaria de tercer or-
den que satisface la condicién (1.4) se puede construir una familia de métricas Lorenzianas conformes.
Ademas, se ha demostrados que esta estructra conforme es invariante ante una transformacién de
contacto. Es decir, se ha demostrado que en el espacio de soluciones de las ecuaciones diferenciales

ordinarias
Usss = F(U, Us, Uss, S), (112)
Usss = F (@, Os, Uss, S) (1.13)
puede ser definida una métrica conforme cuando (s, u, u’) y (s*, 4, G’) estan conectadas mediante una

transformacién conforme.

Una tranforamcion de contacto es determinada en términos de una funcién generadora H(s, u, s™, i)

resolviendo las siguientes relaciones implicitas paras™, 4, ¢ " en términos de s, u, u’
H(s,u,s7,ad’) =0, Hs + u'H, =0, Hs-+d ' Hg =0. (1.14)

La funcién generadora H(s, u, s~, @ ") es una funcion suave tal que las Ecs. () se pueden resolver para

s™,d, a’. Sin pérdida de genralidad se puede tomar[]
H=a-V (us,s), (1.15)

de tal forma que las transformaciones de contacto se pueden escribir como

a = V (us s uu)), (1.16)
s = Is,u,u) (1.17)
g’ = Vs (s u u)) (1.18)



donde /(s, u, u’) se obtiene resolviendo
Vs+uV ,=0, (1.19)

para s~ en términos de s, u and u’.

El objetivo central de nuestro trabajo es describir el procedimiento que se tiene que realizar para
obtener toda la clase de quivalencia de ecuaciones diferenciales ordinarias de tercer orden conectadas
mediante una transformacion de contacto tal que en su espacio de soluciones se encuentra definida
una métrica conforme a la metrica tridimensional de Minkowski. Para este proposito, en el capitulo
2 se parte de una métrica conforme a la métrica tridimensional de Minkowski la cual es regular en
I* y se demuestra que la funcion que describe la interseccion, Cx, del cono de luz de un punto
arbitrario, x? del espacio-tiempo, con I*, estd dada por u = x°(¢), donde u y ¢ son coordenas
sobre I y li(¢) es un vector luxoide. Usando este resultado en el capitulo 3 se muestra como esta
familia de superficies nulas se transforma ante una transforamcion de contacto general. Finalmente,
en el capitulo 4 se describe como obtener las ecuaciones diferenciales ordinarias de tercer orden

asociadas con estas familas de superficies nulas.



Capitulo 2

El cono de luz y la funcidon C«« de un punto arbitrario
del espacio-tiempo

Con el objeto de obtener la funcion, Cx, que describe la interseccion del cono de luz de un
punto arbitrario del espacio-tiempo x4 con I*, necesitamos integrar las ecuaciones de las geodésicas
nulas en una métrica conforme a la métrica de Minkowski, la cual sea regular en I*; es decir,
en infinito nulo futuro. Para este fin comenzaremos con la métrica de Minkowski en coordenadas
Minkowskianas; es decir,

ds? = napdx?dx® = dt? — (dx? + dy?), (2.1

y realizaremos una serie de transformaciones de coordenadas: primero tomaremos x = r cos 9y
y = r sin 9, asi que la métrica toma la siguiente forma ds? = dt?> — dr?> — r’d9?; ahoratomamosr = r
yt=u +r,entonces ds? = du” + 2du’dr’ — r2d®?. Finalmente tomando v’ = 2u, r’ = 5y

/= 1/r, obtenemos que ds? = 1 ds™~2, donde
ds™? = 4Pdu? - 4dud| - d?, (2.2)

es una métrica conforme (conforme a la métrica de Minkowski dada en la Ec. (2.1)), la cual es regular
en inifinto nulo futuro dado por / = 0. Asi, una lagrangiana que describe las geodésicas nulas de la
métrica (2.2) esta dada por
. 92
L=2/%?—2ui- by (2.3)
donde el punto indica diferenciacién con respecto a un parametro afin, t, a lo largo de la geodésica
nula, por ejemplo u” = 4.
Recordemos que dada la lagrangiana de un sistema mecanico con n grados de libertad, L =
L(g; g’; t), (donde las g; son las coordenadas generalizadas, las g°; son las velocidades generalizadas

y t edenota al tiempo conj =1, ..., n), las ecuaciones de movimiento estan dadas por las ecuaciones



de Euler-Lagrange; que son
I
d ﬂ _dL 0, Jj=1..,n (2.4)
dt  oqj og;

Entonces, para obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas con la funcién lagrangiana dada
por la Ec. (2.3), necesitamos calculardg—g y S%L donde g1 =u, g2 =1, g3 =9y t=rt. Un célculo

sencillo muestra que

oL = 0, oL =4 u_ 2/ (2.5)
g—lﬂ = 402, & = 2u, (2.6)
5 3L
= =0, = =_0. 2.7)
09 09

De estos resultados obtenemos que las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas con la funcién la-

grangiana (2.3) estan dadas por

9 Spy —f =0, (2.8)
dt dur
Y a2 =0, (2.9)
dr )
B _ 0, (2.10)
dr

y la condicidn para buscar las geodésicas nulas esta dada por

92

2702 —2ul - S 0. (2.11)
De las Ecs. (2.8) y (2.10) obtenemos que
) c1+/
u =
. 2 (2.12)
g = b, (2.13)

donde c1 y b son constantes de integracion.

Un célculo directo muestra que si (u, /, 9) satisface las Ecs. (2.11)-(2.13) entonces la Ec. (2.9) es
una identidad; esto significa que solo tres de las cuatro Ecs. (2.8)-(2.11) son independientes. Ademas,

usando estas ecuaciones, no es dificil mostrar que la Unica constante importante en la integracion



de las ecuaciones diferenciales que describen las geodésicas nulas es Cf . Por tanto, sin perdida

de generalidad, tomaremos c1 = 1; de esta manera, la Unica constante importante es b, la cual
parametriza la direccion inicial de la geodésica, ver el apéndice. De estos resultados obtenemos que

las ecuaciones que describen las geodésicas nulas en el espacio-tiempo tridimensional de Minkowski

son:
9 = b (2.14)
1+/ ( )
U= 2.15
’
. v____
[ = + 1-Pp2 (2.16)

De laEc. (16) observamos que / puede ser positivo, negativo o cero. Si/ < 0 entonces el rayo de
luz se movera alejandose del origen de coordenadas; para ver esto recordemos que / = +, entonces
[ = . De esta manera, I < 0 cuando r > 0 esto significa que la posicion final del rayo de luz es
mayor que su posicién inicial. Si inicialmente / > 0 entonces el rayo de luz se movera hacia el origen

del sistema coordenado (r = 0, / = o) y después de acercarse hasta una distancia minima r» donde
['=  1-12b2 = 0; es decir, hasta que / toma el valor Im = 1, el rayo de luz comensara a alejarse
b

m

del origen y nuevamente / < 0.

Usando el parametro / en lugar del parametro afin t; es decir, dl = + 1 - [?b?dt, las Ecs. (2.14)-

(2.16) se puden rescribir de la siguiente forma

v !

1+ ,1-b%F
a9 = =+ 1bCZZ/2 ) (2.18)
I = I (2.19)

Si inicialmente /' < 0, de las Ecs. (2.17)-(2.19), encontramos que la geodésica del cono de luz que

conecta el punto inicial (el vértice) x§ = (uo, lo, 9o)con el punto final x* = (u, /, 9), esta dada por

! v 1
1- 1-b 22 1- 1-p%F
u) = uor — o —0 .~
2lo 2/
9 = O +arcsen (blo) — arcsen (bl), (2.20)



En el caso de que inicialmente / >0 entgnces (

v
1+ 1=b2P =P sire(l,] ),
u(+) = Uuo—+ . —_ V4 o m
2o 1= 127“'2, sile(l,,0),
arcsen (bl), sil € (lo, Im),
9 = G —arcsen(hf )+

mt —arcsen (bl), si | € (Im, 0).
(2.21)

Tomando el limite cuando / — 0; es decir cuando el rayo de luz se aleja a infinito, en las Ecs. (2.20)

y (2.21) obtenemos la interseccion del cono de luz futuro del punto del espacio-tiempo (uo, lo, o)

con I*; que es

v '
1- 1-1 % 2
U(_) = UuUo+ - - ’
2o
P = Go+arcsen (blo), .
1+ 1-17 § 2
u(+) = Uuo+ - 7
2o
@™ = Go+m-arcsen (bh), (2.22)

donde ¢'#) = 9= 9(/ = 0). Un célculo directo, usando las Ecs. (2.22), muestra que:

1 - cos(¢p™) — o)

U =
o+ 2lo ’
1- (=) =
[ T COS(?[ %) (2.23)
0

Asi, de las Ecs. (2.23) se obtiene que la funcion que describe la interseccién del cono de luz futuro

del punto del espacio-tiempo, x§ =(uo, lo, §0), con I se puede escribir de la siguiente forma

U= o+ 1- c052/0— Jo ) (2.24)

donde (u, ¢) son coordenadas en I" y 0 < ¢ < 2. Ahora rescribiremos la Ec. (2.24); para este fin,

introduciremos los siguientes vectores luxoides

- 1
19 = V%(l, cos Jg, Sen Ho),
P = \%(1, cos ¢, Sen ¢). (2.25)



Usando las Ecs. (2.25) encontramos que la Ec. (2.24) puede ser escrita como
1914

u=uo+ , (2.26)

lo
0, usando coordenadas Minkowskianas, x° = (to, xo, yo), las cuales estan relacionadas con las coor-
denadas (uo, lo, 80) por 5
X§ = uot® + % (2.27)

dondet’= 2 (1,0, 0), entonces la funcion Cx asociada con el punto del espacio-tiempo, x4, puede

ser escrita como
u = Z(x° ¢) = x°a(P). (2.28)
0 0

En la introducciébn mencionamos que para un espacio-tiempo asintéticamente plano de dimension
cuatro la funcion, Z(x% ¢ ), tiene doble significado: para x° fijo, como hemos mostrado, esta
representa la interseccion del cono de luz futuro del punto en el espacio-tiempo, x* con I*, mientras

gue para u = constante, { = constante Yy x° variable esta describe todos los puntos en el espacio-

tiempo que estan conectados por geodésicas nulas con el punto (u = constante, { = constante, {
constante) de I*. Esto es, esta describe el cono de luz pasado del punto (v = constante, { =
constante, { = constante). Para el espacio-tiempo tridimensional de Minkowski esta funcion esta
dada por la Ec. (2.28) y como hemos visto esta describe la interseccion del cono de luz futuro del
punto del espacio-tiempo, x5 con I*. Ahora mostraremos que para u = constante, ¢ = constante y
x¢ variable esta representa el cono de luz pasado del punto (u = constante, ¢ = constante) de I".
Para este fin, necesitamos calcular el cono de luz pasado de un punto arbitrario, x°) = (uo, lo, ¥0),
del espacio-tiempo. Esto puede lograrse a través de las mismas transformaciones de coordenadas
en la métrica de Minkowski, ds? = dt?> - dx?> - dy?, que fueron realizadas para calcular el cono de
luz futuro de un punto arbitrario x? glel espacio-tiempo. La Gnica diferencia es que, en este caso,
necesitamos tomar t =u -r en lugar de t = u +r . Entonces, obtenemos que la métrica conforme
estd dada por ds™? = 4/2du® + 4dudl - d8>. De donde, la funcién lagrangiana, para este caso, estd
dada por
. 92

L=2/%?+20i- by (2.29)

Observe que remplazando u” por -u, en la Ec. (2.29), obtenemos la Ec. (2.3). Esto significa que las

ecuaciones diferenciales que describen las geodésicas nulas del cono de luz pasado del punto x§ =



(uo, lo, 90) quedan dadas por

9 = b (2.30)
1

Vo= 12;'2' ) (2.31)

. v

[ = + 1-PbZ (2.32)

Puesto que el cono de luz pasado de un punto en I* con coordenadas (uo, ¥o), es obtenido de
las Ecs. (2.30)-(2.32) tomando el limite cuando /o tiende a infinito entonces necesitamos probar que
las ecuaciones obtenidas de esta manera pueden ser escritas en la forma dada por la Ec. (2.28).

Probaremos esto solo para el signo (=), el otro caso puede ser probado de forma similar.

Usando el parametro /, en lugar del pardmetro afin t, de las Ecs. (2.30)-(2.32) obtenemos que
! !

1- 1-bP2 e~
u = uo- 0 4 ,
2lo 2/
d = o+ arcsen (blo) — arcsen (bl). (2.33)

Con el fin de obtener la porcion del cono de luz pasado, que se genera cuando tomamos el signo (-)
en las Ecs. (30)-(32), de un punto arbitrario con coordenadas (uo, 90) en I*, necesitamos tomar el

limite cuando /o — 0 en las Ecs. (2.33). Haciendo esto, obtenemos que:

Na !
w = u- 1="1=b71
0 2/ ’
Jo = O +arcsen (bl). (2.34)

Usando las Ecs. (2.25), encontramos que, las Ecs. (2.34) pueden ser escritas como:

191a
, (2.35)

Uo =u-

o si usamos coordenadas Minkowskianas x* = (t, x, y), las cuales estan relacionadas con las coorde-
nadas (u, /, 9) por x° = ut® - /°/l, entonces el cono de luz pasado del punto con coordenadas (uo, Bo)
en I* esta dado por

uo = xTa(d0), (2.36)

que es el resultado deseado.

10



Capitulo 3

Familias de superficies nulas y sus singularidades

En el capitulo anterior demostramos que la funcién,
u = x%Ua(Pp), (3.1)

tinen los siguientes significados: a) si x® = x%es un punto fijo del espacio-tiempo entonces esta
representa la interseccion del cono de luz de x%, con I* y b) para (u = uo, ¢ = ¢o) fijos esta
representa el cono de luz pasado del punto (uo, ¢o) de I*. EI segundo significado es equivalente
al hecho de que la funcion, u = u(x% ¢), para0 < ¢ < 2m, satisface la ecuacion iconal en el

espacio-tiempo tridimensional de Minkowski; es decir,
N0audsu = la()I’(¢) = 0, (3.2)

donde d.u = OJu/dx°. Observe que las superficies de nivel de la funcion u = x%a(¢ho), con
¢o = constante, son planos paralelos nulos (debido a que su vector normal es /ls(¢o) el cual es
luxoide) en el espacio-tiempo fisico tridimensional de Minkowski dado por la métrica (2.1). Estos
planos paralelos nulos corresponden a los conos de luz pasados de los puntos (u, ¢o) de I en el

espacio-tiempo descrito por la métrica (2.2).

El objetivo de este capitulo es mostrar como de la familia de superficies nulas dada por las su-
perficies de nivel de la funcion u = x°la(¢) se pueden construir nuevas familias de superficies nulas.
Ademas se muestra como localizar sus singularidades. Para este fin comenzaremos con el caso mas
simple; es decir, primero mostraremos como generar una sola superficie nula y posteriormete gener-

alizaremos este proceso.

Si u = uo = constante entonces, usando la Ec. (3.1), la envolvente de los conos de luz pasados

11



de los puntos (uo, @) de I* esta dada por

uo = XU, 3.3)
0 = Xx%¢pla = x"mq, (3.4)
g = X0 = xn,, (3.5)
donde
la = V%(l, - cos ¢, —sen @), (3.6)
mqe = \%(0, sen ¢, - cos @), (3.7
Na = %%(0, Cos @, sen ). (3.8)

Dado que el determinante de la matriz

l:ll -cos ¢ —send)E|

LtD sen ¢ —cosd)Lt] (3.9)

0 cos¢ sen ¢

es igual a uno, entonces los vectores /%, m? n® son independientes y por tanto podemos escribir
x? = Al° + Bn® + Cm°, (3.10)

donde A, B y C pueden ser determinadas usando las Ecs. (3.3)-(3.5) y el hecho de que los vectores

(17, m9 n?) satisface las siguientes relaciones

Flo=0; mmq = — n°n = _"5 m _o; pot, = K mn o, (3.11)

Por ejemplo, para determinar B contraemos la Ec. (3.10) con /s, con lo cual se obtiene l,x* =
Alal® + Blan® + Clom°. Usando las Ecs. (3.3) y (3.11) encontramos que B = 2uo. Realizando

célculos similares para determinar Ay C se encuentra que las Ecs. (3.3)-(3.5) son equivalentes a
X = 2uo(l° + n%) +rl°, (3.12)
o usando el hecho de que t? = 2(/* + n°), obtenemos que

X% = uot? + rlo(¢). (3.13)

12



Usando las Ecs. (3.6) y (3.8), y el hecho de que x* = (t, x, y) encontramos que la Ec. (3.12) es

equivalente a J
X2 +y?-(t- 2uo0) =0. (3.14)

Esta superficie es el cono de luz del punto del espacio-tiempo con coordenadas ( 2uo, 0,0). Por
tanto, si u puede tomar todos sus valores permitidos entonces la Ec. (3.13) describe los conos de
luz de los puntos del espacio-tiempo con coordenadas ( 2u, 0,0). De la Ec. (3.14) encontramos que

esta familia de conos de luz corresponden a las superficies de nivel de la funcidn

1 v
u= V%(ti X2+ y2), (3.15)

la cual, como se puede mostrar, es una solucién de la ecuacion iconal en el espacio-tiempo tridimen-
sional de Minkowski. De esto concluimos que mediante la técnica de envolventes, dada la familia
(3.1) de soluciones de la ecuacion iconal, se puede obtener una nueva solucién. Antes de mostrar
como generar superficies nulas mas generales, mostraremos como localizar las singularidades asoci-
adas con las curvas de nivel de la funcién dada en (3.15). Para fin, primero remplacemos a uo por

u en la Ec. (3.13), obteniendo asi una forma equivalente de la Ec. (3.15), dada por
rcos ¢

2

reing (3.16)

2
Desde un punto de vista matematico las Ecs. (3.16) representan un mapeo entre dos espacios tridi-

y

mensionales donde (u, r, ¢) son coordenadas del espacio dominio y (t, x, y) son coordenadas del
espacio codominio. Este mapeo representara una transformacion de coordenadas si su jacobiano
asociado es diferente de cero. El conjuto de puntos del espacio dominio tal que el jacobiano es
igual a cero se llama conjunto critico y la imagen del conjunto critico se llama conjunto céustico[
]. Usando estas definiciones, encontramos que el conjunto critico del mapeo (3.16) estd dado por

{r=0,u€R, 0= ¢ <2}, mientras que su conjunto caustico por ( 2u, 0, 0).

Para ver el significado geométrico de los resultados obtenidos hasta el momento supongamos que
el cono de luz de un punto arbitrario del espacio-tiempo tridimensional de Minkowski lo intersecta-

mos con superficies t = constante, lo que se obtiene es una descomposicién del cono de luz en curvas

13



cerradas unidimensionales las cuales normalmente reciben el nombre de frentes de onda. Asi que, el
cono de luz de un punto arbitrario del espacio-tiempo se puede ver como la evolucién de un frente
de onda unidimensional. Desde este punto de vista, la interseccidon del cono de luz de un punto
arbitrario con I* dada por la funcion (3.1) corresponde al ultimo frente de onda. Cuando tomamos
la envolvente de los conos de luz pasados de los puntos (uo, ¢) de I*, lo que estamos haciendo es
construir la evolucion del ultimo frente de onda, dado por los puntos (uo, ¢) de I*, hacia su inte-
rior. La caustica asociada con la evolucién de este frente de onda es el punto del espacio-tiempo con
coordenadas ( 2wo, 0, 0). Esto significa que si construimos todas las envolventes de todos los conos
de luz padasados de los puntos (u, ¢) de I" con u € R lo que generamos son todos los conos de
luz de los puntos del espacio-tiempo con coordenadas ( 2w, 0, 0). Por tanto, la Gnica singularidad

asociada con un cono de luz es su vértice.

Ahora mostraremos como construir superficies que no son conos de luz. Para esto, recordemos
que u = conatante = x°ls(¢), representa la interseccién del cono de luz del punto del espacio-tiempo
( 2u, 0, 0) con I*. Ahora realizaremos una deformacién de esta interseccion, o ultimo frente de

onda, y calcularemos su evolucion hacia su interior. La deformacion que estudiaremos es la siguiente:

i = x°la(P) + ;a(dﬂl (3.17)

donde a(¢) es una funcién arbitraria del &ngulo ¢, tal que no es una combinacién lineal de sen ¢ and
cos ¢; porque en ese caso la Ec. (3.17) se reduce a la Ec. (3.1). Como en el caso previo obtenemos la
envolvente de los conos de luz pasados de los puntos(é = constante, ¢). Dicha envolvente, en forma

parameétrica, esta dada por

0 = XU+ —;a(¢>), (3.18)
1

0 = x'Ma+ —gza(d), (3.19)

r a 2

5 = X Ng+ £d¢a(¢). (3.20)

Como en el caso previo, usando las Ecs. (3.11) y las Ecs. (3.18)-(3.20), encontramos que la envolvente

esta dada por

~ & a a
X9 = 2(U_ 5 )(n +/ ) + (dwa)ma + (r"- dzg)la/ (321)
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0 equivalentemente

I A
x? = (d_ 5 )t + (dwa)m”+(rN—dzg)/a. (3.22)

Observe que cuando a(¢) = 0, entonces la Ec. (3.22) se reduce a la Ec. (3.13). Para este caso, un
calculo directo muestra que, el conjunto critico asociado con el mapeo (3.22)es{r" =0, u € R, 0 <

¢ < 2m} y el conjuto caustico es:
X = (0 - gz)t” +(0 ga)m? - ()P (3.23)
Usando las expresiones para t% I? y m?, encontramos que la Ec. (3.22) es equivalente a
t = _ 20 -a+r-dg,
2
(r" - dpa) cos ¢ — (dpa)Sen

y = (r~- déa)Sen ¢+ (0ga)cos P . (3.24)

X
I
NﬁHN$|HN<{H

Entonces, la forma del frenet de onda al tiempo t = 0, est4 dada por

t = to
h . i
x = VLf ( 2to-20d +a)cosp - (0ga)Senp
’hy i
y = V% ( 2to-20 +a)Seng +(dsa)cosp . (3.25)

Un calculo similar muestra que el conjunto caustico es equivalente a
1
te = [ 24 —a—dzg ,
f

Xc = \/5 (0pax)Sen ¢ + (d;a) cos¢ .

Ve 71; (0¢cx) cos ¢ — (O°g)Senp . (3.26)

Ahora aplicaremos nuestros resultados a dos casos especiales:
a) Primero tomaremos i =0y a = 0. En este caso la superficie nula esta dada por las Ecs. (3.16)

con u =0, miemtras que el frente de onda al tiempo t = to esta dado por:

t = to
x = tocosq,
y = tosendg. (3.27)
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En la figura 1 mostramos la superficie nula para este caso.

b) Ahora tomamos &i = 0 y a(¢) = cos® ¢ + cos* ¢ + cos® ¢ + cos? ¢ + cos ¢. De las Ecs. (3.24) se

encuentra que la superficie nula, para este caso, esta dada por:

b
t = V% r"—6cos¢ —9cos 2¢+8c053¢+15cos4<1>—2 ,
1
x = /- Fcosp-3cos® ¢p-6cos® p+6costp+12cos®p+1,
2
¥
y = 5 (r-6cos¢-10cos *p+6cos>p+12cos’ p-2)seng ~ . (3.28)

Usando las Ecs. (3.25) encontramos que la forma del frente de onda para el tiempo t = to €s:

t = to
n+_ ,
x = \72% ( 2to—2+3cos¢a+3cosz¢—2cos 3(17—3cos 4qb)cos<1>+1 ,
nv_ 2 3 a ’
y = 5 ( 2to-cos “¢p-2cos “¢p-3cos “Pp)sengd . (3.29)

Mientras que el conjunto caustico esta dado por:

b
tce = —6cos¢p—9cos - P+8cos’p+15cos* p-27,

2 3 4

(-6cos¢p-10cos ¢G+6cos ¢p+12cos ¢p-2)sengp . (3.30)

1

V-

2

1 ¥
Xe = = _3cos 2¢P-6cos’ Pp+6cos*p+12cos®p+1,
= V_
Ye 5

En las figuras ....

Hasta el momento hemos mostrado como de la familia de soluciones (3.1) de la ecuacion iconal se
puede obtener una nueva solucién de la ecuacion iconal. Ahora mostraremos como de (3.1) podemos

generar familias de soluciones de la ecuacién iconal. Con este prop6sito tomaremos

1
d = xUa(p) + E6(<1>, ), (3.31)

donde B(¢, ¢~) es una funcion diferenciable en cada uno de sus argumentos, ¢ y ¢~ toman valores
entre cero y 2. Para valores dados de & y ¢~ la Ec. (3.31) corresponde a una deformacion de la

interseccion del cono de luz del punto del espacio-tiempo ( 2u, 0, 0) con I*. Ahora para cada valor
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de ¢~ tomarenos la envolvente de los conos de luz pasados de los puntos (& = constante, ¢~) de I
para construir una famila de superficies nulas. De la Ec. (3.31) se obtiene que en forma paramétrica

esta dada por:

aE) = ° !
X la(gp) + 26f¢’ ®7),
o™ = “°
X ma(¢)+ ﬁ¢76(¢)/ ¢N)I
FeT) 1,
N = X na(¢)+id¢3(¢; ®7), (3.32)
0 equivalentemente por
. .. B@d). .,
XA@)=Ta_ T 1O g1, @me(9) + (@) - Bl BN (4). (3.33)

Si & toma todos sus valores permitidos entonces la Ec. (3.33) proporciona una familia de soluciones
de la ecuacion iconal en el espacio-tiempo de Minkowsi. Observemos que esta familia de soluciones
contiene como casos especiales a las descritas por las Ecs. (3.13) y (3.22). Para ver esto, tomemos
6(¢, ¢7) = ¢~ a(¢). La Ec. (3.13) se obtiene cuando ¢~ = 0 y la Ec. (3.22) cuando ¢~ = 1. Dada
la famila de soluciones de la ecuacidn iconal (3.1), aun podemos generar familas de soluciones més

generales que las dadas por las Ec. (3.33). Para esto tamaremos
G=V(u, ¢ ¢7), (3.34)

donde Vv es una funcion diferenciable en cada uno de sus argumentos, u estad dada por la Ec. (3.1),
¢ y ¢~ toman valores entre 0 y 2rt. Para & y ¢~ dados la Ec. (3.34) representa una deforacion general
de la interseccion del cono de luz del punto ( 2u, 0, 0) con I*. Si & y ¢~ pueden tomar todos sus
valores permitidos entonces la nueva familia de soluciones de la ecuai6n iconal en el espacio-tiempo

de Minkowski, enforma paramétrica estara dada por

i = V(v ¢7) (3.35)
0 = [0uV]Ix'ma+ 0V, (3.36)
"= [0VIem 2 +10 Vixn +2[0 VIEm + 3 V. (3.37)
5 u a u a ug a ol

Concluiremos este capitulo mostrando explicitmaente que las Ecs. (3.35)-(3.37) describen una famila
de soluciones de la ecuacion iconal en el espacio-tiempo de Minkowski. Para este fin, de la Ec. (3.36)

resolvemos para ¢ obteniendo

@ = d(x%, @), (3.38)
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que sustituyendo en la Ec. (3.35) se obtiene
a(x?, @7) = V(ulx’, ¢(x @7)), d(x°, ¢7), ¢7), (3.39)
Un calculo directo muestra que
0b = (0uV )b + [(OuV )X°ma + 04V ]0se. (3.40)
Finalmente, usando la Ec. (3.36) se obtiene el resultado deseado; es decir,
N 0abdsi = 0. (3.41)

De esta manera concluimos con la demostracion de como a partir de la familia de soluciones (3.1)
de la ecuacién iconal en el espacio-tiempo de Minkowski se puede generar una nueva familia de

soluciones de la ecuacién iconal en el espacio-tiempo de Minkowski.

FALTA DESCRIBER COMO SE OBTIENEN LAS CAUSTICAS DE ESTAS SUPERFICIES.
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Capitulo 4

Las ecuaciones diferenciales ordinarias de tercer or-
den asociadas con las familias de superficies nulas

En el capitulo anterior mostramos como a partir de la familia des soluciones de la ecuacion iconal,

u = xa(¢p), se pude generar una nueva familia de soluciones dada por

’-7 = v (U, d)/ ¢~)/ (41)
0 = [duV]Xama + dd)\/, (42)

0 equivalentemente por
u(x?, ¢7) = V(ulx’, o0, @), o0, ¢7), @7). (4.3)

El objetivo del presente capitulo es mostrar que con cada una de estas familias de soluciones de la
ecuacion iconal se encuentra asociada una ecuacién diferencial ordinaria de tercer orden, donde las
x? juegan el papel de las constanes de integracién de la solucion de esa ecuacion diferencial ordinaria

de tercer orden.

Dada una familia de soluciones, u = u(x® ¢) de la ecuacidn iconal en el espacio-tiempo de
Minkowski, la ecuacién diferencial ordinaria de tercer orden sera obtenida de la siguiente forma: a)
se obtienen las tres primeras derivadas de u con respecto a ¢, b) de u y sus dos primeras derivadas
con respecto a ¢ se resuelve para x* = (t, x, y) y finalmente c) estas soluciones para x* se sustituyen
en la tercera derivada de u con respecto a ¢, obetiendo asi la ecuacion diferencial ordinaria de tercer
orden asociada con esa familia de soluciones de la ecuacion iconal en el espacio-tiempo de Minkowski.
Para mostrar esto, comenzaremos con el caso mas simple; es decir, cuando la familia de soluciones
estd dada por:

u = x7 la(g), (4.4)
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donde /° :\/%1, cos ¢, sen ¢). Un caculo directo muestra que

u = ’v%(t—xcosd)—ysen d), (4.5)
du
% = \%(xsend)—ycosd)), (4.6)
d’u
pre = a/%(x cos¢p +ysenq), 4.7
d*u
pre = a/%(—xsenqﬁwycos b). (4.8)
De las Ecs. (4.5)-(4.7), se obtiene que
V_
t = 2 ,+ du , (4.9
dop?
A du u
X = 2 senqbdd) + cos ¢d¢ﬁ , (4.10)
_ \/i dy du (4.11)
y = - cos¢d¢—sen¢d¢T . .

Usando las Ecs. (4.10) y (4.11) en la Ec. (4.8) se obtiene que para x® dado, u = x? ls(¢), satisface

la siguiente ecuacion diferencial ordinaria de tercer orden

dPu  du
ErS + ab =0 (4.12)
Ahora veamos el caso en el cual
1 -
Ux, ¢, ) =l + — D ), (4.13)
2
con la condicion de que d¢ & = 0; esto es,
X7 ma (@) + i"d’ ale, ) =0. (4.14)

Puesto que de la Ec. (4.14) se puede obtener ¢ = ¢(x? ¢~), entonces la familia de soluciones de la

ecuaién iconal en el espacio-tiempo de Minkowski, en este caso, estara dada por

1 -
Uxe, ) = X elplo”, ¢7)] + - AL &) (4.15)
Usando la Ec. (4.15), un céalulo directo muestra que
do 1
@& x(0g la) (08 ¢) +3(a¢ a0g ¢+ 0y a)

1 1
= (mas 9, 0 ¢+ , Fa. (4.16)
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En la ultima igualdad hemos usado el hecho de que d¢/a = ma. Finalmente, usando la Ec. (4.14),
la Ec. (4.16) se reduce a

9= 1o aldte, ¢7), @) (4.17)
dp~ 2
Un calculo similar muestra que
o 1 2
E 2 =*2 (d¢¢- a) d¢'¢ + dd’_d’_ . (418)
Tomando la derivada total con respecto a ¢~ a la Ec. (4.14) se obtiene que
2
—Ogpg &
s ¢= g (4.19)
J
donde
J = 2x7na + 0% . (4.20)

Por tanto, usando la Ec. (4.19) se encuentra que
d’t 0% a (0% a)

_ e _ ot ] (4.21)
ap? 2 2J
En forma similar, usando las Ecs. (4.14), (4.19)-(4.21), se puede mostrar que
di 1 5 3
a4 = Zd;w—a— ; (05 ) (OFppt) + j—z (0F50)? (0% )
1
— J3 (0% a)2(0% a)(6® a) + (03P o) (0 a)® . (4.22)

Para encontrar la familia de ecuaciones diferenciales ordinarias de tercer orden asociadas con i (x?, ¢7),
dada por la Ec.(4.15), debemos de resolver las Ecs. (4.15), (4.17) y (4.21) para t, x y y; y sustituirlas

en el miembro derecho de la Ec.(4.22). Haciendo esto, se obtiene que

e 4.23
@3 - ¢,U, db_l db_z . ( . )
Para el caso general dado por las Ecs. (4.1)-(4.3) se encuentra que
du
i - Vs, (4.24)
d2a v Tt odvs
d¢-2 - V¢_¢’_ - W d¢ ’ (425)
Pi = Vypy-3 PV dVem  dV
dgp3 dep? dop de
2 -2 o2 20,
+ 3 d*v dVs d"Vg
dep? , do dep?
dv dv 3 3
s 4V (4.26)

d¢? dep dg®
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donde Vg =04V'y
dv

do
En este caso la familia de ecuaciones diferenciales de tercer orden asociadas con la familia de solu-

= Vp + Vulgu = Vg + Vux? ma. (4.27)

ciones de la ecuacion iconal en el espacio-tiempo de Minkowski dada por la Ec. (4.3) se obtiene
resolviendo las Ecs. (4.3), (4.24) y (4.25) para t, x, y y. Posteriormente, estas soluciones se susti-
tuyen en el miembro derecho la Ec. (4.26). Haciendo esto, se obtiene que
3 7 -

=G 0 i’;’j_, = (4.28)
De esta manera se puede obtener la familia de ecuaciones diferenciales ordinarias de tercer orden
asociadas con familias de soluciones de la ecuacion iconal en el espacio-tiempo de Minkowski tales que
las coordenasdas, x?, del espacio-tiempo aparecen como constantes de integracion. Para clarificar lo

antes expuesto presentaremos el siguiente ejemplo: Sea

u -
o= = _s@e 4.29
u V(U, ¢/ d) ) sen d) 2 4 ( )
donde u esta dada por la Ec. (4.4). La condicion (4.2), en este caso, se reduce a
du 71_ tcos ¢ X [N
do ~ V3 sen2¢p * sen2g * sen2p 0 (4.30)
la cual es equivalente a
—tcosp+x+¢ =0. (4.31)
De esta Gltima ecuacion se obtiene que
X+ ¢~
cosgp = , (4.32)
=3
x+¢” 2
sengp = + 1- —— (4.33)

Tomando el signo (+) en la Ec. (4.33) y sustituyéndola, al igual que las Ecs. (4.4) y (4.32),en la

Ec. (4.29), obtenem% una rama de la nueva familia de soluciones de la ecuacidn iconal dada por:

O O O
a(a, d) =A14 Og _xa_ %% )0 Vi Og & 0O (4.34)
2 1- xid;; 2 1- X%z 2 1- Xid;;z
o0, implicitamente por J
-(x+¢ )2-(y+ 20)?=0. (4.35)
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Al tomar el signo (-) en la Ec. (4.33) obtenemos que la otra rama de la nueva familia de soluciones
también esta dada implicitamente por la Ec. (4.35). La Ec. (4.35) representa el cono de luz del

punto en el espacio-tiempo con coordenadas (0, -¢~, - 24d).

Un célculo directo muestra que en este caso ¢ (¢ ) dada por la Ec. (4.34) satisface la siguiente

ecuacion diferencial ordinaria de tercer orden:

2

#i di i &
—=F ¢,0,— — =6———. (4.36)
do3 do™ dp o2
1+2 &

Para concluir este capitulo obtendremos la metrica conforme asociada a la Ec. (4.13). Para este

fin, seguiremos el procedimiento descrito en la introduccién. En este caso

8" = Oaudx? = ladx?, (4.37)
6 = Oau’dx? = madx?, (4.38)
8 = Qau”dx? = nadx?, (4.39)

(4.40)

mientra que a =y b =. De esto se tiene que

W' = ladxe, (4.41)
W= mad, (4.42)
w* = ndx?+ | dx@ (4.43)
a a
2
Por tanto
g = W'RWP+PQuw -w Quw?
1 1
= 1,dx" ® (npdx” + z_lbde) + (nadx® + z_ladxa) Q Iodx” — (Madx © @ mpdx)
= (lanp + lalp + Nalb = Mamp)dx® @ dx®
= gandx® ® dx’, (4.44)
donde
gab = (Ianb + lalp + Nalp — mamb). (445)
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Usando las Ecs. (3.6)-(3.8) se encuentra que

0 O
1 0 0
)= o —1 oft >
gl =L-0 —3 5 (Mab)-
0 0 -%

Por tanto, la métrica asociada con la Ec. (4.12) esta dada por

ds? = lr) p_ L, 0 2 2
5 apdXx%dx® = _z(dt - dx? - dy?). (4.46)
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Conclusiones

Las contribuciones de este trabajo son las siguientes: a) en el capitulo dos, se ha presentado una
deduccion detallada de la funcion que describe la interseccion del cono de luz de un punto arbitrario
del espacio-tiempo tridimensional de Minkowski con I*. De esta manera hemos completado la
deduccién de esta funcion reporatada en la referencia []; b) en el capitulo tres hemos descrito como
dada ésta funcidn, la cual describe una familia de soluciones de la ecuacién iconal en el espacio-
tiempo tridimensional de Minkowski, se pueden obtener nuevas familias de superficies nulas con
singularidades y se han presentado ejemplos y finalmente ¢) en el capitulo cuatro hemos descrito
como obtener las ecuaciones diferenciales ordinarias de tercer orden asociadas con estas familias de
superficies nulas. Es importante remarcar que estos resultados son muy modestos; sin embargo, aqui

se describe en detalle el procedimiento que se tiene que seguir para cualquier espacio-tiempo.
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