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Introducción

Un continuo es un espacio métrico no vaćıo compacto y conexo. Un
hiperespacio de un continuo X es una familia de subconjuntos de X que
cumplen una cierta caracteŕıstica en particular. Dados un continuo X y
n ∈ N, consideramos los siguientes hiperespacios de X:

2X = {A ⊂ X : A 6= ∅ y A es cerrado en X},

Cn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n componentes},

Fn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n puntos}.

Todos los hiperespacios son considerados con la métrica de Hausdorff [43,
Observación 0.4]. Notemos que F1(X) = {{x} : x ∈ X}. Los hiperespacios
Fn(X) y Cn(X) son conocidos como el n-ésimo producto simétrico de X y
el n-ésimo hiperespacio de X, respectivamente. Un hiperespacio K(X) de
X, donde K(X) ∈ {2X , Cn(X), Fn(X)}, es ŕıgido si para cualquier homeo-
morfismo h : K(X) −→ K(X), se tiene que h(F1(X)) = F1(X). En este
trabajo estudiamos condiciones bajo las cuales un continuo X tiene hiperes-
pacio ŕıgido Cn(X). Entre otros, consideramos familias de continuos como,
dendroides, continuos localmente conexos, continuos indescomponibles tales
que todos sus subcontinuos propios no degenerados son arcos, continuos he-
reditariamente indescomponibles y abanicos suaves.

La aportación en esta tesis consiste en dar una presentación, en cuanto al
tema relacionado con el concepto de rigidez de hiperespacios, de los art́ıculos
de Rodrigo Hernández Gutiérrez, Alejandro Illanes y Verónica Mart́ınez de
la Vega [26] y [29], con demostración detallada de los resultados ah́ı encon-
trados.

Este trabajo de tesis se divide en dos partes. En el Caṕıtulo 1 se propor-
ciona el material necesario y suficiente de los conceptos que se requieren a
lo largo de este trabajo (hiperespacio ŕıgido, hiperespacio único, conexidad
local, continuos indescomponibles, dimensión) y resultados relacionados con
los conceptos mencionados que nos ayudan a demostrar los resultados prin-
cipales en el caṕıtulo siguiente. En el Caṕıtulo 2 enunciamos y desarrollamos
con detalle la prueba de los teoremas principales, en [26] y [29], que tratan
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sobre rigidez del hiperespacio Cn(X).

El n-ésimo hiperespacio de un continuo para continuos indescomponibles
tales que todos sus subcontinuos propios no degenerados son arcos, es ŕıgido:

Teorema 1. Si X es un continuo indescomponible tal que todos su
subcontinuos propios no degenerados son arcos y n ∈ N − {2}, entonces el
hiperespacio Cn(X) es ŕıgido (vea Teorema 2.38 de este trabajo).

Dentro de la familia de los continuos localmente conexos probamos que
cuando no son casi enrejados, entonces el n-ésimo hiperespacio no es ŕıgido
para todo n número natural, como lo afirma el siguiente resultado.

Teorema 2. Si X es un continuo localmente conexo que no es casi enreja-
do y n ∈ N, entonces Cn(X) no es ŕıgido (vea Teorema 2.47 de este trabajo).

También se proporciona una caracterización de la rigidez de C(X).

Teorema 3. Sea X un continuo localmente conexo casi enrejado. En-
tonces C(X) es ŕıgido si y solo si X no contiene pelos (vea Teorema 2.53 de
este trabajo).

Para teminar la sección probamos que para los continuos X localmente
conexos casi enrejados y sin pelos, si n ∈ N− {2}, entonces el hiperespacio
Cn(X) es ŕıgido.

Teorema 4. Si X es un continuo localmente conexo casi enrejado sin
pelos y n ∈ N − {2}, entonces Cn(X) es ŕıgido (vea Teorema 2.54 de este
trabajo).

Otra familia de continuos que se estudia en este trabajo son lo abanicos
suaves. Se prueba el siguiente resultado que relaciona la rigidez de C(X) con
Cn(X).

Teorema 5. Si X es un abanico suave tal que C(X) es ŕıgido y n ∈
N− {2}, entonces Cn(X) es ŕıgido (vea Teorema 2.78 de este trabajo).

En la última sección se da un resultado que garantiza la rigidez del n-
ésimo hiperespacio de un continuo para todo número natural.



v

Teorema 6. Si X es un continuo hereditariamente indescomponible y
n ∈ N, entonces Cn(X) es ŕıgido (vea Teorema 2.83 de este trabajo).
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se enuncian algunos resultados que son necesarios
para el desarrollo de esta tesis.

1.1. Continuos

En todo este trabajo, si X es un espacio topológico y A un subcon-
junto de X, los śımbolos cl(A), fr(A) e int(A) denotan la cerradura
de A, la frontera de A y el interior de A en X, respectivamente. Tam-
bién, si A ⊂ Y ⊂ X, los śımbolos clY (A), frY (A) e intY (A) denotan la
cerradura de A, la frontera de A y el interior de A en el subespacio Y
de X, respectivamente. La cardinalidad de un conjunto A se representa
por |A|. Como es usual, los śımbolos ∅, N, Q, R, R+ y R2, represen-
tan el conjunto vaćıo, los números naturales, los números racionales,
los números reales, los números reales positivos y el plano euclidiano,
respectivamente; el śımbolo ℵ0, denota la cardinalidad de los números
naturales. Un espacio topológico es no degenerado si tiene más de
un punto. Si A y B son dos conjuntos, entonces A− B es la colección
de los elementos de A que no están en B. Citamos los teoremas que no
tengan demostración.

Definición 1.1. Sean X un espacio topológico y p ∈ X; un subconjunto
V de X es una vecindad de p si existe un conjunto abierto U en X
tal que p ∈ U ⊂ V.

Definición 1.2. Sean X un espacio métrico con métrica d; p ∈ X y
ε > 0, la bola abierta en X con centro en p y radio ε, denotada por

1



2 Preliminares

B(p, ε), es el conjunto B(p, ε) = {x ∈ X : d(p, x) < ε}. Escribimos
BX(p, ε) cuando el espacio X necesita ser mencionado.

A lo largo de este trabajo los subconjuntos de Rn, con n ∈ N, están
dotados con la topoloǵıa usual.

Uno de los conceptos más importantes en nuestro estudio es el si-
guiente:

Definición 1.3. Un espacio métrico X es un continuo si X es no
vaćıo, compacto y conexo. Un subconjunto Y de un espacio topológico
Z es un subcontinuo de Z si el subespacio Y es un continuo. El
continuo X es descomponible si existen dos subcontinuos propios U
y V de X tales que X = U ∪ V. En caso contrario, el continuo X es
indescomponible.

Definición 1.4. Sean X un continuo y p ∈ X. La composante de p
en X, la cual denotamos por K(p), se define como:

K(p) = {x ∈ X : existe un subcontinuo propio M de X tal que
p, x ∈M}.

Note que K(p) es la unión de todos los subcontinuos propios de X que
contienen a p. Cuando hablemos de una composante de X pensaremos
en la composante de algún punto de X.

A continuación definimos el concepto de localmente conexo. Este
concepto nos será de gran ayuda en el Caṕıtulo 2.

Definición 1.5. Sean X un espacio topológico y p ∈ X. El espacio
topológico X es localmente conexo en el punto p si para cada
conjunto abierto U en X tal que p ∈ U, existe un conjunto abierto y
conexo V en X tal que p ∈ V ⊂ U. Si X es localmente conexo en cada
uno de sus puntos decimos que X es localmente conexo.

Definición 1.6. Sean X un espacio topológico y p ∈ X. El espacio
topológico X es conexo en pequeño en el punto p si para cualquier
vecindad U de p en X, existe una vecindad conexa V de p en X tal que
V ⊂ U. Si X es conexo en pequeño en cada uno de sus puntos decimos
que X es conexo en pequeño.
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Observación 1.7. De acuerdo a las definiciones de espacio localmen-
te conexo y conexo en pequeño se puede observar que si un espacio
topológico X es localmente conexo en un punto p ∈ X, entonces X es
conexo en pequeño en p. Vea el continuo en la figura 5.22 de nuestra
referencia [44] página 84.

Definición 1.8. Un arco es un espacio topológico homeomorfo al in-
tervalo cerrado [0, 1]. Si f : [0, 1]→ A es un homeomorfismo y denota-
mos x = f(0) y y = f(1), entonces los puntos x y y son llamados los
puntos extremos del arco A. Un arco de x a y significa un arco con
puntos extremos x y y.

Definición 1.9. Sea n ∈ N. Una n-celda es un espacio homeomorfo
a la bola unitaria Bn(0, 1) = {x ∈ Rn : d(x, 0) ≤ 1}. Una curva ce-
rrada simple es un espacio topológico homeomorfo a la circunferencia
unitaria S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.

Otro concepto imprescindible en nuestro estudio es el siguiente.

Definición 1.10. Un espacio topológico X es arco conexo, si para
cualesquiera x, y ∈ X con x 6= y, existe un arco en X de x a y.

Definición 1.11. Una gráfica finita es un continuo que puede escri-
birse como la unión de una cantidad finita de arcos, tales que cuales-
quiera dos de ellos son ajenos o bien se intersectan en uno o en sus
dos puntos extremos, únicamente.

Definición 1.12. Sea n ∈ N. Un n-odo simple es una gráfica finita
G que es la unión de n arcos emanados de un punto singular, v, y
disjuntos entre śı. El punto v es llamado el vértice de G. Un 3-odo
simple es llamado triodo simple.

Definición 1.13. Un arco libre en el continuo X es un arco A con
puntos extremos x y y tal que A − {x, y} es abierto en X. Un punto
extremo en un continuo X es un punto x ∈ X tal que x es un punto
extremo de cualquier arco que lo contenga.

Definición 1.14. Sea X un continuo. Un pelo en X es un arco A con
un punto extremo x tal que A− {x} es abierto en X.

Ejemplo 1.15. (a) Un arco libre en el continuo X = [0, 1] es el
intervalo [1

3
, 2
3
].
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(b) Sea el continuo X = [0, 1]. Un pelo en X es el intervalo [0, 1
2
].

Definición 1.16. Dado un continuo X, sean

G(X) = {p ∈ X : p pertenece al interior de una gráfica finita
contenida en X} y P(X) = X − G(X).

Un continuo X es casi enrejado (vea [27, Pág. 2583 y 1584]) si el

conjunto G(X) es denso en X, es decir, si G(X) = X.

Note las siguientes dos observaciones respecto a la definición de
continuo casi enrejado.

(1) Un continuoX es casi enrejado si y solo si G(X) = X = X − P(X)
si y solo si para todo U abierto de X, U ∩ G(X) 6= ∅ si y solo si
para todo U abierto de X, se tiene que U 6⊂ P(X).

(2) El continuo X no es casi enrejado si y solo si existe un abierto no
vaćıo U en X tal que U ⊂ P(X).

Algunos ejemplos de continuos casi enrejados son:

(a) Sean los puntos en R2 de la forma an = (1, 1
n
) para cada n ∈ N.

Definimos Z =
⋃
{van : v = (0, 0) y van denota el segmento de

recta que une a v con an para cada n ∈ N}. El espacio Z es
conocido como el abanico armónico.

(b) El continuo sen( 1
x
) es la cerradura del conjunto W = {(x, 1

x
) ∈

R2 : 0 < x ≤ 1}.

(c) Sean los puntos en R2 de la forma bn = (1, 1
n2 ) paca cada n ∈ N.

Definimos Fω =
⋃
{vbn : v = (0, 0) y vbn denota el segmento de

recta que une v con bn para cada n ∈ N}.

(d) La dendrita D3 (vea [8, Sección 3]) no es casi enrejado
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1.2. Hiperespacios

En esta sección estudiamos los conceptos de hiperespacio, métrica
de Hausdorff, topoloǵıa de Vietoris y mencionamos también resultados
que usaremos durante el desarrollo los resultados principales.

Definición 1.17. Dado un continuo X, con métrica d, los hiperes-
pacios del continuo X son familias de subconjuntos de X, con alguna
caracteŕıstica especial. Para cada n ∈ N consideraremos los siguientes
hiperespacios de X :

2X = {A ⊂ X : A es no vaćıo y cerrado en X},

Cn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n componentes},

Fn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n puntos}.

Todos los hiperespacios son considerados con la métrica de Haus-
dorff H, vea [43, Observación (0.4)], definida como

H(A,B) =máx{máx{d(a,B) : a ∈ A},máx{d(b, A) : b ∈ B}},

donde d(a,B) =mı́n{d(a, b) : b ∈ B}.

El hiperespacio Fn(X) es conocido como el n-ésimo producto simétri-
co de X. El hiperespacio F1(X) es una copia isométrica de X enca-
jada en cada uno de los hiperespacios definidos antes. Al hiperespa-
cio Cn(X), con la métrica de Hausdorff heredada de 2X , se le conoce
como el n-ésimo hiperespacio de X. Extendemos la definición de
Cn(X) definiendo C0(X) = ∅. Para el caso en que n = 1 pensaremos
en C(X) = C1(X) y se conoce como el hiperespacio de los subcon-
tinuos del continuo X.

Supongamos que d es una métrica para X. Dados ε > 0, p ∈ X y
A ∈ 2X , sean N(ε, A) = {p ∈ X : existe a ∈ A tal que d(p, a) < ε}
y BH(ε, A) = {B ∈ 2X : H(A,B) < ε} (escribimos NX(ε, A) cuando el
espacio X necesita ser mencionado).

A continuación exponemos que todos los hiperespacios de un con-
tinuo los podemos considerar ya sea con la topoloǵıa de Vietoris o con
la topoloǵıa inducida por la métrica de Hausdorff, indistintamente.
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Definición 1.18. Sean X un continuo, n ∈ N y U1, U2, . . . , Un subcon-
juntos de X, no vaćıos. El vietórico de U1, U2, . . . , Un, denotado por
〈U1, U2, . . . , Un〉, es el conjunto{

A ∈ 2X : A ⊂
n⋃
i=1

Ui y A ∩ Ui 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}
}
.

Dado un contiuo X, el siguiente resultado dota de una topoloǵıa al
hiperespacio 2X .

Teorema 1.19. [13, Teorema 2.20] Si X es un continuo y B = {〈U1, U2,
. . . , Un〉 : n ∈ N y U1, U2, . . . , Un son conjuntos abiertos en X}, enton-
ces B es una base para una topoloǵıa del hiperespacio 2X .

La topoloǵıa generada por B, denotada por τV es conocida como la
Topoloǵıa de Vietoris.

Teorema 1.20. [13, Teorema 2.22] Sea X un continuo. La Topoloǵıa
de Vietoris, τV , y la topoloǵıa inducida por la métrica de Hausdorff,
τH , en 2X son iguales.

Ahora, si X es un continuo, m,n ∈ N y U1, U2, . . . , Um son sub-
conjuntos de X, entonces consideramos la siguiente subcolección de
Cn(X),

〈U1, U2, . . . , Um〉n ={
A ∈ Cn(X) : A ⊂

⋃m
i=1 Ui y A∩Ui 6= ∅, para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}

}
.

El concepto principal de nuestro trabajo es el siguiente.

Definición 1.21. Sean X un continuo y n ∈ N. Un hiperespacio
K(X) ∈ {2X , Cn(X), Fn(X)}, es ŕıgido si para cualquier homeomor-
fismo h : K(X) −→ K(X), se tiene que h(F1(X)) = F1(X).

Definición 1.22. Sean continuo X y n ∈ N. El continuo X tiene
hiperespacio único K(X) ∈ {2X , Cn(X), Fn(X)}, si se cumple la
siguiente implicación: si Y es un continuo tal que K(X) es homeomorfo
al hiperespacio K(Y ), entonces X es homeomorfo a Y.

La unicidad de hiperespacios ha sido ampliamente estudiada (vea
[3], [7], [16] al [23], [25] al [29], [36] y [37]).
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Sean X un continuo n ∈ N y K(X) ∈ {2X , Cn(X), Fn(X)}. Una
técnica útil es encontrar una propiedad que caracterice los elementos
de F1(X) en el hiperespacio K(X). Cuando es posible encontrar tal
caracterización, el hiperespacio K(X) es ŕıgido. Esta técnica ha sido
usada en el estudio de unicidad de hiperespacios, por lo que ambos
temas están relacionados. Por otro lado, los temas en este trabajo nos
conducen a nuevos resultados sobre la unicidad de hiperespacios.

Dados un continuo X y n ∈ N − {2}, en este trabajo estudiamos
la rigidez de los hiperespacios Cn(X). En [29] se introdujo el estudio
de rigidez de hiperespacios. En [28] se investigó la rigidez del producto
simétrico Fn(X).

Uno de los resultados principales que desarrollamos a lo largo de
este trabajo es que si X es un arco continuo indescomponible (vea la
Definición 2.6) y si n ∈ N − {2}, entonces X tiene hiperespacio único
Cn(X) y además Cn(X) es ŕıgido.

Problema 1.23. Sea X un arco continuo indescomponible. ¿El hiper-
espacio C2(X) es ŕıgido?

Entre otros, consideramos las familias de continuos como; dendroi-
des, continuos localmente conexos, continuos idescomponibles tal que
todos sus subcontinuos propios no degenerados son arcos, continuos
hereditariamente indescomponibles y abanicos suaves.

Ahora mencionamos algunos resultados que vamos a hacer uso de
ellos a lo largo del trabajo.

Teorema 1.24. Si X un espacio topológico, Y y A son subconjuntos
de X, entonces

(a) frY (A ∩ Y ) ⊂ frX(A),
(b) si clX(A) ⊂ intX(Y ), entonces frY (A) = frX(A).

Demostración. (a) frY (A ∩ Y ) = clY (A) ∩ clY (Y − A) ⊂ clX(A) ∩
clX(Y − A) ⊂ clX(A) ∩ clX(X − A) = frX(A).

(b) frX(A) = clX(A) ∩ clX(X − A) = clX(A) ∩ [clX(X − Y ) ∪
clX(Y − A)] = [clX(A) ∩ (X − intX(Y ))] ∪ [clX(A) ∩ clX(Y − A)] =
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[clX(A)∩clX(Y −A)] = Y ∩clX(A)∩clX(Y −A) = clY (A)∩clY (Y −A) =
frY (A).

También un concepto indispensable dentro del desarrollo de nuestro
trabajo es el de dimensión el cual definimos a continuación.

Definición 1.25. Dado cualquier número entero n mayor o igual que
−1, vamos a definir recursivamente cuándo un espacio métrico sepa-
rable X tiene dimensión menor o igual que n, lo cual denotamos por
dim[X] ≤ n, de la siguiente forma:

(a) Para cualquier espacio métrico separable X, dim[X] ≤ −1 si y
solo si X = ∅.

(b) Dada n ≥ 0, supongamos que hemos definido cuándo un espacio
métrico separable tiene dimensión menor o igual que n−1. Enton-
ces, para cualquier espacio métrico separable X y cualquier p ∈ X,
dimp[X] ≤ n si X tiene una base local de vecindades de p cuyas
fronteras tienen dimensión menor o igual a n−1. Además, si para
cada p ∈ X se satisface que dimp[X] ≤ n, entonces dim[X] ≤ n.

Definimos también lo siguiente:

(a) Para cualquier espacio métrico separable X y cualesquiera p ∈ X
y n ≥ 0, dimp[X] = n si dimp[X] ≤ n y es falso que dimp[X] ≤
n− 1.

(b) Para cualquier espacio métrico separable X y cualquier n ≥ 0, la
dimensión de X es n, denotada por dim[X] = n, si dim[X] ≤ n
y es falso que dim[X] ≤ n− 1.

(c) Para cualquier espacio métrico separable X, la dimensión de X
es ∞, denotada por dim[X] = ∞, si dim[X] ≤ n es falso para
cada n ∈ N.

El siguiente resultado refleja cómo se comporta la dimensión con
respecto a subespacios.

Teorema 1.26. Si X es un espacio topológico, A un subespacio de X
y p ∈ A, entonces

(a) dim[A] ≤ dim[X]
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(b) dimp[A] ≤ dimp[X]

(c) Si X es regular y p ∈ intX(A), entonces dimp[A] = dimp[X].

Demostración. Para la prueba de (a) y (b) vea [5, Teorema 1.68].
Veamos que se cumple (c). Por el inciso (b), es suficiente probar

que dimp[X] ≤ dimp[A]. Note que si dimp[A] = ∞, entonces ya ter-
minamos. Vamos a suponer que dimp[A] es finita. Sea U un conjunto
abierto en X tal que p ∈ U ⊂ A. Aśı, U es una vecindad de p en
A. Sea V una vecindad de p en A de modo que V ⊂ U, y también
dim[frA(V )] ≤ dimp[A]−1. Note que V es vecindad de p en X. Ahora,
como X es regular, podemos suponer que clX(V ) ⊂intX(A). Enton-
ces, por el Teorema 1.24 (b), tenemos que frX(V ) = frA(V ). Aśı,
dim[frX(V )] ≤ dimp[A] − 1. Por tanto, dimp[X] ≤ dimp[A]. Luego
dimp[A] = dimp[X].

El siguiente resultado es conocido como “teorema de golpes en
la frontera”.

Teorema 1.27. [43, Teorema 20.3] Si X es un continuo, E un sub-
conjunto propio no vaćıo de X y K una componente de E, entonces
K ∩ fr(E) 6= ∅ (Equivalentemente, como K ⊂ E,K ∩ (X − E) 6= ∅).

El siguiente resultado lo vamos a utilizar con frecuencia en uno de
los resultados principales de nuestro trabajo.

Teorema 1.28. Sean X un continuo, n ∈ N y A ⊂ 2X conexo tal que
A ∩ Cn(X) 6= ∅. Si A0 =

⋃
{A : A ∈ A}, entonces

(a) A0 tiene a lo más n componentes,

(b) si A es cerrado en 2X , entonces A0 ∈ Cn(X),

(c) para cada A ∈ A, cada componente de A0 intersecta a A.

Demostración. (a) Supongamos que A0 tiene más de n componentes.
Entonces existen n + 1 subconjuntos separados dos a dos y no vaćıos,
A1, . . . , An+1, tal que A0 = A1∪· · ·∪An+1. Sea B ∈ A∩Cn(X). Se tiene
que B tiene a lo más n componentes y además B ⊂ A1 ∪ · · · ∪ An+1.
Supongamos que A1, . . . , Am son tal que Ai ∩ B 6= ∅ para cada i ∈
{1, . . .m} y Ai ∩B = ∅ para cada i ∈ {m+ 1, . . . , n+ 1}. Aśı, m ≤ n.
Sean
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K = {C ∈ A : C ⊂ A1 ∪ · · · ∪ Am}

y

L = {C ∈ A : C ∩ (Am+1 ∪ · · · ∪ An+1) 6= ∅}.

Observaciones.

(1) Note que B ∈ K, por lo que K 6= ∅.

(2) Sea p ∈ An+1 ⊂ A0. Entonces existe un elemento C de A tal que
p ∈ C. Luego, C ∩ (Am+1 ∪ · · · ∪An+1) 6= ∅. Es decir, C ∈ L. Por
tanto, L 6= ∅.

Como A0 = (A1 ∪ · · · ∪ Am) ∪ (Am+1 ∪ · · · ∪ An+1), se tiene que
A = K ∪ L.

Veamos que los conjuntos K y L son separados.

Primero, supongamos que existe D ∈ cl2X (K)∩L. Definimos el con-
junto Z = {E ∈ 2X : E ⊂ cl2X (A1 ∪ · · · ∪Am)}. Note que Z es cerrado
en 2X (De acuerdo a la definición de la topoloǵıa de Vietoris) y además,
K ⊂ Z. Por tanto, cl2X (K) ⊂ Z, de donde D ∈ Z. Por otra parte, como
D ∈ L, se tiene que D∩(Am+1∪· · ·∪An+1) 6= ∅. Por tanto tenemos que
cl2X (A1∪· · ·∪Am)∩(Am+1∪· · ·∪An+1) 6= ∅, lo cual es una contradicción
por que los conuntos A1∪· · ·∪Am y Am+1∪· · ·∪An+1 estan separados.

Segundo, supongamos que existe D ∈ K ∩ cl2X (L). Definimos el
conjunto Z = {E ∈ 2X : E∩cl2X (Am+1∪· · ·∪An+1) 6= ∅}. Note que Z es
cerrado en 2X (De acuerdo con la definición de la topoloǵıa de Vietoris)
y además, L ⊂ Z. Por tanto, cl2X (L) ⊂ Z, de donde D ∈ Z, es decir,
D∩cl2X (Am+1∪· · ·∪An+1) 6= ∅. Por otro lado, como D ∈ K, implica que
D ⊂ (A1∪· · ·∪Am). Por tanto, (A1∪· · ·∪Am)∩cl2X (Am+1∪· · ·∪An+1) 6=
∅, lo cual es una contradicción.

Por tanto, los conjuntos K y L estan separados, contradiciendo la
conexidad de A. Aśı, se tiene que A0 tiene a lo más n componentes.

(b) Veamos que clX(A0) ⊂ A0. Sea p ∈ clX(A0). Para cada vecindad
cerrada, M, de p en X sea el conjunto AM = {A′ ∈ A : A

′ ∩M 6= ∅}.
Note que AM es cerrado en A y por tanto compacto en A. Si M y N
son vecindades cerradas de p en X tal que M ⊂ N, entonces AM ⊂ AN .
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Por otro lado, cada AM 6= ∅ porque para cualquier vecindad, M, de p
en X se tiene que M ∩ A0 6= ∅, y como A0 =

⋃
{A : A ∈ A}, existe al

menos un A
′ ∈ A tal que M ∩ A′ 6= ∅, es decir, que A

′ ∈ AM . Aśı, el
conjunto H = {AM : M es vecindad cerrada de p en X} es una familia
de subconjuntos compactos de A con la propiedad de la intersección
finita. Aśı, existe un elemento B0 ∈ A tal que B0 ∈ AM para cada
vecindad, M, de p en X. Aśı, tenemos que p ∈ clX(B0) = B0. Por
tanto, tenemos que p ∈ A0, de donde A0 es cerrado en X.

Ahora, por el inciso (a) tenemos que A0 tiene a lo más n compo-
nentes. Aśı, se tiene que A0 ∈ Cn(X).

(c) Sean m ∈ N tal que m ≤ n y A1, . . . , Am las componentes de
A0. Supongamos lo contrario a (c). Es decir, supongamos que existe
un A ∈ A y Ai componente de A0 para algún i ∈ {1, . . . ,m} tal que
A1∩A = ∅. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A1, . . . , Ak
son tales que Ai ∩ A 6= ∅ para cada i ∈ {1, . . . , k} y que Ak+1, . . . Am
son tales que Ai ∩ A = ∅ para cada i{k + 1, . . . ,m}. Definimos los
conjuntos K y L como:

K = {C ∈ A : C ⊂ A1 ∪ · · · ∪ Ak}

y

L = {C ∈ A : C ∩ (Ak+1 ∪ · · · ∪ Am) 6= ∅}.
Al igual que en el inciso (a) se llega que A = K ∪ L, con K y L
separados. Luego, A no conexo lo cual es una contradicción. Por tanto,
para cada A ∈ A cada componente de A0 intersecta a A.

Definición 1.29. Sean X un continuo y m ∈ N. Un m-odo en X es
un subcontinuo B de X para el cual existe A ∈ C(B) tal que B − A
tiene por lo menos m componentes.

Teorema 1.30. [38, Theorem 70.1] Sean X un continuo y m ∈ N −
{1, 2}. Entonces el hiperespacio C(X) contiene m− celdas si y solo si
el continuo X contiene m-odos.

A continuación presentamos el concepto de arco ordenado en los
hiperespacios 2X y C(X) que lo usamos a lo largo de todo este trabajo.

Definición 1.31. Sean X un continuo y A, B ∈ 2X tales que A ( B.
Un arco ordenado de A a B en 2X es una función continua α :
[0, 1]→ 2X tal que cumple lo siguiente.
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(a) α(0) = A y α(1) = B,

(b) si t, s ∈ [0, 1] son tales que t < s, entonces α(t) ( α(s).

Por lo regular un arco ordenado α, de A a B, se identifica con su
imagen y decimos que Γ = α([0, 1]) es el arco ordenado de A a B. De
manera que para cada C ∈ Γ, tenemos que A ⊂ C ⊂ B.

Los siguientes teoremas nos garantizan la existencia de arcos orde-
nados en el hiperespacio 2X .

Teorema 1.32. [43, Theorem 1.25] Si X es un continuo y A, B ∈ 2X ,
tales que A ( B, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) existe un arco ordenado de A a B en 2X ,

(b) para cada componente C de B, tenemos que C ∩ A 6= ∅.

Como consecuencia del Teorema 1.32 tenemos que existen arcos
ordenados en el hiperespacio C(X).

Teorema 1.33. Si X es un continuo y A,B ∈ C(X), son tales que
A ( B, entonces existe un arco ordenado de A a B en C(X).

Los siguientes resultados nos serán de gran utilidad dentro de la
prueba de uno de nuestros teoremas principales.

Teorema 1.34. Sean X un continuo y Y un subcontinuo indescom-
ponible de X. Sea A0 ∈ Cn(Y ) − {Y }. Sea A la arco-componente de
Cn(X) − {Y } tal que A0 ∈ A. Sean K1, . . . , Kr las composantes de Y
que intersectan a A0. Si X 6∈ A, entonces A = 〈K1, . . . , Kr〉n.

Demostración. Primero observemos lo siguiente.

Observación 1.35. Sea A ∈ A. Si A 6⊂ Y, podemos tomar un arco
ordenado α : [0, 1] → Cn(X) de A a X. Entonces para cada t ∈ [0, 1],
tenemos que A ⊂ α(t). Aśı, Y 6∈ α([0, 1]). Esto implica que A y X
pertenecen a la misma arco-componente de Cn(X)− {Y }, pero esto es
una contradicción ya que A ∈ A y X 6∈ A. Por tanto, tenemos que
A ⊂ Y para cada A ∈ A.

Como cada componente de A0 es un subcontinuo propio de Y, cada
una de ellas esta contenida en alguna composante de Y, esto justifica
la existencia de un número finito de composantes K1, . . . , Kr de Y que
intersectan a A0.
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Veamos que A = 〈K1, . . . , Kr〉n.

Sea A ∈ 〈K1, . . . , Kr〉n. Dado i ∈ {1, . . . , r}, los conjuntos A0 ∩Ki

y A ∩Ki son subconjuntos cerrados y no vaćıos con un número finito
de componentes. Por lo que, existe un subcontinuo propio Ci de Y tal
que (A0 ∩ Ki) ∪ (A ∩ Ki) ⊂ Ci. Sea C = C1 ∪ · · · ∪ Cr. Como cada
componente de A esta contenida en algún Ki y A ∈ Cn(X), tenemos
que r ≤ n. Aśı, C ∈ Cn(X) y C es un subconjunto propio de Y, es
decir, C ∈ Cn(X) − {Y }. Tomando arcos ordenados α de A0 a C y β
de A a C es posible construir un arco, γ, de A0 a A en Cn(X)− {Y }.
Como A0 ∈ A y A es arco-conexo maximal, tenemos que A ∈ A. Aśı,
〈K1, . . . , Kr〉n ∈ A.

Sea A ∈ A. Sea α : [0, 1] → A ⊂ Cn(X) − {Y } una función conti-
nua tal que α(0) = A0 y α(1) = A. Sea β : [0, 1] → Cn(X) dada por
β(t) =

⋃
{α(s) : 0 ≤ s ≤ t}. Note que β(t) ∈ Cn(X) para cada t ∈ [0, 1]

(ver [42, Lema 7.2]), que β es continua y que β(0) = A0. Por la obser-
vación 1.35, tenemos que β(t) ⊂ Y para cada t ∈ [0, 1].

Sea C = β(1). Mostremos que C 6= Y. Supongamos que C = Y.
Sea t0 = min{t ∈ [0, 1] : β(t) = Y }. Entonces β(t0) = Y. Como
A0 6= Y, tenemos que 0 < t0. Sea γ : [0, t0] → Cn(X) dada por γ(t) =⋃
{α(s) : t ≤ s ≤ t0}. Aśı, γ es continua y γ(0) = Y. Sea s0 = max{t ∈

[0, t0] : γ(t) = Y }. Entonces γ(s0) = Y. Como γ(t0) = α(t0) 6= Y, en-
tonces s0 < t0. Fijamos un número s0 < r0 < t0. Sean los conjuntos
D =

⋃
{α(s) : s0 ≤ s ≤ r0} y E =

⋃
{α(s) : r0 ≤ s ≤ t0}. Note que

D,E ∈ Cn(X), que Y = D ∪ E y que D 6= Y 6= E. Como cada uno
de los conjuntos D y E es unión finita de subcontinuos propios de Y,
cada uno de ellos esta contenido en una unión finita de composantes
de Y. Aśı, Y = D ∪E intersecta unicamente un número finito de com-
posantes de Y. Esto contradice el hecho de que Y tiene una cantidad
no numerable de composantes (vea [44, Teorema 11.15]). Por tanto,
C 6= Y.

Como β es un arco ordenado de A0 a C, cada componente de C in-
tersecta a A0 (vea [38, Teorema 15.3]). Similarmente, cada componente
de C intersecta a A. Dado i ∈ {1, . . . , r}, tenemos que ∅ 6= A0 ∩Ki ⊂
C∩Ki. Aśı, existe una componente G de C tal que G∩Ki 6= ∅. Como G
es un subcontinuo propio de Y, tenemos que G ⊂ Ki. Como G∩A 6= ∅,
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entonces A∩Ki 6= ∅. Por tanto, A intersecta a cada uno de los conjun-
tos Ki. Dado un punto p ∈ A, existe una componente L de C tal que
p ∈ L. Como L es un subcontinuo propio de Y y L ∩ A0 6= ∅, tenemos
que L está contenida en una composante de Y que es intersectada por
A0. Esto es, que L ⊂ Kj para algún j ∈ {1, . . . , r}. Aśı, tenemos que
p ∈ K1 ∪ · · · ∪ Kr. Aśı, se tiene que A ⊂ K1 ∪ · · · ∪ Kr. Por tanto,
A ∈ 〈K1, . . . , Kr〉n. Aśı, A ∈ 〈K1, . . . , Kr〉n.

Por tanto, tenemos que A = 〈K1, . . . , Kr〉n.

Como consecuencia del Teorema 1.34 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.36. Si X es un continuo indescomponible, entonces las
arco- componentes de Cn(X) − {X} son los conjuntos de la forma
〈K1, . . . , Kr〉n, donde r ∈ N tal que r ≤ n y K1, . . . , Kr son compo-
santes de X.

Teorema 1.37. Si X es un continuo, k ∈ N tal que X no contiene
k − odos, Y un subcontinuo propio indescomponible de X y B la arco-
componente de Cn(X) − {Y } tal que X ∈ B, entonces el conjunto
H = {K ⊂ Y : K es composante de Y y 〈K〉n ∩ B 6= ∅} contiene a lo
más k − 1 elementos.

Demostración. Supongamos que K1, . . . Kk son composantes diferen-
tes disjuntas dos a dos de Y tales que 〈Ki〉n ∩ B 6= ∅ para cada
i ∈ {1, . . . , k}.

Para cada i ∈ {i, . . . , k}, fijamos un elemento Ai ∈ 〈Ki〉n ∩ B. Sea
αi : [0, 1] → Cn(X) − {Y } una función continua tal que αi(0) = Ai y
αi(1) = X. Sea βi : [0, 1]→ Cn(X) dada por βi(t) =

⋃
{αi(s) : 0 ≤ s ≤

t}. Entonces βi es continua, βi(0) = Ai ⊂ Y y βi(1) = X. Sea ti =
max{t ∈ [0, 1] : βi(t) ⊂ Y }. Aśı, tenemos que βi(ti) ⊂ Y. De acuerdo
al lema 6 se puede probar que βi(ti) 6= Y. Como βi | [0, ti] es un arco
ordenado de Ai a βi(ti), cada componente de βi(ti) intersecta a Ai ⊂ Ki.
Como las componentes de βi(ti) son subcontinuos propios de Y, tenemos
que βi(ti) ⊂ Ki. Aśı, tenemos que los conjuntos β1(t1), . . . , βk(tk) son
disjuntos dos a dos. Aśı, existen números s1 ∈ (t1, 1], . . . , sk ∈ (tk, 1]
tales que β1(s1), . . . , βk(sk) son disjuntos dos a dos. Por la definición
de ti, tenemos que βi(si) − Y 6= ∅. Como la restricción βi | [0, si] es
un arco ordenado de Ai a βi(si), cada componente de βi(si) intersecta
a Ai ⊂ Y. Por tanto, el conjunto C = Y ∪ β1(s1) ∪ · · · ∪ βk(sk) es un
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subcontinuo de X tal que C − Y tiene al menos k componentes. Aśı,
C es un k− odo lo cual es una contradicción. Por tanto, el conjunto H
tiene a lo más k − 1 elementos.

Teorema 1.38. Si X es un continuo y Y un subcontinuo de X descom-
ponible, entonces Cn(X)− {Y } tiene a lo más dos arco-componentes.

Demostración. Por [42, Teorema 6.3], tenemos que Cn(Y ) − {Y } es
arco-conexo. Dado A ∈ Cn(X)−Cn(Y ), sea α : [0, 1]→ Cn(X) un arco
ordenado de A a X. Entoces α(t) ∈ Cn(X)−Cn(Y ) para cada t ∈ [0, 1].
Aśı, se tiene que Cn(X)−Cn(Y ) es arco-conexo. Como Cn(X)−{Y } =
(Cn(X) − Cn(Y )) ∪ (Cn(Y ) − {Y }), entonces Cn(X) − {Y } tiene a lo
más dos arco-componentes.
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Caṕıtulo 2

Rigidez

En este caṕıtulo se encuentran los resultados que tratan sobre la
rigidez del hiperespacio Cn(X).

2.1. Continuos alambrados

En esta sección presentamos algunos resultados técnicos, al igual
que también algunas otras definiciones que necesitamos, que serán usa-
dos después para probar que algunos hiperespacios son ŕıgidos.

Definición 2.1. Sea X un continuo. Un alambre en X es un sub-
conjunto α de X tal que α es homeomorfo a uno de los espacios (0, 1),
[0, 1), [0, 1] o S1 y α es una componente de un subconjunto abierto de
X.

Por el Teorema 1.27 resulta que cuando un alambre es compacto
en un continuo X, entonces X es un arco o una curva cerrada simple.
Como lo afirma el siguiente resultado.

Teorema 2.2. Si X es un continuo y α un alambre en X compacto,
entonces α = X.

Demostración. Supongamos que α es un alambre en X compacto, es
decir, que α es homeomorfo a uno de los espacios [0, 1] o S1. Entonces
existe un subconjunto abierto U de X tal que α es una componente
de U. Note que α es cerrado en X. Si α ( U, entonces por el Teorema
1.27, se tiene que α ∩ (X − U) 6= ∅. Pero α es cerrado y U abierto,
entonces α∩ (X−U) 6= ∅. Como α ⊂ U, entonces U ∩ (X−U) 6= ∅. Lo

17
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cual es una contradicción. Por tanto no puede ser que α ( U. Entonces
α = U. Luego α es abierto, cerrado y no vaćıo en el conexo X. Por
tanto α = X.

Observación 2.3. Si un alambre α en un continuo X es homeomorfo
a [0, 1] o S1, entonces X es un arco o una curva cerrada simple.

Definición 2.4. Si X es un continuo, definimos el subconjunto W (X)
de X como:

W (X) =
⋃
{α ⊂ X : α es un alambre en X}.

El continuo X es alambrado si W (X) es denso en X, es decir, si

W (X) = X.

Observación 2.5. Note que si α es un arco libre en un continuo X,
donde a y b son los puntos extremos de α, entonces α − {a, b} es un
alambre en X. Aśı, un continuo en el cual la unión de sus arcos libres
es denso es un continuo alambrado.

Por lo tanto, las clases de continuos alambrados incluye gráficas fini-
tas, dendritas cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado, continuos
casi enrejados (vea [27]), compactificaciones del rayo [0,∞), compacti-
ficaciones de la ĺınea real y continuos indescomponibles cuyos subcon-
tinuos propios no degenerados son arcos (ver Lema 2.7).

Definición 2.6. Un continuo X es arco continuo indescomponible
si X es indescomponible y todos sus subcontinuos propios no degenera-
dos son arcos.

El siguiente resultado nos muestra que en efecto los arco continuos
indescomponibles son continuos alambrados.

Teorema 2.7. Si X es un arco continuo indescomponible, entonces X
es un continuo alambrado.

Demostración. Sea U ⊂ X abierto tal que U 6= X. Sean p ∈ U y D
la componente de U tal que p ∈ D. Por el Teorema 1.27, se tiene que
D ∩ (X − U) 6= ∅. Como U es abierto se tiene que

D ∩ (X − U) 6= ∅
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Además, D ∩ U 6= ∅. Entonces D es un subcontinuo propio no
degenerado de X y por tanto D es un arco.

Por otro lado, si D = D, entonces por lo anterior D ∩ (X − U) =
D ∩ (X − U) 6= ∅ y de D ⊂ U se tiene D ∩ (X − U) ⊂ U ∩ (X − U),
entonces U ∩ (X − U) 6= ∅. Lo cual es una contradicción. Por tanto,
D ( D.

Además, D es conexo. Entonces D = {p} o D es homeomorfo a uno
de los siguientes espacios [0, 1], [0, 1), o (0, 1). Como D 6= D se tiene
que D no es compacto lo cual implica que D es homeomorfo a [0, 1) o
(0, 1). Aśı, D es un alambre.

Por tanto, D ⊂ W (X). Luego, W (X)∩U 6= ∅. Aśı, W (X) es denso
en X. Por tanto, X es un continuo alambrado.

Definición 2.8. Sean X un continuo y n ∈ N. Sean los conjuntos

(a) Wn(X) = {A ∈ Cn(X) : cada componente de A está contenida
en un alambre de X},

(b) Zn(X) = {A ∈ Wn(X) : existe una vecindad,M, de A en Cn(X)
tal que la componente C deM que contiene a A es una 2n−celda}.

Definición 2.9. Sea n ∈ N. Un continuo X preserva n-alambrados
si para cualquier homeomorfismo h : Cn(X) → Cn(X), se cumple que
h(Wn(X)) =Wn(X).

Definición 2.10. Sean X una gráfica finita, p ∈ X y β un número
cardinal. El orden de p en X, denotado por OrdX(p), se define como
OrdX(p) ≤ β si para cualquier ε > 0, existe un conjunto abierto U
en X tal que p ∈ U, diam(U) < ε y card(fr(U)) ≤ β. El OrdX(p) =
β si OrdX(p) ≤ β y OrdX(p) 6≤ η, para cualquier número cardinal
η < β. Los conjuntos E(X) = {x ∈ X : OrdX(x) = 1}, O(X) = {x ∈
X : OrdX(x) = 2} y R(X) = {x ∈ X : OrdX(x) ≥ 3} se llaman el
conjunto de puntos extremos de X, el conjunto de puntos ordinarios de
X y el conjunto de puntos de ramificación de X, respectivamente.

Los siguientes resultados los utilizamos en el Teorema 2.13 y el
Teorema 2.18.

Teorema 2.11. [40, Teorema 2.4] Si X es una gráfica finita y A un
elemento de Cn(X), entonces
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(a) dimA[Cn(X)] = 2n+
∑

p∈(R(X)∩A)

(OrdX(p)− 2)

(b) dim[Cn(X)] = dimX [Cn(X)] y

(c) dim[Cn(X)] = 2n+ dim[C(X)].

Teorema 2.12. [27, Teorema 4] Si X es un continuo localmente co-
nexo, n ∈ N y A ∈ Cn(X), entonces son equivalentes las siguientes
afirmaciones.

(a) dimA[Cn(X)] es finita,

(b) existe una gráfica finita, G, en X tal que A ⊂ intX(G),

(c) A ∩ P(X) = ∅.

El siguiente resultado nos ayuda a demostrar el Teorema 2.19.

Teorema 2.13. Si X es un continuo localmente conexo y n ∈ N,
entonces

Wn(X) = {A ∈ Cn(X) : dimA[Cn(X)] = 2n}.

Demostración. Supongamos que X es un arco o una curva cerrada
simple. Note que siempre Wn(X) ⊂ Cn(X).

Sea A ∈ Cn(X). Como A ⊂ X, para cada componente C de A
tenemos que C ⊂ X y comoX es un alambre, tenemos que A ∈ Wn(X).
Por tanto, tenemos que Wn(X) = Cn(X).

Por otro lado, si A ∈ Cn(X), por el Teorema 2.11, tenemos que

dimA[Cn(X)] = 2n+
∑

p∈(R(X)∩A)

(OrdX(p)− 2), ya que X es una gráfica

finita. Pero X no tiene puntos de ramificación (R(X) = ∅). Por lo que
dimA[Cn(X)] = 2n. Aśı, Cn(X) = {A ∈ Cn(X) : dimA[Cn(X)] = 2n}.
Por tanto, Wn(X) = {A ∈ Cn(X) : dimA[Cn(X)] = 2n}.

Supongamos que X no es arco ni una curva cerrada simple. Sea
A ∈ Wn(X), es decir, cada componente de A está contenida en un
alambre en X. Supongamos que C es una componente de A. Entonces
existe un alambre W en X tal que C ⊂ W. Si W es compacto, es
decir, homeomorfo a [0, 1] o S1, entonces por el Teorema 2.2, W = X,
de donde X es una arco o una curva cerrada simple lo cual es una
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contradicción. Aśı, tenemos que W es homeomorfo a (0, 1) o a [0, 1) y
además W es la componente de un subconjunto abierto U de X. Como
X es un continuo localmente conexo, por el tenemos que W es abierto
en X.

Como C ⊂ W, con W abierto y además homeomorfo a (0, 1) o
[0, 1), es posible encontrar un arco que contenga a C en su interior
y contenido en W. Es decir, sea B un arco tal que C ⊂ intX(B) ⊂
B ⊂ W. Entonces cada punto de C tiene una vecindad en X que es
un arco. Por tanto, cada punto de A tiene una vecindad en X que
es un arco, es decir, A ⊂ G(X), de donde, A ∩ P(X) = ∅. Enton-
ces por el Teorema 2.12, se tiene que dimA[Cn(X)] es finita y existe
una gráfica finita G contenida en X tal que A ⊂ intX(G), de don-
de, A ∈ 〈intX(G)〉 ⊂ 〈G〉n = Cn(G). Aśı, Cn(G) es una vecindad
de A en Cn(X). Como cada punto de A tiene una vecindad en X
que es un arco, entonces A no tiene puntos de ramificación de G, de
modo que por el Teorema 2.11, tenemos que 2n = dimA[Cn(G)] y
por el Teorema 1.26 (c) se tiene que dimA[Cn(G)] = dimA[Cn(X)].
Por tanto, tenemos que dimA[Cn(X)] = 2n. Por tanto, tenemos que
Wn(X) ⊂ {A ∈ Cn(X) : dimA[Cn(X)] = 2n}.

Ahora, sea A ∈ {A ∈ Cn(X) : dimA[Cn(X)] = 2n}. Por el Teorema
2.12, existe una gráfica finita G contenida en X tal que A ⊂ intX(G),
de donde, A ∈ 〈intX(G)〉 ⊂ 〈G〉n = Cn(G). Es decir, Cn(G) es una
vecindad de A en Cn(X). Luego por el Teorema 1.26 (c), tenemos que
dimA[Cn(G)] = dimA[Cn(X)] = 2n. Aśı, si R(G) denota el conjunto de
todos los puntos de ramificación de G, entonces A∩R(G) = ∅, de acuer-
do al Teorema 2.11. Si C es la componente de A, entonces C esta conte-
nida en un borde J de G. Sea W la componente intX(G)∩ (X−R(G))
que contiene a C, entonces W es subconjunto conexo de J. Como J es
un arco o una curva cerrada simple y X no es arco ni curva cerrada
simple, tenemos que W es homeomorfo a (0, 1) o a [o, 1), es decir, que
W es un alambre en X. Por tanto, tenemos que A ∈ Wn(X). Por tanto,
tenemos que {A ∈ Cn(X) : dimA[Cn(X)] = 2n} ⊂ Wn(X).

Aśı, tenemos que Wn(X) = {A ∈ Cn(X) : dimA[Cn(X)] = 2n}.

Recordemos el concepto de espacio conexo por trayectorias.

Definición 2.14. Sean X un espacio topológico y x, y ∈ X. Una tra-
yectoria en X de x a y es una función continua γ : [0, 1] → X tal
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que γ(0) = x y γ(1) = y. El espacio X es conexo por trayectorias
si para cualesquiera dos elementos x, y ∈ X, existe una trayectoria
γ : [0, 1]→ X de x a y.

Definición 2.15. Un continuo X es unicoherente, si para cualesquie-
ra dos subcontinuos A y B de X tales que A ∪ B = X, la intersección
A∩B es conexa; X es hereditariamente unicoherente si todos sus
subcontinuos son unicoherentes.

Notemos que la circunferencia S1 no es unicoherente. Para ver ésto
tomemos A = {(x, y) ∈ S1 : y ≥ 0} y B = {(x, y) ∈ S1 : y ≤ 0} . En-
tonces S1 = A ∪ B, A,B ∈ C(S1) y A ∩ B = {(1, 0) , (−1, 0)} no
es conexo. Como consecuencia de lo anterior, tenemos que las curvas
cerradas simples no son unicoherentes.

Definición 2.16. Un dendroide es un continuo hereditariamente uni-
coherente y arco conexo.

Definición 2.17. Sean X un continuo y n ∈ N. Definimos el conjunto
V como:

V = {A ∈ Cn(X) : existe una vecindad M de A en Cn(X) tal que si
C es la componente de M que contiene a A, entonces dim[C] = 2n}.

El siguiente resultado nos ayuda demostrar el Teorema 2.20.

Teorema 2.18. Si X es un continuo, n ∈ N y V como en la Definición
2.17, entonces

(a) Wn(X) ⊂ V ,

(b) si X es un dendroide, entonces Wn(X) = V .

Demostración. Supongamos que X es un arco o una curva cerrada
simple. Note que siempre Wn(X) ⊂ Cn(X).

Sea A ∈ Cn(X). Como A ⊂ X, para cada componente C de A
tenemos que C ⊂ X y comoX es un alambre, tenemos que A ∈ Wn(X).
Por tanto, tenemos que Wn(X) = Cn(X).

Por otro lado, si A ∈ Cn(X), por el Teorema 2.11, tenemos que

dimA[Cn(X)] = 2n+
∑

p∈(R(X)∩A)

(OrdX(p)− 2), ya que X es una gráfica

finita. Pero X no tiene puntos de ramificación (R(X) = ∅). Por lo que



2.1 Continuos alambrados 23

dimA[Cn(X)] = 2n. Aśı, Cn(X) = {A ∈ Cn(X) : dimA[Cn(X)] = 2n}.
Luego, se tiene que Cn(X) = V . Por tanto, tenemos que Wn(X) =
Cn(X) = V .

Supongamos que X no es arco ni una curca cerrada simple.

(a) Sean A ∈ Wn(X), m ∈ N con m ≤ n y A1, . . . , Am las com-
ponentes de A. Cada componente de A está contenida en un alambre
de X, es decir, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, existe Wi alambre de X que
contiene a Ai y además Wi es componente de un subconjunto abierto Ui
de X. Como X no es arco ni una curva cerrada simple, por el Teorema
2.2, tenemos que cada Wi es homeomorfo a [0, 1) o (0, 1).

Sean V1, . . . , Vm subconjuntos abiertos de X tales que clX(V1), . . . ,
clX(Vm) son disjuntos dos a dos y para cada i ∈ {1, . . . ,m}, Ai ⊂
Vi ⊂ Ui. Sea Zi la componente de Vi que contiene a Ai. Entonces Zi
es subconjunto conexo no degenerado de Wi. Aśı, Zi es homeomorfo a
(0, 1) o [0, 1). Tomamos el conjunto M como

M = 〈V1, . . . , Vm〉 ∩ Cn(X).

Sea D la componente deM que contiene a A. EntoncesM es vecindad
de A en Cn(X).

Veamos que D = 〈Z1, . . . , Zm〉 ∩ Cn(X).

Sea C = 〈Z1, . . . , Zm〉 ∩ Cn(X). Veamos que C ⊂ D.
Como Ai ⊂ Vi, entonces A ⊂

⋃m
i=1 Vi y A ∩ Vi 6= ∅, para cada

i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Luego, A ∈ C.
Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, fijamos un punto zi ∈ Zi y tomamos un

B ∈ C. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, (B∩Zi)∪{zi} = (B∩ clX(Vi))∪{zi}
es un subconjunto compacto de Zi, por lo que existe un arco Li ⊂ Zi tal
que (B∩Zi)∪{zi} ⊂ Li. Sea α un arco ordenado de B a L = L1∪· · ·∪Lm
y sea β un arco ordenado de {z1, . . . , zm} a L. Entonces Im(α)∪Im(β)
define una trayectoria en C que une a B con {z1, . . . , zm}.

Si H1, H2 ∈ C, por el párrafo anterior podemos encontrar un arco
ordenado, α1, de H1 a {z1, . . . , zm} y un arco ordenado, α2, de H2 a
{z1, . . . , zm}. Aśı, se puede construir un arco ordenado de H1 a H2. Esto
prueba que C es un subconjunto conexo de M. Como A ∈ C, tenemos
que C ⊂ D ya que D es conexo maximal.
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Veamos que D ⊂ C. Sea D =
⋃
{E : E ∈ D}. Como A ∈ D, por el

Teorema 1.28, D tiene a lo más m componentes y cada una de estas
intersecta a A. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea Di la componente de D
que contiene a Ai. Como D ⊂ M, entonces D ⊂ V1 ∪ · · · ∪ Vm, de
donde, Ai ⊂ Di ⊂ Vi. Aśı, Di ⊂ Zi. Esto prueba que D ⊂ C.

Dado E ∈ D, se tiene que E ⊂ D y cada componente, Di, de D
intersecta a E. Como Di ⊂ Zi, tenemos que cada Zi intersecta a E.
También, como la unión D1 ∪ · · · ∪Dm ⊂ Z1 ∪ · · · ∪ Zm, tenemos que
E ⊂ Z1∪· · ·∪Zm. Aśı, E ∈ 〈Z1, . . . , Zm〉∩Cn(X) = C, es decir, D ⊂ C.
Pot tanto, la afirmación es verdadera.

Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sean J1, . . . , Jm subintervalos de I =
[0, 1] tal que clI(J1), . . . , clI(Jm) son disjuntos dos a dos. Luego existen
homeomorfismos fi : Zi −→ Ji.

Definimos f : D −→ 〈J1, . . . , Jm〉 ∩ Cn(I) como f(B) = f1(B ∩
Z1) ∪ · · · ∪ fm(B ∩ Zm). Note que f es un homemorfismo. Por lo que
dimD[Cn(X)] = dim〈J1,...,Jm〉∩Cn(I)[Cn(I)]. Por el Teorema 2.11, tene-
mos que

dim〈J1,...,Jm〉∩Cn(I)[Cn(I)] = 2n+
∑

p∈(R(I)
⋂
[〈J1,...,Jm〉∩Cn(I)])

(OrdI(p)− 2).

ComoR(I) = ∅, entonces dim〈J1,...,Jm〉∩Cn(I)[Cn(I)] = 2n.Aśı, dim[D] =
2n. Por tanto, A ∈ V . Luego, tenemos que Wn(X) ⊂ V .

(b) Supongamos que X es un dendroide. Por el inciso (a), tenemos
que Wn(X) ⊂ V . Veamos que Wn(X) ⊃ V .

Sea A ∈ V . Es decir, sean A ∈ Cn(X) y M una vecindad de A
en Cn(X) tal que si C es la componente de M que contiene a A,
entonces dim[C] = 2n. Sean m ∈ N tal que m ≤ n y A1, . . . , Am
las componentes de A. Sea ε > 0 tal que BH(2ε, A) ∩ Cn(X) ⊂ M
y los conjuntos N(2ε, A1), . . . , N(2ε, Am) son disjuntos. Para cada
i ∈ {1, . . . ,m}, sea Di la componente de clX(N(ε, Ai)) que contiene
a Ai. Sea D = D1 ∪ · · · ∪ Dm ∈ Cn(X). Note que H(A,D) ≤ 2ε. Sea
α : [0, 1] −→ Cn(X) un arco ordenado de A a D. Entonces para cada
t ∈ [0, 1], H(α(t), A) ≤ H(D,A) < 2ε. Esto implica que D ∈ C.

Afirmamos que D no contiene triodos simples.
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Supongamos que D contiene un triodo simple T y sea v el vérti-
ce de T. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, Di es un dendroide. Entonces Di

es el ĺımite de sus subárboles por lo que existe un árbol Si ⊂ Di tal
que si S = S1∪, . . . ,∪Sm, entonces T ⊂ S y además H(A, S) < 2ε.
Usando un arco ordenado de S a D, tenemos que S ∈ C. Como X
es arco conexo, podemos unir las diferentes componentes de S por ar-
cos y obtener una gráfica finita G ⊂ X tal que S ∈ G. Como Cn(G)
es localmente conexo, existen vecindades conexas y compactas N de
S en Cn(G) tal que N ⊂ M. Aśı, N ⊂ C. Por el Teorema 2.11,
2n < dimS[Cn(G)] = dimS[N ] ≤ dimS[C] ≤ dim[C] pero esto con-
tradice la elección de M. Por tanto, D no contiene triodos simples.

Usando que cada arco en un dendroide está contenido en uno maxi-
mal respecto a la inclusión de conjuntos (esto se sigue de [45, Teorema
3.3]), es posible probar que un dendroide sin triodos simples es un arco.
Aśı, D1, . . . , Dm son arcos. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, sea Wi la com-
ponente de N(ε, Ai) que contiene a Ai. Entonces Wi es un subconjunto
conexo, compacto y no degenerado de Di. Aśı, Wi es un alambre. Por
tanto, A ∈ Wn(X). Aśı, Wn(X) ⊃ V .

Por tanto, tenemos que Wn(X) = V .

Cuando un continuo X es localmete conexo y n ∈ N, el Teorema
2.13 proporciona una caracterización topológica de Wn(X). Como una
consecuencia, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.19. Si n ∈ N y X es un continuo localmete conexo, en-
tonces X preserva n-alambrados.

Demostración. Supongamos que X es un continuo localmente conexo,
n ∈ N y h : Cn(X) → Cn(X) es un homeomorfismo. Por el Teorema
2.13, tenemos que

Wn(X) = {A ∈ Cn(X) : dimA[Cn(X)] = 2n}. (2.1.1)

Si A ∈ Wn(X), por la ecuación (2.1.1), tenemos que dimA[Cn(X)] =
2n. Como h es un homeomorfismo, tenemos que h(A) ∈ Cn(X) y
dimh(A)[Cn(X)] = 2n. Por la ecuación (2.1.1), tenemos que h(A) ∈
Wn(X). Por tanto, h(Wn(X)) =Wn(X).Aśı,X preserva n-alambrados.
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Cuando un continuo X es un dendroide y n ∈ N, el Teorema 2.18
proporciona una caracterización topológica deWn(X). Como una con-
secuencia, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.20. Si n ∈ N y X es dendroide, entoces X preserva n-
alambrados.

Demostración. Supongamos queX es un dendroide, n ∈ N y h : Cn(X)→
Cn(X) es un homeomorfismo. Por el Teorema 2.18, tenemos que

Wn(X) = V . (2.1.2)

Si A ∈ Wn(X), por la ecuación (2.1.2), existe una vecindadM de A
en Cn(X) tal que la componente C deM que contiene a A tiene dimen-
sión 2n (dim[C] = 2n). Como h es un homeomorfismo, tenemos que
h(M) es una vecindad de h(A) en Cn(X) y que h(C) es la componen-
te de h(M) que contiene a h(A) con dimensión 2n (dim[h(C)] = 2n).
Luego, h(A) ∈ V . Por la ecuación (2.1.2), tenemos que h(A) ∈ Wn(X).
Por tanto, h(Wn(X)) =Wn(X). Aśı, X preserva n-alambrados.

Otro concepto que utilizamos es el de n-variedades el cual definimos
a continuación.

Definición 2.21. Sea n ∈ N. Una n-variedad es un espacio métrico
separable M tal que todo p ∈ M tiene una vecindad V homeomorfa
a In = [0, 1]n. El interior como variedad de una n-variedad M,
denotado por intv(M) es:

intv(M) = {p ∈M : p tiene una vecindad en M homeomorfa a Rn}.

La frontera como variedad de M, que denotamos por ∂M es:

∂M = {p ∈M : p 6∈ intv(M)}.

Para imaginar las n-variedades mencionamos unos ejemplos.

Ejemplo 2.22. Sea

C = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1 y −1 ≤ z ≤ 1}.

El conjunto C es una 2-variedad tal que

intv(C) = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1 y −1 < z < 1}
∂C = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1 y | z |= 1}
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Ejemplo 2.23. [38, Ejemplo 5.1] Si X es un arco con puntos extremos
p, q, entonces C(X) es variedad y

∂C(X) = F1(X) ∪ {A ∈ C(X) : p ∈ A} ∪ {A ∈ C(X) : q ∈ A}.

Ejemplo 2.24. [38, Ejemplo 5.2] Si X es una curva cerrada simple,
entonces C(X) es variedad y

∂C(X) = F1(X).

Terminamos esta sección generalizando resultados que se usan en el
estudio de la unicidad de hiperespacios en otros trabajos (ver [27] para
desarrollos más recientes). Aqúı consideramos componentes de vecin-
dades en lugar de vecindades, en esta manera, podemos usar nuestros
resultados para continuos más generales.

Teorema 2.25. Si X es un continuo y n ∈ N, entonces

(a) Wn(X) ∩ (Cn(X)− Cn−1(X)) ⊂ Zn(X),

(b) si n ≥ 3, entonces Wn(X) ∩ (Cn(X)− Cn−1(X)) = Zn(X).

Demostración. (a) En el caso cuando n = 1 y X es un arco o una
curva cerrada simple, se tiene que C(X) es una 2− celda, de modo que
Wn(X) = C(X) = Zn(X).

Supongamos que n > 1 o que X no es ni un arco ni una curva ce-
rrada simple. Sea A ∈ Wn(X)∩ (Cn(X)−Cn−1(X)) y sean A1, . . . , An
las componentes de A. Para cada i ∈ {1, . . . , n}, sea Wi subconjunto
abierto de X tal que Ai ⊂ Wi y la componente Ci de Wi contiene
a Ai es homeomorfo a (0, 1) o [0, 1). Para cada i ∈ {1, . . . , n}, sea
Vi subconjunto abierto de X tal que Ai ⊂ Vi ⊂ clX(Vi) ⊂ Wi y los
conjuntos clX(V1), . . . , clX(Vn) son disjuntos. Sea Di la componente de
clX(Vi) que contiene a Ai. Entonces Di es un subcontinuo no degenera-
do de Ci. Aśı, Di es un arco. SeaM = 〈clX(V1), . . . , clX(Vn)〉 ∩Cn(X)
y C = 〈D1, . . . , Dn〉 ∩ Cn(X). Entonces M es una vecindad de A
en Cn(X) y C es compacto y conexo. En efecto, la función continua
ϕ : C(D1)× · · · ×C(Dn)→ C dada por ϕ(B1, . . . , Bn) = B1 ∪ · · · ∪Bn

es un homeomorfismo. Aśı, C es una 2n− celda (vea [38, Ejemplo 5.1]).
Afirmamos que C es una componente de M. Como C es conexa, to-
mamos la componente D de M que contiene a A. Entonces C ⊂ D.
Sea E =

⋃
{F : F ∈ D}. Por el Teorema 1.28, E ∈ Cn(X). Note que
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A ⊂ E ⊂ clX(V1)∪· · ·∪clX(Vn). Esto implica que E tiene exactamente
n componentes las cuales son E1 = E ∩ clX(V1), . . . , En = E ∩ clX(Vn).
Como A1 ⊂ E1, . . . , An ⊂ En y D1 ∪ · · · ∪ Dn ∈ C ⊂ D, tene-
mos que E1 = D1, . . . , En = Dn. Aśı, para cada G ∈ D, G ⊂ E y
por el Teorema 1.28 cada Ei intersecta a G, por lo que G ∈ M y
G∩ clX(V1) ⊂ D1, . . . , G∩ clX(Vn) ⊂ Dn. Esto implica que G ∈ C. Por
tanto, tenemos que C = D. Aśı, A ∈ Zn(X).

(b) Sean A ∈ Zn(X) y M una vecindad de A en Cn(X) tal que
la componente C de M que contiene a A es una 2n − celda. Sean
A1, . . . , Am las comonentes de A. Para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}, sea Wi

un subconjunto abierto de X tal que Ai ⊂ Wi y la componente Ci de
Wi que contiene a Ai es homeomorfo a uno de los espacios (0, 1) o [0, 1)
(o [0, 1] o S1 en el caso de que X sea un arco o una curva cerrada
simple). Sea ε > 0 tal que BH(3ε, A) ∩ Cn(X) ⊂ M, los conjuntos
N(3ε, A1), . . . , N(3ε, Am) son disjuntos dos a dos y N(3ε, Ai) ⊂ Wi pa-
ra cada i ∈ {1, . . . ,m}.

Veamos que m = n. Supongamos que m < n. En caso de que
m < n − 1, si X no es ni un arco ni una curva cerrada simple, como
A1 6= C1, existen subarcos Am−1, . . . , An−1 de C1 tal que A1, . . . An−1
son disjuntos dos a dos. Sea B = A1 ∪ · · · ∪ An−1. Entonces B ∈ M y
B ∈ C. Si A = X y X es un arco o una curva cerrada simple, entonces
se pueden encontrar subarcos disjuntos dos a dos digamos A1, . . . , An−1
tal que el conjunto B = A1 ∪ · · · ∪ An−1 ∈ M y B ∈ C. En el caso
de que m = n − 1, se define B = A. En cualquier caso, cambiando A
por B si es necesario, podemos suponer que A tiene exactamente n− 1
componentes (de donde A 6= X).

Para cada i ∈ {1, . . . , n−1}, sea Di la componente de clX(N(2ε, Ai))
que contiene a Ai. Como Di ⊂ Ci, tenemos que Di es un arco. Sea ξ =
〈D1, . . . , Dn−1〉∩Cn(X). Para cada i ∈ {1, . . . , n−1}, sea ϕi : C(D1)×
· · · × C(Di−1) × C2(Di) × C(Di+1) × · · · × C(Dn−1) → ξ dada por
ϕi(E1, . . . , En−1) = E1 ∪ · · · ∪ En−1. Como C2([0, 1]) es una 4 − celda
(vea [34, Lema 2.2]), C([0, 1]) es una 2 − celda y ϕi es un encaje,
se tiene que Im ϕi es una 2n − celda. Note que ξ =Im ϕ1 ∪ · · · ∪
Im ϕn−1 y Im ϕi∩ Im ϕj = 〈D1, . . . , Dn−1〉 ∩ Cn−1(X), si i 6= j. Sea
ξ0 = 〈D1, . . . , Dn−1〉 ∩ Cn−1(X). Entonces ξ0 es una 2(n− 1)− celda.
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Sea F la componente de clCn(X)(B
H(ε, A) ∩ Cn(X)) ∩ C tal que

A ∈ F . Sea F =
⋃
{G : G ∈ F}. Como A ∈ F , por el Teorema 1.28,

F tiene a lo más n − 1 componentes y F ∩ N(2ε, Ai) 6= ∅ para cada
i ∈ {1, . . . , n− 1}. Esto implica que F tiene exactamente n− 1 compo-
nentes las cuales son F1 = F ∩N(2ε, A1), . . . , Fn−1 = F ∩N(2ε, An−1).
Aśı, F1 ⊂ D1, . . . , Fn−1 ⊂ Dn−1. Dado G ∈ F , H(G,A) < 2ε. Esto
implica que G ∩ N(2ε, Ai) 6= ∅ para cada i ∈ {1, . . . , n − 1}. Como
G ⊂ F ⊂ D1 ∪ . . . Dn−1 y por el Teorema 1.28 (c), G ∩ Di 6= ∅ para
cada i ∈ {1, . . . , n− 1}, se tiene que G ∈ ξ. Por tanto, F ⊂ ξ.

Como F es una vecindad de A es la 2n− celda C, existe una 2n−
celda K tal que A ∈ intC(K) ⊂ K ⊂ F . Sea δ > 0 tal que δ < ε y
BH(δ, A) ∩ Cn(X) ∩ C ⊂ K. Como A1 ⊂ C1 y A 6= X, existe un arco
α1 en C1 tal que diam (α1) < δ y α1 ∩A1 es un conjunto de un punto.
Entonces L = {A ∪ {x} : x ∈ α1} es un subconjunto conexo de M
que contiene a A. Aśı, L ⊂ C y L ⊂ BH(δ, A) ∩ Cn(X). Aśı, L ⊂ K.
Sea p1 ∈ α1 − A un punto fijo. Entonces A ∪ {p1} ∈ Im ϕ1 − ξ0. Esto
prueba que K∩ Im ϕ1 − ξ0 es no vaćıo. De manera similar, se puede
probar que K∩ Im ϕ2−ξ0 es no vaćıo (aqúı estamos usando que n ≥ 3).
Como K ⊂ ξ =Im ϕ1 ∪ · · · ∪ Im ϕn−1 y Im ϕi∩ Im ϕj = ξ0, si i 6= j,
tenemos que K∩Im ϕ1 − ξ0 y K∩Im ϕ2 − ξ0 son separados por K ∩ ξ0.
Esto contradice a [32, Teorema IV 4] ya que K es una 2n − celda y
dim[K ∩ ξ0] ≤ 2n − 2. Por tanto, m = n. Esto termina la prueba del
teorema.

Teorema 2.26. Si X es un continuo y n ∈ N− {1, 2}, entonces

W1(X) = {A ∈ Wn(X)−Zn(X) : A tiene una base B de vecindades
de A en Cn(X) tal que para cada U ∈ B, si C es la componente de U

que contiene a A, entonces C ∩ Zn(X) es conexo}.

Demostración. Por el Teorema 2.25 se tiene que Zn(X) = Wn(X) ∩
(Cn(X)− Cn−1(X)).

Veamos (⊂).
Sea A ∈ W1(X). Si A = X, entonces X es o un arco o una curva
cerrada simple. Aśı, Wn(X) = Cn(X) y Zn(X) = Cn(X) − Cn−1(X).
Por tanto, A ∈ Wn(X)−Zn(X) y como A = X es homeomorfo a [0, 1]
o S1, se tiene que para cada ε > 0, BH(ε, A) ∩ Cn(X) es una vecindad
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conexa de A con la propiedad de que [BH(ε, A) ∩ Cn(X)] ∩ Zn(X) es
conexa.

Supongamos que A 6= X. Entonce A es conexo y existe un alambre C
en X homeomorfo a (0, 1) o a [0, 1) tal que A ⊂ C y C es componente
de un subsconjunto abierto W de X. Por el Teorema 2.25 (b), A ∈
Wn(X)−Zn(X). Sea ε > 0 tal que N(ε, A) ⊂ W. Sea B = {BH(δ, A)∩
Cn(X) : 0 < δ < ε}. Entonces B es una base de vecindades de A en
Cn(X). Sea 0 < δ < ε y U = BH(δ, A) ∩ Cn(X). Sea D la componente
de U que contiene a A. Sea T =

⋃
{E : E ∈ D}. Por el Teorema 1.28, se

tiene que T es un subconjunto conexo de X. Como A ⊂ T ⊂ N(ε, A),
se tiene que T ⊂ C. Aśı, T es un subconjunto conexo de C ∩N(δ, A).
Por tanto, T es homeomorfo a un intervalo en la recta real.

Dado K,L ∈ D ∩ Zn(X), tenemos que K ∪ L ⊂ T. Sea J un arco
tal que K ∪ L ⊂ J ⊂ T. Entonces J ⊂ C ∩N(δ, A). Como H(A,K) <
δ,H(A,L) < δ y J ⊂ N(δ, A), cualquier elemento Q ∈ Cn(X) tal que
K ⊂ Q ⊂ J (o L ⊂ Q ⊂ J) tiene la propiedad de que H(Q,A) < δ. En
particular, H(J,A) < δ. Sea η > 0 tal que η < δ −H(J,A). Entonces
BH(η, J)∩Cn(X) ⊂ BH(δ, A)∩Cn(X). Sea ϕ : [0, 1]→ J un homeomor-
fismo. Entonces existe un ξ > 0 tal que si W ∈ Cn([0, 1])−Cn−1([0, 1])
y λ([0, 1] −W ) < ξ, entonces ϕ(W ) ∈ BH(η, J) ∩ Cn(X), donde λ es
la medida de Lebesgue en [0, 1]. Luego se puede probar que R = {R ∈
Cn([0, 1])− Cn−1([0, 1]) : λ([0, 1]− R) ≤ ξ} es conexo por trayectorias.
Ahora, podemos describir una trayectoria que una a K con L en D ∩
Zn(X). Recordemos que Zn(X) =Wn(X)∩(Cn(X)−Cn−1(X)). Como
K y L tienen exactamente n componentes, entonces ϕ−1(K) y ϕ−1(L)
tienen exactamente n componentes. Entonces podemos dar trayectorias
α1, α2 : [0, 1] → Cn([0, 1]) − Cn−1([0, 1]) tal que α1(0) = K,α2(0) = L,
para cada i ∈ {1, 2}, λ([0, 1] − α1(1)) < ξ; y si 0 ≤ s ≤ t ≤ 1,
entonces αi(s) ⊂ αi(t). Sea α3 : [0, 1] → Cn([0, 1]) − Cn−1([0, 1]) una
trayectoia en R que una a α1(1) con α2(1). Entonces se puede obtener
una trayectoria de K a L en D ∩ Zn(X) combinando las trayectorias
ϕ ◦ α1, ϕ ◦ α2, ϕ ◦ α3.

Veamos (⊃).
Sea A ∈ Wn(X) − Zn(X) tal que existe una base B de vecindades
de A en Cn(X) tal que para cada U ∈ B, si C es la componente de
U que contiene a A, entonces C ∩ Zn(X) es conexa. Para probar que
A ∈ W1(X) es suficiente probar que A es conexo.

Supongamos que A no es conexo y que tiene por lo menos dos com-



2.1 Continuos alambrados 31

ponentes. Sean A = A1∪A2∪ · · ·∪Am, donde los cunjunto A1, . . . , Am
son las componentes diferentes de A. Como A /∈ Zn(X) y n ≥ 3,
por el Teorema 2.25 (b), 1 < m < n. Como A ∈ Wn(X) para ca-
da i ∈ {1, 2, . . . ,m} existe un subconjunto abierto Ui de X tal que
Ai ⊂ Ui y la componente Ci de Ui que contiene a Ai es homeomorfo
a [0, 1) o (0, 1). Como A no es conexo, entonces A 6= X. Por lo que
podemos suponer que Ui 6= X. Entonces Ui es homeomorfo a [0, 1)
o (0, 1). Sea δ > 0 tal que para cada i ∈ {1, . . . ,m}, N(δ, Ai) ⊂ Ui y
los conjuntos clX(N(δ, A1)), . . . , clX(N(δ, Am)) son disjuntos dos a dos.
Sea U ∈ B tal que U ⊂ BH(δ, A) ∩Cn(X) y sea C la componente de U
que contiene a A. Entonces C ∩ Zn(X) es conexa.

Sea ε > 0 tal que BH(ε, A)∩Cn(X) ⊂ U y ε < δ. Como A1 ⊂ C1, se
tiene que A1 es un arco o un conjunto de un punto. Entonces existe una
trayectoria α : [0, 1]→ Cn(X) tal que α(0) = A1, α(t) tiene n−m + 1
componentes, α(t) ⊂ C1 y H(A1, α(t)) < ε para cada t > 0. Aśı,
la función β : [0, 1] → Cn(X) dada por β(t) = α(t) ∪ A2 ∪ · · · ∪ Am es
continua y H(A, β(t)) < ε para cada t ∈ [0, 1]. Aśı, β(1) ∈ C−Cn−1(X).
Por el Teorema 2.25 (b), β(1) ∈ C ∩ Zn(X). Sea B = β(1). De manera
similar podemos construir un elemento D ∈ C∩Zn(X) de la forma D =
A1∪D1∪A3∪· · ·∪Am, donde D1 ⊂ C2 y D1 tiene exactamente n−m+1
componentes. Sean K = {E ∈ C ∩Zn(X) : E ∩ clX(N(δ, Ai)) es conexo
para cada i ∈ {2, . . . ,m}} y L = {E ∈ C ∩ Zn(X) : E ∩ clX(N(δ, A1))
tiene a lo mas n−m componentes}.

Luego, se tiene que C ∩ Zn(X) = K ∪ L,K y L son cerrados en
C ∩ Zn(X), B ∈ K y D ∈ L. Por la conexidad de C ∩ Zn(X), existe un
elemento E ∈ K ∩ L. Aśı, E tiene a lo más n − 1 componentes. Esto
contradice el hecho de que los elementos de Zn(X) tiene exactamente
n componentes (vea el Teorema 2.25 (b)). Esta contradicción muestra
que A es conexo. Esto completa la prueba.
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2.2. Arco continuos indescomponibles

En esta sección exponemos la prueba de que el hiperespacio Cn(X)
es ŕıgido para cada n natural distinto del 2 cuando X es un arco con-
tinuo indescomponible.

El siguiente resultado es de Sergio Maćıas.

Teorema 2.27. Si X, Y son arco continuos indescomponibles y h : C(X)
→ C(Y ) es un homeomorfismo, entonces h(F1(X)) = F1(Y ).

Demostración. Es la misma que la de la prueba del Teorema 3 de [41].

Teorema 2.28. Si X es un arco continuo indescomponible y n ∈ N,
entonces el único elemento que arco-desconecta a Cn(X) es X. Además,
Cn(X)− {X} tiene una cantidad no numerable de arco-componentes.

Demostración. Por el Teorema 1.36 tenemos que las arco-componentes
de Cn(X) − {X} son los conjuntos de la forma 〈K1, . . . , Kr〉n, donde
r ∈ N, con r ≤ n y K1, . . . , Kr son composantes de X.

Como X tiene una cantidad no numerable de composantes pode-
mos concluir que Cn(X) − {X}, tiene una cantidad no numerable de
arco-componentes. Luego, Cn(X)− {X} no es arco-conexo.

Veamos que X es el único que arco-desconecta a Cn(X), es decir,
que para cualquier otro elemento en A ∈ Cn(X) diferente de X, resulta
que Cn(X)− {A} es arco-conexo.

Sea A ∈ Cn(X) − {X}. Veamos que Cn(X) − {A} es arco-conexo.
Sea C la arco-componente de Cn(X) − {A} tal que X ∈ C. Vamos a
probar que C = Cn(X)− {A}.
⊂ es directa.
Mostremos la otra contención. Sea D ∈ Cn(X)− {A}.
Caso (1).

Si D no esta contenida en A, (D 6⊂ A) tomamos un arco ordenado α de
D a X. Luego, α(t) 6= A para todo t ∈ [0, 1]. Aśı, Im(α) ⊂ C, porque
C es el conjunto arco-conexo maximal, y por tanto D ∈ C.

Caso (2).
Si D ⊂ A. De manera similar como en la prueba del Teorema 11.3 de
[43] , si A no es conexo, existe un arco α de D a X en C(X) − {A}.
De donde Im(α) ⊂ C y por tanto D ∈ C.
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Sea A conexo. Sea B ∈ C(X) − {X} tal que A ( B. Entonces
A y B son arcos. Sea F un conjunto finito que contiene exactamente
un punto en cada componente de D. Es decir, F ∈ Fn(X) ⊂ Cn(X).
Ahora, como F ⊂ D y cada componente de D intersecta a F, existe un
arco ordenado β de F a D. Luego, Im(β) ⊂ Cn(X)− {A}.

Por otro lado, como B es un arco, se tiene que Fn(B) es arco-conexo.
Aśı, existe un arco γ en Fn(B) de F a un elemento E ⊂ B−A tal que
E tiene a lo mas n puntos. Y como E no esta contenida en A, por el
caso 1, existe un arco ordenado δ de E a X. Aśı, obtenemos un arco ω
de D a X contenido en Cn(X)−{A}. Entonces Im(ω) ⊂ C y por tanto
D ∈ C. Por tanto la contención.

Aśı, C = Cn(X)− {A}. Es decir, Cn(X)− {A} es arco-conexo.

Teorema 2.29. Si X es un arco continuo indescomponible, n ∈ N, Y
un continuo tal que existe un homeomorfismo h : Cn(X) → Cn(Y ) y
Y0 ∈ Cn(Y ) tal que Y0 = h(X), entonces Y0 ∈ C(Y ) y además Y0 es
indescomponible.

Demostración. Supongamos que Y0 no es conexo. Luego, igual que en
la prueba del T.11.3 de [43] se concluye que Cn(Y ) − {Y0} es arco-
conexo. Como h es homeomorfismo se tiene que Cn(X) − {h−1(Y0)}
es arco-conexo. Como h(X) = Y0, entonces X = h−1(Y0). Por tanto,
Cn(X) − {X} es arco-conexo lo cual contradice al Teorema 2.28. Por
tanto, Y0 ∈ C(Y ).

Supongamos que Y0 es descomponible. Por un lado, de acuerdo al
Teorem 1.38, se tiene que Cn(Y ) − {Y0} tiene a los más dos arco-
componentes. Por otro lado, como h es homeomorfismo, se tiene que
Cn(Y )−{Y0}, de acuerdo al Teorema 2.28, tiene una cantidad no nume-
rable de arco-componentes. Llegamos a una contradicción. Por tanto,
Y0 es indescomponible.

Teorema 2.30. Si X es un arco continuo indescomponible, n ∈ N, Y
un continuo tal que existe un homeomorfismo h : Cn(X) → Cn(Y ) y
k = 2n+ 1, entonces Cn(Y ) no contiene k − celdas.

Demostración. Supongamos que Cn(Y ) contiene una k − celda. Luego
existe una k− celdaM en Cn(X). Sea m = max{i ∈ {1, . . . , n} : M∩
(Ci(X)− Ci−1(X)) 6= ∅}. Como M∩ (Cm(X)− Cm−1(X)) es un sub-
conjunto abierto no vaćıo deM, existe A ∈M∩(Cm(X)−Cm−1(X))−
{X}. Sea N una k−celda tal que A ∈ N ⊂M∩(Cm(X)−Cm−1(X))−
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{X} y sea B =
⋃
{H : H ∈ N}. Supongamos que A1, . . . , Am son las

componentes de A, tomando un ε como

ε < min{d(Ai,Aj)

2
: i, j ∈ {1, . . .m} y i 6= j}

y N ⊂ BH(ε, A), tenemos que B tiene al menos m componentes y
también B 6= X. Es decir, podemos tomar a N lo suficientemente
pequeño de tal manera que B tenga mı́nimo m componentes y B 6= X.
Por el Teorema 1.28, si H ∈ N , entonces H intersecta cada componente
de B y como A ∈ N se tiene que A intersecta cada componente de B.
Como A ⊂ B, tenemos que B tiene exactamente m componentes. Sean
B1, B2, . . . , Bm las componentes de B. Entonces cada Bi es un arco o
un conjunto de un solo punto. Dado H ∈ N , H ∈ 〈B1, . . . , Bm〉∩Cn(X)
y por la elección de m, H tiene exactamente m componentes. Aśı, las
componentes de H son los conjuntos H ∩B1, . . . , H ∩Bm. Sea ϕ : N →
C(B1)×C(B2)×· · ·×C(Bm) dada por ϕ(H) = (H ∩B1, . . . , H ∩Bm).
Luego, ϕ es una función continua e inyectiva. Aśı, N se puede encajar
en C(B1) × C(B2) × · · · × C(Bm). Como C([0, 1]) es una 2 − celda,
entonces N se puede encajar en una j−celda para algún j ≤ 2m ≤ 2n.
Por tanto, k ≤ 2n lo cual es una contradicción. Aśı, Cn(Y ) no contiene
k − celdas cuando k es de la forma k = 2n+ 1.

Teorema 2.31. Si X es un arco continuo indescomponible, n ∈ N,
Y un continuo tal que existe un homeomorfismo h : Cn(X) → Cn(Y ),
Y0 ∈ Cn(Y ) tal que Y0 = h(X) y Z ∈ C(Y ) − F1(Y ) tal que Y0 6⊂ Z,
entonces Z es descomponible.

Demostración. Supongamos que Z es indescomponible. Note que Z 6=
Y. Sea B la arco-componente de Cn(Y ) − {Z} tal que Y ∈ B. Por
el Teorema 1.30 y por el Teorema 2.30, se tiene que Y no contiene
(2n+1)−odos. Tenemos que Y es un continuo sin (2n+1)−odos, que Z
es un subcontinuo propio indescomponible de Y y B la arco-componente
de Cn(Y ) − {Z} tal que Y ∈ B. Por el Teorema 1.37, el conjunto
K = {K ⊂ Z : K composante de Z tal que 〈K〉∩Cn(Y )∩B 6= ∅} tiene
a lo más 2n elementos. Como Z tiene una infinidad de composantes
(vea [44, Teorema 11.15]), podemos tomar una composante K0 de Z
tal que K0 6∈ K. Sea x0 ∈ K0 fijo. Luego {x0} 6∈ B.

Si Cn(Y ) − {Z} es arco-conexo, como {x0}, Y ∈ Cn(Y ) − {Z},
entonces existe un arco, α, en Cn(Y )−{Z} de {x0} a Y. Como B es arco-
conexo maximal y Y ∈ B, se tiene que α ∈ B, de donde {x0} ∈ B, lo
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cual es una contradicción. Aśı, Cn(Y )−{Z} es arco-disconexo. Como h
es un homeomorfismo se tiene que Cn(X)−{h−1(Z)} es arco-disconexo.
Por el Teorema 2.28, tenemos que X = h−1(Z) de donde Z = h(X) =
Y0 lo cual es una contradicción. Por tanto, Z descomponible.

Teorema 2.32. Si X es un arco continuo indescomponible, n ∈ N,
Y un continuo tal que existe un homeomorfismo h : Cn(X) → Cn(Y ),
Y0 ∈ Cn(Y ) tal que Y0 = h(X) y Z ∈ C(Y ) − F1(Y ) tal que Y0 6⊂ Z,
entonces Z es un arco.

Demostración. Sea W = h−1(Cn(Z)). Como Y0 6∈ Cn(Z), tenemos que
X = h−1(Y0) 6∈ W . Sea B =

⋃
{D : D ∈ W}. Por el Teorema 1.28,

tenemos que B ∈ Cn(X). Sean B1, B2, . . . , Bm las componentes de B,
donde m ≤ n. Como Y0 6⊂ Z, tenemos que Z ∈ Cn(Y ) − {Y0}. Luego,
tenemos que Z0 = h−1(Z) ∈ Cn(X) − {X}. Por el Teorema 1.36, la
arco-componente de Cn(X)−{X} que contiene a Z0 es un conjunto de
la forma 〈K1, . . . , Kr〉 ∩ Cn(X) (es decir, Z0 ∈ 〈K1, . . . , Kr〉 ∩ Cn(X)),
donde r ≤ n y K1, . . . , Kr son composantes de X. Como Cn(Z) es
arco-conexo, entonces W es un conjunto arco-conexo y X 6∈ W . Como
Z0 ∈ W ,W ⊂ 〈K1, . . . , Kr〉∩Cn(X). Esto indica que B ⊂ K1∪· · ·∪Kr

y por lo que B 6= X. Aśı, cada Bi es un arco o un conjunto de un solo
punto.

Afirmamos que Z es localmente conexo.

Supongamos que Z no es conexo es pequeño en algún elemento
z0 ∈ Z. Entonces existe un conjunto abierto U de Z y una sucesión de
puntos {zj}∞j=1 en U tal que z0 ∈ U, limzj = z0 y si Ej es la componente
de U que contiene a zj, con j ∈ N∪{0}, entonces E0, E1, . . . son todas
diferentes. Note que U 6= Z. Sea V un subconjunto abierto de Z tal
que z0 ∈ V y clZ(V ) ⊂ U. Para cada j ∈ N, supongamos que zj ∈ V
y tomamos la componente Dj de clZ(V ) tal que zj ∈ Dj. Supongamos
que lim Dj = D0 para algún D0 ∈ C(Z). Entonces z0 ∈ D0 ⊂ E0,
Dj ⊂ Ej y Dj ∩ frZ(V ) 6= ∅ para cada j ∈ N (vea el Teorema 1.27).
Aśı, D0 ∩ frZ(V ) 6= ∅ y D0 es no degenerado. Fijamos un continuo no
degenerado D tal que z0 ∈ D ⊂ D0 ∩ V.

Como clZ(V ) 6= Z, podemos elegir subcontinuos no degenerados y
disjuntos dos a dos, digamos G1, . . . , Gn−1 contenidos en Z − clZ(V ).
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Por el Toerema 2.31, cada Gi es descomponible. Luego cada Gi contiene
un 2− odo. Sin pérdida de generalidad supongamos que cada Gi es un
2− odo. Para cada i ∈ {1, 2, . . . n− 1} sea Ri ∈ C(Gi) tal que Gi −Ri

es disconexo. Por la prueba de [43, Teorema 1.100], existe una 2−celda
Gi en C(Gi) tal que Ri, Gi ∈ Gi y para cada L ∈ Gi, Ri ⊂ L ⊂ Gi.
Sea G = {{y} ∪ L1 ∪ · · · ∪ Ln−1 ∈ Cn(Z) : y ∈ D y Li ∈ Gi para cada
i ∈ {1, 2, . . . , n−1}}. Note que G es homeomorfo a D×G1×· · ·×Gn−1
por lo que dim[G] ≥ 2n−1 (vea [32, Al final de la sección 4 del caṕıtulo
III]). Sea

M = h−1(G).

EntoncesM es un subcontinuo de Cn(X) tal queM⊂W y dim[M] ≥
2n− 1. Note que X 6∈ M. Sea

m0 = {max{i ∈ {1, 2, . . . , n} : M∩ (Ci(X)− Ci−1(X)) 6= ∅}}

Veamos que m0 = n.

Sean M0 ∈ M∩ (Cm0(X)− Cm0−1(X)) y M1, . . . ,Mm0 las compo-
nentes de M0. Supongamos que M0 = h−1({y0}∪L0

1∪· · ·∪L0
n−1), donde

y0 ∈ D y L0
i ∈ Gi para cada i ∈ {1, 2, . . . , n − 1}. Sea ε > 0 tal que

los conjuntos N(ε,M1), . . . , N(ε,Mm0) son disjuntos dos a dos. Como
X 6∈ M, M0 6= X, por lo que X 6= N(ε,M1) ∪ · · · ∪N(ε,Mm0). Como
Cm0−1(X) es cerrada en Cn(X) y h−1 es continua, existe un continuo no
degenerado D′ de D y para cada i ∈ {1, 2, . . . , n−1} existe una 2−celda
G ′i tal que L0

i ∈ G ′i ⊂ G, H(M0, h
−1(L)) < ε y h−1(L) /∈ Cm0−1(X)

para cada L ∈ G ′ = {{y} ∪ L1 ∪ · · · ∪ Ln−1 ∈ Cn(Z) : y ∈ D′ y
Li ∈ G ′i para cada i ∈ {1, 2, . . . , n − 1}}. Dado L ∈ G ′, h−1(L) ∈ M,
h−1(L) tiene al menos m0 componentes y por la definición de m0,
h−1(L) tiene a lo más m0 componentes. Aśı, h−1(L) tiene exacta-
mente m0 componentes. Como h−1(L) ∈ 〈N(ε,M1), . . . , N(ε,Mm0)〉 ∩
Cn(X), tenemos que las componentes de h−1(L) son los conjuntos
h−1(L) ∩N(ε,M1), . . . , h

−1(L) ∩N(ε,Mm0). Sea L0 =
⋃
{h−1(L) : L ∈

G ′}. Por el Teorema 1.28, L0 tiene a lo más m0 componentes, pero
L0 ∈ 〈N(ε,M1), . . . , N(ε,Mm0)〉 ∩ Cn(X), por lo que L0 tiene exac-
tamente m0 componentes las cuales son precisamente los conjuntos
L0 ∩ N(ε,M1), . . . , L0 ∩ N(ε,Mm0). Esto implica que cada conjunto
L0 ∩N(ε,Mi) es un arco o un conjunto de un solo punto.
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Por otro lado, note que G ′ es homeomorfo a D′ × G ′1 × · · · × G ′n−1
por lo que dim[G ′] ≥ 2n− 1 y dim[h−1(G ′)] ≥ 2n− 1. En otro caso, la
función continua ϕ : G ′ → C(L0 ∩N(ε,M1))× · · ·×C(L0 ∩N(ε,Mm0))
dada por ϕ(L) = (h−1(L)∩N(ε,Mm1), . . . , h

−1(L)∩N(ε,Mm0)) es una
incrustación. Esto muestra que dim[C(L0 ∩ N(ε,M1)) × · · · × C(L0 ∩
N(ε,Mm0))] ≥ 2n − 1. Dado que, para cada i ∈ {1, . . . ,m0}, C(L0 ∩
N(ε,Mi)) es un conjunto de un punto o una 2 − celda (vea [38, Teo-
rema 5.1], tenemos que 2m0 ≥ dim[C(L0 ∩ N(ε,M1)) × · · · × C(L0 ∩
N(ε,Mm0))]. Aśı, m0 ≥ n. Por tanto, m0 = n.

Como M0 ∈ M ⊂ W , se tiene que M0 ⊂ B y por el Teorema 1.28,
tenemos que Bi intersecta a M0. Dado que B es union finita de arcos
o conjuntos de un punto, existen arcos disjuntos dos a dos (o conjun-
tos de un punto), Q1, . . . , Qn de B tal que para cada i ∈ {1, . . . , n},
Mi ⊂ intB(Qi). Entonces M0 ∈ Cn(X)∩W ∩〈intB(Q1), . . . , intB(Qn),
el cual es un subconjunto abierto de W .

Veamos que cada Qi es un arco. Como Cn(X)−Cn−1(X) es abierto
en Cn(X) y M0 ∈ M ∩ (Cn(X) − Cn−1(X)), existe un ε0 > 0 y para
cada i ∈ {1, . . . , n − 1}, existe una 2 − celda Li tal que BZ(ε0, y0) ⊂
V, L0

i ∈ Li ⊂ Gi y h−1(L) ∈ Cn(X) ∩ W ∩ 〈intB(Q1), . . . , intB(Qn)〉
para cada L ∈ L, donde

L = {A ∪ L1 ∪ · · · ∪ Ln−1 ∈ Cn(Z) : H(A, {y0}) < ε0 y Li ∈ Li, para
cada i ∈ {1, . . . , n− 1}}.

Sea {ym}∞m=1 una sucesión fija en X tal que lim ym = y0 y ym ∈ Dm,
para cada m ∈ N. Sea N0 ∈ N tal que ym ∈ BY ( ε0

2
, y0), para ca-

da m ≥ N0. Para cada m ≥ N0, tomamos un subcontinuo Pm de Z
tal que diam(Pm) = ε0

2
y ym ∈ Pm. entonces Pm ⊂ V, por lo que

Pm ⊂ Dm. Tomando una subsucesión si es necesario, podemos supo-
ner que limPm = P0 para algún P0 ∈ C(Z) y lim C(Pm) = P para
algún P ∈ C(C(Z)). Entonces y0 ∈ P0, diam(P0) = ε0

2
y P ⊂ C(P0).

Entonces P0 ⊂ D0. Sean p0, q0 ∈ P0, fijos, tales que p0 6= q0 y elegi-
mos sucesiones {pm}∞m=N0

, y {qm}∞m=M0
en Z tal que lim pm = p0, lim

qm = q0 y para cada m ≥ N0, pm ∈ Pm. Dado m ≥ N0, elegimos arcos
ordenados αm, βm de {pm} a Pm y de {qm} a Pm, respectivamente. Sean
Tm = Imαm y Sm = Imβm. También supongamos que lim Tm = T0 y
lim Sm = S0 para algún T0,S0 ∈ C(C(P0)). Por [43, 1.34] cada conjun-
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to T0 y S0 son imágenes de respectivos arcos ordenados de {p0} a P0 y
de {q0} a P0. Note que F1(P0) ∪ T0 ∪ S0 ⊂ P .

Dado m ∈ {0, N0, N0+1, . . . } y un subcontinuo A de Pm, como A ⊂
Pm ⊂ BY (ε0, y0), H(A, {y0}) < ε0. Aśı, para cada elección de elementos
Li ∈ Li, con i ∈ {1, . . . , n− 1}, se tiene que A ∪ L1 ∪ · · · ∪ Ln−1 ∈ L.

Dado L ∈ L, h−1(L) ∈ Cn(X)∩W∩〈intB(Q1), . . . , intB(Qn)〉. Como
Q1, . . . , Qn son disjuntos dos a dos, entonces h−1 tiene exactamente n
componentes las cuales son precisamente h−1(L)∩Q1, . . . , h

−1(L)∩Qn.
Sea A = C(Q1) × · · · × C(Qn). Definimos σ : L → A por σ(L) =
(h−1(L) ∩ Q1, . . . , h

−1(L) ∩ Qn). Luego, σ es un encaje. Por [43, Teo-
rema 2.1], la dim[C(P0)] > 2. Como L contiene una copia topológi-
ca de C(P0) × L1 × · · · × Ln−1 y la dimensión de este conjunto es
dim[C(P0)] + 2(n − 1) > 2n, vea [32, final de sección 4 del caṕıtulo
III], tenemos que dim[A] ≥ 2n. Ahora, como cada C(Qi) es un con-
junto de un punto o una 2 − celda, se tiene que dim[A] ≤ 2n, por lo
que dim[A] = 2n. Esto implica que cada Qi es un arco y A es una
2n − celda. Como F1(P0) ⊂ P , tenemos que dim[P ] ≥ 1. Analicemos
los dos casos siguientes.

Caso 1. Supongamos que dim[P ] ≥ 2.

Sea L0 = {A ∪ L1 ∪ · · · ∪ Ln−1 ∈ Cn(Z) : A ∈ P y Li ∈ Li para
cada i ∈ {1, . . . , n − 1}}. Como L0 es homeomorfo a P × [0, 1]2(n−1),
tenemos que dim[L0] ≥ 2n. Como σ |L0 : L0 → A es un encaje, en-
tonces dim[L0] = 2n. Por [32, Teorema IV 3], intA(σ(L0)) es no vaćıo.
Sea L = A ∪ L1 ∪ · · · ∪ Ln−1 ∈ Cn(Z) tal que σ(L) ∈ intA(σ(L0)),
donde A ∈ P y Li ∈ Li para cada i ∈ {1, . . . , n − 1}. Como A ∈ P =
limC(Pm), existe una sucesión {Am}∞m=1 en C(Z) tal que ĺım Am = A y
Am ∈ C(Pm) para cada m ∈ N. Entonces ĺım σ(Am∪L1∪· · ·∪Ln−1) =
σ(A∪L1∪· · ·∪Ln−1) = σ(L) ∈ intA(σ(L0)). Aśı, existe m ∈ N tal que
σ(Am∪L1∪· · ·∪Ln−1) ∈ σ(L0). Como σ es inyectiva A∪L1∪· · ·∪Ln−1 ∈
L0. Esto implica que A∪L1 ∪ · · · ∪Ln−1 = A′ ∪L′1 ∪ · · · ∪L′n−1, donde
A′ ∈ P y L′i ∈ Li para cada i ∈ {1, . . . , n − 1}. Intersectando estos
conjuntos con BCn(Z)(ε0, {y0}), obtenemos que Am = A′. Esto es una
contradicción ya que Am ∈ C(Pm), A′ ∈ P ⊂ C(P0) y P0∩Pm = ∅. Por
tanto este caso es imposible.

Caso 2. Supongamos que dim[P ] = 1.
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Sea S+ (respectivamente, S−) la mitad superior (inferior) de S1.
Como F1(P0)∩ (T0∪S0) = {{p0}, {q0}}, por Lema de Urysohn para es-
pacios métricos, existe una función continua f : F1(P0) ∪ T0 ∪ S0 → S1

tal que f(F1(P0)) = S−, f({p0}) = {(−1, 0)}, f({q0}) = {(1, 0)} y
f(T0 ∪ S0) = S+. Como dim[P ] = 1, por [32, Teorema VI 4] la función
continua f se pude extender a una función (que también le llamamos f)
f : U → S1, donde U es un subconjunto abierto de C(Z) tal que P ⊂ U .

Como ĺım Tm ∪ Sm = T0 ∪ S0 y ĺım F1(Pm) = F1(P0), existe un
m > N0 tal que se cumple que C(Pm) ⊂ U , f(Tm∪Sm) ⊂ NS1( 1

10
, S+),

f(F1(Pm)) ⊂ NS1( 1
10
, S−), f({pm}) ⊂ NS1( 1

10
, {(−1, 0)}) y f({qm}) ⊂

NS1( 1
10
, {(1, 0)}). Luego, por el [45, Lema 5.12] y el hecho de que

F1(Pm) ∩ (Tm ∪ Sm) = {pm, qm}, se tiene que f | F1(Pm) ∪ Tm ∪ Sm
no tiene un levantamiento (esto es, que no existe una función conti-
nua f1 : F1(Pm) ∪ Tm ∪ Sm → R tal que f | F1(Pm) ∪ Tm ∪ Sm =
(Cos ◦ f1, Sin ◦ f1)). Por otro lado, por [6, Lema 13], f | C(Pm) tie-
ne un levantamiento. Como F1(Pm) ∪ Tm ∪ Sm ⊂ C(Pm), entonces
f | F1(Pm)∪Tm ∪Sm tiene un levantamiento. Esta contradicción prue-
ba que también este caso en imposible.

Por tanto, tenemos que Z es localmente conexo.

Ahora, supongamos que Z contiene un triodo simple T y suponga-
mos que T 6= Z. Por lo que podemos construir arcos J1, J2, . . . , Jn−1
en Z tal que T, J1, J2, . . . , Jn−1 son disjuntos dos a dos. Como C(T )×
C(J1) × · · · × C(Jn−1) es naturalmente encajado en Cn(Z), por [38,
Ejemplos 5.1 y 5.4], C(T )×C(J1)×· · ·×C(Jn−1) tiene una (2n+ 1)−
celda. Esto contradice al Teorema 2.30 por lo que Z no contiene triodos
simples. Por tanto, Z es un arco o una curva cerrada simple. Usando
un arco ordenado de Z a Y, es posible construir un subcontinuo Z1 de
Y tal que Z ( Z1 y Y0 6⊂ Z1. Aplicando lo que tenemos hasta ahora
a Z1, concluimos que Z1 es un arco o una curva cerrada simple. Por
tanto, Z es un arco.

Teorema 2.33. Si X es un arco continuo indescomponible, n ∈ N, Y
es un continuo tal que existe un homeomorfismo h : Cn(X) → Cn(Y ),
Y0 ∈ Cn(Y ) tal que Y0 = h(X) y D ∈ Cn(Y ) tal que Y0 6⊂ D, entonces
D ∈ Wn(Y ). Por otro lado, Wn(X) = Cn(X)− {X}.



40 Rigidez

Demostración. Sea V un subconjunto abierto de Y tal que D ⊂ V y
Y0 6⊂ clY (V ). Sea Z una componente deD. Por el Teorema 2.32 tenemos
que Z es un arco o un conjunto de un punto. Sea B la componente de
clY (V ) tal que Z ⊂ B. Entonces B es no degenerado. Entonces por
el Teorema 2.32, B es un arco. Sea W la componente de V tal que
Z ⊂ W.

Por el Teorema 1.27, se tiene que clY (W ) ∩ fr(V ) 6= ∅, es decir,
clY (W ) ∩ (Y − V ) 6= ∅. Aśı, W no es compacto. Entonces W no es
subconjunto compacto conexo de B. Aśı, W es homeomorfo a [0, 1) o
(0, 1). Es decir, W es un alambre. Esto termina la primera parte del
teorema. La segunda parte se hace con argumentos similares.

Teorema 2.34. Si X es un arco continuo indescomponible, n ∈ N −
{1, 2}, Y es un continuo tal que existe un homeomorfismo h : Cn(X)→
Cn(Y ), Y0 ∈ Cn(Y ) tal que Y0 = h(X) y Z ∈ C(Y ) − F1(Y ) tal que
Y0 6⊂ Z, entonces h−1(Z) es conexo.

Demostración. Sea Z ∈ C(Y )−F1(Y ) tal que Y0 6⊂ Z. Sea A = h−1(Z).
Por el Teorema 2.33, tenemos que Z ∈ W1(Y ) y por el Teorema 2.26,
tenemos que Z /∈ Zn(Y ) (aqúı se usa que n ≥ 3). Como A 6= X, de
acuerdo a la segunda parte del Teorema 2.33, tenemos que A ∈ Wn(X).
Supongamos que A ∈ Zn(X). Aśı, A cumple la propiedad topológica
que define a Zn(X). Luego, h(A) = Z cumple la propiedad topológica
que define a Zn(Y ). Como Z 6∈ Zn(Y ), tenemos que Z 6∈ Wn(Y ). Aśı,
Z 6∈ W1(Y ), lo cual es una contradición. Por tanto, A /∈ Zn(X).

Por el Teorema 2.26, Z tiene una base de vecindades B en Cn(Y )
tal que para cada V ∈ B, si C es la componente de V tal que Z ⊂ C,
entonces C ∩ Zn(Y ) es conexo. Como Y0 6⊂ Z, podemos pedir que para
cada V ∈ B y para cada B ∈ V , Y0 6⊂ B. Luego, por el Teorema 2.33,
B ∈ Wn(Y ) y Y0 /∈ V . Como h es un homeomorfismo y por la segunda
parte del Teorema 2.33, se tiene que si V ∈ B y C es la componente de
V que contiene a Z, entonces h−1(C) ∩ Zn(X) = h−1(C ∩ Zn(Y )). Se
define h−1(B) = {h−1(V) ⊂ Cn(X) : V ∈ B}. Entonces h−1(B) es una
base de vecindades de A en Cn(X). Dado V ∈ B y C la componente de
V tal que Z ⊂ C, la igualdad h−1(C)∩Zn(X) = h−1(C∩Zn(Y )) implica
que h−1(C) ∩ Zn(X) es conexo. Aśı, por el Teorema 2.26, A ∈ W1(X).
En particular, A es conexo. Por tanto, h−1(Z) es conexo.

Teorema 2.35. Si X es un arco continuo indescomponible, n, r ∈ N
tal que r ≤ n, y K1, . . . , Kr son composantes de X, entonces C(X) ⊂
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clCn(X)(〈K1, . . . , Kr〉 ∩ Cn(X)).

Demostración. Como C(X) − ({X} ∪ F1(X)) es denso en C(X), es
suficiente mostrar que C(X)−({X}∪F1(X)) ⊂ clCn(X)(〈K1, . . . , Kr〉∩
Cn(X)). Sea E ∈ C(X) − ({X} ∪ F1(X)). Entonces E es un arco con
puntos extremos a1 y a2. Sea K una composante de X. Dado i ∈
{1, 2}, sea Ai(K) = {p ∈ E : tal que existe una sucesión {Bm}∞m=1 en
〈K〉∩C(X) que converge a un subcontinuo B de E y p, ai ∈ B}. Como
K es denso en X, {ai} ∈ Ai(K). Note que Ai(K) es cerrado en E y si
p ∈ Ai(K), entonces el subarco de E que une a ai con p está contenido
en Ai(K). Aśı, Ai(K) es un subcontinuo de E.

Veamos que E = A1(K)∪A2(K). Sea p ∈ E−{a1, a2}. Sea {pm}∞m=1

una sucesión en K tal que lim pm = p. Sea µ : C(X) → [0, 1] una
función de Whitney cotinua donde µ(X) = 1 (vea [38, Teorema 13.4]).
Usando arcos ordefnados se puede encontrar un subcontinuo Bm de X
tal que pm ∈ Bm y µ(Bm) = µ(E), para cada m ∈ N. Podemos suponer
que lim Bm = B, para algún B ∈ C(X). Para cada m ∈ N, como
E 6= X, tenemos que Bm 6= X. Esto implica que Bm ∈ 〈K〉 ∩ C(X).
Note que p ∈ B. Como E,B son subcontinuos propios de X, se tiene
que E ∪B es un subcontinuo de X, de donde E ∪B es un arco. Como
µ(E) = µ(B), no es posible que B ( E. Esto implica que a1 ∈ B o
a2 ∈ B.

Para cada m ∈ N, sea αm : [0, 1] → C(Bm) un arco ordenado
de {pm} a Bm. Podemos suponer que lim Im αm = γ para algún
γ ∈ C(C(X)). Por [43, Observación 1.34], γ es la imagen de un ar-
co ordenado α : [0, 1] → C(X) que une a {p} con B. Sea s0 = {s ∈
[0, 1] : γ(s) ∩ {a1, a2} 6= ∅}. Dado s < s0, se tiene que γ(s) ∩ {a1, a2} =
∅, γ(s) intersecta el arco E y γ(s) está contenida en el arco E ∪ B.
Esto implica que γ(s) ⊂ E. Aśı, γ(s0) ⊂ E. Como γ(s0) pertenece a
lim Im αm, γ(s0) satisface las condiciones de la definición de Ai(K),
lo cual nos permite concluir que p ∈ A1(K) ∪ A2(K). Por tanto,
E = A1(K) ∪ A2(K).

Para el caso r = 1, por la conexidad de E, existe p ∈ A1(K1) ∩
A2(K1). Sean {Bm}∞m=1 y {Cm}∞m=1 sucesiones en 〈K1〉 ∩ C(X) que
convergen a subcontinuos B y C de E (respectivamente) tal que p, a1 ∈
B y p, a2 ∈ C. Entonces B ∪C es un subcontinuo de E que contiene a
a1 y a2. Aśı, E = B∪C. Por tanto, E =lim Bm∪Cm. como Bm∪Cm ⊂
〈K1〉 ∩ Cn(X) para cada m ∈ N, tenemos que E ∈ clCn(X)(〈K1〉 ∩
Cn(X)).
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Para el caso r ≥ 2, tomamos un orden natural en E tal que a1 < a2.
Por la conexidad de E, podemos elegir puntos p1 ∈ A1(K1) ∩ A2(K1)
y p2 ∈ A1(K2) ∩ A2(K2). Sin pérdida de generalidad supongamos que
p1 ≤ p2. Sean {Bm}∞m=1 y {Cm}∞m=1 sucesiones en 〈K1〉∩C(X) y 〈K2〉∩
C(X), respectivamente, que convergen a subcontinuos B y C de E,
respectivamente, tal que p1, a2 ∈ B y p2, a1 ∈ C. Aśı, E = B ∪ C
y E =lim Bm ∪ Cm. Para cada i ∈ {3, 4, . . . }, elegimos una sucesión

{x(i)m }∞m=1 en Ki tal que lim x
(i)
m = a1. Para cada m ∈ N, sea Em =

Bm∪Cm∪{x(3)m , . . . , x
(r)
m }. Entonces Em ∈ 〈K1, . . . , Kr〉∩Cn(X)) y lim

Em = E.

Teorema 2.36. Si X es un arco continuo indescomponible, n ∈ N −
{2}, Y un continuo tal que existe un homeomorfismo h : Cn(X) →
Cn(Y ) y Y0 ∈ Cn(Y ) tal que Y0 = h(X), entonces Y0 = Y.

Demostración. En el Teorema 2.28 probamos que Cn(X)− {X} tiene
una cantidad no numerable de arco-componentes, por lo que Cn(Y )−
{Y0} tiene una cantidad no numerable de arco-componentes. Sea G una
arco componente de C(Y )−{Y0} tal que Y /∈ G. DadoG ∈ G, siG 6⊂ Y0,
entonces un arco ordenado de G a Y es un camino que conecta a G con
Y sin pasar por Y0, de donde, Y ∈ G, lo cual es una contradicción. Aśı,
G ⊂ Y0 y G ⊂ Cn(Y0). Por el Teorema 1.36, tenemos que h−1(G) es de la
forma h−1(G) = 〈K1, . . . , Kr〉∩Cn(X) para algún r ≤ n y composantes
K1, . . . , Kr de X. De donde, G = h(〈K1, . . . , Kr〉∩Cn(X)). Supongamos
que Y0 6= Y. Tomamos y ∈ Y − Y0. Luego existe un subcontinuo no
degenerado Z de Y tal que y ∈ Z ⊂ Y − Y0. Sea E = h−1(Z). Por el
Teorema 2.34, tenemos que E es un subcontinuo de X. Por el Teorema
2.35 se tiene que E ∈ clCn(X)(〈K1, . . . , Kr〉 ∩ Cn(X)), de donde, Z ∈
clCn(Y )(h(〈K1, . . . , Kr〉 ∩ Cn(X))) = clCn(Y )(G) ⊂ Cn(Y0) de modo que
Z ⊂ Y0. Esto contradice la elección de Z. Aśı, Y0 = Y.

El siguiente resultado muestra que los arco continuos indescompo-
nibles, para n ∈ N− {2}, tienen hiperespacio único Cn(X).

Teorema 2.37. Si X es un arco continuo indescomponible, Y un con-
tinuo, n ∈ N − {2} y si Cn(X) es homeomorfo a Cn(Y ), entonces X
es homeomorfo a Y.

Demostración. Para n = 1 la unicidad del hiperespacio C(X) está pro-
bada en el Teorema 2.3 de [1].
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Supongamos que X es un arco continuo indescomponible, Y es un
continuo, n ∈ N− {1, 2} y h : Cn(X)→ Cn(Y ) un homeomorfismo.

Sea Y0 ∈ Cn(Y ) tal que h(X) = Y0. En el Teorema 2.29 se prueba
que Y0 es un subcontinuo indescomponible de Y y en el Teorema 2.36 se
prueba que Y = Y0. Por tanto, Y es indescomponible. Por el Teorema
2.32 se prueba que cada subcontinuo propio de Y no degenerado es un
arco. Por tanto, Y es arco continuo indescomponible.

Por otro lado, por el Teorema 2.34 se tiene que h−1(Z) ∈ C(X)
para cada Z ∈ C(Y ). Por simetŕıa podemos concluir que h(W ) ∈
C(Y ) para cada W ∈ C(X). Luego, h|C(X) : C(X) → C(Y ) es un
homeomorfismo. Luego por el Teorema 2.27, tenemos que h(F1(X)) =
F1(Y ). Dado que X es homeomorfo a F1(X), que Y es homeomorfo a
F1(Y ) y como F1(X) es homeomorfo a h(F1(X)), tenemos que X es
homeomorfo a Y.

Teorema 2.38. Si X es un arco continuo indescomponible y n ∈ N−
{2}, entonces el hiperespacio Cn(X) es ŕıgido.

Demostración. Supongamos que X es un arco continuo indescomponi-
ble, n ∈ N− {2} y h : Cn(X)→ Cn(X) un homeomorfismo.

Por los Teoremas 2.28, 2.29, 2.30, 2.31, 2.32, 2.33, 2.34, 2.35, 2.36,
llegamos, en particular, a que h|C(X) : C(X) → C(X) es un homeo-
morfismo. Luego, por el Teorema 2.27, tenemos que h(F1(X)) = F1(X).
Es decir, que el hiperespacio Cn(X) es ŕıgido.

Mencionamos un par de ejemplos a los que les aplicamos el Teorema
2.38.

Definición 2.39. Una sucesión inversa es una “sucesión doble ”
{Xn, fn}∞n=1, donde, los Xn son espacios métricos compactos y para ca-
da n ∈ N, fn : Xn+1 → Xn es una función contiua.

Si {Xn, fn}∞n=1 es una sucesión inversa, usualmente se piensa en el
siguiente diagrama:

X1 ←−f1 X2 ←−f2 . . . Xn ←−fn Xn+1 ←−fn+1 . . .

Entonces el ĺımite inverso de {Xn, fn}∞n=1, es el subespacio del pro-
ducto cartesiano

∏∞
n=1 definido y denotado como:

lim←−{Xn, fn}∞n=1 = {(xn)∞n=1 ∈
∞∏
n=1

Xn : fn(xn+1) = xn para cada n ∈ N}.
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Para mayor información sobre ĺımites inversos vea [44].

Ejemplo 2.40. Para cada p = 2, 3, 4, . . . sea fp : S1 → S1 dada por
fp(z) = zp, para cada z ∈ S1 (donde zp es la p-ésima potencia de z
usando miltiplicación compleja). Para cada p, sea∑

p

= lim←−{Xi, fi}∞i=1, donde Xi = S1 y cada fi = fp.

Por [44, Teorema 2.7], para cada p ≥ 2, tenemos que
∑
p

es un continuo

indescomponible y por [44, Ejercicio 2.16] o de [30, Teorema 2] o de la

afirmación del [28, Corolario 25], tenemos que
∑
p

es un arco continuo

indescomponible. Aśı, por el Teorema 2.38, tenemos que si n ∈ N-{2},
entonces Cn(

∑
p

) es ŕıgido. El continuo
∑
p

se llama el Solenoide p-

ádico.

Ejemplo 2.41. Otro tipo de arco continuos indescomponibles son los
continuos tipo Knaster los cuales mencionamos su construcción como
sigue:

Definición 2.42. Un continuo X es un continuo tipo Knaster, si
existe una función f : [0, 1]→ [0, 1] abierta y sobreyectiva tal que f no
es un homeomorfismo y además que X = lim←−{[0, 1], f}.

Un continuo X tipo Knaster tiene la propiedad de ser arco conti-
nuo indescomponible (vea [31] y [39]). Luego de acuerdo con el Teorema
2.38, si n ∈ N− {2}, tenemos que el hiperespacio Cn(X) es ŕıgido.

Como se puede observar, la rigidez del hiperespacio Cn(X) se vale
para todo natural que no sea el 2 y hasta este momento para los arco
continuos indescomponibles X. El caso para n = 2 está abierto aún. Es
interesante preguntar qué pasa en una familia de continuos más grande
a la que se estudia en el Teorema 2.38.

Pregunta: Supongamos que X es un continuo alambrado. ¿Es ver-
dad que C2(X) no es ŕıgido? Seŕıa interesante determinar si C2(X) es
ŕıgido cuando X es uno de los siguientes continuos particulares:
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(a) es el continuo de Buckethandle (vea [44, 2.9]),

(b) es un Solenoide p-ádico (vea [44, 2.8]),

(c) es el cono sobre el conjunto de Cantor.

Pregunta: Supongamos que X es un arco continuo indescomponi-
ble. ¿X tiene hiperespacio único C2(X)? Seŕıa interesante determinar
si X tiene hiperespacio único C2(X) cuando X es uno de los siguientes
continuos particulares:

(a) es el continuo de Buckethandle (vea [44, 2.9]),

(b) es un Solenoide p-ádico (vea [44, 2.8]).
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2.3. Continuos localmente conexos

En esta sección trabajamos con continuos localmente conexos. Al
igual que en el Teorema 2.38, presentamos un resultado (vea 2.54) en el
que demostramos que el n-ésimo hiperespacio de un continuo es ŕıgido
para todo natural distinto del 2. También presentamos un resultado
(vea 2.47) en el que el n-ésimo hiperespacio de un continuo no es ŕıgido
para todo número natural.

Definición 2.43. Sea X un continuo con métrica d. Un subconjunto
A de X es un Z-conjunto en X si para cada ε > 0, existe una función
continua f : X → X − A tal que d(x, f(x)) < ε para todo x ∈ X.

Vamos a mencionar algunos resultados que utilizaremos dentro de la
prueba de otro resultado importante el cual menciona para qué familia
de continuos el hiperespacio Cn(X) no es ŕıgido.

Definición 2.44. Sea X un continuo y K un subconjunto cerrado en
X. Definimos el conjunto Cn(X,K) como:

Cn(X,K) = {A ∈ Cn(X) : A ∩K 6= ∅}.

Teorema 2.45. [27, Teorema 16] Si X es un continuo localmente co-
nexo, n ∈ N y R un subconjunto no vaćıo cerrado de P(X), entonces
Cn(X,R) es un cubo de Hilbert.

Teorema 2.46. [38, Teorema de homogeneidad de Anderson 11.9.1]
Si Q es un cubo de Hilbert, A,B dos Z − conjuntos de Q y h : A→ B
es un homeomorfismo, entonces h puede ser extendida a un homeomor-
fismo H : Q → Q.

Veamos una familia de continuos en la cual el n-ésimo hiperespacio
no es ŕıgido.

Teorema 2.47. Si X es un continuo localmente conexo que no es casi
enrejado y n ∈ N, entonces Cn(X) no es ŕıgido.

Demostración. Supongamos que P(X) es como en la Definición 1.16.
Tenemos que Cn(X,P(X)) = {A ∈ Cn(X) : A ∩ P(X) 6= ∅}. Como
P(X) es cerrado en X, por el Teorema 2.45, se tiene que Cn(X,P(X))
es homeomorfo al cubo de Hilbert. Como X no es casi enrejado (vea
Definición 1.16), existen un conjunto abierto, U, de X y p ∈ X tal que
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p ∈ U ⊂ P(X). Tomamos un subcontinuo no degenerado T de X tal
que p ∈ T ⊂ U.

Sea A = frCn(X)(Cn(X,P(X))) y B = {{p}, T}. Note que A y
B son subconjuntos cerrados de Cn(X,P(X)). Como p ∈ T ⊂ U ⊂
P(X), entonces {p}, T ∈ 〈U〉n ⊂ Cn(X,P(X)). Entonces {p}, T ∈
intCn(X)(Cn(X,P(X))). Luego {p}, T 6∈ A, es decir, que A ∩ B = ∅.
Por [27, Claim 1, Teorema 20], se tiene que A es un Z − conjunto de
Cn(X,P(X)) y como B es un subconjunto finito del cubo de Hilbert
Cn(X,P(X)), tenemos que B es un Z−conjunto de Cn(X,P(X)), (vea
[38, Pág. 78]). Entonces, por [38, Ejercicio 9.4], se tiene que A ∪ B es
un Z − conjunto de Cn(X,P(X)).

Consideremos la siguiente función h : A∪B → A∪B definida como
sigue:

h(A) =

 A, si A ∈ A,
{p}, si A ∈ B y A = T,
T, si A ∈ B y A = {p}.

Note que h es un homeomorfismo entre Z−conjuntos en el cubo de
Hilbert Cn(X,P(X)). Por el Teorema de homogeneidad de Anderson,
existe un homeomorfismo del cubo de Hilbert Cn(X,P(X)) sobre él
mismo, digamos g : Cn(X,P(X))→ Cn(X,P(X)), que extiende a h.

Veamos que podemos extender a g a un homeomorfismo, f, de
Cn(X) en Cn(X) tal que f(F1(X)) 6= F1(X), lo cual prueba que el
hiperespacio Cn(X) no es ŕıgido.

Sea la función f : Cn(X)→ Cn(X) definida como:

f(A) =

{
A, si A ∈ Cn(X)− Cn(X,P(X))
g(A), si A ∈ Cn(X,P(X)).

Note que f es biyectiva. Veamos la continuidad de f en el conjunto
Cn(X)− Cn(X,P(X)).

SeanH ∈ Cn(X)− Cn(X,P(X)) y {Hi}∞i=1 ∈ Cn(X)−Cn(X,P(X))
tal que Hi converge a H. Por demostrar que f(Hi) converge a f(H).

Note que como Hi ∈ Cn(X)− Cn(X,P(X)), entonces f(Hi) = Hi.
Pero Hi converge a H, de donde tenemos que f(Hi) converge a H.
Veamos que f(H) = H
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Si H ∈ Cn(X) − Cn(X,P(X)), entonces f(H) = H. Por tanto,
tenemos que f(Hi) converge a f(H). Aśı, tenemos que f es continua.
Si H ∈ Cn(X,P(X)) y como Cn(X,P(X)) es cerrado, entonces H ∈
Cn(X,P(X)) y como H ∈ Cn(X)− Cn(X,P(X)), entonces H ∈ A.
Como H ∈ A y h restringida a A es la identidad, entonces f(H) = H.
Por tanto, tenemos que f(Hi) converge a f(H). Aśı, tenemos que f
continua en H.

Por tanto, tenemos que f es un homeomorfismo de Cn(X) en Cn(X)
tal que f({p}) = T con T 6∈ F1(X), es decir, f(F1(X)) 6= F1(X). Por
tanto, se tiene que Cn(X) no es ŕıgido.

A continuación, presentamos un ejemplo de un continuo X que cum-
ple con las condiciones del Teorema 2.47, por lo que el n-ésimo hiper-
espacio de X no es ŕıgido.

Ejemplo 2.48. Sea la dendrita D3 como en [8, Sección 3] y n ∈ N. En
la Figura 2.1 se muestran los primeros tres pasos de la construcción del
continuo D3. Por ser D3 una dendrita, tenemos que D3 es localmente
conexo y como D3 no tiene arcos libres, tenemos que G(D3) = ∅. Por
tanto, tenemos que D3 no es casi enrejado por lo que de acuerdo al
Teorema 2.47, se tiene que Cn(D3) no es ŕıgido.

Figura 2.1: Dendrita D3

El siguiente resultado nos ayuda a demostrar, en el Teorema 2.51,
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que los continuos localmente conexos casi enrejados y sin pelos, el hi-
perespacio C(X) es ŕıgido

Teorema 2.49. Sean X un continuo localmente conexo que no contie-
ne pelos y h : C(X) → C(X) es un homeomorfismo. Si p ∈ α − {a, b}
para algún arco libre α en X (α ⊂ X) con puntos extremos a y b,
entonces h({p}) ∈ F1(X).

Demostración. Supongamos que X es una curva cerrada simple. Sea α
un arco libre enX (α ⊂ X) con puntos extremos a, b, h : C(X)→ C(X)
un homeomorfismo y p ∈ α − {a, b}. Entonces C(X) es una 2 − celda
tal que su frontera como variedad es F1(X), es decir, que ∂C(X) =
F1(X). Como h es un homeomorfismo y la frontera como variedad y
el interior como variedad se preservan bajo homeomorfismos, es decir,
h(∂C(X)) = ∂C(X), tenemos que h(F1(X)) = F1(X). En particular,
h({p}) ∈ F1(X).

Supongamos que X no es una curva cerrada simple. Como X no
contiene pelos, tenemos que X no es un arco. Sea A = h({p}). Sea
U = 〈α−{a, b}〉∩C(X). Entonces U es un subconjunto abierto de C(X)
que contiene a {p}. Por [38, Ejemplo 5.1], existe un homeomorfismo
t : U → C = [0, 1) × [0, 1) tal que t({p}) = (0, 0). Aśı, A tiene una
vecindad M en C(X) tal que M es una 2 − celda y A pertenece a la
frontera como variedad de M. En particular, dimA[C(X)] = 2.

Por el Teorema 2.13, A ∈ W1(X). Aśı, existe un subconjunto abierto
U deX tal que la componenteB de U que contiene aA es homeomorfa a
(0, 1) o [0, 1), de acuerdo al Teorema 2.2. Por la conexidad local de X, se
tiene que B es abierto en X. Si existe un homeomorfismo f : [0, 1)→ B,
entonces f([0, 1

2
]) es un arco tal que f([0, 1

2
) = B−f([1

2
, 1]) es abierto en

X. Aśı, f([0, 1
2
]) es un pelo en X, lo cual contradice nuestra hipótesis.

Por lo que tenemos que B es homeomorfo a (0, 1). Como A ⊂ B, se
tiene que A es un arco o un conjunto de un solo punto. Si A es un arco,
entonces A ∈ 〈B〉 ∩C(X) ⊂ 〈[0, 1]〉 ∩C(X) = D1. Luego, tenemos que
D1 es una 2− celda contenida en C(X).

ComoM vecindad de A, existe U abierto en C(X) tal que A ∈ U ⊂
M. Entonces existe una 2− celda, D, tal que A ∈ int(D) ⊂ D1 ∩ U ⊂
int(M). Por tanto, tenemos que A ∈ int(M), es decir, que A esta en
interior como veriedad deM lo cual contradice el Teorema del Dominio
Invariante. Por tanto, tenemos que A no puede ser un arco, de donde
A ∈ F1(X). Por tanto, h({p}) ∈ F1(X).
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En el Teorema 2.51 se muestra la rigidez del hiperespacio C(X)
cuando X pertenece a una familia de continuos distinta a la que se
considera en el Teorema 2.38.

Definición 2.50. Sea X un continuo. Definimos el conjunto FA(X)
como sigue:

FA(X) =
⋃
{Jo : J es un arco libre en X}.

Teorema 2.51. Si X es un continuo localmente conexo casi enrejado
y sin pelos, entonces el hiperespacio C(X) es ŕıgido.

Demostración. Sean X un continuo localmente conexo casi enrejado
sin pelos y h : C(X) → C(X) un homeomorfismo. Como X es casi
enrejado, por [27, Lema 1], tenemos que el conjunto FA(X) es denso

en X, es decir, que FA(X) = X.

Si tomamos un x ∈ X, entonces x ∈ FA(X). Luego, existe una
sucesión {xn}∞n=1 en FA(X) que converge a x. Como para cada n ∈ N,
xn ∈ FA(X), existe un Jn arco libre en X tal que xn ∈ Jo. Como xn y
X cumplen las hipótesis del Teorema 2.49 y como h es un homeomor-
fismo, tenemos que h({xn}) = {yn} ∈ F1(X).

Por la continuidad de h, tenemos que h({xn}) converge a h({x}).
Como h({xn}) es una sucesión en F1(X) y F1(X) es cerrado, tenemos
que h({x}) = {y} ∈ F1(X). Luego, tenemos que h(F1(X)) = F1(X).
Aśı, el hiperespacio C(X) es ŕıgido.

En el Teorema 2.53 se da una caracterización de la rigidez del hi-
perespacio C(X) para cuando X es un continuo localmente conexo y
casi enrejado.

Definición 2.52. Sean p, q ∈ R2 dos puntos diferentes. El segmento
convexo que une a p con q es denotado por pq.

Teorema 2.53. Sea X un continuo localmente conexo casi enrejado.
Entonces C(X) es ŕıgido si y solo si X no contiene pelos.

Demostración. Supongamos C(X) es ŕıgido y que existe un pelo en
X. Sea α un pelo, es decir, α es un arco con puntos extremos a, b
tal que α − {a} es abierto en X. Supongamos que α 6= X. Entonces
a es un punto de corte de X, de donde, E = X − (α − {a}) es un
subcontinuo de X. Sea ∆ el triángulo sólido en el plano Euclidiano R2

con vértices en los puntos (0, 0), (0, 1) y (1, 1). Por [38, Ejemplo 5.1],
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existe un homeomorfismo f : C(α) → ∆ tal que f({A ∈ C(α) : a ∈
A}) = (0, 0)(0, 1) y f({{x} : x ∈ α}) = (0, 0)(1, 1). Sea k : ∆ → ∆ un
homeomorfismo tal que k|(0, 0)(0, 1) es la función identidad y k(1

2
, 1
2
) =

(1
2
, 1). Definimos h : C(X)→ C(X) por

h(A) =

{
A, si A ∩ E 6= ∅

f−1(k(f(A))), si A ∈ C(α)

Note que si A ∈ C(α) tal que A ∩ E 6= ∅, entonces por un lado
tenemos que h(A) = A pues A ∩ E 6= ∅, por otro lado tenemos que
f−1(k(f(A))) = f−1(k(0, t)) = f−1(0, t) = A, de donde, h(A) = A.
Luego h es continua y biyectiva. Aśı, h es un homeomorfismo.

Por definición de f, existe {a0} ∈ C(α) tal que f({a0}) = (1
2
, 1
2
). No-

te que {a0} 6∈ E. Luego h({a0}) = f−1(k(f({a0}))) = f−1(k(1
2
, 1
2
)) =

f−1(1
2
, 1) = A0 ∈ C(α, b) y no es sigular, es decir, A0 6∈ F1(X). Por

tanto, h(F1(X)) 6⊂ F1(X). Lo cual es una contradicción pues C(X) es
ŕıgido. Por tanto, X no contiene pelos.

El regreso lo afirma el Teorema 2.51.

En el siguiente resultado se demuestra la rigidez del n-ésimo hi-
perespacio, para todo natural distindo del 2, cuando el continuo es
localmente conexo casi enrejado y sin pelos.

Teorema 2.54. Si X es un continuo localmente conexo casi enrejado
sin pelos y n ∈ N− {2}, entonces el hiperespacio Cn(X) es ŕıgido.

Demostración. Si n = 1, por el Teorema 2.51 tenemos que el hiperes-
pacio C(X) es ŕıgido.

Consideremos el caso para n ≥ 3. Sea h : Cn(X) → Cn(X) un
homeomorfismo. Como X es localmente conexo, por el Teorema 2.19,
X preserva n-alambrados, es decir, que h(Wn(X)) = Wn(X). Esto
implica que h(Zn(X)) = Zn(X). Como n ≥ 3, por el Teorema 2.26,
tenemos que W1(X) = {A ∈ Wn(X) − Zn(X) : A tiene una base B
de vecindades de A en Cn(X) tal que para cada U ∈ B, si C es la
componente de U que contiene a A, entonces C ∩ Zn(X) es conexo}.
Luego, h(W1(X)) =W1(X).

Como X es casi enrejado, tenemos que h(C(X)) = C(X), es decir,
que la restricción h |C(X) : C(X)→ C(X) es un homeomorfismo. Como
X es localmente conexo casi enrejado y sin pelos, por el Teorema 2.53,
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tenemos que C(X) es ŕıgido, es decir, h(F1(X)) = F1(X). Por tanto,
el hiperespacio Cn(X) es ŕıgido.

Ejemplo 2.55. En la Figura 2.2 se muestran los primero pasos de
la construcción de un continuo X el cual es localmente conexo casi
enrejado y sin pelos. Por el Teorema 2.54, se tiene que Cn(X) es ŕıgido
para cada n ∈ N− {2}.

Figura 2.2: Continuo X

Resulta interesante hacer las siguientes preguntas.

Pregunta: ¿C3([0, 1]) es ŕıgido?
Pregunta: ¿Si X es una gráfica finita y n ≥ 3, entonces Cn(X) es

ŕıgido?
Pregunta: ¿Si X es un continuo localmente conexo casi enrejado

tal que X contiene un pelo y n ≥ 3, entonces Cn(X) es ŕıgido?

Ahora veamos un teorema que nos ayudará a demostrar una carac-
terización (vea 2.57) de la rigidez del n-ésimo hiperespacio del continuo
[0, 1].

Teorema 2.56. Si n ∈ N − {1, 2} y h : Cn([0, 1]) → Cn([0, 1]) es un
homeomorfismo, entonces h(Cn−1([0, 1])) = Cn−1([0, 1]).
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Demostración. Por definición de Wn([0, 1]), tenemos que Wn([0, 1]) =
Cn([0, 1]). Luego h(Zn([0, 1])) = Zn([0, 1]). Como n ≥ 3, por el Teore-
ma 2.25 (b), tenemos que

Zn([0, 1]) = Wn([0, 1]) ∩ (Cn([0, 1])− Cn−1([0, 1]))

= Cn([0, 1]) ∩ (Cn([0, 1])− Cn−1([0, 1]))

= Cn([0, 1])− Cn−1([0, 1]).

Aśı, tenemos que h(Cn([0, 1])−Cn−1([0, 1])) = Cn([0, 1])−Cn−1([0, 1]).
Por tanto, h(Cn−1([0, 1])) = Cn−1([0, 1]).

Haciendo uso del Teorema 2.56 podemos probar el siguiente.

Teorema 2.57. C3([0, 1]) es ŕıgido si y solo si Cn([0, 1]) es ŕıgido para
cada n ∈ N− {1, 2}.

Demostración. Si n ∈ N−{1, 2} y Cn([0, 1]) es ŕıgido, entonces en par-
ticular para n = 3 tenemos que C3([0, 1]) es ŕıgido.

Supongamos que C3([0, 1]) es ŕıgido, es decir, que para cualquier
homeomorfismo h : C3([0, 1]) → C3([0, 1]) se tiene que h(F1([0, 1])) =
F1([0, 1]).

Sea n ∈ N−{1, 2, 3} y h : Cn([0, 1])→ Cn([0, 1]) un homeomorfismo.
Veamos que h(F1([0, 1])) = F1([0, 1]).

Por el Teorema 2.56, tenemos que h(Cn−1([0, 1])) = Cn−1([0, 1]).
Luego h|Cn−1([0,1])Cn−1([0, 1]) → Cn−1([0, 1]) es un homeomorfismo y
como n − 1 ∈ N − {1, 2}, aplicando el Teorema 2.56, tenemos que
h(Cn−2[0, 1]) = Cn−2([0, 1]). Luego h|Cn−2([0,1])Cn−2([0, 1])→ Cn−2([0, 1])
es un homeomorfismo y como n− 2 ∈ N−{1, 2}, aplicando el Teorema
2.56, tenemos que h(Cn−2[0, 1]) = Cn−2([0, 1]). Siguiendo de esta ma-
nera, en algún momento tenemos que h|Cn−(n−4)([0,1])Cn−(n−4)([0, 1]) →
Cn−(n−4)([0, 1]) es un homeomorfismo. Por el Teorema 2.56, tenemos
que h(C3([0, 1])) = C3([0, 1]), es decir, h|C3([0,1])C3([0, 1]) → C3([0, 1])
es un homeomorfismo. Luego h(F1([0, 1])) = F1([0, 1]) ya que C3([0, 1])
es ŕıgido. Por tanto, Cn([0, 1]) es ŕıgido.

Hasta aqúı, de acuerdo al Teorema 2,54, tenemos una familia de
continuos tal que el hiperespacio Cn(X) es ŕıgido para todo natural
distinto de 2. Es interesante preguntarse, el caso para n = 2, es decir,
cuándo es o no es ŕıgido el hiperespacio C2(X). Resulta que cuando
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el continuo tiene un arco libre, entonces C2(X) no es ŕıgido. Como lo
afirma el siguiente:

Teorema 2.58. Si X es un continuo tal que contiene un arco libre,
entonces C2(X) no es ŕıgido.

Demostración. Sea α un arco libre en X con puntos extremos a, b. Sea
p ∈ α−{a, b} y ε > 0 tal que B(ε, p) ⊂ α−{a, b}. SeaM = C2(α). Por
[34, Lema 2.2], tenemos queM es una 4− celda. Sea U = BH(ε, {p})∩
C2(X). Entonces U es un subconjunto abierto de C2(X) tal que U ⊂M.
De la construcción en [34, Lema 2.2], se puede ver que F1(α) es un arco
en la frontera como variedad, ∂M, de M. Como int ∂M(F1(α)) = ∅,
existe un homeomorfismo g : M→M tal que g({p}) 6∈ F1(α) y g es la
identidad en M−U . Sea h : C2(X)→ C2(X) dada por

h(A) =

{
g(A), si A ∈M,
A, si A ∈ C2(X)− U .

Note que h es biyectiva. Sea A ∈ C2(X) − U y A ∈ M. Por un
lado, tenemos que h(A) = A. Por otro lado, tenemos que h(A) = g(A).
Note que A ∈M−U . Como g es la identidad enM−U tenemos que
g(A) = A. Aśı, h(A) = A. Luego, h es continua. Por tanto, h es un
homeomorfismo.

Como {p} ⊂ U y g({p}) 6∈ F1(α), entonces h({p}) = g({p}) 6∈
F1(α). Aśı, h({p}) 6∈ F1(X). Luego h(F1(X)) 6= F1(X). Por tanto,
C2(X) no es ŕıgido.

Hacemos un breve resumen de los resultados de esta sección.

Teorema 2.59. Si X es un continuo localmente conexo, entonces

(a) si X no es casi enrejado, entonces Cn(X) no es ŕıgido para toda
n ∈ N,

(b) C2(X) no es ŕıgido,

(c) si X es casi enrejado y no contine pelos, entonces Cn(X) es ŕıgido
para cada n ∈ N− {2},

(d) si X es casi enrejado, entonces X no contiene pelos si y solo si
C(X) es ŕıgido,
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(e) si X = [0, 1], entonces C3(X) es ŕıgido si y solo si Cn(X) es ŕıgido
para cada n ≥ 3,

(f) si X = [0, 1], no se sabe si C3([0, 1]) es ŕıgido.
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2.4. Abanicos suaves

En esta sección trabajamos con los abanicos suaves. En el Teorema
2.78 presentamos un resultado en el que se muestra la rigidez del n-
ésimo hiperespacio de un continuo.

Definición 2.60. Dado un dendroide X y dos puntos p, q ∈ X, deno-
tamos el único arco que une a p y q en X por pq si p 6= q y pq = {p}
si p = q.

Para un continuo arco conexo aceptamos la siguiente definición.

Definición 2.61. Sean X un continuo arco conexo, p ∈ X y r ∈
N∪{ℵ0}. El punto p es de orden r en X, (denotado por r = ordpX),
si p es un punto extremo común de exactamente r arcos en X que no se
intersectan en ningún otro punto (vea [9, pág. 6]). Si X es un continuo
arco conexo, definimos los siguiente.

(a) p es un punto extremo de X si ordpX = 1. El conjunto de
puntos extremos de X lo denotamos por E(X).

(b) p es un punto ordinario de X si ordpX = 2. El conjunto de
puntos ordinarios de X lo denotamos por O(X).

(c) p es un punto de ramificación de X si ordpX ≥ 3. El conjunto
de puntos de ramificación de X lo denotamos por R(X).

Ejemplo 2.62. Sea n ∈ N. Si X es un n−odo simple con vértice p,
entonces p es un punto de orden n en X, es decir, ordpX = n.

Definición 2.63. Un abanico es un dendroide X con exactamente un
punto de ramificación v, llamado el vértice de X.

Observación 2.64. Si X es un abanico con vertice v, entonces se
puede observar que:

X =
⋃

e∈E(X)

ve.

Ejemplo 2.65. En la Figura 2.3, se presentan dos ejemplos de con-
tinuos los cuales uno de ellos es un abanico y otro no es abanico. El
continuo X es arco conexo y hereditariamente unicoherente tal que los
puntos p y q son de ramificacieón de X, de donde, X es un dendroide
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pero no es abanico. El continuo Y es arco conexo y hereditariamente
unicoherente tal que el punto v es el único punto de ramificación de Y,
de donde, Y es un dendroide con exactamente un punto de ramifica-
ción, es decir, Y es un abanico.

Figura 2.3: Abanico y no abanico

Una vez que ya tenemos la noción de abanico los vamos a clasificar
como lo hacemos a continuación.

Definición 2.66. Un abanico X con vértice v es suave si para cual-
quier sucesión {xi}∞i=1 en X convergente a un punto x ∈ X (ĺım
xi = x), se tiene que la sucesión de arcos {vxi}∞i=1 converge y con-
verge al arco vx (ĺım vxi = vx) en C(X).

Ejemplo 2.67. En la Figura 2.4 presentamos dos continuos que son
abanicos tales que uno de ellos es suave y el otro no. El continuo X es
un abanico suave y el continuo Y es un abanico no suave ya que para
la sucesión {ei}∞1=1 convergente a v, tenemos que la sucesión de arcos
{vei}∞i=1 converge al arco ve 6= v.

Se conoce que la clase de los abanicos suaves coincide con la clase
de los subcontinuos del abanico de Cantor que no son arcos (vea [14,
Corolario 4]). Dado un abanico suave X, sea E(X) el conjunto de pun-
tos extremos de X. El abanico de Lelek (puede revisar [11] para una
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Figura 2.4: Abanico suave y abanico no suave

descripción más detallada de este continuo) es el único abanico suave
tal que E(X) es denso en X. Carl Eberhart y Sam B. Nadler, Jr. en
[15, Corolario 3.3], probaron que un abanico suave X tiene hiperespa-
cio único C(X) en la clase de los abanicos suaves. Esto es, si X, Y son
abanicos suaves tales que C(X) es homeomorfo a C(Y ), entonces X
es homeomorfo a Y. Este resultado fue extendido por Gerardo Acosta
quien probó que un abanico suave tiene hiperespacio único C(X) en la
clase de los abanicos (vea [2, Teorema 5.4]). Alejandro Illanes muestra
que el resultado de Gerardo Acosta no puede ser generalizado a los
abanicos al construir un abanico X que no tiene hiperespacio único
C(X) en la clase de los abanicos (vea [33]).

En la sección anterior se proporciona un resultado que caracteriza
la rigidez del hiperespacio C(X) cuando X es un continuo localmente
conexo casi enrejado y sin pelos. En particular tenemos la siguiente:

Observación 2.68. Sea X un continuo y n ∈ N. Por un lado, si X
es un n − odo simple, como consecuencia del Teorema 2.53, tenemos
que el hiperespacio C(X) no es ŕıgido. Por otro lado, de acuerdo al
Teorema 2 de [37] y al Teorema 3 de [37], X tiene hiperespacio único
Cn(X), para toda n ∈ N.

Ahora vamos a caracterizar los abanicos suaves X para los cuales
el hiperespacio C(X) es ŕıgido.
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La siguiente discusión está particularmente en [15, Secciones 2 y 3].

Definición 2.69. Si X es un abanico suave con vértice v, E(x) denota
el conjunto de puntos extremos de X y E0(X) = cl(E(X))− E(X).

Observaciones

(a) El conjunto E0(X) puede ser el conjunto vaćıo, como en el caso
cuando X es homeomorfo al cono sobre el conjunto de Cantor.

(b) El conjunto E0(X) puede ser denso en X, como en el caso cuando
X es el abanico de Lelek.

Definición 2.70. Supongamos que X es un abanico suave contenido
en el cono sobre el conjunto de Cantor, donde el conjunto de Cantor
es el conjunto ternario usal construido en [0, 1] × {0} en el plano y
su vértice es el punto v = (0, 1). Consideramos la proyección sobre la
segunda coordenada π : X → [0, 1]. Note que π(v) = 1. Definimos el
conjunto X0 por:

X0 = {v} ∪ clX(
⋃
{vx : x ∈ E0(X)}).

Note que X0 es un subcontiuo de X y cuando E0(X) = ∅, entonces
X0 = {v}. El subcontinuo X0 nos va dar una caracterización (vea 2.77)
de la rigidez del hiperespacio C(X).

Definición 2.71. Sean X un abanico suave y E(X), E0(X) como en
la Definición 2.69. Definimos la función ψ : E(X)→ [0, 1] como

ψ(e) =mı́n{π(t) : t ∈ X0 ∩ ve}.

Note que ψ no necesariamente es continua. En el abanico suave de la
figura 2.3, la función ψ es continua pero en el caso del abanico suave
de la fugura 2.4, la función ψ no es continua.

Definición 2.72. Sean X un abanico suave y E(X) como en la Defi-
nición 2.69. Definimos los conjuntos V y L(e) como:

(a) V = {A ∈ C(X) : v ∈ A}.

(b) Para cada e ∈ E(X), sea L(e) = {A ∈ C(X) : A ⊂ ve− {v}}.

Note que
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C(X) = V ∪ (
⋃
{L(e) : e ∈ E(X)}).

Teorema 2.73. Si X es un abanico suave, h : C(X) → C(X) un ho-
meomorfismo y V , L(e) como en la Definición 2.72, entonces existe una
biyección h0 : E(X)→ E(X) (no necesariamente continua) tal que

(a) h(V) = V ,

(b) para cada e ∈ E(X), se cumple que h(L(e)) = L(h0(e)),

(c) h({v})={v},

(d) para cada e ∈ E(X), tenemos que h(F1(ve)) ⊂ F1(vh0(e)) ∪
{xh0(e) : x ∈ vh0(e)} y h(ve) = vh0(e).

Demostración. (a) Caso 1. Sea m ∈ N y supongamos que el con-
junto E(X) es finito, digamos con m elementos, entonces V = {A ∈
C(X) : dimA[C(X)] =m}, de donde, h(V) = V .

Caso 2. Supongamos que el conjunto E(X) es infinito, entonces
V={A ∈ C(X) : dimA[C(X)] =∞}, de donde, h(V) = V .

La existencia de h0 y (b) se siguen del hecho de que las componentes
de C(X)− V son los elementos del conjunto {L(e) : e ∈ E(X)}.

(c) Note que V ∩ (
⋂
{clC(X)(L(e)) : e ∈ E(X)}) = {{v}}. Esto im-

plica que h({v}) = {v}.

(d) Por [38, Ejemplo 5.1], para cada e ∈ E(X), se tiene que L(e)
es homeomorfo a (0, 1)× [0, 1) y su frontera como variedad es ∂L(e) =
F1(ve−{v})∪{xe : x ∈ ve−{v}}. Por otra parte, clC(X)(∂L(e)) es un
arco con puntos extremos {v} y ve y clC(X)(∂L(e))−{{v}, ve} = ∂L(e).
Aśı, concluimos que h(F1(ve)) ⊂ F1(vh0(e)) ∪ {xh0(e) : x ∈ vh0(e)}, y
como h({v}) = {v}, se tiene que h(ve) = vh0(e).

El Teorema 2.73 limita las opciones de la imagen, h({x}), para
los x ∈ ve, cuando h : C(X) → C(X) es un homeomorfismo. Como
queremos determinar cuándo C(X) es ŕıgido, estamos interesados en
determinar qué condiciones debe satisfacer X para que los singulares
los mande a singulares. El siguiente resultado nos ayuda a hacer esto.

Teorema 2.74. Si X es un abanico suave, h : C(X) → C(X) un ho-
meomorfismo, V , L(e) como en la Definición 2.72, E0(X) como en la
Definición 2.69 y x ∈ E0(X), entonces:
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(a) h({x}) ∈ F1(X),

(b) h(F1(vx)) ⊂ F1(X),

(c) h(F1(X0)) ⊂ F1(X).

Demostración. (a) Sea e ∈ E(X) tal que x ∈ ve. Supongamos que
h({x}) 6∈ F1(X). Por el Teorema 2.73 (d), tenemos que h(F1(ve)) ⊂
F1(vh0(e)) ∪ {xh0(e) : x ∈ vh0(e)}. Como estamos suponiendo que
h({x}) 6∈ F1(X), tenemos que h({x}) ∈ {xh0(e) : x ∈ vh0(e)}. Lue-
go, h({x}) = zh0(e), donde h0 es como en el Teorema 2.73 y z ∈
vh0(e)− {h0(e)}.

Como x ∈ E0(X) = E(X)−E(X), existe una sucesión {em}∞m=1 en
E(X) tal que ĺım em = x. Podemos suponer que ĺım h0(em) = u para
algún u ∈ X. Por la suavidad de X, tenemos que ĺım vh0(em) = vu.
Ahora, como ĺım em = x, tenemos que ĺım {em} = {x}. Por la con-
tinuidad de h, tenemos que ĺım h({em}) = h({x}), pero por el párra-
fo anterior tenemos que h({x}) = zh0(e), de donde, ĺım h({em}) =
zh0(e). Luego, por el Teorema 2.73 (b), para cada m ∈ N, sucede que
h({em}) ⊂ vh0(em). Luego, tomando ĺımites tenemos que zh0(e) ⊂ vu.
Como h0(e) ∈ E(X), concluimos que u = h0(e). Usando otra vez la
suavidad de X, tenemos que ĺım vem = vx, y por la continuidad de
h que ĺım h(vem) = h(vx) y por el Teorema 2.73 (d), tenemos que
ĺım h(vem) =ĺım vh0(em) = vu = vh0(e) = h(ve). Aśı, tenemos que
vx = ve, lo cual implica que x = e ∈ E(X), lo cual es una contradic-
ción. Por tanto, h({x}) ∈ F1(X).

(b) Por el Teorema 2.73 (d), se tiene que h(F1(vx)) es un arco conte-
nido en el conjunto A = F1(vh0(e))∪{xh0(e) : x ∈ vh0(e)}. Note que A
es un arco con puntos extremos {v} y vh0(e). Como {v} y {x} son los
puntos extremos del arco F1(vx), tenemos que h({v}) y h({x}) son los
puntos extremos del arco h(F1(vx)). Ahora, por el Teorema 2.73 incisos
(a) y (c), se tiene que h({v}) y h({x}) estan en el subarco F1(vh0(e))
de A. Aśı, h(F1(vx)) ⊂ F1(vh0(e)) ⊂ F1(X).

(c) Sea x0 ∈ X0. Veamos que h({x0}) ∈ F1(X). Recordemos que
X0 = {v} ∪ clX(∪{vx : x ∈ E0}).
Caso 1. Supongamos que x0 = v. Por el inciso (b), en particular tene-
mos que h({v}) ∈ F1(X). Luego, h({x0}) ∈ F1(X).
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Caso 2. Supongamos que E0(X) es finito. Entonces clX(∪{vx : x ∈
E0(X)}) = (∪{vx : x ∈ E0(X)}). Luego, X0 = ∪{vx : x ∈ E0(X)}. Si
x0 ∈ X0, entonces x0 ∈ ∪{vx : x ∈ E0(X)}. Luego, existe y0 ∈ E0(X)
tal que x0 ∈ vy0. Por el inciso (b), tenemos que h(F1(vy0)) ⊂ F1(X),
en particular h(x0) ∈ F1(X). Por tanto, h(F1(X0)) ⊂ F1(X).

Supongamos que E0(X) es infinito. Sea x0 ∈ X0 tal que x0 ∈
clX(∪{vx : x ∈ E0(X)}). Luego, existe una sucesión {yi}∞i=1 ⊂ ∪{vx : x ∈
E0(X)} tal que yi converge a x0. Aśı, para cada i ∈ N, existe un
xi ∈ E0(X) tal que yi ∈ vxi. Por el inciso (b), para cada i ∈ N, te-
nemos que h(F1(vxi)) ⊂ F1(X), en particular h({yi}) ∈ F1(X). Como
ĺım yi = x0, tenemos que ĺım {yi} = {x0}. Por la continuidad de h,
tenemos que h({yi}) converge a h({x0}). Como {h({yi})}∞i=1 es una
sucesión en F1(X) que converge a h({x0}) y como F1(X) es cerrado,
tenemos que h({x0}) ∈ F1(X). Por tanto, h(F1(X0)) ⊂ F1(X).

Por los dos casos anteriores, tenemos que h(F1(X0)) ⊂ F1(X).

Definición 2.75. Un espacio topológico X es localmente compacto
si y solo si para cada x ∈ X y cada U subconjunto abierto de X tal que
x ∈ U, existe V abierto en X tal que x ∈ V ⊂ V ⊂ U y V es compacto.

En un espacio Hausdorff, X, es localmente compacto si y solo si cada
punto de X tiene una vecindad compacta (Vea [12, Ejercicio (2.I.3)]).

Teorema 2.76. Si X es un abanico suave, E(X), E0(X) como en la
Definición 2.69 y e0 ∈ E(X) tal que E(X) es localmente compacto en
e0, entonces existe un subconjunto abierto W de X y t1 ∈ [0, 1] tal que

(a) e0 ∈ W,

(b) W ∩ E(X) es compacto,

(c) W ∩X0 = ∅ y

(d) Si e ∈ W ∩ E(X), entonces π(e) < t1 < ψ(e).

Demostración. Sea d una métrica en el plano Euclidiano R2. Sea U un
conjunto abierto de X tal que e0 ∈ U y el conjunto clX(U) ∩ E(X) es
compacto.

Afirmamos que e0 6∈ X0.
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Supongamos lo contrario, que existe una sucesión {xm}∞m=1 en X
y una sucesión {zm}∞m=1 en E0(X) tal que ĺım xm = e0 y xm ∈ vzm
para cada m ∈ N. Por la compacidad de X, podemos suponer que
ĺım zm = z para algún z ∈ X. Dado un m ∈ N, existe em ∈ E(X)
tal que d(em, zm) < 1

m
. Entonces, ĺım em = z. Por la suavidad de x,

tenemos que ĺım vem =ĺım vzm = vz. Como xm ∈ vzm para cada
m ∈ N, tenemos que e0 ∈ vz. Como e0 ∈ E(X), tenemos que e0 = z.
Aśı, existe m ∈ N, tal que zm ∈ U. Como zm ∈ clX(E(X)) − E(X),
se tiene que zm =ĺım wr para algúna sucesión {wr}∞r=1 en E(X) ∩ U.
Aśı, {wr}∞r=1 es una sucesión en clX(U) ∩ E(X) con ĺımite que no se
encuentra en clX(U) ∩ E(X). Esto muestra que clX(U) ∩ E(X) no es
compacto lo cual es una contradicción. Aśı, e0 6∈ X0.

Por tanto, existe un conjunto abierto V de X tal que e0 ⊂ V y
clX(V ) ⊂ (U −X0). Aśı, clX(V ) ∩ E(X) es compacta.

Como v 6∈ E(X), tenemos que E es totalmente disconexo. Aśı, se
tiene que clX(V ) ∩ E(X) es compacto y totalmente disconexo y en-
tonces clX(V ) ∩ E(X) es 0-dimensional. Ahora, por la manera en que
consideramos el cono sobre el conjunto de cantor en R2, podemos su-
poner que existe un conjunto Y ⊂ [0, 1] y números s0, s1 ∈ (0, 1) tal
que V = X ∩ ({(0, 1)(y, 0) : y ∈ Y })∩ ([0, 1]× (s0, s1) donde (0, 1)(y, 0)
es el segmento convexo que une los puntos (0, 1) y (y, 0). Como e0 ∈ V,
se tiene que s0 < π(e0) < s1. Como e ∈ V ∩ E(X), existe un y ∈ Y
tal que e ∈ (0, 1)(y, 0). Sea p el punto en (0, 1)(y, 0) tal que π(p) = s1.
Entonces (ep − {p}) ⊂ V. Esto implica que (ep − {p}) ∩X = ∅. Note
que si w ∈ X0, entonces vw ⊂ X0. Aśı, ψ(e) ≥ s1.

Como clX(V ) ∩ E(X) es 0-dimensional, existe un subconjunto ce-
rrado y abierto, R, de clX(V )∩E(X) tal que e0 ∈ R y además R ⊂ V ∩
E(X). Sea W un conjunto abierto de X tal que R = W∩clX(V )∩E(X)
y W ⊂ V. Note que e0 ∈ W, la intersección W ∩E(X) = R es compacta
y W ∩X0 = ∅. Luego, si t1 ∈ (max{π(e) : e ∈ W ∩E(X)}, s1), se tiene
que t1 satisface que π(e) < t1 < ψ(e).

Ahora mencionamos una caracterización de la rigidez del hiperes-
pacio C(X) cuando X es un abanico suave.

Teorema 2.77. Sean X un abanico suave, E(X) como en la Definición
2.69 y X0 como en la Definición 2.70. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
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(a) C(X) es ŕıgido,

(b) X = X0,

(c) E(X) no tiene puntos de compacidad local.

Demostración. (b) =⇒ (a) Supongamos que X = X0 y que h : C(X)→
C(X) es un homeomorfismo. Por el Teorema 2.74 (c), tenemos que
h(F1(X0)) ⊂ F1(X). Como X = X0, tenemos que h(F1(X)) ⊂ F1(X).
Utilizando h−1, por el Teorema 2.74 (c), se tiene que h−1(F1(X0)) ⊂
F1(X). Como X = X0. Tenemos que h−1(F1(X)) ⊂ F1(X), de donde,
F1(X) ⊂ h(F1(X)). Por tanto, h(F1(X)) = F1(X). Aśı, C(X) es ŕıgido

(c) =⇒ (b) Supongamos que X 6= X0. Tomamos x ∈ X −X0 y sea
e ∈ E(X) tal que x ∈ ve. Si e ∈ X0, dado que v ∈ X0 y X0 es un
subcontinuo de X, entonces x ∈ ev ⊂ X0, lo cual es una contradic-
ción. Aśı, e 6∈ X0. Sea U un conjunto abierto de X tal que e ∈ U y
clX(U) ∩X0 = ∅.

Veamos que clX(U)∩E(X) es una vecindad compacta de e en E(X).

Como X es compacto, es suficiente probar que para cualquier suce-
sión {em}∞m=1 en clX(U)∩E(X) que converge a un punto z ∈ clX(U), se
cumple que z ∈ E(X) también. Sea {em}∞m=1 una sucesión en clX(U)∩
E(X) tal que ĺım em = z ∈ clX(U). Como E0(X) ⊂ X0, se tiene que
z 6∈ E0(X). Como z ∈ clX(E(X)) y z 6∈ E0(X), se tiene que z ∈ E(X).
Por tanto, el conjunto clX(U)∩E(X) es cerrado y como X es compacto,
tenemos que clX(U) ∩ E(X) es compacto. Luego E(X) es localmente
compacto en e. Lo cual es una contradicción. Por tanto, X = X0.

(a) =⇒ (c) Supongamos que E(X) tiene un punto e0 de compacidad
local. Sea W un subconjunto abierto de X y t1 ∈ (0, 1) que satisfacen
del inciso (a) − (d) del Teorema 2.76. Para cada e ∈ E(X) ∩W, sea
xe ∈ ve tal que π(xe) = t1. Note que la función e→ xe es continua. Sea
Z =

⋃
{exe ⊂ X : e ∈ W ∩ E(X)}. Sea g : (W ∩ E(X)) × [0, 1] → Z

dada por g(e, s) = s · e + (1 − s) · xe. Luego g es continua, inyec-
tiva y sobreyectiva. Como W ∩ E(X) es compacta, se tiene que g
es un homeomorfismo. En particular, tenemos que los conjuntos Z y
Z0 = {xe ∈ X : e ∈ W ∩ E(X)} son subconjuntos compactos de X.
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Veamos que Z0 es la frontera de Z (en X).

Como para cada e ∈ W ∩E(X) se tiene que π(e) < t1 < 1, entonces
Z0 ⊂ frX(Z). Sea x ∈ Z ∩ clX(X −Z) y sea {xm}∞m=1 una sucesión de
X − Z tal que ĺım xm = x. Para cada m ∈ N, sea em ∈ E(X) tal que
xm ∈ vem y sea e ∈ W ∩ E(X) tal que x ∈ exe. Podemos suponer que
ĺım em = x0 para algún x0 ∈ X. Como x ∈ Z, se tiene que π(x) ≤ t1,
de donde x 6= v. Por la suavidad de X, tenemos que ĺım vem = vx0,
por lo que x ∈ vx0 ∩ (ve− {v}). Esto implica que vx0 ⊂ ve. Si x0 6= e,
entonces x0 ∈ E0(X) y x0 ∈ X0. Por el Teorema 2.76 (d), se tiene
que t1 < ψ(e) =mı́nπ(X0 ∩ ve). Aśı, t1 < π(x0). Como x ∈ vx0, se
tiene que π(x0) ≤ π(x). Esto contradice el hecho de que x ∈ Z. Aśı,
x0 = e. Luego, x0 ∈ W. Como W es abierto, existe M ∈ N tal que
para cada m ≥ M, se cumple que em ∈ W. Dado un m ≥ M, como
em ∈ W ∩E(X) y xm ∈ (X − Z) ∩ vem, tenemos que π(xm) > t1. Aśı,
π(x) > t1. Como x ∈ Z, concluimos que π(x) = t1. Aśı, x = xe ∈ Z0.
Con esto terminamos la prueba de que Z0 = frX(Z).

Definimos lo siguiente

L =
⋃
{C(exe) ⊂ C(X) : e ∈ W ∩ E(X)}.

Como L = {A ∈ C(X) : A ∈ Z}, tenemos que L es cerrado en
C(X). Usando el modelo geométrico para C([0, 1]) es posible definir
un homeomorfismo f : C([0, 1]) → C([0, 1]) tal que f(A) = A para
cada A ∈ C([0, 1]), 0 ∈ A y f({1}) = [1

2
, 1].

Sea

fC : L → L definida por

hC(A) = (g ◦ (idW∩E(X) × f) ◦ g−1)(A)

Luego, hC es un homeomorfismo con las siguientes propiedades:

(1) Si A ∈ L y xe ∈ A para algún e ∈ E(X)∩W, entonces hC(A) = A,

(2) Si e ∈ E(X) ∩W, entonces hC({e}) 6∈ F1(X).

Extendemos hC a un homeomorfismo h : C(X)→ C(X) dado por

h(A) =

{
hC(A), si A ∈ L
A, si A ∩ clX(X − Z).
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Ahora, por la primera propiedad, (1), que cumple hC y la igualdad,
que ya fue demostrada, Z0 = frX(Z), tenemos que h es una función
continua bien definida y además inyectiva y sobreyectiva. Luego por
la segunda propiedad, (2), que cumple hC tenemos que C(X) no es
ŕıgido. Lo cual es una contradición. Por tanto, E(X) no tiene puntos
de compacidad local.

Veamos ahora un resultado que relaciona a C(X) con Cn(X) cuando
X es un abanico suave.

Teorema 2.78. Si X es un abanico suave tal que C(X) es ŕıgido y
n ∈ N− {2}, entonces Cn(X) es ŕıgido.

Demostración. Supongamos que n ≥ 3 y que h : Cn(X)→ Cn(X) es un
homeomorfismo. Como X es un dendroide, por el Teorema 2.20, tene-
mos que X preserva n-alambrados, es decir, h(Wn(X)) =Wn(X). Lue-
go, h(Zn(X)) = Zn(X). Por el Teorema 2.26, tenemos que W1(X) =
{A ∈ Wn(X) − Zn(X) : A tiene una base B de vecindades de A en
Cn(X) tal que para cada U ∈ B, si C es la componente de U que contiene
a A, entonces C ∩ Zn(X) es conexo}. Aśı, h(W1(X)) = W1(X). Note
que, por definición de Wn(X), en particular tenemos que W1(X) =
{A ∈ C(X) : v 6∈ A}.

Recordemos lo siguiente:

(1) v es el vertice de X,

(2) V = {A ∈ C(X) : v ∈ A},

(3) E(X) es el conjunto de puntos extremos de X y

(4) Si e ∈ E(X), entonces L(e) = {A ∈ C(X) : A ⊂ ve− {v}}.

Note que V = C({v}, X). Como C(X) es ŕıgido, por el Teorema

2.77, tenemos que X = X0. Si E(X) es finito, entonces E(X) = E(X),
de donde, E0(X) = ∅. Aśı,X0 = {v} 6= X. Lo cual es una contradicción.
Por tanto E(X) es infnito. Por [15, Teorema 3.1 (3)], tenemos que V
es homeomorfo al Cubo de Hilbert. Sea A = clCn(X)(W1(X)). Luego,
h(A) = h(clCn(X)(W1(X))) = clCn(X)(h(W1(X))) = clCn(X)(W1(X)) =
A, es decir h(A) = A. Aśı, h(A−W1(X)) = A−W1(X).

Note que A = {A ∈ C(X) : existe e ∈ E tal que A ∈ L(e) ∪ {v}}.
Si A ∈ A −W1(X), entonces A es un subcontinuo de X tal que A ∈
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L(e)∪{v} para algún e ∈ E(X) y que no pertenece aW1(X), es decir,
A es un subcontinuo de X que contiene al vértice v, de donde, A ∈ V .
Por tanto, A−W1(X) ⊂ V∩A. Si A ∈ V∩A, por un lado A ∈ A y por
otro lado A ∈ V implica que A 6∈ W1(X), es decir, A ∈ A−W1(X). Por
tanto, V∩A ⊂ A−W1(X). Aśı, A−W1(X) = V∩A. Luego h(V∩A) =
h(A −W1(X)) = A −W1(X) = V ∩ A, es decir, h(V ∩ A) = V ∩ A.
Luego, la restricción h |V∩A : V ∩ A → V ∩ A es un homeomorfismo.
Por [15, Teorema 3.1 (2)], tenemos que V ∩ A es un Z−conjunto de
V . Aśı, h |V∩A es un homeomorfismo entre Z − conjuntos del cubo de
Hilbert V . Por el Teorema de Homogeneidad de Anderson, [38, 11.9.1],
el homeomorfismo h |V∩A puede ser extendido a un homeomorfismo
g : V → V .

Definimos f : V ∪ A → V ∪A por

f(A) =

{
g(A), si A ∈ V
h(A), si A ∈ A.

Note que si A ∈ V ∩A, por un lado tenemos f(A) = h(A). Por otro
lado, tenemos que f(A) = g(A) pero g restringida a la intersección
V ∩ A es h, es decir, g(A) = h(A). Aśı, f(A) = g(A) = h(A). Por
tanto, f es un homeomorfismo.

Note que V ∪ A = C(X). Luego f es un homeomorfismo de C(X)
en C(X) y como C(X) es ŕıgido, se tiene que f(F1(X)) = F1(X).

Dado p ∈ X − {v}, tenemos que {p} ∈ W1(X). Como W1(X) ⊂
clCn(X)(W1(X)) = A, tenemos que {p} ∈ A. Aśı, h({p}) = f({p}) ∈
F1(X).

Sea p ∈ X. Como X−{v} es denso en X, tenemos que p ∈ X − {v}.
Existe una sucesión {pn}∞n=1 ⊂ X −{v} tal que pn converge a p. Como
pn ∈ X − {v}, entonces {pn} ∈ W1(X), de donde, {pn} ∈ A. Luego
h({pn}) = f({pn}) ∈ F1(X). Aśı, h({pn}) ∈ F1(X). Por la continuidad
de h, tenemos que h({pn}) converge a h({p}). Como h({pn}) es una
sucesión en F1(X) y F1(X) es cerrado, tenemos que h({p}) ∈ F1(X).
Por tanto, concluimos que h(F1(X)) ⊂ F1(X). De manera similar se
llega a que h−1(F1(X)) ⊂ F1(X). Aśı, tenemos que h(F1(X)) = F1(X).
Es decir, Cn(X) es ŕıgido.

En consecuencia tenemos el siguiente resultado.



68 Rigidez

Teorema 2.79. Sean X un abanico suave, E como en la Definición
2.69, X0 como en la Definición 2.70 y n ∈ N − {2}. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) C(X) es ŕıgido,

(b) X = X0,

(c) E(X) no tiene puntos de compacidad local,

(d) Cn(X) es ŕıgido para cada n 6= 2.

Demostración. Se obtiene del Teorema 2.77 y del Teorema 2.78.

Relacionando la pregunta de que si C3([0, 1]) es ŕıgido y el Teorema
2.79, los autores de [26] y [29] plantean el siguiente problema.

Problema 2.80. Sea Z un continuo. ¿Si C(Z) es ŕıgido, entonces
Cn(Z) es ŕıgido para cada n 6= 2?

Presentamos un par de ejemplos de abanicos suaves en los que anali-
zamos la rigidez no solo de C(X) sino de Cn(X) para todo n ∈ N−{2}.

Ejemplo 2.81. Aqúı presentamos un ejemplo de un continuo Y dife-
rente del abanico de Lelek en el cual el hiperespacio C(Y ) es ŕıgido.

Recordemos que el abanico de Lelek es el único abanico suave, X,
tal que el conjunto de puntos extremos de X es denso en X. Dado un
punto p ∈ X−(E(X)∪{v}). Como X = E(X), tenemos que p ∈ E(X).

Como p 6∈ (E(X) ∪ {v}), entonces p ∈ E(X) − E(X) = E0(X). Es
decir, p ∈ E0(X) ⊂ X0. Por tanto, X − (E(X) ∪ {v}) ⊂ E0(X).

Como E0(X) ⊂ X0, entonces E0(X) ⊂ X0 = X0. Luego, tenemos que

X = clX(X − (E(X) ∪ {v})) ⊂ E0(X) ⊂ X0, es decir, que X = X0.
Por el Teorema 2.77, tenemos que C(X) es ŕıgido. Más aún, por el
Teorema 2.78, tenemos que para todo n ∈ N − {2} el hiperespacio
Cn(X) es ŕıgido.

Otro abanico suave, Y, con la propiedad de que C(Y ) sea ŕıgido lo
vamos a construir de la siguiente manera.

Supongamos que X es el abanico de Lelek. Sea Z el cono sobre el
conjunto de Cantor, C. Note que X ⊂ Z. Sea g : C × [0, 1] → Z la
función natural cociente tal que g(c, 1) = v para cada c ∈ C, es decir,
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Z es el espacio cociente que resulta de C×[0, 1] al identificar el conjunto
C×{1} al punto v = (0, 1). Consideremos los conjuntos Q = C× [0, 2]
y P = (C× [1, 2])∪g−1(X). Note que P ⊂ Q. Sea Y el espacio cociente
que resulta de P al identificar el conjunto C × {2} al punto v = (0, 2).
Luego, tenemos la siguientes observaciones sobre el espacio resultante
Y :
(a) Y es un abanico suave.

(b) El conjunto de puntos extremos en X es el mismo en Y, es decir,
que E(X) = E(Y ).

(c) Y no es homeomorfo a el abanico de Lelek.

(d) Y = Y0, por lo que de acuerdo al Teorema 2.77, C(Y ) es ŕıgido.
Más aún, de acuerdo al Teorema 2.79, si n ∈ N−{2}, entonces Cn(Y )
es ŕıgido.

Un problema abierto es que ¿si X es un abanico suave tal que C2(X)
es ŕıgido, entonces C(X) es ŕıgido?
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2.5. Continuos hereditariamente indescomponibles

Hasta aqúı hemos logrado mostrar la rigidez del n-ésimo hiperespa-
cio para todo natural diferente del 2 al menos para los arco continuos
indescomponibles y para los continuos localmente conexos casi enreja-
dos sin pelos.

Terminamos nuestro estudio presentando un resultado que afirma
la rigidez del n-ésimo hiperespacio para todo número natural para una
familia distinta a las mencionadas anteriormente.

Definición 2.82. Un continuo indescomponible X es hereditaria-
mente indescomponible si todos los subcontinuos propios de X no
degenerados son indescomponibles.

Teorema 2.83. Si X es un continuo hereditariamente indescomponible
y n ∈ N, entonces Cn(X) es ŕıgido.

Demostración. Vea [36, Teorema 4.4, Afirmación 4].
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Para el desenlace de este trabajo, se hizo lo siguiente.

Sea X un continuo, en [29, pág. 4], se definen los siguientes conjun-
tos G(X) = {p ∈ X : p tiene una vecindad W en X tal que W es una
gráfica finita}, y P(X) = X − G(X); un continuo X es casi enrejado
si cumple que G(X) es denso en X.

Sea X un continuo, de acuerdo a [29, pág. 4], un alambre es un
subconjunto α de X tal que α es homeomorfo a uno de los siguientes
espacios, (0, 1), [0, 1), [0, 1] o la circunferencia unitaria S1 en el espacio
Euclidiano, y α es una componente de un subconjunto abierto de X.
Sea W (X) =

⋃
{α ⊂ X : α es un alambre en X}. El continuo X es

alambrado si W (X) es denso en X, es decir, si W (X) = X.

Un continuo, X, es descomponible si existen dos subcontinuos pro-
pios U y V de X tales que X = U ∪ V. Si no existen tales conjuntos,
entonces X es indescomponible. Un continuo indescomponible tal que
todos sus subcontinuos propios no degenerados son arcos es un arco
continuo indescomponible (vea [29, pág. 4]).

Un pelo en un continuo X es un arco α con puntos extremos a, b tal
que α− {a} es abierto en X.

Dado un continuo X y n ∈ N, sea

Wn(X) = {A ∈ Cn(X) : cada componente de A esta contenida
en un alambre de X}.

Zn(X) = {A ∈ Wn(X) : existe una vecindad,M de A en Cn(X)
tal que la componente C deM que contiene a A es una 2n−celda}.
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Un continuo X preserva n-alambrados si para cada homeomorfismo
h : Cn(X)→ Cn(X), se tiene que h(Wn(X)) =Wn(X).

Un continuo X es unicoherente, si para cualesquiera dos subcon-
tinuos A y B de X tales que A ∪ B = X, la intersección A ∩ B es
conexa; X es hereditariamente unicoherente si todos sus subcontinuos
son unicoherentes.

Un dendroide es un continuo hereditariamente unicoherente y arco
conexo.

Un hiperespacio K(X) ∈ {2X , Cn(X), Fn(X)} es ŕıgido si para cual-
quier homeomorfismo h : K(X) −→ K(X) se tiene que h(F1(X)) =
F1(X).

Un continuo X tiene hiperespacio único K(X) si se cumple la si-
guiente implicación: si Y es un continuo tal que K(X) es homeomorfo
a K(Y ), entonces X es homeomorfo a Y.

Un abanico es un dendroide X con exactamente un punto de ra-
mificación v, llamado el vértice de X. Un abanico X con vértice v es
suave si para cada sucesión {xi}∞i=1 convergente a un punto x ∈ X, se
tiene que ĺım vxi = vx.

Teorema 1.28. Sean X un continuo, n ∈ N y A ⊂ 2X conexo tal
que A ∩ Cn(X) 6= ∅. Sea A0 =

⋃
{A : A ∈ A}. Entonces

(a) A0 tiene a lo más n componentes,

(b) si A es cerrado en 2X , entonces A0 ∈ Cn(X),

(c) para cada A ∈ A, cada componente de A0 intersecta a A.

Teorema 2.7. Si X es un arco continuo indescomponible, entonces
X es un continuo alambrado.

Teorema 2.13. Si X es un continuo localmente conexo y n ∈ N,
entonces

Wn(X) = {A ∈ Cn(X) : dimA[Cn(X)] = 2n}.

Teorema 2.18. Sean X un continuo, n ∈ N y V como en la Defi-
nición 2.17. Entonces

(a) Wn(X) ⊂ V ,

(b) Si X es un dendroide, entonces Wn(X) = V .
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Teoremas 2.19 y 2.20. Continuos que pertenecen a una de las
siguientes clases preservan n-alambrados para cada n ∈ N.

(a) Continuos localmente conexo.

(b) Dendroides.

Teorema 2.25. Sean X un continuo y n ∈ N . Entonces

(a) Wn(X) ∩ (Cn(X)− Cn−1(X)) ⊂ Zn(X),

(b) Si n ≥ 3, entonces Wn(X) ∩ (Cn(X)− Cn−1(X)) = Zn(X).

Teorema 2.26. Sean X un continuo y n ∈ N− {1, 2, 3}. Entonces

W1(X) = {A ∈ Wn(X)−Zn(X) : A tiene una base B de vecindades
de A en Cn(X) tal que para cada U ∈ B, si C es la componente de U

que contiene a A, entonces C ∩ Zn(X) es conexo}.

Teorema 2.38. Si X es un arco continuo indescomponible y n ∈
N−{2}, entonces X tiene hiperespacio único Cn(X) y Cn(X) es ŕıgido.

Los autores de [29] se preguntan lo siguiente:

Pregunta 1. Supongamos que X es un continuo alambrado. ¿ Es
verdad que el hiperespacio C2(X) no es ŕıgido?

Dentro de los continuos localmente conexo se demuestra lo siguiente:
Teorema 2.47. Si X es un continuo localmente conexo que no es

casi enrejado y n ∈ N, entonces Cn(X) no es ŕıgido.
Teoremas 2.49 y 2.51. Sea X un continuo localmente conexo que

no contiene pelos. Entonces

(a) Si p ∈ α − {a, b} para algún arco libre α con puntos extremos a
y b, α ⊂ X y h : C(X) → C(X) es un homeomorfismo, entonces
h({p}) ∈ F1(X),

(b) Si X es casi enrejado, entonces C(X) es ŕıgido.

Teorema 2.53. SeaX un continuo localmente conexo casi enrejado.
Entonces C(X) es ŕıgido si y solo si X no contiene pelos.

Teorema 2.54. Si X es un continuo localmente conexo, casi en-
rejado sin pelos y n ∈ N − {2}, entonces el hiperespacio Cn(X) es
ŕıgido.
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Teorema 2.58. Si X contiene un arco libre, entonces C2(X) no es
ŕıgido.

Hasta aqúı tenemos la rigidez del hiperespacio Cn(X) para ciertas
familias de continuos, es decir, que para los arco continuos indescom-
ponibles y para los continuos localmente conexos, casi enrejados sin
pelos, el hiperespacio Cn(X) es ŕıgido para toda n ∈ N− {2}.

Refiriéndose a la pregunta 1, podemos decir que si yo tengo una
gráfica finita, X, entonces es un continuo alambrado. Además es claro
que contiene un arco libre, de donde, por el Teorema 2.58, tenemos que
C2(X) no es ŕıgido.

Dentro de los abanicos suaves se demuestra lo siguiente:
Teoremas 2.77 y 2.78. Supongamos que X es un abanico suave

y n ∈ N− {2}. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) C(X) es ŕıgido,

(b) X = X0,

(c) E no tiene puntos de compacidad local,

(d) Cn(X) es ŕıgido.

Para los abanicos suaves, si el hiperespacio C(X) es ŕıgido y n ∈
N− {2}, entonces Cn(X) también es ŕıgido y viseversa. Como ejemplo
particular mencionamos que el abanico de Lelek (Vea [11]) es el úni-
co abanico suave en el que el conjunto de puntos extremos es denso y
además que el hiperespacio C(X) es ŕıgido, de donde, por los Teoremas
2.77 y 2.78, tenemos que Cn(X) es ŕıgido para cada n ∈ N− {2}.

Resulta interesante preguntarse si el caso n = 2. proporciona infor-
mación.

Pregunta 2. Sea X un abanico suave. ¿Si C2(X) es ŕıgido, enton-
ces C(X) es ŕıgido?

Por último, es deseable encontrar una familia de continuos para la
cual el n-ésimo hiperespacio sea ŕıgido para todo n número natural. Lo
cual afirma el siguiente resultado.
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Teorema 2.83. Si X es un continuo hereditariamente indescompo-
nible y n ∈ N, entonces el hiperespacio Cn(X) es ŕıgido.

La aportación que hacemos con esta tesis es presentar y demostrar
de manera detallada el desarrollo de los art́ıculos [26] y [29]; en cuanto al
concepto de rigidez de hiperespacios. Estos art́ıculos son una aportación
para el estudio del tema de Rigidez de hiperespacios (también puede
revisar [28]). Además, exponemos resultados sobre temas referentes a
Hiperespacio único.
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Índice alfabético
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