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Introduccion

Un continuo es un espacio métrico no vacio compacto y conexo. Un
hiperespacio de un continuo X es una familia de subconjuntos de X que
cumplen una cierta caracteristica en particular. Dados un continuo X y
n € N, consideramos los siguientes hiperespacios de X:

2¥ ={ACX: A#0y Aes cerrado en X},
Cn(X) ={A € 2X: A tiene a lo més n componentes},
F.(X) = {A € 2% A tiene a lo mis n puntos}.

Todos los hiperespacios son considerados con la métrica de Hausdorff [43]
Observacién 0.4]. Notemos que F;(X) = {{z}: © € X}. Los hiperespacios
Fo(X) y Cn(X) son conocidos como el n-ésimo producto simétrico de X y
el n-ésimo hiperespacio de X, respectivamente. Un hiperespacio K(X) de
X, donde K(X) € {2%,C,(X), F.(X)}, es rigido si para cualquier homeo-
morfismo h : K(X) — K(X), se tiene que h(F1(X)) = Fi(X). En este
trabajo estudiamos condiciones bajo las cuales un continuo X tiene hiperes-
pacio rigido C,(X). Entre otros, consideramos familias de continuos como,
dendroides, continuos localmente conexos, continuos indescomponibles tales
que todos sus subcontinuos propios no degenerados son arcos, continuos he-
reditariamente indescomponibles y abanicos suaves.

La aportacién en esta tesis consiste en dar una presentacion, en cuanto al
tema relacionado con el concepto de rigidez de hiperespacios, de los articulos
de Rodrigo Herndndez Gutiérrez, Alejandro Illanes y Verénica Martinez de
la Vega [26] y [29], con demostracién detallada de los resultados ahi encon-
trados.

Este trabajo de tesis se divide en dos partes. En el Capitulo 1 se propor-
ciona el material necesario y suficiente de los conceptos que se requieren a
lo largo de este trabajo (hiperespacio rigido, hiperespacio tinico, conexidad
local, continuos indescomponibles, dimensién) y resultados relacionados con
los conceptos mencionados que nos ayudan a demostrar los resultados prin-
cipales en el capitulo siguiente. En el Capitulo 2 enunciamos y desarrollamos
con detalle la prueba de los teoremas principales, en [26] y [29], que tratan
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sobre rigidez del hiperespacio Cy,(X).

El n-ésimo hiperespacio de un continuo para continuos indescomponibles
tales que todos sus subcontinuos propios no degenerados son arcos, es rigido:

Teorema 1. Si X es un continuo indescomponible tal que todos su
subcontinuos propios no degenerados son arcos y n € N — {2}, entonces el
hiperespacio C,,(X) es rigido (vea Teorema de este trabajo).

Dentro de la familia de los continuos localmente conexos probamos que
cuando no son casi enrejados, entonces el n-ésimo hiperespacio no es rigido
para todo n nimero natural, como lo afirma el siguiente resultado.

Teorema 2. Si X es un continuo localmente conexo que no es casi enreja-
do y n € N, entonces C,,(X) no es rigido (vea Teorema de este trabajo).

También se proporciona una caracterizacién de la rigidez de C'(X).

Teorema 3. Sea X un continuo localmente conexo casi enrejado. En-
tonces C'(X) es rigido si y solo si X no contiene pelos (vea Teorema de
este trabajo).

Para teminar la seccién probamos que para los continuos X localmente
conexos casi enrejados y sin pelos, si n € N — {2}, entonces el hiperespacio
C(X) es rigido.

Teorema 4. Si X es un continuo localmente conexo casi enrejado sin
pelos y n € N — {2}, entonces C,,(X) es rigido (vea Teorema de este
trabajo).

Otra familia de continuos que se estudia en este trabajo son lo abanicos
suaves. Se prueba el siguiente resultado que relaciona la rigidez de C'(X) con
Cn(X).

Teorema 5. Si X es un abanico suave tal que C(X) es rigido y n €
N — {2}, entonces C,,(X) es rigido (vea Teorema de este trabajo).

En la dltima secciéon se da un resultado que garantiza la rigidez del n-
ésimo hiperespacio de un continuo para todo nimero natural.
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Teorema 6. Si X es un continuo hereditariamente indescomponible y
n € N, entonces C),(X) es rigido (vea Teorema de este trabajo).
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se enuncian algunos resultados que son necesarios
para el desarrollo de esta tesis.

1.1. Continuos

En todo este trabajo, si X es un espacio topolégico y A un subcon-
junto de X, los simbolos cl(A), fr(A) e int(A) denotan la cerradura
de A, la frontera de A y el interior de A en X, respectivamente. Tam-
bién, si A C Y C X, los simbolos cly (A), fry(A) e inty(A) denotan la
cerradura de A, la frontera de A y el interior de A en el subespacio Y
de X, respectivamente. La cardinalidad de un conjunto A se representa
por |A|. Como es usual, los simbolos 0, N, Q, R, R y R?, represen-
tan el conjunto vacio, los nimeros naturales, los niimeros racionales,
los nimeros reales, los niimeros reales positivos y el plano euclidiano,
respectivamente; el simbolo X, denota la cardinalidad de los niimeros
naturales. Un espacio topoldgico es no degenerado si tiene mas de
un punto. Si A y B son dos conjuntos, entonces A — B es la coleccién
de los elementos de A que no estan en B. Citamos los teoremas que no
tengan demostracion.

Definicién 1.1. Sean X un espacio topologico yp € X; un subconjunto
V de X es una vecindad de p si existe un conjunto abierto U en X
tal que p e U C V.

Definicién 1.2. Sean X un espacio métrico con métrica d; p € X y
e > 0, la bola abierta en X con centro en p y radio €, denotada por

1



2 Preliminares

B(p,e), es el conjunto B(p,e) = {z € X : d(p,z) < e}. Escribimos
Bx(p,e) cuando el espacio X mnecesita ser mencionado.

A lo largo de este trabajo los subconjuntos de R™, con n € N, estan
dotados con la topologia usual.

Uno de los conceptos méas importantes en nuestro estudio es el si-
guiente:

Definicién 1.3. Un espacio métrico X es un continuo si X es no
vacio, compacto y conexo. Un subconjunto Y de un espacio topoldgico
Z es un subcontinuo de Z si el subespacio Y es un continuo. FEl
continuo X es descomponible si existen dos subcontinuos propios U
y V de X tales que X = U U V. En caso contrario, el continuo X es
indescomponible.

Definicién 1.4. Sean X un continuo y p € X. La composante de p
en X, la cual denotamos por K(p), se define como:

K(p) ={z € X: eziste un subcontinuo propio M de X tal que
p,x € M}.

Note que K(p) es la union de todos los subcontinuos propios de X que
contienen a p. Cuando hablemos de una composante de X pensaremos
en la composante de algun punto de X.

A continuacion definimos el concepto de localmente conexo. Este
concepto nos sera de gran ayuda en el Capitulo 2.

Definicién 1.5. Sean X wun espacio topologico y p € X. El espacio
topologico X es localmente conexo en el punto p si para cada
conjunto abierto U en X tal que p € U, existe un conjunto abierto y
conexo V en X tal quep € V C U. Si X es localmente conexo en cada
uno de sus puntos decimos que X es localmente conexo.

Definicién 1.6. Sean X wun espacio topoldgico y p € X. FEl espacio
topologico X es conexo en pequeno en el punto p si para cualquier
vecindad U de p en X, existe una vecindad conexa V de p en X tal que
V cU. Si X es conexo en pequerio en cada uno de sus puntos decimos
que X es conexo en pequeno.
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Observacion 1.7. De acuerdo a las definiciones de espacio localmen-
te conexro y conero en pequeno se puede observar que si un espacio
topologico X es localmente conexo en un punto p € X, entonces X es
conexo en pequeno en p. Vea el continuo en la figura 5.22 de nuestra
referencia [[4)] pdgina 84.

Definicién 1.8. Un arco es un espacio topolégico homeomorfo al in-
tervalo cerrado [0,1]. Si f : [0,1] — A es un homeomorfismo y denota-
mos x = f(0) yy = f(1), entonces los puntos x y y son llamados los
puntos extremos del arco A. Un arco de x a y significa un arco con
puntos extremos x Y y.

Definicién 1.9. Sea n € N. Una n-celda es un espacio homeomorfo
a la bola unitaria B,(0,1) = {z € R": d(z,0) < 1}. Una curva ce-
rrada simple es un espacio topologico homeomorfo a la circunferencia
unitaria St = {(z,y) € R* : 2* + y* = 1}.

Otro concepto imprescindible en nuestro estudio es el siguiente.

Definicién 1.10. Un espacio topolégico X es arco conexo, si para
cualesquiera x,y € X con x # vy, existe un arco en X de x a y.

Definicién 1.11. Una grafica finita es un continuo que puede escri-
birse como la union de una cantidad finita de arcos, tales que cuales-
quiera dos de ellos son ajenos o bien se intersectan en uno o en sus
dos puntos extremos, unicamente.

Definicién 1.12. Sea n € N. Un n-odo simple es una grdfica finita
G que es la union de n arcos emanados de un punto singular, v, y
disjuntos entre si. El punto v es llamado el vértice de G. Un 3-odo
simple es llamado triodo simple.

Definicién 1.13. Un arco libre en el continuo X es un arco A con
puntos extremos x y y tal que A — {x,y} es abierto en X. Un punto
extremo en un continuo X es un punto x € X tal que x es un punto
extremo de cualquier arco que lo contenga.

Definicién 1.14. Sea X un continuo. Un pelo en X es un arco A con
un punto extremo x tal que A — {x} es abierto en X.

Ejemplo 1.15. (a) Un arco libre en el continuo X = [0,1] es el

intervalo [3, 3.
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(b) Sea el continuo X = [0,1]. Un pelo en X es el intervalo [0, 5.

Definicion 1.16. Dado un continuo X, sean

G(X) ={p € X: p pertenece al interior de una grdfica finita
contenida en X} y P(X) =X — G(X).

Un continuo X es casi enrejado (vea [27, Pag. 2583 y 1584]) si el
conjunto G(X) es denso en X, es decir, si G(X) = X.

Note las siguientes dos observaciones respecto a la definicion de
continuo casi enrejado.

(1) Un continuo X es casi enrejadosiysolosiG(X) = X = X — P(X)
si y solo si para todo U abierto de X, U NG(X) # 0 si y solo si
para todo U abierto de X se tiene que U ¢ P(X).

(2) El continuo X no es casi enrejado si y solo si existe un abierto no
vacio U en X tal que U C P(X).

Algunos ejemplos de continuos casi enrejados son:

(a) Sean los puntos en R? de la forma a, = (1, %) para cada n € N.
Definimos Z = |J{va,: v = (0,0) y va, denota el segmento de
recta que une a v con a, para cada n € N}. El espacio Z es
conocido como el abanico armoénico.

(b) El continuo sen(1) es la cerradura del conjunto W = {(z, 1) €
R?: 0 <z < 1}.

(¢) Sean los puntos en R? de la forma b, = (1, %) paca cada n € N.

Definimos F,, = (J{vb,: v = (0,0) y vb, denota el segmento de
recta que une v con b, para cadan € N}.

(d) La dendrita D3 (vea [8, Seccién 3]) no es casi enrejado
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1.2. Hiperespacios

En esta seccion estudiamos los conceptos de hiperespacio, métrica
de Hausdorff, topologia de Vietoris y mencionamos también resultados
que usaremos durante el desarrollo los resultados principales.

Definicién 1.17. Dado un continuo X, con métrica d, los hiperes-
pacios del continuo X son familias de subconjuntos de X, con alguna
caracteristica especial. Para cada n € N consideraremos los siguientes
hiperespacios de X :

2X ={A C X: A es no vacio y cerrado en X},
Cn(X) ={A € 2%: A tiene a lo mds n componentes},
F,(X) ={A €2X: A tiene a lo mds n puntos}.

Todos los hiperespacios son considerados con la métrica de Haus-

dorff H, vea [43, Observacion (0.4)], definida como
H(A, B) =mdx{mdz{d(a, B): a € A},mdz{d(b, A): b € B}},
donde d(a, B) =min{d(a,b): b € B}.

El hiperespacio F,,(X) es conocido como el n-ésimo producto simétri-
co de X. El hiperespacio F1(X) es una copia isométrica de X enca-
jada en cada uno de los hiperespacios definidos antes. Al hiperespa-
cio Cp,(X), con la métrica de Hausdorff heredada de 2%, se le conoce
como el n-ésimo hiperespacio de X. Extendemos la definicién de
C,(X) definiendo Cy(X) = (). Para el caso en que n = 1 pensaremos
en C'(X) = C1(X) y se conoce como el hiperespacio de los subcon-
tinuos del continuo X.

Supongamos que d es una métrica para X. Dados e > 0, p € X y
A € 2% sean N(e,A) = {p € X: existe a € A tal que d(p,a) < €}
vy BH(e,A) = {B € 2X: H(A, B) < ¢} (escribimos Nx(e, A) cuando el
espacio X necesita ser mencionado).

A continuacién exponemos que todos los hiperespacios de un con-
tinuo los podemos considerar ya sea con la topologia de Vietoris o con
la topologia inducida por la métrica de Hausdorff, indistintamente.
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Definicién 1.18. Sean X un continuo, n € N y Uy, Us, ..., U, subcon-
jguntos de X, no vacios. El vietérico de Uy, Us, ..., U,, denotado por
(U1,Us, ..., Uy,), es el conjunto

{AEQX:ACUUiyAﬂUi#Q, para cadaié{l,?,...,n}}.
i=1

Dado un contiuo X, el siguiente resultado dota de una topologia al
hiperespacio 2.

Teorema 1.19. [13, Teorema 2.20] Si X es un continuo y B = {{Uy, Us,
o Un) ineNyU,Us,..., U, son conjuntos abiertos en X}, enton-
ces B es una base para una topologia del hiperespacio 2°X.

La topologia generada por B, denotada por 7y es conocida como la
Topologia de Vietoris.

Teorema 1.20. [15, Teorema 2.22] Sea X un continuo. La Topologia
de Vietoris, T, y la topologia inducida por la métrica de Hausdorff,
T, en 2% son iguales.

Ahora, si X es un continuo, m,n € Ny Uy, Us,...,U,, son sub-

conjuntos de X, entonces consideramos la siguiente subcoleccion de
Cn(X),

(U1,Usy ... Up)y =
{A eCo(X):AcC UL, Uiy ANU; # 0, para cada i € {1,2,...,m}}.

El concepto principal de nuestro trabajo es el siguiente.

Definicién 1.21. Sean X un continuo y n € N. Un hiperespacio
K(X) € {2%,C.(X), F,(X)}, es rigido si para cualquier homeomor-
fismo h: K(X) — K(X), se tiene que h(Fy(X)) = Fi(X).

Definicién 1.22. Sean continuo X y n € N. El continuo X tiene
hiperespacio tnico K(X) € {2% C,(X), F,(X)}, si se cumple la
siguiente implicacion: si'Y es un continuo tal que K(X) es homeomorfo
al hiperespacio K(Y'), entonces X es homeomorfo a'Y.

La unicidad de hiperespacios ha sido ampliamente estudiada (vea

3], [7], [16] al [23], [25] al [29], [36] v [37]).
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Sean X un continuo n € Ny K(X) € {2%,C,(X), F,(X)}. Una
técnica til es encontrar una propiedad que caracterice los elementos
de Fi(X) en el hiperespacio K(X). Cuando es posible encontrar tal
caracterizacion, el hiperespacio K(X) es rigido. Esta técnica ha sido
usada en el estudio de unicidad de hiperespacios, por lo que ambos
temas estan relacionados. Por otro lado, los temas en este trabajo nos
conducen a nuevos resultados sobre la unicidad de hiperespacios.

Dados un continuo X y n € N — {2}, en este trabajo estudiamos
la rigidez de los hiperespacios C,,(X). En [29] se introdujo el estudio
de rigidez de hiperespacios. En [28] se investigé la rigidez del producto
simétrico F,(X).

Uno de los resultados principales que desarrollamos a lo largo de
este trabajo es que si X es un arco continuo indescomponible (vea la
Definicion y si n € N — {2}, entonces X tiene hiperespacio tinico
Cn(X) y ademéds C,,(X) es rigido.

Problema 1.23. Sea X un arco continuo indescomponible. ;El hiper-
espacio Co(X) es rigido?

Entre otros, consideramos las familias de continuos como; dendroi-
des, continuos localmente conexos, continuos idescomponibles tal que
todos sus subcontinuos propios no degenerados son arcos, continuos
hereditariamente indescomponibles y abanicos suaves.

Ahora mencionamos algunos resultados que vamos a hacer uso de
ellos a lo largo del trabajo.

Teorema 1.24. Si X un espacio topoldgico, Y y A son subconjuntos
de X, entonces

(a) fry(ANY) C frx(A),

(b) siclx(A) Cintx(Y), entonces fry(A) = frx(A).

Demostracion. (a) fry(ANY) = cy(A) Nely(Y — A) C cdx(A)N
Clx(Y — A) C Clx(A) N Clx(X — A) = er(A)

= Clx(A) N Cl)(<X - A) = Clx(A) N [Clx(X - Y)
lelx (A) N (X — intx (V)] U [elx(A) N ely (Y — A)]

-

(b) frx(A)
Clx(Y — A)] =
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[Clx(A)ﬂClx(Y—A)] = YﬂClx(A)ﬂClx(Y—A) = Cly(A)ﬂCly(Y—A) =
fry(A). O

También un concepto indispensable dentro del desarrollo de nuestro
trabajo es el de dimension el cual definimos a continuacion.

Definicién 1.25. Dado cualquier nimero entero n mayor o igual que
—1, vamos a definir recursivamente cudndo un espacio métrico sepa-
rable X tiene dimension menor o igual que n, lo cual denotamos por
dim[X] < n, de la siguiente forma:

(a) Para cualquier espacio métrico separable X, dim[X] < —1 si y
solo si X =1).

(b) Dada n > 0, supongamos que hemos definido cudndo un espacio
métrico separable tiene dimension menor o iqual que n—1. Enton-
ces, para cualquier espacio métrico separable X y cualquierp € X,
dim,[X]| < n si X tiene una base local de vecindades de p cuyas
fronteras tienen dimension menor o igual a n—1. Ademds, si para
cada p € X se satisface que dim,[X| < n, entonces dim[X]| < n.

Definimos también lo siguiente:

(a) Para cualquier espacio métrico separable X y cualesquiera p € X
yn >0, dim,[X] =n si dimy[X] < n y es falso que dim,|X] <
n—1.

(b) Para cualquier espacio métrico separable X y cualquier n >0, la
dimension de X es n, denotada por dim|[X] =n, si dim[X] <n
y es falso que dim[X] <n — 1.

(¢) Para cualquier espacio métrico separable X, la dimension de X
es 0o, denotada por dim[X| = oo, si dim[X] < n es falso para
cada n € N.

El siguiente resultado refleja cémo se comporta la dimensién con
respecto a subespacios.

Teorema 1.26. Si X es un espacio topologico, A un subespacio de X
yp € A, entonces

(a) dim[A] < dim[X]
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(b) dim,[A] < dim,[X]
(c) Si X es reqular y p € intx(A), entonces dim,[A] = dim,|X].

Demostracion. Para la prueba de (a) y (b) vea [5, Teorema 1.68].
Veamos que se cumple (c¢). Por el inciso (b), es suficiente probar
que dim,[X] < dim,[A]. Note que si dim,[A] = oo, entonces ya ter-
minamos. Vamos a suponer que dim,[A] es finita. Sea U un conjunto
abierto en X tal que p € U C A. Asi, U es una vecindad de p en
A. Sea V una vecindad de p en A de modo que V' C U, y también
dim[fra(V)] < dim,[A] —1. Note que V es vecindad de p en X. Ahora,
como X es regular, podemos suponer que clx (V) Cinty(A). Enton-
ces, por el Teorema [1.24] (b), tenemos que frx(V) = fra(V). Asi,
dim[frx (V)] < dimy[A] — 1. Por tanto, dim,[X] < dim,[A]. Luego
dimy[A] = dim,[X]. O

El siguiente resultado es conocido como “teorema de golpes en
la frontera”.

Teorema 1.27. []5, Teorema 20.3] Si X es un continuo, E un sub-
conjunto propio no vacio de X y K una componente de E, entonces

KN fr(E) # 0 (Equivalentemente, como K C E, K N (X — E) # 0).

El siguiente resultado lo vamos a utilizar con frecuencia en uno de
los resultados principales de nuestro trabajo.

Teorema 1.28. Sean X un continuo, n € N y A C 2% conezo tal que

ANCL(X) #0. Si Ay = U{A: A € A}, entonces
(a) Ag tiene a lo mds n componentes,
(b) si A es cerrado en 2%, entonces Ay € C,(X),
(¢) para cada A € A, cada componente de Ay intersecta a A.

Demostracion. (a) Supongamos que Ay tiene més de n componentes.
Entonces existen n 4+ 1 subconjuntos separados dos a dos y no vacios,
Aq, .o Apgr, tal que Ag = AjU---UA, 4. Sea B € ANC,(X). Se tiene
que B tiene a lo mas n componentes y ademas B C Ay U---U A,41.
Supongamos que Ay, ..., A, son tal que A; N B # () para cada ¢ €
{1,...m} y AisnB =0 paracadai € {m+1,....,n+1}. As{, m <n.
Sean
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K={CeA CCAU--UA,}

£:{C€ACQ<Am+1UUAn+1>7£®}

Observaciones.
(1) Note que B € K, por lo que K # ().

(2) Sea p € A,11 C Ap. Entonces existe un elemento C' de A tal que
p € C. Luego, C N (A1 U---UA, 1) # 0. Es decir, C' € L. Por
tanto, £ # 0.

Como Ay = (A U---UA,) U (Apyr U---U App), se tiene que
A=KUL.

Veamos que los conjuntos IC y L son separados.

Primero, supongamos que existe D € clyx (K) N L. Definimos el con-
junto Z ={E € 2%: E C clyx(A;U---UA,,)}. Note que Z es cerrado
en 2% (De acuerdo a la definicién de la topologia de Vietoris) y ademaés,
IC C Z. Por tanto, clyx (K) C Z, de donde D € Z. Por otra parte, como
D € L, se tiene que DN (A, 11U---UA,, 1) # 0. Por tanto tenemos que
clyx (A1U- - -UA,)N (AU - -UA, 1) # 0, lo cual es una contradiccion
por que los conuntos AjU---UA,, v Api1U---UA, .1 estan separados.

Segundo, supongamos que existe D € K N clyx(L). Definimos el
conjunto Z = {E € 2%X: ENclyx (Api1U- - -UA, 1) # 0}. Note que Z es
cerrado en 2% (De acuerdo con la definicién de la topologia de Vietoris)
y ademéds, £ C Z. Por tanto, clyx (L) C Z, de donde D € Z, es decir,
DNclyx (AU - -UA, ;1) # . Por otro lado, como D € K, implica que
D C (A1U---UA,,). Por tanto, (A U- - -UA,, )Nclyx (A1 U- - -UA, 1) #
(0, lo cual es una contradiccién.

Por tanto, los conjuntos K y L estan separados, contradiciendo la
conexidad de A. Asi, se tiene que Ay tiene a lo mas n componentes.

(b) Veamos que clx(Ag) C Ap. Sea p € clx(Ap). Para cada vecindad
cerrada, M, de p en X sea el conjunto Ay = {A" € A: A'N M # (}.
Note que Ay es cerrado en A y por tanto compacto en A. Si M y N
son vecindades cerradas de p en X tal que M C N, entonces Ay C Ay.
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Por otro lado, cada Ajy; # () porque para cualquier vecindad, M, de p
en X se tiene que M N Ay # 0, y como Ay = |J{A: A € A}, existe al
menos un A" € A tal que M N A" # 0, es decir, que A" € Ay;. Asf, el
conjunto H = {Ap: M es vecindad cerrada de p en X'} es una familia
de subconjuntos compactos de A con la propiedad de la interseccién
finita. Asi, existe un elemento By € A tal que By € A para cada
vecindad, M, de p en X. Asi, tenemos que p € clx(By) = By. Por
tanto, tenemos que p € Ay, de donde Aj es cerrado en X.

Ahora, por el inciso (a) tenemos que Aj tiene a lo méas n compo-
nentes. Asi, se tiene que Ay € C,,(X).

(c) Sean m € N tal que m < ny Aj,..., A, las componentes de
Ap. Supongamos lo contrario a (c¢). Es decir, supongamos que existe
un A € Ay A; componente de Ay para algin i € {1,...,m} tal que
A1NA = (). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Ay, ..., Ay
son tales que A; N A # () para cada i € {1,...,k} y que Apy1,... A,
son tales que A; N A = () para cada i{k + 1,...,m}. Definimos los
conjuntos K y £ como:

,C:{CG.AIOCAlLJ"'UAk}

L={CeA:CN(Ap 1 U---UA,) #0}.

Al igual que en el inciso (a) se llega que A = KU L, con Ly L
separados. Luego, A no conexo lo cual es una contradiccién. Por tanto,
para cada A € A cada componente de Ay intersecta a A. n

Definicién 1.29. Sean X un continuo y m € N. Un m-odo en X es
un subcontinuo B de X para el cual existe A € C(B) tal que B — A
tiene por lo menos m componentes.

Teorema 1.30. [38, Theorem 70.1] Sean X un continuo y m € N —
{1,2}. Entonces el hiperespacio C(X) contiene m — celdas si y solo si
el continuo X contiene m-odos.

A continuacién presentamos el concepto de arco ordenado en los
hiperespacios 2% y C(X) que lo usamos a lo largo de todo este trabajo.

Definicién 1.31. Sean X un continuo y A, B € 2% tales que A C B.
Un arco ordenado de A a B en 2¥ es una funcién continua « :
[0, 1] — 2% tal que cumple lo siguiente.
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(a) 2(0) = A ya(l) =B,
(b) sit,s €0,1] son tales que t < s, entonces a(t) C a(s).

Por lo regular un arco ordenado «, de A a B, se identifica con su
imagen y decimos que I' = «([0, 1]) es el arco ordenado de A a B. De
manera que para cada C' € ', tenemos que A C C' C B.

Los siguientes teoremas nos garantizan la existencia de arcos orde-
nados en el hiperespacio 2.

Teorema 1.32. [/3, Theorem 1.25] Si X es un continuo y A, B € 2%,
tales que A C B, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) existe un arco ordenado de A a B en 2%,
(b) para cada componente C de B, tenemos que C' N A # ().

Como consecuencia del Teorema tenemos que existen arcos
ordenados en el hiperespacio C'(X).

Teorema 1.33. Si X es un continuo y A, B € C(X), son tales que
A C B, entonces existe un arco ordenado de A a B en C(X).

Los siguientes resultados nos seran de gran utilidad dentro de la
prueba de uno de nuestros teoremas principales.

Teorema 1.34. Sean X un continuo y Y un subcontinuo indescom-
ponible de X. Sea Ay € C,(Y) — {Y'}. Sea A la arco-componente de
Cn(X) —{Y} tal que Ay € A. Sean K, ..., K, las composantes de Y
que intersectan a Ag. Si X € A, entonces A = (K1, ..., K, ).

Demostracion. Primero observemos lo siguiente.

Observacién 1.35. Sea A € A. Si A ¢ Y, podemos tomar un arco
ordenado «: [0,1] — C,(X) de A a X. Entonces para cada t € |0, 1],
tenemos que A C a(t). Asi, Y & «([0,1]). Esto implica que A y X
pertenecen a la misma arco-componente de Cy,(X) — {Y'}, pero esto es
una contradiccion ya que A € Ay X ¢ A. Por tanto, tenemos que
A CY para cada A € A.

Como cada componente de Ay es un subcontinuo propio de Y, cada
una de ellas esta contenida en alguna composante de Y, esto justifica
la existencia de un numero finito de composantes Ky, ..., K, deY que
intersectan a Ay.
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Veamos que A = (Ky,..., K, ),.

Sea A € (Ky,...,K,),. Dado i € {1,...,7}, los conjuntos Ay N K;
y AN K; son subconjuntos cerrados y no vacios con un nimero finito
de componentes. Por lo que, existe un subcontinuo propio C; de Y tal
que (AgNK;,)U(ANK;) C C;. Sea C = CyU---UC,. Como cada
componente de A esta contenida en algin K; y A € C,(X), tenemos
que 7 < n. Asi, C € C,(X) y C es un subconjunto propio de Y, es
decir, C' € C,,(X) — {Y}. Tomando arcos ordenados a de Ay a C'y 8
de A a C es posible construir un arco, v, de Ag a A en C,,(X) — {Y'}.
Como Ay € Ay A es arco-conexo maximal, tenemos que A € A. Asi,
(Ky,...,K,), € A

Sea A € A. Sea a: [0,1] - A C C,(X) — {Y} una funcién conti-
nua tal que a(0) = Ag y a(l) = A. Sea : [0,1] — C,(X) dada por
B(t) = U{a(s): 0 < s < t}. Note que B(t) € C,,(X) para cada t € [0, 1]
(ver [42, Lema 7.2]), que § es continua y que 5(0) = A,. Por la obser-
vacién [1.35] tenemos que 3(t) C Y para cada ¢ € [0, 1].

Sea C' = f(1). Mostremos que C' # Y. Supongamos que C' =Y.
Sea ty = min{t € [0,1]: 5(t) = Y}. Entonces S(ty) = Y. Como
Ap # Y, tenemos que 0 < ty. Sea v: [0,tg] — C,(X) dada por y(t) =
U{a(s): t < s <t} Asi, v es continua y v(0) =Y. Sea sg = mazx{t €
[0,20]: v(t) = Y'}. Entonces v(sp) = Y. Como 7(ty) = a(ty) # Y, en-
tonces sg < tg. Fijamos un ntmero sy < rg < tg. Sean los conjuntos
D ={a(s): 50 < s <1ty E={a(s): 1o < s < ty}. Note que
D, Ee€CyX),queY =DUFEyqueD #Y # E. Como cada uno
de los conjuntos D y E es unién finita de subcontinuos propios de Y,
cada uno de ellos esta contenido en una unién finita de composantes
de Y. Asi, Y = D U E intersecta unicamente un ntimero finito de com-
posantes de Y. Esto contradice el hecho de que Y tiene una cantidad
no numerable de composantes (vea [44, Teorema 11.15]). Por tanto,
C#Y.

Como [ es un arco ordenado de Ay a C, cada componente de C' in-
tersecta a Ay (vea [38, Teorema 15.3]). Similarmente, cada componente
de C intersecta a A. Dado i € {1,...,r}, tenemos que () # Ag N K; C
CNK;. Asi, existe una componente G de C' tal que GNK; # (). Como G
es un subcontinuo propio de Y, tenemos que G C K;. Como GNA # 0,
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entonces AN K; # (). Por tanto, A intersecta a cada uno de los conjun-
tos K;. Dado un punto p € A, existe una componente L de C' tal que
p € L. Como L es un subcontinuo propio de Y y L N Ay # (), tenemos
que L esta contenida en una composante de Y que es intersectada por
Ap. Esto es, que L C Kj para algin j € {1,...,r}. Asi, tenemos que
p € KiyU---UK,. Asi, se tiene que A C K; U ---U K,. Por tanto,
Ae (Ky,...,K\) Asi, A€ (Ky,..., K ).

Por tanto, tenemos que A = (K7, ..., K, ),. O

Como consecuencia del Teorema[l.34] tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.36. Sv X es un continuo indescomponible, entonces las
arco- componentes de C,(X) — {X} son los conjuntos de la forma
(Ky,...,K)n, donde r € N tal que r < n y Ky,...,K, son compo-
santes de X.

Teorema 1.37. St X es un continuo, k € N tal que X no contiene
k — odos, Y un subcontinuo propio indescomponible de X y B la arco-
componente de Cp(X) — {Y} tal que X € B, entonces el conjunto
H={K CY: K es composante de Y y (K), N B # 0} contiene a lo
mas k — 1 elementos.

Demostracion. Supongamos que K, ... Kj son composantes diferen-
tes disjuntas dos a dos de Y tales que (K;), N B # 0 para cada
ie{l,...,k}.

Para cada i € {i,...,k}, fijamos un elemento A; € (K;), N B. Sea
a;: [0,1] = Ch(X) — {Y} una funcién continua tal que o;(0) = A; y
a;(1) = X. Sea §;: [0,1] — C,(X) dada por G;(t) = J{ai(s): 0 < s <
t}. Entonces f; es continua, £;(0) = A; C Y y £i(1) = X. Sea t; =
maz{t € [0,1]: 5;(t) C Y}. Asi, tenemos que f;(t;) C Y. De acuerdo
al lema 6 se puede probar que f;(t;) # Y. Como ;| [0,¢;] es un arco
ordenado de A; a (;(t;), cada componente de 3;(¢;) intersecta a A; C K.
Como las componentes de ;(t;) son subcontinuos propios de Y, tenemos
que B;(t;) C K;. Asi, tenemos que los conjuntos [31(t1), ..., Bk(tx) son
disjuntos dos a dos. Asi, existen nimeros s; € (t1,1],...,s% € (tx, 1]
tales que (1(s1), ..., Br(sk) son disjuntos dos a dos. Por la definicién
de t;, tenemos que S3;(s;) — Y # 0. Como la restriccién §; | [0, s;] es
un arco ordenado de A; a f;(s;), cada componente de [;(s;) intersecta
a A; C Y. Por tanto, el conjunto C' =Y U f1(s1) U -+ U Br(sk) es un
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subcontinuo de X tal que C' — Y tiene al menos k componentes. Asi,
C es un k — odo lo cual es una contradiccion. Por tanto, el conjunto H
tiene a lo mas k — 1 elementos. O

Teorema 1.38. St X es un continuo y Y un subcontinuo de X descom-
ponible, entonces C,,(X) — {Y'} tiene a lo mds dos arco-componentes.

Demostracion. Por [42, Teorema 6.3], tenemos que C,(Y) — {Y} es
arco-conexo. Dado A € C,,(X) — C,(Y), sea a: [0,1] — C,,(X) un arco
ordenado de A a X. Entoces a(t) € C,(X)—C,(Y) para cada t € [0, 1].
Asi, se tiene que C,(X)—C,(Y) es arco-conexo. Como C,,(X)—{Y} =
(Ch(X) = CL(Y)) U (Ch(Y) —{Y}), entonces Cp,(X) — {Y} tiene a lo
mds dos arco-componentes. O
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Capitulo 2

Rigidez

En este capitulo se encuentran los resultados que tratan sobre la
rigidez del hiperespacio C),(X).

2.1. Continuos alambrados

En esta seccion presentamos algunos resultados técnicos, al igual
que también algunas otras definiciones que necesitamos, que seran usa-
dos después para probar que algunos hiperespacios son rigidos.

Definicién 2.1. Sea X un continuo. Un alambre en X es un sub-
conjunto a de X tal que o es homeomorfo a uno de los espacios (0, 1),
[0,1), [0,1] 0 S* y a es una componente de un subconjunto abierto de

X.

Por el Teorema [1.27] resulta que cuando un alambre es compacto
en un continuo X, entonces X es un arco o una curva cerrada simple.
Como lo afirma el siguiente resultado.

Teorema 2.2. Si X es un continuo y o un alambre en X compacto,
entonces o = X.

Demostracion. Supongamos que « es un alambre en X compacto, es
decir, que « es homeomorfo a uno de los espacios [0, 1] o S. Entonces
existe un subconjunto abierto U de X tal que a es una componente
de U. Note que « es cerrado en X. Si o C U, entonces por el Teorema
se tiene que @ N (X —U) # 0. Pero « es cerrado y U abierto,
entonces aN (X —U) # (). Como a C U, entonces UN (X —U) # (). Lo

17
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cual es una contradiccién. Por tanto no puede ser que o C U. Entonces
a = U. Luego « es abierto, cerrado y no vacio en el conexo X. Por
tanto o = X.

O

Observaciéon 2.3. Si un alambre o en un continuo X es homeomorfo
a [0,1] o S, entonces X es un arco o una curva cerrada simple.

Definicién 2.4. Si X es un continuo, definimos el subconjunto W(X)
de X como:

W(X)=U{a C X: a esun alambre en X}.

El continuo X es alambrado si W(X) es denso en X, es decir, si
W(X)=X.

Observacion 2.5. Note que si v es un arco libre en un continuo X,
donde a y b son los puntos extremos de «, entonces o — {a,b} es un
alambre en X. Asi, un continuo en el cual la union de sus arcos libres
es denso es un continuo alambrado.

Por lo tanto, las clases de continuos alambrados incluye graficas fini-
tas, dendritas cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado, continuos
casi enrejados (vea [27]), compactificaciones del rayo [0, o), compacti-
ficaciones de la linea real y continuos indescomponibles cuyos subcon-
tinuos propios no degenerados son arcos (ver Lema .

Definicién 2.6. Un continuo X es arco continuo indescomponible
st X es indescomponible y todos sus subcontinuos propios no degenera-
dos son arcos.

El siguiente resultado nos muestra que en efecto los arco continuos
indescomponibles son continuos alambrados.

Teorema 2.7. §i X es un arco continuo indescomponible, entonces X
es un continuo alambrado.

Demostracion. Sea U C X abierto tal que U # X. Sean p € U y D
la componente de U tal que p € D. Por el Teorema [[.27], se tiene que

DN (X —U)#0. Como U es abierto se tiene que
DN(X—-U)#0
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Ademés, D N U # 0. Entonces D es un subcontinuo propio no
degenerado de X y por tanto D es un arco.

Por otro lado, si D = D, entonces por lo anterior D N (X — U) =
DN(X—-U)#0ydeDcCUsetiene DN(X —-U) CcUN(X —U),
entonces U N (X — U) # ). Lo cual es una contradiccién. Por tanto,
DCD.

Ademas, D es conexo. Entonces D = {p} o D es homeomorfo a uno
de los siguientes espacios [0,1],[0,1), o (0,1). Como D # D se tiene
que D no es compacto lo cual implica que D es homeomorfo a [0,1) o
(0,1). Asi, D es un alambre.

Por tanto, D C W(X). Luego, W(X)NU # 0. Asi, W(X) es denso
en X. Por tanto, X es un continuo alambrado. O]

Definicién 2.8. Sean X un continuo y n € N. Sean los conjuntos

(@) Wo(X) = {A € C,(X): cada componente de A estd contenida
en un alambre de X},

(b) Z,(X) ={A e W,(X): existe una vecindad, M, de A en C,,(X)

tal que la componente C de M que contiene a A es una 2n—-celda}.

Definicién 2.9. Sea n € N. Un continuo X preserva n-alambrados
si para cualquier homeomorfismo h : C,(X) — C,(X), se cumple que
h(Wa (X)) = W (X).

Definicién 2.10. Sean X wuna grdfica finita, p € X y [ un numero
cardinal. El orden de p en X, denotado por Ordx(p), se define como
Ordx(p) < B si para cualquier € > 0, existe un conjunto abierto U
en X tal que p € U, diam(U) < € y card(fr(U)) < . El Ordx(p) =
B si Ordx(p) < B y Ordx(p) £ n, para cualquier nimero cardinal
n < B. Los conjuntos E(X) = {x € X: Ordx(z) = 1},0(X) = {z €
X:Ordx(z) =2} y R(X) = {z € X: Ordx(z) > 3} se llaman el
congunto de puntos extremos de X, el conjunto de puntos ordinarios de
X y el conjunto de puntos de ramificacion de X, respectivamente.

Los siguientes resultados los utilizamos en el Teorema y el
Teorema [2.18l

Teorema 2.11. [[0, Teorema 2.4] Si X es una grdfica finita y A un
elemento de C,(X), entonces
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(a) dimalCh(X)]=2n+ > (Ordx(p) —2)
pe(R(X)NA)

(b) dim|Cyy(X)] = dimx[Co(X)] y
() dim|Cy(X)] = 2n + dim[C(X)].

Teorema 2.12. [27, Teorema 4] Si X es un continuo localmente co-
nexo, n € N y A € C,(X), entonces son equivalentes las siguientes
afirmaciones.

(a) dima|Cn(X)] es finita,
(b) existe una grifica finita, G, en X tal que A C intx(G),
() ANP(X) = 0.
El siguiente resultado nos ayuda a demostrar el Teorema [2.19]

Teorema 2.13. 57 X es un continuo localmente conexo y n € N,
entonces

Wh(X) ={A € C,,(X): dima[C,(X)] = 2n}.

Demostracion. Supongamos que X es un arco o una curva cerrada
simple. Note que siempre W, (X) C C,,(X).

Sea A € Cp(X). Como A C X, para cada componente C' de A
tenemos que C' C X y como X es un alambre, tenemos que A € W, (X).
Por tanto, tenemos que W,(X) = C,(X).

Por otro lado, si A € C,(X), por el Teorema [2.11] tenemos que
dim4[Cr(X)] = 2n + Z (Ordx(p) —2), ya que X es una grafica

pe(R(X)NA)
finita. Pero X no tiene puntos de ramificaciéon (R(X) = ). Por lo que
dimA[Cr(X)] = 2n. Asi, C,,(X) = {A € C,(X): dimu[Cr(X)] = 2n}.
Por tanto, W, (X) = {4 € C,,(X): dim4[C,,(X)] = 2n}.

Supongamos que X no es arco ni una curva cerrada simple. Sea
A € W,(X), es decir, cada componente de A estd contenida en un
alambre en X. Supongamos que C es una componente de A. Entonces
existe un alambre W en X tal que C € W. Si W es compacto, es
decir, homeomorfo a [0,1] o S, entonces por el Teorema , W =X,
de donde X es una arco o una curva cerrada simple lo cual es una
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contradiccién. Asi, tenemos que W es homeomorfo a (0,1) o a [0,1) y
ademas W es la componente de un subconjunto abierto U de X. Como
X es un continuo localmente conexo, por el tenemos que W es abierto
en X.

Como C C W, con W abierto y ademds homeomorfo a (0,1) o
[0,1), es posible encontrar un arco que contenga a C en su interior
y contenido en W. Es decir, sea B un arco tal que C C intx(B) C
B C W. Entonces cada punto de C tiene una vecindad en X que es
un arco. Por tanto, cada punto de A tiene una vecindad en X que
es un arco, es decir, A C G(X), de donde, AN P(X) = (. Enton-
ces por el Teorema [2.12] se tiene que dima[C,(X)] es finita y existe
una grafica finita G' contenida en X tal que A C intx(G), de don-
de, A € (intx(G)) C (G), = C,(G). Asi, C,,(G) es una vecindad
de A en C,(X). Como cada punto de A tiene una vecindad en X
que es un arco, entonces A no tiene puntos de ramificacion de G, de
modo que por el Teorema tenemos que 2n = dimy[C,(G)] v
por el Teorema [1.26] (c) se tiene que dim4[C,(G)] = dima[C,(X)].
Por tanto, tenemos que dima[C,(X)] = 2n. Por tanto, tenemos que
Wi (X) C {A € Cp(X): dims[C(X)] = 2n}.

Ahora, sea A € {A € C,(X): dima[C,,(X)] = 2n}. Por el Teorema
existe una grafica finita G contenida en X tal que A C intx(G),
de donde, A € (intx(G)) C (G), = C,(G). Es decir, C,(G) es una
vecindad de A en C,,(X). Luego por el Teorema [1.26] (c), tenemos que
dimA|Cp(G)] = dima[C,,(X)] = 2n. Asi, si R(G) denota el conjunto de
todos los puntos de ramificacién de G, entonces ANR(G) = (), de acuer-
do al Teorema[2.11] Si C es la componente de A, entonces C esta conte-
nida en un borde J de G. Sea W la componente intx(G) N (X — R(G))
que contiene a C, entonces W es subconjunto conexo de J. Como J es
un arco o una curva cerrada simple y X no es arco ni curva cerrada
simple, tenemos que W es homeomorfo a (0,1) o a [0,1), es decir, que
W es un alambre en X. Por tanto, tenemos que A € W, (X). Por tanto,
tenemos que {A € C,(X): dima|C(X)] = 2n} C W, (X).

Asi, tenemos que W, (X) = {A € C,(X): dima[Cp(X)] =2n}. O

Recordemos el concepto de espacio conexo por trayectorias.

Definicién 2.14. Sean X un espacio topologico y x,y € X. Una tra-
yectoria en X de x a y es una funcion continua ~y: [0,1] — X tal
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que ¥(0) = x y v(1) = y. El espacio X es conexo por trayectorias
st para cualesquiera dos elementos x,y € X, existe una trayectoria
v:[0,1] = X dez avy.

Definicién 2.15. Un continuo X es unicoherente, si para cualesquie-
ra dos subcontinuos A y B de X tales que AU B = X, la interseccion
ANDB es conera; X es hereditariamente unicoherente si todos sus
subcontinuos son unicoherentes.

Notemos que la circunferencia S! no es unicoherente. Para ver ésto
tomemos A = {(z,y) € S':y >0}y B = {(x,y) € S*:y <0}. En-
tonces S' = AUB, A,B € C(S') y AnB = {(1,0),(-1,0)} no
es conexo. Como consecuencia de lo anterior, tenemos que las curvas
cerradas simples no son unicoherentes.

Definicién 2.16. Un dendroide es un continuo hereditariamente uni-
coherente y arco conexo.

Definicién 2.17. Sean X un continuo y n € N. Definimos el conjunto
V como:

V={AecC,(X): eziste una vecindad M de A en C,(X) tal que si
C es la componente de M que contiene a A, entonces dim[C| = 2n}.

El siguiente resultado nos ayuda demostrar el Teorema [2.20

Teorema 2.18. 57 X es un continuo, n € N yV como en la Definicion

[2.17, entonces
(a) Wa(X) CV,
(b) si X es un dendroide, entonces W,(X) = V.

Demostracion. Supongamos que X es un arco o una curva cerrada
simple. Note que siempre W, (X) C C,(X).

Sea A € Cp(X). Como A C X, para cada componente C' de A
tenemos que C' C X y como X es un alambre, tenemos que A € W,,(X).
Por tanto, tenemos que W, (X) = C,(X).

Por otro lado, si A € C,(X), por el Teorema [2.11] tenemos que
dim4[Cr(X)] = 2n + Z (Ordx(p) —2), ya que X es una grafica

pe(R(X)NA)
finita. Pero X no tiene puntos de ramificacién (R(X) = ). Por lo que
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dima[Cr(X)] = 2n. Asi, C\(X) = {A € Ch(X): dima[C(X)] =
Luego, se tiene que C,(X) = V. Por tanto, tenemos que W, (X
Cu(X) = V.

2n}.
) =

Supongamos que X no es arco ni una curca cerrada simple.

(a) Sean A € W,(X), m € Nconm <ny A,..., A, las com-
ponentes de A. Cada componente de A estd contenida en un alambre
de X, es decir, para cada i € {1,...,m}, existe W; alambre de X que
contiene a A; y ademas W; es componente de un subconjunto abierto U
de X. Como X no es arco ni una curva cerrada simple, por el Teorema
2.2 tenemos que cada W; es homeomorfo a [0,1) o (0,1).

Sean Vi, ..., V,, subconjuntos abiertos de X tales que clx(V1), ...,
clx(Vy,) son disjuntos dos a dos y para cada i € {1,...,m}, A; C
Vi € U;. Sea Z; la componente de V; que contiene a A;. Entonces Z;
es subconjunto conexo no degenerado de W;. Asi, Z; es homeomorfo a
(0,1) 0 [0,1). Tomamos el conjunto M como

M= (Vi,.... V) N Cu(X).

Sea D la componente de M que contiene a A. Entonces M es vecindad

de A en C,(X).
Veamos que D = (Zy,. .., Zy) N Cr(X).

Sea C=(Zy1,...,Zm) NCL(X). Veamos que C C D.

Como A; C V,, entonces A C Uz’il\/; y ANV, # (), para cada
i€{l,2,...,m}. Luego, A € C.

Para cada i € {1,...,m}, fijamos un punto z; € Z; y tomamos un
B e C.Paracadai € {1,...,m}, (BNZ;)U{z} = (BNcx(Vi))U{z}
es un subconjunto compacto de Z;, por lo que existe un arco L; C Z; tal
que (BNZ;)U{z;} C L;. Sea a un arco ordenado de Ba L = L1U---UL,,
y sea § un arco ordenado de {z1, ..., z,} a L. Entonces Im(a)UIm(p)
define una trayectoria en C que une a B con {z1,..., 2y}

Si Hy, Hy € C, por el parrafo anterior podemos encontrar un arco
ordenado, oy, de Hy a {z1,...,2,} v un arco ordenado, ay, de Hy a
{z1,...,2m}. Asi, se puede construir un arco ordenado de H; a H,. Esto
prueba que C es un subconjunto conexo de M. Como A € C, tenemos
que C C D ya que D es conexo maximal.
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Veamos que D C C. Sea D = |J{E: E € D}. Como A € D, por el
Teorema [[.28 D tiene a lo mds m componentes y cada una de estas
intersecta a A. Para cada i € {1,...,m}, sea D; la componente de D
que contiene a A;. Como D C M, entonces D C Vi U--- UV, de
donde, A; C D; C V;. Asi, D; C Z;. Esto prueba que D C C.

Dado E € D, se tiene que F C D y cada componente, D;, de D
intersecta a E. Como D; C Z;, tenemos que cada Z; intersecta a F.
También, como la unién D;U---UD,, C Z;U---U Z,,, tenemos que
ECZiU---UZy. Ast, E € (Zy,...,Zn)NCL(X) = C, es decir, D C C.
Pot tanto, la afirmacién es verdadera.

Para cada ¢ € {1,...,m}, sean Ji,...,J,, subintervalos de I =
0,1] tal que clf(J1), ..., cl(Jm) son disjuntos dos a dos. Luego existen
homeomorfismos f; : Z; — J;.

Definimos f : D — (Ji,...,Jm) N Cy(I) como f(B) = fi(BN
Zy)U---U fm(BN Zy). Note que f es un homemorfismo. Por lo que

-----

mos que

dimy,,....mync.(n|Cn(I)] = 2n + Z (Ord;(p) —2).
PE(RI) N[{J1,--,Jm)NCn (1))

Como R(I) = 0, entonces dimy, ... j,.ync.(n)[Cn(1)] = 2n. Asi, dim[D] =
2n. Por tanto, A € V. Luego, tenemos que W, (X) C V.

(b) Supongamos que X es un dendroide. Por el inciso (a), tenemos
que W, (X) C V. Veamos que W, (X) D V.

Sea A € V. Es decir, sean A € C,(X) y M una vecindad de A
en C,(X) tal que si C es la componente de M que contiene a A,
entonces dim[C] = 2n. Sean m € N tal que m < ny Ay, ..., A,
las componentes de A. Sea ¢ > 0 tal que B7(2¢, A) N C,(X) € M
y los conjuntos N(2¢, Ay), ..., N(2¢, A,,) son disjuntos. Para cada
i € {1,...,m}, sea D; la componente de clx(N(e, A;)) que contiene
aA;. Sea D =DyU---UD,, € C,(X). Note que H(A, D) < 2¢. Sea
a:[0,1] — C,(X) un arco ordenado de A a D. Entonces para cada
t€|0,1], H(a(t),A) < H(D,A) < 2¢. Esto implica que D € C.

Afirmamos que D no contiene triodos simples.
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Supongamos que D contiene un triodo simple T y sea v el vérti-
ce de T. Para cada ¢ € {1,...,m}, D; es un dendroide. Entonces D;
es el limite de sus subarboles por lo que existe un arbol S; C D; tal
que si S = S1U,...,US,,, entonces T C S y ademés H(A,S) < 2e.
Usando un arco ordenado de S a D, tenemos que S € C. Como X
es arco conexo, podemos unir las diferentes componentes de S por ar-
cos y obtener una gréfica finita G C X tal que S € G. Como C,(G)
es localmente conexo, existen vecindades conexas y compactas N de
S en Cy(G) tal que N C M. Asf, N' C C. Por el Teorema [2.11]
2n < dimg[Cy(GQ)] = dims[N] < dimg[C] < dim]|C] pero esto con-
tradice la eleccién de M. Por tanto, D no contiene triodos simples.

Usando que cada arco en un dendroide esta contenido en uno maxi-
mal respecto a la inclusién de conjuntos (esto se sigue de [45, Teorema
3.3]), es posible probar que un dendroide sin triodos simples es un arco.
Asi, Dy,...,D,, son arcos. Para cada i € {1,...,m}, sea W; la com-
ponente de N (e, A;) que contiene a A;. Entonces W; es un subconjunto
conexo, compacto y no degenerado de D;. Asi, W; es un alambre. Por
tanto, A € W, (X). Asi, W,(X) D V.

Por tanto, tenemos que W, (X) = V. O

Cuando un continuo X es localmete conexo y n € N, el Teorema
2.13| proporciona una caracterizacién topolégica de W, (X). Como una
consecuencia, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.19. Sin € N y X es un continuo localmete conexo, en-
tonces X preserva n-alambrados.

Demostracion. Supongamos que X es un continuo localmente conexo,
ne€Nyh: Cl(X)— C,(X) es un homeomorfismo. Por el Teorema

[2.13] tenemos que

Wi(X) = {A € Co(X): dima|Co(X)] = 2n). (2.1.1)

Si A € W,(X), por la ecuacién (2.1.1)), tenemos que dim4[C,,(X)] =
2n. Como h es un homeomorfismo, tenemos que h(A) € C,(X) y
dimp(4)[Cn(X)] = 2n. Por la ecuacién (2.1.1)), tenemos que h(A) €
Wy (X). Por tanto, h((OWV,,(X)) = W, (X). Asi, X preserva n-alambrados.

O
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Cuando un continuo X es un dendroide y n € N, el Teorema [2.18
proporciona una caracterizaciéon topolégica de W, (X). Como una con-
secuencia, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.20. Sin € N y X es dendroide, entoces X preserva n-
alambrados.

Demostracion. Supongamos que X es un dendroide, n € Ny h: C,,(X) —
Cn(X) es un homeomorfismo. Por el Teorema [2.18] tenemos que

Wi(X) = V. (2.1.2)

Si A € W,(X), por la ecuacién (2.1.2)), existe una vecindad M de A
en C,,(X) tal que la componente C de M que contiene a A tiene dimen-
sion 2n (dim[C] = 2n). Como h es un homeomorfismo, tenemos que
h(M) es una vecindad de h(A) en C,(X) y que h(C) es la componen-
te de h(M) que contiene a h(A) con dimensién 2n (dim[h(C)] = 2n).
Luego, h(A) € V. Por la ecuacién (2.1.2), tenemos que h(A) € W,(X).
Por tanto, h(W,, (X)) = W,(X). Asi, X preserva n-alambrados. O

Otro concepto que utilizamos es el de n-variedades el cual definimos
a continuacion.

Definicién 2.21. Sea n € N. Una n-variedad es un espacio métrico
separable M tal que todo p € M tiene una vecindad V' homeomorfa
a I" = [0,1]". El interior como variedad de una n-variedad M,
denotado por intv(M) es:

into(M) = {p € M: p tiene una vecindad en M homeomorfa a R"}.
La frontera como variedad de M, que denotamos por OM es:
OM ={pe M:p¢gintv(M)}.
Para imaginar las n-variedades mencionamos unos ejemplos.
Ejemplo 2.22. Sea
C={(r,y,2) eR3: 22+ =1y -1<2<1}.
El conjunto C' es una 2-variedad tal que

intv(C) ={(z,y,2) eR*: 22 +¢y* =1y -1<z2<1}
0C ={(z,y,2) eR*: 2* +y* =1y |z |=1}
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Ejemplo 2.23. [38, Ejemplo 5.1] Si X es un arco con puntos extremos
D, q, entonces C(X) es variedad y

IC(X) = FI(X)U{A e C(X): pe A}U{A € C(X): q € A}.

Ejemplo 2.24. [38, Ejemplo 5.2] Si X es una curva cerrada simple,
entonces C(X) es variedad y

9C(X) = Fi(X).

Terminamos esta seccién generalizando resultados que se usan en el
estudio de la unicidad de hiperespacios en otros trabajos (ver [27] para
desarrollos més recientes). Aqui consideramos componentes de vecin-
dades en lugar de vecindades, en esta manera, podemos usar nuestros
resultados para continuos mas generales.

Teorema 2.25. Si X es un continuo y n € N, entonces
(@) Wa(X) N (Cr(X) — Cra (X)) C Z0(X),
(b) sin >3, entonces W,,(X) N (Cp(X) — Cr_q1(X)) = Z,(X).

Demostracion. (a) En el caso cuando n = 1 y X es un arco o una
curva cerrada simple, se tiene que C'(X) es una 2 — celda, de modo que

Wi(X) = C(X) = Z,(X).

Supongamos que n > 1 o que X no es ni un arco ni una curva ce-
rrada simple. Sea A € W,,(X) N (Cp(X) — Cpm1(X)) y sean Ay, ..., A,
las componentes de A. Para cada i € {1,...,n}, sea W; subconjunto
abierto de X tal que A; C W, y la componente C; de W, contiene
a A; es homeomorfo a (0,1) o [0,1). Para cada i € {1,...,n}, sea
V; subconjunto abierto de X tal que A; C V; C clx(V;) € W; y los
conjuntos clx(V1),...,clx(V,) son disjuntos. Sea D; la componente de
clx(V;) que contiene a A;. Entonces D; es un subcontinuo no degenera-
do de C;. Asi, D; es un arco. Sea M = (clx(V1),...,clx(Vy)) N Ch(X)
y C = (Dy,...,D,) N C,(X). Entonces M es una vecindad de A
en C,(X) y C es compacto y conexo. En efecto, la funcién continua
@: C(Dy) x -+ x C(D,) — C dada por ¢(By,...,B,) =B U---UB,
es un homeomorfismo. Asi, C es una 2n — celda (vea [38, Ejemplo 5.1]).
Afirmamos que C es una componente de M. Como C es conexa, to-
mamos la componente D de M que contiene a A. Entonces C C D.

Sea E = |J{F: F € D}. Por el Teorema [1.28, E € C,(X). Note que
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ACE Cex(Vi)U---Uclx(V,). Esto implica que E tiene exactamente
n componentes las cuales son £y = ENclx(V1),...,E, = ENclx(V,).
Como A, C Ey,...,A, C E, y DiU---UD, € C C D, tene-
mos que Fy = Dq,...,FE, = D,. Asi, para cada G € DG C E y
por el Teorema [1.28) cada FE; intersecta a G, por lo que G € My
GNelx(Vi) C Dy,...,GNelx(V,) C D,. Esto implica que G € C. Por
tanto, tenemos que C = D. Asi, A € Z,(X).

(b) Sean A € Z,(X) y M una vecindad de A en C,(X) tal que
la componente C de M que contiene a A es una 2n — celda. Sean
Ay, ..., Ay las comonentes de A. Para cada i € {1,2,...,m}, sea W,
un subconjunto abierto de X tal que A; C W; y la componente C; de
W; que contiene a A; es homeomorfo a uno de los espacios (0,1) o [0, 1)
(0 [0,1] o S* en el caso de que X sea un arco o una curva cerrada
simple). Sea € > 0 tal que B (3¢, A) N C,(X) C M, los conjuntos
N3¢, Ay),...,N(3¢, Ay,) son disjuntos dos a dos y N(3¢, A;) C W; pa-
racada i € {1,...,m}.

Veamos que m = n. Supongamos que m < n. En caso de que
m < n — 1, st X no es ni un arco ni una curva cerrada simple, como
Ay # (4, existen subarcos A,,_1,...,A,_1 de Cy tal que Ay,... A,
son disjuntos dos a dos. Sea B = A;U---UA,,_;. Entonces B € My
Be(C.S1i A= X y X es un arco o una curva cerrada simple, entonces
se pueden encontrar subarcos disjuntos dos a dos digamos Ay, ..., A, 1
tal que el conjunto B = Ay U---UA, 1 € My B €C. En el caso
de que m = n — 1, se define B = A. En cualquier caso, cambiando A

por B si es necesario, podemos suponer que A tiene exactamente n — 1
componentes (de donde A # X).

Paracadai € {1,...,n—1}, sea D; la componente de clx (N (2¢, A;))
que contiene a A;. Como D; C C};, tenemos que D; es un arco. Sea £ =
(Dy,...,Dp_1)NCy(X). Paracadai € {1,...,n—1}, sea ¢;: C'(Dy) x

- X C(lel) X CQ(DZ) X C(Dl+1) X -+ X C(anl) — f dada por
0i(E1,..., By 1) = E1U---UE, 1. Como C([0,1]) es una 4 — celda
(vea [34, Lema 2.2]), C([0,1]) es una 2 — celda y ¢; es un encaje,
se tiene que Im ¢; es una 2n — celda. Note que £ =Im ¢ U ---U
Im ¢, y Im ;N Im p; = (Dy,...,Dp1) N Cp1(X), si i # j. Sea
& =(D1,...,D,_1) NCp_1(X). Entonces & es una 2(n — 1) — celda.
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Sea F la componente de cl¢,(x)(B (e, A) N Cp(X)) N C tal que
A€ F.Sea F =|J{G: G € F}. Como A € F, por el Teorema [1.28]
F tiene a lo més n — 1 componentes y F' N N(2¢, A;) # () para cada
i€ {l,...,n—1}. Esto implica que F' tiene exactamente n — 1 compo-
nentes las cuales son F; = FNN(2¢, Ay),...,F1=FNN(2,A,_1).
Asi, Fy € Dy,...,F,_1 C D,_1. Dado G € F, H(G,A) < 2e. Esto
implica que G N N(2¢, A;) # 0 para cada i € {1,...,n — 1}. Como
G CF CDyU...D,yy por el Teorema [1.28 (c), G N D; # () para
cada i € {1,...,n — 1}, se tiene que G € &. Por tanto, F C &.

Como F es una vecindad de A es la 2n — celda C, existe una 2n —
celda K tal que A € inte(K) C K C F. Sea d > 0 tal que § < ey
BR(5,A)NnC(X)NC C K. Como A; C C; y A # X, existe un arco
ag en ( tal que diam () < y ay N Ay es un conjunto de un punto.
Entonces £L = {AU {z}: x € oy} es un subconjunto conexo de M
que contiene a A. Asi, L C Cy L C BH(5,A) N C,(X). Asi, L C K.
Sea p; € a; — A un punto fijo. Entonces AU {p;} € Im ¢; — &. Esto
prueba que KN Im ¢; — & es no vacio. De manera similar, se puede
probar que KN Im ¢y — & es no vacio (aqui estamos usando que n > 3).
Como K C & =ImpiU---Ulm ¢, y Im ;N Im ¢; = &, sii # j,
tenemos que KNIm ¢ — & v KNIm ¢y — & son separados por I N &.
Esto contradice a [32 Teorema IV 4] ya que K es una 2n — celda y
dim[K N &] < 2n — 2. Por tanto, m = n. Esto termina la prueba del
teorema. O

Teorema 2.26. Si X es un continuo y n € N — {1,2}, entonces

Wi(X) ={A e W,(X) — Z,(X): A tiene una base B de vecindades
de A en C,(X) tal que para cada U € B, si C es la componente de U
que contiene a A, entonces C N Z,(X) es conezo}.

Demostracién. Por el Teorema se tiene que Z,(X) = W,(X) N
Veamos (C).

Sea A € Wi(X). Si A = X, entonces X es 0 un arco o una curva

cerrada simple. Asi, W,,(X) = C,(X) vy Z,(X) = C(X) — C,1(X).

Por tanto, A € W, (X) — Z,(X) y como A = X es homeomorfo a [0, 1]

o S1, se tiene que para cada ¢ > 0, Bf (¢, A) N C,(X) es una vecindad
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conexa de A con la propiedad de que [BH (e, A) N Cp(X)] N Z,(X) es
conexa.

Supongamos que A # X. Entonce A es conexo y existe un alambre C'
en X homeomorfo a (0,1) o a [0,1) tal que A C C'y C es componente
de un subsconjunto abierto W de X. Por el Teorema (b), A €
W, (X) — Z,(X). Sea € > 0 tal que N(e, A) C W. Sea B = {BH(5, A)N
Cn(X): 0 < § < ¢}. Entonces B es una base de vecindades de A en
Cp(X). Sea0<d<eyU=DBH(5A)NC,(X). Sea D la componente
de U que contiene a A. Sea T’ = |J{E: E € D}. Por el Teoremall.2§] se
tiene que 7" es un subconjunto conexo de X. Como A C T' C N(e, A),
se tiene que 7" C C. Asi, T' es un subconjunto conexo de C'N N(d, A).
Por tanto, T' es homeomorfo a un intervalo en la recta real.

Dado K,L € DN Z,(X), tenemos que K UL C T. Sea J un arco
tal que K UL C J C T. Entonces J C C'NN(J, A). Como H(A,K) <
0, H(A,L) <0y J C N(J,A), cualquier elemento @ € C,(X) tal que
KcQcJ(oLcQcJ) tiene la propiedad de que H(Q, A) < 6. En
particular, H(J, A) < §. Sean > 0 tal que n < § — H(J, A). Entonces
B (n, J)NC,(X) c BH(5, A)NC,(X). Sea ¢: [0,1] — J un homeomor-
fismo. Entonces existe un & > 0 tal que si W € C,([0,1]) — C,,—1([0, 1))
v A([0,1] = W) < &, entonces (W) € B (n,J) N C,(X), donde A es
la medida de Lebesgue en [0, 1]. Luego se puede probar que R = {R €
Cn([0,1]) = C,_1([0,1]) - A([0,1] — R) < £} es conexo por trayectorias.
Ahora, podemos describir una trayectoria que una a K con L en DN
Z,(X). Recordemos que Z,(X) = W,(X)N(C,(X)—Cph_1(X)). Como
K y L tienen exactamente n componentes, entonces ¢ ' (K) y ¢ (L)
tienen exactamente n componentes. Entonces podemos dar trayectorias
ag,ag: [0,1] — Cy([0,1]) — Cr—1([0, 1]) tal que a;(0) = K, a2(0) = L,
para cada i € {1,2}, A([0,1] —ay(1)) < & ysi0 < s <t < 1,
entonces «;(s) C «;(t). Sea ag: [0,1] — C,(]0,1]) — C,—1([0, 1]) una
trayectoia en R que una a a(1) con as(1). Entonces se puede obtener
una trayectoria de K a L en D N Z,(X) combinando las trayectorias
@ o Q1,P Oy, PO Qs.

Veamos (D).

Sea A € W,(X) — Z,(X) tal que existe una base B de vecindades
de A en C,(X) tal que para cada U € B, si C es la componente de
U que contiene a A, entonces C N Z,(X) es conexa. Para probar que
A € W (X) es suficiente probar que A es conexo.

Supongamos que A no es conexo y que tiene por lo menos dos com-
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ponentes. Sean A = AjUAy,U---UA,,, donde los cunjunto Ay, ..., A,
son las componentes diferentes de A. Como A ¢ Z,(X) y n > 3,
por el Teorema (b), 1 < m < n. Como A € W,(X) para ca-
da i € {1,2,...,m} existe un subconjunto abierto U; de X tal que
A; C U; y la componente C; de U; que contiene a A; es homeomorfo
a [0,1) o (0,1). Como A no es conexo, entonces A # X. Por lo que
podemos suponer que U; # X. Entonces U; es homeomorfo a [0, 1)
0 (0,1). Sea 6 > 0 tal que para cada i € {1,...,m},N(0,A;) C U; y
los conjuntos clx (N(d, A1)),...,clx(N (0, Ap,)) son disjuntos dos a dos.
Sea U € B tal qued C B (5, A)NC,(X) y sea C la componente de U
que contiene a A. Entonces C N Z,(X) es conexa.

Sea € > 0 tal que B (e, A)NC,(X) CU y e < 6. Como A; C C, se
tiene que A; es un arco o un conjunto de un punto. Entonces existe una
trayectoria a: [0, 1] — C,(X) tal que «(0) = Ay, a(t) tiene n —m + 1
componentes, «(t) C Cy v H(Ay,at)) < € para cada t > 0. Asi,
la funcién g: [0,1] — C,(X) dada por (t) = a(t) U A U--- U A, es
continuay H(A, f(t)) < eparacadat € [0,1]. Asi, B(1) € C—C’n_l(X).
Por el Teorema [2.25] (b), (1) € C N Z,(X). Sea B = 3(1). De manera
similar podemos construir un elemento D € CNZ,,(X) de la forma D =
AiUD1UA3U- - -UA,,, donde D; C Cyy D, tiene exactamente n—m-—+1
componentes. Sean K = {E € CN Z,(X): ENclx(N(0,A;)) es conexo
para cadai € {2,...,m}} y L={E €CNZ,(X): ENclx(N(d, Ay))
tiene a lo mas n — m componentes}.

Luego, se tiene que C N Z,(X) = KU L,K y L son cerrados en
CNZ,X),BeKyDeL. Porla conexidad de C N Z,(X), existe un
elemento £ € K N L. Asi, F tiene a lo mas n — 1 componentes. Esto
contradice el hecho de que los elementos de Z,(X) tiene exactamente
n componentes (vea el Teorema [2.25] (b)). Esta contradiccién muestra
que A es conexo. Esto completa la prueba. O
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2.2. Arco continuos indescomponibles

En esta seccién exponemos la prueba de que el hiperespacio C,,(X)
es rigido para cada n natural distinto del 2 cuando X es un arco con-
tinuo indescomponible.

El siguiente resultado es de Sergio Macias.

Teorema 2.27. Si X, Y son arco continuos indescomponibles y h: C(X)
— C(Y) es un homeomorfismo, entonces h(F1(X)) = F1(Y).

Demostracion. Es la misma que la de la prueba del Teorema 3 de [41].
O

Teorema 2.28. 5i X es un arco continuo indescomponible y n € N,
entonces el inico elemento que arco-desconecta a C,(X) es X. Ademds,
Cn(X) — {X} tiene una cantidad no numerable de arco-componentes.

Demostracion. Por el Teorema tenemos que las arco-componentes
de C,(X) — {X} son los conjuntos de la forma (Kj,..., K,),, donde
reN,conr <ny Ki,..., K, son composantes de X.

Como X tiene una cantidad no numerable de composantes pode-
mos concluir que C,,(X) — {X}, tiene una cantidad no numerable de
arco-componentes. Luego, C,,(X) — {X} no es arco-conexo.

Veamos que X es el inico que arco-desconecta a C,(X), es decir,
que para cualquier otro elemento en A € C,,(X) diferente de X, resulta
que C,,(X) — {A} es arco-conexo.

Sea A € C,(X) — {X}. Veamos que C,,(X) — {A} es arco-conexo.
Sea C la arco-componente de C,(X) — {A} tal que X € C. Vamos a
probar que C = C,,(X) — {A}.

C es directa.

Mostremos la otra contencién. Sea D € C,(X) — {A}.

Caso (1).

Si D no esta contenida en A, (D ¢ A) tomamos un arco ordenado « de
D a X. Luego, a(t) # A para todo t € [0,1]. Asi, Im(«) C C, porque
C es el conjunto arco-conexo maximal, y por tanto D € C.

Caso (2).

Si D C A. De manera similar como en la prueba del Teorema 11.3 de
[43] , si A no es conexo, existe un arco « de D a X en C'(X) — {A4}.
De donde Im(a) C C y por tanto D € C.
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Sea A conexo. Sea B € C(X) — {X} tal que A C B. Entonces
Ay B son arcos. Sea F' un conjunto finito que contiene exactamente
un punto en cada componente de D. Es decir, F' € F,(X) C C,(X).
Ahora, como F' C D y cada componente de D intersecta a F|, existe un
arco ordenado 3 de F a D. Luego, Im(3) C C,,(X) — {A}.

Por otro lado, como B es un arco, se tiene que F,,(B) es arco-conexo.
Asi, existe un arco v en F,,(B) de F a un elemento £ C B — A tal que
E tiene a lo mas n puntos. Y como E no esta contenida en A, por el
caso 1, existe un arco ordenado ¢ de E a X. Asi, obtenemos un arco w
de D a X contenido en C,(X)—{A}. Entonces Im(w) C C y por tanto
D € C. Por tanto la contencion.

Asi, C = C,(X) — {A}. Es decir, C,(X) — {A} es arco-conexo. [J

Teorema 2.29. Si X es un arco continuo indescomponible, n € N, Y
un continuo tal que existe un homeomorfismo h: Cp(X) — Cn(Y) y
Yo € Co(Y) tal que Yy = h(X), entonces Yo € C(Y') y ademds Yy es
indescomponible.

Demostracion. Supongamos que Yy no es conexo. Luego, igual que en
la prueba del T.11.3 de [43] se concluye que C,(Y) — {Yy} es arco-
conexo. Como h es homeomorfismo se tiene que C,(X) — {h™!(Yy)}
es arco-conexo. Como h(X) = Yj, entonces X = h™~'(Yp). Por tanto,
Cn(X) — {X} es arco-conexo lo cual contradice al Teorema [2.28] Por
tanto, Yy € C(Y).

Supongamos que Yy es descomponible. Por un lado, de acuerdo al
Teorem [1.38 se tiene que C,(Y) — {Y;} tiene a los més dos arco-
componentes. Por otro lado, como h es homeomorfismo, se tiene que
Co(Y)—{Y,}, de acuerdo al Teoremal[2.28| tiene una cantidad no nume-
rable de arco-componentes. Llegamos a una contradiccién. Por tanto,
Yy es indescomponible. O]

Teorema 2.30. Si X es un arco continuo indescomponible, n € N, Y
un continuo tal que existe un homeomorfismo h: Cp(X) — Cn(Y) y
k =2n+ 1, entonces C,,(Y) no contiene k — celdas.

Demostracion. Supongamos que C,(Y) contiene una k — celda. Luego
existe una k — celda M en C,(X). Sea m = max{i € {1,...,n}: MN
(Cy(X) = Ci_1(X)) # 0}. Como M N (Cpp(X) — Cpm1(X)) es un sub-
conjunto abierto no vacio de M, existe A € MN(Cp,(X)—Ch1(X)) —
{X}. Sea N una k—celda tal que A € N C MN(Cp(X)—Cr1(X))—
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{X} ysea B=J{H: H € N}. Supongamos que A, ..., A, son las
componentes de A, tomando un € como

e <min{®A) . je{1,..m}yyi+j)}
v N C B¥(e, A), tenemos que B tiene al menos m componentes y
también B # X. Es decir, podemos tomar a N lo suficientemente
pequeno de tal manera que B tenga minimo m componentes y B # X.
Por el Teoremal[T.28] si H € NV, entonces H intersecta cada componente
de By como A € N se tiene que A intersecta cada componente de B.
Como A C B, tenemos que B tiene exactamente m componentes. Sean
By, Bs, ..., By, las componentes de B. Entonces cada B; es un arco o
un conjunto de un solo punto. Dado H € N, H € (By, ..., B,)NC,(X)
y por la eleccion de m, H tiene exactamente m componentes. Asi, las
componentes de H son los conjuntos H N By, ..., HNB,,. Sea ¢: N —
C(B1) x C(By) x ---xC(B,,) dada por ¢(H) = (HNBy,...,HNBy,).
Luego, ¢ es una funcién continua e inyectiva. Asi, N se puede encajar
en C(By) x C(Bg) x -+ x C(By,). Como C([0,1]) es una 2 — celda,
entonces N se puede encajar en una j — celda para algiun j < 2m < 2n.
Por tanto, & < 2n lo cual es una contradiccion. Asi, C,,(Y) no contiene
k — celdas cuando k es de la forma k = 2n + 1. ]

Teorema 2.31. Si X es un arco continuo indescomponible, n € N,
Y un continuo tal que existe un homeomorfismo h: C,(X) — C,(Y),
Yo € Co(Y) tal que Yo = h(X) y Z € C(Y) — F1(Y) tal que Yy ¢ Z,

entonces Z es descomponible.

Demostracion. Supongamos que Z es indescomponible. Note que Z #
Y. Sea B la arco-componente de C,(Y) — {Z} tal que Y € B. Por
el Teorema y por el Teorema [2.30 se tiene que Y no contiene
(2n+1)—odos. Tenemos que Y es un continuo sin (2n+1)—odos, que Z
es un subcontinuo propio indescomponible de Y y B la arco-componente
de C,(Y) — {Z} tal que Y € B. Por el Teorema [1.37] el conjunto
K ={K C Z: K composante de Z tal que (K)NC,(Y)NB # (} tiene
a lo mas 2n elementos. Como Z tiene una infinidad de composantes
(vea [44], Teorema 11.15]), podemos tomar una composante K, de Z
tal que Ko ¢ K. Sea x¢ € Ky fijo. Luego {zo} & B.

Si C(Y) — {Z} es arco-conexo, como {x¢},Y € C,(Y) — {Z},
entonces existe un arco, a, en C,,(Y)—{Z} de {z(} a Y. Como B es arco-
conexo maximal y Y € B, se tiene que a € B, de donde {z¢} € B, lo
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cual es una contradiccién. Asi, C,,(Y)—{Z} es arco-disconexo. Como h
es un homeomorfismo se tiene que C,,(X)—{h™(Z)} es arco-disconexo.
Por el Teorema tenemos que X = h™(Z) de donde Z = h(X) =
Yy lo cual es una contradiccién. Por tanto, Z descomponible. O

Teorema 2.32. Si X es un arco continuo indescomponible, n € N,
Y un continuo tal que existe un homeomorfismo h: C,(X) — C,(Y),
Yo € Co(Y) tal que Yo = MX) y Z € C(Y) — Fi(Y) tal que Yy ¢ Z,
entonces Z es un arco.

Demostracién. Sea W = h™1(C,(Z)). Como Yy & C,,(Z), tenemos que
X =h'(Yy) € W. Sea B = J{D: D € W}. Por el Teorema [1.2§]
tenemos que B € C,(X). Sean By, Bs, ..., B,, las componentes de B,
donde m < n. Como Yy ¢ Z, tenemos que Z € C,(Y) — {Yy}. Luego,
tenemos que Zy = h™'(Z) € C,(X) — {X}. Por el Teorema la
arco-componente de C,,(X) —{X} que contiene a Z, es un conjunto de
la forma (K,..., K,) N Cy(X) (es decir, Zy € (K1,...,K,)NCL(X)),
donde r < n y Kj,..., K, son composantes de X. Como C,(Z) es
arco-conexo, entonces ¥ es un conjunto arco-conexo y X ¢ W. Como
Zy e WW C (Ky,...,K,.)NC,(X). Esto indica que B C K;U---UK,
y por lo que B # X. Asi, cada B; es un arco o un conjunto de un solo
punto.

Afirmamos que Z es localmente conezo.

Supongamos que Z no es conexo es pequeno en algin elemento
29 € Z. Entonces existe un conjunto abierto U de Z y una sucesion de
puntos {z; 521 en U tal que zg € U, limz; = 29y si Ej es la componente
de U que contiene a z;, con j € NU{0}, entonces Ey, F1, ... son todas
diferentes. Note que U # Z. Sea V un subconjunto abierto de Z tal
que zy € V y clz(V) C U. Para cada j € N, supongamos que z; € V
y tomamos la componente D; de clz (V) tal que z; € D;. Supongamos
que lim D; = D, para algin D, € C(Z). Entonces zy € Dy C Ey,
D; C E; y DjN frz(V) # 0 para cada j € N (vea el Teorema .
Asi, Do N frz(V) # 0y Dgy es no degenerado. Fijamos un continuo no
degenerado D tal que zg € D C DyNV.

Como clz(V') # Z, podemos elegir subcontinuos no degenerados y
disjuntos dos a dos, digamos G4, ...,G,_; contenidos en Z — clz(V).
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Por el Toerema[2.31] cada GG; es descomponible. Luego cada G; contiene
un 2 — odo. Sin pérdida de generalidad supongamos que cada G; es un
2 — odo. Para cada i € {1,2,...n— 1} sea R; € C(G;) tal que G; — R;
es disconexo. Por la prueba de [43], Teorema 1.100], existe una 2 — celda
G; en C(G;) tal que R;,G; € G; y paracada L € G;, R, C L C G,.
Sea G ={{ytUL1U---UL, 1 €C,(Z): ye Dy L; € G, para cada
i€{1,2,...,n—1}}. Note que G es homeomorfo a D x Gy X --- X G,,_1
por lo que dim[G] > 2n—1 (vea [32, Al final de la seccién 4 del capitulo
I11]). Sea

M =hYG).

Entonces M es un subcontinuo de C,,(X) tal que M C Wy dim|[M] >
2n — 1. Note que X & M. Sea

mo = {mazx{i € {1,2,...,n}: MN(Ci(X)—C;_1(X)) #0}}

Veamos que mg = n.

Sean My € M N (Cpy(X) — Crg—1(X)) y My, ..., M, las compo-
nentes de My. Supongamos que My = h™ ' ({yo}ULIU---ULY_,), donde
yo € Dy LY € G; para cada i € {1,2,...,n — 1}. Sea ¢ > 0 tal que
los conjuntos N (e, M), ..., N(e, M,y,,) son disjuntos dos a dos. Como
X & M, My # X, por lo que X # N(e, My)U---UN(e, M,). Como
Crno—1(X) es cerrada en C,,(X) y h™! es continua, existe un continuo no
degenerado D' de D y paracadai € {1,2,...,n—1} existe una 2—celda
G; tal que Lj € G; C G, H(My,h™'(L)) < ey h™'(L) ¢ Cppy1(X)
para cada L € ¢ = {{y}ULiU---UL, 1 € C,(Z):y € D'y
L; € G! para cada i € {1,2,...,n —1}}. Dado L € ¢’, h"}(L) € M,
h=Y(L) tiene al menos mg componentes y por la definiciéon de my,
h7'(L) tiene a lo mds my componentes. Asi, h™'(L) tiene exacta-
mente my componentes. Como h™'(L) € (N(e, My),...,N(e, My,,)) N
C,(X), tenemos que las componentes de h~*(L) son los conjuntos
h=Y(L)N N(e, My),...,h (L) N N(e, M,,,). Sea Ly = [ J{h"Y(L): L €
G'}. Por el Teorema , Ly tiene a lo mas mgy componentes, pero
Ly € (N(e,My),...,N(e, Mp,)) N Cr(X), por lo que Ly tiene exac-
tamente my componentes las cuales son precisamente los conjuntos
Lo N N(e, My),..., Lo N N(¢, M,,). Esto implica que cada conjunto
LyN N(e, M;) es un arco o un conjunto de un solo punto.
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Por otro lado, note que G’ es homeomorfo a D' x G x --- x G/,
por lo que dim|G'] > 2n — 1y dim[h='(G")] > 2n — 1. En otro caso, la
funcién continua ¢: G — C(Lo NN (e, My)) x -+ - x C(LoyN N(e, My,))
dada por (L) = (h"*(L)NN (e, Myy,), ..., h " (L)N N (e, M,y,)) es una
incrustacién. Esto muestra que dim[C(Ly N N (e, My)) x -+ x C(Ly N
N(e, My, ))] > 2n — 1. Dado que, para cada i € {1,...,mg},C(LoN
N(e, M;)) es un conjunto de un punto o una 2 — celda (vea [38, Teo-
rema 5.1}, tenemos que 2mgy > dim[C (Lo N N (e, My)) x --- x C(Lo N
N(e, Mp,))]. Asi, mg > n. Por tanto, mg = n.

Como My € M C W, se tiene que My C B y por el Teorema [1.28|
tenemos que B; intersecta a My. Dado que B es union finita de arcos
o conjuntos de un punto, existen arcos disjuntos dos a dos (o conjun-
tos de un punto), Q1,...,Q, de B tal que para cada i € {1,...,n},
Mz' - mtB(QZ) Entonces MO € On(X) Nnwn <intB(Q1), ce ,intB(Qn),
el cual es un subconjunto abierto de W.

Veamos que cada @; es un arco. Como C,(X) — C,,—1(X) es abierto
en Cp,(X)y My € MN (Cp(X) — Cp1(X)), existe un ¢y > 0 y para
cada i € {1,...,n — 1}, existe una 2 — celda L; tal que Bz(€o,yo) C
VLY € L; C Giy hY(L) € Co(X) N W N (intg(Q1),...,intg(Q,))
para cada L € L, donde

EI{AU[QUULn,l GCn(Z)H(A,{yo}) <€0yLi EEZ', para
cadai € {1,...,n—1}}.

Sea {ym }2°_; una sucesién fija en X tal que lim y,, = Yo ¥ Ym € D,
para cada m € N. Sea Ny € N tal que y,, € By(%,y), para ca-
da m > N,. Para cada m > Ny, tomamos un subcontinuo P,, de Z
tal que diam(FP,,) = 9 ¥y ym € Pn. entonces P, C V, por lo que
P,, € D,,. Tomando una subsucesion si es necesario, podemos supo-
ner que limP,, = Py para algin Py € C(Z) y lim C(P,,) = P para
algin P € C(C(Z)). Entonces yo € Py, diam(Fy) = ¢ y P C C(F).
Entonces Py C Dq. Sean pg,qo € Py, fijos, tales que py # qo v elegi-
mos sucesiones {pm }ro_n., ¥ {@m}i—ns, €0 Z tal que lim p,, = po, lim
Gm = qo y para cada m > Ny, p,, € Pp,. Dado m > Ny, elegimos arcos
ordenados ay,, B, de {pm} a Py, y de {gm} a P, respectivamente. Sean
T = Ima,, v S,, = Imf,,. También supongamos que lim 7, = To y
lim S,,, = S para algin 7y, Sy € C(C(F)). Por [43] 1.34] cada conjun-
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to To y So son imégenes de respectivos arcos ordenados de {pp} a Py y
de {qo} a Py. Note que F(FPy) UToUSy C P.

Dado m € {0, Ny, Ng+1, ...} y un subcontinuo A de P,,, como A C
P,, C By(¢€o,%0), H(A, {yo}) < €o. Asi, para cada eleccién de elementos
LieL;,conie{l,...,n—1}, se tiene que AUL; U---UL, ; € L.

Dado L € £,h7 (L) € C,(X)NWN(intg(Q1),...,intz(Q,)). Como
Q1,...,Q, son disjuntos dos a dos, entonces h~! tiene exactamente n
componentes las cuales son precisamente h™ ' (L)NQy, ..., h Y (L)NQ,.
Sea A = C(Q1) x -+ x C(Q,). Definimos o: L — A por o(L) =
(Y L) N Q1,...,h Y (L) N Q,). Luego, o es un encaje. Por [43, Teo-
rema 2.1}, la dim[C(Fy)] > 2. Como L contiene una copia topoldgi-
ca de C(Py) x Ly X -+ X L,_1 y la dimensién de este conjunto es
dim|[C(Py)] + 2(n — 1) > 2n, vea [32, final de seccién 4 del capitulo
I1I], tenemos que dim[A] > 2n. Ahora, como cada C(Q;) es un con-
junto de un punto o una 2 — celda, se tiene que dim[A] < 2n, por lo
que dim[A] = 2n. Esto implica que cada @; es un arco y A es una
2n — celda. Como Fi(Py) C P, tenemos que dim[P] > 1. Analicemos
los dos casos siguientes.

Caso 1. Supongamos que dim[P] > 2.

Sea Lo ={AULU---UL, € Cy(Z): A€ Py L; €L; para
cada i € {1,...,n — 1}}. Como Ly es homeomorfo a P x [0, 1]2(~1),
tenemos que dim[Ly] > 2n. Como o |g,: Ly — A es un encaje, en-
tonces dim[Ly] = 2n. Por [32, Teorema IV 3], int4(c(Ly)) es no vacio.
Sea L = AULU---UL,1 € Cy,(Z) tal que o(L) € inta(c(Ly)),
donde A€ Py L; € L; para cadai € {1,...,n—1}. Como A € P =
limC(P,,), existe una sucesion {A,,}>°_, en C(Z) tal quelim A,, = Ay
A,, € C(P,,) para cada m € N. Entonces lim o(A4,,UL U---UL, ;) =
o(AUL U---UL,_1) =0(L) € int4(c(Ly)). Asi, existe m € N tal que
o(An,ULU- - UL, 1) € 0(Ly). Como o es inyectiva AULU---UL,,_1 €
Ly. Esto implica que AUL U---UL, ; =AUL{U---UL! |, donde
A" e Py L, € L; para cada i € {1,...,n — 1}. Intersectando estos
conjuntos con B, (z)(€0, {¥o}), obtenemos que A,, = A’. Esto es una
contradiccién ya que A, € C(P,),A' e P C C(R)y PyNP,, = 0. Por
tanto este caso es imposible.

Caso 2. Supongamos que dim[P] = 1.
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Sea ST (respectivamente, S~) la mitad superior (inferior) de S*.
Como Fi(FPo) N (ToUSo) = {{pro}, {a0}}, por Lema de Urysohn para es-
pacios métricos, existe una funcién continua f: Fy(FPy) UToUSy — S*
tal que f(Fi(F)) = 57, f({po}) = {(=1,0)}, f({a}) = {(L.O)} ¥y
f(ToUSy) = ST. Como dim[P] = 1, por [32, Teorema VI 4] la funcién
continua f se pude extender a una funcién (que también le llamamos f)
f:U — S* donde U es un subconjunto abierto de C'(Z) tal que P C U.

Como lim 7, US,, = ToUSy y lim Fi(P,,) = Fi(F), existe un
m > Ny tal que se cumple que C(P,,) C U, f(T,,US,) C Nai(55,5T),
f(F1(Pn)) € Nsi(55.57), f({pm}) C Nar(55,{(=1,0)}) v f({am}) C
Ngi(75,{(1,0)}). Luego, por el [45, Lema 5.12] y el hecho de que
Fi(P,) N (T USn) = {Pm, qm}, se tiene que f | Fi(Py,) U Tn US,
no tiene un levantamiento (esto es, que no existe una funcién conti-
nua fi: Fi(P,)UT,US, — Rtal que f | Fi(P,) U T,US, =
(Cos o f1,Sin o f1)). Por otro lado, por [0, Lema 13|, f | C(P,,) tie-
ne un levantamiento. Como Fy(P,) U T, US,, C C(P,), entonces
f 1 Fi(Pn)UT,US,, tiene un levantamiento. Esta contradiccién prue-

ba que también este caso en imposible.
Por tanto, tenemos que Z es localmente conexo.

Ahora, supongamos que Z contiene un triodo simple 7" y suponga-
mos que T" # Z. Por lo que podemos construir arcos Ji, Jo, ..., J, 1
en Z tal que T, Jy, Ja, ..., J,_1 son disjuntos dos a dos. Como C(T') X
C(J1) x -++ x C(Jp—1) es naturalmente encajado en C,(Z), por [38,
Ejemplos 5.1y 5.4], C(T) x C(Jy) X - - x C(Jp—1) tiene una (2n+1) —
celda. Esto contradice al Teorema [2.30| por lo que Z no contiene triodos
simples. Por tanto, Z es un arco o una curva cerrada simple. Usando
un arco ordenado de Z a Y, es posible construir un subcontinuo Z; de
Y tal que Z C Z1 y Yy ¢ Z;. Aplicando lo que tenemos hasta ahora
a /i, concluimos que Z; es un arco o una curva cerrada simple. Por
tanto, Z es un arco. O

Teorema 2.33. Si X es un arco continuo indescomponible, n € N, Y
es un continuo tal que existe un homeomorfismo h: Cp(X) — C,(Y),
Yy € Co(Y) tal que Yo = h(X) y D € C,(Y) tal que Yy ¢ D, entonces
D e W,(Y). Por otro lado, W, (X) = C,(X) — {X}.
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Demostracion. Sea V' un subconjunto abierto de Y tal que D C V' y
Yo & cly (V). Sea Z una componente de D. Por el Teorema tenemos
que Z es un arco o un conjunto de un punto. Sea B la componente de
cly (V) tal que Z C B. Entonces B es no degenerado. Entonces por
el Teorema [2.32], B es un arco. Sea W la componente de V tal que
Z CW.

Por el Teorema se tiene que cly (W) N fr(V) # 0, es decir,
cy(W)Yn (Y — V) # 0. Asi, W no es compacto. Entonces W no es
subconjunto compacto conexo de B. Asi, W es homeomorfo a [0,1) o
(0,1). Es decir, W es un alambre. Esto termina la primera parte del
teorema. La segunda parte se hace con argumentos similares. ]

Teorema 2.34. Si X es un arco continuo indescomponible, n € N —
{1,2}, Y es un continuo tal que existe un homeomorfismo h: C,(X) —
Co(Y), Yo € C.(Y) tal que Yy = h(X) y Z € C(Y) — Fi(Y) tal que
Yy & Z, entonces h™'(Z) es conexo.

Demostracién. Sea Z € C(Y)—F(Y) talque Yy ¢ Z. Sea A = h™(Z).
Por el Teorema , tenemos que Z € W;(Y) y por el Teorema
tenemos que Z ¢ Z,(Y) (aqui se usa que n > 3). Como A # X, de
acuerdo a la segunda parte del Teorema , tenemos que A € W, (X).
Supongamos que A € Z,(X). Asi, A cumple la propiedad topoldgica
que define a Z,(X). Luego, h(A) = Z cumple la propiedad topoldgica
que define a Z,(Y). Como Z ¢ Z,(Y), tenemos que Z & W, (Y). Asi,
Z ¢ Wi(Y), lo cual es una contradicién. Por tanto, A ¢ Z,(X).

Por el Teorema [2.26] Z tiene una base de vecindades B en C,(Y')
tal que para cada V € B, si C es la componente de V tal que Z C C,
entonces C N Z,(Y) es conexo. Como Yy ¢ Z, podemos pedir que para
cada V € By para cada B € V, Yy ¢ B. Luego, por el Teorema [2.33
BeW,(Y)y Yy ¢ V. Como h es un homeomorfismo y por la segunda
parte del Teorema [2.33] se tiene que si V € By C es la componente de
V que contiene a Z, entonces h™'(C) N Z,(X) = A1 (C N Z,(Y)). Se
define h=1(B) = {h"}(V) C C.(X): V € B}. Entonces h™!(B) es una
base de vecindades de A en C,,(X). Dado V € By C la componente de
V tal que Z C C, laigualdad h™'(C)NZ,(X) = h"{(CN Z,(Y)) implica
que h~1(C) N Z,(X) es conexo. Asi, por el Teorema[2.26, A € W;(X).

En particular, A es conexo. Por tanto, h~!(Z) es conexo. O]

Teorema 2.35. Si X es un arco continuo indescomponible, n,r € N
tal que r < n, y Ky,..., K, son composantes de X, entonces C(X) C
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cle,x)((K1, ..., Kp) NCR(X)).

Demostracion. Como C(X) — ({X} U Fi(X)) es denso en C(X), es
suficiente mostrar que C(X) — ({X}UF(X)) C cle,(x)((K1, ..., Kp)N
Cn(X)). Sea F € C(X) — ({X} U Fi(X)). Entonces E es un arco con
puntos extremos a; y as. Sea K una composante de X. Dado ¢ €
{1,2}, sea A;(K) = {p € E: tal que existe una sucesién {B,,}5°_, en
(K)NC(X) que converge a un subcontinuo B de E'y p,a; € B}. Como
K es denso en X, {a;} € A;(K). Note que A;(K) es cerrado en F y si
p € A;(K), entonces el subarco de E que une a a; con p estd contenido
en A;(K). Asi, A;(K) es un subcontinuo de E.

Veamos que £ = A;(K)UAy(K). Seap € E—{ay,az}. Sea {pm}>_,
una sucesién en K tal que lim p,, = p. Sea u: C(X) — [0,1] una
funcién de Whitney cotinua donde p(X) =1 (vea [38, Teorema 13.4]).
Usando arcos ordefnados se puede encontrar un subcontinuo B,, de X
tal que p,, € By y u(Bp,) = u(E), para cada m € N. Podemos suponer
que lim B,, = B, para alguin B € C(X). Para cada m € N, como
E # X, tenemos que B,, # X. Esto implica que B,, € (K) N C(X).
Note que p € B. Como E, B son subcontinuos propios de X, se tiene
que F'U B es un subcontinuo de X, de donde E U B es un arco. Como
u(E) = pu(B), no es posible que B C E. Esto implica que a; € B o
as € B.

Para cada m € N, sea «ay,: [0,1] — C(B,) un arco ordenado
de {pm} a B,. Podemos suponer que lim Im «,, = = para algin
v € C(C(X)). Por [43, Observacién 1.34], v es la imagen de un ar-
co ordenado «: [0,1] — C(X) que une a {p} con B. Sea sy = {s €
[0,1]: v(s) N{a1,as} # 0}. Dado s < s, se tiene que v(s) N {ai,as} =
0,7(s) intersecta el arco E y v(s) estd contenida en el arco F U B.
Esto implica que 7(s) C E. Asi, v(s¢) C E. Como 7(sg) pertenece a
lim Im «,,,y(so) satisface las condiciones de la definicién de A;(K),
lo cual nos permite concluir que p € A;(K) U Ay(K). Por tanto,

Para el caso r = 1, por la conexidad de E, existe p € A;(K;) N
Ay (Ky). Sean {Bp}od v {Cn}_, sucesiones en (K1) N C(X) que
convergen a subcontinuos By C de E (respectivamente) tal que p,a; €
By p,as € C. Entonces B U C' es un subcontinuo de E que contiene a
a1y as. Asi, E = BUC. Por tanto, £ =lim B,,, UC,,. como B,,UC,, C
(K1) N Cp(X) para cada m € N, tenemos que E € clo,x)((K1) N
Co(X)).
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Para el caso r > 2, tomamos un orden natural en E tal que a; < as.
Por la conexidad de E, podemos elegir puntos p; € A; (K1) N Ag(K)
y p2 € Aj(K3) N Ay(K3). Sin pérdida de generalidad supongamos que
p1 < po. Sean { B}, v {C,}5°_, sucesiones en (K1)NC(X) y (K2)N
C(X), respectivamente, que convergen a subcontinuos B y C' de FE,
respectivamente, tal que p1,as € By py,a; € C. Asi, E = BUC
y E =lim B,, UC,,. Para cada i € {3,4,...}, elegimos una sucesién

{xffq) o©_, en K; tal que lim 2 = ay. Para cada m € N, sea E,, =
BmUCmU{xgz), . ,a:ﬁ,?}. Entonces E,, € (K1,...,K,)NC,(X)) y lim
E,=FE. O

Teorema 2.36. St X es un arco continuo indescomponible, n € N —
{2}, Y un continuo tal que existe un homeomorfismo h: Cp(X) —
Co(Y) y Yy € Cu(Y) tal que Yy = h(X), entonces Yy =Y.

Demostracion. En el Teorema probamos que C,,(X) — {X} tiene
una cantidad no numerable de arco-componentes, por lo que C,(Y') —
{Yy} tiene una cantidad no numerable de arco-componentes. Sea G una
arco componente de C(Y)—{Yy} talque Y ¢ G. Dado G € G,si G ¢ Yy,
entonces un arco ordenado de G a Y es un camino que conecta a GG con
Y sin pasar por Yy, de donde, Y € G, lo cual es una contradiccion. Asi,
G CYyy G C Cy(Yp). Por el Teoremal[l1.36] tenemos que h~1(G) es de la
forma h=1(G) = (K1, ..., K,)NC,(X) para algiin r < n y composantes
Ki,...,K,de X. Dedonde, G = h((K3,..., K,)NC,(X)). Supongamos
que Yy # Y. Tomamos y € Y — Yj. Luego existe un subcontinuo no
degenerado Z de Y tal que y € Z C Y —Yy. Sea F = h™!(Z). Por el
Teorema [2.34], tenemos que E es un subcontinuo de X. Por el Teorema
2.35] se tiene que E € clg, (x)((Ky, ..., K,) N Cy(X)), de donde, Z €
cle,vy(h((Ky, ..., K;) NCh(X))) = cle, vy (G) C Cr(Ys) de modo que
Z CYy. Esto contradice la eleccion de Z. Asi, Y, =Y. O

El siguiente resultado muestra que los arco continuos indescompo-
nibles, para n € N — {2}, tienen hiperespacio tinico C,(X).

Teorema 2.37. St X es un arco continuo indescomponible, Y un con-
tinuo, n € N — {2} y si C,,(X) es homeomorfo a C,(Y), entonces X
es homeomorfo a'Y.

Demostracion. Paran = 1 la unicidad del hiperespacio C'(X) esta pro-
bada en el Teorema 2.3 de [I].
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Supongamos que X es un arco continuo indescomponible, Y es un
continuo, n € N — {1,2} y h: C,(X) — C,(Y) un homeomorfismo.

Sea Yy € C,(Y) tal que h(X) = Yj. En el Teorema se prueba
que Y es un subcontinuo indescomponible de Y y en el Teorema[2.30]se
prueba que Y =Y,. Por tanto, Y es indescomponible. Por el Teorema
2.32| se prueba que cada subcontinuo propio de Y no degenerado es un
arco. Por tanto, Y es arco continuo indescomponible.

Por otro lado, por el Teorema se tiene que h71(Z) € C(X)
para cada Z € C(Y). Por simetria podemos concluir que h(W) €
C(Y) para cada W € C(X). Luego, h|C(X) : C(X) — C(Y) es un
homeomorfismo. Luego por el Teorema tenemos que h(F; (X)) =
F1(Y). Dado que X es homeomorfo a Fi(X), que Y es homeomorfo a
F1(Y) y como F(X) es homeomorfo a h(F;(X)), tenemos que X es
homeomorfo a Y. ]

Teorema 2.38. Si X es un arco continuo indescomponible y n € N —
{2}, entonces el hiperespacio C,(X) es rigido.

Demostracion. Supongamos que X es un arco continuo indescomponi-
ble, n € N— {2} y h: C,(X) — C,(X) un homeomorfismo.

Por los Teoremas [2.28| [2.29] [2.30} [2.31] [2.32] [2.33 [2.34] [2.35] [2.36]
llegamos, en particular, a que h|C(X) : C(X) — C(X) es un homeo-
morfismo. Luego, por el Teorema[2.27] tenemos que h(Fy (X)) = Fy(X).
Es decir, que el hiperespacio C,,(X) es rigido. O]

Mencionamos un par de ejemplos a los que les aplicamos el Teorema

2,08

Definicién 2.39. Una sucesion inversa es una “sucesion doble
{ X0, fn}o, donde, los X,, son espacios métricos compactos y para ca-
dan €N, f,: X,11 = X, es una funcion contiua.

”»

Si{ Xy, fn}22, es una sucesion inversa, usualmente se piensa en el
sigutente diagrama:

XN Xo 2 X, I X, T

Entonces el limite inverso de {X,, f,}32,, es el subespacio del pro-
ducto cartesiano [[~, definido y denotado como:

M{Xn, ooy ={(zn)i2, € HXn: fo(Tns1) = x, para cada n € N},

n=1
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Para mayor informacién sobre limites inversos vea [44].

Ejemplo 2.40. Para cada p = 2,3,4,... sea fP: S* — S dada por
fP(2) = 2P, para cada z € S* (donde 2P es la p-ésima potencia de z
usando miltiplicacion compleja). Para cada p, sea

Z - M{Xﬂf’b ?il, donde X; = St y cada f; = fP.

p
Por [{4, Teorema 2.7], para cada p > 2, tenemos que Z es un continuo

P
indescomponible y por [14), Ejercicio 2.16] o de [30, Teorema 2] o de la
afirmacion del [28, Corolario 25], tenemos que Z €es un arco continuo

P
indescomponible. Asi, por el Teorema tenemos que sin € N-{2},
entonces C”(Z) es rigido. El continuo Z se llama el Solenoide p-

P P
adico.
Ejemplo 2.41. Otro tipo de arco continuos indescomponibles son los

continuos tipo Knaster los cuales mencionamos su construccion como
Sigue:

Definicién 2.42. Un continuo X es un continuo tipo Knaster, si
existe una funcion f: [0,1] — [0, 1] abierta y sobreyectiva tal que f no
es un homeomorfismo y ademds que X = @{[O, 1], f}.

Un continuo X tipo Knaster tiene la propiedad de ser arco conti-
nuo indescomponible (vea [31] y [39]). Luego de acuerdo con el Teorema
2.38 si n € N — {2}, tenemos que el hiperespacio C,,(X) es rigido.

Como se puede observar, la rigidez del hiperespacio C,(X) se vale
para todo natural que no sea el 2 y hasta este momento para los arco
continuos indescomponibles X . El caso para n = 2 esta abierto atiin. Es
interesante preguntar qué pasa en una familia de continuos més grande
a la que se estudia en el Teorema |2.38|

Pregunta: Supongamos que X es un continuo alambrado. ;Es ver-
dad que Cy(X) no es rigido? Seria interesante determinar si Cy(X) es
rigido cuando X es uno de los siguientes continuos particulares:
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(a) es el continuo de Buckethandle (vea [44], 2.9]),
(b) es un Solenoide p-ddico (vea [44], 2.8]),
(c) es el cono sobre el conjunto de Cantor.

Pregunta: Supongamos que X es un arco continuo indescomponi-
ble. ;X tiene hiperespacio unico Cy(X)? Serfa interesante determinar
si X tiene hiperespacio inico Co(X) cuando X es uno de los siguientes
continuos particulares:

(a) es el continuo de Buckethandle (vea [44], 2.9]),
(b) es un Solenoide p-adico (vea [44] 2.8]).



46 Rigidez

2.3. Continuos localmente conexos

En esta seccién trabajamos con continuos localmente conexos. Al
igual que en el Teorema , presentamos un resultado (vea [2.54)) en el
que demostramos que el n-ésimo hiperespacio de un continuo es rigido
para todo natural distinto del 2. También presentamos un resultado
(vea en el que el n-ésimo hiperespacio de un continuo no es rigido
para todo niimero natural.

Definicién 2.43. Sea X un continuo con métrica d. Un subconjunto
A de X es un Z-conjunto en X si para cada € > 0, existe una funcion
continua f: X — X — A tal que d(x, f(x)) < € para todo x € X.

Vamos a mencionar algunos resultados que utilizaremos dentro de la
prueba de otro resultado importante el cual menciona para qué familia
de continuos el hiperespacio C,(X) no es rigido.

Definicién 2.44. Sea X un continuo y K un subconjunto cerrado en
X. Definimos el conjunto Cy,(X, K) como:

Co(X,K) = {A € Cy(X): ANK # D).

Teorema 2.45. [27, Teorema 16] Si X es un continuo localmente co-
nexo, n € N y R un subconjunto no vacio cerrado de P(X), entonces
Cn(X, R) es un cubo de Hilbert.

Teorema 2.46. [38, Teorema de homogeneidad de Anderson 11.9.1]
Si Q@ es un cubo de Hilbert, A, B dos Z — conjuntos de Q@ yh: A — B
es un homeomorfismo, entonces h puede ser extendida a un homeomor-

fismo H: Q — Q.

Veamos una familia de continuos en la cual el n-ésimo hiperespacio
no es rigido.

Teorema 2.47. Si X es un continuo localmente conexo que no es casi
enrejado y n € N, entonces Cy,(X) no es rigido.

Demostracidn. Supongamos que P(X) es como en la Definicién [1.16]
Tenemos que Cy,(X,P(X)) = {4 € C,(X): ANP(X) # 0}. Como
P(X) es cerrado en X, por el Teorema se tiene que C, (X, P(X))
es homeomorfo al cubo de Hilbert. Como X no es casi enrejado (vea
Definicién , existen un conjunto abierto, U, de X y p € X tal que
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p € U C P(X). Tomamos un subcontinuo no degenerado 7" de X tal
quepeT CU.

Sea A = fro,x)(Co(X,P(X))) y B = {{p},T}. Note que Ay
B son subconjuntos cerrados de C,,(X,P(X)). Comop € T C U C
P(X), entonces {p},T € (U), C Co(X,P(X)). Entonces {p},T €
inte,x)(Cn(X,P(X))). Luego {p},T & A, es decir, que ANB = 0.
Por |27, Claim 1, Teorema 20], se tiene que A es un Z — conjunto de
Cr(X,P(X)) y como B es un subconjunto finito del cubo de Hilbert
Cr(X,P(X)), tenemos que B es un Z —conjunto de C,,(X,P(X)), (vea
[38, Péag. 78]). Entonces, por [38, Ejercicio 9.4], se tiene que AU B es
un Z — conjunto de C, (X, P(X)).

Consideremos la siguiente funcién h: AUB — AUB definida como
sigue:

A, siAe A,
h(A)=<{p}, siAeByA=T,
T, siAeByA=/{p}.

Note que h es un homeomorfismo entre Z — conjuntos en el cubo de
Hilbert C,,(X,P(X)). Por el Teorema de homogeneidad de Anderson,
existe un homeomorfismo del cubo de Hilbert C,,(X,P(X)) sobre él
mismo, digamos g: C, (X, P(X)) — C,(X,P(X)), que extiende a h.

Veamos que podemos extender a g a un homeomorfismo, f, de
Cn(X) en Cp(X) tal que f(F1(X)) # Fi(X), lo cual prueba que el
hiperespacio C,,(X) no es rigido.

Sea la funcién f: C,(X) — C,(X) definida como:

A, siAeCu(X) - Co(X,P(X))
f(A) = {g(A), si A€ C(X,P(X)).

Note que f es biyectiva. Veamos la continuidad de f en el conjunto

Sean H € C,(X) — Cp,( X, P(X)) y {H;}2, € Co(X)—C (X, P(X))
tal que H; converge a H. Por demostrar que f(H;) converge a f(H).

Note que como H; € C,,(X) — C, (X, P(X)), entonces f(H;) = H;.
Pero H; converge a H, de donde tenemos que f(H;) converge a H.
Veamos que f(H)=H
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Si H € Ch(X) — Cy(X,P(X)), entonces f(H) = H. Por tanto,
tenemos que f(H;) converge a f(H). Asi, tenemos que f es continua.
Si H € Cp(X,P(X)) y como C,(X,P(X)) es cerrado, entonces H €
Co(X,P(X)) y como H € Cp(X) —C,(X,P(X)), entonces H € A.
Como H € Ay h restringida a A es la identidad, entonces f(H) = H.
Por tanto, tenemos que f(H;) converge a f(H). Asi, tenemos que f
continua en H.

Por tanto, tenemos que f es un homeomorfismo de C,,(X) en C,,(X)
tal que f({p}) =T con T & Fy(X), es decir, f(F1(X)) # F1(X). Por
tanto, se tiene que C,,(X) no es rigido. O

A continuacién, presentamos un ejemplo de un continuo X que cum-
ple con las condiciones del Teorema [2.47], por lo que el n-ésimo hiper-
espacio de X no es rigido.

Ejemplo 2.48. Sea la dendrita D3 como en [8, Seccion 3] yn € N. En
la Figura|2.1| se muestran los primeros tres pasos de la construccion del
continuo Ds. Por ser D3 una dendrita, tenemos que D3 es localmente
conezo y como D3 no tiene arcos libres, tenemos que G(D3) = 0. Por
tanto, tenemos que D3 mo es casi enrejado por lo que de acuerdo al

Teorema [2.47, se tiene que C,(D3) no es rigido.

Localmente conexo
No es casi enrejado

L
N

EaENE

Figura 2.1: Dendrita D3

El siguiente resultado nos ayuda a demostrar, en el Teorema [2.51
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que los continuos localmente conexos casi enrejados y sin pelos, el hi-
perespacio C'(X) es rigido

Teorema 2.49. Sean X un continuo localmente conexo que no contie-
ne pelos y h: C(X) — C(X) es un homeomorfismo. Si p € a — {a,b}
para algin arco libre o en X (o C X) con puntos extremos a y b,
entonces h({p}) € F1(X).

Demostracion. Supongamos que X es una curva cerrada simple. Sea «
un arco libre en X (o C X)) con puntos extremos a, b, h: C(X) — C(X)
un homeomorfismo y p € a — {a, b}. Entonces C'(X) es una 2 — celda
tal que su frontera como variedad es Fy(X), es decir, que 0C(X) =
F(X). Como h es un homeomorfismo y la frontera como variedad y
el interior como variedad se preservan bajo homeomorfismos, es decir,
h(0C(X)) = 0C(X), tenemos que h(Fi(X)) = F1(X). En particular,
h({p}) € Fi(X).

Supongamos que X no es una curva cerrada simple. Como X no
contiene pelos, tenemos que X no es un arco. Sea A = h({p}). Sea
U = (a—{a,b})NC(X). Entonces U es un subconjunto abierto de C'(X)
que contiene a {p}. Por [38, Ejemplo 5.1], existe un homeomorfismo
t:U — C =[0,1) x [0,1) tal que t({p}) = (0,0). Asi, A tiene una
vecindad M en C(X) tal que M es una 2 — celda y A pertenece a la
frontera como variedad de M. En particular, dim4[C(X)] = 2.

Por el Teorema A € Wi (X). Asi, existe un subconjunto abierto
U de X tal que la componente B de U que contiene a A es homeomorfa a
(0,1) 0 [0, 1), de acuerdo al Teorema[2.2] Por la conexidad local de X, se
tiene que B es abierto en X. Si existe un homeomorfismo f: [0,1) — B,
entonces f([0, 3]) es un arco tal que f([0, 5) = B—f([3,1]) es abierto en
X. Asi, f(]o0, %]) es un pelo en X, lo cual contradice nuestra hipdtesis.
Por lo que tenemos que B es homeomorfo a (0,1). Como A C B, se
tiene que A es un arco o un conjunto de un solo punto. Si A es un arco,
entonces A € (B)NC(X) C ([0,1]) NC(X) = D;. Luego, tenemos que
D; es una 2 — celda contenida en C'(X).

Como M vecindad de A, existe U abierto en C(X) tal que A € U C
M. Entonces existe una 2 — celda, D, tal que A € int(D) C D1NU C
int(M). Por tanto, tenemos que A € int(M), es decir, que A esta en
interior como veriedad de M lo cual contradice el Teorema del Dominio
Invariante. Por tanto, tenemos que A no puede ser un arco, de donde

A € Fi(X). Por tanto, h({p}) € Fi1(X). O
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En el Teorema se muestra la rigidez del hiperespacio C(X)
cuando X pertenece a una familia de continuos distinta a la que se
considera en el Teorema 2.38

Definicién 2.50. Sea X un continuo. Definimos el conjunto FA(X)
como Sigue:

FAX) =U{J: J es un arco libre en X}.

Teorema 2.51. Si X es un continuo localmente conexo casi enrejado
y sin pelos, entonces el hiperespacio C(X) es rigido.

Demostracion. Sean X un continuo localmente conexo casi enrejado
sin pelos y h: C(X) — C(X) un homeomorfismo. Como X es casi
enrejado, por [27, Lema 1], tenemos que el conjunto FA(X) es denso
en X, es decir, que FA(X) = X.

Si tomamos un =z € X, entonces x € FA(X). Luego, existe una
sucesion {x, 22, en FA(X) que converge a x. Como para cada n € N,
x, € FA(X), existe un J, arco libre en X tal que z, € J°. Como z,, y
X cumplen las hipotesis del Teorema [2.49 y como A es un homeomor-
fismo, tenemos que h({z,}) = {y.} € F1(X).

Por la continuidad de h, tenemos que h({z,}) converge a h({z}).
Como h({z,}) es una sucesién en Fi(X) y Fi(X) es cerrado, tenemos
que h({z}) = {y} € Fi(X). Luego, tenemos que h(Fi (X)) = Fi(X).
Asi, el hiperespacio C'(X) es rigido. O

En el Teorema [2.53| se da una caracterizacién de la rigidez del hi-
perespacio C'(X) para cuando X es un continuo localmente conexo y
casi enrejado.

Definicién 2.52. Sean p,q € R? dos puntos diferentes. El segmento
convexro que une a p con q es denotado por pq.

Teorema 2.53. Sea X un continuo localmente conexo casi enrejado.
Entonces C(X) es rigido si y solo si X no contiene pelos.

Demostracion. Supongamos C(X) es rigido y que existe un pelo en
X. Sea a un pelo, es decir, a es un arco con puntos extremos a,b
tal que o — {a} es abierto en X. Supongamos que o # X. Entonces
a es un punto de corte de X, de donde, F = X — (o — {a}) es un
subcontinuo de X. Sea A el tridngulo sélido en el plano Euclidiano R?
con vértices en los puntos (0,0),(0,1) y (1,1). Por [38, Ejemplo 5.1,
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existe un homeomorfismo f: C(a) — A tal que f({A € C(a): a €
A}) =1(0,0)(0,1) y f({{z}: x € a}) = (0,0)(1,1). Sea k: A — A un
homeomorfismo tal que £|(0,0)(0,1) es la funcmn identidad y k(
(3,1). Definimos h: C(X) — C(X) por

272>_

B A, siANE #1)
v ={ . 5o

Note que si A € C(«) tal que AN E # (), entonces por un lado
tenemos que h(A) = A pues AN FE # (), por otro lado tenemos que

FUR(FA)) = F1k(0,8) = f71(0,£) = A, de donde, h(A) = A.

Luego h es continua y biyectiva. Asi, h es un homeomorfismo.

Por definicién de f, existe {ag} € C'(a) tal que f({ao}) (3.3). No-
te que {ao} ¢ E. Luego h({ao}) = f~(k(f({ao}))) = f'(k(5,3)) =
f7H3,1) = Ay € C(a,b) y no es sigular, es decir, Ay §Z Fi(X). Por
tanto, h(F1(X)) ¢ F1(X). Lo cual es una contradiccién pues C(X) es

rigido. Por tanto, X no contiene pelos.
El regreso lo afirma el Teorema [2.51} O]

En el siguiente resultado se demuestra la rigidez del n-ésimo hi-
perespacio, para todo natural distindo del 2, cuando el continuo es
localmente conexo casi enrejado y sin pelos.

Teorema 2.54. S X es un continuo localmente conexo casi enrejado
sin pelos y n € N — {2}, entonces el hiperespacio Cy,(X) es rigido.

Demostracion. Si n = 1, por el Teorema tenemos que el hiperes-
pacio C'(X) es rigido.

Consideremos el caso para n > 3. Sea h: C,(X) — C,(X) un
homeomorfismo. Como X es localmente conexo, por el Teorema [2.19]
X preserva n-alambrados, es decir, que h(W,(X)) = W,(X). Esto
implica que h(Z,(X)) = Z,(X). Como n > 3, por el Teorema [2.26]
tenemos que Wi (X) = {4 € W,(X) — Z,(X): A tiene una base B
de vecindades de A en C,(X) tal que para cada U € B, si C es la
componente de U que contiene a A, entonces C N Z,(X) es conexo}.
Luego, h(W; (X)) = Wi (X).

Como X es casi enrejado, tenemos que h(C(X)) = C(X), es decir,
que la restriccion h [¢(x): C(X) — C(X) es un homeomorfismo. Como
X es localmente conexo casi enrejado y sin pelos, por el Teorema [2.53]
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tenemos que C'(X) es rigido, es decir, h(F;(X)) = F1(X). Por tanto,
el hiperespacio C,,(X) es rigido. O

Ejemplo 2.55. En la Figura se muestran los primero pasos de
la construccion de un continuo X el cual es localmente conexo casi

enrejado y sin pelos. Por el Teorema se tiene que C,(X) es rigido
para cada n € N — {2}.

Localmente conexo.
Casi enrejado.
Sin pelos.

Figura 2.2: Continuo X

Resulta interesante hacer las siguientes preguntas.

Pregunta: ;C5([0, 1]) es rigido?

Pregunta: ;Si X es una gréfica finita y n > 3, entonces C,(X) es
rigido?

Pregunta: ;Si X es un continuo localmente conexo casi enrejado
tal que X contiene un pelo y n > 3, entonces C,(X) es rigido?

Ahora veamos un teorema que nos ayudara a demostrar una carac-

terizacion (vea[2.57) de la rigidez del n-ésimo hiperespacio del continuo
[0, 1].

Teorema 2.56. Sin € N—{1,2} y h: C,([0,1]) — C,([0,1]) es un
homeomorfismo, entonces h(C,-1([0,1])) = C,,—1([0, 1]).
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Demostracion. Por definicion de W, ([0, 1]), tenemos que W, ([0,1]) =
Cy([0,1]). Luego h(Z,([0,1])) = Z,(]0,1]). Como n > 3, por el Teore-
ma [2.25] (b), tenemos que

Z,([0,1]) = W,(]0,1]) N (Cy([0,1]) = Cr1([0,1]))
= Co([0,1]) N (Cu([0,1]) — Coa([0,1]))
C,([0,1]) = Cr_s([0,1])

Asi, tenemos que h(C, ([0, 1]) —
Por tanto, h(C,—1([0,1])) = C,—1([0, 1]). O

Haciendo uso del Teorema [2.56| podemos probar el siguiente.

Teorema 2.57. C5([0,1]) es rigido si y solo si Cy,([0,1]) es rigido para
cada n € N —{1,2}.

1]) es rigido, entonces en par-

Demostracion. Sin € N—{1,2} y C,([0,
1]) es rigido.

ticular para n = 3 tenemos que Cs(]0,

Supongamos que C5([0,1]) es rigido, es decir, que para cualquier
homeomorfismo h: C5([0,1]) — C5([0,1]) se tiene que h(Fi([0,1])) =
Fl([oa 1])

Sean € N—{1,2,3} y h: C,,([0,1]) — C,,([0,1]) un homeomorfismo.
Veamos que h(Fi([0,1])) = Fi([0,1]).

Por el Teorema [2.56 tenemos que h(C,_1([0,1])) = C,_1([0,1]).
Luego h|c, ,(01))Cn-1([0,1]) — C,-1([0,1]) es un homeomorfismo y
como n — 1 € N — {1,2}, aplicando el Teorema , tenemos que
h(Cn_Q[O, 1]) = Cn_g([o, ].]) Luego ]’L’Cn72([071})ctn_2([0, 1]) — Cn_2<[07 ].])
es un homeomorfismo y como n—2 € N —{1,2}, aplicando el Teorema
tenemos que h(C,_2[0,1]) = C,_2(]0, 1]). Siguiendo de esta ma-
nera, en algin momento tenemos que h|0n7<n74)([0,1])071*(7174)([Ov 1]) —
Crn—n-2([0,1]) es un homeomorfismo. Por el Teorema , tenemos
que h(Og([O, 1])) = Cg([o, 1]), es decir, h|03([071])03<[07 1] — 03([0, 1])
es un homeomorfismo. Luego h(Fi([0,1])) = Fi([0,1]) ya que C5([0, 1])
es rigido. Por tanto, C,([0,1]) es rigido. O

Hasta aqui, de acuerdo al Teorema 2,54 tenemos una familia de
continuos tal que el hiperespacio C),(X) es rigido para todo natural
distinto de 2. Es interesante preguntarse, el caso para n = 2, es decir,
cuando es o no es rigido el hiperespacio Cy(X). Resulta que cuando
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el continuo tiene un arco libre, entonces Cy(X) no es rigido. Como lo
afirma el siguiente:

Teorema 2.58. St X es un continuo tal que contiene un arco libre,
entonces Cy(X) no es rigido.

Demostracion. Sea o un arco libre en X con puntos extremos a, b. Sea
p € a—{a,b}ye>0tal que B(e,p) C a—{a,b}. Sea M = Cy(cx). Por
[34, Lema 2.2], tenemos que M es una 4 — celda. Seald = B (¢, {p})N
C5(X). Entonces U es un subconjunto abierto de Cy(X) tal qued C M.
De la construccién en [34, Lema 2.2], se puede ver que Fi(a) es un arco
en la frontera como variedad, M, de M. Como int sa(Fi(a)) = 0,
existe un homeomorfismo g: M — M tal que g({p}) € Fi(a) y g es la
identidad en M —U. Sea h: Cy(X) — Cy(X) dada por

~ Jg(4), siAeM,
h(A) = { A, siAeCyX)—U.

Note que h es biyectiva. Sea A € Cyo(X) —U y A € M. Por un
lado, tenemos que h(A) = A. Por otro lado, tenemos que h(A) = g(A).
Note que A € M —U. Como g es la identidad en M — U tenemos que
g(A) = A. Asi, h(A) = A. Luego, h es continua. Por tanto, h es un
homeomorfismo.

Como {p} C Uy g({p}) & Fi(a), entonces h({p}) = g({p}) &
Fi(a). Asi, h({p}) € Fi(X). Luego h(Fi1(X)) # Fi1(X). Por tanto,
C5(X) no es rigido. O

Hacemos un breve resumen de los resultados de esta seccidn.

Teorema 2.59. Si X es un continuo localmente conexo, entonces

(a) si X no es casi enrejado, entonces Cp(X) no es rigido para toda
n €N,

(b) Ca(X) no es rigido,

(¢) si X es casi enrejado y no contine pelos, entonces Cy,(X) es rigido
para cada n € N — {2},

(d) si X es casi enrejado, entonces X no contiene pelos si y solo si

C(X) es rigido,
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(e) si X =[0,1], entonces C3(X) es rigido si y solo si Cp,(X) es rigido
para cada n > 3,

(f) si X =10,1], no se sabe si C3([0,1]) es rigido.
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2.4. Abanicos suaves

En esta seccién trabajamos con los abanicos suaves. En el Teorema
presentamos un resultado en el que se muestra la rigidez del n-
ésimo hiperespacio de un continuo.

Definicién 2.60. Dado un dendroide X y dos puntos p,q € X, deno-
tamos el unico arco que une a p y q en X por pq sip # q y pq = {p}

stp=4q.
Para un continuo arco conexo aceptamos la siguiente definicion.

Definicién 2.61. Sean X un continuo arco conexo, p € X y r €
NU{Ry}. El punto p es de orden r en X, (denotado por r = ord,X ),
si p es un punto extremo comin de exactamente r arcos en X que no se
intersectan en ningin otro punto (vea [9, pdg. 6]). Si X es un continuo
arco conexo, definimos los siguiente.

(a) p es un punto extremo de X si ord,X = 1. El conjunto de
puntos extremos de X lo denotamos por E(X).

(b) p es un punto ordinario de X si ord,X = 2. El conjunto de
puntos ordinarios de X lo denotamos por O(X).

(¢) p es un punto de ramificacién de X siord,X > 3. El conjunto
de puntos de ramificacion de X lo denotamos por R(X).

Ejemplo 2.62. Sea n € N. Si X es un n—odo simple con vértice p,
entonces p es un punto de orden n en X, es decir, ord,X = n.

Definicién 2.63. Un abanico es un dendroide X con exactamente un
punto de ramificacion v, llamado el vértice de X.

Observacion 2.64. Si X es un abanico con vertice v, entonces se
puede observar que:
X = U ve.

e€E(X)

Ejemplo 2.65. En la Figura se presentan dos ejemplos de con-
tinuos los cuales uno de ellos es un abanico y otro no es abanico. FEl
continuo X es arco conexo y hereditariamente unicoherente tal que los
puntos p y q son de ramificacieon de X, de donde, X es un dendroide
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pero no es abanico. Kl continuo Y es arco conexo y hereditariamente
unicoherente tal que el punto v es el unico punto de ramificacion de'Y,
de donde, Y es un dendroide con exactamente un punto de ramifica-
cion, es decir, Y es un abanico.

X no abanico

Y . Y abanico

Figura 2.3: Abanico y no abanico

Una vez que ya tenemos la nocién de abanico los vamos a clasificar
como lo hacemos a continuacion.

Definicién 2.66. Un abanico X con vértice v es suave si para cual-
quier sucesion {x;}32, en X convergente a un punto x € X (lim
xr; = x), se tiene que la sucesion de arcos {vx;}2, converge y con-
verge al arco vz (lim vz; = vx) en C(X).

Ejemplo 2.67. En la Figura presentamos dos continuos que son
abanicos tales que uno de ellos es suave y el otro no. El continuo X es
un abanico suave y el continuo Y es un abanico no suave ya que para
la sucesion {e;}52, convergente a v, tenemos que la sucesion de arcos
{ve;}22, converge al arco ve # v.

Se conoce que la clase de los abanicos suaves coincide con la clase
de los subcontinuos del abanico de Cantor que no son arcos (vea [14]
Corolario 4]). Dado un abanico suave X, sea F(X) el conjunto de pun-
tos extremos de X. El abanico de Lelek (puede revisar [I1] para una
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X abanico suave

Figura 2.4: Abanico suave y abanico no suave

descripcién méas detallada de este continuo) es el tnico abanico suave
tal que E(X) es denso en X. Carl Eberhart y Sam B. Nadler, Jr. en
[15, Corolario 3.3], probaron que un abanico suave X tiene hiperespa-
cio unico C'(X) en la clase de los abanicos suaves. Esto es, si X,Y son
abanicos suaves tales que C'(X) es homeomorfo a C(Y'), entonces X
es homeomorfo a Y. Este resultado fue extendido por Gerardo Acosta
quien probé que un abanico suave tiene hiperespacio tinico C'(X) en la
clase de los abanicos (vea [2, Teorema 5.4]). Alejandro Illanes muestra
que el resultado de Gerardo Acosta no puede ser generalizado a los
abanicos al construir un abanico X que no tiene hiperespacio tinico
C(X) en la clase de los abanicos (vea [33]).

En la seccion anterior se proporciona un resultado que caracteriza
la rigidez del hiperespacio C'(X) cuando X es un continuo localmente
conexo casi enrejado y sin pelos. En particular tenemos la siguiente:

Observaciéon 2.68. Sea X un continuo y n € N. Por un lado, si X
es un n — odo simple, como consecuencia del Teorema tenemos
que el hiperespacio C(X) no es rigido. Por otro lado, de acuerdo al
Teorema 2 de [37] y al Teorema 3 de [37], X tiene hiperespacio tinico
Cn(X), para toda n € N.

Ahora vamos a caracterizar los abanicos suaves X para los cuales
el hiperespacio C'(X) es rigido.
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La siguiente discusién estd particularmente en [I5, Secciones 2 y 3].

Definicién 2.69. Si X es un abanico suave con vértice v, E(x) denota
el conjunto de puntos extremos de X y Eo(X) = cl(E(X)) — E(X).

Observaciones

(a) El conjunto Ey(X) puede ser el conjunto vacio, como en el caso
cuando X es homeomorfo al cono sobre el conjunto de Cantor.

(b) El conjunto Ey(X) puede ser denso en X, como en el caso cuando
X es el abanico de Lelek.

Definicién 2.70. Supongamos que X es un abanico suave contenido
en el cono sobre el conjunto de Cantor, donde el conjunto de Cantor
es el conjunto ternario usal construido en [0,1] x {0} en el plano y
su vértice es el punto v = (0,1). Consideramos la proyeccion sobre la
sequnda coordenada m: X — [0,1]. Note que w(v) = 1. Definimos el
conjunto Xy por:

Xo ={v}Uclx(U{vz: z € Ex(X)}).

Note que Xy es un subcontiuo de X y cuando Ey(X) = 0, entonces
Xo = {v}. El subcontinuo X, nos va dar una caracterizacién (vea [2.77)
de la rigidez del hiperespacio C(X).

Definicién 2.71. Sean X un abanico suave y E(X), Eo(X) como en
la Definicion . Definimos la funcién ¢ : E(X) — [0,1] como

P(e) =min{m(t): t € XoNwve}.

Note que Y no necesariamente es continua. En el abanico suave de la
figura la funcidn 1 es continua pero en el caso del abanico suave
de la fugura (2.4, la funcién v no es continua.

Definicién 2.72. Sean X un abanico suave y E(X) como en la Defi-
nicion [2.69. Definimos los conjuntos V y L(e) como:

() V={AeC(X):ve A}
(b) Para cada e € E(X), sea L(e) ={A € C(X): ACve—{v}}.

Note que
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C(X) = VU (U{L(e): e € B(X)}).

Teorema 2.73. Si X es un abanico suave, h: C(X) — C(X) un ho-
meomorfismo y V, L(e) como en la Definicion entonces existe una
biyeccion hy: E(X) — E(X) (no necesariamente continua) tal que

(a) h(V) =V,

(b) para cada e € E(X), se cumple que h(L(e)) = L(ho(e)),
(¢) h({v})={v},
(d)

d) para cada e € E(X), tenemos que h(Fy(ve)) C Fi(vhy(e)) U
{zho(e): z € vhy(e)} y h(ve) = vho(e).

Demostracion. (a) Caso 1. Sea m € N y supongamos que el con-
junto E(X) es finito, digamos con m elementos, entonces V = {A €
C(X): dima|C(X)] =m}, de donde, h(V) = V.

Caso 2. Supongamos que el conjunto E(X) es infinito, entonces
V={A € C(X): dima[C(X)] = oo}, de donde, h(V) = V.

La existencia de ho y (b) se siguen del hecho de que las componentes
de C'(X) —V son los elementos del conjunto {L(e): e € E(X)}.

(c) Note que VN (N{clex)(L(e)): e € E(X)}) = {{v}}. Esto im-
plica que h({v}) = {v}.

(d) Por [38, Ejemplo 5.1], para cada e € E(X), se tiene que L(e)
es homeomorfo a (0,1) x [0,1) y su frontera como variedad es 0L(e) =
Fi(ve — {v})U{ze: x € ve— {v}}. Por otra parte, clo(x)(0L(e)) es un
arco con puntos extremos {v} y ve y clo(xy(0L(e))—{{v},ve} = 0L(e).
Asi, concluimos que h(Fi(ve)) C Fi(vho(e)) U {zho(e): z € vho(e)}, v
como h({v}) = {v}, se tiene que h(ve) = vhg(e). O

El Teorema limita las opciones de la imagen, h({z}), para
los © € we, cuando h: C(X) — C(X) es un homeomorfismo. Como
queremos determinar cudndo C'(X) es rigido, estamos interesados en
determinar qué condiciones debe satisfacer X para que los singulares
los mande a singulares. El siguiente resultado nos ayuda a hacer esto.

Teorema 2.74. Si X es un abanico suave, h: C(X) — C(X) un ho-
meomorfismo, V, L(e) como en la Definicion [2.79, Eyo(X) como en la
Definicion yx € Eo(X), entonces:
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(a) h({z}) € Fi(X),
(0) h(Fi(vz)) C Fi(X),
(c) h(F1(Xo)) C Fi(X).

Demostracion. (a) Sea e € E(X) tal que x € ve. Supongamos que
h({z}) & Fi(X). Por el Teorema [2.73] (d), tenemos que h(F(ve)) C
Fi(vho(e)) U {xho(e): x € wvhg(e)}. Como estamos suponiendo que
h({z}) & Fi(X), tenemos que h({z}) € {xzho(e): x € vho(e)}. Lue-
go, h({z}) = zho(e), donde hy es como en el Teorema y z €
vho(e) — {ho(e)}-

Como z € Ey(X) = E(X) — E(X), existe una sucesion {e,,}5°_; en
E(X) tal que lim e,, = x. Podemos suponer que lim hqy(e,,) = u para
algin v € X. Por la suavidad de X, tenemos que lim vhy(e,,) = vu.
Ahora, como lim e,, = z, tenemos que lim {e,,} = {x}. Por la con-
tinuidad de h, tenemos que lim h({e;,}) = h({z}), pero por el parra-
fo anterior tenemos que h({z}) = zho(e), de donde, lim h({e,}) =
zho(e). Luego, por el Teorema [2.73] (b), para cada m € N, sucede que
h({em}) C vho(en). Luego, tomando limites tenemos que zhg(e) C vu.
Como hy(e) € E(X), concluimos que u = hg(e). Usando otra vez la
suavidad de X, tenemos que lim ve,, = vz, y por la continuidad de
h que lim h(ve,) = h(vz) y por el Teorema (d), tenemos que
lim A(ve,,) =lim vhy(e,,) = vu = vho(e) = h(ve). Asi, tenemos que
vr = ve, lo cual implica que x = e € F(X), lo cual es una contradic-
cién. Por tanto, h({z}) € F1(X).

(b) Por el Teoremal2.73|(d), se tiene que h(F(vz)) es un arco conte-
nido en el conjunto A = Fy(vhg(e))U{zho(e): x € vhy(e)}. Note que A
es un arco con puntos extremos {v} y vhy(e). Como {v} y {z} son los
puntos extremos del arco Fj(vz), tenemos que h({v}) y h({z}) son los
puntos extremos del arco h(F;(vz)). Ahora, por el Teorema[2.73|incisos
(a) y (c), se tiene que h({v}) y h({z}) estan en el subarco Fi(vho(e))
de A. Asi, h(Fi(vz)) C Fi(vho(e)) C Fi(X).

(¢) Sea xy € Xy. Veamos que h({zo}) € Fi(X). Recordemos que
Xo ={v}Uclx(UW{vz: z € Ey}).
Caso 1. Supongamos que g = v. Por el inciso (b), en particular tene-

mos que h({v}) € Fy(X). Luego, h({zo}) € F1(X).
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Caso 2. Supongamos que Ey(X) es finito. Entonces clx(U{vx: z €
Eo(X)}) = (U{vz: z € Ep(X)}). Luego, Xo = U{vz: z € Ey(X)}. Si
zo € Xy, entonces xy € U{vz: x € Ey(X)}. Luego, existe yo € Ey(X)
tal que g € vyg. Por el inciso (b), tenemos que h(Fi(vyg)) C Fi(X),
en particular h(zg) € Fy(X). Por tanto, h(Fi(Xo)) C Fi(X).

Supongamos que FEy(X) es infinito. Sea xg € Xj tal que zy €
clx(U{vz: z € Ey(X)}). Luego, existe una sucesion {y; }5°, C U{vz: = €
Es(X)} tal que y; converge a xy. Asi, para cada i € N, existe un
x; € Eo(X) tal que y; € va;. Por el inciso (b), para cada i € N, te-
nemos que h(Fj(vz;)) C Fi(X), en particular h({y;}) € F1(X). Como
lim y; = xo, tenemos que lim {y;} = {zo}. Por la continuidad de h,
tenemos que h({y;}) converge a h({zo}). Como {h({y:})}2, es una
sucesion en Fj(X) que converge a h({zg}) y como F;(X) es cerrado,
tenemos que h({zo}) € F1(X). Por tanto, h(F(Xy)) C Fi(X).

Por los dos casos anteriores, tenemos que h(Fi (X)) C Fi(X). O

Definicién 2.75. Un espacio topologico X es localmente compacto
sty solo si para cada v € X y cada U subconjunto abierto de X tal que
x € U, eniste V abierto en X tal quex € V. CV C U yV es compacto.

En un espacio Hausdorff, X es localmente compacto si y solo si cada
punto de X tiene una vecindad compacta (Vea [12, Ejercicio (2.1.3)]).

Teorema 2.76. Si X es un abanico suave, E(X), Ey(X) como en la
Definicion[2.69 y eg € E(X) tal que E(X) es localmente compacto en
eo, entonces existe un subconjunto abierto W de X y t, € [0, 1] tal que

ep € W,

WﬂX() Q)y

(a)

(b) W N E(X) es compacto,

(¢)

(d) Siee WnNE(X), entonces w(e) < t1 < (e).

Demostracion. Sea d una métrica en el plano Euclidiano R?. Sea U un
conjunto abierto de X tal que eg € U y el conjunto clx(U) N E(X) es
compacto.

Afirmamos que ey & Xo.
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Supongamos lo contrario, que existe una sucesion {z,,}5o_; en X
y una sucesion {z,}5°_; en Ey(X) tal que lim x,, = ey ¥y T, € vz,
para cada m € N. Por la compacidad de X, podemos suponer que
lim 2, = z para algin z € X. Dado un m € N, existe e,, € E(X)
tal que d(em, zm) < % Entonces, lim e,, = z. Por la suavidad de z,
tenemos que lim ve,, =lim vz, = vz. Como x,, € vz, para cada
m € N, tenemos que ey € vz. Como eg € F(X), tenemos que ¢y = 2.
Asi, existe m € N, tal que z, € U. Como z,, € clx(E(X)) — E(X),
se tiene que z,, =lim w, para algina sucesién {w,}2, en E(X)NU.
Asi, {w,}22, es una sucesién en clx(U) N E(X) con limite que no se
encuentra en clx(U) N E(X). Esto muestra que clx(U) N E(X) no es
compacto lo cual es una contradiccion. Asi, eqg & Xj.

Por tanto, existe un conjunto abierto V de X tal que e C V' y

cx (V) C (U — Xp). Asi, clx (V)N E(X) es compacta.

Como v € E(X), tenemos que E es totalmente disconexo. Asi, se
tiene que clx(V) N E(X) es compacto y totalmente disconexo y en-
tonces clx (V) N E(X) es O-dimensional. Ahora, por la manera en que
consideramos el cono sobre el conjunto de cantor en R?, podemos su-
poner que existe un conjunto Y C [0, 1] y nimeros sg,s; € (0,1) tal
que V=XN({(0,1)(y,0): y € Y})N ([0, 1] X (s0,s1) donde (0,1)(y,0)
es el segmento convexo que une los puntos (0,1) y (y,0). Como e € V,
se tiene que 59 < m(eg) < s1. Como e € V N E(X), existe un y € Y
tal que e € (0,1)(y,0). Sea p el punto en (0,1)(y,0) tal que w(p) = s1.
Entonces (ep — {p}) C V. Esto implica que (ep — {p}) N X = (). Note
que si w € X, entonces vw C Xo. Asi, ¥(e) > sy.

Como clx(V) N E(X) es 0-dimensional, existe un subconjunto ce-
rrado y abierto, R, de clx(V)NE(X) tal que eg € Ry ademas R C V' N
E(X). Sea W un conjunto abierto de X tal que R = WNeclx(V)NE(X)
y W C V. Note que eg € W, la interseccién WNE(X) = R es compacta
y WN Xy = 0. Luego, si t; € (maz{r(e): e € WNE(X)},s1), se tiene
que t; satisface que m(e) < t1 < ¥(e). O

Ahora mencionamos una caracterizacion de la rigidez del hiperes-
pacio C'(X) cuando X es un abanico suave.

Teorema 2.77. Sean X un abanico suave, E(X) como en la Definicion
2.69 y Xo como en la Definicion[2.70. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
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(a) C(X) es rigido,
(b) X == Xg,
(¢) E(X) no tiene puntos de compacidad local.

Demostracion. (b) = (a) Supongamos que X = X,y que h: C(X) —
C(X) es un homeomorfismo. Por el Teorema [2.74] (c), tenemos que
h(F1(Xy)) C Fi(X). Como X = Xy, tenemos que h(Fy (X)) C Fi(X).
Utilizando h™!, por el Teorema (c), se tiene que h™'(Fy(X,)) C
Fi(X). Como X = Xj. Tenemos que h™(Fy (X)) C Fy(X), de donde,
Fi(X) C h(F1(X)). Por tanto, h(F1 (X)) = F1(X). Asi, C(X) es rigido

(¢) = (b) Supongamos que X # X,. Tomamos = € X — X y sea
e € E(X) tal que = € ve. Si e € Xy, dado que v € Xy y Xj es un
subcontinuo de X, entonces x € ev C Xy, lo cual es una contradic-
cién. Asi, e € Xy. Sea U un conjunto abierto de X tal que e € U y
Clx(U> N Xo = (Z)

Veamos que clx(U)NE(X) es una vecindad compacta de e en E(X).

Como X es compacto, es suficiente probar que para cualquier suce-
sion {eq, 12, en clx (U)NE(X) que converge a un punto z € clx(U), se
cumple que z € F(X) también. Sea {e,, }°°_; una sucesién en clx(U) N
E(X) tal que lim e, = z € clx(U). Como Ey(X) C X, se tiene que
2z & Fo(X). Como z € clx(E(X))y z € Eo(X), se tiene que z € E(X).
Por tanto, el conjunto clx (U)NE(X) es cerrado y como X es compacto,
tenemos que clx(U) N E(X) es compacto. Luego E(X) es localmente
compacto en e. Lo cual es una contradicciéon. Por tanto, X = X.

(a) = (¢) Supongamos que E(X) tiene un punto ey de compacidad
local. Sea W un subconjunto abierto de X y ¢, € (0,1) que satisfacen
del inciso (a) — (d) del Teorema [2.76] Para cada e € E(X) N W, sea
z. € ve tal que 7(x,.) = t1. Note que la funcién e — x. es continua. Sea
Z =U{exe. C X:e e WNE(X)}. Seag: (WnNEX)) x[0,1] = Z
dada por g(e,s) = s-e+ (1 — s) - z.. Luego ¢ es continua, inyec-
tiva y sobreyectiva. Como W N E(X) es compacta, se tiene que g
es un homeomorfismo. En particular, tenemos que los conjuntos Z y
Zy={x. € X: e € WNE(X)} son subconjuntos compactos de X.
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Veamos que Zy es la frontera de Z (en X).

Como para cada e € WNE(X) se tiene que 7(e) < t; < 1, entonces
Zo C frx(Z).Seax € ZNclx(X — Z) y sea {x,,}5°_, una sucesién de
X — Z tal que lim x,, = x. Para cada m € N, sea ¢, € F(X) tal que
Ty € Ve, v seae € W N E(X) tal que z € ex.. Podemos suponer que
lim e,, = o para algin zy € X. Como z € Z, se tiene que m(x) < tq,
de donde x # v. Por la suavidad de X, tenemos que lim ve,, = vz,
por lo que = € vry N (ve — {v}). Esto implica que vzy C ve. Si xy # e,
entonces 9 € Fo(X) y xg € Xg. Por el Teorema m (d), se tiene
que t; < ¥(e) =minm(Xo Nwe). Asi, t; < w(zg). Como = € vzy, se
tiene que 7(xg) < mw(z). Esto contradice el hecho de que = € Z. Asi,
xg = e. Luego, rop € W. Como W es abierto, existe M € N tal que
para cada m > M, se cumple que e,, € W. Dado un m > M, como
em EWNEX)y x, € (X —2Z)Nuvey,, tenemos que 7(z,) > t1. Asi,
7(z) > t;. Como = € Z, concluimos que 7(z) = t1. Asi, x = z. € Z.
Con esto terminamos la prueba de que Zy = frx(Z2).

Definimos lo siguiente

L={Clex.) CC(X): e WNE(X)}.

Como £ = {A € C(X): A € Z}, tenemos que L es cerrado en
C(X). Usando el modelo geométrico para C([0,1]) es posible definir
un homeomorfismo f: C([0,1]) — C([0,1]) tal que f(A) = A para
cada A € C([0,1]),0 € Ay f({1}) =[3,1].

Sea

fo: L — L definida por
ho(A) = (g o (idwnpx) x f)o g™ ")(A4)

Luego, h¢ es un homeomorfismo con las siguientes propiedades:
(1) SiAe€ Lyx. € Aparaalgin e € E(X)NW, entonces ho(A) = A,
(2) Siee€ E(X)NW, entonces he({e}) & F1(X).

Extendemos he a un homeomorfismo h: C(X) — C(X) dado por

. hc(A), siAe Ll
h(A) = { A, siANdx(X —2).



66 Rigidez

Ahora, por la primera propiedad, (1), que cumple he y la igualdad,
que ya fue demostrada, Zy = frx(Z), tenemos que h es una funcién
continua bien definida y ademas inyectiva y sobreyectiva. Luego por
la segunda propiedad, (2), que cumple ho tenemos que C(X) no es
rigido. Lo cual es una contradicién. Por tanto, E(X) no tiene puntos
de compacidad local. [

Veamos ahora un resultado que relaciona a C'(X) con C,,(X) cuando
X es un abanico suave.

Teorema 2.78. Si X es un abanico suave tal que C(X) es rigido y
n € N — {2}, entonces C,,(X) es rigido.

Demostracion. Supongamos que n > 3y que h: C,(X) = C,(X) esun
homeomorfismo. Como X es un dendroide, por el Teorema [2.20] tene-
mos que X preserva n-alambrados, es decir, h(W, (X)) = W,(X). Lue-
g0, h(Z,(X)) = Z,(X). Por el Teorema [2.26] tenemos que Wi (X) =
{A € W,(X) — Z,(X): A tiene una base B de vecindades de A en
Cy(X) tal que para cadald € B, siC es la componente de U que contiene
a A, entonces C N Z,(X) es conexo}. Asi, AW (X)) = Wi(X). Note
que, por definiciéon de W, (X), en particular tenemos que W (X) =

{AeC(X):v¢g A}

Recordemos lo siguiente:
(1) v es el vertice de X,
2) V={AecC(X):ve A},
(3) E(X) es el conjunto de puntos extremos de X y
(4) Sie € E(X), entonces L(e) = {A € C(X): A Cve—{v}}.

Note que V = C({v}, X). Como C(X) es rigido, por el Teorema
, tenemos que X = X,. Si E£(X) es finito, entonces E(X) = E(X),
de donde, Ey(X) = 0. Asi, Xo = {v} # X. Lo cual es una contradiccion.
Por tanto E(X) es infnito. Por [I5, Teorema 3.1 (3)], tenemos que V
es homeomorfo al Cubo de Hilbert. Sea A = cle, x)(Wi(X)). Luego,
h(A) = h(clc,x)(Wi(X))) = de, x)(hW1(X))) = clo,x)(Wi(X)) =
A, es decir h(A) = A. Asi, h(A—-—W (X)) = A - W (X).

Note que A = {A € C(X): existe e € E tal que A € L(e) U{v}}.
Si A e A— W (X), entonces A es un subcontinuo de X tal que A €
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L(e)U{v} para algin e € E(X) y que no pertenece a W;(X), es decir,
A es un subcontinuo de X que contiene al vértice v, de donde, A € V.
Por tanto, A—W;(X) C VNA.Si A € VNA, por un lado A € Ay por
otro lado A € V implica que A ¢ W, (X), es decir, A € A—W;(X). Por
tanto, VNA C A-W;(X). Asi, A—W;(X) = VNA. Luego h(VNA) =
RA—-Wi (X)) =A-Wi(X)=VNA, es decir, (VNA) =VNA
Luego, la restriccion A |yng: VN A — VN A es un homeomorfismo.
Por [I5] Teorema 3.1 (2)], tenemos que V N A es un Z—conjunto de
V. Asi, h |yn4 es un homeomorfismo entre Z — conjuntos del cubo de
Hilbert V. Por el Teorema de Homogeneidad de Anderson, [38, 11.9.1],
el homeomorfismo h |pyq4 puede ser extendido a un homeomorfismo
g: V=Y.
Definimos f: VUA — VU A por

A), siAeV
f(A):{}qLEA;, si A e A

Note que si A € VN A, por un lado tenemos f(A) = h(A). Por otro
lado, tenemos que f(A) = g(A) pero g restringida a la interseccién
VN Aes h,es decir, g(A) = h(A). Asi, f(A) = g(A) = h(A). Por
tanto, f es un homeomorfismo.

Note que VU A = C(X). Luego f es un homeomorfismo de C(X)
en C(X) y como C(X) es rigido, se tiene que f(F1(X)) = F1(X).

Dado p € X — {v}, tenemos que {p} € W;(X). Como W;(X) C
ey (Wi(X)) = A, tenemos que {p} € A. Asi, h({p}) = [({p}) €
Fi(X).

Sea p € X. Como X —{v} es denso en X, tenemos que p € X — {v}.
Existe una sucesién {p,}5°, C X — {v} tal que p,, converge a p. Como
pn € X — {v}, entonces {p,} € Wi(X), de donde, {p,} € A. Luego
h({pn}) = f({pn}) € F1(X). Asi, h({p,}) € F1(X). Por la continuidad
de h, tenemos que h({p,}) converge a h({p}). Como h({p,}) es una
sucesion en Fy(X) y Fi(X) es cerrado, tenemos que h({p}) € Fi(X).
Por tanto, concluimos que h(Fy(X)) C Fi(X). De manera similar se
llega a que h ™' (Fy (X)) C F1(X). Asi, tenemos que h(F (X)) = Fy(X).
Es decir, C,,(X) es rigido. O

En consecuencia tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 2.79. Sean X un abanico suave, EE como en la Definicion
Xo como en la Definicion yn € N —{2}. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
(a) C(X) es rigido,
() X = Xo,
(¢) E(X) no tiene puntos de compacidad local,
(d) Cn(X) es rigido para cada n # 2.
Demostracion. Se obtiene del Teorema y del Teorema [2.78] ]

Relacionando la pregunta de que si C3([0, 1]) es rigido y el Teorema
2.79, los autores de [26] y [29] plantean el siguiente problema.

Problema 2.80. Sea Z un continuo. ;Si C(Z) es rigido, entonces
Co(Z) es rigido para cada n # 27

Presentamos un par de ejemplos de abanicos suaves en los que anali-
zamos la rigidez no solo de C(X) sino de C,,(X) para todo n € N—{2}.

Ejemplo 2.81. Aqui presentamos un ejemplo de un continuo Y dife-
rente del abanico de Lelek en el cual el hiperespacio C(Y') es rigido.

Recordemos que el abanico de Lelek es el unico abanico suave, X,
tal que el conjunto de puntos extremos de X es denso en X. Dado un
puntop € X —(E(X)U{v}). Como X = E(X), tenemos que p € E(X).
Como p ¢ (E(X) U {v}), entonces p € E(X) — E(X) = Eyo(X). Es
decir, p € FEo(X) C Xy. Por tanto, X — (E(X) U {v}) C Ep(X).
Como Ey(X) C Xy, entonces Ey(X) C Xo = Xo. Luego, tenemos que
X =cx(X - (B(X )U {v})) C Ey(X) C Xy, es decir, que X = X,.
Por el Teorema tenemos que C(X) es rigido. Mds ain, por el
Teorema tenemos que para todo n € N — {2} el hiperespacio
Cn(X) es rigido.

Otro abanico suave, Y, con la propiedad de que C(Y) sea rigido lo
vamos a construir de la siguiente manera.

Supongamos que X es el abanico de Lelek. Sea Z el cono sobre el
conjunto de Cantor, C. Note que X C Z. Sea g: C x [0,1] — Z la
funcion natural cociente tal que g(c,1) = v para cada ¢ € C, es decir,
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7 es el espacio cociente que resulta de C'x [0, 1] al identificar el conjunto
C x {1} al punto v = (0, 1). Consideremos los conjuntos QQ = C x [0, 2]
y P=(Cx[1,2])Ug ' (X). Note que P C Q. Sea Y el espacio cociente
que resulta de P al identificar el conjunto C' x {2} al punto v = (0, 2).
Luego, tenemos la siguientes observaciones sobre el espacio resultante
Y

(a) Y es un abanico suave.

(b) El conjunto de puntos extremos en X es el mismo en'Y, es decir,
que E(X)=E(Y).

(¢) Y no es homeomorfo a el abanico de Lelek.

(d) Y =Yy, por lo que de acuerdo al Teorema C(Y) es rigido.
Mds ain, de acuerdo al Teorema[2.79, sin € N—{2}, entonces C,(Y)
es rigido.

Un problema abierto es que si X es un abanico suave tal que Cy(X)
es rigido, entonces C'(X) es rigido?
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2.5. Continuos hereditariamente indescomponibles

Hasta aqui hemos logrado mostrar la rigidez del n-ésimo hiperespa-
cio para todo natural diferente del 2 al menos para los arco continuos
indescomponibles y para los continuos localmente conexos casi enreja-
dos sin pelos.

Terminamos nuestro estudio presentando un resultado que afirma
la rigidez del n-ésimo hiperespacio para todo nimero natural para una
familia distinta a las mencionadas anteriormente.

Definicién 2.82. Un continuo indescomponible X es hereditaria-
mente indescomponible si todos los subcontinuos propios de X no
degenerados son indescomponibles.

Teorema 2.83. 5i X es un continuo hereditariamente indescomponible
yn €N, entonces C,,(X) es rigido.

Demostracion. Vea [36, Teorema 4.4, Afirmacion 4]. O
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Para el desenlace de este trabajo, se hizo lo siguiente.

Sea X un continuo, en [29, pag. 4], se definen los siguientes conjun-
tos G(X) = {p € X: p tiene una vecindad W en X tal que W es una
grafica finita}, y P(X) = X — G(X); un continuo X es casi enrejado
si cumple que G(X) es denso en X.

Sea X un continuo, de acuerdo a [29, péag. 4], un alambre es un
subconjunto v de X tal que a es homeomorfo a uno de los siguientes
espacios, (0,1), [0,1), [0,1] o la circunferencia unitaria S* en el espacio
Euclidiano, y a es una componente de un subconjunto abierto de X.
Sea W(X) = U{e € X : a es un alambre en X}. El continuo X es

alambrado si W(X) es denso en X, es decir, si W(X) = X.

Un continuo, X, es descomponible si existen dos subcontinuos pro-
pios U y V de X tales que X = U U V. Si no existen tales conjuntos,
entonces X es indescomponible. Un continuo indescomponible tal que
todos sus subcontinuos propios no degenerados son arcos es un arco
continuo indescomponible (vea [29, pag. 4]).

Un pelo en un continuo X es un arco a con puntos extremos a, b tal
que o — {a} es abierto en X.

Dado un continuo X y n € N, sea

Wi(X) = {A € C,(X): cada componente de A esta contenida
en un alambre de X}.

Z,(X)={A e W,(X): existe una vecindad, M de A en C,(X)
tal que la componente C de M que contiene a A es una 2n—-celda}.

71
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Un continuo X preserva n-alambrados si para cada homeomorfismo
h:Cn(X) = Cn(X), se tiene que h(W, (X)) = W, (X).

Un continuo X es unicoherente, si para cualesquiera dos subcon-
tinuos A y B de X tales que AU B = X, la interseccion AN B es
conexa; X es hereditariamente unicoherente si todos sus subcontinuos
son unicoherentes.

Un dendroide es un continuo hereditariamente unicoherente y arco
conexo.

Un hiperespacio K (X) € {2, C,.(X), F,(X)} es rigido si para cual-
quier homeomorfismo h : K(X) — K(X) se tiene que h(Fi(X)) =
Fi(X).

Un continuo X tiene hiperespacio unico K(X) si se cumple la si-
guiente implicacién: si Y es un continuo tal que K (X) es homeomorfo
a K(Y), entonces X es homeomorfo a Y.

Un abanico es un dendroide X con exactamente un punto de ra-
mificacion v, llamado el vértice de X. Un abanico X con vértice v es
suave si para cada sucesién {z;}°, convergente a un punto x € X, se
tiene que lim vx; = vr.

Teorema . Sean X un continuo, n € Ny A C 2% conexo tal
que ANC,(X) # 0. Sea Ay = |J{A: A € A}. Entonces

(a) Ay tiene a lo méds n componentes,
(b) si A es cerrado en 2%, entonces Ay € C,(X),
(c) para cada A € A, cada componente de Ay intersecta a A.

Teorema [2.7. Si X es un arco continuo indescomponible, entonces
X es un continuo alambrado.

Teorema Si X es un continuo localmente conexo y n € N,
entonces

Wh(X) ={A € C\,(X): dims[C,(X)] = 2n}.

Teorema [2.18. Sean X un continuo, n € N y V como en la Defi-
nicién 2.171 Entonces

(a) Wh(X) CV,
(b) Si X es un dendroide, entonces W, (X) = V.
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Teoremas [2.19] y [2.20] Continuos que pertenecen a una de las
siguientes clases preservan n-alambrados para cada n € N.

(a) Continuos localmente conexo.

(b) Dendroides.
Teorema [2.25 Sean X un continuo y n € . Entonces

(a) Wa(X) N (Cu(X) = Cra (X)) C Z0(X),

(b) Sin > 3, entonces W, (X) N (Ch(X) — Cpi1(X)) = Z,(X).
Teorema [2.26 Sean X un continuo y n € N — {1, 2, 3}. Entonces

Wi (X)={A e W,(X)— Z,(X): A tiene una base B de vecindades
de A en C,(X) tal que para cada U € B, si C es la componente de U
que contiene a A, entonces C N Z,,(X) es conexo}.

Teorema [2.38 Si X es un arco continuo indescomponible y n €
N—{2}, entonces X tiene hiperespacio unico C,,(X) y C,(X) es rigido.
Los autores de [29] se preguntan lo siguiente:

Pregunta 1. Supongamos que X es un continuo alambrado. ; Es
verdad que el hiperespacio Co(X) no es rigido?

Dentro de los continuos localmente conexo se demuestra lo siguiente:

Teorema Si X es un continuo localmente conexo que no es
casi enrejado y n € N, entonces C,,(X) no es rigido.

Teoremas y [2.51] Sea X un continuo localmente conexo que
no contiene pelos. Entonces

(a) Sip € a—{a,b} para algin arco libre a con puntos extremos a
yb,aCXyh:C(X)— C(X) es un homeomorfismo, entonces

h({p}) € F1(X),
(b) Si X es casi enrejado, entonces C'(X) es rigido.

Teorema|[2.53] Sea X un continuo localmente conexo casi enrejado.
Entonces C'(X) es rigido si y solo si X no contiene pelos.

Teorema Si X es un continuo localmente conexo, casi en-
rejado sin pelos y n € N — {2}, entonces el hiperespacio C,(X) es
rigido.
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Teorema [2.58] Si X contiene un arco libre, entonces Co(X) no es
rigido.

Hasta aqui tenemos la rigidez del hiperespacio C,,(X) para ciertas
familias de continuos, es decir, que para los arco continuos indescom-
ponibles y para los continuos localmente conexos, casi enrejados sin
pelos, el hiperespacio C,,(X) es rigido para toda n € N — {2}.

Refiriéndose a la pregunta 1, podemos decir que si yo tengo una
grafica finita, X, entonces es un continuo alambrado. Ademas es claro
que contiene un arco libre, de donde, por el Teorema [2.58] tenemos que
C5(X) no es rigido.

Dentro de los abanicos suaves se demuestra lo siguiente:
Teoremas y [2.78 Supongamos que X es un abanico suave
y n € N — {2}. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

C'(X) es rigido,

b

(a
(b) X = Xo,

)
)

(¢) E no tiene puntos de compacidad local,
) C

(d) Cn(X) es rigido.

Para los abanicos suaves, si el hiperespacio C'(X) es rigido y n €
N — {2}, entonces C,(X) también es rigido y viseversa. Como ejemplo
particular mencionamos que el abanico de Lelek (Vea [11]) es el tni-
co abanico suave en el que el conjunto de puntos extremos es denso y
ademés que el hiperespacio C'(X) es rigido, de donde, por los Teoremas

y [2.78 tenemos que C,(X) es rigido para cada n € N — {2}.

Resulta interesante preguntarse si el caso n = 2. proporciona infor-
macion.

Pregunta 2. Sea X un abanico suave. ;Si Cy(X) es rigido, enton-
ces C(X) es rigido?

Por 1ltimo, es deseable encontrar una familia de continuos para la
cual el n-ésimo hiperespacio sea rigido para todo n nimero natural. Lo
cual afirma el siguiente resultado.
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Teorema [2.83] Si X es un continuo hereditariamente indescompo-
nible y n € N, entonces el hiperespacio C,(X) es rigido.

La aportacién que hacemos con esta tesis es presentar y demostrar
de manera detallada el desarrollo de los articulos [26] y [29]; en cuanto al
concepto de rigidez de hiperespacios. Estos articulos son una aportacién
para el estudio del tema de Rigidez de hiperespacios (también puede
revisar [28]). Ademds, exponemos resultados sobre temas referentes a
Hiperespacio tnico.
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Conclusién
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