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Introduccion

El presente trabajo corresponde a la rama de ecuaciones diferenciales con un en-
foque en la neurociencia matematica. Particularmente en el andlisis del modelo ma-
tematico nombrado Sistema dinamico de Hodgkin-Huxley con modificaciones de Soto-
Alexandrov (2021) sobre la generacién del potencial de accién de una sola neurona,
que ha servido para investigar a la neurona primaria aferente del aparato vestibular
que esta relacionado con la conciencia de la posicion espacial de nuestro cuerpo y
del equilibrio, permitiendo asi, el control del movimiento propio (Aleksandrova et al.,
2021). Ademads, de una descripcién de la Fcuacion de cable que describe la propa-
gacion del impulso nervioso a través de la neurona a un ritmo constante sin decaer,
asociada a corrientes locales entre las regiones de reposo y excitadas, segtin los analisis
de A. Rubin (Rubin., 2004). Y finalmente, un andlisis del Modelo de Amari (Ama-
ri, 1977) que describe la actividad neuronal promedio de una poblacién de neuronas
con pesos asimétricos, cuya importancia radica en que éstas protuberancias modulan

transitoriamente la excitabilidad neuronal (Muller et al., 2018).

El propédsito de esta tesis es ofrecer algunos resultados sobre los analisis de los
modelos de actividad cerebral mencionados previamente. Cada analisis se realiza con
una perspectiva especifica que se adapta a los intereses de cada modelo. La finalidad

de este trabajo es que sea objeto de consulta para posibles futuros trabajos relacio-



nados con los modelos abordados.

La presentacién de este trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera:
en el Capitulo 1, se exponen definiciones y se enuncian teoremas sobre la estabilidad
de las soluciones de un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales: estabilidad por
primera aproximacién y estabilidad orbital. Conjuntamente, se describira el modelo
de Hodgkin-Huxley y el Sistema dindmico de Hodgkin-Huxley con modificaciones de
Soto-Alexandrov. Esto nos permite poder hacer el andlisis de estabilidad del siste-
ma previamente mencionado, en el Capitulo 2. A lo que respecta el Capitulo 3, se
describird el modelo matemético de Rubin sobre la Ecuacion de cable que explica el
proceso de la propagacién de un potencial de accion a lo largo de la neurona. Por otro
lado, en el Capitulo 4, se discutird sobre la existencia de patrones espacio-temporales
observados en diferentes grabaciones donde se estudié la actividad cerebral en dife-
rentes mamiferos. Adicionalmente, se presentara el Modelo de tasas de disparo, el
cual, es relevante en este trabajo porque en su diseno se considera a la probabilidad
de disparo del potencial en una poblacion neuronal. Ahora bien, en el Capitulo 5 se
especificara el Modelo de Amari que describe la actividad media en una columna cor-
tical. Posteriormente, se discutird sobre las condiciones de existencia de soluciones de
tipo protuberancia viajera con pesos asimétricos. La suposicién de pesos asimétricos,
consiste en un disenio realista, puesto que se basa en la hipotesis de que las inter-
acciones sindpticas neuronales son no homogéneas. Finalmente, en el Capitulo 6 se
expondra la rutina numérica para poder resolver el modelo matemético que describe
la actividad de la protuberancia viajera. Esto nos permitird hacer una comparacién

con las condiciones de existencia calculadas analiticamente en el capitulo anterior.

II



Capitulo 1
Preliminares Matematicos y Biologi-

COS

En este capitulo se presentan algunas definiciones y teoremas que se emplearan
posteriormente al presentar el andlisis de la estabilidad del Sistema dindmico de
Hodgkin-Huzley con modificaciones de Soto-Alexandrov. Ademas, se expondra de ma-
nera sencilla la construccién del Modelo de Hodgkin-Huxley como base para conocer

el sistema que se analizard en el capitulo siguiente.

1.1. Conceptos matematicos sobre la estabilidad

de un sistema de ecuaciones diferenciales

Los teoremas y definiciones se mostraran para las ecuaciones diferenciales en R"
de acuerdo con el libro Texts in Applied Mathematics 7 Differential Equations and
Dynamical Systems (Perko, 1991). Ademads, se puede usar este libro para consultar

las demostraciones de los teoremas mencionados.

Los elementos o puntos en R™ se denotaran en mintsculas, asi como sus com-

ponentes con subindices, de manera que z = (x1,...,z,) € R". Las definiciones se

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES MATEMATICOS Y BIOLOGICOS

destinan a sistemas de ecuaciones no lineales autonomos de la forma

i = f(x), (1.1.1)

donde la funcién f : £ — R" es continua y de clase C!, E es un subconjunto abierto
de R™. La condicién para el sistema no lineal (1.1.1) es que tiene una tnica solu-
cion a través de cada punto xg € R™ definido en un intervalo méaximo de existencia
(a, B) € R. En general, no es posible resolver un sistema no lineal (1.1.1), sin em-
bargo, se puede obtener informacién cualitativa sobre el comportamiento local de la

solucién a través de una aproximacion del sistema.

La manera de estudiar el comportamiento local de un sistema no lineal (1.1.1)
cercano a un punto de equilibrio xy, donde f(xy) = 0, estd determinado por el com-
portamiento del sistema lineal conformado por la variable y = x — xy que representa
la desviacién del estado del sistema respecto al estado de equilibrio xy. El sistema
que satisface y = = — x¢ es

y=Ay, (1.1.2)

donde el punto se equilibrio pasa a ser en la nueva variable, el origen y las propieda-
des de estabilidad de xq son, naturalmente, las mismas que las de g como punto de
equilibrio de (1.1.1), cuando A = D f(x), que es la derivada de f en xg, siempre y
cuando la parte real de los valores propios de la matriz A sean menores que cero. Esto
se debe al Teorema de Hartman-Grobman (Philip, 2002). Mas adelante discutiremos

detalladamente la estabilidad.

En general, el sistema de ecuaciones diferenciales (1.1.1) tendré solucién si la fun-

cién f es continua, sin embargo, también se requiere que la funcién f sea diferenciable.



1.1. CONCEPTOS MATEMATICOS SOBRE LA ESTABILIDAD DE UN SISTEMA DE ECUACIONES
DIFERENCIALES

Teorema 1. Si f : R" — R" es diferenciable en xq, entonces las derivadas parciales

gg{;, 1,7 = 1,...,n existen todas en xq y para todo x € R",
Df(zo)z = )  5—(zo)z;
- 8xj
7j=1

De este modo, si f es una funcion diferenciable, la derivada Df estd dada por la

matriz Jacobiana n X n

ij=1,...n.

pf =52,

(9acj

Definicién 1. Sea la funcion f : R® — R", decimos que o € R™ es un punto de

equilibrio si %(wo) =0.

Teorema 2. Propiedades de una norma

La norma de un operador lineal T : R™ — R"se define como
T = supjz<1|T ()],

donde |z| denota la norma Euclidiana de x € R™, es decir

|| = 1\/23, ..., 2.

El operador norma tiene todas las propiedades habituales de una norma, para S, T €

L(R™), donde L(R™) es el espacio lineal de los operadores lineales en R™.
L ||T)[ >0y ||T|| =0 siy solo si T =0.
2. ||kT|| = |k|||T||, para k € R.

3 NS +TI < ISl +|IT1]



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES MATEMATICOS Y BIOLOGICOS

Definicién 2. Suponga que Vi y Vo son dos espacios lineales normados con sus res-
pectivas normas ||.||1 y ||.||2- Entonces F : Vi — Vy es continua en xy € Vi si para
todo € > 0 existe 6 > 0 tal que ||z — xo||y < & implica que ||F(z) — F(xq)|]2 < €.

Se dice que F' es continuo en el conjunto B2 C V; si es continuo en cada punto x € E.

Si F' es continuo en el conjunto E C Vi, escribimos F' € C(E).

Definicién 3. La funcion f : R® — R" es diferenciable en xqg € R™ si existe el

siguiente limite

|f(zo+h) — f(xo) — Df(x0)h|
Al

limp -0 =0,

donde D f(xo) es la derivada de f en xy.

Definicién 4. Supongamos que f : E — R" es diferenciable en E. Entonces f €
CY(E) si la derivada Df : E — L(R") es continua en E.

Teorema 3. Supongamos que E es un subconjunto abierto de R™ y que f: E — R"”

es diferenciable en E. Entonces f € CY(E) si y solo si las derivadas parciales 33:;'.,

1,7 =1,...,n existen y son continuas en E.

Definicién 5. Suponga que f € C(E), donde E es un subconjunto abierto de R"™. En-
tonces x(t) es solucion del sistema de ecuaciones diferenciales (1.1.1) en un intervalo

I CR six(t) es diferenciable en I para todot € I, z(t) € E y

Y dado 2° € E, x(t) es solucién del problema de valor inicial
&= f(x), w(to) = 2’ (1.1.3)

en un intervalo I sitg € I, x(ty) = 2° y x(t) es solucion del sistema de ecuaciones

diferenciales (1.1.1) en el intervalo I.



1.1. CONCEPTOS MATEMATICOS SOBRE LA ESTABILIDAD DE UN SISTEMA DE ECUACIONES
DIFERENCIALES

Teorema 4. Teorema Fundamental de Existencia y Unicidad
Sea E un subconjunto abierto de R™ que contiene a 2° y asumiendo que f € C1(E).
Entonces existe un nimero a > 0 tal que el problema de valor inicial (1.1.3), tiene

una unica solucion x(t) en el intervalo (—a,a).

Es de interés conocer la estabilidad del sistema de ecuaciones con respecto a varia-
ciones en las condiciones iniciales, pues intuitivamente, una solucién correspondiente
a condiciones iniciales dadas es estable si pequenos cambios en dichas condiciones,

causan pequenos cambios en la solucion cuando el tiempo tiende al infinito.

1.1.1. Estabilidad de las soluciones de un sistema de ecua-

ciones diferenciales por primera aproximacién

Previamente, se enuncian algunas definiciones y teoremas que permiten hablar
sobre la teoria que involucra estudiar un sistema de ecuaciones lineal como aproxi-

macion a su correspondiente sistema de ecuaciones no lineal.

Teorema 5. Sea E un subconjunto abierto de R™ y f € CY(E). Luego, para cada
punto xo € E, hay un intervalo abierto («, ) en que el problema de valor inicial
(1.1.3) tiene una solucion unica x(t); es decir, si el problema de valor inicial tiene
una solucion y(t) en un intervalo I, entonces I C (o, B) y x(t) = y(t) para toda t € I.

El intervalo («, 8) se denomina intervalo mazximal.

Como el intervalo maximal estda dado por el problema de valor inicial, éste inter-

valo usualmente es denotado por I(zV).

Definicién 6. Sea E un subconjunto abierto de R" y f € CY(E). Para 2° € E, sea

o(t, 2°) la solucién del problema de valor inicial (1.1.3) en el intervalo mazimal de
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existencia I(x°). Entonces para t € 1(x°), el mapeo ¢, : E — E definido por

ei(2°) = p(t, 2°),

se llama el flujo del sistema de ecuaciones diferenciales (1.1.1).

[ m—— ]
a ©O g

Figura 1.1.1: Trayectoria I' del sistema (1.1.1) en el intervalo maximal (Perko, 1991).
Imagen obtenida de (Perko, 1991).

Si el punto inicial 2° es fijo, entonces, I = I(z°) y el mapeo ¢;(.,2°) : I — E define
una curva o trayectoria del sistema (1.1.1) a través del punto z° € E. Habitualmente
el mapeo (., z°) se identifica con su grafica en (I x E) donde una trayectoria es
visualizada como el movimiento a lo largo de una curva I' a través del punto 2° en el

subconjunto E del espacio de fase R" (Ver Figura ?77?).

Si pensamos que el sistema de ecuaciones diferenciales (1.1.1) describe el movi-
miento de un fluido, entonces la trayectoria de (1.1.1) describe el movimiento de una
particula individual en el fluido, mientras que el flujo del sistema (1.1.1) describe el

movimiento de todo el fluido.

En general, para z € F, la funcién ¢(.,z) : R — FE define una curva solucion,
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orbita o trayectoria a través del punto x en E. Si identificamos la funcién ¢(., z) con
su grafica, podemos pensar en una trayectoria a través del punto 2° € E como un

movimiento a lo largo de la curva

[0 ={x € Elx = ¢(t,2°),t € R},

0

definido por el sistema (1.1.1). Esta curva atraviesa z° en el tiempo ¢ = 0. Si el punto

2% no juega ningin papel en la discusién, simplemente denotamos la trayectoria por

I' y dibujamos la curva I' en el subconjunto E del espacio de fase R™.

Para estudiar la estabilidad de los sistemas de ecuaciones diferenciales auténomos
no lineales (1.1.1), es 1til analizar sus puntos puntos de equilibrio . Para estudiar el
punto de equilibrio x(, hay que analizar el comportamiento de las soluciones prozrimas
a xo. La nocién diferencial de una funcion hace referencia a la accién de “aproximar
localmente” una funcién no lineal por una lineal, es decir, el punto x( estara deter-
minado cualitativamente por el comportamiento del sistema lineal (1.1.2). El sistema

lineal (1.1.2) es llamada la linealizacion de (1.1.1) en xy (Ferndndez et al., 2003).

Como la aproximacién es construida en un entorno del punto de equilibrio zy del

sistema (1.1.1), entonces f(xg) = 0y por el Teorema de Taylor,

& = f(z) = Df(zo)(z — x0) + g(x, x0),

donde (z — z¢) y g(z,xq), son valores tales que % — 0 cuando ||z — zo|| — 0,
es decir, cuando x — xy. De esta manera, podemos hacer un anélisis local mediante
la comparacién entre el comportamiento de las trayectorias del sistema (1.1.1), en el
entorno del punto de equilibrio z y las trayectorias de su aproximacion lineal (1.1.2)

en un entorno del origen (Ferndndez et al., 2003).
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En la siguiente definicién, Ns(a) es la vecindad con centro en a y radio §, es decir,
Ns(a) = {z € R" : |x — a| < §}.

Definicién 7. Sea ¢, el flujo del sistema de ecuaciones diferenciales (1.1.1) definido
para toda t € R. Un punto de equilibrio xy de (1.1.1) es estable si para todo ¢ > 0

existe un § > 0 tal que para toda Ns(x¢) y t > 0 tenemos que

0i(x) € Ne(xp).

El punto de equilibrio xq es inestable st no es estable. Y xy es asintoticamente estable

si existe un 0 > 0 tal que para toda x € Ng(xo) se tiene
lim 4 (x) = xo.
t—o0

Teorema 6. El sistema lineal con coeficientes constantes (1.1.2) es estable en el
sentido de Liapunov (pero no asintdticamente) si y sélo si todos los valores propios
de la matriz A tienen partes reales megativas, hay valores propios que tienen parte

real igual a cero, pero su multiplicidad en el polinomio minimo de A es uno (Farkas.,

199).

Teorema 7. Si la matriz A del sistema de ecuaciones (1.1.2) tiene al menos un valor
propio con la parte real positiva o al menos un valor propio tiene la parte real igual a
cero, y su multiplicidad en el polinomio minimo es mas grande que uno, entonces el

sistema es inestable (Farkas., 1994).

1.1.2. Estabilidad orbital

Sin pérdida de generalidad, podemos decir que el sistema de ecuaciones diferen-

ciales (1.1.1) define un sistema dindmico ¢(¢,z) € E. En esta secciéon hablaremos de
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orbitas o ciclos periddicos y ciclos limite del sistema dindmico (1.1.1) ¢(¢,x). Para

definir algunos conceptos, trabajaremos con la distancia usual de R"™.

Los ciclos del sistema (1.1.1) que corresponden a soluciones periddicas del sistema
(1.1.1) desde ¢(., zg), definen una curva solucién cerrada del sistema (1.1.1) si y sélo
si para cada t € R, p(t + T, x0) = ¢(t, o) para algin 7" > 0. La 7" minima para la

que se cumple esta igualdad se llama periodo de la 6rbita periddica ¢(., zy).

Definicién 8. Un ciclo u drbita periddica T' del sistema (1.1.1) es cualquier curva
solucion (la trayectoria de la solucion @) cerrada del sistema (1.1.1) que no es punto
de equilibrio del sistema (1.1.1). Una orbita periddica es estable si para cada € > 0
existe una vecindad U de T" tal que para cada x € U yt > 0, dist(p(t,z),I') < e. Una
orbita periodica I' es inestable si no es estable, y es llamada asitoticamente estable si
para todos los puntos x en alguna vecindad U de T’

lim dist(p(t,x),T') = 0.

t—o00

Decimos que la solucién es orbitalmente estable, inestable o asintdticamente esta-
ble si su 6rbita periddica es orbitalmente estable, inestable o asintoticamente estable,

respectivamente.

Podemos observar que si la solucion ¢ es orbitalmente estable, entonces cada
solucién con la misma trayectoria I', es decir, cada solucién ¢(t + T'), también es
orbitalmente estable. Por lo tanto, la estabilidad orbital de una solucion significa, de

hecho, la estabilidad de su érbita.

Ademas, esta definicién dice aproximadamente que si un movimiento se acerca lo
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suficiente a la trayectoria I' en el tiempo ¢ = 0, entonces permanece arbitrariamente

cerca de ella en todo futuro ¢t > 0.

Definicién 9. Un punto p € E es un punto w-limite de la trayectoria ¢(.,z) del
sistema (1.1.1) si existe una sucesion t, — oo (tiempo directo) tal que

lim p(t,,z) = p.

n—o0

Andlogamente, si eziste una sucesion t, — —oo (tiempo inverso) tal que

lim p(t,,z) = q,

n—oo

y el punto q € E, entonces el punto q es llamado el punto a-limite de la trayectoria
o(.,x) del sistema (1.1.1). El conjunto de todos puntos w-limite de la trayectoria T’
es llamado el conjunto w-limite de T’ y es denotado por w(T'). El conjunto de todos
puntos a-limite de la trayectoria I' es llamado el conjunto a-limite de ' y es denotado
por a(I'). El conjunto de todos puntos limite ', w(I') U «(T") es llamado el conjunto
limite de T'.

Definicién 10. Un conjunto invariante A C E se llama conjunto atractor del siste-
ma (1.1.1) si eziste alguna vecindad U de A tal que para todo x € U, ¢i(x) € U, para
todot >0 y pi(x) = A cuando t — oc.

Note que cualquier punto de equilibrio xy es su propio conjunto o y w-limite por
el hecho de que ¢(t,z9) = x¢ para todo t € R. Es por eso que decimos que z, es un

atractor puntual.

A continuacién, consideramos las orbitas peridédicas de un sistema plano, el sistema

(1.1.1) con z € R2.
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(@) Y (®) Y

(c) @ y

Figura 1.1.2: Ilustraciéon esquematica sobre algunos casos de estabilidad orbital en el
plano. En (a) las trayectorias diferentes de la trayectoria Hx se mantienen cercanas
y dentro de la vecindad de Hx*. En, (b), las trayectorias diferentes de la trayectoria
Hx se acercan al punto de equilibrio a*. Por otro lado, en (c), se tiene estabilidad
asintdtica orbitalmente de la érbita periédica H+. Finalmente, en (d) se presenta un
caso de inestabilidad, pues una trayectoria sale de la vecindad de H* (Jordan y Smith,
2007). Imagen obtenida de (Jordan y Smith, 2007).

Definicién 11. Un ciclo limite I' de un sistema plano, es un ciclo del sistema (1.1.1)
que es un conjunto o u w-limite de alguna trayectoria de (1.1.1) distinta de T'. Un
ciclo ' es el conjunto a-limite si las trayectorias se alejan del ciclo limite I' y w-limite
si las trayectorias se acercan al ciclo limite I'. St un ciclo T' es el conjunto w-limite
de cada trayectoria en una vecindad de I', entonces I' es llamado un ciclo w-limite
o ciclo limite estable; st I' es un conjunto a-limite de cada trayectoria en alguna
vecindad de I', entonces I' es llamado ciclo a-limite o un ciclo limite inestable; y si I’

es conjunto w-limite de una trayectoria distinta de I' y si es el conjunto a-limite de
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otra trayectoria distinta de I', entonces I' se llama ciclo limite semi-estable.
Por lo anterior, un ciclo limite estable es un ciclo asintéticamente orbitalmente
estable en el sentido de la Definicién 8 y cualquier ciclo limite estable es un atractor.
Los ciclos limites solo pueden existir en sistemas no lineales. Un sistema con un
ciclo limite estable puede generar auto-oscilaciones que pueden ocurrir en muchos

procesos bioldgicos (Jordan y Smith, 2007).

1.2. Modelo de Hodgkin-Huxley

Para entender el modelo de Hodgkin-Huxley para la propagacion de un potencial
de accién a lo largo de un axén de una neurona del calamar gigante, se exponen algu-
nos conceptos neurofisioldgicos de acuerdo con el libro Mathematical Foundations of
Neuroscience (Ermentrout y Terman, 2010) y del articulo Transicion deterministica

en sistema biestable (Aleksandrov et al., 2017).

Las células vivas tienen un voltaje eléctrico o diferencia de potencial entre el inte-
rior y exterior de la membrana celular. A esta diferencia de potencial se le denomina

potencial de membrana V), definida como
Ve = Vin = Vour,

donde Vj, es el potencial dentro de la célula y V,,; es el potencial fuera de la célula.
La diferencia de potencial surge de las diferencias de las concentraciones de diversos

iones dentro y fuera de la célula.

Ademas, el potencial de reposo se refiere al potencial a través de la membrana
cuando la célula estd en reposo. Una neurona tipica tiene un potencial de reposo de

aproximadamente —70mV .
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Una corriente interna corresponde a un ion cargado positivamente, como Na™
entrando a la célula, esto eleva el potencial de membrana, es decir, el potencial de

membrana se acerca a cero. En este caso, se dice que la célula se despolariza.

Una corriente externa corresponde a un ion cargado positivamente como K™ sa-
liendo de la célula o un ion cargado negativamente como Cl1~ entrando a la célula. En
este caso, la célula se hiperpolariza. Dichos iones son los principales para el estudio

del potencial de membrana.

La membrana celular contiene canales que permiten que los iones se muevan a
través de ella. Estos canales se clasifican en activados y no activados. Estos dltimos
siempre estan abiertos, mientras que los canales activados pueden abrirse y cerrarse
con una probabilidad de apertura que usualmente dependen del potencial de mem-
brana; éstos se conocen como canales controlados por voltaje. La mayoria de estos
canales estan cerrados en reposo, debido a esto, los canales iénicos no activados son

los principales responsables en establecer el potencial de reposo.

Modelo de circuito equivalente

Describir el comportamiento del potencial de membrana en términos de circuitos
eléctricos con el modelo llamado modelo de circuito equivalente es til, debido a que
nos permite comprender intuitiva y cuantitativamente de cémo el movimiento de io-

nes genera senales eléctricas en una neurona.

Podemos expresar dicho circuito a partir de tres componentes principales:

1. Conductores/resistencias representados por los canales i6nicos.
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2. Baterias/fuentes de energia que representan los gradientes de concentracién de
los iones, que es la magnitud la cual mide el cambio de concentracién de los

iones dentro y fuera de la membrana.

3. Capacitores que representan la capacidad de la membrana para almacenar la

carga.

Bicapa
Lipidica

§§§§ é gggg T V
Figura 1.2.1: A la izquierda, se muestra la estructura de la membrana celular, donde
la bicapa lipidica se comporta de la misma manera que un capacitor y un canal
K™, que permite el flujo de corriente actuando como resistencia. El circuito eléctrico

equivalente se muestra a la derecha (Ermentrout y Terman, 2010). Imagen obtenida
de (Ermentrout y Terman, 2010).

Canal

Para comprender como se emplea un circuito equivalente, consideremos que una
membrana es unicamente permeable al Potasio. El circuito equivalente se muestra
en la Figura 1.2.1, donde la bicapa lipidica que constituye a la membrana celular
tiene propiedades dieléctricas, las cuales, hacen que se comporte de manera similar
a un capacitor que se encarga de almacenar carga para posteriormente liberarla en

corriente.

La relacién entre la carga almacenada y el potencial estda dado por

q=CuVu; (1.2.1)
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donde la carga total ¢ es proporcional al potencial Vj; con una constante de pro-
porcionalidad C', llamada capacitancia de la membrana, la cual, permite mantener
una carga eléctrica. La capacitancia por centimetro cuadrado se llama capacitancia
especifica de membrana denotada por cy,. Por lo tanto, la capacitancia total de la
membrana C); es la capacitancia especifica de la membrana c;; multiplicada por el

area superficial total de la célula.

Dado que la corriente es la derivada temporal de la carga, podemos derivar (1.2.1),
dividir por el area de la célula y obtener una expresion para la corriente de capaci-

tancia especifica (corriente capacitiva)

ey = o M (1.2.2)
cap — CM ——F—. L.
P dt

Esto da la corriente de capacitancia por unidad de area. Denotaremos la corriente
de capacitancia total como I.,. En el circuito equivalente, los canales de K se
representan como un conductor en serie con una bateria. Si gx es la conductancia de

un solo canal KT, entonces, usando la ley de Ohm, la corriente iénica a través de este

canal es

Ix = gx(Vair — Ex). (1.2.3)

Aqui, Ex es el potencial correspondiente al gradiente de concentracién de K.
La fuerza impulsora es Vy; — Ei. Ahora suponga que hay Ng canales de K+ en
una unidad de area de membrana. Todos estos se pueden combinar en el circuito
equivalente Unico que se muestra en la Figura 1.2.1. La conductancia por unidad
de area, o conductancia especifica de membrana (Siemens/cm?), viene dada por
gk = Nk X Jr v la resistencia especifica de membrana (Q2em?) es 71 = 1/gx. La

corriente de Kt, por unidad de 4rea, estd dada por

Vu — Ex

Ix =gx(Viy — Ex) = "
K

(1.2.4)
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La ley de corriente de Kirchhoff establece que la corriente total en la célula debe
sumar cero. Esto conduce, junto con la representacion del circuito equivalente, a una

ecuacion diferencial para el potencial de membrana

AV Vu—E
0 = igap + Iic = Ccrp—s 4 LK (1.2.5)
dt TK

dv; Vi — E
cur dM =M gk (Vir — Ex). (1.2.6)
t K

Para incluir los canales idnicos correspondientes a los iones de K, Cl~, Na™,
se necesita un circuito equivalente con tres conductancias paralelas y una fuente de
corriente (corriente sindptica), I, (t). Aqui, la corriente de capacitancia debe ser
igual a la suma de las corrientes iénicas y la fuente de corriente. Como antes, la
corriente de capacitancia, por unidad de area, viene dada por (1.2.2) y la corriente

ionica, viene dada por
bion = —9c1(Var — Ect) — 9k (Vi — Ex) — gva(Vr — Ena)- (1.2.7)

Asumiremos que la fuente de corriente no se expresa como corriente por unidad

de area, solamente es la corriente. Entonces se deduce que

v
CM_d;V[ = —g9ci(Vir — Ect) — 9k(Vir — Ex) — gna(Vir — Ena) + Lsyn(t). (1.2.8)

Se puede reescribir esta ecuacion como

dV; Vu —F
Cy—=t = MR (), (1.2.9)
dt M

donde Er = (9oiEor + gx Ex + gnaFEna) es el potencial de reposo de la célula y

ry = ————— es la resistencia especifica de la membrana.
gcit9x+9nNa
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Canales controlados por voltaje

Para que las senales neuronales alcancen a propagarse por la célula a cualquier
distancia se cuenta con los canales controlados por voltaje, que son proteinas que per-
miten el paso selectivo de diferentes especies idénicas a través de la membrana celular.
La actividad de que estos canales se encuentren abiertos o cerrados, dependen del po-
tencial local del canal. Por consiguiente, esta apertura y cierre de canales controlados
por voltaje permite la generacion del potencial de accién que se propaga a lo largo

del axén de la neurona.

I(t)

aL dK

(@]

2

|
| A
| A

ONa %
T
ENa

Figura 1.2.2: El circuito equivalente en paralelo para una membrana con tres canales
y una fuente de corriente I(t) (Ermentrout y Terman, 2010). Cy; es la capacitancia
total de la membrana; gr,, gx, gna, son las conductancias de la fuga, del Potasio y del
Sodio, respectivamente, y Er,, Fx, Eng, es el potencial correspondiente al gradiente de
concentracion de la fuga, del Potasio y del Sodio, respectivamente. Imagen obtenida
de (Ermentrout y Terman, 2010).

Hodgkin & Huxley (1952) fueron los primeros en proporcionar una descripcién
cuantitativa sobre las corrientes regenerativas que generan el potencial de accién a

lo largo de un axon de una neurona del calamar gigante, el cual, tiene propiedades
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eléctricas basadas principalmente en iones de K y Na™'. Para detallar este hecho,
consideremos el circuito equivalente mostrado en la Figura 1.2.2, entonces la mem-

brana satisface

A%
CM_déV[ = [syn(t) —gna(V — Eng) — g (V — Ex) — gr.(V — EL). (1.2.10)

En este caso, empleamos V' en lugar de V), ademds, I, = g, (V — Ep) es la corriente
de fuga, el cual corresponde al flujo pasivo de iones a través de los canales no activa-
dos. La conductancia de fuga es constante, mientras que las conductancias gy, ¥ 9k

pueden cambiar con el tiempo (Rubin., 2004).

También, podemos escribir el sistema (1.2.10) como

dV;
CMd—;” — Ty (t) — (Iya + I + 11). (1.2.11)

Los mecanismos basicos que permiten la generacién del potencial de accién se
muestran en la Figura 1.2.3. Si la célula se despolariza por encima de cierto umbral,
entonces los canales de Nat se abren y esto despolariza ain més la célula. Esto per-
mite que mds canales de Na™* se abran, permitiendo que mds iones de Na™ entren a
la célula. Este es el movimiento ascendente del potencial de accién. El canal de Na™
es transitorio, por lo que incluso cuando estdn despolarizados, los canales de Na™
eventualmente se cierran. Mientras tanto, la despolarizacion abre canales de K y los
iones KT salen de la célula. Esto hiperpolariza la célula a medida que el potencial
de membrana se mueve hacia el potencial de equilibrio de K+. Hasta que los canales
de KT dependientes de voltaje se cierren nuevamente, la membrana es refractaria.
Durante este tiempo, las bombas intercambian el exceso de iones de Na™ dentro de

la célula con el exceso de iones de KT fuera de la célula.
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\Y
E Los canales de
Na Na+ se ¢
desactivan:

/ Vincrementa
Entran los
canales de —>

Na+ Los canales de
v\ Los canales de Ktse A
Na+ se A activan:
activan: ™M
VReposo
4
Tiempo
1 Activacion de Na+: m ¥
Ex Inactivacién de Na+:h 4

Activacion de K+: Ny

Figura 1.2.3: Representacion del potencial de accién. Durante la trayectoria ascen-
dente, los canales de Nat se abren. Durante la trayectoria descendente, los canales
de Na't se cierran, los canales de K* se abren. Finalmente se presenta el periodo
refractario para volver al potencial de reposo (Ermentrout y Terman, 2010). Imagen
obtenida de (Ermentrout y Terman, 2010).

Aplicaciéon del proceso de Markov

Consideremos que P(t) es un proceso continuo de Markov con dos estados, que
un canal esté abierto P4(t) y que el canal esté cerrado Po(t) en presencia de flujo de
Poisson de transicién de un estado a otro con intensidades A y p (Ver Figura 1.2.4),

de acuerdo con la hipétesis:

1. Para cualquier intervalo de tiempo (t,¢+ At), la probabilidad de ocurrencia de
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L
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Figura 1.2.4: Proceso de Markov con dos estados de transicién e intensidades A y u
(Aleksandrov et al., 2017). Imagen obtenida de (Aleksandrov et al., 2017).

al menos un evento es proporcional a At y estda dado por la expresién

P{t <7 <t+ At} = \t)Ato(t),

independientemente de la naturaleza del flujo hasta el momento t.

2. La probabilidad de que ocurra mas de un evento de flujo en el intervalo de

tiempo (¢, + At) es o(t).

De acuerdo con lo anterior, la probabilidad del suceso A (P4), es decir, cuando el
canal se abra en el momento de tiempo (¢ + At) es igual a la suma de las probabi-
lidades de dos eventos incompatibles: el canal fue cerrado en el momento ¢ y no ha
cambiado su estado durante el tiempo At, lo que es el producto de las probabilidades
independientes [P (t)(1—uAt)], o que el canal esta cerrado en el momento ¢ y durante
el tiempo At tuvo lugar a su apertura [Po(t)AAt]. De manera andloga, se deduce la
probabilidad del suceso C (P¢), es decir, cuando el canal se cierre en el momento de

tiempo (t + At).

El proceso de Markov para cada una de las probabilidades antes mencionadas

queda de la siguiente manera:

PA(t + At) = PA<t)(1 - /J,At) + Pc(t))\At + O'(t),
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Pe(t + At) = Po(t)(1 — AAL) + Pa(t)udt + o(t),

Py(t) + Po(t) = 1.

Si At — 0 podemos calcular el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con
flujo de Poisson. Para P4, tenemos
Pa(t+At) = Pa(t)(1— puAt)+ Po(t) AAt+0(t) = Pa(t) — pAtPa(t) + Po(t) AAt+o (1)
= P4(t + At) — P4(t) = —puAtPa(t) + Po(t)ANAt + o (t).

Entonces,

. PA(t+A)—Pa(t) __ 1. —uAtPA(t)+Po () AAt+o (¢
limay—o ( Ai ®) = limasso ®) At() )

= 4 = limpr o Rt [—pPa(t) + APo(t)]

= 4 — i Py(t) + \Pe(2).

De manera analoga, para Pg, tenemos
Po(t+At) = Po(t)(1=AAL) 4+ Pa(t) uAt+o(t) = Po(t) — AAtPo(t) + Pa(t) pAt+o(t)
= Po(t+ At) — Po(t) = —=AAtPo(t) + Pa(t)pAt + o(t).
Entonces,

. Po(t+At)—Po(t) -
lim a0 " 50=ED = im0

—“AALPC (1) + Py () plt+o(t)
At

dt

— o — _APo(t) + pPalt).

= P = limpr oS~ APo(t) + pPa(t)]

Al anadir que P4(t) + Po(t) = 1, tenemos las ecuaciones diferenciales

dP

—th = —puPa(t) + \Pe(t),

dP,

g = ~APe(t) + puPa(t), (1.2.12)

Py(t) + Po(t) = 1.
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Introduciendo los parametros

T=—", Py =—,
A u Ao A u

obtenemos que la ecuacién para Px(t)

dP
rd—t"‘ + Py=Py_. (1.2.13)

Usando los datos de la fijacién de voltaje, Hodgkin y Huxley derivaron expresiones

para las conductancias Kt y Na*. Ellos propusieron que

gk =grn' Y gNa = GNamhia. (1.2.14)
donde gk v gna son conductancias maximas y n, m y hy, son variables activacién de
canales que toman valores entre 0 y 1. Especificamente, estas conductancias se basan

en dos hipétesis:

1. La probabilidad de que un canal K esté abierto es Px = n*, es decir, dicha pro-
babilidad esta determinada por la presencia de cuatro particulas de activacién
independientes, todas idénticas. De acuerdo con la ecuacién (1.2.13), podemos

derivar con intensidad del potencial a(V) y 5(V),

Tn(V)fl—? + 1= nx(V). (1.2.15)

El proceso de Markov resultante, se aprecia en el diagrama de la Figura 1.2.5.

2. La probabilidad de que la puerta de activacion de sodio esté abierta esta deter-
minada por la presencia de 3 particulas de activacién m? y la probabilidad de

que la puerta de inactivacién de sodio esté abierta es hy,.

Las ecuaciones para m(t) y hyo(t) con similares a la ecuacién (1.2.15) (Aleksandrov
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et al., 2017).

Sea m la fraccion de compuertas abiertas, entonces 1 — m es la fraccién de com-

puertas cerradas y, de la ley de accion de masas se obtiene lo siguiente

CiTT = a(V)(1 = m) — BV)m = (me(V) — m)/7(V), (1.2.16)
donde
_ o) I S
g T B AL g T (12.17)

Si consideramos a V' constante, la solucién que comienza en m(0) es

me = Moo (V) + (m(0) + moo (V) exp (%) . (1.2.18)

a(V)

—>
C ¢ A

BV)

Figura 1.2.5: Proceso de Markov con dos estados de transicién, donde C'y A corres-
ponden a los estados cerrado y abierto e intensidades a(V) y B(V), especificamente,
las constantes de velocidad dependientes del voltaje en las que una compuerta pasa
del estado cerrado al abierto y del abierto al cerrado, respectivamente. (Aleksandrov
et al., 2017). Imagen obtenida de (Aleksandrov et al., 2017).

Construccion del sistema de ecuaciones diferenciales de Hodgkin-Huxley
Finalmente, veamos en un principio que la Figura 1.2.6 nos muestra las conduc-

tancias respectivas a las corrientes I y Iy, para diferentes niveles de potenciales

mantenidos, utilizando el método de fijacion de voltaje. Podemos apreciar que la con-
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Figura 1.2.6: Experimento de fijacion de voltaje calculado numéricamente. El poten-
cial de membrana se posiciona a diferentes valores y se calculan las conductancias K™
y Na™ resultantes (Ermentrout y Terman, 2010). Imagen obtenida de (Ermentrout y
Terman, 2010).

ductancia gy, enciende mas rapido de la conductancia gx. Ademas, como los canales
de Na™ comienzan a cerrarse antes de que se apague la despolarizacién, mientras
que los canales K permanecen abiertos mientras la membrana se despolariza. Esto
sugiere que el canal de Na™ puede existir en tres estados: reposo, activado e inactivo.

En la Figura 1.2.7 se muestra una interpretacién fisica del canal de Na™. Hay
dos puertas en el canal Na™: una répida (la puerta de activacién), representada por
la linea, y una lenta (la puerta de inactivacién), representada por la bola. Ambas
puertas deben estar abiertas para que el canal conduzca iones de Na™. En reposo, la
puerta de activacion estd cerrada y la puerta de inactivacién esta abierta. Cuando la
membrana se despolariza, la puerta de activacién se abre, lo que permite que el Na™
entre en la célula. La compuerta de inactivacion (bola) se cierra al potencial mas alto,

por lo que el flujo de Na™ es transitorio.
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Figura 1.2.7: Esquema del canal de Hodgkin-Huxley para Na*. (a—c) Dindmica de
fijacién de voltaje, donde V,eposo €s €l voltaje en reposo. (d) Modelo fisico del canal. Si
el paso de voltaje es pequeno (d, arriba), entonces la puerta (linea) de activacién del
canal Na™ estd cerrada pero la puerta (bola) de inactivacién estd abierta. En los pasos
intermedios (d, medio), ambas puertas estdn parcialmente abiertas. Para voltajes
grandes (d, abajo), la puerta de activacién estd abierta y la puerta de inactivacién esté
cerrada (Ermentrout y Terman, 2010). Imagen obtenida de (Ermentrout y Terman,
2010).

Cada una de las variables de activacion satisface una ecuacion diferencial de primer

orden de la forma (1.2.16). Es decir, satisfacen las ecuaciones para

D VA=) = AV = (V) =)/ (V). (1219
Cil_? = an(V)(1 =m) = Bu(V)m = (moo(V) —m) /7 (V), (1.2.20)

tha
dt

= o (V)1 = hnag) = Bana (V)ANa = (hnaoe (V) = hna) [T (V). (1.2.21)
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En conclusién, el modelo de Hodgkin-Huxley es un sistema de cuatro ecuaciones
diferenciales; hay una ecuacion para el potencial de membrana y tres ecuaciones para

las variables de activacion del canal

CMW = —gnam’hna(V — Ena) — gxn*(V — Ex) — g (V — Ey),
= Slan(V)(1 = ) = GulV ),
A (1.2.22)
D oV (L~ m) — B (V)
tha

donde ¢ este es el factor de temperatura. Debido a que los canales son de naturaleza
estocastica, son sensibles a la temperatura, por lo que las tasas de cambio de estado
dependen exponencialmente de la temperatura. Las temperaturas mas altas provocan

una conmutacion mas rapida.

1.3. Descripcion del sistema dinamico de Hodgkin-

Huxley con modificaciones de Soto-Alexandrov

Desde 1999, algunos matematicos y fisiélogos de la Universidad Estatal Lomono-
sov de Mosct y de la Universidad Autéonoma de Puebla en México, comenzaron a
colaborar para el desarrollo de un modelo matematico de procesos informativos en

los biosensores del sistema vestibular (V. Sadovnichii et al., 2011).

Los experimentos tanto en células ciliadas como en neuronas aferentes primarias
del sistema vestibular de mamiferos (ratas) se realizaron en el Laboratorio de Neurofi-
siologia Celular de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla (México) durante

nueve anos a partir de la década de 2000.



1.3. DESCRIPCION DEL SISTEMA DINAMICO DE HODGKIN-HUXLEY CON MODIFICACIONES DE
SOTO-ALEXANDROV

El modelo de Hodgkin-Huxley resultante se sometié a andlisis matematico con
simplificacién al segundo orden (Tikhonova, 2019), por ello, se realizaron dos modifi-

caciones:

1. Se asumié que el valor 7,,(V) es demasiado pequeno, 0 < 7, < 1, por lo que

Tm(V)=0.
2. Introdujeron la integral n(V') + hy, = C(V) ~ 0.85.

Por lo tanto, por el inciso 1, la ecuacién (1.2.20) es igual a cero y por el inciso 2,
al tener la integral, se omite la ecuaciéon (1.2.21). Teniendo asi, solamente la ecuacién
para el potencial de membrana y para la variable de activacion del canal de Potasio

(Aleksandrov et al., 2017).

Ademas, el supervisor de estos experimentos, Enrique Soto, introdujo un nuevo
parametro constante de inactivacién del canal de Potasio h; lo que corresponde a la
consideracion de este modelo en una variedad central hx = constante en un espacio
tridimensional {(V,n, hx)} (Shilnikov et al., 2001), donde V' es el potencial de mem-
brana de una neurona aferente y n es la probabilidad de la presencia de una particula

de activacién de corriente de Potasio.

Resultado de lo anterior, se muestra el modelo de Hodgkin-Huxley simplificado y

modificado descrito por el sistema de ecuaciones diferenciales

(Om% = Isyn - 71U1(t) - gL(V - VL) - gKn4hk(V - VK>_
Ina(mZ (V)IC(V) = n)(V = Via); (1.3.1)
d_” _ (noo (V) = 1)Q10
L dt T (V) )
Donde:

= |/ es el potencial de acciéon de la neurona.
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» [, es el valor constante de corriente sinaptica.

= 7, es la constante de tiempo de activacion de la corriente de potasio.

= (1o es el factor de temperatura.

En la Tabla 1.3.1 se presentan a detalle los parametros funcionales de activacion

de las particulas de Na™, K. En la Tabla 1.3.2 se presentan los pardmetros fijados

a través del proceso experimental (V. A. Sadovnichii et al., 2021).

Pardmetros funcionales

Expresion

Parametro de activacion en [y,

mOO(V) =

. L I
Pardametro de inactivacion en Iy, h Naso (V) = V1605
I+exp(—gg—
, - — 1( =
Parametro de activacion en Ix ’fLOO(V) = Ttoxp V+35))
xp( —
Constante integral en V fija C(V) = nOO(V) + hNaé%(V)

Constante del proceso de activacion de I

(V) = exp(—(H2) ) +exp(Y5i0)

Factor de temperatura

Qlo - a(TlgTO)

Tabla 1.3.1: Pardmetros funcionales del modelo.
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Parametros Valor Unidad de medida
Capacitancia de la membra- Cn=1 wF/em?
na
Parametro de conductancia gy, = 2.3 mS/cm?
maxima para Na
Parametro de conductancia  gx = 2.4 mS/cm?
maxima para K
Parametro de conductancia g = 0.03 mS/cm?
de la fuga dependiente del
potencial
Pardametro de inactivacién h, = 0.7329 1
de particulas de K
Potencial eléctrico para Na Ve = 52 mV
Potencial eléctrico para K Vik = —84 mV
Potencial eléctrico para L Vi, = —63 mV
Temperatura fisiolégica T =37 °C
Temperatura ambiente Ty =20 °C
Pardametro de control v =10.5 1
Parametro de temperatura a=3 1
Lom [0 — 150] A/ em?
Q10 8.4 1

Tabla 1.3.2: Pardmetros constantes del modelo.






Capitulo 2

Analisis del Sistema Dinamico de
Hodgkin-Huxley con Modificaciones

de Soto-Alexandrov

En este capitulo se desea conocer la naturaleza de los puntos criticos del sistema
dindmico (1.3.1). Adema&s de encontrar posibles ciclos limites que nos podran infor-
mar sobre la dinamica de este sistema, en particular en el comportamiento de las

trayectorias presentes en ciertas regiones.

Para este estudio, se requiere el calculo analitico, en el que se emplea la teoria
mostrada en la primera secciéon del Capitulo 1 para encontrar los posibles puntos
criticos. Por otro lado se requiere del calculo computacional para poder apreciar dife-
rentes graficas y comparar algunos resultados analiticos. Para lo anterior, se empleara
la interfaz construida por medio del toolbox Pplane8 para MATLAB desarrollado por
David Arnold y John C. Polking, la cual, es una herramienta interactiva para estudiar

sistemas planos auténomos de ecuaciones diferenciales (Arnold y Polking, 2003).

31
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2.1. Analisis sobre la estabilidad de los puntos criti-
cos del sistema dinamico de Hodgkin-Huxley

con modificaciones de Soto-Alexandrov

Para realizar el analisis del modelo (1.3.1) se toman los pardametros Iy, = 1,
Q10 = 84 y 71 = 0. Esto lo podemos hacer, ya que se tomé en cuenta el intervalo
(0.99, 1.147) para I, donde se puede encontrar una dinamica interesante (Aleksan-

drov et al., 2017).

Para encontrar los puntos criticos, igualamos cada una de las ecuaciones del sis-

tema (1.3.1) a cero

Lyn — 1101(t) — g (V = Vi) — ggn*hie(V — Vi) — gna(mi (V) (C (V) = n)(V — Viva)
C’m

(oo (v) — n)Q10

(o) =0.

Sustituyendo los parametros antes presentados tenemos las siguientes ecuaciones

1-0.03(V + 63) — 2.4n*0.7329(V + 84)—

3
1 1 1
. <1 s (-%)) <1 Toxp (“V5) T T e (VE05) T ") V=52 =0

(2.1.1)
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6.473 0.

— (2.1.2)
(T )t ()
Despejando n de la ecuacion (2.1.2) tenemos que
1
1+exp (_7‘/—&5—35 ) n
68 - 68 = 0.
o (~ 2 ) rexp (L380)  oxp (~ V2 )-vexp (U420
Entonces,
1
n o 1+exp (—7‘/"535)
68 - 68 :
exp ( Vf—525 )+exp (VQLO%) exp ( Vi%% >+exp (V%?)O)
Por lo tanto,
1
n = 2.1.3
1+ exp — (V+35) ( )

Sustituyendo el valor de n de (2.1.3) en la ecuacién (2.1.1) se calcula numérica-

mente el valor para V'

4
1
1—-0.03(V+63)—24 0.7329(V + 84)—
(V +63) (1—|—exp( v+35)> (V +84)

2.3 1 3 1 . 1 ]
T\ Lo (528 ) \Ltem (—152)  Lrep(T52)  L+owm(—52)

(V —52) = 0.

Por lo que tenemos que: V' = —39.11316mV y sustituyendo en la ecuacién (2.1.3)
n = 0.30521.
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También podemos verificar que este punto es la interseccion entre las isoclinas del

modelo (1.3.1).

0.9 . -
0.8 - 4 b
ol T e |
0.6 - ST T ~
=050 dV ;s .
0.4 =emee, v —
03 T—n g .
02 , 4

0.1 dn - =

| | | | | | | | |
-60 -50 -40 -30 -20 -10 0 10 20
v

Figura 2.1.1: Isoclinas del sistema de ecuaciones (1.3.1) calculadas por la herramienta
Pplane8 (Arnold y Polking, 2003).

Para calcular la estabilidad del punto de equilibrio, obtenemos el Jacobiano del
sistema (1.3.1). Calculando las derivadas parciales respecto a V' y n de las ecuaciones
(2.1.1) y (2.1.2) donde etiquetamos la ecuacién (2.1.1) como f1(V,N) y la ecuacién

(2.1.2) como f>(V,n), se tiene que el Jacobiano es de la siguiente manera

0fiVin)  9f1(Vin)

ov on
ofa(Vin)  9f2(Vin)
ov on

Al linealizar alrededor del punto (—39.11316,0.30521) obtenemos numéricamente

los valores de J
0.24916 —12.86648%

J(39.11316,0.30521) =
0.012904 —0.30426
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Al obtener los valores propios, podemos determinar de acuerdo al teorema de
Liapunov, si la parte real de los valores propios son negativos, para decir que di-
cho punto critico es estable. Después de calcular det(A — AIy) = 0 obtenemos que
A1 = —0.02754 + 0.29906¢7 v Ay = —0.02754 — 0.29906:. Por lo tanto, tenemos que
Re(A) = Re()X2) < 0y los valores propios son complejos conjugados. Por lo tanto, te-

nemos un foco estable. Es decir, el punto (—39.11316, 0.30521) es un atractor puntual.

Como los valores propios tienen parte real menor que cero, podemos conocer las
caracteristicas cualitativas del sistema no lineal (1.3.1) con lo que hemos calculado
del sistema linealizado en el punto zq = (—39.11316,0.30521). Ya que, de acuerdo a
lo mencionado en el capitulo anterior, el punto de equilibrio del sistema linealizado
permite que las propiedades de estabilidad de xy sean las mismas que las de zy como
punto de equilibrio del sistema no lineal (1.3.1), siempre y cuando la parte real de los
valores propios de la matriz D f(zy) = J sean menores que cero, por el Teorema de

Hartman-Grobman (Philip, 2002).

Una vez averiguada la naturaleza del atractor puntual, nos preguntaremos si exis-

ten regiones donde las trayectorias tomen un rumbo diferente a este atractor puntual.

2.2. Buasqueda numeérica por tiempo inverso del ci-

clo limite

Para usar la interfaz de Pplane8 (Arnold y Polking, 2003), ingresamos el sistema
de ecuaciones diferenciales (1.3.1) y sus pardmetros correspondientes presentados an-
teriormente para poder tener un plano, en el cual, se puede verificar la existencia del

punto de equilibrio con coordenadas (—39.11316,0.30521).
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Se emplearon las herramientas que ofrece este programa. En un principio, se se-
lecciona un punto de partida en el plano (V' x n) relativamente cerca del punto de
equilibrio con coordenadas (—39.11316,0.30521), para conocer su trayectoria corres-

pondiente en tiempo inverso.

0.7 - —
0.6 - -1

=205 -

0.2~ —

0.1 -1

Figura 2.2.1: Dindmica de ciclos limites calculada por la herramienta Pplane8 (Arnold
y Polking, 2003).

De acuerdo a la Figura 2.2.1, cerca del punto de equilibrio, se observa un pequeno
borde que representa el limite de su regién de atraccién (al que denominamos con la
letra A). Al seleccionar un punto sobre ese borde, la animacién mostré que la tra-

yectoria sigue el borde al paso el tiempo, por lo que hablamos de una 6rbita periédica.

Para saber lo que sucedia con las trayectorias fuera de esa region, se selecciond
un punto de partida cerca de la érbita periédica A para conocer en tiempo inverso,
hacia dénde se dirigian. La simulacion arrojo que trayectorias cercanas a la region de

atraccion, se acercaban en tiempo inverso a la érbita peridédica A. Esto quiere decir
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que en tiempo directo se alejarian las trayectorias con las condiciones cercanas dadas.

Se puede apreciar en la Figura 2.2.2 y en la Figura 2.2.3, los planos de fase donde,
se seleccioné un punto, donde para la coordenada V' (referente a la variable V' del
voltaje) se tomé un valor entre —36mV y —35mV’; y para la coordenada n (referente
a la variable n de la probabilidad de activacion de I) se tomé un valor entre 0.30 y
0.32. Dichos valores son las condiciones iniciales de los respectivos planos de fase. Se
puede apreciar que existen oscilaciones, esto quiere decir, en tiempo inverso, que las

trayectorias se acercan a la érbita periddica A.

Ciclo limite inestable en tiempo inverso
T T

T T

L L 1 1 1 1

-60 -50 -40 -30 -20 -10 0

Figura 2.2.2: Plano del voltaje respecto al tiempo inverso calculada por la herramienta
Pplane8 (Arnold y Polking, 2003).
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Ciclo limite inestable en tiempo inverso

T T

0.42

0.4
0.38
0.36
0.34
0.32

0.3
0.28
0.26

0.24

1 1 1 1 1 L
-60 -50 -40 -30 -20 -10 0
t

Figura 2.2.3: Plano de la probabilidad de activacion de [k respecto al tiempo inverso
calculado por la herramienta Pplane8 (Arnold y Polking, 2003).

2.3. Biuasqueda numérica por tiempo directo del

ciclo limite

Como continuacién del analisis en la seccion anterior, se calculd en tiempo directo
una trayectoria cerca de la 6rbita periddica A. Se descubrié otra érbita que rodea a la
orbita cerrada A. La nueva 6rbita se define con la letra B. También se comprobd, que
para cualquier punto sobre esta nueva érbita, la trayectoria permanecia sobre éste al

paso del tiempo, por lo que hablamos de una 6rbita periédica.

Se puede apreciar en la Figura 2.3.1 y en la Figura 2.3.2, los planos de fase donde,
se seleccioné un punto, donde para la coordenada V' (referente a la variable V' del
voltaje) se tomé un valor entre 10mV y 15mV’; y para la coordenada n (referente a

la variable n de la probabilidad de activacién de ) se tomé un valor alrededor de
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Ciclo limite estable en tiempo directo

T T T T T T T T

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t

Figura 2.3.1: Plano del voltaje respecto al tiempo directo calculada por la herramienta
Pplane8 (Arnold y Polking, 2003).

0.7. Dichos valores son las condiciones iniciales de los respectivos planos de fase. Se
puede apreciar que existen oscilaciones, esto quiere decir, en tiempo directo, que las

trayectorias se acercan a la érbita periddica B.

Posteriormente, se partio de un punto por fuera del borde de B, cercano a la
orbita periddica B para saber qué sucedia en tiempo inverso con alguna trayectoria.
Se obtuvo que esta trayectoria, se acercaba a la érbita periddica B. Se puede apreciar
en la Figura 2.3.3 y en la Figura 2.3.4, los planos de fase donde, se seleccioné un
punto, donde para la coordenada V' (referente a la variable V' del voltaje) se tomé
un valor entre 40mV y 60mV’; y para la coordenada n (referente a la variable n de la
probabilidad de activacién de Ik ) se tomé un valor cercano al 0. Dichos valores son las
condiciones iniciales de los respectivos planos de fase. Se puede apreciar que existen

oscilaciones, esto quiere decir, en tiempo inverso, que las trayectorias se acercan a la
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Ciclo limite estable en tiempo directo

T T T T T T T T T
0.8 ﬂ ﬂ (‘ -
0.7 + 1

0.6 -

0.4

0.3

T
1

0.1 N

1 L 1 1 It Il 1 1 It Il

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t

Figura 2.3.2: Plano de la probabilidad de activacion de [k respecto al tiempo directo
calculado por la herramienta Pplane8 (Arnold y Polking, 2003).

orbita periddica B.

Finalmente, se pudo corroborar en tiempo directo que las trayectorias dentro de
la regién A se acercan al punto (—39.1132,0.3052) y en tiempo inverso al ciclo limite
A. Se puede ver la comparacién con los planos de fase de la Figura 2.3.5 y en la
Figura 2.3.6, pues se seleccioné un punto, donde para la coordenada V (referente
a la variable V' del voltaje) se tomé un valor entre —41mV y —42mV; y para la
coordenada n (referente a la variable n de la probabilidad de activacién de Ix) se
tomd un valor entre de 0.30 y 0.32. Dichos valores son las condiciones iniciales de los

respectivos planos de fase.

Se puede apreciar que existen oscilaciones, esto quiere decir, en tiempo directo

(valores de t positivos mostrados en los planos de fase), que las trayectorias se acer-
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Ciclo limite estable en tiempo inverso
I T T T T

60

T
|

40 -

20 7

-60 o L 1 1 1 1
0 -20 -40 -60 -80 -100
t

Figura 2.3.3: Plano del voltaje respecto al tiempo inverso calculado por la herramienta
Pplane8 (Arnold y Polking, 2003).

can a la coordenada V' = —39.147 del atractor puntual para la variable V' y a la
coordenada n = 0.304 del atractor puntual para la variable n. Ademas, en tiempo
inverso, (valores de t negativos mostrados en los planos de fase), se acercan a los
valores de V' entre —36 y —35, correspondientes a la 6rbita periddica A y al valor de

n aproximandose a 0.4, correspondiente a la érbita periddica A.

En conclusién, podemos decir que el ciclo limite A es inestable, puesto que para
valores iniciales dentro y fuera del ciclo, las trayectorias se alejan (dentro, las trayec-
torias se acercan al atractor puntual y fuera, las trayectorias se acercan a la érbita
periddica B). Ademas, se puede decir que el ciclo limite B es estable debido a que las

trayectorias dentro y fuera del ciclo, se acercan a éste.
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Ciclo limite estable en tiempo inverso
1 T T T T

0.66 |

05| 4
0.33 1 4

0.16 - B

0 | 1 1 1 1
0 =20 - 40 -60 - 80 -100
t

Figura 2.3.4: Plano de la probabilidad de activacién de Ik respecto al tiempo inverso
calculado por la herramienta Pplane8 (Arnold y Polking, 2003).
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Solucion que se acerca al atractor

T T T T T T

L 1 Il L 1 Il 1 L L 1

-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

Figura 2.3.5: Plano del voltaje respecto al tiempo inverso (valores negativos) y tiempo
directo (valores positivos) calculado por la herramienta Pplane8 (Arnold y Polking,
2003).
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Solucién que se acerca al atractor
T T T T

T T T

0.42 ]
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Figura 2.3.6: Plano de la probabilidad de activacién de Ik respecto al tiempo inverso

(valores negativos) y tiempo directo (valores positivos) calculado por la herramienta
Pplane8 (Arnold y Polking, 2003).



Capitulo 3

Analisis del Modelo Matematico de
Rubin

La derivacién de la Ecuacion de cable que se presenta a continuacion se expone
de acuerdo a los calculos presentados en el libro de Biofisica (Rubin., 2004). En éste
capitulo se pretende mostrar la forma en que A. Rubin construye la Ecuacion de cable
infinito. Dicha ecuacion, permite comprender como la geometria celular afecta en la
propagacién de la senal y puede ayudar a determinar si es suficiente para que se ge-
nere un potencial de accién (Ermentrout y Terman, 2010). Para ello, se considera a la
célula nerviosa de forma cilindrica, donde al aplicarle una senal de voltaje que inicia
en un punto del axén o dendrita, el voltaje de la célula disminuirda en amplitud con

la distancia (que va creciendo) desde el punto de iniciacién (Ermentrout y Terman,

2010).

Especificamente, al considerar a la célula de forma cilindrica (como un cable) de
diametro D, también se supone que el flujo de la corriente existe a lo largo de una
sola dimensién espacial, siendo x la posicién en la longitud del cable, por lo que el
potencial de membrana sélo dependerd de la variable = (y del tiempo ) (Ermentrout

y Terman, 2010).

45
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La Fcuacion de cable es una ecuacion diferencial parcial que describe cémo el
potencial de membrana V' (z,t) depende de las corrientes que fluyen hacia dentro y

hacia fuera de la neurona (Ermentrout y Terman, 2010).

3.1. Descripcién del modelo de Rubin

La propiedad de un impulso nervioso es su capacidad de propagarse a lo largo
de la célula a un ritmo constante sin decaer. La propagacion de la excitacion esta

asociada con las corrientes locales entre las regiones de reposo y de excitacion.

Al suponer que en la superficie externa del axén se tiene la misma conductividad
eléctrica que en el interior, y del hecho que la parte interna del axén esta cargado
positivamente, mientras que en las regiones vecinas no excitadas se tiene carga ne-
gativa; surge una corriente local entre las regiones excitadas y de reposo en el axéon
que despolariza la membrana justo antes de la region activa. Al alcanzar esta despola-

rizacion, esta region también se excita. Por lo que tenemos transferencia de excitacion.

En los axones de los vertebrados, una gran parte de su superficie estd cubier-
ta por mielina que actiia como aislante, por lo que la corriente local fluye entre los

canales de Ranvier. En este capitulo solo consideraremos a los axones no mielinizados.

Los axones a lo largo de los cuales se propaga el impulso nervioso, generalmente se
comparan con un cable (como se representa en la Figura 3.1.1) que tiene propiedades
eléctricas imperfectas como: baja conduccion eléctrica de la bicapa lipidica, propie-
dades aislantes insuficientes de la membrana y alta capacitancia de la membrana.

La resistencia interna por unidad de longitud se denota por r; (ohm/cm) y la

resistencia de la membrana por unidad de longitud se denota por rys (ohm - cm).
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Figura 3.1.1: Circuito equivalente para un cable pasivo uniforme. j,,, (corriente lon-
gitudinal) es la suma de las corrientes i6nicas a lo largo del interior del cable, I}, es
la corriente a través de la membrana, R, es la resistencia interna del citoplasma, R,
es la resistencia del espacio extracelular, R); es la resistencia de la membrana, x es
la longitud del axén, a es el radio del axén y C), es la capacitancia de la membrana
(Ermentrout y Terman, 2010). Imagen obtenida de (Ermentrout y Terman, 2010).

La corriente total es comun igualarla a la suma de la corriente capacitiva e idénica

causada por el movimiento de los canales

av
Lt = Cry— + 1, 3.1.1
total M + ( )
donde ') es la capacidad de la membrana, % es la tasa de cambio de la capacidad

de la membrana e I, la suma de las corrientes ionicas.

Supongamos que en un punto del axén se aplica la diferencia de potencial Vj en
relacion con el nivel del potencial de reposo. La capacidad de distribucién a lo largo
del axoén en condiciones en los que la membrana no esta excitada, estda determinada
por la fuerza de la corriente longitudinal en el axoplasma. Segun la Ley de Ohm, la
corriente longitudinal i; es proporcional a la conduccién de la zona del axoplasma y
a la caida de tensién (diferencia de potencial o volyaje) de la zona

1dV

] = —— —. 3.1.2
u r; dx ( )
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Donde V' es el potencial a distancia x del punto de aplicacién del potencial V5. A
medida que aumenta la distancia x, la corriente longitudinal disminuye debido a la
corriente de fuga en el exterior, por lo que esta parte constituye a la corriente de la
membrana. Dado que la corriente a través de la membrana 7, es igual a la pérdida
de la corriente longitudinal en la seccion dz, se puede escribir

P 4 (3.1.3)

Cdr 1y da?

Por otro lado, la corriente de la membrana es iy, = V/ry,. En total, tenemos

Ty A2V

2
o MLY% =V, donde \? = i,
X T

A. Rubin, muestra que la solucién de la ecuacién anterior es V- = Voexp(—z\).

El potencial decae exponencialmente con el aumento de la distancia, debilitdndose
Vo/e en x = A. La magnitud A\ = /7y, /7; se denomina constante de la longitud del

axén. Por lo que, dependiendo de ry; y 7, la resistividad de la membrana Rj; en cm?

3

y la resistividad del axoplasma R; en ¢m? se expresa de la siguiente manera

Ry 4R,

=S T ape
donde D es el didmetro del axén. Por lo tanto, la constante de la longitud del axén

es (DR,,/ 4Ri)1/ 2 es decir, proporcional a la raiz cuadrada del espesor del axén.

La distribucién del potencial de membrana sobre el axén V(z,t) se describe en
general por la Fcuacion de cable resultante de la condicion de igualdad de la corriente

total a través de la membrana iy, (ver la ecuacion (3.1.1)) y la suma de la corriente
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capacitiva e iénica (ver la ecuacién (3.1.3))

1 0%V oV

————=14+C—, 3.1.5

r; 02 + ot ( )
donde C' es la capacitancia de la membrana por unidad de longitud del axén, r; es
la resistencia del axoplasma por unidad de longitud, I es la corriente de iones que
fluye a través de la membrana que es la suma de las corrientes idénicas: para el Sodio,
Potasio y corrientes de fuga (Figura 3.1.1). El valor del potencial V' cuenta a partir

del potencial de reposo. La dindmica en los cambios de cada una de las corrientes

parciales se describe en el sistema de ecuaciones de Hodgkin y Huxley.






Capitulo 4

Modelacion de Actividad Neuronal
Promedio en Poblaciones Neurona-

les

A partir de este capitulo se trabajara a escala de poblacién neuronal. En particular,
el objeto de estudio es conocer las condiciones de existencia de una protuberancia
viajera con pesos asimétricos bajo la hipdtesis sobre la presencia de interacciones

sindpticas no homogéneas.

Se presentaran las caracteristicas de una protuberancia viajera, se mencionaran

algunos trabajos donde se han encontrado y se resaltara la importancia de ellas.

Ademas, se expondra el modelo de tasas de disparo que es de utilidad para enten-
der el modelo matematico de actividad promedio que nos permitira tener una solucién

de tipo protuberancia viajera con pesos asimétricos.

o1
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4.1. Discusién sobre la existencia de patrones
espacio-temporales observados en actividad ce-

rebral

Ondas Viajeras
La presencia de ondas viajeras (o protuberancias viajeras) ha sido de interés en la ac-
tualidad debido a que modulan transitoriamente la excitabilidad neuronal (Takahashi
et al., 2015). Viajan a lo largo de las redes cerebrales en diversas capas corticales a
través de diferentes estados cerebrales y condiciones sensoriales. Ademas, pueden ser
reconocidas y diferenciadas debido al estado cerebral (vigilia o sueno) (Muller et al.,
2016; Muller et al., 2014) y a la actividad sindptica en ese momento (Muller et al.,

2018).

La diferencia entre una onda viajera y una protuberancia estacionaria, es que en
ésta ultima la actividad neuronal permanece centrada en el punto de entrada mas
fuerte a la corteza, con la posibilidad de aumentar su radio con el tiempo hasta ex-
tinguirse, como la dinamica de un chorro de agua sobre tela. En cambio, en una
onda viajera cortical, las células en el punto de entrada mas fuerte emiten un pico
de actividad que se expande progresivamente a través de una region, como las ondas

generadas al dejar caer una piedra en un lago (Ver Figura 4.1.1) (Muller et al., 2018).

Estas ondas pueden viajar en la escala espacial mesoscopica (dreas corticales in-
dividuales que abarcan milimetros) y en la escala macroscopica (donde se presentan
patrones globales de actividad en regiones de varios centimetros) y se extienden en
escalas temporales de decenas a cientos de milisegundos. Las ondas macroscopicas
tienen velocidades de propagacion de 1 a 10 metros por segundo (Girard et al., 2001);

mientras que las ondas mesoscopicas, de 0.1 a 0.8 metros por segundo en la sustancia



4.1. DISCUSION SOBRE LA EXISTENCIA DE PATRONES

ESPACIO-TEMPORALES OBSERVADOS EN ACTIVIDAD CEREBRAL 53
b  Protuberancia estacionaria Onda viajera
O o
Crecimiento
del radio

2t . .:

Actividad neuronal

Figura 4.1.1: Protuberancias estacionarias y ondas viajeras observadas en grabaciones
clinicas. Imagen obtenida de (Perrard et al., 2016).

blanca cortical (Swadlow y Waxman, 2012).

Segun estudios, a escala macroscépica, las ondas viajeras permiten la formacion
de acoplamientos celulares distribuidos a gran escala donde se desarrolla la memoria a
largo plazo (Hebb, 2005; Sejnowski, 1999). En cuanto a la escala mesoscépica, diversos
resultados experimentales sugieren que estas ondas son una forma en que los circuitos

neuronales almacenan y utilizan informacién del pasado reciente (Muller et al., 2018).

Diversas tecnologias de grabacion y registro de actividad sindptica han revelado la
existencia de ondas viajeras en los sistemas sensoriales, motores y cognitivos; genera-

das espontaneamente por circuitos reiterativos o provocadas por estimulos externos.
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Asf mismo, diversos tractos de la fibra axonal transportan estas ondas en las dos es-
calas cerebrales donde se aprecia la extension espacial y la velocidad de propagaciéon

como caracteristicas de una dindmica resultante.

Ondas viajeras macroscopicas
Las ondas viajeras se observaron por primera vez en la escala macroscépica. Las on-
das macroscopicas generalmente se registran mediante electroencefalogramas (EEG)
donde se conecta un conjuntos de electrodos fuera del craneo; o electrocorticogra-
mas (ECoG) cuyos electrodos se sitian directamente en la superficie cortical. Estas
técnicas registran potenciales de poblaciones neuronales con alta resolucién temporal

(milisegundos) pero baja resolucién espacial (en centimetros).

Por medio de EGG se informé que la oscilacién lenta de 0.1-1.0 Hz que ocurre
durante el sueno es una onda viajera de anterior a posterior (Massimini et al., 2004).
Por otro lado, en un analisis de grabaciones de ECoG registré ondas viajeras durante
el estado de vigilia, donde las ondas alfa viajeras, de entre 8 y 12 Hz (Sénchez et al.,
2018), tuvieron una direccién de propagacion dorsoventral (que atraviesa los hemis-

ferios cerebrales), cuya direccién diferente de las ondas observadas en los registros de

EEG (Bahramisharif et al., 2013).

Ademas, estudios con ECoG han demostrado que los husos del sueno en humanos
exhiben ondas viajeras espaciotemporales que se esparcen desde una fuente puntual o
que giran a través de la corteza en una direccion preferida, viajando desde la corteza
temporal a la corteza parietal (Muller et al., 2016). Las longitudes de onda observadas
son similares al tamano del cerebro, descartando cualquier efecto de los pliegues de

los surcos y giros corticales.
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Ondas viajeras mesoscopicas
Las ondas mesoscopicas generalmente son observadas en el potencial de campo local
(LFP), mediante el sistema de conjuntos de electrodos multiples (MEA) o en senales
de imdgenes épticas registradas con tintes sensibles al voltaje (VSD). Estas técnicas
abarcan regiones individuales en la corteza con alta resolucién temporal y espacial

(Maynard et al., 1997; Shoham et al., 1999).

Las primeras evidencias donde los estimulos visuales propiciaron ondas viajeras
se registraron en imagenes de campo amplio con colorantes sensibles al voltaje para
registrar la actividad eléctrica cerebral de una tortuga practicamente intacta y sin
anestesia (Prechtl et al., 1997). Ademads se descubrieron registros intracelulares en la
corteza cerebral V1 de gatos anestesiados, en los que se observo que la respuesta dada
visualmente se retrasé gradualmente a medida que aumentaba la distancia desde el

campo receptivo de la neurona (Bringuier et al., 1999).

Por otro lado, los primeros estudios sobre senales de imagenes 6pticas registradas
con tintes sensibles al voltaje (VSD) en la corteza cerebral V1 de monos despiertos se
encontraron protuberancias estacionarias como respuesta a estimulos, sin embargo,
se creé que estos resultados requirieron promediar varios ensayos para aumentar la

relacién senal/ruido, por lo que esto pudo haber ocultado a las ondas viajeras.

En cambio, los primeros estudios VSD capaces de obtener imagenes de la dindami-
ca cortical en el nivel de un solo ensayo se realizaron en la corteza cerebral V1 de
ratones anestesiados (Han et al., 2008; Xu et al., 2007), donde la onda viajera activa

se propagd desde la ubicacion del estimulo en la corteza.

Finalmente, al aplicar grabaciones VSD de prueba tinica en monos que se mantu-

vieron despiertos, se revelé que un pequeno estimulo visual de alto contraste provocaba
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consistentemente una onda de ciclo tinico que viajaba a través de varios milimetros
de la corteza cerebral V1, que estaba oculta por el promedio de la prueba. Ademas, se
demostré que estas ondas son naturalmente confiables, pues aunque el inicio de la on-
da fue variable entre los ensayos, su variabilidad entre ensayos no aumenté a medida
que viajaban a través de la corteza, a lo que se le refiere un sustrato de propagacion

con una velocidad casi constante (Sit et al., 2009).

También, se han observado relaciones de fase firmes a través de diferentes areas
visuales (en magnetoencefalografia) (van Ede et al., 2015), lo que indica que el patrén
espaciotemporal puede ser parte de la dinamica cortical visual durante el estado de
vigilia (Maris et al., 2016); y dentro de areas visuales individuales, por ejemplo, en
LFP registradas desde V4 (Maris et al., 2013). Incluso se ha demostrado que la es-
tructura espaciotemporal especifica de la LFP durante ondas theta viajeras, de entre
4y 7 Hz (Sanchez et al., 2018), que contiene informacién precisa sobre la ubicacién

de un animal (Agarwal et al., 2014).

Otro estudio (Takahashi et al., 2015), revel6 que durante la funcién cortical normal
en animales despiertos, las ondas viajeras modularon débilmente la actividad de picos
neurales en la corteza motora. Esto coincidié con observaciones en puntos tinicos de la
corteza visual, donde oscilaciones alfa y gamma, de entre 13 y 30 Hz (Sénchez et al.,
2018) condujeron débilmente la actividad de picos (Fries et al., 2001; van Kerkoerle
et al., 2014), aumentando y disminuyendo la probabilidad de picos durante el ciclo
de oscilacién. Se puede contrastar con las ondas viajeras observadas en modelos in
vitro de epilepsia (Pinto et al., 2005; Trevelyan et al., 2007), donde las ondas den-
sas dominaron la actividad de potenciales de accién del circuito local a medida que

transcurrieron.

La generacion y propagacion de ondas viajeras espontaneas, inducidas y provo-
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cadas por estimulos en la escala mesoscopica es debido al retraso en la conduccién
axonal del fibras horizontales de capas superficiales en la corteza (Bringuier et al.,
1999; Grinvald et al., 1994; Muller et al., 2014). Estas son proyectadas a lo largo de
una trayectoria relevante a través de la capa cortical (Angelucci et al., 2002; Stettler
et al., 2002), proporcionando el sustrato para las ondas viajeras y controlando la dis-

minucién de su amplitud.

Las interacciones que propician las ondas viajeras pueden ser modeladas con el
apoyo de las descripciones de poblacion a gran escala, como las ecuaciones de Wilson-
Cowan (Wilson y Cowan, 1972) y el modelo de Amari (Amari, 1977) que se presentara

en el capitulo siguiente.

4.2. Descripcion del modelo de tasas de disparo

En el modelo de tasa de disparo se estudia la trayectoria que describe el promedio
de potenciales de accién para poblaciones neuronales (Ermentrout y Terman, 2010).
Los modelos de tasa son de las técnicas mds antiguas (finales de la década de 1930)

sobre el modelado del cerebro y el sistema nervioso.

Ademds de la eficiencia computacional (porque usar estos modelos permiten el
andlisis de un gran grupo de neuronas), el usar modelos de tasas de disparo permite
hacer comparaciones con los experimentos al utilizar electrodos desde diversos enfo-
ques, puesto que en este modelo se considera a la probabilidad de disparo en lugar del
valor tinico del potencial de accién entre neuronas. De esta manera, podemos analizar

otras cuestiones que no bastan con observar los potenciales de accién.

En la Figura 4.2.1, se muestra la interaccion de la neurona presindptica a la
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u; (t) u; (t)

Figura 4.2.1: Transferencia de informacion sinaptica entre neuronas. El potencial de
accién se transfiere de la neurona presindptica (v;(f)), a la neurona postsindptica
(vi(t)) (Ermentrout y Terman, 2010). Imagen obtenida de (Ermentrout y Terman,
2010).

postsinaptica (Ermentrout y Terman, 2010). La salida es la tasa de disparo wu;(t)
(potencial de membrana promedio de las neuronas) que depende de forma no lineal

del potencial somatico V;(t)

Se asume que la corriente fluye a lo largo del axén (que es el sitio de potenciales de
accién) y es proporcional a la caida de voltaje entre el soma y el potencial de reposo.

Por lo tanto, el potencial somatico es convertido a la corriente del axén a través de

v

R donde R, es la resistencia de membrana.

la ley de Ohm; esto es, [ =

Cada vez que la neurona presinaptica dispara un potencial de accion, el potencial
postsinaptico es producido en el soma; donde el tamano como el signo del potencial
dependen de algunas caracteristicas como la posiciéon de la dendrita, la naturaleza de

la sinapsis, etc.
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Definimos ®;;(t) como el potencial postsindptico que aparece en la neurona post-
sindptica ¢ debido al potencial de acciéon proveniente de la neurona presinéptica j. Y

definimos también los tiempos de disparo de la neurona presinaptica tq, ts, ..., t,,.

Asumiendo que potenciales postsinapticos se suman linealmente, el potencial total

recibido en el soma es

Gij - Z (I)Z](t - tl)
l

Como la tasa de disparo u;(t) determina el nimero instantdneo de potenciales
de accién que dispara una neurona en un intervalo de tiempo infinitesimal, podemos
considerar a u;(t)dt como la probabilidad de ocurrencia de un potencial de accién
en el intervalo de tiempo (¢,t + dt). Por lo tanto, la suma anterior puede reescribirse

como

t
Gij = / (I)w<t — S>Uj(8 — Tij>d8,

to
donde 7;; es el posible retraso axonal promedio en el que se produzca un potencial de

accion de la neurona j.

Ahora, si consideramos la suma lineal de todas las neuronas presinapticas, cons-

truimos una ecuaciéon integral para cada potencial somatico V; o u;

Vi(t) =) Gy = Z/ Dij(t — s)F3(Vi((s — 7i))ds, (4.2.1)
i=l i=l V1o

u;(t) = F (Z /t O (t — s)uj(s — Tij)ds) . (4.2.2)
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4.2.1. Discusién de la funcién potencial postsindptico ®;;(t)

Analicemos la funcién del potencial postsinaptico ®;;(¢) considerando a una mem-
brana pasiva con constante de tiempo (postsindptico) 7, a la que se le suministra una
corriente presinaptica

dd

L& = RyI(b),
Tm gt ()

donde I(t) es una funcién alpha de la forma
I(t) = exp(—t/14) — exp(—t/T,).

En la expresién anterior, 74 es el tiempo de disminucién de la corriente sinaptica

y 7, es el tiempo de aumento de la corriente sindptica.

Asumiendo que ®(0) = 0, podemos resolver la ecuacién diferencial obteniendo la
reaccion del voltaje postsinaptico
dd dd n ®  RyI(t)

m— +® = Ry I(t
Tdt+ ml(t) <

dt T, Tw

donde podemos identificar al factor integrante de la ecuacién lineal de primer or-

den como pu(t) = exp (f %dt).

Multiplicando el factor integrante a la ecuacion, desarrollamos

p(t) G+ plt): = p(t) e

Como ((t) = exp (f %dt), entonces p'(t) = TL exp (f %dt) = TL,LL(t),

asi

i(,u(t)q)) _ M(t)RIVII(t).

dt Tm
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Integrando, tenemos

exp (f %dt) d = [exp (f %dt) %RMt (exp(—t/7q) — exp(—t/7,)) dt =

fexp(% + c)f—f (exp(—t/7q) — exp(—t/7.)) dt =

Ry exp (% + C) (Tdexp(—t/Td) _ TdTr exp(—t/rr)) .

n Td—Tm TdTr —TmTd

Por lo tanto,

b — RM (Tdexp(—t/Td) _ TdTy eXp(—t/T»,«)> .

Td—Tm TdTr —TmTd

Finalmente se llega a la solucién (absorbiendo Ryy)

o(t) = — 4

(exp(—1/7a) — exp(—t/Tm)) —

Td — Tm Tr — Tm

(exp(—t/7,) — exp(—t/T)).
(4.2.3)
Esta respuesta depende de tres parametros: la constante de tiempo postsinaptica
Tm v los tiempos de aumento 7, y disminucién 7,4 presinaptica. Si la respuesta no es
lineal, entonces no podemos simplemente sumar las entradas de diferentes neuronas,
ni siquiera podemos sumar los potenciales postsinapticos individuales para formar la

integral.

4.2.2. Construccion de ecuaciones diferenciales con retardo

para poblaciones no homogéneas

Debido a la complejidad de las ecuaciones integrales de Volterra (4.2.1) y (4.2.2),

se intentan convertir en una ecuaciones diferenciales o de retardo diferencial.
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Para ®(t) representado como una suma finita de de exponenciales, podemos in-
vertir la ecuacién integral para formar un conjunto de ecuaciones diferenciales. Para

ver esto, consideremos primero el siguiente lema.

Lema 8. Una ecuacion integral de la forma

x(t) = / exp(—(t — s)/T)y(s —r)ds

to

puede escribirse como una ecuacion diferencial de la forma

T+ Z=ylt-r). (4.2.4)

Demostracion. Diferenciando la ecuacion integral a x con respecto a t, obtenemos

du =yt—r)— l/ exp(—(t — s)/7)y(s — r)ds.

Reescribiendo en la expresién anterior el término integral por z(t) por hipétesis

dz (t ) T

— = —r)— —.

dt 4 T
Por lo tanto,

dx n T (t )

R —_ = —7r

dt T y

O

Si la red de interés consiste en una poblacién de neuronas donde sus constantes de
tiempo sindapticas son las mismas y tienen la misma constante de tiempo de membra-
na, entonces podemos escribir ®;;(t) = w;;®(t), donde w;; representan las magnitudes
de las conexiones. Suponga que los retrasos, 7;; son los mismos para todas las células,

decimos que 7;; = r. Aplicando el lema anterior, la ecuacién de voltaje (4.2.1) se
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vuelve

t) = Z wi Fy(V(t — 7)), (4.2.5)

donde L es un operador diferencial homogéneo lineal de la transformacion (4.2.4).

Si definimos el impulso sindptico

(z)(t) = / O(t — s)u;(s —r)ds, (4.2.6)

to

entonces, aplicando el lema anterior,

(Lzi)(t) = wi(t — 1) (Z wi;z;(t ) , (4.2.7)

que es la simplificacién para (4.2.2).
Si examinamos (4.2.1) y asumimos que ®;;(t) = w;;®;(t) para obtener

t) = sz‘ij(Vj(t —)). (4.2.8)

En cambio, si para (4.2.2) asumimos que ®;;(¢) = w;;®;(t), entonces

(Lizi)(t) = (Z w;;z(t > . (4.2.9)

En lugar de un sistema de N? ecuaciones diferenciales para una red de N neu-
ronas, solo tenemos N ecuaciones diferenciales. Por consiguiente, examinaremos mas

de cerca lo que implican estos dos supuestos.
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Supongamos ®;;(t) = w;;®;(t), esto significa que la respuesta de la neurona i
a cualquier entrada depende solo de las propiedades de la célula postsinaptica. Es-
ta suposicion es valida si la forma y las propiedades temporales de las corrientes
presinapticas son las mismas sin importar el tipo de célula presindptica. Ademas,
observando (4.2.3), vemos que si 7, > {74, 7.}, entonces ®; ~ exp(—t/7,)/Tm, que
es independiente de las escalas de tiempo presindpticas. Siendo ese el caso, nuestro

sistema de ecuaciones diferenciales es de primer orden de (4.2.8):

de wa Vi(t —1)). (4.2.10)

Ahora, supongamos ®;;(t) = w;;®;(t). Esto significa que la forma del potencial
postsinaptico depende sélo de la célula presinaptica. Esta es una suposicién mas
realista ya que podemos distinguir diferentes tipos de sinapsis. Supongamos también
que 74 > {7, 7.}, entonces ®; ~ exp(—t/74)/74. Es asi como derivamos la siguiente

ecuacién para el impulso sinaptico de (4.2.9)

-
Ta— o+ 2i(t) = (waz] ) (4.2.11)

Como podemos notar, se vuelve mas sencillo analizar las ecuaciones diferenciales
(4.2.10) y (4.2.11) de las ecuaciones integrales (4.2.1) y (4.2.2), con la suposicién de
tener una poblaciéon con la hipétesis de la existencia de una influencia de neuronas
excitadoras e inhibitorias, la cual, permite el disenio de un modelo mas realista. Sin em-
bargo, tenemos una ecuacion diferencial para cada suposicion. En el siguiente capitulo
se mostrara una ecuacion integro-diferencial que modela la actividad sinaptica pro-
medio de una poblacién neuronal incluyendo la influencia espacial de las poblaciones

neuronales excitatorias e inhibitorias.

Los modelos de campo neuronal continuo representan la dinamica a gran escala
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de redes de neuronas estructuradas espacialmente en términos de ecuaciones integro-
diferenciales no lineales, cuyos nticleos integrales asociados representan la distribucion

espacial de conexiones sindpticas neuronales (Wilson y Cowan, 1972).






Capitulo 5

Solucion de Tipo Protuberancia Via-

jera con Pesos Asimétricos

El interés de este capitulo es describir el modelo matematico que permite estudiar
el mecanismo de formacién de un patron de excitacién localizado en campos neuro-
nales no homogéneos. Posteriormente, se calcularan las condiciones de existencia de

soluciones de tipo protuberancia viajera con pesos asimétricos.

El célculo analitico se apoyara del cdlculo numérico con el entorno de Mathema-

tica para encontrar puntos de equilibrio.

Con este fin, primero consideramos campos neuronales simples que son

1. unidimensionales,

2. no homogéneos,

3. tienen un retraso de tiempo insignificante y

4. consisten en una sola capa, que incluye neuronas excitatorias e inhibitorias.

Previamente definiremos lo que es una convolucion de funciones, pues es una parte

del modelo que se describira.

67
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Definicién 12. Si f y g son funciones integrables en el intervalo (—oo, 00), se define

£ # gla) = / " o — t)g(tydt = / " F@)gle — tydt,

como la convolucion de f y g (Simons y Krantz, 2007).

5.1. Descripcion del modelo matematico de activi-

dad promedio

Es importante recordar los modelos derivados en la construccion de ecuaciones
diferenciales con retardo para poblaciones no homogéneas del Capitulo 4, debido a la
influencia que tienen en el modelo de Amari que se presentara a continuacién. Dicha
influencia se da al tomar un limite continuo de las ecuaciones (4.2.10) y (4.2.11).
De acuerdo con la teorfa del Capitulo 4, podemos definir a u(z,t) como el potencial
de membrana promedio de las neuronas ubicadas en la posiciéon x en el tiempo t de
una sola capa cortical (Ermentrout y Terman, 2010). El Modelo de Amari (Shun-ichi
Amari, 1977) nos proporciona una ecuacién integro-diferencial con derivadas parciales
para poder describir la propagacion de un impulso en forma de onda viajera. La

ecuacion es la siguiente

ou(x,t o
% =—u +/ W(z) * H(u(z,t) — 0)dt.

Se puede apreciar que en el modelo, se presenta una convolucion entre las funciones
W'y H, 0 es el umbral para el potencial de accién, W (z) = J(z + «) es la intensidad
promedio de conexion de las neuronas, donde a es una constante para trasladar la
grafica y J es la funcién llamada wizard hat o sombrero de mago (Ver Figura 5.1.1).

Al emplear la funcién sombrero de mago J(x + «), se tiene un traslado de la funcién

que provoca que dicha funcién no sea simétrica.
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J(:U):exp(—x—)—A =) (5.1.1)

W(x) 1

Figura 5.1.1: Funcién de ponderaciéon W (z) de un campo neural de tipo inhibicién
lateral. Imagen obtenida de (Amari, 1977).

Consideramos ademés un caso especial en el que la funcién de salida no lineal es

la funcién escalén
Lu(y,t)—6>0
H(u(y,t) —0) = (5.1.2)
0,u(y,t) — 60 <O0.
Esto significa que una columna cortical tiene suficiente actividad para activar las

interacciones sinapticas cuando la actividad en ella excede el umbral. La funcion es-

calonada se elige sélo por conveniencia matematica para simplificar el andlisis.

Buscamos una solucién donde « # 0, para que W (z) no sea simétrica, esto nos

permite asumir interacciones no homogéneas.
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5.2. Existencia de soluciones de tipo

protuberancia viajera con pesos asimétricos

A partir del modelo matematico de Amari para la construcciéon de una protube-
rancia viajera, tomamos u(z,t) = u(x + ct) donde ¢ es la velocidad del movimiento
de la protuberancia. En este trabajo se construye una protuberancia viajera en la que

se encuentre ¢ en funcién de «.

Tenemos que el Modelo de Amari es una ecuacién en derivadas parciales

u(x,t) = augxt’ H_ —u(z,t) + /_OO Wz —y)* H(u(y,t) — 0)dy. (5.2.1)

Realizando el cambio de variable z = x + ¢t equivalente al movimiento coordinado

(Ver Figura 5.2.1), y t = ¢ tenemos que u(z,t) = U(z,t) = U(x + ct,t). Entonces,

oU (z,t

u(z,t) :—éi )
_OU(z,t)  020U(z,t)
E ot ot
~ 0U(z,t)  0U(z,t)
=¢ 0z + ot

Reemplazando en la ecuacién (5.2.1) tenemos lo siguiente

0U(z,1) , V(=)

¢ 0z ot

=—U(z,t)+ /oo W(z—s)xHU(s,t)—0)ds. (5.2.2)

. . . . t z
Asumiendo soluciones estacionarias, angf’ ) — 0, entonces U(z,t) = U(z). Ademés,

por la funcién (5.1.2) donde calculamos la integral para aquellos valores donde la acti-
vidad promedio excede el umbral, podemos asumir la integracion sélo en el intervalo

[0,a] donde se excede el umbral (Ver Figura 5.2.2). Asi que la ecuacién (5.2.2) se



5.2. EXISTENCIA DE SOLUCIONES DE TIPO
PROTUBERANCIA VIAJERA CON PESOS ASIMETRICOS 71

L 3

Figura 5.2.1: Representacion del cambio de variable para estudiar la existencia de una
protuberancia viajera sobre la trayectoria x = z — ct.

reduce a la forma
CU(z) = =U(z) +/ W(z —y)dy, (5.2.3)
0

donde z = x + ¢t es el movimiento coordinado.

El sentido del cambio de variable se concentra al estudio de una sola direccion
dentro del plano (¢ x z) por donde se busca encontrar una protuberancia viajera al
paso del tiempo (cuando el valor de ¢t > 0, incrementa). Como veremos mas adelante,
la ecuacién (5.2.2), con el cambio de variable se reducird en una ecuacién diferencial
ordinaria en un nuevo marco de referencia, donde la propagacién se moverd sobre

z = x + ct a una velocidad c positiva de derecha a izquierda de manera natural en el
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v

Figura 5.2.2: Grafica de la funcién W (z) = J(xz + «) y ubicacién de los valores donde
se excede el umbral 6. El valor de a determina el ancho de la protuberancia.

plano (¢t x z) (Ver Figura 5.2.3).

La ecuacién (5.2.3) tiene dos pardmetros (¢, a). Estos pardmetros estén determi-
nados por la condicién de que u(0) = 6 y u(a) = 6, donde la intensidad promedio
de conexién de las neuronas alcanza el umbral, permitiendo que entre u(0) = 6 y

u(a) = 0, la intensidad sea mayor que el valor de 6.

Al resolver la ecuacién diferencial (5.2.3) por factor integrante, obtenemos que la

solucién esta dada por

U(z) = exp(—2/c) (9+ /0 " exp(/c) f(x)dx) , (5.2.4)
donde
1) == [ W=y

Para obtener la expresion anterior, consideramos las siguientes condiciones al in-

finito
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u(x+ct)1
1?1,0
X
—
c>0
t—
X=z-Ct,
t Z=X+Ct.

Figura 5.2.3: Una protuberancia viajera sobre la trayectoria x = z—ct con condiciones
de existencia dadas, se movera a una velocidad positiva ¢ con direcciéon hacia la
izquierda conforme el tiempo ¢ aumenta.

1. lfm, o U(2) = 0.
2. 1im, o U(2) = 0.

Debido a la naturaleza de la solucién (5.2.4), la condicién 1 se cumple.

Se requiere analizar la condicion 2 mas a detalle. Basta analizar cuando

Z——00

lfm <9+ /0 exp(z/e) f(x)da:) ~0.
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Entonces,

lfm (9+ /0 " explz/c) f(x)dx) —0

Z——00

=0 — /_ exp(z/c) f(x)dx =0

:>/_ exp(z/c)f(x)dx =6.

Sustituyendo el valor de 6 que satisface la condicién 2 en la ecuacién (5.2.4)

tenemos lo siguiente

U(z) = exp(—z/c) ( / 0 exp(z/c) f(x)dz + /O " exp(/c) f(x)dx).

De donde se llega a que

z

U(2) = exp(z/c) / exp(—z/c) f(x)da, (5.2.5)

—00

£ == [ W=y

Con la solucién anterior, podemos iniciar el analisis sobre la dindmica de una pro-

tuberancia viajera a partir de determinar valores que permitan su existencia.

Se encontré numéricamente la existencia de los valores ¢ y a que permiten la
formacién de una protuberancia viajera en funcién de la ecuacién (5.2.5). En éste
andlisis se integré numéricamente la ecuacion (5.2.5) con los pardmetros para la ecua-
cién (5.1.1) presentados en la Tabla 5.2.1 en el entorno de Mathematica. Los célculos
arrojaron dos pares de parametros que satisfacen la condicién de existencia, donde
cada uno, representa una opcién para los valores ¢ (eje de las abscisas) y a (eje de

las ordenadas) (ver Figura 5.2.4). Los pares de parametros son: (0.606515,2.00915) y
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o

N

|
~
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of° 1 2 3 4 5

Figura 5.2.4: Los puntos marcados representan la existencia de pares de parame-
tros que satisfacen la condicién de existencia del Modelo de Amari cuyos valores son:
(0.606515,2.00915) v (0.685364, 0.224913). Gréfica obtenida con el entorno de Mathe-
matica.

(0.685364, 0.224913).

Ademss, en la Figura 5.2.5 se aprecia la forma de la protuberancia viajera evocada

por los parametros de la Tabla 5.2.1, obtenida en el entorno de Mathematica.

En el siguiente capitulo se verificara la existencia de dicha protuberancia viajera
por medio de una rutina numérica para aproximarnos a la solucién (5.2.5) y determi-

nar qué par ordenado (¢, a) se relaciona con la protuberancia viajera obtenida.



76 CAPITULO 5. SOLUCION DE TIPO PROTUBERANCIA VIAJERA CON PESOS ASIMETRICOS

U(x)

0.101

0.05f

Figura 5.2.5: Resultado de una protuberancia viajera con los parametros de la Tabla
5.2.1. Gréafica obtenida con el entorno de Mathematica.

6 0.03
A 08

O, 2

g; 3
a 05

Tabla 5.2.1: Parametros para la funcién W y valor del umbral para el potencial de

accién 6.



Capitulo 6

Descripcion Numeérica de la Protu-
berancia Viajera en el Campo Neu-

ronal

Una vez calculado de forma analitica las condiciones de existencia de soluciones
de tipo protuberancia viajera con pesos asimétricos, compararemos los resultados ob-
tenidos con el calculo numérico para la ecuaciéon (5.2.1). Para ello, se empleara el

método de Runge Kutta de orden 4 en el entorno de MATLAB.

Es por ello que primeramente, se expondra el método de Runge Kutta de orden 4

y posteriormente se mostraran los resultados obtenidos.

6.1. Descripciéon del método de Runge Kutta de

orden 4

Al resolver ciertas ecuaciones diferenciales ordinarias, es necesario aplicar alguno
de los diversos métodos numéricos donde se obtiene una aproximacién de la solucién

debido a que dicha solucién no puede ser calculada de forma analitica (Digital, s.f.).

7
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El realizar un calculo numérico permite obtener una sucesiéon de puntos distintos
cuyas coordenadas se aproximen a las coordenadas de los puntos de la curva real de

la solucion. Dichos problemas de valores iniciales deben ser de la forma:

dy
y(zo) =vo-

El método de Runge Kutta de orden m se construye a partir del desarrollo de
series de Taylor. Es uno de los métodos mas efectivos porque proporciona un pequeno
margen de error con respecto a la solucion real y permite una implementacion en

software de manera sencilla.

El método surge al suponer una regla de integracién de la forma:
Unt1 = Yn + Do ky + ks + asks + asky)

donde h es el tamano del paso por iteracion, dicho de otra forma, es el incremento
Amn entre Tp, y Tn1; ki = f($n7yn) y ki = f(xn + Aihuyn + Niki—1h>7 1=2,..,my
las constantes a;, \; v p; se determinan al hacer coincidir las expresiones formuladas

con el polinomio de Taylor de orden m para resolver un sistema de ecuaciones.

En el presente trabajo se empleara el método de Runge Kutta de orden 4 para la
construccién numeérica de la protuberancia viajera. Por lo que la solucion del sistema
de ecuaciones asociado con la formulacién anterior para m = 4 se presenta a conti-
nuacion:

Ynt1 = Yn + 2(ky + 2ko + 2k3 + ky),
ki = f(Tn, Yn),
ke = f(x, + %h, Yn + %hkl),
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ks = f(xn =+ %h: Yn + %th),
ks = f(zy + h,y, + hks).

De esta manera se puede hacer el calculo numérico de una ecuacién diferencial.

6.2. Resolucion numérica del modelo de Amari con

pesos asimétricos

0.25
0.2r
0.15
0.1

0.05 - ’—\
0

Actividad

-0.05
-0.1 1
-0.15
-0.2 -
-0.25 -

1 | 1 1 1 1 1 | 1

500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300

Distancia

Figura 6.2.1: La grafica muestra el impulso en el tiempo ¢ = 1.

1400

En este apartado se muestran los resultados obtenidos por medio de una ruti-

na numérica usando el Modelo de Amari en el entorno de MATLAB (Ver ecuacién

(5.2.1)), que permite la construccién de una protuberancia viajera. Los pardmetros

para la funcion W vienen dados en la Tabla 5.2.1.
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t=50

T T T

T

0.25

T

0.2 N
0.15 1

T

0.1 -

T

0.05 |-

Actividad
[—}

T

-0.05 n

T

-0.1

T

-0.15 N
-0.2 ]

T

-0.25 a

1 1 1 1 1 1 | 1 1 1

500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400

Distancia

T

Figura 6.2.2: La grafica muestra el inicio de la propagacién hacia la izquierda después
del impulso en el tiempo ¢ = 50.

Comenzando con un impulso en un grupo de 40 columnas corticales localizadas
en la zona central de un conjunto de 1450 columnas corticales. La actividad de este

grupo de 40 columnas corticales es la misma para todas y supera el umbral 6§ = 0.03

(Figura 6.2.1).

Al ejecutar el método de Runge Kutta de orden 4 para la ecuacién (5.2.1) en un
periodo de 2000 unidades de tiempo, hay propagacion de actividad con la forma de
protuberancia viajera como se aprecia en la Figura 5.2.5 que describiremos en las

graficas de esta seccion.

La Figura 6.2.2 muestra la actividad para ¢ = 50, notando que se mantiene la
actividad después del impulso y que la propagacién se dirige hacia la izquierda. En la

grafica de la Figura 6.2.3, se presenta la formacion de la protuberancia para t = 100,
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t=100
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Figura 6.2.3: La gréfica muestra la formaciéon de la protuberancia viajera hacia la
izquierda en el tiempo ¢ = 100.

por lo que vemos, que la actividad continia sin decaer y el pico de activacion de mue-
ve transitoriamente hacia la izquierda. Se puede visualizar en la grafica de la Figura
6.2.4 cuando t = 500 que se logra obtener una protuberancia viajera tipo sombrero de
mago semejante a la forma mostrada en la Figura 5.2.5. Esto nos indica que podemos
generar una protuberancia viajera que se dirige hacia la izquierda sin que se pierda

la actividad de forma inmediata (relativamente hablando).
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t=500

0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

Actividad
[—]

-0.05
-0.1
-0.15 -

-0.2

-0.25 §

1 1 1 1 1 1 1 | 1 1

500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400
Distancia

T

Figura 6.2.4: La grafica muestra la propagacion similar a la grafica que se presenta
en la Figura 5.2.5 hacia la izquierda en el tiempo ¢ = 500.

Recordemos que en el capitulo anterior se mencioné que la reduccion de la ecuacion
diferencial parcial (5.2.2) darfa como resultado una ecuacién diferencial lineal (5.2.5)
con un diferente marco de referencia, pues al elegir el cambio de variable z = x + ct,
se seleccionaba una direccién del plano (¢ x z). De acuerdo con las condiciones de
existencia, sobre esta linea podria propagarse una protuberancia viajera con una
velocidad positiva, con direccién de la propagacion de derecha a izquierda. Con la
simulacion, se corroboré este hecho, debido a que en las graficas de esta seccion
(Figura 6.2.1, Figura 6.2.2, Figura 6.2.3 y Figura 6.2.4), se puede apreciar que después
del impulso, se va formando la protuberancia y se va desplazando hacia la izquierda

cuando el tiempo t > 0, aumenta.
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6.3. Calculos de velocidad de protuberancia viaje-
ra de las simulaciones numéricas y compara-
cién con las condiciones de existencia analiti-

cas

De acuerdo a la simulaciéon numérica de una protuberancia viajera en un periodo
de 2000 unidades de tiempo, se calculé la velocidad de propagacion y el ancho de la
protuberancia viajera. La velocidad de la protuberancia construida tiene un valor de
¢ = 0.6 y el ancho de la protuberancia fue de a = 2.07. Por lo que los valores obte-
nidos se aproximan a las componentes del primer par de parametros que satisface la
condicién de existencia mostrados en el Capitulo 5: (0.606515,2.00915) (Ver Figura
5.2.4). Por lo tanto, decimos que este par de parametros determinan las condiciones

de existencia de soluciones de tipo protuberancia viajera a partir del Modelo de Amari.

Podemos concluir que la simulacién numérica permitié una visualizaciéon de la
protuberancia viajera evocada por un estimulo inicial semejante a la protuberancia
viajera obtenida por medio de la solucién analitica (5.2.5) al emplear los mismos

parametros. Incluso se consiguieron los mismos valores para los parametros a y c.

De acuerdo a las definiciones sobre estabilidad mostradas en el Capitulo 1, posi-
blemente, la solucién asociada a los parametros a y ¢ es estable, pues, debido a una
serie de ensayos con la simulaciéon donde se variaron ligeramente los parametros para
la funcion de sombrero de mago, se siguié observando la propagacion de una protube-
rancia viajera. De igual manera, se piensa que el otro par de parametros visualizados
en la Figura 5.2.4, corresponden a una solucion inestable, debido a la sensibilidad con

los otros pardmetros involucrados y al no poder obtener soluciones con la velocidad
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indicada en dicho par.

Se distingue que la actividad se va transfiriendo en una regién de ancho a conforme
se traslada la protuberancia viajera, debido al retraso en la conduccién axonal. Este
comportamiento se contrasta con la protuberancia estacionaria, pues las conexiones
sindpticas se dan de manera inmediata inicamente aumentando la regiéon de alcance

desde el punto de partida en el estimulo evocado.

Es interesante el andlisis realizado para el Modelo de Amari, ya que la protuberan-
cia viajera permite visualizar la influencia de la intercomunicacién entre las neuronas
para la propagacion de la actividad sinaptica entre columnas corticales con interaccio-
nes espaciales no homogéneas. Ademas, podemos apreciar la efectividad del modelo
debido a que se evidencié la congruencia de toda la rigurosidad matemaética con lo

calculado a modo de aproximacion en este capitulo.



Conclusion

Han pasado méas de 50 anos y el trabajo realizado por Hodgkin y Huxley sigue
siendo la base para poder hacer analisis y modelos matematicos exclusivos sobre la

dinamica neuronal desde diferentes enfoques y escalas.

Un ejemplo es este trabajo, debido a que se manejaron dos escalas: a nivel de una
sola neurona al analizar la estabilidad del Sistema dindmico de Hodgkin-Huxley con
modificaciones de Soto-Alexandrov y al describir la Fcuacion de Cable; y a nivel de
poblaciones neuronales al calcular las condiciones de existencia para la solucion de

tipo protuberancia viajera con pesos asimétricos.

El sistema de ecuaciones diferenciales de Hodgkin y Huxley permitié la creacion
de un sistema dinamico que ha permitido una serie de experimentos exhaustivos tan-
to en células ciliadas como en neuronas aferentes primarias del sistema vestibular de

roedores.

Ademas, dicho sistema de ecuaciones diferenciales puede derivar una sola ecuacion
a través de una simplificacion, por ejemplo, una ecuacion en derivadas parciales como
lo es la Ecuacion de Cable vy la Ecuacion integro-diferencial de Amari, donde en ésta

ultima, se pudo reducir atin mas a una ecuacion diferencial lineal ordinaria.
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Propiamente, al analizar la estabilidad del Sistema dindmico de Hodgkin-Huxley
con modificaciones de Soto-Alerandrov, se encontr6 un atractor estable con una regiéon
de atraccion delimitada por un ciclo limite inestable, donde, para condiciones iniciales
dentro de la region de atraccion, las soluciones tenderan a ese atractor. Mientras que
para el ciclo limite inestable, las soluciones cercanas y fuera de esta érbita cerrada,
se alejaran, dirigiéndose hacia otro ciclo limite mucho mayor y que lo rodea. Este
ciclo limite es estable, debido que para condiciones iniciales externas cercanas, las

soluciones se acercaran a esta Oorbita cerrada.

Por otro lado, el enfoque que proporciona la Ecuacion de Cable, nos permite co-
nocer la influencia de la longitud del axén para generar un potencial de accion. La
descripcion de los elementos de la ecuacion, permitié reconocer la influencia de un
circuito equivalente para este modelo, al hacer las analogias de los elementos de un
circuito en paralelo con las propiedades de conductividad tanto en interior como en

el exterior de la neurona de acuerdo con su naturaleza.

En cuanto a la discusién sobre la presencia de protuberancias viajeras en gra-
baciones clinicas, se mostré la importancia del estudio de éstas. Evidentemente, el
analisis de las protuberancias viajeras es gran escala, el cual, permite un inmenso
mundo de posibles enfoques y suposiciones. Sin embargo, el enfoque presentado en
estas paginas, nos aproxima al entorno real de la actividad cerebral, pues el Modelo
de Amar: nos permite suponer que los pesos en la protuberancia son asimétricos, es
decir, la influencia de las neuronas de las columnas corticales vecinas a las neuronas

de la columna cortical activa, no tiene que ser en todas a la misma magnitud.

El poder generar la propagacién de una protuberancia viajera con ciertos parame-

tros iniciales, nos permite ejemplificar la eficiencia del Modelo de Amari para ser
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considerado en otras investigaciones de campos neuronales.

Asimismo, la Ecuacion de Cable, nos permite reflexionar acerca de la modelacion
del potencial de accion, considerando la geometria de la célula neuronal, por el hecho
de que a medida que se propaga el potencial de accién a través de la célula, se dismi-

nuye la senal cuando la distancia de propagacion, crece.

De igual importancia, sigue siendo el Sistema dindmico de Hodgkin-Huzley con
modificaciones de Soto-Alexandrov para la creacién de biosensores del sistema vesti-
bular, y por qué no, de otras investigaciones que puedan encontrar la utilidad en el

parametro hy para el ion de potasio en la dinamica neuronal.
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