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Resumen

En este trabajo se presenta un estudio de la teoria linealizada de la gravedad sin
masa con n dimensiones extra, en analogia con el procedimiento empleado en el
contexto de las teorias de Yang-Mills extradimensionales. Gravedad linealizada
tiene parametros de norma vectoriales, en contraposicién con aquellos hallados
en YM, los cuales son escalares. Esto da pie a una clasificacién diferente de

objetos, los cuales son de diversos tipos: tensoriales hfg,) , h&%), vectoriales hlg%)

E%). Asi, el contenido de pseudo-bosones de Goldstone de la teoria
también cambia: se tiene un pseudo-bosén vectorial h/(%) y un pseudo-boson es-

y escalares h

calar wém)7 los cuales son absorbidos a la escala de compactificacién con la ayuda
de una norma unitaria, por los campos de norma tensoriales h&%) y vectoriales
himﬁ). Finalmente se construye el propagador de las excitaciones de Kaluza-Klein

m . ’ .
h,(;), las cuales constituyen un sector andlogo a gravedad masiva.

Palabras Clave: gravedad linealizada, gravedad masiva ocultamiendo de sime-
trias, Kaluza-Klein, pseudo-bosones de Goldstone.
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Introduccion

Es ya conocido que la implementacién de mas de cuatro dimensiones es nece-
saria para la correcta descripcién de teorias a la escala de Planck. Este trabajo
estd basado principalmente en el articulo Symmetry in the extra-dimensional
Yang-Mills theory and its Kaluza-Klein effective description, [1], en donde se
analiza la teoria de Yang-Mills pura en dimensiones extra a nivel clasico, asi
como en el articulo titulado A gauge-invariant approach to asymptotic freedom
in Yang-Mills theories with universal extra dimensions, [2], aqui se estudia la
teoria anteriormente mencionada a nivel cudntico. Asi, en este trabajo de tesis
se presenta el estudio de una teoria de gravedad linealizada con n dimensiones
extra.

Gravedad linealizada surge de considerar que la métrica, el campo dinamico en
la teoria general de la relatividad, en cierto limite de campo débil, se descompone
como una perturbacién 2-tensorial simétrica h,, mds la métrica de Minkowski;
esto conlleva a la modificacién de la accion de Einstein-Hilbert, de manera que
se llega al principio variacional cuya lagrangiana, descubierta por Fierz y Pauli
en 1939 [3] en la bisqueda de una ecuacién de campo para un campo de espin 2,
describe la dindmica del campo antes mencionado. Esta descripcion podia dotar
de masa, o no, a la perturbacién. Sin embargo, diversos problemas relacionados
principalmente con la renormalizacién de la teoria fueron hallados. Hendrik van
Dam y Martinus Veltman ya recalcaban los problemas que esta teoria tenia en
el limite de masa igual a cero, pues no se obtenian los resultados predichos por
relatividad general [4]. Sin embargo, estos y otros problemas (ghost de Boulware-
Deser [5]) fueron resueltos en el contexto de gravedad linealizada sin ghosts, en
un trabajo de de Rham y Gabadadze [6].

Sin embargo, el objetivo de este trabajo de tesis no es analizar a fondo los
problemas que tiene la teoria linealizada en cualquiera de sus dos modalidades
originales, masiva o no masiva. El objetivo de esta tésis es implementar el pro-
cedimiento exitosamente usado en la compactificacién de teorias de Yang-Mills
extradimensionales [1, 2] en la teorfa linealizada obtenida a partir de la lagran-
giana de Fierz-Pauli, esto en pos de observar los alcances que tiene este proceso,
basado en el mecanismo de Kaluza-Klein.
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Asi, partiendo de una versién de la lagrangiana de FP en dimensiones extra,
valida a una escala energética mucho mayor a R~!, conocida como escala de
compactificaciéon, en donde R el tamano promedio de las dimensiones extra, las
cuales en este régimen se veran bajo todo propdsito practico como infinitas, de
forma tal que pueden tratarse en igualdad de condiciones que las dimensiones
usuales. Se ocultard la simetria que rige la teoria, i.e. aquella brindada por
el grupo de Poincaré extendido 1S0(1,3 4+ n), en la simetria estdndar, bajo
la cual es invariante la teoria linealizada usual y que estd dada por el grupo
inhomogéneo usual I5SO(1, 3). Es as{ como se construye una teorfa efectiva bajo
esta perspectiva, vdlida para un régimen energético del orden de la escala R,
y se analizan los objetos que se obtienen en el proceso, asi como el significado de
los mismos y sus interacciones. Ademas, se resaltan las diferencias y similitudes
que guarda esta teoria con aquella desarrollada en el contexto de Yang-Mills
pura.

La estructura del contenido de este trabajo de tesis es la siguiente: en el primer
capitulo se encuentra una revision, con el detalle necesario, de la teoria de Yang-
Mills en dimensiones extra [1, 2]. Se discuten los mapeos que ocultan la simetria,
la escision de las transformaciones de norma, el mecanismo de generacién de
masa de Kaluza-Klein y la implementacion de la norma estandar. Por otro lado,
en el capitulo dos se discute la teoria linealizada de la gravedad: la lagrangiana
de Fierz-Pauli, caso no-masivo, y las transformaciones de norma. Finalmente, en
el tercer capitulo se desarrolla el trabajo original de la tesis: un andlisis desde el
punto de vista de las dimensiones extra universales, para la teoria de gravedad
linealizada. Se oculta la simetria, teniendo en cuenta que hay diferentes tipos
de objetos en esta teoria. Posteriormente se estudian las transformaciones de
norma, piedra angular en la clasificaciéon de los objetos hallados en el proceso
previo. Cada sector emergente ante el ocultamiento es analizado, ademés se
implementa el mecanismo de Kaluza-Klein para generar las masas necesarias y
se implementa la norma unitaria en este caso.
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Compactificacién de la
teoria de Yang-Mills

En esta seccién se estudia una teoria de Yang-Mills sin campos de materia en un
espacio-tiempo de fondo extendido, con el objetivo de esclarecer las ideas relacio-
nadas con los procesos de compactificacion de dimensiones extra. Asi, si el punto
de partida es la teoria de Yang-Mills pura sobre un espacio M% = M* x N'™,
siendo esta tltima una variedad euclideana n-dimensional no compacta, la cual
serd denominada variedad extra [1, 2, 7]. Adicionalmente, se requerird que la teo-
ria sea invariante ante I50(1,3 + n), denominado grupo de Poincaré extendido
y ante el grupo de norma SU (N, M?). El tamafio promedio de las dimensiones
extra, R, es demasiado grande comparado con las escalas de distancia a las que
es valida esta teoria, de manera que pueden tomarse efectivamente como infini-
tas, y considerarse en igualdad de condiciones que las dimensiones usuales. A
energias muy por arriba de la escala de compactificacién R~! la simetria rei-
nante es {1SO(1,3+n), SU(N, M%)}, denominada en lo sucesivo como simetria
extendida. Asi, si se requiere describir la teoria a una escala energética menor,
en donde la compacidad de la variedad extra ya es evidente, es necesario ocultar
la simetria extendida en la simetria estandar, {ISO(1,3), SU(N, M*)} [1, 2, 8].

Para poder hallar un esquema de compactificaciéon valido para la variedad extra,
es necesario en primer lugar definir un mapeo candnico que permita reclasifi-
car objetos covariantes ante la simetria extendida en objetos que se transfor-
men bajo la simetria usual. El hecho de que el grupo SU(N, M%) difiera de
SU(N, M%) sélo en el ntimero de conexiones es crucial, pues aquellos objetos
que no representen campos de norma desde la perspectiva estdndar aparecen
como representaciones tensoriales del grupo SU(N, M*). Un segundo mapeo
deberd implementarse para poder retirar todo papel dindamico de la variedad
extra N™, pues s6lo asi es posible construir una teoria efectiva bajo la simetria
estandar. Luego, en analogia con sistemas que presentan rompimiento esponta-
neo de simetria (SSB), debe implementarse algin instrumento que dote de masa
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a estos campos. Todo campo nuevo que emerga en el proceso de ocultamiento de
simetrias deberd obtener término masivo a esta nueva escala. Finalmente, la es-
tructura de norma de la teoria no debe perderse; las transformaciones de norma,
se dividen en dos: las transformaciones estdndar (SGT’s), relacionadas con los
pardmetros de norma del grupo SU (N, M*) y las transformaciones no-estdndar
(NSGT’s), dependientes de parametros que no pertenecen al grupo usual. [1, 7]

Asi pues, el objetivo principal de esta seccién serd establecer un esquema de
ocultamiento de simetrias que permita pasar de la simetria extendida, respecto
a la cual nuestra teoria es invariante a escalas energéticas mucho mas grandes
que R™', la escala de compactificacién, a la simetria usual, la cual gobierna la
teoria a escalas en donde la compacidad de las dimensiones extra es evidente.
En el proceso, un mecanismo para dotar de masa a los campos que aparecen en
representaciones tensoriales del grupo usual debera de aparecer. Es importante
hacer hincapié en el hecho de que no estamos pasando de una teoria a otra, sino
que la misma teoria se observa desde dos perspectivas diferentes, lo cual es un
asunto meramente relacionado con la escala energética a la que se trabaje.

1.1. El mecanismo de Englert-Higgs (EHM)

En pos de brindar un contexto adecuado para describir la compactificaciéon de
las teorias de Yang-Mills en dimensiones extra, es meritorio hablar brevemente
acerca de un par de fenémenos que ocurren en el contexto de las teorias de
campo: el ocultamiento de una simetria continua y, por otro lado, el rompimiento
espontineo de una simetria (SSB).

Supoéngase que cierta teoria es gobernada por algin grupo G, un grupo de nor-
ma, a energias muy por arriba de la escala v. Los grados de libertad de esta
teoria estardn representados por las conexiones del grupo, campos de norma, y
por representaciones tensoriales del mismo, campos de materia. Sin embargo, la
simetria de norma admite, a nivel cudntico, términos de masa sélo para campos
de materia [1, 9].

Supéngase que H C G es un subgrupo de G. Para poder dotar de masa a
algunos de los campos que aparecen como conexiones desde la perspectiva de G,
lo cual arruinaria invariancia de norma en este contexto, es necesario visualizar
a la teorfa desde la perspectiva del subgrupo H, pues en ella algunas de las
conexiones de G apareceran como campos de materia: aquellas que no resultan
ser campos de norma desde la perspectiva del subgrupo H, i.e. no son conexiones
del mismo.

Para lograr este cambio de perspectiva es necesario establecer un mapeo candni-
co entre objetos del grupo G y objetos del subgrupo H. El hecho crucial, como
se menciond, es que G tiene més conexiones que H, por lo que algunas de estas
deberdn de transformarse en representaciones tensoriales de H.
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Este proceso conforma el ocultamiento de la simetria establecida por el grupo
G en aquella dictada por su subgrupo H. Empero, a pesar de que este es crucial
para que surjan términos masivos relacionados con las conexiones de G que no
resultan ser campos de norma desde la perspectiva de H, no proporciona per se
estos términos.

Para completar el esquema propuesto, es necesario romper la simetria descrita
por G. Esto se lleva a cabo al considerar un potencial escalar, el cual induce un
minimo de energia con degeneracion infinita, en el caso mas sencillo se trata de
una hiperefera en donde todos los puntos de la superficie son equivalentes y se
relacionan entre ellos debido a la simetria G.

Se dird que la simetria descrita por G se rompe en aquella descrita por su
subgrupo H a la escala v, cuando se elige un punto en particular de la hiperesfera
referida, caracterizado por el vector @, tal que es invariante ante H, esto es: los
generadores T% de H aniquilan a ®y. Por otro lado, el resto de los generadores
de G que no generan a H, T%, no aniquilaran al vector que rompe la simetria,
es decir T%®, # 0. En este sentido se dice que estos generadores estan rotos.

Ahora bien, si la teoria es global, i.e. G no es de norma, entonces por cada gene-
rador roto T% de G, existe una particula sin masa llamada boson de Goldstone.
Este es el teorema de Goldstone.

Por otro lado, si efectivamente el grupo G es de norma, por cada generador roto
T se tiene un campo de norma asociado, el cual recibird masa a la escala v.

Asi, es posible concluir que la descripcion de cierta teoria de campo es posible
bajo la perspectiva del grupo continuo G o aquella referida a su subgrupo H,
dependiendo tnicamente de la escala energética a la que se trabaja. A energias
del orden de v se usara la descripcién proporcionada por el grupo H, en tanto
que a energias mucho mayores se debera emplear aquella concerniente al grupo
G. Esta ultima simetria no se pierde durante el proceso de ocultamiento, pues el
mapeo canénico que permite enviar campos que se transforman ante G a objetos
invariantes bajo H siempre puede ser invertido.

1.2. Teorias de Yang-Mills con dimensiones ex-
tra

Se propone una teoria invariante ante los grupos que conforman la previamente
denominada simetria extendida. Sin embargo, esta resulta ser no-renormalizable
en el sentido de Dyson, por lo que la accién correspondiente se escribe como
[1, 7):

Ser[AY] = / B 2d 5Ly (Figns D4 F ) (1.1)
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en esta expresion, la densidad lagrangiana estd dada por
1 a MN >\d d+d a a Ta
£4+n:—ZfMNfa +ZFL (Firns DaFiins -+ )- (1.2)
d

Es claro que el primer término de la expresién anterior es una extensiéon a di-
mensiones extra de la teoria de Yang-Mills pura. En cuanto a los otros términos,
se trata de interacciones de dimensién candénica mayor a d, [1], los cuales son
suprimidos por potencias de A y no serdn relevantes en lo sucesivo.

Respecto al primer término de (1.2), es importante notar que estd compuesto a
partir del objeto Ff{;,, el cual resulta ser una curvatura, definida de la siguiente
manera;

Fiun(2,7) = O AR (2, %) — On Ay (,7) + gaf " Aly (o, 1) Afy (2,7)  (1.3)

siendo gq y f®° la constante de acoplamiento y las constantes de estructura de
SU(N, M%), respectivamente.

En (1.3) aparecen los campos de norma del grupo SU(N, M%), los cuales obe-
decen las siguientes transformaciones de norma:

6AS, (x, %) = DR’ (x, 7) (1.4)

en donde D = 590y —ga f2¢AS, es la derivada covariante en la representacion
adjunta del grupo y a® son los pardmetros de norma de SU(N, M*). Ademas,
las curvaturas obedecen la siguiente regla de transformacion:

OF 5 n(z, @) :gdf“bcf&N(x,a?)ac(m,i). (1.5)

De esta manera, la acciéon relevante estara dada por:

S[AS] = —% / drad"zFS 5 (x, 2) FMN (2, 7). (1.6)

De manera similar a lo estudiado en la primera parte de este capitulo, se buscara
analizar la teoria en regimenes de energia menores, del orden de R, por lo
que serd necesaria la implementacién de un mapeo canénico que permita ir de
la simetria extendida a algin subgrupo de esta, compuesta por subgrupos de
ISO(1,3+n)y SU(N, M%),

En primer lugar, es notable que SO(1,3) y SO(n) son subgrupos de SO(1,3 +
n). Asi, los campos de norma A%, pueden ser mapeados a objetos covariantes
respecto a los subgrupos del grupo de Lorentz extendido, i.e. el primer mapeo
esquematicamente implica
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SO(1,34n) — {80(1,3),50(n)}

asi, ante este mapeo los objetos de interés resultan tranformados de la siguiente
manera;

Ay (2, 2)  —  {AL(2,7), Af (@, 7)} (1.7)
]:]C\L4N(xvf) - {fgu(xvj)vfgﬁ(xvf)7‘7:517(z7i')}' (18)

A partir de este mapeo, la accién en (1.6) puede escribirse de la siguiente manera:

1
Sl Ag) = 1 [ dad a7, (0. 0) R (0 0) + 27

(, ) FL (x, 7)
FFL (2, 7) FE (2, 7)]. (1.9)

Este primer mapeo también afecta a las transformaciones (1.4) y (1.5), las cua-
les resultan trivialmente divididas en dos ecuaciones, una para .AZ y otra pa-
ra A%, y tres ecuaciones, una para Jj,, otra para JFj; y una mds para Jp;,
respectivamente. Evidentemente, la simetria de SO(1,3 4+ n) ha sido ocultada
exitosamente, pues (1.9) es invariante ante los subgrupos de este. Mas atn, co-
mo puede verse en [7], es muy sencillo elevar tal mapeo de punto a un mapeo

canénico.

De cualquier manera, la accién (1.9) sigue siendo manifiestamente gobernada
por el grupo de norma SU (N, M%). Para poder concluir este proceso de oculta-
miento de la simetria extendida, debe retirarse todo papel dindmico a la variedad
extra, i.e. * debe dejar de etiquetar grados de libertad.

Para lograr esto, debe proponerse un segundo mapeo, que retire cualquier pa-
pel dindmico al grupo 1.5O(n). Para esto, se supondra que ya se ha establecido
un esquema de compactificacién para la variedad extra N™. Adem4s, se intro-
duce un conjunto completo de funciones ortogonales definidas en esta variedad,
{ flm) (7) }, respecto al cual se pretende obtener expansiones en series de Fourier
para cada campo. Sin embargo, debido a que en la teoria de Yang-Mills pura no
existen los campos escalares [1], se considera que la funcién constante, denotada
por @ debe formar parte de este conjunto de funciones.

Se debe asegurar que se estdn mapeando correctamente los objetos que hasta
ahora siguen siendo invariantes ante SU (N, M?). En pos de esto se establece el
siguiente

Postulado: Todo campo con contraparte estdndar es par ante el intercambio
T — —. Aquellos objetos que no tengan contraparte estdndar serdn impares
ante dicho intercambio. Esto es

A (2, —7) = +A} (7, 7), Al (z, —%) = —A%(x,Z). (1.10)

iz i iz
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De esta manera, en vistas de lo anterior, serd necesaria la separacién del con-
junto completo de funciones ortogonales en su parte par y su parte impar, para
obtener las correctas expansiones en serie de los campos antes mencionados;

esto es: {f(o), (m)(z) ém) (:E)}, en donde se pone de manifiesto que la funcién
constante es par respecto al intercambio ¥ — —z.

Con todo esto en consideracion, se establece el segundo mapeo, de forma tal que
las expansiones para los objetos invariantes bajo la simetria de Lorentz estandar
y los parametros de norma son:

Al (2,2) = [ AL (a +me) () (1.11)
Zf“’“ e () (1.12)

a(z, ) = <0>a +me) ame(g). (1.13)

Asi, respecto a lo anterior, los grados de libertad quedan caracterizados por los
campos {AELQ), Aim), Agm) }, en tanto que las funciones del conjunto completo ya
no representan grados de libertad, con lo que se ha retirado el papel dindmico
que las coordenadas extra jugaban, estas pueden ser integradas a nivel accion.

Este mapeo se puede reconocer como candnico facilmente, [7]. Explicitamente:
{Af(z, ), I (2', 7))} = 64p0,,6(x — 2')3(z — &)
= (A (), 72 (2)} = 6046, 6V (2 — ). (1.14)

Ademas, las transformaciones canénicas deben modificarse ante la accién de este
segundo mapeo. Su forma puede ser apreciada a continuacién:

SAR" (@) = D (z) + g5 3 A (1) @(z) (1.15)
(m)
m)a abe m)b c mr)ab (r
5AL—) (z) = gf*® Afr) (x)ae(z) + ZDL*) alD?(z) (1.16)
m)a abe 4(m)b c mr)ab (r
AU (2) = g7 A (2)a©e(z) - 3 DI W0 (g (1.17)
en las ecuaciones anteriores, aparece el objeto D(O = 6“b8 f“bCALQ)C(x),

el cual puede ser reconocido como la derivada covariante en la representacion
adjunta de SU(N, M%) si se admite primero que los a©® son los pardmetros de
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norma concernientes a este grupo de norma estdndar. Ademaés, aparecen otros
objetos, los cuales se definen de la siguiente manera:

D;(»M)ab = 5<M)D/(Ag)ab — g Z A(m)AS)C(l’) (1.18)
()

mr)ab a n = (M) - )= abce / s)c
DL — _gab / A"z (2)0p (@) + 9N Al AP (x).  (1.19)
(s)

En las expresiones (1.18) y (1.19) se puede apreciar la aparicién de objetos
denotados por los simbolos A,y ¥ A’(msr), los cuales resultan ser integrales
de tres funciones del conjunto completo antes definido. Estas integrales pueden
hallarse explicitamente en [1, 2, 7]. Ademds, en (1.19) se observa una integral
peculiar en el primer término, la cual no puede resolverse sin antes revelar la

naturaleza de las funciones del conjunto completo.

Por otro lado, empleando criterios que dependen tnicamente de los parame-
tros {a@?, (™)} es posible categorizar a las transformaciones resultantes en
las expresiones (1.15), (1.16) y (1.17). Al identificar a o9 como los pardme-
tros de norma del grupo SU(N, M*), y demandar que a(™® = 0, resultan las
transformaciones de norma estandar, o SGT’s:

55ALQ)a(1') _ DLQ)aba(Q)b(x) (1.20)
S A () = g fre AT ()2 Q¢ () (1.21)
(m)a _ abe 4 (m)b 0)c
S AT (2) = gf e AT (2)a D¢ (). (1.22)

A partir de estas es posible ver que los campos de norma de SU (N, M%) resultan
ser los objetos AELQ)Q, en tanto que de las ecuaciones (1.21) y (1.22) se aprecia que

Aftm)a y A/(jm)a se transforman como campos de materia, i.e. en la representacién
adjunta del grupo.

Sin embargo, los pardmetros a(™¢ también definen transformaciones para los

campos de interés. De hecho, estos pardmetros estan en relacién uno-a-uno con

los campos; de esto y del hecho de que el dlgebra que satisfacen las constric-

ciones de la teoria estd dada por paréntesis de Poisson, preservados por ambos
- (m)a s

mapeos candnicos, [1], resulta que los A también son campos de norma.

Los parametros o™)® definen las transformaciones de norma no-estindar, o
NSGT’s:
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a abe m)b m)c
Ons AP (1) = g™ Y A ()0 () (1.23)
Ons AP () = 3 D00 (z) (1.24)
(r)
m)a mr)ab (r
Gns AT (@) = = " DD (), (1.25)

(r)

Esto completa el proceso de ocultamiento de la simetria extendida, compues-
ta por el grupo de Poincaré extendido ISO(1,3 + n) y el grupo de norma
SU(N, M%), en la denominada simetria estdndar, compuesta por los grupos
de Poincaré usual 1SO(1, 3) y el grupo unitario especial sobre el espaciotiempo
de Minkowski SU (N, M*).

1.3. El espectro de masas

Como se establecié previamente, los campos {4, (m)a A(m)a} se transforman co-

mo campos de materia, por lo que en principio, desde esta perspectiva, es posible
hallar términos de masa para estos. A continuaciéon hablaré del mecanismo que
permite hallar explicitamente estos términos para los campos mencionados.

En primer lugar, a partir del segundo mapeo, es posible escribir expansiones en
serie respecto a las funciones del conjunto completo para las curvaturas. Esto es

a 0 m),— m)a
Fo (2,7) = f R (2) + > [ () i (x) (1.26)
(m)
(’H’L) (m)a
=3 @ FE (@) (1.27)
(m)
a 0 0)a m m)a
Foo(2,7) = R FLx Z” )Fame (). (1.28)

Asi, la accién de la teoria debe modificarse: su lagrangiana debe estar escrita
en términos de los objetos que aparecen en el lado derecho de cada expresion
obtenida en (1.26), (1.27), (1.28). A este nivel, serd necesario integrar respecto a
las coordenadas extra, lo cual es sencillo y se emplea tinicamente la ortogonalidad
del conjunto completo; tras esto, se llega a una lagrangiana efectiva con la forma:

Logt = Loy + Lo+ L230 (1.29)
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Cada uno de los términos de los que se compone la lagrangiana efectiva se
desglosa explicitamente a continuacién:

1 a v m)a m)pr
LM jf/(i%) () FOm (4 42].',(“,) () FH (1) (1.30)
(m)
LM = lzf@’“(m@‘”‘(x) (131)
v-s 2 pnv v ’
(m)
LI = @) D ) — 1 3 ) P (). (1.32)

(M)

A su vez, es necesario escribir qué tipo de objetos se pueden encontrar en las
expresiones anteriores. En primer lugar, la ecuacién (1.30) estd compuesta por
los objetos

F (@) = FR" (@) + g > A" (2) AP () (1.33)
(m)
m)a 0)ab ,(m)b 0)ab ,(m)b abe )b s)c
F (@) = DAL (2) - DR AP @) + 91 DT Auurn) A (1) AP ()

(rs)
(1.34)

la curvatura de la teoria de Yang-Mills usual puede reconocerse a partir de lo
anterior, esta es F,L(;)a = 0,Av D _ A,(? gfabe Ay @8 4 Qe Adicionalmente,

(1.34) se obtienen términos cinéticos para los campos de materia. De esta
manera, (1.30) se asemeja al sector de Yang-Mills correspondiente al grupo

electrodébil, en donde los campos ALm)a juegan un papel similar al de los bosones
WA= [1].

Ademés, las expresiones (1.31) y (1.32) se construyen a partir de los objetos que
se escriben a continuacién:



10 1. COMPACTIFICACION DE LA TEORIA DE YANG-MILLS

m)a ab ,(m)b n— p(m) /- ) — r)a
FE (@) = DR AR @) - Y [ @50 @0s 1 04" @
(r)

91" D Al AR ()AL (@) (1.35)
(rs)
a abe m)b m)e
i (@) = g 30 A (@) AL () (136)

(m)
FE ) =3 [ [ 5 @08 @) - b [ @as @008 )] AP @)
()

N Al AP (1) AP () (1.37)
(rs)

en donde se puede apreciar la aparicién de términos que contienen a los ob-
jetos Op }(Em) y Og (()m)7 cantidades que resultan ser funciones impares y pares,
respectivamente. Al acompafiar a los campos de materia, generan términos li-
neales con posibilidad de ser términos de masa a nivel lagrangiana. La forma de
estos objetos sugiere como proceder para develar la forma de las funciones del

conjunto completo.

De lo anterior, es posible observar que LY corresponde a un sector cinético,
en tanto que LYM es el andlogo de un potencial escalar. Como se mencioné, de

’ 7 2’ 7 . m)a m
aqui surgirdn mas adelante los términos de masa para Al(f) y AET)

vamente.

a .
, respecti-

Para poder dilucidar exactamente la forma de las funciones del conjunto com-
pleto, serd imprescindible el uso de una observable relacionada con la variedad
extra. Resulta que los (n + 1)/2 invariantes de Casimir para I.SO(n) estén dis-
pobibles para nuestros fines, [1]. De todos ellos, el operador relacionado con
T(n), el grupo de las traslaciones, P? = P;P; cumplird con lo buscado. De esta
manera, considérese la base de kets generada por el operador hermitiano Py, i.e.
{Ip)}; es sencillo observar que estos kets también son eigenkets del invariante de
Casimir:

P2 |p) = p”|p) (1.38)

en donde se ha definido p? = p;pj;. Posteriormente, al considerar la base de kets
de posicién de la variedad extra, {|Z)}, es posible contraer con ellos la ecuacién
(1.38), para obtener

V(@) =-p"f(2) (1.39)

siendo (Z|p) = f(Z). El espectro de esta ecuacién diferencial es continuo en
general, sin embargo, la variedad dentro de la cual estan definidas las funciones
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f(Z) es compacta, por lo que a continuacién se mostrard que, en realidad, el
espectro es discreto. Asi, las soluciones de esta ecuacion seran senos y cosenos
n-dimensionales definidos sobre la variedad compactificada.

La naturaleza de la variedad compactificada surge de considerar que cada coor-
denada extra Z; debe caracterizar una circunferencia S, cuyo radio en general
serd denotado por R;, sin embargo, por cuestiones de sencillez en el tratamiento
subsecuente se considerara que el radio de todas las circunferencias es igual a
R. Posteriormente se regresara al caso general.

Lo anterior permite pensar en que la variedad podra pensarse como el producto
cartesiano de n copias de la circunferencia S', de manera tal que se obtendria
un n-toro, es decir

Stx .o x S (1.40)

En el caso de una dimensién extra, el n-toro se reduce a la simple circunferencia
St la cual se entiende como un segmento de recta [0,27R] en el cual se han
identificado las fronteras, conformando un punto comin. Es conocido que los
puntos de la variedad S* son invariantes bajo la transformacién

T - I +27TR, (141)

lo cual se resume al enfatizar que la circunferencia posee una simetria llamada
periodicidad: cualquier punto trasladado en 27R a lo largo de S' no sufrird
cambios.

El 2-toro, por ejemplo, se construye al identificar las fronteras de una region
plana cuadrada [0, 27 R] x [0, 27 R]. Luego, la variedad posee periodicidad en sus
dos direcciones, esto es

T — r1 + 27I'R, To — T + 27 R. (142)

Lo anterior sigue cumpliendose para casos de dimensién mas alta: en general, el
n-toro se puede construir al identificar las fronteras del n-cubo [0,27R] x - -+ x
[0,27R], y tendra periodicidad en todas sus direcciones.

Sin embargo, esta descripcién no es completa, pues todo objeto que ha surgido
a partir del proceso de ocultamiento de la simetria extendida en la simetria
estandar debe transformarse de alguna manera ante el intercambio £ — —z, es
decir, deben tener paridad definida.

En la persecucién de este fin, se introduce el grupo ciclico Z;, de manera tal
que serd posible construir la variedad S!/Zy sobre la cual, como se verd en
breve, la separacion del conjunto completo de funciones respecto a su paridad,
tiene sentido. La accion del grupo ciclico sobre la circunferencia asignara a cada
punto 7 de esta su antipoda —z. En este sentido, la identificacion de los puntos
71 = 0y &1 = mR con sus respectivas antipodas conlleva a los mismos puntos
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de donde se parte. Para el caso del cero esto es evidente, sin embargo, para el
otro punto se observa que

TR — —7mR=-mR+2rR=nmR. (1.43)

Luego, los puntos z; = 0 y z; = wR son inmutables ante la accién del grupo
ciclico sobre la circunferencia. Por otro lado, ;qué ocurre con aquellos puntos que
estan entre 7R y 2 R? Estos se identificaran con sus antipodas de la siguiente
manera

TR <1 <2tR — —-21R<Z;<-7mR (1.44)

sin embargo, al considerar la nociéon de periodicidad de la circunferencia, de
manera completamente andloga a aquello hecho en la ecuacién (1.43), se verd
que tal intervalo es nuevamente (0,7R). Asi, la variedad S'/Z3, denominada
orbifold, identificard cada punto de la circunferencia en el segmento de recta
[0, TR], en el cual las nociones de paridad y periodicidad estdn bien definidas.

En el caso general de n dimensiones, se tendra un producto cartesiano confor-
mado por n copias de este orbifold, asi que es posible notar que la variedad
compactificada es el n-cubo definido como se muestra:

—— X .. X o (1.45)

el cual tiene paridad y periodicidad definidas en cada una de sus direcciones.

Este proceso de compactificaciéon es analogo al hecho de imponer condiciones
de frontera sobre las funciones del conjunto completo, las cuales toman valores
dependen de las coordenadas de esta variedad. Asi, se introduce

(()m) (a‘c)‘aD =0 (condiciones de Dirichlet) (1.46)
(%fém) (f)‘aD =0 (condiciones de Neumann) (1.47)

en donde 0D es la frontera de la variedad, i.e. las “aristas” del orbifold. Ademaés,
las funciones del conjunto completo, como se menciond, resultan ser senos y
cosenos n-dimensionales; explicitamente:

59(@) = £§¥ (5 1) = sin(
I8 (@) = F§2 (- @) = cos(p - ). (1.49)

)
K
SN~—
—
=
N
oo
Nt
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Luego, de las condiciones de frontera impuestas sobre las funciones impares, es
decir los n-senos, es posible obtener la relacién

m = m;
pi =3 S0t (1.50)

i=1 "

en donde los m; representan ntimeros enteros diferentes de cero. Esta dltima
condicién surge debido a que respecto a la funcién constante f© se desarrollan
los campos identificados como de norma desde la perspectiva estandar, y no
reciben masa a la escala de compactificacién.

—2 _ ’ .
De esta manera, el espectro de masas p“ = pupj serd denotado como se aprecia
a continuacion

m?, = . (1.51)

En la ecuacién anterior, m,,) denotard a la masa. Luego, es posible identificar,
a partir de las tultimas dos ecuaciones, que esta masa estara relacionada con los
numeros enteros m; y el radio R de la siguiente manera:

n

miy = (%)2 (1.52)

i=1

De esta manera, ante el esquema de compactificaciéon y las nociones respecto al
espectro de masas de la teoria, lo cual se establecion en los parrafos anteriores,
las forma de las ecuaciones (1.35) y (1.37) debe modificarse, con lo que se llega
a que

}-(@)a(x) _ ng)abAgm)b(x) +p(m)AISm)a($) + gfabcZA/M)A;(;)I)(TE)AE})C($>

iz v v
(rs)
(1.53)

m)a m m)a m m)a r)b s)c
F" (@) = pi AP (@) — P AR (@) + £ D Al AR () AF ().
(rs)
(1.54)

A partir de estas expresiones serd posible obtener términos de masa para las

excitaciones de Kaluza-Klein del tipo A&m)a, pues sucede que el término £Y M

de la lagrangiana efectiva debe escribirse como se muestra:
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£ = 3 0 (DO A2 1 2
(m)
+(DP ALY pi) Alman

+gfabc Z A(mrs) (Dﬁg)adAém)d)A(é)b”A(pz)c

(mrs)

—I—p(;ﬂ)A A(s buA(T ©4 gfade ZA(mpq)ALﬁ)bA(DZ)CA(g)duA(DB)e

(pq)

(1.55)

en esta expresion es clara la apariciéon del término masivo, de forma similar
sucede con el término cinético de los campos de materia escalares. Ademas, es
posible ver la aparicién de interacciones de diferentes tipos que son relevantes a
nivel cuantico [2, 8].

Por otro lado, partiendo de la expresién que se obtiene para el término LY M de
la lagrangiana efectiva, se puede apreciar:

1

YM _ (m)agm(m) 4(m)a abe (m)a 4(r)b 4(s)c

L. ——E {2AM Emﬂﬁ A7+ gf E A’mm)pu A A A
(m) (rs)

2
g abe pade 4(m)b 4(m)c 4(r)d 4(r)e
+ZE [f [ AT AT AR A
(r)

abc rade r S (P)d )
LS A ) Al gy A AR AP A H (1.56)

(spq)

Sin embargo, el término de masa explicito para los campos del tipo A,(_Lm)a no

aparece, en su lugar, es posible definir la siguiente matriz n x n:
M = m? 6 — p ™. (1.57)

La matriz asi definida es nombrada como matriz de masa, y es andloga a un
tensor de inercia para una particula situada en el punto r = (ps,...,pq), la
cual rota con una velocidad angular w, respecto a un sistema de referencia n-
dimensional euclideano y sobre un eje arbitrario @, [7].

Por otro lado, al evaluar la traza de esta matriz se nota que

M = (n— 1)m?,, (1.58)

lo cual es simamente ilustrativo: convendra estudiar la diagonalizacion de esta
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matriz de masas. Al analizar estas cuestiones, es posible llegar a la expresién

(m) (M) gy3 (1) ga(m)
) = wonty miz (1.59)
siendo M) matrices ortogonales y smu V, la matriz de masa diagonalizada. De
este proceso se obtienen n — 1 campos escalares masivos y uno sin masa, el cual
sera identificado como el pseudo-bosén de Goldstone.

A partir de las matrices ortogonales es posible descomponer a los campos esca-
lares de la siguiente manera:

A(m)a _ m(_W_L)A(_M)a _ 9%(—7?)14( m)a m;(ij’)A(Gm)a (160)

alli explicitamente se hallan los n — 1 esclares masivos A%m)a, al igual que el
pseudo-bosén de Goldstone A(Gm)a.

Mis atin, debido a que (™) es tal que sus columnas contienen las componentes
de momento de los ejes de rotaciéon principales, es posible hallar la siguiente
identidad:

(m)%,(j:/) = m(m)dl—,/g. (161)
Adicionalmente, para aquella columna de las matrices ortogonales 91(™) concer-
niente los pseudo-bosones de Golstone en la expansién (1.60) cumple que

(m)
(m) by
nim = . (1.62)
M(m)

Asi, empleando a las matrices ortogonales (™) | es posible reescribir la expresién
(1.52) y obtener:

1 n
Eiy == Z { (nz)A(m)aA( e
(m)

+gfabc m) ZA/mm)mfZ)m(—r—) S)%(:s)?lA(m)aA(r)bA( s)c
(rs)

g9 Z [ ote praet IR IIR) (2) AP 400 421 42

abc rade / (P) 02 (@D) ()b 4 (s)c (P (9)e

f f Z A rsm) pqm)%,uu Vu’g{u)\/m A A A A :| }
(spq)

(1.63)
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explicitamente, en esta tltima ecuacion, es posible identificar al término de masa
m)a ’ 7 . .
para los campos Af-;) . Ademads se pueden hallar mas interacciones, las cuales

son estudiadas a nivel cudntico a un lazo [2, §].

En cuanto a los pseudo-bosones de Goldstone, estos pueden ser removidos de
la teoria mediante la eleccién adecuada de una norma no-estidndar, denomi-
nada norma unitaria. Los grados de libertad que estos representaban quedan
acomodados como parte de la polarizacion longitudinal de las excitaciones de
Kaluza-Klein Aﬁm)a. De forma manifiesta, esta norma unitaria se define de la
siguiente manera:

A(m)a
a(m)a(x) - Gi(x) (1.64)
M (m)
luego, entonces, a primer orden en los campos, se obtendra:
m)a ma, . O AG (@
A () = A () 4 2eda () (1.65)
M (m)
A () = AU () (1.66)
AL (1) = 0 (1.67)

lo cual permite corroborar la forma en que los pseudo-bosones fueron absorbidos
por los campos de norma.
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Gravedad linealizada

El tema central de esta seccién serd el estudio de la teoria linealizada de la
gravedad. En la primera parte se construye la lagrangiana de Fierz-Pauli, con
base en la lagrangiana que aparece en el contexto de la accién de Einstein-Hilbert
[10, 11, 12]. Esta teorfa resulta ser invariante de Lorentz. Ademds se discuten las
transformaciones de morma, cruciales en el desarrollo posterior de este trabajo
de tesis. Finalmente, y para completar el andlisis, se discuten las constricciones
de la teoria, demostrando que inicamente se tendran constricciones de primera
clase [13, 14].

A partir de todo lo discutido, se plantea seguir un enfoque como aquel pre-
sentado por Feynman [15] y continuado por diferentes autores, siendo de suma
importancia aquel llevado a cabo por Veltman [16], con un enfoque més cercano
a teoria cuantica de campos. Fue necesario esclarecer las ideas bésicas nece-
sarias para poder trabajar esta teoria cuando se consideran dimensiones extra
universales.

2.1. Lagrangiana de Fierz-Pauli

En 1915, David Hilbert propone un principio variacional mediante el cual es
posible derivar las ecuaciones obtenidas por Albert Einstein previamente, du-
rante el transcurso del mismo ano. De esta forma, la denominada accién de
FEinstein-Hilbert sostiene que

SEH = /d4$\/ng, (2.1)

siendo g = det(g,.), con g, el tensor métrico, y R el escalar de Ricci.

17
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La siguiente lagrangiana se puede aislar a partir de el principio variacional an-
terior, de manera que:

Ly =—gR. (2.2)

Por otro lado, en cierto limite de un campo gravitacional débil, es posible pensar
en una pequena perturbacién gravitatoria propagandose sobre un espaciotiempo
plano de fondo, i.e. el espaciotiempo de Minkowski [11, 17]. En este sentido, el
tensor métrico en general puede ser escrito como

Guv = Npv + h;uw (23)

En la expresién anterior 7, representa la métrica de Minkowski (se emplea la
convencién 7, = diag(+,—,—, —)), en tanto que h,, es un 2-tensor simétrico,
el cual juega el papel de la perturbacién pequena, |h,,| << 1, la cual a nivel
ecuaciones de movimiento serd despreciada a segundo orden. Asi, es posible
concluir que en este contexto g"¥ = n*¥ —h*" ademés de que sucede lo siguiente:
hEY = PO by

Asi, pensando en todas estas ideas, es posible obtener una versién linealizada
para la lagrangiana (2.2), la cual estd constituida fundamentalmente por la
métrica, ya que el escalar de Ricci se compone de simbolos de Christoffel y estos
a su vez de la métrica. Asi, la lagrangiana que se obtiene [12] es:

1 1 1
Lrp =3 <aﬂhﬂyaAhAV = Ouht" Oy + 50,h0"h — Zaﬂhﬂaaﬂhpc,). (2.4)

La anterior es conocida como lagrangiana de Fierz-Pauli, y describe a esta teoria
de manera efectiva. Otras lagrangianas que describen la teoria son equivalentes
a esta hasta un término de superficie. Adicionalmente, modificaciones a esta
teoria se exploran actualmente con diversos fines, impulsados principalmente
por el cardcter no renormalizable de la teoria linealizada sin masa [6, 10].

Por otro lado, no es dificil reconocer que esta teoria es invariante de Lorentz.
Ademas, es posible hablar de transformaciones de norma en este contexto. En
general puede haber otros sistemas coordenados bajo los cuales la métrica puede
ser escrita como 7, mas una perturbacion, sin embargo, en cada uno de estos
sistemas la perturbacién seria distinta. Esto quiere decir que aquella expresion
propuesta en (2.3) no es tnica.

En general, la teoria gravitacional puede ser tratada como una teoria de norma,
siendo el grupo de difeomorfismos su grupo de norma. Al considerar esto es
posible emplear un conjunto de difeomorfismos entre el espaciotiempo de fondo
(Minkowski) y el espaciotiempo en general, en donde la métrica valida es g,
[17]. A partir de esto, se define la perturbacién en este conexto, lo cual permite
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escribir en ulima instancia que las transformaciones de norma para la teoria
linealizada son:

Ohpy = & = 0,6 + 0,6, (2.5)

siendo &, un campo vectorial en el espaciotiempo de Minkowski, los pardmetros
de norma.

Sin embargo, las anteriores transformaciones pueden ser deducidas de forma
similar a partir de considerar un cambio de coordenadas de z* a z* — ", man-
teniendo todos los cdculos a primer orden [18].

A partir de aqui, se puede proceder hacia un esquema de fijacién de la norma y
solucionar las ecuaciones que surgen al variar la lagrangiana (2.4), sin embargo,
esto no serd explorado pues queda fuera de los objetivos de este trabajo, [12, 17].

2.2. Constricciones de la teoria linealizada

Es un asunto importante dilucidar qué tipo de constricciones contiene una teoria
de campo pues, a pesar de que se mencion6 que es posible fijar la norma y solu-
cionar las ecuaciones emergentes, esto no puede realizarse si las constricciones
no resultan ser de primera clase [10]. En esta seccién se trabajard, de forma més
general, con la teoria linealizada en n + 1 dimensiones.

Para poder hablar de las constricciones de la teoria linealizada, es itil renombrar
las diferentes componentes del 2-tensor h,, como se hace a continuacién [13]

¢ = hoo ¢i = hoi bij = hij. (2.6)

Ante esto, es posible escribir a la lagrangiana de Fierz-Pauli (2.4) en términos
de estos nuevos objetos. Asi, los momentos candénicos de la teoria se definen
como:

OLp ~ OLpp _ OLpp

0 T, = 0 T = —(~= -
¢ 0¢; 09ij

(2.7)

Luego, al calcular directamente las derivadas sobre la lagrangiana, se obtienen
las expresiones explicitas para estos momentos
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= —%31'@‘ (2.8)
mi = 0jij + %8@ - %ai¢jj (2.9)
Tij = % |f2'j (émm - 8k¢l~c) - ¢z]] . (2.10)

Ahora bien, a pesar de que es posible, de (2.10), expresar a la velocidad (bij en
funcién del momento ;;

; 2 1
¢ij = —27Tij + 5ij <n_177mm + Tl_lakd)k), (2.11)

la teoria es claramente singular, en concordancia con lo mencionado en la secciéon
anterior.

Después de esto, es posible construir la hamiltoniana de la teoria, obteniendo la
siguiente expresién

1 2
T Tmm + 77Tiiak¢k - ak¢kas¢s

1 n —
n—1 n—1 4(n—1)
1 1 1 1
—5 00 bj5 + Zai%jai(ﬁkk + §6i¢jai¢j - Zaisf?jkai(ﬁjk

H = —Mi M5 +

1 1 1
+50i9i0kbrj + 50191500 — 50iij0j drk- (2.12)

Asi, entonces, de las ecuaciones (2.8) y (2.9) ya pueden obtenerse constricciones
primarias, las cuales, como se ve en las expresiones que se escriben abajo, son
de primera clase. Mas atin, luego de construir la hamiltoniana primaria y buscar
consistencia respecto a las constricciones primarias, se obtienen constricciones
secundarias de primera clase. Explicitamente, las 2(n + 1) constricciones de la
teoria son

1
o) =1+ 581'@» ~ 0 (2.13)
1 1
o\ =7, 4 50k — 50k0 — Djbu; ~ 0 (2.14)
1
(I)(z) = 5( — aii¢jj + 81](25”) ~0 (215)

2 = 0k + 20im ~ 0. (2.16)
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Finalmente, de lo anterior, y al considerar que en el caso de un 2-tensor simétrico
sélo hay (n+ 1)(n + 2)/2 componentes independientes, los grados de libertad
de la teoria linealizada son

(n—2)(n+1)

5 , (2.17)

resultando en 2 grados de libertad para el caso usual, con n = 3.
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3

Compactificacién de
Gravedad Linealizada

Se propone una teoria de gravedad linealizada sobre un espaciotiempo exten-
dido M?% = M* x N™. Asi, esta teoria describird la dindmica de un objeto
2-tensorial Ayry (M =0,1,2,3;5,6,...,d) sobre un espaciotiempo plano exten-
dido de fondo; este objeto serd invariante ante el grupo de Lorentz SO(1,3+n),
de manera que la teoria en general serd gobernada por el grupo de Poincaré
extendido I50(1,3 4+ n). Sin embargo, a diferencia de las teorfas de Yang-Mills
en dimensiones extra, la teoria linealizada extendida no posee un grupo interno.
Asi pues, el grupo inhomogéneo extendido serd el tinico que dicte la invariancia
para esta teoria a escalas muy por arriba de la escala de compactificacién R~1.

Asi, de forma analoga al caso de Yang-Mills, se deberdn establecer mapeos que
permitan reclasificar a los campos que aparecen en la teoria lineal extendida.
Esto representara un cambio respecto al caso mencionado, pues habra méas ob-
jetos de los cudles hablar. Ademads, las transformaciones de norma de la teoria
contendrédn pardmetros que ya no son escalares, lo cual permitird en este caso
enriquecer las posibilidades al mapearlos. El objetivo, entonces, sera ocultar la
simetria extendida en la usual, de forma tal que a energias del orden de R™1,
cuando la compacidad de la variedad extra es evidente, el grupo I50(1,3), de
Poincaré estandar serd aquel que determine la invariancia de los objetos para
esta teoria. Nuevamente, se vera que el contenido de la fisica es una cuestion de
escalas energéticas.

Finalmente, se hablard de los propagadores que pueden construirse a partir de
esta teorfa y los objetos que emerjan al finalizar el proceso de ocultamiento de
simetria.

23



24 3. COMPACTIFICACION DE GRAVEDAD LINEALIZADA

3.1. Gravedad Linealizada con dimensiones ex-
tra

La lagrangiana de Fierz-Pauli (2.4) se extiende directamente a dimensiones ex-
tra, usando el campo Ay como su elemento fundamental. Este, como se dijo,
serd la perturbacion gravitacional propagandose sobre el espaciotiempo plano
M. Asi, la accién correspondiente serd

S[ﬁMN] :/d4xdna§£ED, (31)

en donde la lagrangiana tiene la forma

1 1 1
Lep =5 (aMﬁ%aLﬁLN—aMﬁMNaNH2aMﬁaMﬁ—2aMﬁRSaMﬁRS>. (3.2)

Aun maés, las transformaciones de norma de la teoria se extienden de aque-
llas discutidas en el capitulo anterior; de esta forma, las transformaciones en
dimensiones extra son

SN (7, 7) = Eun (2, %) = OméN + OnEm (3.3)

en donde los objetos vectoriales &7, covariantes bajo SO(1,3 + n), seran los
pardmetros de norma en este caso.

Como se sabe ya, los grupos SO(1,3) y SO(n) son subgrupos de SO(1,3 + n),
de manera que teniendo en mente que el primer paso para poder ocultar la
simetria extendida en la estandar consiste en mapear el campo Ay n ¥ su traza
f, de los cuales se compone la accién de esta teoria, en objetos invariantes bajo
los subgrupos. Asi, el primer mapeo que se busca es

SO(1,3 +n) — {80(1,3),50(n)} (3.4)

de manera tal que el contenido de la teoria resulta transformado de la siguiente
forma

finev (z, ) — {bp (2, Z), by (x, ), hpp(z,2)} (3.5)
h — h.

Ante este mapeo, la accién de la teoria se ve modificada, esta dependerd de
los objetos: f,, (u = 0,1,2,3), los cuales resultan ser 2-tensores, f,; (i =
5,6,...,d), los cuales resultan ser objetos vectoriales y f;5, escalares; todo esto
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bajo la perspectiva del grupo de Lorentz estandar SO(1, 3). Asi, la accién queda
como

Sy, by bup) = / d*xd"ZLED, (3.7)

en donde la lagrangiana extra-dimensional se escribe como se muestra:

1 1 1
Lop =3 {(@Lﬁ‘j}a)\ﬁw — 00, i+ 50,0 — S0, 0" g
1, 1
5 0u Do — iaﬁﬁaﬂﬁ)
(= QB ONR, + D0 iy + O O3 — O Oy )
1 1
+< ~ 50uhps0" s — OpfipiOshis; + gaﬁﬁﬁ&aﬁﬁﬁc?)

—I—( — Qaufil‘ua;\ﬁxl’ + 26Mﬁ“1785\ﬁ5\,; + 6uﬁ‘j781—,ﬁ + 6ﬁﬁﬁ’jayﬁ — 8%,;;8;&)} . (3.8)

A pesar de esto, la accién (3.7) sigue siendo vélida a escalas energéticas mayores
a R™!, el proceso de compactificacién atin no se ha llevado a cabo. La teoria
ahora es manifiestamente invariante bajo SO(1, 3), sin embargo, los objetos de
los que se compone la lagrangiana (3.8) dependen atin de las coordenadas extra.

Ademas, el primer mapeo también afectara a las transformaciones de norma
(3.3). En el caso de Yang-Mills sélo se mencionaba la separacion de aquellas an-
te el mapeo, sin embargo, en esta teoria conviene escribir explicitamente en qué
expresiones se escindieron las transformaciones. Resulta que habra una expre-
sion para cada objeto que compone la lagrangiana, mas es importante antes de
escribirlas, mencionar que los parametros de norma mencionados en el contexto
de las transformaciones en dimensiones extra, se ven también afectados por el
primer mapeo, a diferencia del caso revisado en el capitulo uno; estos objetos,
&y (z, T), deberdn mapearse como se muestra

§M($7i) — {gu(ﬁc,f),fﬁ(CC,f)}. (39)

en donde, desde la perspectiva de Lorentz estdndar, £, (x, Z) seran considerados
vectores, en tanto que los {;(x, ) clasificardn como escalares. Asi, ante esto, las
expresiones explicitas en las que se separan las transformaciones de norma son:

0hy(2,2) = 0,8, (2, Z) + 0, (2, T) (3.10)
5ﬁup(1',3_3) = 8H§I7(I, f) + 8,;£H(.’L’, ) (311)
5ﬁﬂ,;(.%‘,.f) = 8,15,;(I,i‘) + 8;5,;(@50). (312)

8
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No obstante, como se menciond, todos los objetos que han aparecido hasta ahora,
siguen dependiendo de las coordenadas de la variedad extra, lo cual no es valido
si se quiere construir una teorfa efectiva invariante bajo I.50(1, 3).

De esta forma, se introduce el segundo mapeo, el cual, como se intuye, tiene por
objetivo retirar todo papel dindmico de ™. Asi, se supondra que el esquema
de compactificacion se ha elegido, de manera tal que es posible considerar a un
conjunto completo de funciones ortogonales { f (m)(i)}, respecto al cual, como
en el caso ya estudiado, se expandirdn los objetos que se tienen hasta este
momento.

Asi, debido a que en la teorfa linealizada usual no existen vectores (f,y), ni
escalares (fgy), la funcién escalar debe formar parte de este conjunto. Bajo
estos argumentos, también se propone:

Postulado: Todo objeto con contraparte estandar sera par respecto al cambio
x — —x; aquellos objetos que no tengan contraparte estdndar serdn impares:

by (z, —Z) = +hy (2, T) bz, —) = —hup(z, T)
ﬁﬁ,;(l‘, —J_?) = —ﬁgp(l‘, i‘) (313)

Asi, ante esto, también se concluye la separaciéon del conjunto completo de
funciones en su parte par e impar, para la correcta expansiéon de los objetos de

o ) pm) -y ¢(m) -
la teorfa, ie. {f5 . fp (Z), fo" (%

lo siguiente

)} Asi pues, el segundo mapeo establecerd

(2, 7) = F B (2) + 3 2 (@) B () (3.14)
(m)
Az, 7) = FP RO (@) + Y 8 (@)h) (2) (3.15)

(m)
=" 15 @ni (x) (3.16)
(m)

=55 @)hiE (x) (3.17)
<m>

&ulw,7) = [P 6P (@) + Y 122 (@)™ (@) (3.18)
(m)
&ile,7) = > 8 (@6 (). (3.19)
(m)
Abl 105 grados de libertad de la teoria quedan representados sélo por {hﬂol,), h,ﬁ}),

h(—— } objetos que s6lo dependen de las coordenadas usuales. Por otro lado,

p{m

wv o
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las funciones del conjunto completo ya no etiquetan grados de libertad y se
integraran a nivel accién, empleando la ortogonalidad de las mismas.

Por otro lado, respecto a las ecuaciones (3.18) y (3.19) se debe recalcar que en
la teoria linealizada estandar no existen los parametros de norma escalares, asi
que en la busqueda de recuperar la teoria usual, estos son expandidos usando
sOlo las funciones impares.

Luego, las transformaciones de norma modificadas ante el primer mapeo, (3.10),
(3.11), (3.12), nuevamente cambiardn su forma respecto a la implementacién de
este segundo mapeo. Asi, usando la ortogonalidad del conjunto completo, es
posible llegar a:

5h® (2) = 0,68 (@) + 0,62 () (3.20)
M%%wzas@%>+@£@m> (3.21)

@) = 0,62 @) - ([ raf 0o @)eP @ G2
Sh (x) = 0. (3.23)

Asi pues, ante la aparicién de {{,(,Q), ,(Lm),fl(im)} en las transformaciones ante-

riores, si se identifican a los @(LQ) como los pardmetros de norma de la teoria
usual, entonces claramente se puede reconocer que los campos de norma para
gravedad linealizada estdndar seran los h . Ademas, es crucial resaltar que los
h(@ emergerdn de tomar la traza respecto a los primeros, su transformacién se
sigue directamente de (3.20), como dos veces una 4-divergencia. Asi, si en las

transformaciones anteriores se exige que £, = 0, emergen las SGT’s

para esta teoria

Suhii (x) = 0,65 (2) + 0,6 () (3.24)

S A () =0 (3.25)

5, (x) = 0 (3.26)

5 h () =0 (3.27)

en donde se confirma lo antes dicho respecto a los campos de norma. A su vez,
es evidente que el resto de objetos, hfﬁ}), hf:’,f ), hf{g ), las excitaciones de Kaluza-

Klein de los campos de norma, son invariantes, de manera que podran recibir
término de masa cuando se analice la lagrangiana.

Por otro lado, las transformaciones que caracterizan los parametros

son importantes. Al exigir E,; = 0 en esta ocasién es posible obtener las NSGT’S,
esto es
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Snsh' (z) = 0 (3.28)

Snshift (2) = 0,68 (@) + 0,6 (x) (3.20)

i) = 0,6 @)+ ([ e 00 ) )@ (330)
Snsh2 (z) = 0. (3.31)

A partir de esto, se puede ver que (3.29) tiene la misma forma que (3.24), pero

(m)

.7 m s . . . .
la transformacién es para h,” y los pardmetros implicados son las excitaciones

vectoriales de Kaluza-Klein de los pardmetros de norma estandar g;ﬁml por lo

que se puede concluir que a pesar de que bajo la perspectiva estandar hf%)

reciben termino de masa, son campos de norma. A su vez, la ecuacién (3.30)
tiene un significado interesante: si sélo se toma en cuenta el primer término de la

. . . m
derecha, es claro que las excitaciones escalares de Kaluza-Klein & }(ff) hacen que
la transformacién se vea como la de un campo de norma en la teoria abeliana
. . m o1 .
del grupo U(1), por lo que los objetos vectoriales hl(;), a pesar de recibir masa,
también son de norma, sin embargo, serd necesario un anélisis al respecto, pues

hay pseudo-bosones de Goldstone implicados, lo cual se realiza més adelante.
(m)

Finalmente, la ecuacién (3.31) indica que respecto a ambas perspectivas los hpp

se comportan adecuadamente como objetos escalares fisicos.

3.2. El espectro de masas

Tal y como ocurre en el caso de Yang-Mills, es necesario hablar del mecanismo
que da masa a los campos mencionados en la seccién anterior. Asi, se observa
de nuevo la aparicién de las derivadas de las funciones del conjunto completo,
(3.30), de forma tal que serd ttil el invariante de Casimir P? para generar
el espectro de masas de esta teoria. Como se sabe, las funciones del conjunto
completo cumplen la ecuacién

Vf(z) = —p*f(2),

y debido a que la variedad extra ya ha sido compactificada, el espectro de esta
serd discreto. Las soluciones nuevamente son senos y cosenos n-dimensionales,
las cuales cumplen las condiciones de frontera antes mencionadas para cada
cual: de Dirichlet y Neumann. Ademsds, estas cumplirdn la siguiente regla de
derivacién

Ouf oo (@) =TI f55(2). (3.32)

i
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La variedad compactificada serd la misma que la propuesta en el caso de Yang-
Mills: el producto de n copias del orbifold S*/Z,.

Entonces, la masa estara definida como

m?, = i (3.33)

Con esto en mente, es posible reescribir la expresién (3.30) empleando la infor-
macién que esclarece el espectro de masas de la teoria. Esto es

Snsh\® () = 8,6 () — pI ™ (). (3.34)

Por otro lado, ante la implementacién de los dos mapeos que hacen posible
obtener una teorfa efectiva bajo I.50(1, 3), es necesario hacer hincapié en que las
coordenadas T ya no etiquetan grados de libertad, por lo que, como se menciond,
se deberan integrar las dependencias a nivel acciéon. De esta manera se obtiene

S b2 n2 n2) = [ bt (3:35)

en donde aparece la lagrangiana efectiva de la teoria, la cual se escribe como se
muestra:

Leff = EFP + EMass + EVec + ACScal + LMezcla~ (336)

En primer lugar, el término Lpp refiere a la parte de la lagrangiana efectiva
(3.36) que corresponde con la teoria usual de gravedad linealizada, la lagrangiana
de Fierz-Pauli:

1 1 1
Lpp = 3 (8“]153,)8,\11(0)’\”—8Mh(0)’“’6yh(0)+28Mh(0)8“h(0)—28Mh(0)”"8"h;%)>.

(3.37)

Posteriormente, el segundo término de la ecuacién (3.36), es decir Lyfass CO-
rresponde a las excitaciones tensoriales de los campos de norma de la teoria
estandar. Explicitamente

1 (m) m)Av m)uv m 1 m m
Lofass = 3 ; (3“h;w ONRIN g g pm) 5a#h(f)auh(f)

L. oo apy (m) 1 op(m) 1 m
_iauh(*l)p o h(pF) + §m?m)h(m)” h(p;) _ §m%m)h(—l)h(m)) (3.38)

el cual corresponderia a la lagrangiana de un campo masivo de espin 2, i.e.
gravedad masiva. Esto es interesante, pues resulta entonces que las excitaciones
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de Kaluza-Klein de los h,ﬁ%) , de la teoria estdndar, conforman la versién masiva
de gravedad linealizada.

Adn maés, por otro lado, la parte Lye. de la lagrangiana (3.36) corresponde a
términos que tienen que ver con los objetos vectoriales de la teoria. Estos son

1 17 (m) (m) (m) (m) (m), (m); (m),; (m)v
Lvee = 5 2 (= 0" W0 + 0,050 + pP p P R
(m)
2 (m)p; (m)
—m? ) W R ) (3.39)

Resulta que, hasta un término de superficie a nivel accién, los primeros dos
términos de la expresion anterior, i.e. términos cinéticos, pueden escribirse como

(0,1 — 8,ht=) (9P n'®” — 9RO, (3.40)

DN =

de donde ya se reconoce el término cinético de un campo de Proca.

El tercer y cuarto término de (3.39) también sufren importantes abreviaciones.
En primer lugar, estos se pueden escribir como

(m) gy (m) ¢ (m)v
—hg SRS (3.41)
siendo sz_%) la matriz de masas
(m) 2 _ (m), (m)
MS = miwax — P Py (3.42)

exactamente la misma matriz de masas que aparece en el contexto de los campos
escalares de la teoria de Yang-Mills. Esta, como se sabe, se puede diagonalizar
por medio de las matrices ortogonales %) de manera tal que

(m) _ gp(m)gp(m) q(m)
E)ZTI[“j _mm,zmﬁ,ﬁ,mw. (3.43)

Asi, ante la diagonalizacion es posible hallar n — 1 campos vectoriales masi-
vos, con masa igual a m(,,). Ademds, se halla un objeto vectorial sin masa, un
pseudo-boson de Goldstone vectorial, el cual, ante la implementacién de la nor-
ma unitaria, serd absorbido por el campo de norma h,&%), en pos de que este
iltimo obtenga masa a través de este mecanismo.

La matriz ortogonal R | ademsds, tiene la siguiente propiedad sobre los objetos
vectoriales

i = ARG = AU RO R, (3.44)

vp v'u nu
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en donde los hl(%) resultan ser los campos vectoriales masivos, en tanto que hi%)

es el pseudo-bosén de Goldstone vectorial.

Es importante no olvidar la siguiente relacién, 1til en el contexto de la norma
unitaria:

(m)
(m) _ Py
Re = —. (3.45)
M (m)

’ .z . m .
Asi, empleando la transformacién del campo vectorial hf;;) ante las matrices
ortogonales, en conjuncién con los términos cinéticos de Proca hallados en la
ecuacion (3.40), es posible reescribir el término Lye. de la lagrangiana efectiva
como

Ly =-3" [— L (0,02 — 0,0E) (Y — 0 h) 4 Lt

(m)

—i (0,8 — 0,hE) (" n' G — o h'P™) |, (3.46)

en donde los primeros dos términos son semejantes a aquellos que aparecerian
i a1 (0 . .

para el bosén débil Z ,(;) , en tanto que el ultimo se asemeja a aquel para el campo

electromagnético.

Ahora bien, continuando con los términos que conforman a la lagrangiana efec-
tiva (3.36), se analiza a continuacién a Lsca, el cual contiene los términos co-
rrespondientes a los objetos escalares que surgieron a partir del ocultamiento de
la simetria. De manera explicita

1 Lo m)au,(m)  (m), (m), (m)
Lsca = 52 (_§8uhp& a“hﬁé —Pp Py h’/]z? h
(m)

m), 1 o (m);(m)

Como se puede ver, en la expresién anterior se halla el término cinético para
estos objetos, ademés de un par de términos que tienen que ver con la masa
de estos. Sin embargo, el espectro de masas de estos escalares es complicado
de hallar, por lo que en el Apéndice A se puede hallar la discusién completa al
respecto. Después del andlisis, de los n(n + 1)/2 objetos escalares que contiene
la teoria, se halla que n — 1 no tendran masa, por lo que son identificados como
pseudo-bosones de Goldstone escalares, los cuales también seran absorbidos,

esta vez por los campos vectoriales masivos fiv
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Los escalares que aparecen son renombrados siguiendo la notacién de Veltman
[16]. Asi, se define

Yy =pm i=1,...n (3.48)
nn+1)

w%ﬂ):h(ﬂ) pAo, t=n+1ln+2,..., B

= N5z s

(3.49)

Por otro lado, la matriz de masas asociada a este tipo de objetos puede ser
diagonalizada mediante el uso de ciertas matrices QU™ las cuales transforman
a los escalares como se muestra

™ = 9P e = afu + e, (3.50)

siendo wém) los pseudo-bosones de Goldstone escalares mencionados anterior-

mente, en tanto que ’L/Jf—LM) son los objetos escalares fisicos de la teoria.

Luego, a partir de lo anterior, es posible reescribir el término Lgca como

_ 1 (m) . (m) 2 (m)  (m) (m) . (m)
Csca——4(z;(au1/}n iy _zﬁ:m(m)ﬁwﬁ VY +Oube Mg ) (3.51)

Finalmente, en cuanto al término Lyjesca de la ecuacién (3.36), contiene sélo
un término que, claramente, mezcla dos tipos de objetos de la teoria, es decir

Latenca = — 3 p& B, plmi, (3.52)
(m)

3.3. Norma Unitaria

A partir de las transformaciones de norma no-estandar obtenidas para vecto-
res (3.34) es posible introducir valores para los pardmetros f;gm) y fém), pues
se pretende que los grados de libertad que representan los pseudo-bosones de

Goldstone hallados, hft%) y ¢é;M)7 aparezcan como parte de la polarizacién lon-
(m)

. . . . . . m
gitudinal de las excitaciones que reciben masa a esta escala, i.e. hl(m) N

respectivamente.

De esta manera, se propone que

(m) wG
gm) _ TG (3.53)
T m
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asi que, aplicando en las transformaciones (3.29) y (3.34), es posible escribir

(m)

him = plm QL“h”G) (3.54)
M(m)

e = ni) 4 9,6 (3.55)

HE =0 (3.56)

en donde se ha definido E(ﬁm) = 9%5%) 13 ém).
A su vez, a partir de la implementaciéon de esta norma, se tiene que los campos

vectoriales se transforman como h(;lnj) = E)%(D%,)hé%) = 9%(;%) h%%).

Por otro lado, respecto a los parametros escalares modificados gﬁm), se hace

(m)
EELM) _ e

(3.57)
M(m)n
de manera tal que, a partir de (3.55) y (3.31) se obtiene

) _ (), DuthE”
bt = hg + 26— (3.58)

M(m)7a
™ = (3.59)
"m0, (3.60)

Asi pues, (3.53) y (3.57) definen la norma unitaria, y los pseudo-bosones de

(m) _

Goldstone han sido retirados de la teoria. En esta norma, sucede que ;

Py = QEy.

!

3.4. Propagador de las excitaciones de Kaluza-
Klein

Resulta interesante, como se menciond, que de una teoria de gravedad linea-
lizada pura (sin términos de masa) en dimensiones extra, se pueda derivar la
lagrangiana de gravedad masiva, Lyass- En esta seccién se concluye el analisis
iniciado para esta teoria con la escritura del propagador correspondiente para

el campo hﬁ%) [16, 19, 20].
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En primer lugar, el diagrama de Feynman relevante en este caso [16] es

AVAVAVAVAVAV VAV AL

Figura 3.1: Proceso relevante

Luego, el propagador de la particula correspondiente al campo h,(%) sera

~if (p)
m . (3.61)

De esta forma, el propagador se construye a partir de Lyfass

1 m m)Av m)uv m 1 m m
Lniass = 5 ) (8“h£u)8kh<” = 09, h) 4 29, ) g )
(m)
1

1 m)po m) 1 m)po 1, (m m m
SO G - Sl WO — S hOVRED).(3.62)

m

Asi, resulta que la expresién anterior puede reescribirse como
1 1 (m) v po (m)
EMaSS = § Z §huu C hpo (363)
(m)

con el objeto

C‘“;,a = (77(2;772) _ nuunpg) (D + m%m)) _ 28(”8(,)77”;)
a0+ 00y, (3.64)

)

debido a que el campo h,&% es simétrico.

Luego, pasando al espacio de momentos, se busca resolver

i
C1%(p) Dappo (p) = 5 (0%,0% +6%,0"). (3.65)
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Finalmente, se obtiene la siguiente expresiéon para el propagador correspondiente

vpo —i 1 vo o,V 2 v, po
D””(P)=pg_m%){2(n””n +77“77p—§77” 77”)
1 VP I Vo B0
_|:7]#U£LQp _'_nVPZLQp +77#PTP;LQp +nva‘512p
(m) (m) (m) (m)
2 PO oV
S o)
(m) (m)
2 ptp”pPp?
—— . 3.66
+3 m‘(lm) ( )
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Conclusiones

En este trabajo se revis6 una versién de gravedad linealizada en dimensiones
extra, llevando el procedimiento exitosamente usado para teorfas de Yang-Mills.

En el primer capitulo de esta tesis fue presentada una revisién de la teoria de
Yang-Mills pura con n dimensiones extra a detalle, puesto que como ya se ha
mencionado, este fue el marco en donde se desarroll el trabajo original.

Posteriormente, el segundo capitulo discutié brevemente la construccién de la
lagrangiana de Fierz-Pauli, asi como de las transformaciones de norma que dejan
invariante a la misma, las cuales fueron cruciales al momento de clasificar objetos
en el capitulo tres de este trabajo.

Asi, con base en lo anterior, se planted partir de una lagrangiana idéntica a la
de Fierz-Pauli, pero que describe una perturbacién 2-tensorial en un espacio de
fondo M% = M* x N™. Asi, se obtuvieron, después de realizar el ocultamiento
de la simetria ISO(1,3 4+ n) en ISO(1,3) y de especificar el esquema de com-
pactificacién de la variedad N, diferentes sectores para la lagrangiana efectiva,
los cuales fueron analizados a fondo. Ademés, a diferencia del caso de Yang-
Mills, los parametros de norma de la teoria resultaron ser objetos vectoriales y
escalares, lo cual enriqueci6 la clasificacion de objetos en vistas de los sectores
antes mencionados. El contenido se discute a continuacién

= En el sector estandar, o bien de Fierz-Pauli de la teoria

1 1
Lpp = 3 (8"h,(2,)8kh(0))"’ — 0,h O, B 4 §8uh(9)6“h@
1 (0)po u3,(0)
~50uh @0 n ),

se logré dar con la lagrangiana de Fierz-Pauli, luego de identificar los
campos de norma estandar, hf%) . Esto es crucial, pues a energias del orden

de R~! se debia obtener la teoria usual de gravedad linealizada.

37



38

3. COMPACTIFICACION DE GRAVEDAD LINEALIZADA

» El sector de excitaciones tensoriales de Kaluza-Klein de la teoria:

1 (m) m)Av m)uv m 1 m m
Latass = 35 (Z) ((9’%,“, NN — g, pmv g, plm) 4 5a,LhUe—MU

1 o (m) 1 om) 1
_§auh(m)p 9 h ) +§m%m)h(m)p hm _ §m?m)h(m)h(m))

contiene términos cinéticos y masivos de las excitaciones de Kaluza-Klein
tensoriales hf%), de forma tal que se obtiene la lagrangiana de gravedad
masiva, la cual describe la dindamica de una particula de espin 2 propa-
gandose en el espaciotiempo de Minkowski. El propagador para esta fue
obtenido a partir de su lagrangiana correspondiente.

= En cuanto al sector vectorial, se tiene que

Lyee = — Z {_ i(aﬂhl(/%) _ auh,(%)) (G“h(ﬁm)” _ 8"h(ﬁm)“)
(m)

(m)

1 yo 1 v
o R (0,5 0, (0n B~ 0n )

este contiene términos para las excitaciones vectoriales hf%). El estudio de
esta seccién finalizé en que n — 1 objetos vectoriales son campos de norma
masivos, ademas de la obtencién de uno sin masa, identificado como el
pseudo-bosén de Goldstone, el cual fue retirado de la teoria mediante la
implementacion de la norma unitaria, de manera tal que quedé como parte

. .z . . m .
de la polarizacién longitudinal de h,(ﬁ), el cual recibe masa a esta escala,
como ya se vio.

= Un sector escalar fue hallado, su contenido final esta dado por

1 m m m m m m
LSea = -1 (Z‘; (a;ﬂ/’;f)ﬁ'uﬂ}fff) _ Z m%m)ﬁl[}y(a*)@[}v(’r) + 8H¢é—)8ﬂwéf))

n

fue encontrado; en este se hall6 el término cinético para los objetos h;%)

Después de implementar una nueva notacién conveniente, fue posible con-
cluir que n — 1 objetos escalares no reciben masa a la escala de compac-

tificacién, por lo que se les identificé como pseudo-bosones de Goldstone,
(m)

absorbidos por los objetos vectoriales masivos h,," después de la eleccién

conveniente de una norma unitaria.
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= Finalmente, se halld s6lo una mezcla de objetos en la teoria, esta es

EMezcla = Zpg’\m) h;%)auh(m)#u
(m)
se obtiene un término de interaccion entré los objetos vectoriales y h,&%),
la cual puede eliminarse eligiendo la norma estandar adecuada, de forma
tal que 8ﬂh(ﬂ)’“’ =0.

Asi pues, al final es posible obtener la versién masiva de gravedad linealizada
a partir de considerar el caso sin masa en n dimensiones extra. La capacidad
del mecanismo de Kaluza-Klein se demuestra nuevamente, pues a partir de su
implementacion en diferentes tipos de teoria es posible obtener resultados con
repercusiones previamente insospechadas.
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Apéndice A
Espectro de masas escalar

El espectro de masas del sector escalar de la teoria de gravedad linealizada en
dimensiones extra es complicado de abordar desde la perspectiva general. El
estudio de casos particulares es crucial para poder establecer una conclusién
general al respecto.

Un andlisis del sector escalar para el caso que inicamente agrega una dimensiéon
extra es sumamente trivial, sin embargo, es un caso especial, como se describe.
Sélo habra un campo vectorial en la teoria, hf%), el cual no recibe masa a la
escala de compactificacién, pues es el pesudo-bosén de Goldstone absorbido por
las excitaciones de Kaluza-Klein hib%), por lo que el escalar que emerge sera un
escalar fisico sin masa, puesto que no puede ser retirado de la teoria.

A continuacion se hard un analisis del sector escalar para dos dimensiones extra.
Sera de utilidad observar la representacién matricial del campo Ay n para este
caso. Esta es

foo ko1 Ao Ros  Fgs  Fgg
o hi1 m2 Rz hy A
hoo o1 koo ho3 5 fog

g Al
h3o0 h31 k32 A3z hzz  figg (A1)
hso hs1 hso hsy hzs fisg
ﬁéo ﬁﬁl ﬁéz ﬁés ﬁéé 66

en ella se han resaltado las componentes del tensor que corresponden a la adicién
de mas dimensiones extra: para una dimensiéon extra, se marcan en azul las
componentes. Se nota que solo habra un vector, de Goldstone, y un escalar sin
masa.
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A.1. Nulidad de las matrices de masa

En el caso de dos dimensiones extra, como se nota en (A.1l), se tienen dos
campos vectoriales, los cuales son h/(%) y hi%). Uno de estos es el pseudo-bosén

de Goldstone, en tanto que el otro recibe masa a la escala de compactificacion.

A su vez, es posiblo observar que habra tres objetos escalares 1/)§ﬂ 55 1

() plm) y plm) _ plm

Una vez que se han tratado los términos de masa provenientes de la ecuacion
(3.47), es posible escribirlos como

(m)

1 m m m lm

5( if)’ é ) ( ))m éf) (A.2)
3

siendo DJT(SL?) la matriz de masas escalar, la cual tiene la forma

M2, — gm)pg@ 0 —9p (m) (m)
m 5 5
ol _ 0 2 _gylm) (m) o ( ) (m) (A.3)
Se Mm) — “Pg P s : :
—2pém)péﬂ) —2pém)pém) 0

Sin embargo, su diagonalizacion no es simple. Esta se lleva a cabo con las ma-
trices antes mencionadas Q™). Sin embargo, es importante notar que ante la
diagonalizacion, de los tres eigenvalores obtenidos, uno es cero.

Lo anterior es facil de observar si uno piensa en la nulidad de la matriz (A.3);

es claro que si se analiza el sistema de ecuaciones Sﬁ(m) |¢) = ]0) se obtendrd
que la dimensién del espacio nulo generado por esta matriz es igual a uno. Lo
anterior es evidente si se entiende que la nulidad de una matriz es exactamente
igual al nimero de eigenvalores cero que esta tiene.

A su vez, al observar los términos masivos para los objetos escalares en (3.47), es
posible dilucidar que para el caso de tres dimensiones extra, el niimero de ceros

1 i 1 11 i 1 | (m) _
en 0Ss prlmeros tres reng ones, aque 0s concernientes a los escalares ’(/Jl =

r5 , me = h66 , ¢3 S;l), es decir, del tipo w§ﬂ) = hﬁ%), es igual a 3,

mientras que en los otros tres renglones, concernientes a los escalares del tipo

m m — — ’ .
¢( ) h(p(,), con p # &, contendran 1 cero cada uno. La nulidad en este caso es
igual a 2, por lo que habra 2 eigenvalores iguales a cero en la matriz de masas

diagonalizada.

Para el caso de cuatro dimensiones extra, el analisis pertinente permite observar

1 1 ivos a los 4 escalares ™ = A% conti i
que para los renglones respectivos a los 4 escalares ¢;— = h;;  contienen seis
entradas iguales a cero, en tanto que los renglones concernientes a los otros 6
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m m - - 7 .
escalares wéf) = hgg), con p # o, contendran tres componentes iguales a cero.

La nulidad en este caso es igual a 3, habra tres eigenvalores iguales a cero.

Asi pues, en el caso de n dimensiones extra en general, el nimero de ceros en
. . . m
las filas de la matriz de masas concernientes a los n escalares del tipo 1/}%*) =

hg%) es igual a n(n — 1)/2, en tanto que el nimero de ceros en los renglones
correspondientes a los n(n — 1)/2 escalares del tipo wém) = h%%), con p# 4, es
igual a (n — 1)(n — 2)/2, para n > 2 (en el caso n = 2 ya se vio que el niimero
de ceros para estos renglones es igual a uno). De esta forma, la nulidad de la

matriz n-dimensional es igual a

nn-1) @-Hn-2) _ (A.4)
2 2 .

de donde se sigue que el nimero de eigenvalores iguales a cero de esta matriz serd
igual a la nulidad, i.e. n — 1. Esto permite dilucidar que el nimero de escalares
sin masa y que resultan ser pseudo-bosones de Goldstone escalares es igual a
n — 1 paran > 2.
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