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Introduccion

El objetivo principal de esta tesis se enfoca en el estudio de los grupos nilpotentes finitos y su
anillo de Burnside, el cual es un invariante del grupo. Se pretende utilizar un resultado conocido,
el Teorema 5.2, que caracteriza a un grupo nilpotente finito como el producto de sus subgrupos de
Sylow. Para tal proposito se continta el trabajo previo realizado en [1] proporcionando ejemplos
adicionales y profundizando en el tema.

En el primer capitulo se presenta el teorema de Cayley, daremos un repaso a los principales
conceptos en la teoria de los G-conjuntos introduciendo el concepto de acciéon de grupos en con-
juntos, donde un grupo actiia sobre un conjunto a través de una operacién que cumple ciertas
propiedades. Se establece el marco tedrico para comprender estas acciones y se presentan ejemplos
ilustrativos de ellas, tambien introduciremos conceptos como 6rbitas y estabilizadores.

Para el segundo capitulo nos enfocaremos en los teoremas de Sylow, explorando resultados
importantes como el Teorema de Cauchy y la ecuacién de clase por mencionar algunos. Especifi-
camente, el Teorema 2.11 desempena un papel crucial en este trabajo, ya que permite caracterizar
cuédndo un grupo es el producto directo de sus subgrupos de Sylow.

En el tercer capitulo, se introducen la serie central inferior, la serie central superior y los grupos
nilpotentes de clase ¢, con el proposito de demostrar que un grupo finito es nilpotente si y sélo si
es el producto directo de sus subgrupos de Sylow (ver el Teorema 3.21).

El cuarto capitulo ofrece una revision de los conceptos principales en la teoria de los anillos de
Burnside, cubriendo la nocién de marca y el anillo fantasma.

Finalmente, en el capitulo 5, se aplican los conceptos teoricos establecidos previamente y se
explora cémo se pueden visualizar los anillos de Burnside utilizando las tablas de marcas, lo que
proporciona una comprensién més intuitiva de estas estructuras algebraicas.






Capitulo 1

Acciones de grupos en conjuntos

En el contexto de este trabajo, la notaciéon H < G denotaré que H es un subgrupo de G.

Teorema 1.1 (Cayley). Sea G un grupo. Entonces, existe H < Sg tal que H = G.
En particular si |G| = n, entonces, G = H < S,,.

Demostracion. Recordemos que el grupo simétrico esta definido como:
S¢ ={a: G = G| « es funcion biyectiva}
Sea a € G arbitrario pero fijo, definamos:
To :G— G
g—ag
Veamos que 7, € Sg. Sean a,b € G entonces:
7o 0 Ta(g) = T(ag)
= b(ag)
= (ba)g
= Tha(9)
Por lo tanto 7, 0 7, = Tpe. De aqui que 740741 =7, = 1g = T, = 7,1 0 T4, en donde:
l¢ :G— G
g—g
es decir 7, € S¢. Lo anterior nos permite definir:
©® :G — Sg
ar T,

En efecto ¢ es un homomorfismo inyectivo de grupos:

Como p(ab) = 74 = 74 0 7 = @(a)p(b) para todo a,b € G, tenemos que p(ab) = ¢(a)p(b).

Por lo anterior ¢ es un homomorfismo de grupos. Ahora, consideremos ai,as € G tales que 7,, =
Tay, €NtONCES 19 = a2g, para toda g € G, en particular a;e = aqe, por lo tanto a; = ag, es decir,
 es inyectiva. Asi, por el primer Teorema de isomorfismos de grupos, para:

(o) G — Sg
a— T,
tenemos que G = % = Kef(w) = Im(p) < Sqg



Acciones de grupos en conjuntos

Teorema 1.2. Sea G un grupo y H < G con [G : H| = n, entonces existe un homomorfismo
v:G— Sy tal que Ker(p) < H .

Demostracion. Observemos que S, y Sc¢ tienen n! elementos cada uno por lo que S, & S¢ ,
H

donde: "
G
7 = l9Hlg € G}.
Sea a € G arbitrario pero fijo, definamos:
SN
“H H
gH — (ag)H

Veamos que 7, es una biyeccion. Sea a,b € GG, entonces:
Tp 0 7o (gH) = b(ag)H = (ba)gH = Tpa(gH)

para cada gH € %, por lo tanto:

Th © Ta = Tba

y de manera analoga al teorema anterior, obtenemos que 7, es una biyeccién para cada a en G. De
lo anterior, el siguiente es un homomorfismo de grupos:

@:G%S%
ar— T,

Probemos que kerp C H. Sea a € Keryp, entonces 7, = 1%, por lo que 7,(gH) = gH para todo
gH € %, en particular:

aeH =eH < aH = H
S a€H.

Asi kerp < H.

Definicion 1.3. Sea G un grupo y X un conjunto.
Decimos que G actia en X si existe una funcion:

+:GxX =X

tal que:
1. exx ==z, para todo x € X y e € G el elemento identidad.
2. (q192) *x = g1 * (g2 * ), para todo x € X y para todo g1,92 € G.

Ejemplo. Sea a € G arbitrario pero fijo y X un G-conjunto, veamos que G actia en G con accion

axg=agyen % con accion a(gH) = (ag)H.

Definamos:

To: X > X

T a*xT
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En efecto 7, € Sx, sea x € X:
Tp 0 Ta(z) = Tp(a * x)
=bx(ax*x)
= (ba) xx
= Tba(x).
De este modo tenemos que:
Tb © Ta = Tba,

de donde:

Ta © Tg—1 = Te.

Ademds 1.(x) = exx = x = 1x(x), por lo que 7. = 1x. De aqui que:
(Ta)_l = Tg—1.
Por lo tanto 7, es biyeccion, es decir 7, € Sx. Lo cual nos permite definir:

@ZG—>SX

a7,

El cual es un homomorfismo de grupos. Por otro lado, supongamos que existe ¢ : G — Sx un
homomorfismo de grupos, veamos que G actia en X con la siguiente accion:

x:GxX =X
(a,z) = axx = (p(a))(x) (x evaluado en p(a))

tenemos que p(e) = 1x, por lo que para cada r € X :
exx = (p(e))(x)
= 1x ()

=xT.

Sean a,b € G, entonces:

Por el Teorema 1.1 tenemos que G actia en G con accion a * g = ag.

Por el Teorema 1.2 tenemos que G actia en & con accion a(gH) = (ag)H.

Ejemplo. Sea G un grupo. G actia en G por conjugacion, es decir, si a,g € G, definimos:

ax*xg= ang1

1. exg=ecge t=g.

2.
(ab) * g = abg(ab) ™!
=a(bgb Ha™t
=ax*(bxg).
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Definicion 1.4. Sea G un grupo y (X, ) un G-conjunto. Sea xo € X, definimos y denotamos el
estabilizador como:
Staba(zo) = {g € G| g - zo = w0}

Proposicion 1.5. Sea G un grupo y (X, ) un G-conjunto. Entonces, para xqg € X se tiene que
Staba(xo) < G.

Demostracion. 1. e-xg = x0, por lo que e € Stabg(xo).
2. Sean a,b € Stabg(xo),
(ab) -zo =a- (b- )

a-(zo)

= Xo-

Entonces ab € Stabg/(zo).

3. Si a € Stabg(wg), tenemos que a=! - (a-x9) = a~! -z, entonces (a~1a) - xg = a~! -z, es
decir g = a1 - xg, por lo tanto a=! € Stabg(xo)

Por lo tanto Stabg(zo) < G. [ |

Definicion 1.6. Sean X y Y dos G-conjuntos con acciones x, -, respectivamente. Una funcion
p: X =Y

es un homomorfismo de G-conjuntos si p(a* ) = a- @(x) para cada a € G y para cada x € X.
Un isomorfismo de G-conjuntos es un homomorfismo de G-conjuntos biyectivo. En lo sucesivo
utilizaremos esta notacion X 2Y y diremos que X e Y son isomorfos como G— conjuntos.

Proposicion 1.7. Sea G un grupo y (X,-) un G—conjunto. La siguiente es una relacion de equi-
valencia en X :

Sean x,y € X, x ~y, siy solo si, existe g € G tal que g-x =y.

Demostracion. 1. e-x =2z, por lo que x ~ x.

1

2. Siz ~ y , entonces existe g € G tal que g-x =y, por lo que z =g~ -y, de aqui que y ~ =x.

3. Si ademas y ~ z, entonces existe h € G tal que h -y = z, de este modo:
(hg) -z ="h-(g-z)

Por lo anterior z ~ z.
Asi ~ es una relacion de equivalencia en X. |

Definicion 1.8. Sea X un G-conjunto y x € X. Definimos y denotamos la érbita de x en G como:
Og(z)={ye X|y=g-x, con g € G}.

Corolario 1.9. Las orbitas de un G-conjunto son ajenas y X = U O(z;) para algin conjunto de
icl
indices I.

Proposicion 1.10. Sea X un G-conjunto y xg € X. Entonces se cumple que como G-conjuntos:

G

Ocl20) = g0 o)
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Demostracion. Si (X,*) es un G-conjunto, observemos que Og(xg) C X de donde Og(xp) es un
G-conjunto con la accién restringida a la orbita. Llamemos H = Stabg(xy), entonces G actia en

% con accion a - (9H) = agH, donde a € Gy gH € % Definamos:
G
v : Og(xg) — T
g*xxo— gH.

Veamos que ¢ es un homomorfismo biyectivo de G—conjuntos. Tenemos que para cada g1, gs € G:
e(g1 % x0) = @(g2 * wo) g1 H = g2 H
st € H
(93 91) * mo = 20

&g1 *Tp = g2 * To-

De lo anterior ¢ es inyectiva y esta bien definida. Notemos que para cada gH € % se tiene que
©(g *xg) = gH, por lo que ¢ es sobreyectiva Por tltimo, sea a € Gy g x 29 € Og(xp)

plax*(gxz0)) = ¢((ag) * o)
=agH

=a-(9H)
=a- (p(g *x0)).
De aqui que ¢ es un homomorfismo biyectivo de G-conjuntos y por lo tanto:

G

Corolario 1.11. Sea X un G-conjunto y xog € X entonces:
|Oc(z0)| = [G : Stabg(xo)].

Definicion 1.12. Sea G un grupo, a € G y H < G. Definimos y denotamos:

1. El subgrupo centralizador de a en G:
Cg(a) = {g € Glga = ag}.
2. El subgrupo normalizador de H en G:

Ne(H) ={g € G|gH = Hg}.

Ejemplos. Calculemos las drbitas y los estabilizadores bajo distintas acciones de grupos en los
stguientes ejemplos:

1. Recordemos que G actia en %

G G
-.Gxﬁaﬁ

(a,gH)— a-gH = agH.
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Sea gH € %, observemos que:

gH =g-eH € Og(eH),

ademas, notemos que cada elemento en Og(eH) es una clase lateral de H en G, lo que
implica que Og(eH) C %, por lo que % = O¢(eH). Por otro lado, tenemos que:

Stabg(gH) = {a € GlagH = gH}
={a € Glg tagH = H}
={a€GlacgHg '} CgHg .
Sea ghg™! € gHg™', entonces:

(ghg™")gH = (ghg'9)H

= (gnH
=gH.
Asi & = Og(eH) y Stab(gH) = gHg™'.
2. G actia en G con accion:
GxG—=G

(a,9) ~a-g=ag
Notemos que g =g - e € Og(e), por lo que:
G= O(;(e).

Sea g € G entonces:
Staba(g) = {a € Glag = g} = {e}.
8. G actia en G por conjugacion:
G xG—G
(a,9) = a-g=aga™’

donde

Oc(9) ={y € Gly=a-g, para algin a € G}
={y € G|y = aga™!, para algin a € G}.

Oc(g) es la clase de conjugacion de g en G. Por otro lado, tenemos que:

Stabg(g) = {a € Gla- g =g}
={a € Glaga™" =g}
= {a € G|ag = ga}

=Cal(9).

4. Sea X = {H C G| H es subgrupo de G}. G actia en X por conjugacion:

D GEXX - X
(a,H) > a-H=aHa™!
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Tenemos que:
O¢(H)={K C X|K =a- H para algtn a € G}
={K C X|K = aHa ! para algtn a € G}.
De aqui que Og(H)es la clase de conjugacion de H. Por otro lado, tenemos que:
Stabg(H) ={a € G|la-H =H}
={a € GlaHa™ ' = H}
={a € G|aH = Ha}
= Ng(H).

N
Teorema 1.13. Sea X un G-conjunto finito, con G un grupo finito. Si X = U Oc(x;) entonces:
i=1

1 )
N == |fiz(g)l,
Gl %%
en donde fix(g) = {zx € X|gz = z}.
Demostracion. Sea A= {(g,2) € Gx X|g-z = x}. Para cada g € G arbitrario pero fijo definamos:
Ay ={(9,2) € G x X|z € fix(g)}.

Observemos que |A4| = |fiz(g)|, ademas A = U Ay, donde esta union es disjunta, es decir, los
geG
conjuntos Ay son disjuntos dos a dos. Por lo que |A| = Z\f@x(g)\ Ahora, para cada x € X
geG

arbitrario pero fijo definamos A, = {(g9,2) € G x X|g € Stabg(x)}. Tenemos que A = U Az,
reX
ademés | A, | = |Stabg(z)|, por lo que:

Al =) A

zeX

= Z |Stabea(x)]

zeX

N
=3 Y [Stabe(a)]

=1 2€0¢g(x;)

= Z Z \Stab(;(xl)\ (1'1)

i=1 2€0¢(x;)

Veamos que (1.1) se cumple. Sea © € Og(x;), entonces existe g € G tal que z = g - x;, de este
modo Stabg(x) = Stabg (g - ;), notemos que:

a € Stabg(gzo) < a(gro) = gxo
& (ag)zo = gzo
& g tagzo = xo
& g tag € Stabg(xo)
& a € g(Stabg(zo))g™ !,
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por lo que Stabg(gzo) = g(Stabg(zo))g™!, tomando lo anterior si z € Og(z;) tenemos que
|Stabg(z)| = |gStabg(z;)g~ 1| = |Stabg(x;)|. Por otro lado, recordemos que:

G|
i) = : Stab i) = =,
‘OG(‘T )| [G Sta G(‘r )] |Stab(;(xl)\
por consiguiente |Stabg(x;)| = 7|O|GC(¥9|; y7-Entonces:

(&
4=y T ol

i=1 IGOG

1
LDV Oa@))

=1 z€0¢(z;)
— |G|N.

De aqui que |G|N = Z\fzaf(gﬂ Asi:
geG

|G| wac

geG

Para mas detalles puede consultar [4] y [2, capitulo 2, seccion 2.7 |.
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Capitulo 2

Teoremas de Sylow

Teorema 2.1. (Cauchy) Sea G un grupo finito y p € Z primo. Si p divide al orden de G, entonces
existe a € G tal que a tiene orden p.

Demostracion. Sea |G| =pm conm > 1y p € Z primo.
Veamos que existe a € G tal que a tiene orden p (por inducciéon en m):

1. Sim = 1, tenemos que |G| = p, por lo que para todo a € G, con a # e, a tiene orden p, es
decir, < a >=G.

2. Si m > 1, sabemos que G actia en G por conjugacion. Para cada g € G tenemos que
Oc(g9) = {h € G| h = aga™! para algtin a € G}, ademés Stabg(g) = Ca(g).
De aqui que:
[0c(9)l =[G : Calg)]-

Observemos que, si g € Z(G) = {a € G|ab = ba, para toda b € G}, entonces tenemos que

aga_1 = gcwf1 = g, por lo que:

|Oc(g)] =1, para cada g € Z(G).

Por otro lado, si g ¢ Z(G), entonces existe ag € G tal que agg # gag, tomando de lo anterior
aogaa1 # g = ege”!, notemos que hay al menos dos clases de conjugacion de g, es decir:

0 (g)] > 1, para cada g ¢ Z(G),

entonces Cg(g) C G. De aqui que:

= Si G es abeliano, existe a € G tal que a tiene orden p.

» Sip||Cq(g)| para algin g ¢ Z(G), entonces |Ca(g)] = pm’ con m’ < m. Asi, por hipotesis
de induccion existe a € Ci(g) < G de orden p.

» Si p 1 |Cqlg)| para cada g ¢ Z(G), entonces, dado que |Og(g)| = %, tenemos que

|G| = |Ca(9)||Oc(9)|- En consecuencia si p | |G| implica que p | |Og(g)| para cada g ¢ Z(G).
Puesto que G es la union de sus orbitas, al separar sus orbitas de tamano 1 (una por cada
elemento en el Z(G)) y las de tamafio mayor que 1 (para los elementos que no pertenecen al
Z(G)), obtenemos la ecuacion de clase:

Gl =12(G)| + ) _[G : Calgi)].

icl

11
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Donde I es un conjunto finito apropiado de indices tal que g; ¢ Z(G). Asi:

Gl =[G : Calgn)] = 1Z(G).
iel
Recordemos p | |G|y p | [G : Ca(g;)] para cada g; ¢ Z(G), por lo que p | |Z(G)|.
Por lo tanto existe a € Z(G) C G de orden p.

Corolario 2.2. Sea p € Z primo. Si G es un grupo de orden p?, entonces G es abeliano.

Teorema 2.3. Si G es un grupo finito de orden p™ entonces para cada 1 < k < n existe H I G
tal que |H| = p*.

Definicion 2.4. Un grupo finito G es un p-grupo con p € Z primo si |G| = p"™ para algin n € N.

Definicion 2.5. Sea G un grupo finito. Un subgrupo P < G es un p-subgrupo de Sylow si P es un
p-grupo mdzimo, es decir, si H < G es un p-grupo tal que P C H, entonces P = H.

Proposicion 2.6. Sea G un grupo finito y S < G un p-subgrupo (posiblemente S = {e}). Entonces
existe P < G un p-subgrupo de Sylow tal que S C P.

Demostracion. Si S es un p-subgrupo méximo, entonces es de Sylow y tenemos que S C S. En
caso contrario, como S no es un p-subgrupo méximo existe P; < G un p-subgrupo tal que S & Py,
si P; es de Sylow hemos terminado la demostracion. De no ser asi existe P, < G un p-subgrupo
tal que S & Py & Ps, si P» es de Sylow hemos terminado la demostracion.

Puesto que G es finito, el proceso tambien es finito (no mayor a |G|) de este modo eventualmente
obtenemos P, < G un p-subgrupo maximo tal que:

SCh eGP G- &P <G
Por lo que P, es un p- subgrupo de Sylow. ]
Lema 2.7. Sea G un grupo finito y P < G un p-subgrupo de Sylow, entonces:
1. Para toda a € G, aPa™' es un p-subgrupo de Sylow.
2. pt M),
3. Sea a € G con a # e, tal que el orden(a) = p™ y aPa~! = P entonces a € P.
Demostracion. 1. Sea a € G arbitraria pero fija, definamos:

Yo : P — aPa™?

x> aza !

Tenemos que v, es biyectiva (con inversa v,-1), entonces |aPa~!| = |P|. Observemos que
aPa~! < G es un p-subgrupo. Supongamos que aPa~"! no es p-subgrupo de Sylow, entonces
existe Q < G un p-subgrupo tal que aPa~' C Q, asi P C a~'Qa lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto aPa~! es un p-subgrupo de Sylow.

2. Supongamos que p divide a |NGT(P)\. Observemos (en general) que P < Ng(P), por lo que

NGT(P) es un grupo, entonces (por el Teorema de Cauchy) existe aP € NGT(P) de orden p. Sea
S* =< aP >< NGT(P) (es un subgrupo de orden p), por el Teorema de la Correspondencia
para grupos tenemos que S* = %, para algin S < Ng(P), tal que P < S . Notemos que
|S*| = %, entonces|S| = |S*||P|, por lo que S es un p-grupo tal que P C S lo cual es una

contradiccion. Por lo tanto p 1 |NGT(P)\.

12



Teoremas de Sylow

3. Notemos que a € Ng(P) . Supongamos que a ¢ P, entonces aP # P en NGT(P), de lo anterior
(aP)*" = P , donde el orden de aP divide a p™, entonces p divide al orden de aP, en

. Ng(P . .. .
consecuencia p \ ‘%’ lo que contradice el inciso anterior. Por lo tanto a € P.
|

Teorema 2.8. (Sylow) Sea G un grupo finito de orden |G| = p7* ---pi*. Sea P un p-subgrupo de
Sylow con p = p; para algin i € {1,...,t}. Entonces:

1. Todo p-subgrupo de Sylow es conjugado de P.

2. Sea r el numero de p-subrgrupos de Sylow, entonces:

(&

r divide a ra r = 1mod(p).

Demostracion. Sea X = {Py,..., P.} el conjunto de todos los conjugados de P; = P. Sea @ un
p-subgrupo de Sylow. Veamos que ) actia en X por conjugacion:
Sea q € Q, observemos que P; = gPg~! para algtin g € G, entonces ¢ - P; = (qg9)P(qg)~" € X.
Ademés:

Q Q|

Stabg (P;) B |Stabg (P;)|’

por lo que |Og(F;)| divide a |Q)| la cual es una potencia de p. Supongamos que existe una orbita de

Oa(P) - |

tamano 1, es decir existe j € {1,...,r} tal que |Og(P;)|=1= %, entonces Stabg (Pj) = @,
en consecuencia quq_1 = P; para toda ¢ € Q. Por 3) de el Lema 2.8 tenemos ¢ € P; para todo
q €Q,asi @ C Pj, por lo que @ = P; (Q es p-subgrupo de Sylow). Ahora veamos que P; es el
Gnico con orbita de tamafio 1. Supongamos que existe | # j tal que |Og(P)| = 1, de lo anterior

P, = @, entonces P, = P; lo cual es una contradiccién. Tenemos en particular que P acttia en
X={Pi,..,P.} con P =P, y Op(P) es la tnica 6rbita de tamafio 1. Por lo tanto p | |Op(P;)|

para toda j = 2,...,7. X = OP(P]_)UOP(Pji) (donde I es un conjunto apropiado de indices),
iel
entonces:
r =1 mod(p).

Supongamos que existe () un p-subgrupo de Sylow tal que @ ¢ X. Entonces @ actia en X por
conjugacion y p divide a |Og(P;)| para toda j = 1,...,n. De aqui que r = 0 mé6d(p) lo cual es una
contradiccion. De este modo r es el nimero de p-subgrupos de Sylow. Por iltimo, observemos que
el ntiimero de conjugados de P esta dado por:

G|
T:[GiNG(P)]:W;
por lo que r divide a |G|. Ademas r = 1 mod(p) si y solo si (r,p) = 1, tambien notemos que
|G| = L%‘pe, asi tenemos que r divide a m. [ |

Corolario 2.9. Sea G un grupo finito y P un p-subgrupo de Sylow para algin p € Z primo.
Entonces P es unico, siy sélo si, P<4G.

! es un p-subgrupo Sylow, lo que implica que

Demostracion. (=) Sea g € G , entonces gPg
gPg~! = P para todo g € G, por lo que P<G.
(<) Sea @ un p-subgrupo de Sylow, por el Teorema de Sylow existe g € G tal que Q = gPg~! = P,
por lo que P es el tnico p-subgrupo de Sylow.

Teorema 2.10. Sea G un grupo finito de orden |G| = p°m tal que p € Z primo y p no divide a
m. Si P es un p-subgrupo de Sylow de G. Entonces |P| = p°.
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Teoremas de Sylow

Demostracion. Veamos que p 1 [G : P]. Tenemos que:
[G: P]=[G:N(P)][N(P): P],

[G : N(P)] = r el nimero de conjugados de P,

entonces p 1 [G : N(P)] y por 2. de el Lema 2.8 p ¢ ‘@‘, de este modo tenemos que p no divide

a [G : P]. Ahora, sea |P| = p" para algiin n € N, entonces |%| = p;fl" =p° "m, asi e —n =0, por

lo que |P| = p©. [ |

Ejemplos.

1. Sea G un grupo de orden 42, notemos que |G| = (2)(3)(7). Si P es un 7-subgrupo de Sylow,
entonces |P| = 7. Sea r el numero de 7-subgrupos de Sylow, tenemos quer | 6 yr =1 mad(7),
asir =1, por lo que P<G.

2. Sea G un grupo de orden 80, notemos que |G| = (2)(3)(5). Sirs | 6 yrs =1 mdd(5), entonces
rs =1 01r5 =6.

Teorema 2.11. Sea G un grupo finito, tal que todos sus subgrupos de Sylow son normales. Entonces
G es el producto directo de sus subgrupos de Sylow.

Demostracion. Sean |G| = p7* ---pi* v P; el p;-subgrupo de Sylow. Sea S el subgrupo generado
por los P; con i = 1, ...,t. Tenemos que para cada i = 1,...,¢; P, < S, entonces |P;| = pi* el cual
divide a |S], asi p{*p5? - - - pi* divide a |S|, por lo que S = G. Veamos que P,N < U P; >= {e}.
2
Observacion. Sean H, K < G tal que HNK = {e} y sean h € H, k € ]I? Tenemos que
h~'k~lhk € HN K, por lo que h™'k~1hk = e, entonces hk = kh.
Por lo anterior zy = yx paratodo z € P,y y € Pj, i # j € {L,...,t}. Seaz € PN < UPj >,

J#i
L
entonces existe pi tal que zPi = e. Ahora z €< UPj >, entonces r = H(sj) donde s; € P;. Sea
J#i J#i
pésj =orden(s;) y sea ¢ = H(pj)lj, tenemos que z9 = H(sj)q = e. Ademas, observemos que ¢ y p
J#i J#i

1 1
son coprimos, entonces existe a,b € Z tales que aq + bpl' = 1, asi ¢! = x24T = (z9)%(zPi") = e,
por lo que:
PN < U P; >={e} paracadaie{l,..t}
i

Teorema 2.12. Sea p € Z primo y sea G un p-grupo tal que G # {e}. Entonces Z(G) # {e}.
Demostracion. = Si G es abeliano, entonces G = Z(G).

= Si G no es abeliano, para cada x; ¢ Z(G), de la demostracion del Teorema de Cauchy tenemos
que Cg(z;) < G, entonces p divide a [G : Cg(z;)], por la ecuacion de clase tenemos que:

12(G)| =G| = ) _[G : Ca(x)).

i€l

Ademais p divide a |G|, asi p divide a |Z(G)|, por lo que Z(G) # {e}.

Para mas detalles puede consultar [2, capitulo 5, seccion 5.2].
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Capitulo 3

Grupos nilpotentes finitos

Definicion 3.1. Sean H, K subgrupos de G. El subgrupo conmutador de H y K lo definimos y
denotamos por:

[H, K] =<[hk]|lhe HykecK >,

donde [h, k] = hkh=1k=1 el cual es llamado el conmutador de h y k.
Nota.

v En general {[h,k]|h € Hy k € K} no es un subgrupo de G.

» [H,K|=I[K,H].
Notacion. Denotamos al subgrupo conmutador G' = [G,G] y de manera mas general:

G = (g G0,

Definicion 3.2. Sean H, K subgrupos de G. Decimos que K normaliza a H si K < Ng(H).
Proposicion 3.3. Sean H, K subgrupos de G. K normaliza o H, si y solo si, [H, K] < H.

Demostracion. (=) Es suficiente demostrar que [k, h] € H para todo k € K y para todo h € H.
Como kHE™' = H, entonces existe hg € H tal que khk~! = hg, asi:

[k,h] = khk~'h™' = hoh™' € H.

(<) Sea k € K, es suficiente probar que khk~! € H para todo h € H.
Por hipétesis tenemos que khk~'h~! € H, por lo que existe b’ € H tal que khk~'h™! = I,
entonces:

khk™' =h'h € H.

Definicion 3.4. Sea H < G, el centralizador de H en G se define y denota como:
Ce(H) ={z € G|ah = hx Vh € H}.
Observaciéon. Notemos que Cq(H) = {z € G|[z,h| =1 VYh € H}.

Definicion 3.5. Decimos que K centraliza a H si K < Cq(H).

15



Grupos nilpotentes finitos

Observacion.
= Podemos ver que K centraliza a H, si y solo si, [H, K| = 1.
» Sia,be G yla,bl € K, donde K <G, puesto que aba=1b~! = (ab)(ba)~! € K, entonces:
(ba) 'K = (ab)™!
& (ba)K = (ab)K
< bKaK = aKbK.
Es decir, "a y b conmutan mddulo K.
Lema 3.6.
1. Sea K<G y K < H <G, entonces [H,G] < K si y solo si H/K < Z(G/K).
2. SiHK<Guyf:G— L esun homomorfismo, entonces f([H,K]) = [f(H), f(K)].
Demostracion. 1. Seah € Hy g € G, tenemos que:
hKgK = gKhK < h 'Kg 'K = g 'Kh 'K
& (W g K = (g7 h K
< hgh™'g7!' € K.

2. Sea [h, k] € [H, K], observemos que:

F((h,K]) = f(hkh™ k™)
= f(R)f(R)F(RH) (R
= [f(n), F(K)].

Por lo tanto f([H, K]) = [f(H), f(K)] ya que ambos tienen los mismos generadores.

Definicion 3.7. Definimos los subgrupos caracteristicos v;(G) de G de forma inductiva:
m(G) = G;
%i+1(G) = [1(G), Gl.
Nota. 72(G) = [11(G),G] = [G,G] = G' < G. Observemos que v2(G) < 11(G).
Proposicion 3.8. Sea G un grupo. Entonces v;11(G) < vi(G) para cada i € N.
Demostracion. Veamos por inducciéon en ¢ > 1
» 72(G) < 1(G).

= Supongamos que ¥;+1(G) < vi(G), tenemos que v;+2(G) = [i+1(G), G]. Consideremos a
7 € v41(G), g € G, tenemos que [z,g] = zgr~1g™!, como x € v;11(G) < v;(G) entonces
zgr~tg™! € [vi(G),G] = vi+1(G). Por lo tanto:

Yit2(G) < vi41(G).

Por otro lado, como [v;(G),G] = vi+1(G), entonces [v;(G),G] < 7;(G), por la Proposicion 3.3
tenemos que G = Ng(v;(G)), es decir v;,(G) <9 G para cada ¢ > 1, entonces v;+1(G) < G y 1. del
Lema 3.6 nos dice que v;(G)/vi+1(G) < Z(G/7vi+1(G)). [
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Grupos nilpotentes finitos

Definicion 3.9. Con la notacion anterior se define la serie central inferior de G como
G=m(G) 2 7%(G) ="

Definicién 3.10. El centro superior (*(G) es el subgrupo caracteristico de G definido de forma
inductiva:

¢G)=1;
Cz‘+1(G) B G
a2

Esto es, si

v G — G/CH(G)
g+ g (G),

entonces (*t1(G) es la preimagen bajo v; de Z(C"?G)>’

Nota. (1(G) = & = Z(%) = 2(G).

Definicion 3.11. Con la notacion anterior definimos la serie central superior de G como:

1=0(G) <G < (@) < -

Si no causa confusién, abreviaremos ¢*(G) por (' y 7;(G) por ;.

Proposicion 3.12. Sean G y H grupos, f : G — H un homomorfismo sobreyectivo. Si A < Z(G),
entonces f(A) < Z(H).

Demostracion. Sea x € f(A) y y € H, como f es sobreyectiva existe g € G tal que f(g) = v,
ademas existe a € A tal que f(a) = z, asf:

Por lo que z € Z(H). [ |

Teorema 3.13. Sea G un grupo, entonces existe un entero c tal que (¢ = G, si y solo si, Ver1 = 1.
Mas ain, v;+1 < ¢°7* para todo © € N.

Demostracion. (=) Supongamos que (¢ = G, veamos que ;11 < ¢¢~% (por induccién en i > 0).
= Si¢ =0, tenemos que:y; = G = (°.
» Supongamos que ;1 < (“~%, tenemos que:
Yive = iy, G < [C7, G < ¢ L

Esta tiltima desigualdad se da gracias a 1. de el Lema 3.6 ya que ¢eTtjeeTi = Z(G e,
por lo que ;41 < (°7* para todo 4, en particular si ¢ = ¢ tenemos que:

Ve+1 < CO =1
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Grupos nilpotentes finitos

(<) Supongamos que .41 = 1, vamos a probar que v.41—; < ¢? (por induccién en j > 0).
" Yepl = 1= CO_

» Supongamos que Yei+1—; < (7, observemos que Yet+1—; = [Ye—j, G], por 1. de el Lema 3.7
tenemos que Ye—;/Vet1—; < Z(G/7¥e+1—;). Por hipotesis de induccion podemos construir el
siguiente homomorfismo sobreyectivo:

G/Ver1-5 — G/Cj

Per1-5 = 9¢7.

De la proposicion anterior tenemos que:
Ye—iCT /T < Z(GJ¢T) = I/
Entonces v.—; < ye—;¢7 < 7T
Por 1ltimo, en particular tenemos que: 1 = G < (€, asi:
¢ =G.
|

Definicion 3.14. Un grupo G es nilpotente si existe un entero ¢ tal que y.41 = 1. Si ¢ es el menor
entero positivo que cumple esta condicion, diremos que G es nilpotente de clase c.

Teorema 3.15. Cada p-grupo finito G es nilpotente.

Demostracion. Recordemos que un p-grupo finito no trivial tiene centro no trivial. Por lo que
si para algin entero positivo i, (*(G) < G, entonces G/(*(G) # 1 es un p-grupo finito, luego
Z(GJCH Q) # 1, ast ¢H(G) < ¢*T1(G), entonces como G es finito debe existir ¢ tal que (¢(G) = G,
por el Teorema 3.13 .4+1(G) = 1, es decir, G es nilpotente. |

Teorema 3.16. Todo subgrupo H de un grupo nilpotente es nilpotente. Mds ain, si G es nilpotente
de clase c, entonces H es nilpotente de clase menor o igual que c.

Demostracion. Veamos que si H < G entonces v;(H) < ~;(G) para todo i (por inducciéon sobre
i>1).

» Sii=1, tenemos que v1(H) = H < G = 71(G).

= Supongamos que v;(H) < 7;(G), tenemos que ;1 (H) = [y;(H), H]. Seaxz € v;(H) y h € H,
entonces [x,h] € [;(G),G], por lo que todo generador del grupo [y;(H), H] pertenece al
grupo [1:(G), G, por lo tanto [v;(H), H] < [v(G), G], es decir i1 (H) < 7%i41(G).

Como G es nilpotente existe ¢ tal que v.+1(G) = 1, por lo anterior v.4+1(H) = 1, por lo que H es
nilpotente de clase menor o igual que c. |
Teorema 3.17. Si G es nilpotente de clase ¢ y H <G, entonces % es nilpotente de clase menor
o tgual que c.

Demostracion. Tomemos f : G — L un homomorfismo de grupos sobreyectivo, veamos por induc-
cién en ¢ > 1, que:

%i(L) < f((G)).
» Sii=1, tenemos que y1(L) = L = f(G) = f(11(G)).
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» Supongamos que v;(L) < f(v:(G)), por 2. del Lema 3.6 tenemos que:

Sea:
n:G—G/H

a— aH,

el cual es un homomorfismo sobreyectivo de grupos, tenemos que v;(G/H) < II(y;(G)), como G
es nilpotente, existe ¢ tal que 7.41(G) = 1, lo cual implica que v.4+1(G/H) <II(1) = 1, por lo que
Ye+1(G/H) =1, es decir, G/H es nilpotente de clase menor o igual a c. [ |

Teorema 3.18. Si H y K son grupos nilpotentes, entonces su producto directo Hx K es nilpotente.
Demostracion. Veamos que v;(H x K) < ~;(H) x v;(K) para toda i (por induccion sobre i > 1).
» Sii=1, tenemos que v, (H x K) =~v1(H) x 71 (K).
» Supongamos que v;(H x K) < v;(H) x v;(K), tenemos que:
Yit1(H x K) = [vi(H x K),H x K] < [vi(H) X v(K),H x K].

Por otro lado, sea (z,y) € v (H) x 7(K) y (h,k) € H x K, observemos que un generador
arbitrario de [v;(H) X v;(K), H x K] es:

(2, y)(h, k) (2, y) " (b k)™ = (ah,yk) (@™ y (R ET)
= (zha 'h= Y yky k™)
el cual pertenece a [v;(H), H] x [;(K), K], por lo anterior:
[Vi(H) x 7i(K),H x K] < [vi(H), H] x [vi(K), K],
obteniendo que v;41(H x K) < v;01(H) X vi41(K).

Como H y K son nilpotentes existe ¢ y d tales que Yor1(H) = 1y y4+1(K) = 1, asi tomando a
M =méax{c, d} tenemos que yar1(H X K) < ypr41(H) X yar41(K) = 1, por lo que:

Ym+1(H x K) =1,
asi H x K es nilpotente de clase menor o igual a M. |
Teorema 3.19. Si G es nilpotente y H < G, entonces H < Ng(H).

Demostracion. Observemos que v.+1(G) =1 < H < v1(G) = G para algin ¢ € N, podemos elegir
i€{l, -, c} tal que %(GQ) £ H y vi4+1(G) < H. Ahora:

(@), H] < [7(G), G = 7i41(G) < (H),

entonces [v;(G), H] < H, equivalentemente [H,~;(G)] < H si y solo si v;(G) normaliza a H, es
decir v;,(G) < Ng(H), concluyendo que H < Ng(H), ya que de lo contrario v,(G) < Ng(H) = H
(lo cual seria una contradiccion). [ |
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Teorema 3.20. Sea P < G un subgrupo de Sylow. Si Ng(P) < H < G, entonces H es igual a su
propio normalizador, esto es H = Ng(H).

Demostracion. Sea © € Ng(H), por hipétesis P < Ng(P) < H, entonces xPz~! <zHzx"! = H,
obteniendo que P y xPx~! son p-subgrupos de Sylow de H, esto implica que existe h € H tal que:

P = h(zPz ")h™!
= (hx)P(z~'h™Y)
= (hz)P(hx)™",

por lo que hz € Ng(P) < H, lo que implica que existe h’ € H tal que hx = h', asi v = h™'h’ € H,
de aqui que Ng(H) < H, por lo tanto H = Ng(H). [ |

Teorema 3.21. Un grupo finito G es nilpotente si y solo si es el producto de sus subgrupos de
Sylow.

Demostracion. (=) Sea p € Z primo tal que p divide a |G| y sea P un p-subgrupo de Sylow de
G, tenemos que Ng(P) < Ng(P) < G, entonces por el Teorema 3.19 Ng(P) es igual a su propio
normalizador. Por otro lado, si Ng(P) < G, por el Teorema 3.18 tenemos que Ng(P) < Ng(P)
(lo cuales una contradiccién), por lo que Ng(P) = G, asi P<G, lo que es equivalente a que P es el
unico p-subgrupo de Sylow, por lo tanto del Teorema 2.11 obtenemos que G es el producto directo
de sus subgrupos de Sylow.

(<) Recordemos que todo p-subgrupo finito es nilpotente para cada p € Z primo, ademas el
producto de grupos nilpotentes es nilpotente, asi, si G es el producto directo de sus subgrupos de
Sylow entonces G es nilpotente. ]

Teorema 3.22. Sean P y K grupos finitos tales que G = P x K y (|P|,|K|) = 1. Sea H < G,
entonces existe S < P y T < K subgrupo tales que H =5 xT.

Demostracion. Definamos S = {s € P|(s,1) € H} y T ={t € K|(1,t) € H}. Veamos que S < P.
» (1,1) € H, entonces 1 € S.
= Sean s, 82 € 5, tenemos que (s1,1),(s2,1) € H, entonces (s152,1) € H, asi sys2 € S.
» Sea s € S, tenemos que (s,1) € H, entonces (s,1)"t = (s71,1) € H,asi s~ € S.

Por lo que S < P, de manera analoga T' < K. Ahora observemos que si (s,t) € S x T, entonces
(s,t) = (s,1)(1,t) € H, por lo que S x T < H. Basta con demostrar que |S x T| = |H|, asi
H =S5 xT. Veamos que H = (S x {1})({1} x T):

Sea h € H, tenemos que h = (a,b) € P x K), entonces h = (a,1)(1,b) = (1,b)(a,1). Por otro
lado, sea {=orden(a) el cual divide a |P| y r =orden(b) el cual divide a |K]|, entonces (I,r) = 1,
por lo que h! = (a',b!) = (1,b) € H, de aqui que b! € T, asi < b >=< b >< T, por lo
tanto b € T. Similarmente a € S, entonces h = (a,1)(1,b) € (S x {1})({1} x T), por lo que
H=(Sx{1})({1} xT), ademas (S x {1}) N ({1} x T) = {(1,1)}. Veamos que S x {1} < H. Si
s € S, entonces (s,1) € H, si (a,b) € H, tenemos que (a,b)(s,1)(a"t,b71) = (asa=1,1) € H, en
consecuencia asa~t € S, asf (asa=!,1) € S x {1}, por lo tanto S x {1} < H. De manera aniloga
{1} x T < H, de aqui que H = (S x {1}) x ({1} x T), asi |H| = |S||T| = |S x T. [ ]

Para mas detalles puede consultar [3, capitulo 5, seccion 5.5].
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Capitulo 4

El anillo de Burnside

Definicion 4.1. Sean X yY conjuntos. Consideremos los conjuntos X' = X x {1} y Y’ =Y x {2}
donde 1 ¢Y y2 ¢ X, entonces definimos y denotamos la union ajena de X y'Y como:

Xuy=XxuvY’.

De manera mds general, dada {X;};cr una familia de conjuntos, la union ajena de dicha familia

es:’
| | xi =X/, donde X] = X x {i}.

i
el el

Ejemplos. 1. Si {X;}icr es una familia de G—-conjuntos, entonces |_|Xi es un G—conjunto

icl
con la siguiente accion:

*:G X |_| X; — |_| X,
i€l iel
(ga ($72)> = (g *q I,Z)
donde *; es la accion de G en X; con x € X;, para algin i € I.

2. Si {X;}ier es una familia de G—conjuntos, entonces el producto cartesiano de la familia
{X;}ier es un G—-conjunto con la siguiente accion:

x:G X HiEIXi — HiEIXi
(9, (@i)ier) = (g% Ti)ier
donde *; es la accion de G en X;, para cada i € I.
3. 51 X yY son dos G-conjuntos, entonces:
Hom(X,Y)={f:X = Y| f es funciéon}.
es un G-congunto con la siguiente accion:
x: G x Hm(X,Y) - Hom(X,Y)
(9. ) = g=f

donde (g * f)(z) = g*y f(g7 ' *x z), para todo x € X, f € Hom(X,Y) y g € G. Notemos
que * estd bien definida, puesto que f es una funcidn y xy,*x son las acciones de G en'Y
y X, respectivamente.
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Veamos que x es una accion:

= Sea f € Hom(X,Y), entonces (e x f)(x) = exy f(exx x) = f(z) para todo x € X, por
loqueex f=f.
= Sean g,g' € G. Entonces para x € X se tiene que:
((9'9) * [)(@) = (g'9) #v [flg7 9"  *x @)
=g *v [g*y fg7 97" *x @)]
=g v [(g% g~ #x 2)]
=(g'*(g*[))
Ast, g'gx f=g" = (g*[).

Definicion 4.2. Sean X,Y dos G—conjuntos con acciones xx y *y, respectivamente. Diremos
que f € Hom(X,Y) es un morfismo de G-conjuntos si satisface que f(g*x x) = g *y f(z) para
todoge G yxeX.

Denotamos a la coleccion de morfismos de G—conjuntos de X a Y por Homg(X,Y).

Definicion 4.3. Sean X,Y dos G-conjuntos diremos que X yY son isomorfos como G— conjuntos
st existe f € Homg(X,Y) biyectivo. St X y'Y son isomorfos lo denotaremos por X =g Y.

Ejemplos. 1. Sean H < K < G entonces:

G G
m: - - —
H K
aH — aK
es un morfismo sobreyectivo de G— conjuntos.

= Veamos que II estd bien definida. Sean aH,a'H € % tales que aH = a'H ,asi (a’)"la €
H < K, en consecuencia aK = a' K.

= Veamos que I1 es un morfismo de G-conjuntos. Primero, notemos que la accion de G
en % Yy en % es la definida en la demostracion de la Proposicion 1.8, asi:
g+ aH) =M((ga)H) = (9a)K = g * (aK) = g« (aH).

2. Sea X un G—conjunto, la identidad:

Idx : X - X
T

es un morfismo de G—conjuntos.

Observacion.

1. La composicion de morfismos de G—conjuntos es nuevamente un morfismo de G— conjuntos.
2. El inverso de un isomorfismo de G—conjuntos es también un isomorfismo de G— conjuntos.

3. Un morfismo de G—conjuntos manda orbitas en orbitas:

Sean f € Homg(X,Y), v € X y Og(z) la orbita de x en G. Luego, f(gx) = g(f(x)),
asi f(Og(x)) € Og(f(x)). Por otro lado, gf(x) = f(gz) € [f(Og(zx)), por tanto
Oc(f(x)) C f(Og(x)), concluyendo que:

Oc(f(z)) = f(Oc(x)).
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De aqui en adelante si no hay lugar a confusién, vamos a abreviar la notacioén y escribiremos
gx en lugar de g * x.

Definicion 4.4. Diremos que un G—conjunto es transitivo si este tiene una unica drbita; es decir,
st para cada x,y € X existe g € G tal que y = gz.

Teorema 4.5. Si G es un grupo, X un G-conjunto y x¢g € X entonces:
1. Stabg(gxo) = g(Stabg(xo))g "
2. Si H es un subgrupo de G, entonces G/H es transitivo.

3. Si X es un G-conjunto transitivo, entonces X =g % para algin H < G.

Demostracion. 1.

a € Stabg(gxo) < a(gzo) = gxo
< (ag)zo = gzo
& g tagry = o
< g tag € Stabg (o)
& a € g(Stabg(zo))g™".

2. Como G actiia en % por medio de la multiplicacion por la izquierda , tenemos que:

%:odﬂy

Por lo tanto, % es transitivo.

3. Como X es transitivo, este tiene una tnica 6rbita la cual, por la Proposicién 1.8 es isomorfa
como GG-conjunto a:

_ G
Stabg(z)’

para cada x € X.
|

Teorema 4.6. Si X es un G-conjunto finito, entonces existe un conjunto de indices I tal que:
X =q |_| G/H; donde H; < G para cada i € I.
il
Demostracion. Sea X un G—conjunto y {x;|i € I} un conjunto de representantes de las érbitas
de G en X. Entonces:
X = Oa(),

=
por la Proposicion 1.8 sabemos que Og(z;) = W para cada i € I, llamemos f; al isomorfismo

de OG(I‘Z') a ﬁG(lz) ASi, definimos:

G
1 JO i _—
el el

el cual es un isomorfismo de G-conjuntos. Finalmente denotando H; = Stabg(x;), obtenemos:

X’EGU%.

ier 7t
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Lema 4.7. Si H, K < G, entonces % e % siy solo si H= gKg™' para algin g € G.

Demostracion. (<) Sabemos que existe g € G tal que H = gKg~ !, definamos:

.§_>§
"H K
alH — agK

f

Veamos que f es un morfismo biyectivo. Sean aH,bH € G/H. Entonces:

aH =bH < agKg~ ' = bgKg™*
< agK = bgK.

Por lo tanto f esta bien definida y es inyectiva. Ahora, sea bK € & con b € G, notemos que

K
bg~'H € %, luego:
flbg™ H) =bg~'gK
= bK.

De aqui, f es suprayectiva y, por tanto, biyectiva. Por ltimo:

f(g1(aH)) = f(g1aH)
= (qrag)K
= g1(ag) K
= g1(ag) K
= g1f(aH),

con lo que f es morfismo de G-conjuntos. Por lo tanto % g %
(=) Sea f un isomorfismo de G-conjuntos tal que:

G G
f'ﬁ%}

aH — agK
para algtn g € G. Veamos que H C gKg~!. Sea h € H:
9K = f(H)
= f(hH)
= hgK,
entonces gK = hgK, luego g 'hg € K, de aqui que g ' Hg C K, es decir:
H C gKg 1.

Ahora consideremos:

NEINSS
‘'K ' H
aK — ag 'H

f*l

el cual sabemos que es morfismo de G—conjuntos. Veamos que gKg~' C H. Note que para cada
k € K se tiene que:
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asi gkg~! € H para cada k € K, luego gKg~—' C H, por tanto:
H=gKg '
|

Definicién 4.8. Sea G un grupo, H < G un subgrupo y X un G—conjunto finito. Definimos XH
como el conjunto de todos los puntos de X que quedan fijos bajo la accion de H; es decir:

X" ={r € X|h*x=x para todo h € H}.
Definamos la Marca de H en X como el nimero de elementos de X vy la denotamos por:
pr(X) =X,
Teorema 4.9. S5i H, K < G son subgrupos y X,Y son G—conjuntos finitos, entonces:
1oeu(XUY) = on(X) + eu(Y).
2. oa(X xY) =ou(X)pu(Y).
3. Si H=gKg~! para algin g € G, entonces pr(X) = ¢ (X) para todo G-conjunto finito X.
Demostracion. 1.
(XuY)!={se XUY|h*z=2VheH}
={z|(zeXx{1}VzeY x{2})Ahxz=2VYhe H}
={z|ze X x{1}Ahxz=2)V(2€Y x{2} Ahxz=2),Yhe H}
={zeXx{1}VzeY x {2} h*xz=2Vh e H}
=Xx"uvH.

Por lo tanto [(X UY)H | = | XH uYH| = | XH| + |YH].

(X x V) ={(z,y) € X xY|h* (z,y) = (x,y),Vh € H}
={(z,y) e X xY|(hxx,h*xy) = (z,y),Yh € H}
={(z,y)|lze XTAyeYH VYhe H}

X7 xyH,
Por lo tanto |(X x Y)#| = | X x YH| = | xH||]yH] .
1

3. Sea X un G-conjunto. Supongamos que existe g € G tal que H = gKg~
que:

, entonces tenemos

X ={reX|h+x=uxVheH}
={rc X|gkg ' xx=2,Vk € K}
={zeX|k(g ) =g ' xa,Vk € K}
={zeX|gtxzec XK}
={z e X|zcgX¥}
:gXK.

Del parrafo anterior tenemos que | X | = [g XK.
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Ahora definimos:
Y XE 5 gxE
T gx

Observe que 7 es una biyeccién, por lo que | X%| = |gX %], y con ello se tiene que | X7 | =
| XK. Por lo tanto, para todo G-conjunto X tenemos que:

er(X) = or(X).
[ |
Definicion 4.10. Sean H, K < G. Diremos que H es subconjugado de K si existe g € G tal que:

gHg ' C K.

Teorema 4.11. Si H K < G son subgrupos, entonces Hom(;(%,%) #+ 0 siy solo si H es
subconjugado de K.

Demostracion. (=) Sea f € Homa(%, %) entonces f(eH) = aK para alguna a € G. Para cada

h € H tenemos que hH = H, entonces se tiene que f(hH) = f(eH) = aK lo anterior implica que
aK = f(hH) = hf(eH) = haK, de aqui que a~'ha € K, por lo tanto a " *Ha C K.

(<) Sabemos que existe a € G tal que a *Ha < K, por el ejemplo 1. Pagina 22 tenemos el
morfismo de G-conjuntos II : (rlGHa — % Por otro lado, sea « : % —
G—conjuntos , asi:

— un isomorfismo de
a"1Ha

G G
II eH —,=).
(o) € Homa(5, )
Teorema 4.12. Sean H, K < G subgrupos, entonces existe una biyeccion entre:
G G
() (53
Demostracion. = Supongamos que H no es subconjugado de K, entonces por el teorema ante-

rior:
G

oK

H v Homg

={.

Homg(

Por otro lado tenemos que:

(%)H ={¢9K € G/K|(hg)K = gK para todo h € H}
={g9K € G/K|g 'hgK = K para todo h € H}
={9K € G/K|g~'Hg C K}

=0.

= Supongamos que H es subconjugado de K. Definamos:

G G G
v (E)H - HOmG(E, E)

aK — 7,.
donde:
NCRINICS
Yol g K
gH — gaK.
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1. Veamos que 7, esta bien definida:
Sean g1 H = goH, asi g1 = goh para algin h € H. Luego:
Ya(91H) = g1aK
= g2(h(aK))
= g2(aK)
= Ya(g2H).

2. Ahora veamos que 7, es un morfismo de G-conjuntos:
Sean ¢’ € Gy gH € %, entonces:

Yal9'(9H)) = 7a((g'9)H)
=g'gaK
= 9"7a(gH).
3. Veamos que -y esta bien definida:
Sean aK,bK € (%)H tales que a K = bK. Entonces b = ak para algin k € K. Luego:

To(gH) = gbK
= gakK
= gaK
=Ya(9H),

para toda gH € %, por tanto v, = V5.

Por otro lado, definamos:

' Home (G Gy (G
Y Homa( 5 72) = (52)

a— o(H).

4. Veamos que 7' esta bien definida:

Sea h € H, tenemos que ha(H) = a(hH) = a(H), lo cual implica que a(H) € ().

5. Ahora veamos que yo v/ = IdHomg(%7 %)
Tenemos que:

donde a(H) = gK. Por otro lado:

(voy) @) (@H) = ag(zH)
=xgK
=za(H)
— a(eH),

para todo xH € % Por lo que (v o0 +')(a) = a, de aqui:

G G

")/O"yl = IdHomG(ﬁ, ?)
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6. Por ultimo veamos que v’ oy = Id(%)H:
Sea aK € (€)M, tenemos que:

(7 o M(aK) = 7(7a)
= Ya(H)
=akK.

Asi: o
"oy =TId(—)".
7oy =1d(5)
Por lo tanto, v es una biyeccién.
|

Corolario 4.13. Sean H, K € G subgrupos. Entonces @H(%) %0 si y solo si H es subconjugado
de K.

Lema 4.14. Sean H, K € G subgrupos, entonces:

en(5) = oottt K)

donde:
ag(H,K)={E<G/HCE yE=aKa ! para algtn a € G}|.

Demostracion. Primero, llamemos U = {E < G|H C E'y E = aKa™! para algtn a € G} . Luego,
sabemos que:

G
(?)H = {aK|haK = oK para toda h € H}

= {aK|a 'ha € K para toda h € H}
={aK|a 'Ha C K}
={aK|H C aKa™'}.

Ahora, tomemos:

f:{aK\HgaKa_l}—)U

aK — aKa™?

1. Veamos que f esta bien definida:
Sean aK = bK, entonces existe k € K tal que a = bk, por lo tanto aKa~' = bkKk™'b~1 =
bKb~ 1.

2. Veamos que f es sobreyectiva:
Sea E € U, asi existe a € G tal que E = aKa~!. Solo falta ver que aK € (%)H Sea
h € H < E, entonces h = aka™! para algtin k € K, por lo que haK = aka 'aK = aK. Por
lo tanto, {aK|H < aKa™'} = U f YE), donde f~1(E) es la imagen inversa de E bajo f.
EelU

3. Sea E =bKb~!. Veamos que f~!(E) = {abK : bK € NGT(K)}
C) Sea cK € {aK : H C aKa™ '} tal que f(cK) = bKb~ !, de aqui que cKc™! = bKb™1, asf
b=lcKc b = K, con lo que b=tc € Ng(K), en consecuencia b~ 'c = d € Ng(K), entonces

Ne(K
c:bdtalquedKe%.

D) Sea bdK con dK € Ncng), en consecuencia f(bdK) = bdKd~'b=! = bKb™! = E ,
entonces bdK € f~1(E) .
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Observemos que si dK,d' K € NGT(K) entonces dK = d'K siy sblo si bdK = bd' K por lo que de
la igualdad anterior de conjuntos obtenemos que |f 1 (E)| = |[Ng(K)/K|. Asi:
[Ne(K)|

)|
Sl U ),

er(G/K) =

Dado G un grupo finito, sea A la clase de todos los G-conjuntos finitos; es decir:
A = {X]| X es un G-conjunto finito}
Observacion. En A hay una relacion de equivalencia ~. A saber, dados X,Y € A se tiene que:
X ~Y siysolosi X =g Y.
Definicion 4.15. Sea X € A. Denotaremos por [X] a la clase de equivalencia de X € A, es decir:
X] = {Y € Al X =6 V),
y la llamaremos la clase de G-isomorfismo de X. Asi, definimos:

BH(G) = {[X]| X € A}.

Teorema 4.16. Sea G un grupo finito, entonces (BT (G),+,) es un semianillo conmutativo con
unidad, con las siguientes operaciones binarias de suma y producto:

1.

+:BT(G) x BY(G) — BT(G)
(X, [Y]) = [XUY].

- BY(G) x BY(G) = B*(Q)
(X, [Y]) = [X x Y],

Observaciéon. Dados G = {e} y X un conjunto. Entonces X es un {e}-conjunto con accidon trivial.
Ademds, dos G-conjuntos con la accion trivial son isomorfos si y sdlo si existe una biyeccion entre
ellos. De aqui que

¢:B"({e}) » N
[X] = [X]

es un isomorfismo de semianillos, con lo cual N = Bt ({e}). En este capitulo consideramos al cero
como un elemento de los nimeros naturales.

Teorema 4.17. Sean [X],[Y],[Z] € BT (G) tales que [ X]+ [Y] = [Z] + [Y], entonces [X] = [Z].
Es decir, hay cancelacion con la suma en BT (G).

Demostracion. Sean [X],[Y] y [Z] € BT (G) tales que [X] + [Y] = [Z] + [Y]. Sin pérdida de
generalidad podemos asumir que X, Y Z son ajenos dos a dos, por lo que las siguientes uniones son

ajenas. Sean X = U O¢(z;) U Ocly;)y Z = U O¢(zk), puesto que [XLY] = [ZUY] hay
i=1 j=1 k=1

una correspondencia biyecctiva entre las 6rbitas de X UY y ZUY | esto implica que m+1 =n+1,
m

por lo que m = n. Por lo tanto Z = U O¢(z;). Finalmente, se puede demostrar por inducciéon en
i=1
I > 1 que se pueden cancelar las 6rbitas de Y. |
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Observacion. El Teorema anterior nos permite definir una relacion de equivalencia en:
BT(G) x BY(G).

A saber, dados ([X1],[Y1]) v ([X2],[Y2]) € BY(GQ) x BT(G) tenemos que ([X1],[Y1]) ~ ([X2], [Y2])
sty solo si [Xq] + [Yo] = [ o] 4+ [Y1]. Denotaremos a la clase de equivalencia de ([X],[Y]) que
pertenece a BT (G) x BY(G) por [X] — [Y]

Definicion 4.18. Definimos el Anillo de Burnside B(G) de un grupo finito G como:
B(G) ={[X] - [Y][([X],[Y]) € BY(G) x B*(G)}
dotado de las siguientes operaciones binarias de suma y producto:
((X1] = )) + ([X2] = [V2]) = ([Xa] + [Xz]) — (V2] + [¥2)).
([X1] = ([Xe] = [Y2]) = ([Xa][Xa] + [Y1][Y2]) — ([Xa][Y2] + [Xo][Y3]).

Observaciéon. B(G) es el anillo de Grothendieck de B*(G), donde:

1. El neutro de la suma es [0] — [0] = [X] — [X] con [X] € BT(G).

2. Dado [X] — [Y] € B(G) su inverso aditivo es [Y] — [X].

3. En el producto la unidad es [&] — [0].

Notacion. Dado un grupo finito G, denotaremos por C(G) a un conjunto completo de represen-
tantes de las clases de conjugacion de los subgrupos de G.

Teorema 4.19. Dado un grupo finito G. Entonces B(G) como grupo abeliano es libre como Z-
mddulo, generado por los elementos de la forma [$], donde H € C(G).

Demostracion. Sea G un grupo finito y X un G-conjunto finito. Por el Teorema 4.6:
G
X =G |_| E,
iel
donde H; < G para cada i € I. Asi,

G G
X]=1|+= Z[ﬁ] € B*(G).

iel Tt el T

Ahora, por el Lema 4.7 podemos tener repeticiones de algunos [ }, ya que dos de estos se identifican
si y solo si los subgrupos son conjugados. Por lo que denotaremos con ay, € N al ntimero de veces
que se repite el elemento [5-]. En consecuencia, si [X] € BT(G), entonces:

X]= Y anl,

HeC(G)

con ag € N. Por lo que, abusando de la notacion tenemos que los elementos de B(G) son de la
forma:

G
Z aH[ﬁ]’ con ay € Z.
HeC(G)

Veamos que esta expresion es tnica. Supongamos que:

G
Z aH[ﬁ] =0

HeC(G)
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y que no todos los ag son cero, asi tenemos la siguiente igualdad en B*(G):

G G
Z ax[g] = Z (_aL)[f]'

ar>0 a7, <0

G G
Llamemos [Y] = Z ax|=]y [Z] = Z (—ar)[=]. Ahora, si [Y] = [0], entonces @) tendria una
ax >0 K ar, <0 L
orbita distinta del vacio, lo que no es posible. De aqui que, sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que [Y] # [0] y [Z] # [0]. Entonces si ax, > 0 existe Og(yo) C Y tal que Og(yo) S 1%
G
Lo
para algin Lg tal que ar,, < 0, en consecuencia % =a L%, asi Ky y Lo son conjugados, lo que no
es posible. Por tanto:

Por otro lado, [Y] = [Z], entonces O¢ (o) ¢ Oc(z0) para algin zg € Z que a su vez Og(20) Za

Observacion.

» Hay una inclusion BY(G) — B(G) tal que [X] — [X] — [0].
s Dados G un grupo finito, R un anillo conmutativo y:
f:BT(G)— R

un morfismo de semianillos, tenemos que f se extiende de manera inica a B(G); es decir,
existe:

F:B(G)—=R

un morfismo de anillos tal que F|p+ gy = f. Ademds, F esta dada por:

Lema 4.20. Sea:

p:BY G~ ][] z
HEC(G)
[X] = (pu(X))Hec(a)

entonces @ es un morfismo inyectivo de semianillos. De aqui que, ¢ se extiende de manera unica
a un morfismo inyectivo de anillos:

¢:BG)—~ ][ 2
HeC(Q)

Para méas informacién acerca del anillo de Burnside y de las demostraciones que se omiten en
este capitulo puede consultar [4].
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Capitulo 5

El anillo de Burnside para grupos
nilpotentes finitos

Sea GG un grupo finito, recordemos que el anillo de Burnside G denotado en esta secciéon como
B(G), es el anillo de Grothendieck de las clases de isomorfismo de los G-conjuntos con la suma
dada por la unién disjunta y el producto dado por el producto cartesiano. B(G) es libre como
grupo abeliano con base dada por las clases de isomorfismo de G-conjuntos transitivos de la forma
% con H < GG, en donde dos de estos se identifican si sus estabilizadores H son conjugados en G,

esto es:
Boy= @ 7%

HeC(G)

donde C(G) es un conjunto completo de representantes de las clases de conjugacion de subgrupos
de G.

A menudo B(G) se estudia a través del homomorfismo inyectivo de anillos, llamado marca:
¢ : B(G) — Z/¢(@)
en donde, para cada K en C(G) la K-ésima coordenada de ¢ se define por:
pr(X) = X",

donde X es un G-conjunto, extendiendose de manera lineal a todo B(G). Denotamos por B(G) =
ZI€(G)l ¢l cual es llamado el anillo fantasma de G, con la suma y producto entrada a entrada.
Sea p € Z primo y sea Z, el anillo de los enteros p-adicos. Denotamos los siguientes productos
tensoriales:

B(@)=2,0BC) = @ 73]
HeC(G)

By(G) =Z,® B(G) = Z)°(9).
Aqui tenemos que B,(G) es un Z,-orden con B,(G) su orden maximo.

Observacion. Sea q € Z primo, notemos que By(G) C By(G) (a través de la marca).
Sabemos que para cada a € By(G), se cumple que |Gla € By(G), en el caso en que q 1 |G|
tenemos que |G| € Z, es unidad, esto implica a € By(G). Concluyendo que: si q 1 |G| entonces

Bq(G) :Bq(G)-
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Ejemplo. Sea n € N y Cpn un grupo ciclico de orden p™ con p € Z primo. Entonces:
C(Cpn) ={Hop,...,Hp},

en donde H; < Cpn de orden p' para i = 0,...,n. Por lo anterior una base para B,(Cyn) seria
QQ, ..., n, donde:
a; = Cpn /H; parai=0,...,n,

es decir que:
n
By (Cypn) = @Zpai
i=0
Y su Zp-orden mdximo es Z;“Ll. Recordemos que:

|Con/K| si HCK
ou(Cpn /K) =
0 St HQK

Ahora la marca induce la siguiente inclusion:
¢ : By(Cpn) — ZZ'H
X = (e, (X), o pm, (X))

Por lo anterior, podemos ver a By,(G) como el subanillo de Z;“, generado por las columnas de la
siguiente matriz (conocida como la tabla de marcas de Cpn)

pvoptl o p 1
0o p»t ... p 1
0 0 eop 1
: € M(n11)(Zyp)
0 0 p 1
0 0 0 1

en donde la i-ésima columna esta dada por:

pnTitl st j<i—1

¢or,;(Cpn /Hi 1) =
0 en otro caso

para j =0,...,n.

Lema 5.1. Sean P y K dos grupos finitos tales que P es un p-grupo para algin p € Z primo y K
de orden coprimo a p. St G = P x K entonces:

By(G) = [ By(P)

HeC(K)

Demostracion. La prueba se basa en el Teorema 3.1 de [5], y el lector la puede encontrar en el
Lema 5.1 de [1]. |

Recordemos:

1. Si G, G4 son grupos finitos tales que |G1|, |G2| son primos relativos, entonces todo subgrupo
de G1 x G2 es de la forma Hy x Hy con Hy < G1, Hy < Gs.
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2. Si G es un grupo nilpotente finito, entonces G es producto de sus subgrupos de Sylow.

Teorema 5.2. (El anillo de Burnside para grupos nilpotentes finitos.) Sea G un grupo nilpotente
finito de orden m = p{*---p% con p; € Z primo y «; € N para cada i = 1,...,r. Sea P; el
pi-subgrupo de Sylow de G. Entonces:

B,,(G) = (B, (P;))L= 1€(F)]
Demostracion. Consideremos p; # p; si ¢ # j, entonces por 1. de la nota anterior anterior

i
|C(HPj)| = H|C(Pj)|’ por 2. de la nota anterior tenemos que G = HPj. Sea i € {1,...,r}
i i j=1
por el Lema anterior tenemos que:

B,,(G) = (B, (P;))/¢ ULz Pl
= (By, (P,)) iz 1€ED],
]

Corolario 5.3. Con la notacidn del teorema anterior, si cada P; es ciclico de orden p;* para
i=1,..,7. Entonces (By,(G) = B,,(P;))"%#:(*+Y para cada i = 1,...,7.

Demostracion. Observemos que |C(P;)| = a;+1 para cada j € {1,...,r}. El resultado es inmediato
de el Teorema anterior. [

Ejemplos. Sean p,q € Z primos distintos y sea G = P x @ con P ciclico de orden p y @ ciclico
de orden ¢*

1. Del ejemplo para Cpn tenemos:
C(P)={Ho = {e},H, = P}

una base para B,(P) es ag = % ya =%,

es decir B,(P) = Zyao ® Zpas .
¢ : By(P) — Zi

ag — (p,0)

ay — (1, ].)

Asi B, (P) C Zf, estd generada por las columnas de su tabla de marcas:

p 1
0 1/°
2. C(Q) ={Ko={e},K1,Ks = Q} donde K1 < Q es de orden q.
Si by = ]%, by = 1% y b = 1%7 entonces By(Q) = Zgbo & Zgb1 & Zybs.

¢ By(Q) — L]
bO = (q27 Oa O)
bl = <Q7 q, 0)
b2 = (17 ]-7 1)
Ast By(Q) C Z2 estd generada por las columnas de su tabla de marcas:
2

q 1
0 1
0 1

o
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3. C(G) = C(P X Q) = {HO X Ko,H() X Kl,H() X KQ,Hl X K(),Hl X Kl,Hl X KQ}

G G _ G G

e _ _ _ _ G )
Sico = HoxKo' Ol = Hoxky 2= HoxKa’ B = MixKe’ 4= Hixkr O = Hixk entonces:

5
¢ By(G) = @chi - Zg
i=0

pg*,0,0,0,0,0)
14, 94,0,0,0,0)
p,p,p,0,0,0)
¢*,0,0,¢%,0,0)
4,4,0,¢,4,0)
1,1,1,1,1,1)

Cco
C1 >
Co >
Cc3 >
Cyq >

o~~~ o~ o~ o~

Cs >

Asi By4(G) C ZS estd generada por las columnas de su tabla de marcas:

p® pg p ¢¢ q 1
0 pg p 0 ¢ 1
0 0 p 0 0 1
0 0 0 ¢ ¢q 1
0 0 0 0 ¢ 1
0 0 0 0 0 1

como p € Zq es unidad tenemos que p es invertible. Ast, aplicando operaciones elementales
en columnas tenemos que es equivalente a la matriz:

¢ g1 0 00
0 g 1 0 0 O
0 01 0 0O
0 00 ¢2 ¢ 1
0 00 0 ¢g 1
0 00 0 01

Notemos que By(G) = Bq(Q)|C(P)| = (B4(Q))*.

4. C(G) = C(P X Q) = {H() X Ko,Hl X Ko,H() X Kl,Hl X K17H0 X K27H1 X KQ}

. _ G _ G _ G . _ _ G _ G _ G
SZ dO - HoXK()’ dl - H1><K07 d2 - HoXK17 d‘j - H1><K17 d4 - H()><K27 d5 - H1><K27
entonces:

5
¢ By(G) =P zpd; ~ 7
=0

do — (pg*,0,0,0,0,0)
d1 — (¢%,4%,0,0,0,0)
da + (pg,0,pg,0,0,0)
ds — (¢,9,4,4,0,0)
dy — (p,0,p,0,p,0)
ds — (1,1,1,1,1,1)
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Asi B, (G) C Zg estd generada por las columnas de su tabla de marcas:

2

p* ¢ pg g p 1
0 ¢2 0 q 0 1
0 0 pg ¢ p 1
0 0 0 ¢g 0 1
0 0 0 0 p 1
0 0 0 00 1

como q € Z, es unidad tenemos que q es invertible. Ast, aplicando operaciones elementales
en columnas tenemos que es equivalente a la matriz:

oo ooOoT
OO OO ==
oo OO
OO~ EH,H OO
o OO OO
_ -0 O O O

Notemos que B,(G) = B,(P)I¢@I| = (B,(P))3.
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