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Las ciencias no tratan de explicar, incluso apenas tratan de interpretar, construyen
modelos principalmente. Por modelo, se entiende una construccién matemaética que, con
la adicion de ciertas interpretaciones verbales, describe los fen6menos observados. La jus-
tificacion de tal construccion matematica es solo y precisamente que se espera que funcione.

John Von Neumann.
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Objetivos

Objetivo General

Se trata de hacer un estudio, basado en sistemas de Reacciéon-Difusion, en el que se acopla
la dindmica propia de las células de la piel (procesos difusivos, reproduccion celular) y la
bioquimica involucrada en la evolucion del tejido dermal sano. El analisis de estabilidad y el
estudio de las bifurcaciones asociadas a la dindmica no lineal en general y, en este caso a la
estructura espacio-temporal del tejido, ofrece la posibilidad de asociar algunos parametros
propios del modelo con afecciones que afectan la dindmica normal que mantiene al tejido y
de manera estable, sin afecciones.

Objetivos Particulares

[. Proponer un modelo para describir el proceso de cicatrizaciéon acelerada.

II. Resolver el modelo de reaccion-difusion mediante técnicas numéricas con una parte
visual.

ITI. Comparar ls resultados numéricos obtenidos mediante el modelo con los resultados
experimentales de la literatura.



RESUMEN 5

Resumen

Diversos modelos han sido propuestos para explicar el proceso de cicatrizacién en piel
sana ademéas de comparar los resultados con los experimentos. En estos se enfocan en dife-
rentes factores que contribuyen a este proceso, como la quimiotaxis en la dermis o epidermis,
la difusiéon y la proliferacion.

Nuestro propésito es estudiar el comportamiento de estas células que estan implicitas
en el proceso de la cicatrizacion, a partir de un modelo sencillo. En esta tesis se estudié un
sistema de reaccion difusion del tipo mecano-quimico. Este sistema pretende modelar la
interaccion entre células y factores de crecimiento que estan implicitos en la dindmica de la
piel sana.

Un estudio general del modelo se presenta para el analisis de estabilidad lineal. Se pre-
sentaran la modelacion matematica del proceso de cicatrizacion, su soluciéon numeérica los
valores de los parametros de control del modelo para que ocurra el proceso normal y algunos
ejemplos de mecanismos biologicos, que pueden ser asociados a tipos de cicatrizacion.

Se aplican las caracteristicas de los sistemas de reaccion difusion y sistemas mecanoqui-
micos para describir la dindmica del proceso. Este tipo de modelaciéon estudia una posibilidad
para poder acelerar el proceso de cicatrizacion cuando se omite la etapa de inflamacion.
Nuestros resultados numéricos se muestran junto a algunos resultados experimentales, donde
se comparon las areas de cicatrizacion.
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio de sistemas espacio-temporales es de gran interés actualmente en todas las
areas de ciencias. Los sistemas biologicos no son la excepcion, ya que se caracterizan por
ser sistemas colectivos (formados por muchas particulas) y fuera de equilibrio. Este tipo de
sistemas se pueden describir mediante modelos no lineales que permiten introducir efectos
de retroalimentacion reacciones y fuentes. De entre todos los posibles problemas que se
presentan en el tejido epitelial, el proceso de cicatrizacion es importante por sus implicaciones
en la salud. Podemos mencionar situaciones como quemaduras o heridas en la piel de un
paciente diabético. Las heridas no son solamente resultado de accidentes y enfermedades
sino también de una variedad de condiciones patologicas. También son consecuencia de
actividades biologicas que son por otra parte consideradas normales. El desarrollo de un
modelo nos permitiria describir y entender como se organizan y se desarrolla el tejido epitelial
bajo diferentes condiciones.

El proceso de cicatrizacion ocurre de manera cotidiana en los seres vivos para regenerar
el tejido epidérmico y dérmico. En los tltimos anos se han hecho varios estudios para poder
entender este proceso. Olsen ha propuesto un modelo mecano-quimico acerca de los roles
de las células de fibroblastos, miofibroblastos, un factor de crecimiento quimico y la matriz
extracelular y su mecéanica entre la contraccion de la herida y los procesos de curacion [1].
También Bianchi estudié un modelo para describir la formacion de capilares linfaticos en
un herida, y el proceso clave que implica el movimiento de las células dentro de la herida en
espuesta a sefiales mecanicas y quimicas [2], etc.
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En este trabajo de tesis se propone un modelo mecano-quimico donde se describe el
proceso de cicatrizacion en piel sana, en donde se plantea que la etapa de inflamacién no
ocurre o se acelera en dicho proceso, a partir de evidencia experimental como menciona
Cardenas que en la recuperacion de heridas al aplicarle extracto de quercus el tiempo es
menor que al que ocurre con sin él [3], por otra parte Ebrahimi estudié que en concentraciones
del extracto de quercus pérsico administrado como antibacterial, se inhibe las bacterias
presentes en la herida acelerando la cicatrizacion [4] . Envase a esto se prentende entender
y estudiar el mecanismo de gatilled que esta implicito en esta etapa mediante la simulacion
numeérica.

Los resultados obtenidos son una evidencia de como el proceso de cicatrizacién con el
efecto del quercus se comporta como un proceso desinflamatorio y antibacterial a nivel
quimico y celular.

1.1 Biologia de la piel: estructura y funcionalidad

La formaciéon de patrones representa uno de los principios mas fundamentales que la
naturaleza registra acerca de la organizacion de sistemas [5]. La formacion de patrones en la
naturaleza es el mejor pensamiento de como un proceso rompe la simetria y uniformidad. Es
decir, un sistema inicialmente homogéneo llega a ser espacialmente y a veces temporalmente
inhomogéneo. Los sistemas de activador-inhibidor (reacciéon-difusion) formaran patrones en
la piel de algunos animales. Estos patrones en la piel permiten distinguir entre diferentes
especies de seres vivos y pueden ser debidos a causas fisiologicas, genéticas, patologicas y
artificiales [5].

Algunos trastornos en la piel humana se reflejan debido a que deja de ser uniforme, esto
se debe a la patologia de cada una de las enfermedades y trastornos a nivel molecular y
celular. Como se mencion6 pueden ser resultado de la herencia genética y lo cual dependera la
variedad de enfermedades en la piel y las técnicas empleadas para su estudio. Los peculiares
y frecuentes arreglos caracteristicos que las lesiones exhiben, proveen una oportunidad tnica
ya que se reflejan y se analizan experimentalmente y, en los tltimos anos, desde el punto
de vista teorico ([2][6]]7][5]). Cuando las lesiones se desarrollan, ellas son anatémicamente
diferentes o resultan de patrones ocultos basados en mecanismos genéticos o en progreso que
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fueron establecidos anteriormente, que no fueron obvios en la adultez. Para entender mas
acerca de las lesiones en la piel se debe entender la patologia de cada una de ellas.

Unas de las funciones méas importantes de la piel es la de protegerse del medio ambiente
exterior. La piel ha desarrollado diversos medios para mantener la comunicacién con su
entorno mediante escamas, plumas, pelos, cuernos y diferentes tipos de glandulas, etc. Las
principales funciones son las de proteccién, regulacion térmica, excrecion de glandulas sudo-
riparas, sintesis de vitamina D y la discriminacion sensorial (tacto, temperatura y dolor).
La protecciéon representa un mecanismo de defensa de gran importancia. La piel es una
estructura semipermeable que permite la penetraciéon o absorcién cutanea de determinadas
sustancias. La funcién de excrecion se realiza al eliminar el sudor y otras sustancias elabo-
radas por las glandulas sudoriparas de la piel. Las funciones metabdlicas de la piel se dan
mediante la vitamina D y la melanina. La piel ayuda a regular la temperatura al permitir la
eliminacion de calor, también influye en el cambio del volumen sanguineo que circula por los
vasos cutaneos. La sensibilidad de la piel se realiza por medio de los receptores sensoriales
del tacto, dolor y temperatura que se encuentran en las terminaciones nerviosas.

La piel esta constituida por tres capas: la epidermis, la dermis y la hipodermis (o capa
subcuténea)[8]. La formacion de la dermis comienza conjuntamente con la diferenciacion de
la epidermis. Debido a que la epidermis esta formada por tejido epitelial y la dermis por tejido
conjuntivo. Y estan unidas por la membrana basal. La epidermis es la capa mas importante
ya que su funcién es proteger al cuerpo del exterior. Tiene 4 tipos de células principales:
queratinocitos, melanocitos, células de Langerhans y células de Merkel. Las células de la
epidermis forman 5 capas. La primera es el estrato corneo o queratinizado, estrato lucido,
estrato granuloso, estrato espinoso y por ultimo estrato basal o germinativo. Debido a que
la epidermis es un epitelio no tiene vasos sanguineos, se nutre por difusiéon a partir de
los capilares que hay en la dermis. La dermis es la capa situada debajo de la epidermis y
conectado a ella la lamina basal. También su funciéon es proteger y representa una de la
defensa contra cualquier tipo de traumatismo. La dermis contiene fibras coldgenas, fibras
elasticas y diferentes tipos de células como fibroblastos, macrofagos, mastocitos y adipocitos.
Ademas de tener vasos sanguineos y linfaticos, nervios, glandulas subcutaneas y foliculos
pilosos. En determinados procesos patoldgicos incrementan los macrofagos, y otras células
migrantes (plasmocitos y leucocitos) como mecanismo de reaccion del organismo por ejemplo
la respuesta inflamatoria e inmunolégica. La dermis le proporciona elasticidad y esté formada
por dos capas: estrato superficial o papilar y estrato profundo o reticular. La hipodermis
también esta atravesada por vasos sanguineos y nervios, en ella hay terminaciones nerviosas.
Se une con la dermis mediante las prolongaciones de fibras colagenas. También es un deposito
de grasa mas grande del cuerpo y constituye la reserva de material energético del organismo.
Funciona como una protecciéon contra los traumatismos y asegura la termorregulacion y la
movilidad de la piel [9] [8].
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Figura 1.1. Estructura de la piel (Fuente: Atlas de Anatomia Humana Netter)

La piel puede presentar variaciones dependiendo de la edad y regiones del cuerpo asi
como diversos factores externos al organismo. Las afecciones de la piel se manifiestan por una
serie de sintomas cutdneos conocidos como lesiones elementales de la piel, cuyo conocimiento
tiene gran importancia, pues facilita el diagnostico de las enfermedades dermatologicas. Las
lesiones elementales de la piel pueden aparecer aisladas o combinadas, se dividen en primarias
y secundarias. Las primarias son manchas, ronchas, papulas, noédulos, tumores, vesiculas,
ampollas y pustulas. Las secundarias escamas, cicatrices, excoriaciones, fisuras, tlceras, cos-
tras y escaras. La piel esta expuesta a sufrir lesiones como contusiones, quemaduras y heridas,
que es el tema central de la presente tesis.

1.1.1 Patologias de la piel

La patologia cutéanea es una rama de la medicina que estudia las enfermedades, tal que
es muy extensa. La piel es el 6rgano més extenso del cuerpo ademas de ser una barrera de
proteccion, mediante el cual se detectan cambios quimicos y fisiologicos. También presenta
enfermedades que le son propias, asi como relacionadas con todos los 6rganos del cuerpo[10].
Una afeccién muy comun en la piel es el acné ya que es la inflamacion de las glandulas poli
sebéceas y la obstruccion de poros y la aparicion de diferentes lesiones en la piel. Los lunares
se deben a una produccion excesiva y localizada de células pigmentarias con mayor cantidad
de melanina y varian en forma, color y tamano.

En el caso de las heridas, hay tres tipos de cicatrizacion: cierre primario o de primera
intencion, cierre secundario o de segunda intencion y cierre terciario o primario diferido[11].
El cierre primario es cuando la herida es cerrada dentro de horas de su produccion y es la
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manera ideal de tratar una herida. El cierre secundario ocurre cuando la herida no incluye
un cierre normal, es decir, la herida cierra espontaneamente por contraccion y reepitalizacion.
Estas heridas tardan en cicatrizar y la cicatriz es més grande de tamano y no es estética.
El cierre terciario incluye desbridamiento inicial de la herida y curaciones por un medio
extendido en una herida que se encuentra abierta y posteriormente un cierre formal con
suturas u otros métodos [11].
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Figura 1.2. Tipos de cicatrizaciéon: a)primera intencion, b)segunda intencion y c)tercera untencion.
(Fuente: Salvador Martinez Dubois: Cirugia bases del conocimiento quirdrgico y apoyo en trauma).

En las heridas podemos encontrar diferentes cicatrizaciones como cicatrices hipertroficas,
queloides y cicatrices atroficas (ver la Fig 1.2). Las cicatrices hipertroficas ocurren después de
la cicatrizacion se produce una excesiva produccion de fibras de tejido. Y como resultado este
tipo de cicatrizacion tiende a sobresalir del nivel de la piel pero permanece en la regiéon de la
lesion original. Los queloides se desarrollan después de la cicatrizacion debido a que hay una
produccién excesiva de fibras de tejido conectivo. Al contrario de las cicatrices hipertroficas
los queloides crecen mas alla de la herida y se extiende por piel sana. En las cicatrices atroficas
el tejido cicatrizado cubre la herida pero no se produce el suficiente para llenar la herida asi
que estan ligeramente hundidas por falta de colageno [11] (ver la Figura 1.3).
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b)

Figura 1.3. Tipos de cicatrizacion: a) cicatrices hipertroficas, b) queloides y ¢) cicatrices atroficas.

1.1.2 Etapas de cicatrizacién clinica

El proceso de cicatrizacion implica la coordinaciéon de varios tipos de células como quera-
tinocitos, fibroblastos, células endoteliales, macrofagos, plaquetas, etcétera. De igual forma
este proceso complejo es ejecutado y regulado por factores de crecimiento. En particular
estos factores de crecimiento son el factor de crecimiento de transformacion beta (TGFEF —
B) y el factor de crecimiento endotelial vascular (VEGF). Este proceso se lleva a cabo
mediante 4 etapas, que corresponden a la hemostasis, inflamacién, proliferaciéon y remode-
lacion[2][12][13].

Hemostasis:

Después de realizarse la herida en la piel, inmediatamente comienza el sangrado. La
respuesta inicial a esta lesion es lograr la hemostasis, lo cual ocurre a través de la vasocons-
triccion y la activacion del mecanismo de coagulacion, que es la detencion de la hemorragia.
A su vez sirve para proporcionar un andamiaje temporal para que el proceso ocurra. Es en
ese momento donde son liberados varios factores de crecimiento que son los encargados de
atraer las células que fagocitan (es el proceso en el cual una célula asimila otro tipo de célula
o elemento para consumirlo o para destruir los residuos de descomposicion, las bacterias y
el tejido danado).

La conversion del fibrinégeno en fibrina y la formacion del coagulo de fibrina es el primer
paso en el ensamblaje de una matriz extracelular (ECM) provisional. La fibrina proporciona
un andamio para la migracion de las células inflamatorias y mesenquimales [13].
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La fibronectina es la mayor constituyente de la matriz extracelular provisional (ECM)
debido a que promueve la adhesion y migracion de fibroblastos en la (ECM) provisional.
La fibronectina acttia también como un ligando para las integrinas plaquetarias que con-
tribuyen a la adhesion, la migracion de las células y la agregacion plaquetaria. Que es
depositada durante las primeras 24 horas después de producirse la herida. Por otra parte, las
plaquetas son moduladores tempranos del proceso de cicatrizaciéon de heridas. El colageno
expuesto en los vasos sanguineos lesionados y la dermis estimula la agregacion plaquetaria
y la desgranulacién. La funcién de la agregacion plaquetaria es conducir a la liberacion
de citoquinas (glucoproteina en el desarrollo y la regulacion del sistema inmunitario) y
factores de crecimiento. Esos factores de crecimiento son liberados en la herida y los tejidos
circundantes, ejercen sus efectos sobre los neutrofilos, macrofagos, células musculares lisas
y fibroblastos. Los neutrofilos y macrofagos circulacion para eliminar la infeccion potencial
que se pueda presentar [13]| (ver la Figura 1.4).
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Figura 1.4. Hemostasis: primera etapa del proceso de cicatrizacion.

Inflamacioén:

La fase inflamatoria temprana esta marcada por vasodilatacion y aumento de la permea-
bilidad vascular (ver la Figura 1.5). Estos cambios estan mediados por histamina, cininas,
prostaglandinas, y posiblemente factores adicionales tales como leucotrienos (son producidos
por leucocitos y su principal funcién es la de participar como mediadores de la inflamacion),
proteasas e hidrolasas acidas. Los leucocitos migran hacia el tejido lesionado por medio del
proceso de diapédesis (proceso de salida de los elementos formes de la sangre, principalmente
los leucocitos, a través de las paredes integras de los vasos sanguineos). Este procedimiento
implica la adherencia a las células endoteliales que recubren los capilares en la migraciéon
entre las células endoteliales en la ECM [13].

Los neutrofilos y los monocitos migran en la herida en ntmeros directamente propor-
cionales a las respectivas concentraciones séricas. Son atraidos al sitio de la lesiéon por
quimioatrayentes tales como productos bacterianos, histamina, leucotrienos y factor de cre-
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cimiento derivado de plaquetas (PDGF). Los neutroéfilos son los primeros de los leucocitos
que se encuentran en la herida. Ellos controlan la contaminacién bacteriana local por la
absorcion de bacterias y material extrano a través del proceso de fagocitosis. Los neutro-
filos también contribuyen a la inflamacion aguda por las citoquinas reales. Ademés, producen
proteasas como la colagenasa y la elastasa que ayudan a eliminar el tejido danado. Des-
pués de estas actividades inflamatorias agudas, los neutréfilos mueren. No parecen tener
un papel en el procesamiento normal de cicatrizacion de heridas [13].

Los monocitos migran de los capilares a la ECM y se transforman en macréfagos en
un proceso que estd mediado por mediadores inflamatorios tales TGF — [ y productos de
descomposicion de fibronectina procedentes de ECM provisional. Los factores quimiotacticos
estimulan la migraciéon de los macrofagos a través del tejido lesionado. Similar a los neu-
trofilos, los macrofagos comienzan su actividad fagocitica y ayuda en el debridamiento del
tejido desvitalizado a través de la secrecion de colagenases y otras proteasas. Ademas, los
macrofagos son una fuente primaria de citoquinas y factores de crecimiento que estimulan
la proliferacion de fibroblastos y la produccién de coldgeno. Por ejemplo, el TGF — j
activa fibroblastos y estimula la deposicion de colageno. Los macrofagos son la fuente mas
abundante de TGF — [ en la cicatrizacién de heridas. Con la ayuda de TGF — 3 los monocitos
se convierten en macrofagos los cuales juegan un rol importante en el aumento de la respuesta
inflamatoria y el desbridamiento de tejidos [13]| (ver la Figura 1.5).

Los macréfagos inician el desarrollo del tejido de granulacion y liberan una variedad de
citoquinas proinflamatorias y factores de crecimiento. Con la asistencia de las plaquetas
liberadas el factor de crecimiento de células endoteliales (VEGF) y el factor de crecimiento
de transformacion beta (TGF — ) (se muestra una tabla de los factores de crecimiento,
las células que activan y su funcion). Los materiales extranos o bacterias pueden alterar el
proceso inflamatorio agudo y provocar inflamacion crénica. La persistencia de la inflamacion
complica el proceso de cicatrizaciéon normal.
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Figura 1.5. Inflamacién: segunda etapa del proceso de cicatrizacion.
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Proliferacion:

Después de la hemostasis y la inflamacién, los procesos que normalmente duran 2-3 dias,
la cicatrizacion de heridas intensifica el proceso de restauracion de tejidos. La celularidad de
la herida aumenta a medida que varios tipos celulares migran y proliferan. La celularidad
de ECM es la aumentada ademas por la proliferacion de fibroblastos y células de musculo
liso estimuladas por factores de crecimiento y linfoquinas. Los fibroblastos, las células del
musculo liso, asi como las células endoteliales sintetizan el colageno [13].

Otros componentes del material extracelular incluyen fibronectina y elastina. Como se
mencion6 anteriormente, la fibronectina es un componente de la matriz provisional y de la
migracion de diversos tipos de células dentro de la herida y facilita la uniéon de las células
epiteliales a la matriz. Los fibroblastos depositan moléculas en la matriz extracelular como
glicoproteinas, glicosaminoglicanos (GAGs), proteoglicanos, elastina, y fibronectina que usan
luego para migrar a través de la herida. Los factores de crecimiento y la fibronectina esti-
mulan la proliferaciéon, la migraciéon al lecho de la herida y la producciéon de moléculas
extracelulares por los fibroblastos. Los factores de crecimiento secretados por los fibroblastos
también atraen a las células epiteliales a la herida [13| (ver la figura 1.6).

I3 »_\_I“J

P ————— )
Proliferacion Células endoteliales Queratinocitos

= inm,
i, B B g"

ibroblastos

Matriz extracelular

Figura 1.6. Proliferacion: tercera etapa del proceso de cicatrizacion.

Remodelacion:

La hemostasia del colageno en el tejido conjuntivo normal representa un equilibrio diné-
mico entre la sintesis y la degradacion del colageno. La remodelacion también se produce en
respuesta a las fuerzas mecanicas dentro del tejido. La contraccién representa el movimiento
centripeto de los componentes periféricos de una herida abierta curativa. La contractura se
refiere a la contraccion de una herida grande a través de una superficie de la articulacion, lo
que conduce a movimiento de la articulacion restringida [13].



18 INTRODUCCION

Hay dos teorias principales que describen el proceso de la contraccion de la herida. El
primero implica una célula especializada, los miofibroblastos, que se encuentran en grandes
cantidades durante la contraccion de la herida. Se cree que se diferencian de los fibroblastos
normales de la herida por la estimulacion de las citoquinas en la herida. Esta teoria sugiere
que los miofibroblastos en los bordes de la herida aplican una fuerza centripeta que conduce a
la contraccion de la herida. La segunda teoria sugiere que los fibroblastos son los principales
contribuyentes a la contraccion de la herida a través de sus interacciones con la ECM (ver la
Figura 1.7). De acuerdo con esta teoria, a medida que los fibroblastos se alargan y migran
a través de la matriz, se retraen las fibrillas de colageno [13].

La contracciéon de la herida no puede eliminarse, pero puede ser modulada con la elecciéon
de la cobertura de la herida. Durante el remodelado de la herida, tanto los enlaces cruzados
intramoleculares como intermoleculares entre las fibras de colageno aumentan significativa-
mente. Este aumento en los enlaces cruzados explica el aumento observado en la herida. El
proceso de remodelacion contintia durante 12 a 18 meses durante los cuales la textura, el
grosor y el color de la masa contintian en un estado dinamico [13].

Remodelacion
de la matriz

Figura 1.7. Remodelaciéon: cuarta etapa del proceso de cicatrizacion.

1.2 Tipos de modelos (quimicos, mecanicos, mecano-qui-
micos, reaccion-difusion)

Muchos sistemas biolégicos, quimicos y fisicos presentan propiedades como autoorga-
nizacion espacial, el cual es resultado de las interacciones entre sus componentes. Puesto
que estos sistemas describen comportamientos referentes a sistemas vivos se puede observar
que tienen la singularidad en cuanto a su forma de organizarse y su estructura, en este
tipos de sistemas existen mecanismos de no linealidad ya que tiene bifurcaciones, puntos
de inestabilidad, ademés que son no simétricos, cuyo comportamiento resulta de patrones
espacialmente estacionarios.
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De tal forma se puede decir que son sistemas no homogéneos. Un sistema homogéneo es
aquel que su dinamica se puede describir por una distribucion espacial homogénea debido a
sus variables, parametros y propiedades del mismo [14] [15].

Comunmente en la naturaleza hay sistemas que no necesariamente son homogéneos dando
como consecuencia, sistemas inhomogéneos. Debido a que el fenémeno de difusion esta
presente en algunos sistemas. Las poblaciones, concentraciones, parametros de control son
ejemplos de la distribucion espacial inhomogénea en la dindmica de un sistema. Las ecua-
ciones que describen el comportamiento de las propiedades inhomogéneas espacio-temporales
son las de reaccion-difusion, es decir, aquellas que tienen en cuenta simultdneamente la
variacion temporal (como consecuencia de las relaciones cinéticas entre los elementos del
sistema) y la variacion espacial (como consecuencia de los procesos de difusion).

Por lo tanto los fenémenos de autoorganizacion espacio-temporales son modelados con
sistemas de ecuaciones de reaccion-difusion. Para los modelos de reacciéon-difusion la dermis
y la epidermis se asumen como sustancias quimicas (activador e inhibidor) [15].

En 1952 Alan Turing sugiri6 que, bajo ciertas condiciones, quimicos pueden reaccionar y
difundirse de tal manera que producen patrones espaciales heterogéneos de estados estables
de concentracion quimica o de morfégeno, se representan por las ecuaciones para mecanismos
de reaccion-difusion|16].

— = f(e)+DVZ

Donde ¢ es el vector de concentraciones de morfogeno, f representa la cinética de la
reaccion y D es la matriz diagonal de coeficientes de difusion positiva. Ahora si tenemos dos
especies quimicas, A(r,t) y B(r,t), las ecuaciones para el sistemas son de la forma

94 _ p(A,B)+ DavA
o
% G(A.B)+ DB (1.1)

Donde F'y G son la cinética, que siempre sera no lineal. Si la difusién es nula en el sistema
(Da=Dp=0), Ay B tienden a un estado linealmente uniforme estable tal que, bajo ciertas
condiciones, derivaremos de patrones espacialmente inhomogéneos, que pueden evolucionar
por la inestabilidad impulsada por la difusion. La difusiéon generalmente se considera un
proceso de estabilizacion.
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Hay modelos mecano-quimicos que reproducen la formacién de patrones de la piel en
peces y reptiles mediante el uso de ecuaciones diferenciales parciales no lineales para modelar
las interacciones entre los elementos de la dermis y epidermis [15]. Por otra parte, existen
modelos reaccion-difusion con la inestabilidad de Turing para modelar algunos tipos de
patrones de piel en animales vertebrados. Y consisten de acoplamientos lineales, cuadraticos
o ctbicos de dos sistemas bidiomensionales de Turing [17].

Estos modelos estan clasificados como: pre-patrones quimicos, modelos mecanicos y
mecano-quimico. En modelacion biolégico-matematico, este fénomeno ha sido usado como
un proceso para activar el mecanismo de pre-patrones de acuerdo a la respuesta de células
y la diferenciacion celular. Por otra parte, los modelos mecénicos asumen que los elementos
de la dermis constituyen un medio continuo (matriz extracelular), lineal, isotropico y visco-
elastico que incluye los procesos de transporte de células del entorno (traccion celular, hapo-
totaxis, conveccion, division y difusion celular) los cuales son modelados usando ecuaciones
de leyes fisicas.

A modo de ejemplo partiremos del siguiente sistema de ecuaciones que describe la dina-
mica de la lamina basal, de los tejidos epidérmicos y dérmicos, para modelar la dindmica
quimica y celular en el tejido epitelial [15]:

= V+ad— ¢’ —cov

%
ot
B~ TNt gy St

Donde a, €, g y A son constantes, ademas ¢ y 1 son funciones que representan la
diferencia de concentracion de al menos dos pigmentos (por ejemplo células cromatoforas y
mesenquimales).

Otro ejemplo es este modelo suficientemente genérico para aplicar a cualquier tipo de
células.

M - [x(m)n¥m — D(m) ] = |a(m) — fnn
% = «(I-m)n (1.2)

Donde x, D,y 8 son funciones de respuesta de los medios (densidades celulares), n es la
densidad celular de células endoteliales y m es la densidad de la matriz extracelular [18].

1.2.1 Modelacién de los mecanismos biolégicos

Los modelos mateméaticos son herramientas para ayudarnos al entendimiento de los mecé-
nicos de numerosos procesos biologicos. Entender como se forman los patrones espaciales es
uno de los principales desafios de las ciencias.
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Sistemas acoplados de ecuaciones de reacciéon-difusion se han aplicado en la modelacion
de procesos biologicos complejos. Hay modelos mecanico-quimicos que reproducen el crei-
miento de la poblacion de las células mediante ecuaciones diferenciales parciales acopladas
para modelar las interacciones entre los elementos de la dermis y epidermis. Estos modelos
son capaces de reproducir la dindmica del sistema.

El tejido de la piel esta formado por una o varias capas de células yuxtapuestas que
contituyen el recubrimiento interno de las cavidades, érganos huecos, conductos del cuerpo
y la piel al igual que las mucosas y las glandulas. Las formas de las células epiteliales son
cubicas, cilindricas y planas.

En una herida epidérmica, en el cierre de la herida la reepitalizacion es totalmente debido
a la migracion epidérmica, es decir, el estudio del proceso es independiente de la contracciéon
de la herida debido a la dermis. Existen diferencias entre la cicatrizaciéon epidérmicas de
heridas adultas y embrionarias. En el mecanismo de la migraciéon epidérmica, las células
epidérmicas normales no son moviles. Sin embargo en la region de la herida, sufren una
marcada alteracion del fenotipo que le da a las células la capacidad de moverse a través de
las prolongaciones anchas y laminares de la membraba celular. Aunque el principal factor que
controla el movimiento celular parece ser la inhibiciéon del contacto ya que es probable que
la regulacion por el perfil del factor de crecimiento es a través de quimiotaxis y los efectos
mitogenéticos [16].

Se puede considerar un modelo mecano-quimico debido a los aspectos mecéanicos de la
dinamica del proceso de cicatrizacion. Puesto que las senales mecanicas y quimicas que hay
en el proceso que son el resultado del movimiento de las células en la herida. Teniendo en
cuenta que todas estas células ejercen fuerzas de traccion que tiran de la herida, dando lugar
a una cicatrizacion normal, en la que la piel esta en un estado contraido [19].

Asimismo al considerar frentes de células que invaden una herida que se pueden modelar
mediante modelos estocasticos discretos, proporciona el tamano relativo de los procesos de
proliferacion y difusion de las células invasoras. Una capa de células no danadas suele estar
inactiva, de modo que la tasa de natalidad de las células coincide con la tasa de mortalidad
y ambas son bastante pequenas. Cuando se produce una herida, hay una senal rapida que
despierta las células, ya sea un pulso o una onda de calcio. Las células en el borde de la
herida se vuelven mas moviles y aumentan su tasa de proliferacion [6].
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1.2.2 Etapas de cicatrizaciéon desde un enfoque de la biologia mate-
matica

El proceso de cicatrizaciéon ha sido estudiado mediante modelaciéon matematica. Desde
modelos con ecuaciones diferenciales parciales, que tiene consideraciones biomecéanicas,
modelos estocasticos, modelos discretos, etc. Se han hecho diferentes consideraciéon para
el proceso decicatrizacién en piel sana como en el proceso de cicatrizaciéon en diabéticos.
En la literatura se encuentran diversos modelos que tratan de explicar el proceso mediante
angiogénesis, la formacion de redes vasculares, linfangiogénesis [2].

El modelo considera concentraciones quimicas (por ejemplo, TGF — 3, VEGF) y densi-
dades celulares. El estado inicial es alterado cuando TGF — 3 latente se activa mediante los
macrofagos y las enzimas que se liberan inmediatamente después de producirse la herida.
Esta forma activa de TGF — 3 atrae mas macrofagos hacia la herida, a través de la quimio-
taxis. Los macrofagos producen VEGF, un factor de crecimiento que quimioatrae y estimula
la proliferacion de las células endoteliales linfaticas (LEC). Por otra parte el crecimiento
de LEC también es inhibido por TGF — (. En el estado final del proceso las LEC se
agrupan en una estructura de red, trandiferenciandose en capilares linfaticos, esto ocurre
espontaneamente y es mejorado por VEGF [2].

A continuaciéon se muestra una tabla de los factores de crecimiento y las células que
interviene en el proceso asi como su funcion [20].

Factor Células Funcion

Factor de crecimiento epidérmico Plaqueta, macrofagos, Reepitalizacion

(EGF) fibroblastos.

Factor de transformacion « Macrofagos, neutréfilos. Inflamacion y reepitalizacion
(FGT — «)

Factor de transformacion 3

(FGT - )

Factor de crecimiento derivado
de plaquetas (PDGF)

Factor de crecimiento vascular

endotelial (VEGF)

Plaquetas, linfocitos,
macrofagos, fibroblastos
y queratinocitos.

Plaquetas, macrofagos
y endotelio.

Plaquetas, neutrofilo,
macrofagos, células
endoteliales, células
musculares lisas y
fibroblastos.

Inflamacién, formacion de tejido
granular, reepitalizacion,
formacion de matrices

y remodelacion.

Inflamacién, formacion de tejido
granular, reepitalizacion,
formacion de matrices

y remodelacion.

Forma de tejido de granulacion.

Tabla 1.1. Factores de crecimiento que interviene en el proceso de cicatrizacion.
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1.2.3 Analisis de estabilidad lineal

Por lo tanto la modelacion matemética de la cicatrizacion se utiliza para comprender los
procesos complejos que estan involucrados, asi mismo como para comprobar las hipotesis
con respecto a la interacciéon de componentes que estan en dicho proceso. Las ecuaciones
se resuelven con diferentes técnicas analiticas y numeéricas para analizar la dindmica de
poblaciones de células en una herida . Para analizar el comportamiento de la dindmica
del sistema, no necesitamos a detalle los movimientos de las células individuales, sino el
movimiento en conjunto y se puden estudiar por diferentes modelos [21].

El analisis de estabilidad es una herramienta para la obtenciéon de parametros desco-
nocidos en los modelos. La formacion de patrones espacio temporales se analiza mediante
diversos tipos de modelos matematicos. En 1952 Turing fue el primero en observar y atribuir
a las interacciones quimicas entre las sustancias la formacién de patrones en la naturaleza
y estudio las soluciones de los modelos biol6gicos mediante ecuaciones de reaccion-difusion.
Hay tres tipos de inestabilidades; oscilatorias en el tiempo y uniformes en el espacio, las
inestabildades de Hopf independientes del espacio estacionarias en el tiempo y peridédicas
en el espacio y por tltimo oscilatorias en el espacio y en el tiempo. Turing demostré que un
sistema quimico de reaccidon-difusion puede evolucionar hacia patrones espaciales heterogé-
neos desde un estado estacionario uniforme debido a pequenas perturbaciones. Puesto que
la difusion puede llevar a un sistema a la inestabilidad y dando origen a la formacién de un
patron espacial en donde no existia, entonces se dio lugar a la inestabilidad de Turing [22].

Suponemos un sistema
= Vau+ f(u,v)

= V& +g(u,v) (1.3)

SEEN

Y los términos difusivos (V?u, V?v) son igual a cero y existe un estado estacionario
estable. Si se incluye el término difusivo en cada ecuacion y el sistema no se comporta como
un estado estacionario, entonces se presenta inestabilidades por difusién o inestabilidades de
Turing. El analisis de estabilidad predice el tipo y forma de los patrones que se generan de
las ecuaciones (1.3) de reaccion-difusion [22].

Para comenzar el término difusivo lo desacoplamos para garantizar la estabilidad tem-
poral. Después se agrega ese mismo término difusivo y se determina el espacio de parametros
que producen la inestabilidad espacial. Si se aplica para un sistema de reaccién-difusion
clasico de dos quimicos uy v definido por:

= D,V*u+ f(u,v)

= D,V*v+ g(u,v) (1.4)

e ®
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donde fy ¢ son las funciones de reaccién. Se asumen condiciones de flujo en el contorno
iguales a cero para garantizar que el patréon espacial formado se deba tnicamente a la
organizacion al interior del contorno y no a flujos externos. En el primer caso donde los
términos difusivos son igual cero, tenemos:

ou
? = f(u,v)
5 = 9w (1.5)

El estado estable del sistema anterior es (u,v) = (uo, v,) tal que:

f (wo, vo) = g(ug, v9) =0 (1.6)

La inestabilidad de Turing tiene lugar cuando el estado estacionario (ug, vg) es estable
sin difusién y se convierte inestable con el término difusivo. Si se define u y v como unas
pequenas perturbaciones del estado estable tal que (u,v) = (up+ p,vo+ V), y se desarrolla
en series de Taylor alrededor del punto (u,v), (despreciando los términos de orden mayor e
igual a 2 de vy de v) se tiene:

ou ou
£ -5 )0 )0 o
ot

ot

|&

w_

5 =JU, donde U = (u V)T y J es la matriz

que se puede reescribirse matricialmente
jacobiana evaluada en el punto (ug, vg).
)

. ou . Y .
La solucion de --=JU tiene la forma: U x ae At con \; es un autovalor (valor propio)

de J y a es su autovector. Si reemplazamos la solucion en la forma matricial de la ecuacion
se obtiene que el estado homogéneo (uo, vg) es linealmente estable si los autovalores A; de la
matriz jacobiana J tienen parte real negativa. Para ello se debe cumplir que:

| J=NI| = 0 (1.8)

Tomando el determinante se obtiene:

AP = (fut go)Ni+ (fugo — fogu) =0 (1.9)

Resolviendo para \; se tiene:

(fut o) £/ (fut 90)° — 4( fugo — fugu)

(1.10)
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Del determinante se obtiene que las condiciones para que los autovalores \; tengan parte
real negativa, se debe cumplir que

futge < 0
fugo = fogu > 0 (1.11)

Las condiciones garantizan la estabilidad linel en el tiempo del estado estable homogéneo
en ausencia de variaciones espaciales, es decir, sin difusién. En presencia de difusion, la
linealizacion alrededor del estado estable es

< = JU+DVU (1.12)

donde U y J son las mismas que en las ecuaciones anteriores y D es una matriz diagonal
de coeficientes de difusion. Si se consideran que la solucién del sistema es de la forma
U=X(x)T(t) y se resuelve por separacion de variables, teniendo en cuenta las condiciones
de flujo nulo (n-V)U =0, se obtiene un par de ecuaciones de la forma:

X"z)+k*X(x) = 0
T(t) < ae™™ (1.13)

con k el autovalor de la ecuacién o numero de onda para el caso de las ecuaciones de
reaccion-difusion. La solucion de T'(¢) tiene la forma:

X(z) o cos(kx) (1.14)

con k=nm y n entero. La solucion general de la ecuacion (1.12), es la combinacién lineal
de todos los términos que satisfacen y el término temporal:

U= Z Fycos(kxz)e ™ (1.15)
i
donde F}, son coeficientes de la serie de Fourier. Reemplazando la solucién y linealizando
se obtiene:
(M —-J+DEHU = 0 (1.16)

Como se busca una solucién no trivial, se debe satisfacer:

A —J+Dk| =0 (1.17)
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Se requiere hallar A = \(k?), resolviendo se obtiene la ecuacion de dispersion asociada:
N+ b(E))A+c(k?) = 0 (1.18)

con

b(k2) = (Du‘l' Dv)k2 - (fu+ gv)
c(k?) = D Dk*— (Dyfu+ Dugo)k* + (fugo — fugu) (@) (1.19)

La inestabilidad de Turing inducida por difusién, ocurre debido a la difusiéon, tal que una
de las raices cumple que Re(\) >0 para algtn k%< 0. Esto es cierto si se cumple que c¢(k?) >0
y b(k?) < 0 o viceversa. Considerando f, + g, <0, D, >0y D, > 0, se obtiene b(k?) > 0.
Luego para que exista inestabilidad de Turing se debe cumplir ¢(k?) < 0 para todo k% De
fugv — fugu >0y de las condiciones D, >0y D, >0, se obtiene que la condicién para c(k?)
se cumple que :

(Dyfu+ Dugo)k® > 0 (1.20)

Pero esta condicion es necesaria pero no suficiente para que c(k?) <0, por lo que se debe
cumplir que ademés que el minimo c¢,,;, sea negativo. Derivando la ecuacion (1.18) respecto
a k? e igulando a cero tenemos:

vau + Dqu

2 _
he = 2D,D,

(1.21)

Reemplazando la ecuacion (1.21) en (1.18) y resolviendo, se obtiene la ultima condicién
para el analisis de estabilidad en sistemas de reaccion-difusion:

(vau + Dugv)2

1D.D, > 0 (1.22)

Las condiciones que restrigen el espacio de parametros, se define a continuacion:

futge < 0

fugv_fvgu > O

(Dyfu+ Dugo)k? > 0
(Dyfu+ Dugy)?—A4D,D, > 0 (1.23)

Sin embargo para el discriminante de la ecuacion (1.10) se cumple que c¢(k?) =0, se obtiene
un pardmetro de bifurcacién donde el sistema puede ser estable o inestable. Esto da lugar a
una condicién adicional relacionada con la existencia de un ntimero de onda k2 que permita
la formacion del patron espacial inestable, y esta dada por las raices:
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(Do fu— Dugv) — /(Do fu— Dug)* — ADuDo( fugs — fogu)

I
min 2DuDv
9 . (vau - DuQv) + \/(vau - Dugv)2 - 4DuDv(fugv - vau)
K2 = — (1.24)

Finalmente se puede clasificar las condiciones de los autovalores de la ecuacion (1.4) [23]
(ver la Figura 1.8).

Caso 1: Los dos valores propios positivos: nodo inestable.

Caso 2: Los dos valores propios negativos: nodo estable.

Caso 3: Un valor propio positivo y el otro negativo: punto silla inestable.
Caso 4: Valores propios iguales (raices repetidas).

Caso 5: Un valor propio igual a cero: estable si Ay <0 e inestable si Ay > 0.
Caso 6: Los valores propios complejos (parte real positiva): espiral inestable.
Caso 7: Los valores propios complejos (parte real negativa): espiral estable.
Caso 8: Los valores propios complejos (parte real igual a cero): centro estable.

rI=4A
unztable

spiral

stable node unstable node

rl_4A<0
cenler \
degenerate

unstable node

degenerate
stable node

- T
I

saddle

W/
A

Figura 1.8. Plano fase y estabilidad para sitemas lineales.







Capitulo 2

Modelado del proceso parcial de cicatriza-
ciéon de heridas

2.1 Modelos de cicatrizaciéon de la piel

La modelacion matematica del proceso de cicatrizacion de heridas se usa para ayudar
a comprender los procesos complejos involucrados en este proceso al proporcionar una via
para probar varias hipoétesis sobre la interaccion de los componentes que intervienen en la
cicatrizacion de heridas. Los modelos basados en ecuaciones describen procesos biologicos
mediante la formulacién de interacciones de componentes bioldgicos individuales utilizando
un sistema de ecuaciones diferenciales para variables que miden las concentraciones de células
y productos quimicos en el tiempo y el espacio. Las ecuaciones se resuelven usando una
variedad de técnicas analiticas y numéricas y se usan para predecir la dindmica de las
poblaciones celulares dentro de una herida [24].

2.2 Modelo mecano-quimico de la cicatrizaciéon de heridas
sin inflamacién

El modelo propuesto permite mostrar la dindmica de los factores de crecimiento y las
células que estan implicitas en el proceso de cicatrizacion, debido a que se toma la proli-
feracion de la poblaciéon y la quimiotaxis de las células las cuales no tienen especializacion

especifica. Esto implica que pueden representar tanto el rol de células epiteliales como
epidermales.

Los modelos mecano-quimicos emplean sistemas de reacciéon-difusion. Para modelar las
interacciones entre las células de la dermis la dinamica de la epidermis es modelada al igual
que los modelos mecéanicos. Aqui se emplean ecuaciones diferenciales parciales no lineales.

29
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Como sabemos los macrofagos, leucocitos y otras células son los responsables de que
este presente hipoteticamente la etapa de la inflamacion en la herida. Si deseamos que la
cicatrizacion ocurra en el menor tiempo posible, hipoteticamente la inflamcién debe ser
casi nula y asi dar pie a que la proliferacion de las células debe ser de manera acelerada [3].
Proponemos un modelo mecano-quimico para observar la dindmica espacio-temporal del
proceso de cicatrizaciéon en la piel sana sin proceso inflamatorio.

Los factores de crecimiento y las células que estéan presentes en las epidermis y la dermis
reaccionan y se difunden en ellas cuando ocurre el proceso de cicatrizacion en piel normal
y sana.

Para la construccién del modelo se definen dos variables importantes W(7,t) y V(7).
Donde (7, t) representa la dinamica de las células que se difunden en la herida (células
endoteliales, células linfaticas, fibroblastos, etc.) y V/(7,t) cualesquiera factor de crecimiento
que reacciona y se difunde en la epidermis y la dermis, por ejemplo, el factor de crecimiento
de células endoteliales (EGF), el factor de crecimiento de transformaion § (TGF — f3) entre
otros.

Cada una de las variables cumple con una ley de conservacion cuyas ecuaciones en forma
general se expresan de la siguiente forma [15]:

o —V'J—\)If‘l'c(\ljav)
%V = —V.-Jy+F(¥,V) (2.1)

Donde JTI, es el flujo de la densidad de células ¥ que se encuentran en la epidermis o la
dermis, la cual debe satisfacer la ley de Fick para W: Iy =—DyVVU. Y J;/ es el flujo de la
concentracion del factor de crecimiento V', con V: J?/ =—-DyVV.

Con C(¥, V) como la cinética quimica y F'(W, V') toma en cuenta las interacciones de las
células y los factores de crecimiento.

Una caracteristica de la dermis es que las células dermales (células fibroblasticas) que la
constituyen son capaces de moverse independientemente a traves de la matriz extracelular
(ECM)|[15]. Este movimiento celular puede ser definido por la interaccion de las células con
otras mas cercanas a ellas.

Para considerar las interacciones y comportamientos en el modelo, a partir de hechos
biologicos, es por medio de C(¥, V) y F(¥, V), que modelan la cinética quimica de una
interaccion entre el activador-inhibidor con la densidad celular, el anclaje mecanico y la
comunicaciéon quimica entre los tejidos dérmicos y epidérmicos.



2.3 ANALISIS DE ESTABILIDAD LINEAL 31

CW,V) = p\11<1 —@3) LV (VD)

C

FU,V) = sy—nmV —7VU (2.2)

Donde p, ¥, s,,r1y 7 son constantes. El primer término para la funcion C (¥, V') define
la proliferaciéon con una rapidez de crecimiento p de las células ¥ con la restriccion que V.
es el limite del crecimiento de las células también nombrado factor de carga y el segundo
término representa la quimiotaxis y = raV? espacio-temporal. Ademas ro y r3son la rapidez

g+ VA
de decaimiento de W [2][6].

Mientras que para F'(¥, V) el primer término es la fuente constante del factor de creci-
miento V', r; es el decaimiento natural a rapidez constante del factor de crecimiento V, y por
ultimo « divide y forma células endoteliales a rapidez constante.

Finalmente, sustituyendo las expresiones Jv J—\)p, C(V,V)y F(¥, V) en la primera
ecuacion y el arreglo de términos, tenemos las siguientes ecuaciones:

%I’ _ v-(DWprxy(l—%%v.(w@)
%V = V- (DyVV)+sy—rV -V (2.3)

Simplificando términos obtenemos

ov 9 B U .
oV 9
E DYV 4 sy — iV — AV (2.4)

Las ecuaciones definen el modelo mecano-quimico a estudiar para explicar el proceso
de cicatrizaciéon sin inflamacién. Los valores de los parametros y condiciones iniciales se
encuentran en el apéndice A.

2.3 Analisis de estabilidad lineal
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El analisis de estabilidad comienza encontrando los puntos fijos del sistema de ecuaciones
de nuestro modelo. Asi que partimos del teorema de estabilidad.

Se realiza el anéalisis de estabilidad lineal para ver en que regiones del plano se encuentran
las soluciones y observar como se comporta nuestro sistema. Encontramos los puntos fijos
de nuestro sistema de ecuaciones y los valores propios de la matriz jacobiana asociada para
establecer su estabilidad [15].

Primero el término de difusién lo igualamos a cero, después definimos las funciones

f(U, V) y g(¥,V) tal que:

1\
f(Wo, Vo) = P‘I’(l — \I’_c)

g(Wo, Vo) = sy—mV —7VV¥

Tenemos que %I]: f(¥,V)y %V: g(\U, V)

Su estado estable del sistema esta en el punto (¥, V') = (¥, V)
De tal manera las funciones en el punto (¥, Vp) son igual a cero.

f(\lj()a ‘/0) =0= g(\I]07 ‘/0)

Proseguimos a calcular el punto estable.

Primero f(W,V)

si p#£0, tenemos que

\If(l — \%) =0
resolviendo, encontramos que ¥ =0 y U =V,
Luego g(¥, V)

sv—rﬂ/—ny\If =0

. S
su solucion es: V =—Y_
r1+ ¥

Por lo tanto los puntos fijos son:
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(o, Vo) = <0> %/)

Sv
Yo, Vo) = | ¥g, ——————
( 0 0) < 0 " I ’}/\IIC)

Debemos calcular su matriz jacobiana

Resolvemos y encontramos que sus valores propios |J —IA|=0

2w
IJ—TI)\| = p(“ﬁf_c)_A 0
—AV = (r+¥) =

Desarrollando y simplificando

= )\2+)\<(r1+7\11) —p(l — %I]\Ij)) —p(l — ?i)(rﬁy\lf)

Tal que los autovalores ( o valores propios) son:

2V
)\1 - p<1_ \IIC)

Ay = —(ri+VY)

Evaluando los valores propios en los puntos fijos se obtiene:

i)Si ¥ =0, es un punto silla

>
]
I

—r1 <0
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11)S1 W =W, es estable

A = —p<0
>\2 _(Tl + V\Ilc) <0

Ahora consideramos variaciones espaciales en las ecuaciones diferenciales parciales no
lineales. El estado estacionario del sistema debe ser estable con respecto a las oscilaciones
temporales homogéneas para volverese inestables frente a perturbaciones espacio-periodicas,
cuando se tiene en cuenta la difusion [25|. Para determinar las condiciones para que surjan
inestabilidades, tomamos una solucién de la forma

U = Wy+ exp(At —ikr)
V = Vo+vexp(At+ikr) (2.5)

partiendo de las ecuaciones y sustituyendo tenemos que

ov i . U (At—ikr)
E — D\I}V2(\I]0 —+ we()\t—lkr)> + p(\IIO + dje()\t_lkr))(l o 0+ 1/\}:[? I V ) (Xv(\];lo N
we()\t—ikr)» .
%V = DyVP (Vo + ve™ ) sy — (Vg + 0N — (1 4+ veMFR) (0, 4
we()\t—ikr)> (2.6>
ahora y = raV2 (Vo +veMHI)2 (VR 2Vgue(M D)

T3t VI oyt (Vo4 velr Tk et (V2 + 4Vdpe M Hikn)

ov . /{52T2V2lp Uy
YF _ J(M—ike)[ 1.2 o 0 >0
a " < S S e I R G
ov (Mt-+ikr) 2 (At+ikr)
5 =€ (=k*vDy — 1w —yYg) + sy — Vo(r1 + y¥o+ e ) (2.7)
calculando sus valores propios
k2raV 'y 20
gom = | (D= e s e (1-52) ) -2 0 (2.8)
’)/\I’Q (—]{32’UD\/—7’1’U—”)/\I’,)—)\

Tal que nos conduce a la ecuacion caracteristica

N4+ b(E)N+c(k?) = 0 (2.9)
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donde
9 9 AN
b(k?) = K(Dv+Dy)+p| 1= |+ (r+7%)
y
k2raVity ikr
c(k?) = T3+‘/,04+8V03U+3V—Vb(r1+fy\lfo+fyvew+k))

Consideramos como una funcion de k2, ¢(k?) es el valor minimo para
)

Dy(r1+ ’}@)2 + (Dv + X)p( — 2\11—\1/:)
2(Dy(Dy + x))

2 _
kmin -

(2.10)

Y finalmente se calcula la estabilidad de las ecuaciones del modelo empleando los valores
propios en las siguientes restricciones.

2.4 Meétodo numérico para resolver las ecuaciones

Para considerar las variaciones espaciales en las ecuaciones diferenciales parciales no
lineales, necesitamos resolver el modelo numéricamente. La soluciéon del sistema de reaccion-
difusion se realiza mediante algiin método numérico para la parte temporal, ademas de una
expresion discretizada para el operador de Laplace. Se utilizo el método de Euler para generar
los patrones en la regeneracion de la piel en el proceso de cicatrizacién. Las condiciones o
reglas de la dindmica pueden considerarse arbitrarias, sin embargo pueden ser establecidas
en términos para construir el modelo de algin sistema fisico, biolégico, quimico, etc [26].

Para la parte espacial del sistema de ecuaciones de reaccion-difusion se discretiza el
operador de Laplace de las ecuaciones diferenciales a partir de la serie de Taylor:

1
V2U($,y,t> = E[U(SL’ + hv yvt) —|—U(LU - h'7 Y, t) —|—U(LE‘, Y+ h’a t) —|—u(:c, Y- h’a t) o 4(2[‘, Y,
)] (2.11)

Después se reescala la parte espacial, tal que al discretizar el laplaciano h debe ser
una cantidad pequena para obtener una buena aproximaciéon. Por otra parte el valor de
V2u(z,y,t) depende de los valores de u en los puntos vecinos (z & h,y £ h). A partir de esta
idea debemos introducir matrices cuyas celdas tienen estados definidos por los valores de la
densidad de las células y concentraciones quimicas (factores de crecimiento). Los estados de
las celdas evolucionan de manera que, en la parte temporal, satisfacen las reglas asociadas con
las ecuaciones diferenciales (2.4) y, en la parte espacial, sus estados dependen explicitamente
de los estados de las celdas vecinas, en la misma forma presentada en (2.11) [26].
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La aproximacion (2.11) del operador de Laplace es valida, con h pequena, para funciones
bien portadas (al menos clase C?) pero, al iniciar la dindmica a partir de estados aleatorios
discretos y distribuidos en cada una de las celdas de una malla, el conjunto de los valores
vecinos no se parecen a una funcién espacialmente bien portada y esto provoca inestabilidad
numérica en los programas?!. Encontramos asi que usando diferentes condiciones de frontera
y eliminando el valor de h (o, equivalentemente, haciendo h=1) para una matriz u.

o kot _ kit kot kot kot kot
Vouiy =g Tt ui iy —du (2.12)

El simbolo uf; representa el valor, al tiempo ¢, de la celda (i, j) de la variable u*, se obtiene
del algoritmo de soluciéon de las ecuaciones de reaccion-difusion.

En este esquema cada elemento de matriz evoluciona en el tiempo de acuerdo a una regla
general, es decir, si la ecuacion diferencial del sistema de ecuaciones, para la variable u*,
tiene la forma

o k(,1 k 2, k
E:F (u'y o u® o u™ { s }) + DeVu (2.13)

en donde { s} representa el conjunto de parametros del sistema y k=1,2,...m.

Entonces, para el caso del método de Euler, el esquema de evoluciéon en cada sitio de la
malla sera de la forma

uﬁ,;Jrl — uf; +At [Fk(ullﬁ, o uf;, - u?fjt, {ps}) + DkV%fj] (2.14)

donde At < 1,t=0,1,... y el término laplaciano esta dado por (2.12) [26].

2.1. A veces las diferencias entre valores de celdas vecinas resultan relativamente altas.



Capitulo 3

Resultados y Discusion

3.1 Rango de casos de interés para py r3

El analisis de estabilidad, nos dio como resultado que nuestro sistemas es estable en su
dindmica (no fueron encontraron inestabilidades) para los parametros de control del modelo:
p, 3, 7, Dy y Dy, mientras que 71, ra, sy y ¥, son constantes y su significado biologico fue
explicado en el capitulo 2 (ver tabla 1). Los parametros de control que tinicamente presentan
soluciones que tienen intepretacion biolégica son p y rs. Los resultados obtenidos para
cuantificar el proceso de cicatrizacion son: la grafica de la secciéon transversal se muestra
como la poblacion celular progresa en la cicatrizacién de la herida. La grafica de densidad
célular es el crecimiento celular en la herida y en la grafica de regeneracion se muestra como
disminuye el area de la herida respecto a los dias.

A continuacion se muestran los resultados obtenidos mediante la simulaciéon numérica
empleando el método expuesto en el capitulo 2 en una malla cuadrada de 50 x 50 nodos,
separados una distancia dz=1.0 y con un paso de tiempo de dt =0.001. Se simula una cicatriz
de segunda intencién a nivel superficial donde las dimensiones de la misma, son mediadas
mediante fotografias de las referencias [4][3| y son escaladas a pixeles mediante un factor de
conversion. La soluciéon numérica de las ecuaciones del modelo mecano-quimico propuesto,
se obtuvo variando dos pardmetros de control y para estos casos tomamos solamente p y rs.
Nuestro parametro que define la proliferaciéon o crecimiento de la poblacién p toma valores
en el intervalo [0.5,15], mientras la quimiotaxis es evaluada para los siguientes valores de r3:
8.1x10% 8.1 x 103, 8.1 x 10* y 8.1 x 10°. Los valores para los coeficientes de difusién son fijos
tal que: Dg=0.4, Dy =0.06 y 7 =0.14. No obstante, al cambiar el valor de los coeficientes
de difusion los resultados que acontinuacion se muestran no cambian significativamente.

37
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Cada grafica de «Secciéon transversal» representa la evolucion temporal de un c orte
transversal de la malla de densidad de células de la piel: un corte al centro de la malla
cuadrada cuyos valores numéricos se representan en un perfil con un valor inicial de 3.0 en
los extremos (densidad de células en la orilla de la herida) y 0.0 al centro (como un pozo
cuadrado que, en esta region, representa la ausencia de piel). En todos los casos se observa
que el «pozo» se suaviza y evoluciona, en general, hacia arriba y hacia el centro de diferente
manera de acuerdo con los valores de los parametros elegidos. Cada curva, en este sentido,
representa una distribucion de densidad celular, de manera que la linea roja (més gruesa)
representa la distribucion final (al cabo de 12 dias).

Se puede observar en todos los casos que, para valores pequenos de 73 (caso a) en todas
las figuras), que corresponden a valores altos de la quimiotaxis, la densidad celular en el
perimetro de la herida decrece incrementando su valor hacia el centro de la misma. Una
posible causa seria que los valores relativos de la quimiotaxis son altos y los del factor de
reproduccion celular p son pequenos, de manera que la poblacién celular se desplaza hacia
el centro disminuyendo en la orilla de la herida.

Se puede observar que al dejar fijo el valor de p = 0.5 y variar el valor r3 = 8.1 x 102,
8.1 x 103, 8.1 x 10* hasta 8.1 x 10%, tal que la quimiotaxis tendera a cero (ver la Figura 1.1),
los perfiles forman una capa gruesa sobre la cicatriz de segunda intension, mientras que para
los otros dos casos con valores de r3 = 8.1 x 10%, 8.1 x 10° la cicatriz no es completamente
recubierta por la densidad celular, e incluso forma una oquedad en el interior de la misma.
Ademas, para las graficas del area de regeneracion, se obtiene de estas que para los dos
primeros casos (r3=8.1 x 102, 8.1 x 10?) la regeneracion es abrupta y para el resto de los casos
(r3=8.1 x 101, 8.1 x 10%) el cambio de concavidad afecta el drea de regeneracién causando
una forma escalonada en la misma grafica. Al analizar la grafica de la densidad celular se
nota que esté crece para todos los valores de p, pero se observa que para valores pequenos de
r3 la concavidad de esta grafica es hacia abajo y en el caso contrario su concavidad es hacia
arriba. En todas estas graficas el tiempo es medido en dias.

En el resto de las Figuras 1.2 a 1.4 se encuentra el mismo comportamiento al incrementar
el parametro que caracteriza la quimiotaxis r3: 1.- Engrosamiento de los perfiles de densidad
celular para valores pequenios de r3=8.1 x 10% y/o 8.1 x 103, y formacién de oquedades en
el interior de la cicatriz para valores de r3=28.1 x 10% cuando p tiene valor pequeno (ver por
ejemplo grafica para p=0.5, 1.0, 2.5); 2.- Cambio de concavidad de la grafica de la densidad
celular para valores grandes de r3 = 8.1 x 10%, 8.1 x 10% y 3.- Generacién de una forma
escalonada para la gréafica del area de regeneracion cuando hay un cambio de concavidad de
la grafica para la densidad celular.
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Ahora bien, cuando el valor de p se incrementa para valores de pequenos de r3 (ver por
ejemplo figuras para p=>5.0,6.0,7.0,15 y r3=_8.1 x 10?) el engrosamiento sobre la cicatriz
disminuye su espesor. Ademés, en la grafica de la densidad celular surge un punto de inflexién
cuando el valor de 73 y p es grande (ver por ejemplos las figuras con p =5.0,6.0,7.0,15 y
rs=8.1x 109).

Una posible interpretacion de estos resultados se resume en lo siguiente: i) practicamente
para cualquier valor de p y para valores pequenos de rj3, existe la formacion de una cicatriz
con engrosamiento, cuya causa se debe a una actividad quimiotactica grande en magnitud
y a la proliferacion de las células con area de regeneracion “rapida” (o abrupta), lo cual se
observa en forma evidente para valores de p =0.5,1.0,2.5 y r3=28.1 x 102 A este tipo de
comportamiento presentado por la dindmica del modelo en el proceso de cicatrizacion se le
puede asociar a las cicatrices del tipo queloide como se mencion6 en el capitulo 2; ii) ahora
bien, cuando el valor de p es pequenia y el valor de 3 es grande (p=0.5,1.0,2.5 y r3=8.1 x 10?)
el area de regeneracion cutdnea presenta una regeneracion “lenta”. Esto genera oquedades
debido a una disminucioén de la quimiotaxis en las células, entonces el comportamiento de la
dindmica de las ecuaciones del modelo puede ser asociada al tipo de cicatrices atrdficas.
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RESULTADOS Y DI1SCcUSION
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Figura 3.4. Con p=5.0, a)r3=8.1x 10%, b)r3=8.1 x 10%, ¢)r3=8.1 x 10* y d)r3=8.1 x 10°
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Figura 3.5. Con p=6.0, a)r3=8.1 x 10% b)r3=8.1x 103, ¢)r3=8.1 x 10* y d)rs=8.1 x 10°
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Figura 3.6. Con p=7.5, a)r3=8.1x 10%, b)r3=8.1 x 10%, ¢)r3=8.1 x 10* y d)r3=8.1 x 10°
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Figura 3.7. Con p=10.0, a)r3=8.1 x 10%, b)r3=8.1 x 103, ¢)r3=8.1 x 10* y d)r3=8.1 x 10°
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Figura 3.8. Con p=15.0, a)r3=8.1 x 102, b)r3=8.1 x 103, ¢)r3=28.1 x 10* y d)r3=8.1 x 10°

3.2 Aplicaciéon del modelo a la cicatrizaciéon de segunda
intencién en modelos biolégicos pequenos

Una aplicacion del modelo es la simulacion de la dinamica de sus ecuaciones para explicar
el efecto durante el proceso de cicatrizacion de un extracto de planta llamado quercus [4][3].
En estos trabajos se reporta, el efecto del quercus como un agente antibacterial y desinfla-
matorio en una herida de segunda intencion, superficial realizada sobre modelos de animales
pequenos (unos tipos de ratas). En la Figura 1.11 se muestra el area de regeneracion medido
experimentalmente en 12 dias de cicatrizacion [3]. En las ecuaciones del modelo propuesto,
se toman los valores de las constantes 11, 12, sy y ¥y como en la tabla (1) del apendice A y
los valores de los parametros de control se ajustan para los valores: p=6.0, r3=238.1 x 10°,
Dy=0.4, Dy =0.06 y v = 0.14. Los resultados se muestran en la figura 1.9 y de estos se
observa un perfil de densidad celular que regenera completamente la cicatriz, asi como el area
de regeneracion celular la cual presenta un comportamiento similar la mostrado en la grafica
experimental de la figura 1.11. Las dos graficas restantes son una prediccién del modelo sobre
la dindmica de la densidad celular y la concentracion del factor de crecimiento [ver graficas 1.9
c) y d)]. La grafica 1.9 a) sugiere una nueva medicion para experimentos in vitro, mientras que
la grafica 1.9 d) muestra el punto de inflexion de las graficas de la densidad celular y el area
de regeneracion. Este punto esta ubicado en el valor maximo del factor de creciemiento VGF.
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En la siguiente figura se muestra la simulaciéon numérica del proceso de cicatrizaciéon de
heridas como secuencia temporal, asi como se asemeja al cierre de segunda intencién a nivel
superficial, respecto a las condiciones inciales. Se muestra una similitud en la evolucién
espacio-temporal de la herida al comparar las figuras 1.9 y 1.10. Por lo tanto, una posible
interpretacion biologica de estos resultados es como sigue: debido a la actividad quimiotéactica
dentro un rango normal para r3 y en combinacién con un factor de crecimiento por debajo
del promedio del valor de p, se obtiene una mejor regeneracion que en condiciones normales
bajo la acciéon del quercus.

a) Seccion transversal b) Area de regeneracion

1000

600

y (mm~2)

20 30
x (mm) x (dias)

<) Densidad celular +1.657el d) Concentracion de VGF

(ua.)
y (u.a)

2 a 6 8 10 12 2 a 6 8 10 12
x (dias) x (dias)

Figura 3.9. Simulacion Numérica del proceso de cicatrizacion. a)Secuencia temporal y b) grafica del perfil de
la densidad celular para t=1— 10,20 — 100, 200 — 1000, 2000 — 10000
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Los resultados experimentales muestran como el proceso de cicatrizacién ocurre en menor
tiempo de lo esperado [3].

Figura 3.10. Resultados experimentales del proceso de cicatrizacion|3].

Area de cicatrizacion obtenidos experimentalmente [3].

Area de regeneracién
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Figura 3.11. Grafica obtenida a partir de los datos experimentales [3].






Capitulo 4

Conclusiones y Perspectivas

4.1 Conclusiones

El modelo mecano-quimico que se propone, nos da aspectos claves en el proceso de
cicatrizacion en piel sana y normal tales como p y r3 . También nos hemos enfocado en los
aspectos quimicos que estd implicito en la cicatrizacién. Este modelo considera la difusiéon
celular y quimica, la reproduccion celular, términos de fuente quimica y quimiotaxis aso-
ciados a un factor de crecimiento en la dermis o epidermis. Los resultados muestran que el
modelo representa algunas situaciones realistas en términos de los parametros de control
relacionados a la reproduccion celular y la quimiotaxis.

En los ultimos se han desarrollado diversos modelos matematicos para etender el proceso
de cicatrizacion. Estos modelo difieren entre si debido a sus objetivos de estudio pero, en
general consisten en un conjunto de al menos cuatro ecuaciones diferenciales no lineales aco-
pladas, de manera que conforman un sistema dindmico dificil de estudiar por ser un ntmero
grande de ecuaciones y por involucrar un nimero de grande de parametros. En particular
nuestro modelo, que representa la dindmica del proces de cicatrizacion acelerada bajo la
aplicacion de quercus, tiene la ventaja de ser un modelo simple que puede ser estudiado
facilmente de manera tanto analitica y numérica.

4.2 Perspectivas

Se puede extender el modelo para tratar de explicar diferentes patologias de la piel, como
por ejemplo, cancer de piel, psoriasis, entre otras y ver como es la dindmica de las células y
factores de crecimiento que estan implicitas en esos procesos.

29
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Apéndice A

En las siguientes tablas se muestran los valores para los pardmetros y los valores iniciales

encontrados experimentalmente [2|, para los valores de p, Dyy Dy fueron propuestos para
este trabajo.

Parametros Valores Unidades
Sy 1.9 células / dia
T 11 dia=!
To 107 célulaspg—?(mm?) ~3dia !
T3 8.1 x 10° (pgmm—3)*
P (0.5,15)
y 1.4x 1072 mm?>células~'dia ™!
v, 0.3 célulass / mm?
Dy 0.4 s/u
Dy 0.06 s/u

Tablal. Valores de los parametros.

Valor inicial Valores Unidades
U(0) 0 células / mm?
V(0) 0.5 pg/mm?

Tabla2. Valores de ¥ y V' al tiempo t=0.
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