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El cient́ıfico no estudia la naturaleza porque resulte útil, sino que lo hace por
el mero placer que produce y, si produce placer, es porque se trata de algo bello.

Henri Poincaré, Ciencia y método, 1908

Las personas que están lo bastante locas como pare creer que pueden cambiar
el mundo son las que lo cambian.

Steve Jobs, Think Different, 1997
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Resumen

En el presente trabajo de tesis se aborda un tema de importancia a nivel mun-
dial, en espećıfico una enfermedad causante de millones de muertes llamada cáncer,
esta es una enfermedad por la que algunas células del cuerpo se multiplican sin
control y se diseminan a otras partes del cuerpo formando tumores. Matemática-
mente estos tumores pueden ser modelados mediante ecuaciones diferenciales, en
este trabajo se toma un sistema de ecuaciones diferenciales que se sabe que mode-
la el crecimiento de tumores canceŕıgenos, este posee una caracteŕıstica caótica la
cual es un fenómeno presente en sistemas dinámicos no lineales. Se realizan análisis
para las ecuaciones de orden entero, por lo que en este documento de investiga-
ción se presenta la dinámica caótica que genera mediante método numéricos el cual
biológicamente quiere decir que es un sistema no sano debido a la caracteŕıstica
caótica, el tema principal es que se pretende conocer más a fondo el modelo de
crecimiento tumoral, esto lleva al cálculo fraccionario el cual ha demostrado que
mediante derivadas fraccionarias se describen con mayor precisión la dinámicas
de problemas no lineales. En este trabajo se generaliza el modelo antes mencio-
nado a orden fraccional por medio de la derivada fraccionaria de Caputo ya que
esta derivada permite trabajar con las mismas condiciones iniciales con las cuales
trabaja en orden entero y para observar cómo evoluciona la dinámica caótica con
respecto al tiempo.

Se presentan distintos análisis de la dinámica caótica que genera el modelo, se
implementan algoritmos en Matlab con métodos numéricos que resuelven sistemas
de orden entero y orden fraccional, se realizan diagramas de bifurcación para
hallar los órdenes fraccionarios los cuales indiquen presencia de dinámica caótica
y mediante técnicas de control se logra controlar o cambiar la dinámica del sistema
en orden fraccional a una dinámica que ya no sea caótica, es por esa razón que se
realizó una etapa de control utilizando control robusto que afecte directamente el
sistema de crecimiento de tumores canceŕıgenos, para probar diferentes parámetros
que a su vez pueden ser agentes externos que modifiquen o fuercen el cambio del
comportamiento caótico a otro tipo de dinámica, se presentan los resultados del
cálculo de los controladores para estabilizador y sincronizador en orden entero y
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orden fraccional. Se logró estabilizar el sistema llevando a cada una de las variables
a un punto en donde ya no tiene variación, por otro lado, se logra hacer una
sincronización de dos sistemas en donde el error de sincronización es demasiado
pequeño puesto que se calculó cuantitativamente, teniendo un margen de mejora
para futuras investigaciones.

Estos estudios y cálculos antes mencionados llevan un fin biológico importan-
te para el trabajo ya que se pueden asemejar biológicamente tratamientos como
terapias o medicamentos que tienen repercusión directamente en el sistema, es
por ello que al final del trabajo se realiza la implementación electrónica en una
Raspberry ya que tanto su lenguaje de programación como su uso es mucho más
amigable para usuarios en general y con esto lograr un prototipo de ensayo.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Objetivos

Los objetivos planteados en este trabajo de investigación tanto generales como
espećıficos se describen a continuación.

1.1.1. Objetivo general

Analizar numéricamente el comportamiento caótico de un modelo matemático,
que describe el crecimiento de tumores canceŕıgenos, usando ecuaciones diferen-
ciales de orden fraccionario tipo Caputo. Posteriormente, aplicar una técnica de
control para estabilizar la dinámica caótica, y finalmente instrumentar electróni-
camente el sistema en una tarjeta digital.

1.1.2. Objetivos espećıficos

1. Analizar las condiciones de caos en sistemas dinámicos en sistemas de orden
entero.

2. Obtener métricas del comportamiento caótico tales como: retrasos de fase,
mapas de Poincaré, Diagramas de Bifurcación y espectro de exponentes de
Lyapunov.

3. Extender el modelado de orden entero al dominio de orden fraccionario usan-
do la derivada de Caputo con Kernel de memoria singular.

4. Analizar numéricamente la dinámica del crecimiento tumoral de un modelo
matemático del Cáncer.
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(a) Principales tipos de cáncer que generan
muertes en el mundo.

(b) Tasa de defunciones por tumores malignos
por cada 10 000 habitantes en México.

Figura 1.1: Estad́ısticas del cáncer en el mundo y en México.

5. Aplicar la teoŕıa de control robusto H infinito para tratar de llevar la dinámi-
ca del crecimiento del tumor representado por el comportamiento caótico a
un estado estable.

6. Implementar el modelo matemático del crecimiento tumoral en una tarjeta
digital Raspberry para emular diversos parámetros de control de la enfer-
medad.

1.2. Estado del arte

El cáncer se produce por la transformación de células normales en células
tumorales en un proceso en varias etapas que suele consistir en la progresión de
una lesión precancerosa a un tumor maligno. Esas alteraciones son el resultado
de la interacción entre factores genéticos del paciente y tres categoŕıas de agentes
externos, como lo son: carcinógenos f́ısicos, carcinógenos qúımicos y carcinógenos
biológicos. Los datos de la OMS en su reporte del 21 de septiembre de 2021 [1]
dicen que el cáncer es una de las causas principales de muerte en todo el mundo:
casi 10 millones de fallecimientos en 2020 Figura 1.1(a), con los más comunes
que fueron pulmonar, colorrectal, hepático, gástrico, de mama [1]. Los datos para
México son recabados por el INEGI Figura 1.1(b) con reporte del 4 de febrero
de 2021 [2]. Entre enero y agosto de 2020 se registraron 683 823 defunciones, de
las cuales 9% se deben a tumores malignos (60 421). Un año antes, en 2019, se
registraron 747 784 defunciones, de las cuales 12% se deben a tumores malignos
(88 683) [3].

Es importante destacar el hecho de que el cáncer tiene tres etapas distintas:
avascular, vascular y metastásica. A pesar de los avances en bioloǵıa molecu-
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lar y genómica, la comprensión de la humanidad sobre el crecimiento de células
cancerosas es todav́ıa vaga. Como resultado, es una tarea abrumadora detectar-
lo temprano con el objetivo de tomar las medidas adecuadas para obstaculizar su
crecimiento y reducir el sufrimiento de las v́ıctimas, y mucho menos encontrar una
cura. Los páıses desarrollados están invirtiendo fuertemente en la investigación del
cáncer y muchas disciplinas cient́ıficas están involucradas, incluidas la f́ısica, las
matemáticas y la ingenieŕıa [4].

En el art́ıculo titulado “Human cancer datebase” [5] menciona que actualmente
hay más de 100 diferentes tipos de cáncer, pero que existen diversos proyectos
para la comprensión del cáncer que diferentes instituciones los realizan como The
International Cancer Genome Consortium (ICGC) y The Cancer Genome Atlas
(TCGA), dentro de estos proyectos existen bases de datos, diferentes programas y
herramientas computacionales para el desarrollo de tecnoloǵıas de caracterización
genómica de alto rendimiento, para generar una cantidad masiva de datos y enviar
equipos de investigadores para analizar los datos, en concreto realizan diferentes
tecnoloǵıas para la comprensión del crecimiento de tumores, que inclusive cuentan
con plataformas de caracterización molecular [5].

Debido al hecho de la existencia de las distintas fases mencionadas anterior-
mente, los investigadores a menudo intentan responder preguntas espećıficas para
cada una de esas etapas por separado. En muchos intentos se ha buscado res-
ponder a estas preguntas mediante el análisis de sistemas dinámicos y con ello
el crecimiento de tumores malignos se puede describir como modelos de ecua-
ción diferencial ordinaria (ODE) que incluyen dos poblaciones principales: células
efectoras y células tumorales. En muchos casos, los modelos matemáticos han con-
tribuido enormemente a comprender la carcinogénesis y la progresión del cáncer.
En consecuencia, eso hace que la necesidad de formular modelos más nuevos y
precisos los cuales representen el crecimiento del cáncer en todas sus etapas sea
más convincente [4].

El entendimiento de las células madre cancerosas requiere un marco matemáti-
co para describir la dinámica del inicio, la progresión del cáncer, la respuesta al
tratamiento y la evolución de la resistencia. Se han utilizado técnicas computacio-
nales para obtener información sobre la bioloǵıa de las células madre cancerosas [6].
En [7] se habla de que actualmente existe una gran optimización de conocimientos
matemáticos y cĺınicos que pueden determinar de una mejor manera los progra-
mas de tratamiento óptimos para los pacientes que padecen cáncer. Existe una n
cantidad de modelos matemáticos que ayudan a la comprensión de los tratamien-
tos incluyendo modelos matemáticos, inferencia computacional y señales [8, 9],
incluyendo los métodos numéricos para la solución o interpretación de modelos
espećıficos para el cáncer [10–12]. Para entender el crecimiento de algún tumor
y su desarrollo, se estudian modelos matemáticos más espećıficos [13, 14], se en-
cuentran muchos más modelos en [15–19], donde se utilizan diferentes métodos y
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operadores matemáticos como el operador fraccional de Caputo.

La evolución de los tumores también se puede describir con el uso de sis-
temas dinámicos. Se pueden aplicar al sistema aspectos de la teoŕıa de control
y se puede mitigar la evolución del tumor de proliferación y muerte de células
malignas, células sanas y células-T, aśı como el entorno del tumor, se describen
mediante ecuaciones diferenciales [4]. Actualmente existe una variedad de modelos
matemáticos que describen sistemas caóticos con diferenciales de orden fraccional,
algunos ejemplos de estos modelos antes mencionados son: la derivada fraccional
de Caputo [20, 21], la versión de orden fraccional de sistema de Chua, el sistema
de orden fraccional de Lorenz, el sistema de orden fraccional de Rössler [22]. El
interés por las aplicaciones del cálculo fraccionario (FC por sus siglas en inglés)
en el modelado y control de diversos sistemas de ingenieŕıa, se ha incrementado
espectacularmente en las últimas décadas, los tejidos biológicos son sistemas com-
plejos caracterizados por procesos dinámicos que ocurren en diferentes escalas de
longitud y tiempo [23]. El crecimiento de tumores canceŕıgenos al ser un sistema
biológico se puede describir mediante sistemas dinámicos caóticos como se puede
encontrar en [24–26] en donde se analizan estos sistemas.

A lo largo del tiempo se han tratado de crear diferentes sistemas de control
para de alguna u otra forma poder controlar un sistema biológico y con esto se
han utilizado varias técnicas dependiendo del sistema biológico a tratar, como
en [27–31]. Y no sólo los sistemas de control han estado inducidos en este cam-
po de investigación, actualmente hay diferentes nuevas tecnoloǵıas que han hecho
alguna aportación para el crecimiento de los tumores canceŕıgenos como lo es la
tecnoloǵıa de IoT (Internet of Things) junto con la instrumentación para hacer
alguna aplicación y describir un método para detectar el cáncer cervical usan-
do bioimpedancias [32]. Se pueden encontrar inclusive algunas otras técnicas con
diferentes tecnoloǵıas para la detección de diferentes tipos de cáncer [33,34].

Existe una implantación con una tarjeta DSP (Digital Signal Processor) la
cual realiza una implementación del sistema de inferencia difusa para el cáncer
de glóbulos blancos usando esta misma tarjeta, la cual ocupa programación y un
sistema de control pequeño para la detección [35]. Inclusive en el año 2017 se
investigó y se aplicó un control robusto de H∞ espećıficamente para el cáncer y
su tratamiento de la quimioterapia con filtros extendidos Kalman, en donde se
basan con las 3 células principales del cáncer [36]. También dentro de la litera-
tura se habla de los fármacos estudiados para combatir la enfermedad mediante
sistemas de control robusto como [37] el cual es basado en nanoveśıculas para con-
trolar el crecimiento tumoral y la metástasis, aśı como la creación de esferoides
tumorales vascularizados creados con microingenieŕıa en 3D para administración
de fármacos [38], el uso de machine learning no es la excepción para estudiar
células canceŕıgenas [39], también se han investigado aproximaciones alternativas
para el control del crecimiento [40,41], es de suma importancia resaltar que en [42]
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se propone una metodoloǵıa para estimar la región de atracción del sistema no
lineal que describe la interacción entre un tumor, el sistema inmunológico y te-
rapias en donde se utilizan incertidumbres paramétricas. Inclusive, más espećıfico
se ha encontrado que hay investigaciones y adaptaciones del control robusto para
el cáncer como una estrategia de control robusta adaptativa en un sistema inmu-
nitario tumoral del cáncer bajo incertidumbres [43] y un control de seguimiento
adaptativo para sistemas inmunológicos cancerosos-tumorales inciertos [44, 45],
en [46] art́ıculo publicado en 2010 se aborda espećıficamente un sistema biológico
complejo, menciona que siempre hay dinámicas no modeladas y diversas pertur-
baciones en los sistemas complejos biológicos reales y menciona que el control de
H∞ es una forma de resolver los problemas de control con incertidumbres, estas
incertidumbres las podemos asemejar con el cáncer y estas son algunas aplica-
ciones e investigaciones que actualmente se han hecho en relación con el control
robusto de H∞ y el cáncer.

A manera de śıntesis con respecto a los modelos matemáticos que estudian
sistemas biológicos, se presenta la Tabla 1.1.

1.3. Justificación

Como se sabe el cáncer es una de las causas principales de muerte a nivel
mundial, con la estad́ıstica que se conocen de que en 2020 se perdieron 10 millones
de vidas en el mundo, que estos números convierten a la enfermedad en la segunda
causa de muerte a nivel mundial, la OMS indicó que el 70% de los decesos por
la enfermedad ocurrieron en páıses de renta medios y bajos recursos. La agencia
de la ONU recalca que muchos tipos de cáncer tienen grandes probabilidades de
curarse si se diagnostican y se tratan oportuna y adecuadamente.

Actualmente una de cada 5 personas padece cáncer en algún momento de su
vida, provocando la muerte de uno de cada ocho hombres y una de cada once
mujeres diagnosticadas con algún tipo de cáncer.

Los tipos de cáncer más comunes son:

Cáncer de mama.

Cáncer de pulmón.

Colon.

Próstata.
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Tabla 1.1: Śıntesis de modelos de sistemas biológicos.

Uso Modelo Ref.

Dinámica de SARS-CoV-2

dU

dt
= −βUV

dI

dt
= βUV − γI

dV

dt
= pI − cV

[47]

Difusión de drogas

dCab(t)

dt
= −KbCab(t)

dCt(t)

dt
= KbCab(t)−KtCt(t)

dCvb(t)

dt
= KtCt(t)−KeCvb(t)

[48]

Extinción tumoral

dXi

dt
= (1− µ)rixi + µ

∑

j>i

rjxj− Θ(X)xi

[13]

Oncoloǵıa crecimiento poblacional

∂u
∂t

= d∆u+ f(u)

u(x, t) = 0
u(x, t) = g(x)

[9]

Densidad de brotes canceŕıgenos
∂n

∂t
+∆Jn + f(n, x, t) = 0 [6]

Crecimiento tumoral

ẋ = x(2N − x)−Hxz
ẏ = y(4− 0.14y) + 0.5x2

−Iy − 0.5Hyz + 0.001z2

ż = −Iz + 0.07y2 + 0.5Hyz
−0.002z2

[4]

El cáncer aparte de ser una amenaza a la salud tiene un gran impacto económi-
co que en 2010 se cifró en 1160 billones de dólares y que ha continuado aumen-
tando. La OMS tiene una preocupación en cuanto a la tardanza y falta de acceso
a diagnósticos y tratamientos asequibles que imperan, sobre todo en los páıses
de ingresos bajos y medios. Un dato más actual y por lo tanto importante de la
OMS, mostró que la pandemia de COVID-19 interrumpió los tratamientos para el
cáncer en más del 40% de los páıses pese a que estos pacientes corren un mayor
riesgo frente al coronavirus.

La investigación en cáncer ha permitido tener un impacto creciente sobre la en-
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fermedad, de manera lenta pero progresiva. Muchas disciplinas como, bioqúımica,
genética, bioloǵıa, etc., han aportado para la investigación y para la comprensión
de la bioloǵıa del tumor, de igual forma que las disciplinas ya mencionadas han
hecho aportes al igual que investigadores enfocados a la ingenieŕıa y sus diferentes
ramas, principalmente se han estudiado a lo largo del tiempo diferentes modelos
matemáticos que pueden emular el comportamiento del crecimiento del tumor y
es aqúı donde se centra el trabajo a realizar.

En muchos casos, los modelos matemáticos han contribuido enormemente a
comprender la carcinogénesis y la progresión del cáncer. En consecuencia, eso
hace que la necesidad de formular modelos más nuevos y precisos que representen
el crecimiento del cáncer en todas sus etapas sea más convincente.

Como se ha mencionado, el cáncer tiene una repercusión mayor en poblaciones
de bajos y medianos ingresos y sobre todo en la economı́a de cada páıs, pues los
tratamientos son muy caros y las detecciones tempranas son muy pocas, por lo
que buscamos tener un prototipo de ensayo en el cual sea estudiado el crecimiento
del tumor y teniendo el modelo bien definido poder simular diferentes panoramas
o condiciones a las que podemos someter a la enfermedad para parar o controlar
el crecimiento del tumor.

El propósito es analizar el comportamiento dinámico de un modelo matemáti-
co, que describe el crecimiento tumoral y exhibe un comportamiento caótico, pero
usando ecuaciones diferenciales de orden fraccionario, donde el operador de deri-
vada fraccionaria será el propuesto por Caputo. Además, se estudiará la teoŕıa de
control robusto H∞ para tratar de llevar la dinámica del crecimiento del tumor
representado por el comportamiento caótico a un estado estable, teóricamente,
libre de enfermedad. Finalmente, para proveer un sistema de prueba y error, es
decir de ensayo cĺınico virtual, se implementará el sistema en una tarjeta digital
Raspberry con entradas y salidas lo que permitirá emular diversos parámetros de
control de la enfermedad, logrando con esto un prototipo de ensayo.

La finalidad es aportar este prototipo para evitar el crecimiento o poder contro-
lar el crecimiento de tumores con determinados parámetros que afectarán directa-
mente al sistema, de igual forma se pretende aportar a los avances e investigaciones
futuras que se tienen contra esta enfermedad que año con año sigue estando entre
las enfermedades mortales a nivel mundial con números muy altos de decesos y
de alguna forma evitar derroches económicos con muchos medicamentos o trata-
mientos.
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1.4. Descripción del sistema

El prototipo de ensayo se logrará a través de una serie de acciones que al final
se podrán emular diferentes parámetros para un sistema caótico como lo es el
modelo biológico del cáncer. La primer parte constará de un análisis matemático
del sistema biológico para poder pasar a una segunda parte donde se realizará
una simulación numérica con algunos métodos para los resultados, al principio se
probarán una serie de métodos para concluir en esta parte con un solo método para
realizar la simulación, una vez teniendo la simulación numérica el siguiente paso es
elegir una estrategia de control para el sistema ya que el objetivo es estabilizarlo,
el enfoque está en utilizar la técnica de control robusto de H∞.

Con la técnica ya mencionada se podrá crear un algoritmo para la implemen-
tación, programando una tarjeta Raspberry y al final poder emular el sistema
con una serie de entradas las cuales llamaremos parámetros que tengan efecto en
el resultado y obtener salidas que es el resultado de esos parámetros y observar
el comportamiento. El diagrama de bloques del sistema se puede observar en la
Figura 1.2.

Figura 1.2: Diagrama de bloques general del trabajo de investigación.

Se hablará espećıficamente de cada uno de los bloques aśı como su desarrollo
en los siguientes caṕıtulos de este documento.
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Caṕıtulo 2

Marco teórico

2.1. Cálculo fraccional

El cálculo fraccional es una generalización de la integración y la diferenciación
a los operadores no enteros, aD

α
t (operador fundamental) donde a y t son los

ĺımites de operación y α ∈ R. El operador integro-diferencial continuo se define
como en la ecuación (2.1) [49].

aD
α
t =





dα

dtα , α > 0,
1 α = 0,∫ t

a
(dτ)α, α < 0.

(2.1)

Una definición más nueva de la derivada fraccionaria e integral conectadas se
muestra a continuación ecuación (2.2) [50,51]:

Para ϕ : [0,∞) −→ R, la derivada fraccionaria conforme ϕ de orden α ∈ (0, 1]
en el punto ω ∈ (0,∞] se define como:

Tαϕ(ω) = ĺım
ϵ→0

ϕ(ω + ϵω1−α)− ϕ(ω)

ϵ
, (2.2)

para ω = 0, la cual se define como:

Tαϕ(0) = ĺım
ω→0+

Tαϕ(ω). (2.3)

Si la derivada fraccionaria conforme de ϕ de orden α existe, luego se puede decir
que ϕ es α diferenciable.
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Si ϕ es ordinariamente diferenciable entonces la conexión de la derivada frac-
cionaria conforme con la derivada ordinaria para ω > 0 está dada por:

Tαϕ(ω) = ω1−αϕ′(ω), (2.4)

en donde ϕ′(ω) denota la derivada ordinaria de ϕ en el punto ω. Esta nueva
definición es simple y satisface casi todas las propiedades básicas que cumple una
derivada ordinaria [51].

A pesar de tener una larga historia, el cálculo fraccional no se utilizó en f́ısica
o ingenieŕıa por muchos años. En los últimos años ha surgido un gran interés
no solo en matemáticos, sino también entre f́ısicos e ingenieros dado que se ha
encontrado que los sistemas de orden fraccionario tienen ventajas en comparación
con los sistemas de orden entero [49].

Una de las más importantes funciones usadas en el cálculo fraccionario es la
función Gamma de Euler, la cual se define como:

Γ(n) =

∫ ∞

0

tn−1e−tdt. (2.5)

Esta función es la generalización de un factorial en la siguiente forma:

Γ(n) = (n− 1)! (2.6)

Diferentes definiciones de la integración y diferenciación de orden fraccionario
han emergido durante el desarrollo de la teoŕıa del cálculo de orden fraccionario, aśı
como diferentes propiedades matemáticas que son usas para el cálculo fraccionario;
una de las más importantes es la llamada propiedad de convolución la cual puede
definirse como:

Definición 1. Para 2 funciones dadas f, g, su convolución f ∗ g es definida por:

(f ∗ g)(t) =
∫ t

t0

f̂(t, σ(s))g(s)∆s, t ∈ T, t ≥ t0. (2.7)

Algunas de las definiciones son directamente extendida del calculo de orden
convencional. A continuación se presentan definiciones que son usadas con respecto
a la integral-diferencial de orden fraccionario [49].

2.1.1. Integral y derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

Integral Riemann-Liouville (RL)
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La integral de orden α para la función f(t) puede ser expresada de la siguiente
manera:

aI
α
t f(t) =a D−α

t f(t) =
1

Γ(−α)

∫ t

a

f(τ)

(t− τ)α+1
dτ, (2.8)

para α, a ∈ R, α < 0.

Derivada Riemann-Liouville (RL)

La definición de orden fraccionario para la derivada de Riemann-Liouville está
dada como:

aD
α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

0

f(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ, (2.9)

para todo (n − 1 < α < n) donde a y t son los limites de la operación y Γ
es la función Gamma de Euler. La definición de RL es considerada la primera
definición de la derivada de orden fraccionario. La definición de RL calcula la
integral de orden no entero y posteriormente calcula la derivada de orden entero.

2.1.2. Derivada fraccionaria de Caputo

Para definir el operador de diferenciación fraccionaria, existen algunas defi-
niciones de uso común. Como una de estas definiciones populares, la derivada
fraccionaria de Caputo de orden α(0 < α /∈ N) para la función f(t) es definida
como en la ecuación (2.10).

0D
α
t f(t) =

1

Γ(m− α)

∫ t

0

(t− τ)(−α−1+m)f (m)(τ)dτ, (2.10)

donde m denota el primer número integrado más grande que α, i.e. m−1 < α < m
y Γ Teniendo en cuenta la definición de derivada fraccionaria, un sistema dinámico
de orden fraccionario se puede describir en la forma de espacio de pseudo-estado
como:

0Dα1
t x1 = f1(x1.x1, ..., xn),

0Dα2
t x2 = f1(x1.x1, ..., xn),

.

.

.

0Dαn
t xn = f1(x1.x1, ..., xn).
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La contra parte de orden entero del sistema es de la siguiente forma:

ẋ1 = f1(x1.x1, ..., xn),

ẋ2 = f2(x1.x1, ..., xn),

.

.

.

ẋn = fn(x1.x1, ..., xn).

También Caputo propuso una definición para discutir problemas que involucra-
ran ecuaciones diferenciales fraccionarias con condiciones iniciales. La diferencia
entre la definición de RL y Caputo, es que este segundo calcula primero la derivada
de orden entero y posteriormente calcula la integral de orden no entero [52]:

0D
α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

α

f(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ, (2.11)

para (n−1 < α < n). Las condiciones iniciales para las ecuaciones diferenciales de
orden fraccionario con la derivada de Caputo están en la misma forma que para
las ecuaciones diferenciales de orden entero.

Las derivadas de orden fraccionario cuentan con propiedades y las principales
son [49]:

Si f(t) es una función anaĺıtica de t, entonces su derivada fraccionario

0D
α
t f(t) es una función anaĺıtica de t, α.

Para α = n, donde n es un entero, la operación 0D
α
t f(t) da el mismo resul-

tado que el clásico diferenciador de orden entero n.

Para α = 0 la operación 0D
α
t f(t) es el operador identidad:

0D
α
t f(t) = f(t). (2.12)

El integrador y diferenciador fraccionario son operaciones lineales:

aD
α
t (λf(t) + µg(t)) = λaD

α
t f(t) + µaD

α
t g(t). (2.13)

La ley del ı́ndice aditivo (propiedad de semigrupos) se mantiene bajo ciertas
restricciones razonables de la función f(t).
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La regla de Leibniz para diferenciación fraccionario esta dada por:

uD
r
t (ϕ(t)f(t)) =

∞∑

k=0

(
r

k

)
ϕk(t)uD

r−k
t f(t), (2.14)

si ϕf(t), f(t) y todas sus derivadas son continuas en el intervalo de [α, t].

Un aspecto importante de la derivada fraccionaria de Caputo es que bajo con-
diciones iniciales homogéneas las derivadas de Riemann-Liouville y las derivadas
de Caputo son equivalentes [49]. Por ello la relación se denota de la siguiente
forma:

RL
a Dα

t f(t) =
C
a Dα

t f(t) +

n−1∑

k=0

(t− a)k − α

Γ(k − α+ 1)
f(k)(a). (2.15)

Para f (k)(a) = 0,(k = 0, 1, ..., n−1). Las condiciones iniciales para las ecuacio-
nes diferenciales de orden fraccionario con las derivadas de Caputo tienen la misma
forma que para las ecuaciones diferenciales de orden entero. Es una ventaja por-
que los problemas aplicados requieren definiciones de las derivadas fraccionarias,
donde hay interpretaciones claras de las condiciones iniciales [49].

Un sistema LTI (Linear Time-Invariant) de orden fraccionario puede ser re-
presentado por el siguiente modelo:

Dq
tx(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t).
(2.16)

2.1.3. Transformada de Laplace

El método de la transformada de Laplace es una herramienta muy utilizada
para resolver problemas de ingenieŕıa [49]. El método de transformada de Laplace
es utilizado tanto en orden entero como en orden fraccional.

La función básica F (s) para la transformada en el dominio S de Laplace, está
definida por:

F (s) = L{f(t); s} =

∫ ∞

0

e−stf(t)dt. (2.17)

Para la transformada inversa de Laplace en sistemas de orden entero, tenemos
la siguiente ecuación:

f(t) = L−1{F (s); t} =

∫ c+j∞

c−j∞
estF (s)ds, c = Re(s) > c0, (2.18)
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en donde c0 se encuentra en el primer y cuarto cuadrante de un plano o también
conocido como el semiplano derecho de la convergencia absoluta de la integral de
Laplace [49].

La transformada de Laplace en orden entero tiene propiedades de convolución
ecuación (2.19), al igual que en orden fraccionario, para tanto orden entero y orden
fraccionario se siguen los mismos principios [49],

L{f(t) ∗ g(t); s} = F (s)G(s). (2.19)

Anteriormente se definió la transformada de Laplace para orden entero, en
caso de orden fraccional se tiene para integrales fraccionarias y para derivadas
fraccionarias, la cuales se definen a continuación:

Comenzaremos con la transformada de Laplace de la integral fraccionaria de
Riemann Liouville de orden p > 0 y es definida por ecuación (2.20) que podemos
escribir como una convolución de las funciones g(t) = tp−1 y f(t) [49].

0D
−p
t f(t) =0 D−p

t f(t) =
1

Γ(p)

∫ t

0

(t− τ)p−1f(τ)dτ = tp−1 ∗ f(t), (2.20)

aśı pues, la transformada de Laplace de la función tp−1 es [49]:

G(s) = L{tp−1; s} = Γ(p)s−p, (2.21)

por tanto, utilizando la fórmula de la transformada de Laplace de la convolución
ecuación (2.19) obtenemos la transformada de Laplace de la Riemann-Liouville:

L{0D−p
t f(t); s} = L{0D−p

t f(t); s} = s−pF (s). (2.22)

Ahora se define la evaluación de la transformada de Laplace en la dericada frac-
cionaria de Riemann-Liouville, que para este propósito, se escribe de la siguiente
manera:

0D
p
t f(t) = g(n)(t), (2.23)

donde

g(t) =0 D
−(n−p)
t f(t)

1

Γ(k − p)

∫ t

0

(t− τ)n−p−1f(τ)dτ, (2.24)

para todo n− 1 ≤ p < n.

La expresión final para la transformada de Laplace de la derivada de orden
fraccional de Riemann-Liouville, con orden p > 0, está definida mediante la si-
guiente ecuación [49]:

L{0Dp
t f(t); s} = spF (s)−

n−1∑

k=0

sk[0D
p−k−1
t f(t)]t=0, (2.25)
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para todo n− 1 ≤ p < n.

Se ha definido la transformada de Laplace de la derivada de orden fraccional de
Riemann-Liouville, es el turno de definir la transformada de Laplace de la derivada
de orden fraccional de Caputo, que es de la siguiente forma [49]:

∫ ∞

0

e−st
0 Dα

t f(t)dt = sαF (s)−
n−1∑

k=0

sα−k−1f (m)(0), (2.26)

para todo n − 1 ≤ α < n. Para condiciones iniciales nulas, la transformada de
Laplace de las derivadas fraccionarias de orden r para tanto como Riemann como
Caputo, se reduce de la siguiente forma:

L{0Dr
t f(t)} = srF (s). (2.27)

Con esto queda definido el método de transformada de Laplace para orden
fraccionario, basándose en Riemann-Liouville y Caputo.

2.2. Sistemas dinámicos no lineales

Un sistema dinámico se caracteriza por un conjunto de variables relacionadas,
que pueden cambiar con el tiempo de una manera que es, al menos en principio,
predecible siempre que se conozcan las influencias externas que actúan sobre el
sistema [22].

Si se considera un sistema general de dos variables de estado unidimensional
como el siguiente:

Dαx1 = f1(x1, x2),

Dαx2 = f2(x1, x2).
(2.28)

donde 0 < α < 1, con condiciones iniciales (x1(0), x2(0)) y dos funciones lineales
suaves, f1(., .) y f2(., .) donde (f1, f2) son el campo vectorial del sistema. La tra-
yectoria recorrida por la solución del sistema anterior, comenzando desde el estado
inicial (x1(0), x2(0)), la cual es una trayectoria de solución o una órbita del siste-
ma. Una solución del sistema anteriormente visto, con estado inicial (x1(0), x2(0))
es usualmente denotada como φ(x1(0), x2(0)). La familia de φt, t ∈ [0,∞),satisface
φt1+t2 = φt1

◦φt2, donde φt0(x1(0), x2(0)) = (x1(0), x2(0)). Dado que, para sis-
temas autónomos, dos trayectorias de solución diferentes nunca se cruzan una
entre ellas en el plano x1, x2, cualquier solución φt(x1(0), x2(0)) de un sistema
autónomo, considerando como una familia de trayectorias con condiciones inicia-
les diferentes, es llamado flujo en el plano x1, x2. Todas las posibles trayectorias de
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solución de un sistema autónomo, graficadas en el plano x1, x2 correspondientes
a diferentes condiciones iniciales, constituyen el retrato de fase de las soluciones
del sistema.

2.3. Sistemas caóticos

Los sistemas caóticos se conocen desde hace mucho tiempo, pero solo recien-
temente se demostró que el caos se pod́ıa controlar. Por esta razón; esta clase
de sistemas prometen tener un gran impacto en muchas aplicaciones de tiempo y
enerǵıa cŕıticas, como circuitos y dispositivos de alto rendimiento (moduladores
delta-sigma y convertidores de potencia), mezcla de ĺıquidos, reacciones qúımicas,
sistemas biológicos (aplicaciones en el cerebro humano) en el corazón (gestión de
crisis), en la electrónica de potencia, procesamiento de información segura y cŕıtica
toma de decisiones en eventos poĺıticos, económicos y militares. Esta nueva área
y desafiante investigación de desarrollo se ha convertido en una disciplina inter-
disciplinaria cient́ıfica, involucrando a ingenieros de sistemas y control, teóricos y
f́ısicos experimentales, matemáticos aplicados, fisiólogos y, sobre todo, especialis-
tas en circuitos y dispositivos [22].

El caos se refiere a un tipos de comportamientos dinámicos complejos que
poseen algunas caracteŕısticas muy especiales, como la extrema sensibilidad a pe-
queñas variaciones de las condiciones iniciales, trayectorias acotadas en el espacio
de fase pero con un positivo exponente de Lyapunov positivo, una entroṕıa finita
de Kolmogorov-Sinai, un espectro de potencia continuo y/o topoloǵıa fraccional
dimensión, etc [22].

Las dinámicas caóticas son dinámicas originadas por ecuaciones dinámicas re-
gulares sin coeficientes estocásticos, pero al mismo tiempo, con trayectorias simi-
lares o indistinguibles de algunos procesos estocásticos. En [49] menciona algunas
definiciones de la dinámica caótica, como por ejemplo: es un sistema con al menos
un exponente positivo de Lyapunov; es un sistema con entroṕıa positiva; es un
sistema equivalente al sistema hiperbólico o Anosov.

A manera reducida, el caos es simplemente un comportamiento impredecible
de un sistema determinista en a largo plazo. En [53], existen tres identificadores
básicos del caos, los cuales son definidos como:

El caos es un “sistema determinista”, es decir, su condición actual es conse-
cuencia de estados previos del sistema.

El caos es un sistema que es “sensible a las condiciones iniciales”.

El caos es un sistema que exhibe un comportamiento que es “dif́ıcil de distin-
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guir del comportamiento aleatorio”. Esto quiere decir, que un sistema puede
ser caótico si parece aleatorio. Esto no significa que el sistema sea aleatorio,
sino que el sistema es dif́ıcil, pero no imposible de predecir.

La definición dada por Devaneyo para caos, establece que si un mapa, M :
S −→ S, donde S es generalmente un conjunto compacto e invariante bajo M ∈
Rn, se dice que es caótico si [54, 55]:

M es transitivo en S, en el sentido de que para cualquier par de conjuntos
abiertos no vaćıos U y V en S, hay un número entero k > 0, tal que Mk(U)∩
V es no vaćıo.

Los puntos periódicos de M son densos en S.

M tiene una dependencia sensible de las condiciones iniciales, es decir, hay
un número real δ > 0 que depende solo de M y S, de modo que en cada
subconjunto abierto no vaćıo de S hay par de puntos que eventualmente
itera bajo M están separados por una distancia de al menos δ.

Una caracteŕıstica distintiva es la extrema sensibilidad de las condiciones ini-
ciales, en el sentido de que dos conjuntos de condiciones iniciales similares pueden
dar lugar a dos estados asintóticos diferentes de la trayectoria del sistema [52].

Una opinión generalizada sostiene que la ĺınea de la investigación cient́ıfica
abierta por Poincaré fue descuidada hasta 1963, cuando el meteorólogo estadouni-
dense E. Lorenz redescubrió el caos determinista mientras estudiaba la evolución
de un modelo simplificado de la atmósfera [56]:

ẋ = σ(y − x),

ẏ = γ(x− y − xz),

ż = xy − bz.

(2.29)

donde (σ, γ, b) > 0.

Lorenz utilizó integración numérica para observar la evolución temporal de las
señales del sistema. Estudió el sistema para un caso particular en el valor de sus
parámetros e integró con una condición inicial. Al graficar, observó que después del
primer transitorio, la solución presentaba una oscilación irregular que persist́ıa en
t −→ ∞, pero nunca se repet́ıa exactamente, un movimiento aperiódico. También
observó que el sistema era extremadamente sensible a la variación en las condicio-
nes iniciales. Lorenz descubrió también que una maravillosa estructura emerge si
la solución se visualiza como una trayectoria en el espacio de fase, esto es, cuando
se grafica Z contra X, se obtiene un elegante patrón en forma de mariposa como
se puede observar en la Figura 2.1 [53].
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Figura 2.1: Atractor del sistema de Lorenz [53].

Los sistemas caóticos se conocen desde hace mucho tiempo, tratando de ex-
portar conceptos de la f́ısica y las matemáticas al mundo real en aplicaciones de
ingenieŕıa. Recientemente, se demostró que el caos pod́ıa controlarse y sincronizar-
se entre dos sistemas caóticos idénticos. El caos ha sido entonces considerado para
su uso en sistemas de comunicación. Esto fue motivado por la extrema sensibilidad
del caos a las condiciones y parámetros iniciales como aśı como sus propiedades
similares aleatorias [22]. Y no solo en sistemas de comunicación si no que en [57] se
mencionan avances en control adaptativo para diferentes aplicaciones entre otros
temas como osciladores hypercaóticos, en le campo de la oncoloǵıa [58], encripta-
ción de señales [59], en óptica [60,61], inclusive los sistemas caóticos tienen muchas
aplicaciones y un campo muy grande en la investigación con láseres semiconducto-
res [62–64] y por supuesto en sistemas biológicos ya que estos sistemas se asemejan
mucho con dinámicas caóticas [65,66].

El caos se encuentra intuitivamente relacionado con el desorden o la aleatorie-
dad y es un comportamiento impredecible a largo plazo de un sistema determinis-
ta [22]. El caos es un comportamiento determinista, es decir, que su evolución en el
tiempo se encuentra gobernada por leyes precisas y, por tanto, su estado siguiente
puede ser solo uno. Una manera de comprobar la existencia de caos en un sistema
es mediante la presencia de exponentes positivos de Lyapunov. Cuando los expo-
nentes de Lyapunov son negativos, significan una convergencia en las trayectorias,
por el contrario, al ser positivos, estos muestran la velocidad de divergencia en-
tre las trayectorias. El sistema debe contar con al menos un exponente positivo
de Lyapunov para que sea caótico y si tiene más de dos se le llama al sistema
hipercaótico.
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2.4. Estabilidad en sistemas de orden fraccionario

2.4.1. Sistemas lineales

Es bien sabido por la teoŕıa de la estabilidad que un sistema lineal invariante
en el tiempo (LTI) es estable si las ráıces del polinomio caracteŕıstico son nega-
tivas o tienen parte real negativa si son complejo conjugadas. Esto significa que
están localizadas en la mitad izquierda del eje imaginario del plano complejo s.
El dominio puede ser visto como una superficie de Riemann con un número finito
de hojas de Riemann v, donde el origen es un punto de rama y donde se asume
que el punto de corte de rama pertenece a R−. El corte de rama es asumido que
pertenece a R− y la primera hoja de Riemann es denotada por Ω y definida como:

Ω = {rejϕ|r > 0,−π < ϕ < π}. (2.30)

En caos para los sistemas LTI de orden fraccionario, la estabilidad es diferente
del caso de orden entero [33].

Un punto interesante es que un sistema fraccionario estable puede tener ráıces
en la mitad derecha del plano complejo ω, como se puede ver en la Figura 2.2. Dado
que el plano principal de la superficie de Riemann es definida -π < arg(s) < π,
considerando el mapeo ω = sα, el dominio de ω es definido por -απ < arg(ω) < απ
y la región del plano ω corresponde a la mitad derecha del plano de esta hoja es
descrito por -απ/2 < arg(ω) < απ/2. Se ha demostrado que el sistema en la
ecuación (2.31) es estable si las siguientes condiciones se satisfacen [52,67,68].

Dq
tx(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t).
(2.31)

Teorema 1. Un sistema descrito por la función de transferencia (2.32) es estable
si la siguiente condición se cumple (2.33) [68].

G(s) =
Q(sbk)

P (sαk)
, (2.32)

|arg(λi)| >
απ

2
, para toda i, (2.33)

con λi la ráız i-ésima del pseudo-polinomio P .

2.4.2. Sistemas no-lineales

Para los sistemas no-lineales de orden fraccional, faltan herramientas para
realizar la investigación de estabilidad [49]. Puede convertirse en un problema de
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Figura 2.2: Estabilidad sistema LTI de orden fraccionario.

investigación de la existencia de osciladores conocidos como ciclos de ĺımite, si se
predicen lo ciclos de ĺımite también es interesante conocer el número de ciclos, sus
frecuencias, amplitudes entre otras caracteŕısticas [49]. Se propone un algoritmo
para computar los ĺımites de ciclo para los sistemas no-lineales con incertidumbre
de orden fraccional, la cual el parámetro de incertidumbre puede ser asociado con
cualquier elemento de un sistema lineal o no-lineal.

Para lo anteriormente mencionado se considera un sistema no-lineal con incer-
tidumbre paramétrica de orden fraccional:

0D
q
tx(t) = Ax(t) +Bu(t) + ∆A(x) + ∆B(u),

y(t) = Cx(t) +Du(t) + ∆C(x) + ∆D(u),

x(k)(0) = x
(k)
0 , k = 0, 1, ..., n− 1,

(2.34)

en donde ∆A(x),∆B(u),∆D(u) son las incertidumbres perimétricas no lineales.
Suponiendo que (A,B) es controlable y (C,A) es observable.

Si la incertidumbre es desconocida, el sistema puede ser descrito de la siguiente
forma:

0D
q
tx(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t) + ∆h(u),

x(k)(0) = x
(k)
0 , k = 0, 1, ..., n− 1,

(2.35)

en donde la incertidumbre modelada ∆h(u) es no-lineal y con ĺımites |∆h(u)| ≤
c|u| en donde c es una constante positiva.

20



Para esto, se considera el problema de Lur’e el cual tiene un camino directo que
es lineal e invariante en el tiempo y un camino de retroalimentación que contiene
una función no lineal sin memoria, que es continua por partes en t. En la Figura 2.3
se presenta un sistema básico de retroalimentación, llamado problema de Lur’e,
en donde existen dos teoremas principales: el criterio de ćırculo y el criterio de
Popov, los cuales son aplicables a los sistemas autónomos.

Figura 2.3: Problema de Lur’e.

Ahora bien, se considera el siguiente sistema general no-lineal autónomo de
orden fraccional con incertidumbres:

0D
q
tx(t) = f(t, x(t)) + ∆f(x),

x(k)(0) = x
(k)
0 , k = 0, 1, ..., n− 1.

(2.36)

0D
q
t en la derivada fraccional de Caputo de orden q, y ∆f(x) es el vector de la

incertidumbre paramétrica, que usualmente tiene ĺımites en |∆f(x)| ≤ c.

Cuando el sistema no lineal de orden fraccionario con incertidumbres tiene
una no linealidad sectorial, puede reducirse al problema de Lur’e. Solo es posible
para una clase muy limitada de sistemas no lineales. En algunos casos especiales
del sistema no lineal con incertidumbres en la parte lineal del sistema se pueden
utilizar técnicas para los sistemas lineales. Sin embargo, en el caso de un sistema
con incertidumbres en parte no lineal no es posible. En general, el análisis de esta-
bilidad robusta del sistema de orden fraccionario no lineal incierto es un problema
abierto [49,69].

Y al ser un problema abierto se han investigado diversas formas para hallar es-
tabilidad en un sistema no-lineal de orden fraccional, a continuación se mencionan
algunas de ellas [70–75].

Como por ejemplo, se ha propuesto la definición de Mittag-Leffer la cual in-
troduce el método directo de Lyapunov fraccional para discutir la estabilidad de
los sistemas dinámicos no-lineales de orden fraccional.
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Se considera el siguiente sistema no autónomo de orden fraccional Dαx(t) =
f(t, x), si existen tres funciones β1−β3 de clase K y una función de Lyapunov que
satisface

β1(||x||) ≤ V (t, x) ≤ β2(||x||), (2.37)

DβV (t, x) ≤ −β3(||x||), (2.38)

en donde β ∈ (0, 1). Entonces el punto de equilibrio (x = 0) del sistema conside-
rado Dαx(t) es asintóticamente estable en el sentido de Mittag-Leffer [76,77].

En [78] se menciona un teorema para los sistemas no-lineales de orden fraccio-
nal con α : 0 < α ≤ 1 el cual menciona:

Teorema 2. Para un sistema:

dαx(t)

dtα
= f(x(t)) = Ax(t) + h(x(t)). (2.39)

Si |arg(spec(A))| > απ/2, α||A|| > 1 y h(x(t)) satisface ĺımx→0(||h(x(t))||/||x(t)||) =
0, entonces el sistema es asintóticamente estable.

2.5. Puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio de un sistema autónomo de la forma ẋ = f(x) también
se conocen como puntos singulares cuando f(ẋ) = 0; porque parecen violar la regla
general de que solo una trayectoria puede pasar por cualquier punto dado. En
realidad, la violación es sólo aparente, ya que las trayectorias que se encuentran
en un punto singular en realidad no pasan a través de él, pero solo se acercan o
se alejan de él asintóticamente [22].

Suponiendo que f(x) es lo suficientemente suave como para que las ecuaciones
se linealicen alrededor del punto singular x̂ , la aproximación será suficiente para
determinar el comportamiento de las trayectorias en la vecindad del punto de
equilibrio. Si A en la ecuación (2.40) es no singular, la naturaleza del equilibrio
viene determinada esencialmente por sus valores propios y puede clasificarse en
nodo estable, foco estable, nodo inestable, foco inestable, centro y punto de silla,
como se ilustra en la Figura 2.4 [22].

ẋ = Ax+Bu,

y = Cx+Du.
(2.40)
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Figura 2.4: Clasificación puntos de equilibrio.

a) Nodo estable: eigenvalores reales y negativos (λ1 < λ2 < 0).

b) Foco estable: eigenvalores complejos conjugados, con parte real negativa
(λ1,2 = µ± iω&µ < 0).

c) Nodo inestable: eigenvalores reales y positivos (λ1 > λ2 > 0).

d) Foco inestable: eigenvalores complejos conjugados, con parte real positiva
(λ1,2 = µ± iω&µ > 0).

e) Centro: eigenvalores reales y de signo opuesto (λ1 < 0 < λ2).

f) Punto silla: eigenvalores complejos conjugados (λ1,2 = ±iω).

Se define como el punto de equilibrio como el valor de la función f(x) donde
su derivada es cero.

f(x) = 0.

El análisis de sistemas dinámicos es necesario para determinar la presencia de
caos, por lo tanto se requiere de la obtención, clasificación y control de los puntos
de equilibrio del sistema.

La estabilidad local esta representada por los eigenvalores del sistema, los cua-
les se obtienen dada la siguiente ecuación:

det[J(x∗)− λI] = 0, (2.41)
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donde x∗ representa los puntos de equilibrio del sistema y J representa el Jacobiano
del sistema, definido como:

J(x) = Df(x) =




∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . . ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

. . . ∂f2
∂xn

...
...

...
∂fn
∂x1

∂fn
∂x2

. . . ∂fn
∂xn



. (2.42)

Los puntos de equilibrio son asintóticamente estables si todos los eigenvalores
αi, (i = 1, 2, ..., n) de la matriz Jacobiana J = ∂f

∂x , satisface la siguiente condición:

|arg(eig(J))| = |arg(λi)| >
απ

2
, i = 1, 2, ..., n. (2.43)

2.6. Retratos de fase

Los diagramas de fase son un conjunto de curvas que describe el comporta-
miento de un sistema, es una construcción matemática que permite representar
el conjunto de posiciones y momentos conjugados de un sistema. Los sistemas de
ecuaciones representables con este tipo de diagramas son los autónomos, es decir
los que no dependen directamente de la variable independiente; en estos sistemas
no aparece la variable independiente expĺıcitamente en las ecuaciones que forman
el sistema. Los diagramas de fases no muestran una trayectoria bien definida, sino
que ésta es errante alrededor de algún movimiento bien definido. Cuando esto su-
cede se dice que el sistema es atráıdo hacia un tipo de movimiento, es decir, que
hay un atractor. La representación de diagramas de fase, es una manera de poder
observar los atractores creados por los diferentes sistemas que se han presentado.

El análisis de los retratos de fase en procesos oscilatorios complejos le permite a
uno juzgar la estructura topológica de un ĺımite establecido caótico y hacer algunas
suposiciones e hipótesis válidas que parecen ser valiosas cuando se realizan nuevas
investigaciones [53]. La forma general de un campo vectorial en el plano de fase
es:

ẋ1 = f1(x1, x2),

ẋ2 = f2(x1, x2),

donde f1 y f2 son funciones dadas. Este sistema puedes ser escrito en forma más
compacta en notación vectorial como: ẋ = f(x), donde x = (x1, x2) y f(x) =
(f1(x), f2(x)). Aqúı x representa un punto en el espacio de fase, y Ẋ es el vector
velocidad en ese punto. Fluyendo a lo largo del campo vectorial, un punto de
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fase traza una solución x(t), correspondiente a una trayectoria de enrollamiento a
través del plano de fase. Además, todo el plano de fase está lleno de trayectorias,
puesto que cada punto puede desempeñar el papel de una condición inicial [53].

Para los sistemas no lineales, normalmente no hay forma de encontrar las
trayectorias anaĺıticamente, incluso cuando se dispone de fórmulas expĺıcitas. En
su lugar se determina el comportamiento cualitativo de las soluciones. Entonces,
el retrato fase del sistema se obtiene directamente de las propiedades de f(x), por
lo que es posible generar una gran variedad de retratos de fase.

Algunas de las caracteŕısticas más importantes de los retraso de fase son [79]:

∗ “Los puntos de equilibrio”. En la Figura 2.5 los puntos A,B y C son puntos
de equilibrio que satisfacen f(x) = 0 y corresponden a estados estacionarios
o de equilibrio del sistema.

∗ “Las órbitas cerradas”. Estas corresponden a soluciones periódicas como el
punto D en la Figura 2.5.

∗ “La disposición de las trayectorias cerca de los puntos de equilibrio y las
trayectorias cerradas”. El patrón de flujo cerca de AyC es similar, pero
diferente de la que se encuentra cerca de B como en la Figura 2.5.

∗ “La estabilidad o inestabilidad de los puntos de equilibrio y órbitas cerra-
das”. Aqúı, los puntos de equilibrio A,B, y C son inestables de la Figura 2.5,
ya que las trayectorias cercanas tienden a alejarse de ellos, mientras que la
órbita cerrada D es estable.

Figura 2.5: Elementos retraso de fase.

Un sistema dinámico se puede describir a través de ecuaciones diferenciales
ordinarias, las cuales se expresan como [80]:

ẋj = fj(x1, x2, ..., xN), j = 1, 2, ..., N, (2.44)
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donde x representa un vector con componentes xj y f(x) es un vector de funciones
con componentes fj(x). El conjunto de N variables dinámicas xj , determina el
estado del sistema o el vector N-dimensional x, el cual puede ser visto como un
punto en el espacio de estados RN es llamado el espacio fase del sistema dinámico
[80].

Si la dimensión del espacio de fase es N , el número de grados de libertad
es n = N/2. Aqúı un sistema se considera como un conjunto de puntos de ma-
sa, cada uno descrito por una ecuación de movimiento de segundo orden con n
coordenadas generalizadas, de modo que el número total de variables dinámicas
N = 2n, un número entero. Para un sistema dinámico arbitrario como el dado en
la ecuación (2.44), el número de grados de libertad será, en general, un múltiplo
de 0.5 [81].

2.7. Mapas de Poincaré

Definición 2. Un mapa de Poincaré es un mapeo de los puntos en donde la
trayectoria se intercepta con la sección de Poincaré, este mapa permite analizar
un sistema en tres dimensiones reduciéndolo a solo dos, esto permite realizar un
análisis gráfico de la dinámica del sistema [82].

Los mapas de Poincaré es un método para analizar la dinámica de sistemas
diferente al procedimiento de la integración temporal que se utiliza habitualmente
para obtener respuestas precisas del sistema dinámico; sin embargo, las integra-
ciones que comienzan con varias condiciones iniciales (C.I.) suelen estudiarse caso
por caso, por lo que sólo es posible centrarse en unos pocos estados del sistema
y no en un panorama más amplio. El método consiste en la intersección de las
órbitas periódicas, de un sistema dinámico, en un plano donde se forman grupos
de puntos o mapas que muestra la caracteŕıstica dinámica del sistema no lineal.
La dinámica en el mapa de Poincaré conserva muchos de los sistemas periódicos y
cuasi periódicos del sistema original, y debido a su dimensionalidad reducida, es
a menudo más simple de analizar que el sistema original [82].

El mapa de Poincaré es probablemente la herramienta más básica para estudiar
la división de las trayectorias dinámicas y, fue definido por Henri Poincaré en 1881.
La idea del mapa de Poincaré es bastante simple: si Γ una órbita periódica del
sistema cercano al punto fijo x0 de la ecuación (2.45). El plano

∑
es un hiperplano

perpendicular a las orbitas Γ en x0. Luego para cualquier x ∈ ∑
suficientemente

cercano a x0, la solución de ecuación a través de u en t = 0, f(u) cruzará
∑

en el
punto P (u) cercano a x0. El mapeo de u −→ (u) es llamado mapa de Poincaré [82],

du

dt
= f(u). (2.45)
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El mapa de Poincaré es útil para reducir el sistema, ordena y cierra la brecha
entre sistemas continuos y discretos [83]. Con este se puede mostrar tres resultados
posibles:

1. Cuando hay un solo punto: teniendo esta caracteŕıstica corresponde a un
punto fijo.

2. Cuando se tienen dos puntos: corresponde a un oscilador periódico.

3. Cuando hay n puntos: corresponde a un oscilador de n periodos y una gran
cantidad de puntos dispersos corresponde a un oscilador caótico.

Un ejemplo muy claro se observa en la Figura 2.6 el cual es el mapa de Poincaré
de un sistema caótico muy conocido como lo es el sistema de Lorenz.

Figura 2.6: Mapa de Poincaré del sistema de Lorenz.

Esta técnica ofrece varias ventajas en el estudio de ecuaciones diferenciales
ordinarias, incluidas las siguientes [84]:

Reducción dimensional. La construcción del mapa de Poincaré involucra
la eliminación de al menos una de las variables del problema resultante,
permitiendo aśı, el estudio de un problema dimensional inferior.

Dinámica global. En problemas dimensionales inferiores (por ejemplo, di-
mensión ≤ 4) los mapas de Poincaré numéricamente calculados proporcionan
una visión profunda de la dinámica global del sistema.
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Claridad conceptual. Muchos conceptos que son algo complejos para de-
clarar en ecuaciones diferenciales ordinarias a menudo pueden ser indicado
para el mapa de Poincaré asociado.

Un punto muy importante es que los atractores caóticos tienen un número
infinito de puntos en el mapa de Poincaré [85].

La construcción de un mapa de Poincaré se puede realizar de la siguiente
manera:

Para simplificar la representación, se considera un sistema autónomo de tres
dimensiones f(x), y se centran en una de sus trayectorias.

Se define un plano (en general una superficie (d− 1)) y se consideran todos
los puntos P − n en que la trayectoria cruza el plano desde el mismo lado,
como se observa en la Figura 2.7.

Figura 2.7: Trayectoria común para 3 puntos de intersección.

El mapa de Poincaré del flujo f se define entonces como el mapa G asociando
dos puntos de cruce sucesivos, es decir:

Pn+1 = G(Pn), (2.46)

que se puede obtener simplemente mediante la integración de la ecuación diferen-
cial ordinaria original desde el momento de la n−ésima intersección a la (n+1), por
lo que siempre está bien definida. En realidad también su inversa Pn−1 = G−1(Pn)
está bien definida simplemente integrando hacia atrás, por lo tanto, el mapa de la
ecuación (2.46) es invertible.

Los mapas de Poincaré permiten un espacio de fase d-dimensional para ser
reducido a una representación (d − 1), lo que permite identificar la periodicidad
(si la hay) de una trayectoria. Tales mapas también son valiosos para un análisis
más refinado que solamente la visualización, porque preserva las propiedades de
estabilidad de los puntos y las curvas [56].

El teorema de Poincaré-Bendixon supone que:
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Teorema 3. 1. R es un subconjunto cerrado y acotado del plano;

2. ẋ = f(x) es un campo vectorial continuamente diferenciable en un conjunto
abierto que contiene a R;

3. R no contiene ningún punto fijo, y

4. que existe una trayectoria C que es un confinado en R, en el sentido de que
comienza en R y se sienta en R para todo el tiempo futuro en la Figura 2.8.

Figura 2.8: Teorema de Poincaré-Bendixon.

C es una órbita cerrada, o sus espirales una órbita cerrada como el infinito. En
cualquier caso, R contiene una órbita cerrada. En la Figura 2.8, tiene dibujado R
como una región en forma de anillo porque cualquier órbita cerrada debe rodear
un punto fijo y no se permiten puntos fijos en R [86].

Al aplicar el teorema de Poincaré-Bendixson, es fácil satisfacer las condiciones
1 a 3; la condición 4 es la dif́ıcil. ¿Cómo podemos estar seguros de que existe
una trayectoria confinada C? El truco estándar consiste en construir una región
de confinamiento R, es decir, un conjunto cerrado y conectado tal que el campo
vectorial apunte hacia adentro en todas partes de la frontera de R, Figura 2.9. En-
tonces todas las trayectorias en R están confinadas. Si además podemos disponer
que no hay puntos fijos en R, entonces el teorema de Poincaré-Bendixson asegura
que R contiene una órbita cerrada. El teorema de Poincaré-Bendixson puede ser
dif́ıcil de aplicar en la práctica [86].
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Figura 2.9: Campos vectoriales.

2.8. Diagramas de bifurcación

Los diagramas de bifurcación tienen como función el ilustrar los comporta-
mientos de bifurcación en el sistema cuando cambian sus parámetros. Cuando
se cambia un parámetro en el sistema para un diagrama de bifurcación, otros
parámetros debeŕıan permanecer constantes. En sistemas dinámicos donde múlti-
ples atractores existen, diferentes condiciones iniciales deben ser probadas para
cada valor del parámetro variable con esto, diferentes atractores pueden ser obser-
vados. Los diagramas de bifurcaciones clasifican de manera condensada todos los
comportamientos posibles de un sistema y las transiciones entre ellos (bifurcacio-
nes) cuando cambian los parámetros del sistema. Los diagramas de bifurcaciones
están compuestos por un número finito de regiones reparadas por los ĺımites de
bifurcación [87].

La estructura cualitativa del flujo de un sistema dinámico no lineal puede
cambiar si se modifican los parámetros del mismo. En particular, pueden aparecer
nuevos puntos de equilibrio u órbitas cerradas, o bien, desaparecer los que ya exis-
ten, o ver alteradas sus propiedades de estabilidad. Inclusive en sistemas dinámicos
que usan modelos fraccionales del cáncer [88]. Un sistema donde esto ocurre recibe
el nombre de sistema estructuralmente inestable, o se dice equivalentemente, que
una bifurcación ha ocurrido para ciertos valores de los parámetros [89].

En un diagrama de bifurcación las soluciones estables suelen representarse
mediante ĺıneas continuas, mientras que las soluciones inestables se representan
con ĺıneas punteadas. Se puede observar ese comportamientos con los siguientes
ejemplos en la Figura 2.10.
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(a) Ejemplo de diagrama de bifurcación. (b) Ejemplo de diagrama de bifurcación.

Figura 2.10: Ejemplos de diagramas de bifurcación de 2 sistemas distintos.

2.9. Exponente de Lyapunov

Los exponentes de Lyapunov son un grupo de valores propuestos por el ma-
temático y f́ısico ruso, Aleksander Mijáilovich Lyapunov. Dichos elementos se aso-
cian a cada una de las variables internas de un sistema dinámico. Cada uno de
ellos representa la tasa promedio de crecimiento de convergencia exponencial de
trayectorias cercanas del espacio de fase en el que se encuentran [90].

Los exponentes positivos de Lyapunov miden la tasa de divergencia de tra-
yectorias cercanas; en concreto, el exponente positivo de Lyapunov es la tasa de
crecimiento del logaritmo promedio en el tiempo de la máxima distancia entre las
órbitas cercanas, y es quizá la más conveniente para verificar en aplicaciones en
ingenieŕıa. Los exponentes de Lyapunov proporcionan medidas cuantitativas de
la sensibilidad de respuesta de un sistema dinámico a pequeños cambios en las
condiciones iniciales [83, 91]. El número de exponentes de Lyapunov es igual al
número de variables de estado, y si al menos uno es positivo, esto es un indica-
dor de caos. Si el exponente es negativo, las trayectorias poco separadas al inicio
tienden a converger y la evolución no es caótica. Por el contrario, si el exponente
es positivo las trayectorias divergen y la evolución es sensible a las condiciones
iniciales y por tanto es caótica [92].

Los exponentes de Lyapunov pueden ser utilizados para determinar la estabili-
dad de comportamientos cuasi-periódicos y caóticos, tanto los sistemas en tiempo
discreto y en tiempo continuo tienen su definición con respecto al exponente de
Lyapunov:

Tiempo continuo: selecciona cualquier condición inicial x0 ∈ Rn. Los valores
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propios de Φt(x0) son m1(t), ...,mn(t). Los valores de Lyapunov de x0 están
dados por la ecuación (2.47) siempre y cuando exista el ĺımite:

λi := ĺım
t−→∞

1

t
ln|mi(t)|, i = 1, ..., n. (2.47)

Tiempo discreto: Con cualquier condición inicial x0, y cuando [xk]
∞
k=0 sea la

órbita correspondiente de un sistema en tiempo discreto de dimensión P . Los
valores porpios de DP k(x0) son m1(k), ...,mp(k). Los valores de Lyapunov
de x0 están dados por la ecuación (2.48) siempre y cuando exista el ĺımite:

mi := ĺım
t−→∞

|mi(k)|1/k, i = 1, ..., p. (2.48)

Los exponentes de Lyapunov de un punto de equilibrio se definen como:

Siendo λ1, ..., λn, los valores propios de Df(xeq), y tomando la equivalencia de
que Φt(xeq) = eDf(xeqt), se tiene que mi(t) = eλit por lo tanto:

λi := ĺım
t−→∞

1

t
ln|eλit| = ĺım

t−→∞
1

t
Re[λi]t = Re[λi].

Los exponentes de Lyapunov son iguales a la parte real de los valores propios en
el punto de equilibrio. Estos indican la tasa de contracción si (λi < 0) o expansión
si (λi > 0) cerca del punto de equilibrio.

Si el exponente de Lyapunov es negativo, la órbita atrae a un punto fijo estable
u órbita periódica estable. Si el exponente de Lyapunov es igual a cero, la órbita
es un punto fijo neutral (o neutralmente estable). Si el exponente de Lyapunov es
positivo, la órbita es inestable y se define como caótica.

Se tiene una función evaluada en un punto espećıfico en el tiempo x(t), en
caso de adicionarle un valor δ(t) infinitesimalmente cercano a cero, la función se
desplazaŕıa a un nuevo punto Figura 2.11 [90].

Figura 2.11: Variación infinitesimal.

32



Si se tomara la diferencia de estos dos puntos y la dividiera sobre ese mismo
δ(t), la variación se definiŕıa como:

dn =
|f(x0 − δ)− f(x0)|

δ
≡ enλ,

donde λ correspondeŕıa a el exponente de Lyapunov en ese instante de tiempo y
dn es la distancia de separación de los puntos en dicho instante. Si se despejara λ,
el resultado seŕıa:

λ =
1

n
ln

( |f(x0 − δ)− f(x0)|
δ

≡ enλ
)
.

Este cálculo se repetirá en todos los puntos bajos los cuales se evalúa la función,
ya que cada valor se encuentra asociado a una variación local. Por este motivo se
habla de un grupo de exponentes asociados a una única variable, de igual ma-
nera, si el sistema es multivariable, existiŕıan grupos de exponentes de Lyapunov
asociados a la trayectoria de cada una de las variables [90].

Normalmente, se pueden utilizar para identificar el tipo de comportamiento
que tiene un sistema, bajo los siguientes tres criterios: El primero de ello enuncia
que, si dichos exponentes son negativos, el sistema tiende a ser estable y, por tanto,
se afirma que su respuesta final será convergente. El segundo de ellos dice que,
en caso de obtener exponentes iguales a cero, el sistema tiende a ser periódico,
lo cual implica que la respuesta final del sistema es redundante. El último de
ellos considera que, si los exponentes corresponden a valores positivos, se dice que
hay un crecimiento exponencial de las trayectorias del sistema, lo cual indica una
sensibilidad a condiciones iniciales [90].

Si el modelo del sistema dinámico es conocido. el proceso para calcular los
exponentes de Lyapunov es como sigue. El flujo solución de las variables de estado
del sistema se expresa como [91]:

x(t) = T tx0, (2.49)

donde T t es el mapa que describe la evolución del tiempo t de x y el flujo solución
de su desviación δx está dado por:

δx(t) = U t
x0δu, (2.50)

donde U t
x0 es el mapa que describe la evolución de l tiempo t de δx. Entonces

los exponentes de Lyapunov λi del sistema de dimensión d pueden ser calculados
como la ecuación (2.51):

λ(i = 1 ∼ d) = ĺım
t−→∞

1

h∆t

h−1∑

j=0

log
∥ ⋃∆t

xj
eji ∥

∥ eji ∥
, (2.51)
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donde ∆t es la evolución del tiempo y eji es el vector base i-ésimo del espacio de

estado de dimensión d en el j-ésimo paso. Note que eji debe ser normalizado y

ortogonalizado en cada iteración. Bajo la restricción de ∆t ≪ 1y ∥ eji ∥≪ 1, λi

puede ser aproximada como la ecuación (2.52):

λ(i = 1 ∼ d) = ĺım
t−→∞

1

h∆t

h−1∑

j=0

log
∥ T∆t(xj + eji )− T∆t(xj) ∥

∥ eji ∥
. (2.52)

Para calcular el espectro de Lyapunov es necesario medir la separación entre
condiciones iniciales cercanas, por lo que no se puede elegir arbitrariamente la
dirección para medir la separación. Para encontrar los n-exponentes de Lyapunov
simultáneamente, un conjunto de n-vectores de perturbación linealmente inde-
pendientes es integrado repetidamente y ortonormalizado. En el k-ésimo estado

la ortonormalización produce n-vectores, {v(k)1 , ..., v
(k)
n } y para k suficientemente

largo.

λ1 ≈ 1

KT

k∑

k=1

ln ∥ v
(k)
1 ∥,

...

λn ≈ 1

KT

k∑

k=1

ln ∥ v
(k)
1 ∥ .

De acuerdo a Wolf [62], los signos del exponente de Lyapunov proporcionan
información cualitativa de la dinámica del sistema. Para sistemas dinámicos disi-
pativos y continuos de tres dimensiones, existen las siguientes posibilidades para
los signos del espectro de Lyapunov y los atractores resultantes:

1. (+, 0,−) =⇒ Atractor caótico.

2. (0, 0,−) =⇒ Torus bidimensional.

3. (0,−,−) =⇒ Ciclo ĺımite.

4. (−,−,−) =⇒ Punto fijo.

2.10. Cáncer y el crecimiento tumoral

El cáncer es un grupo de más de 100 enfermedades diferentes. Se puede desa-
rrollar en casi cualquier lugar en el cuerpo [93].
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El cáncer comienza como un proceso en el que se sabe que las células son las
unidades básicas que constituyen el cuerpo humano. Las células crecen y se dividen
para producir células nuevas a medida que el cuerpo las necesita. Por lo general,
las células mueren cuando envejecen demasiado o son dañadas. Luego, las células
nuevas toman su lugar. cuando los cambios genéticos interfieren en este proceso de
manera ordenada. Las células comienzan a crecer de manera descontrolada. Estas
células pueden formar una masa llamada tumor. Un tumor puede ser canceroso
(maligno) o benigno [93].

Un tumor canceroso es maligno, lo que significa que puede crecer y diseminarse
a otras partes del cuerpo. Un tumor benigno significa que el tumor puede crecer,
pero no se diseminará.

Los médicos dividen el cáncer en tipos de cáncer, en función del lugar donde
comienza. Los cuatro tipos de cáncer principales son [93]:

Carcinomas.

Sarcomas.

Leucemias.

Linfomas.

Aunque existen muchos otros tipos de cáncer a parte de los ya mencionados
anteriormente.

Aśı como existe una división para los tipos de cáncer, también es conocido
que hay etapas para el crecimiento de tumores, aśı que estos tiene una fase avas-
cular, una fase vascular y una fase metastásica. Estas fases discretas tienen cada
una propiedades únicas; un factor de angiogénesis tumoral difusible parece ser el
responsable de iniciar la fase vascular; y cuando la fase avascular se prolonga, los
tumores sólidos en una variedad de modelos experimentales no logran crecer más
allá de unos pocos miĺımetros [94].

No se ha apreciado ampliamente que una fase avascular para el crecimiento
de un tumor exista y esto es porque durante este tiempo los tumores son normal-
mente de tamaño microscópico o por lo menos no palpables [94], no sobrepasan
de 2 − 3mm2 en tamaño, estrictamente se habla de que el tejido no contiene es-
tructuras vasculares en su interior. En la mayoŕıa de los sistemas la fase vascular
aparece cuando los capilares han penetrado el esferoide tumoral y con ello se ini-
cia un rápido crecimiento del tumor en las 24 horas siguientes [94], en esta fase
se produce angiogénesis que es la proliferación de vasos sangúıneos que se intro-
ducen al tumor, por consiguiente se habla de que ahora existe un tumor vascular
que contiene estructuras las cuales le aportan ox́ıgeno y nutrientes, lo que hace
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que el tumor pueda crecer. En la última fase, la metástasis tumoral consiste en
una serie de procesos biológicos discretos que trasladan las células tumorales des-
de la neoplasia primaria a un lugar distante. Las células tumorales deben invadir
el tejido que rodea al tumor primario, entrar en el sistema linfático o en el to-
rrente sangúıneo, sobrevivir y finalmente detenerse en la circulación, extravasar a
un tejido y crecer en el nuevo lugar [95]. Para entender mejor esta fase, se dice
que es proceso biológico celular de múltiples pasos denominado cascada de inva-
sión-metástasis, que implica la diseminación de las células cancerosas a sitios de
órganos anatómicamente distantes y su posterior adaptación a micro ambientes
de tejidos extraños [96]. Se habla que el tumor ya está exponencialmente crecido.

2.11. Control robusto

El control robusto ha sido ampliamente utilizado hoy en d́ıa teniendo en cuenta
las aplicaciones de alta precisión que exigen sistemas de control de alto rendimien-
to teniendo en cuenta los diversos tipos de sistemas f́ısicos como los eléctricos,
mecánicos y qúımicos. Es importante recordar que en los últimos años hay una
gran cantidad de estrategias de control robusto que tienen en cuenta incertidum-
bres y a veces perturbaciones [97].

Cualquier modelo matemático de un proceso real va a ser en mayor o menor
grado impreciso, o dicho de otra forma va a contar con incertidumbres o errores
de modelado. Si se desea controlar de manera eficiente un proceso real, se deberá
de tener información sobre las posibles fuentes de incertidumbres, evaluando su
efecto sobre el comportamiento del sistema completo. Dentro de los principales
factores causantes de los errores de modelado pueden ser [98]:

1. Modificaciones en el punto de trabajo de la planta o con respecto al modelo
nominal.

2. Dinámica no lineal no considerada.

3. Dinámica de alta frecuencia no modelada.

4. Retardos de tiempo no contemplados.

5. Imprecisiones en los parámetros, debidas al método de identificación y/o
modelado empleado.

Estos 5 puntos pueden clasificarse en 2 grandes grupos de incertidumbres: las
paramétricas (1 y 5) y las estructurales (2, 3 y 4).

A la hora de plantearse el diseño de un sistema de control robusto para un
proceso con incertidumbres, surgen una serie de cuestiones escalonadas [98]:
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1. Cómo modelar tales procesos.

2. Cómo analizar el sistema de control.

3. Cómo diseñar el controlador.

Los tres puntos anteriores se pueden resolver con la disciplina denominada
control robusto, esta abarca casos caracterizados por considerar incertidumbres
en el modelo de la planta tolerables por un controlador fijo lineal e invariante en
el tiempo. En cualquier caso, el objetivo es obtener un sistema de control que
funcione adecuadamente al implementarse sobre un proceso real, es decir se desea
que el sistema se caracterice por [98]:

Estabilidad nominal: Estabilidad en lazo cerrado ante unas condiciones da-
das (nominales).

Desempeño nominal: Además de lograr la estabilidad, se requiere que deter-
minadas variables presenten una respuesta adecuada u óptima de acuerdo a
una función de costo.

Estabilidad robusta: Estabilidad en lazo cerrado para las diferentes plantas
posibles originadas por la incertidumbres del modelo.

Desempeño robusto: Cumplir especificaciones de funcionamiento deseadas
para la planta incierta.

Algunos de los aportes más representativos en la teoŕıa de control robusto
son [98]:

Métodos H∞.

Métodos LTR (Loop Transfer Recovery).

Método de diseño IMC (Internal Model Control).

Métodos de Kharitonov.

Método de śıntesis-µ.

Método GPC (Generalized Predictive Control).

Método QFT (Quantitative Feedback Theory).

Todos los avances recientes en el control H∞ y el control robusto, se basan en
parte, en el enfoque de respuesta en frecuencia [99] y en sus aplicaciones en diversos
sistemas de control que lo requieren y a los cuales ha sido aplicado [100–104].
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2.11.1. Incertidumbres

Hay varios tipos de incertidumbres. Entre ellas, hay incertidumbres paramétri-
cas, no paramétricas, coincidentes y no coincidentes, entre otras. Esto depende
de las denominaciones topológicas de las mencionadas incertidumbres, ya que hay
algunas de ellas que se estudian actualmente considerando la complejidad del sis-
tema f́ısico a modelar [97].

Las incertidumbres se representan de la siguiente forma como en la Figura 2.12
en un diagrama general de bloques de un sistema de control de una planta donde
E representa los errores de modelado existentes en la planta.

Figura 2.12: Incertidumbre en diagrama de bloques.

Los tipos de incertidumbres más comunes que se pueden encontrar en la lite-
ratura son [97]:

Incertidumbres paramétricas.

Incertidumbres no paramétricas.

Incertidumbres emparejadas.

Incertidumbres no emparejadas.

Las incertidumbres multiplicativas son las más frecuentemente empleadas, por
la razón de que satisfacen las propiedades intuitivas de ser pequeñas a baja fre-
cuencia y por otro lado son las elevadas para alta frecuencia. Normalmente el nivel
de incertidumbre aumenta con la frecuencia, debido principalmente a la dinámica
no modelada de alta frecuencia [98].

La incertidumbre se describe de la siguiente forma, en la planta actual o real,
G′, puede expresarse de forma genérica como:

G′ = G+∆G, (2.53)
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donde G es el modelo nominal de la planta, y ∆G representa la incertidumbre o
errores de modelado presentes en el sistema.

Los modelos de incertidumbres más empleados son:

Aditiva (iA)

G′ = G+ E,

∆G = E.

Multiplicativa a la entrada/salida de la planta(iMi y iMo)
iMi:

G′ = G(I + E),

∆G = GE.

iMo:

G′ = (I + E)G,

∆G = EG.

De realimentación a la planta (iRp)

G′ = (I +GE)−1G,

∆G = [(I +GE)−1 − 1]G.

Como bucle realimentado a la entrada/salida de la planta (iRi, iRo)
iRi:

G′ = G(I + E)−1,

∆G = G[(I + E)−1 − 1].

iRo:

G′ = (I + E)−1G,

∆G = [(I + E)−1 − 1]G.
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Figura 2.13: Tipos de incertidumbres.

Y en general, a la hora de la descripción anaĺıtica de las incertidumbres en la
planta, estas pueden englobarse en dos grupos: estructuradas y no estructuradas
[98].

Incertidumbres multiplicativas

Las incertidumbres multiplicativas se encuentran comúnmente en muchos tipos
de sistemas lineales sistemas invariantes en el tiempo (LTI) y sistemas dinámicos
no lineales. Es importante señalar que las incertidumbres multiplicativas pueden
ser caracterizadas por diferentes tipos como deterministas o estocásticas u otros
tipos de topoloǵıas en las que las incertidumbres multiplicativas pueden ser mo-
deladas [105].

La arquitectura del sistema dinámico de incertidumbre multiplicativa es similar
para los sistemas lineales invariantes en el tiempo y para los sistemas dinámicos
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no lineales [105]. Para entenderlo mejor se considera el siguiente sistema LTI:

ẋ = Ax+Bv,

y = Cx+Dv.

Si ahora se considera la variable auxiliar v = v∆u + u, se puede reescribir de
la siguiente forma:

ẋ = Ax+B(u∆u+ u),

y = Cx+D(u∆u+ u).

Y para los sistemas no lineales ocurre lo mismo, solo que ahora se considera el
sisguiente sistema no lineal:

ẋ = f(x) + g(x)v. (2.54)

Si se sigue el mismo proceso considerando la variable auxiliar, el sistema se
reescribe de la siguiente forma [105]:

ẋ = f(x) + g(x)(v∆u+ u). (2.55)

Incertidumbres aditivas

Las incertidumbres aditivas son el tipo más común de configuración de in-
certidumbre que se encuentra en los sistemas lineales y no lineales, teniendo en
cuenta que muchas dinámicas no modeladas se representan matemáticamente de
esta manera [105]. Para entender como es este tipo de incertidumbre se considera
el siguiente sistema lineal:

ẋ(t) = (A+∆A)x(t) + (B +∆B)u, (2.56)

en donde A ∈ Rnxn es la matriz nominal de estados, ∆A ∈ Rnxn es la incerti-
dumbre de la matriz de estado, mientras tanto B ∈ Rnxn es la matriz de estado
nominal, ∆B ∈ Rnxn es la incertidumbre la matriz de entrada.

El sistema lineal mostrado en ecuación (2.56) toma en consideración la incerti-
dumbre aditiva en los estados y la entrada del sistema lineal para que la dinámica
no modelada no solo afecte a los estados del sistema, por lo tanto los estados
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de entrada son afectados, algo que se encuentra comúnmente en muchos tipos de
sistemas f́ısicos [105].

Para los sistemas no lineales la incertidumbre aditiva está dada de la siguiente
forma, considerando el siguiente modelo, expresado como [105]:

ẋ = f0(x) + ∆fx + (g0(x) + ∆g(x))u, (2.57)

en donde f0 ∈ Rn y g0 ∈ Rn son los vectores nominales del sistema dinámico no
lineal y las incertidumbres de los campos vectoriales ∆f y ∆g.

Incertidumbres no estructuradas

Para esta incertidumbre se toma E(s) que puede consistir en una cota de
magnitud, generalmente dependiente de la frecuencia [98]:

σ̄[E(jω)] ≤ δ(ω) ∀ω, (2.58)

factorizando E(s) queda de la siguiente forma:

E(s) = e(s)∆(s); σ̄[∆(s)] ≤ 1 ∀ω. (2.59)

Esto quiere decir que estas descripciones albergan la posibilidad de acopla-
miento de distintas fuentes de incertidumbres.

Incertidumbres estructuradas

Esta incertidumbre se refiere cuando si de alguno forma de localizan las fuentes
de incertidumbres del sistema, ya que se tendŕıa una descripción más ajustada o
estructurada de los errores de modelado. Esta puede estar constituida por múlti-
ples incertidumbres localizadas en independientes no estructuradas (Ei(s)) que
como en el caso anterior pueden ser dinámicas no modeladas o actuadores. Por lo
tanto se tiene que [98]:

Ei(s) = ei(s) σ̄[∆i(s)] ≤ 1 ∀ω. (2.60)

La incertidumbre completa E(s) del sistema queda de la siguiente forma, siendo
p el número de bloques:

E(s) = diag{Ei(s)} i = 1, . . . , p. (2.61)

Los errores de modelado también podŕıan consistir en imprecisiones en algunos
parámetros del proceso, suponiendo en este caso una incertidumbre totalmente
estructurada o paramétrica [98].
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2.11.2. Parametrización lineal de sistemas no lineales

Los sistemas dinámicos no lineales que representan sistemas f́ısicos, como los
sistemas eléctricos y mecánicos, pueden representarse en forma lineal. Por lo cual
es importante recalcar que este tipo de sistemas poseen la propiedad llamada pa-
rametrización lineal; la cual consiste en básicamente en la definición de un regresos
y un vector de parámetros [105].

La parametrización lineal de un sistema dinámico no lineal proporciona una
visión útil en la representación de los parámetros no modelados debido a las li-
mitaciones f́ısicas o a la dificultad de modelar o medir estos parámetros debido
a las tolerancias y otras condiciones encontradas en los elementos f́ısicos reales
elementos f́ısicos reales [105]. Para entender mejor este concepto se considera el
siguiente sistema:

ẋ = f(x), (2.62)

donde f(x) ∈ Rn es un campo vectorial que contiene una parte lineal y no lineal:

fi1(x) = ax,

fn1(x) = bgn1(x).
(2.63)

Considerando la definición, la parametrización lineal de un sistema se obtiene
de la siguiente forma [105]:

ẋ =



x1 + h1(x) x2 + h2(x) . . . xm + hm

... . . .
...

x1 + h1(x) x2 + h2(x) . . . xm + hm(x)




︸ ︷︷ ︸
Y (x1,x2,...,xm)




Θ1(a, b)
Θ2(a, b)

...
Θm(a, b)


 .

︸ ︷︷ ︸
Θ(a,b)

(2.64)

Y (x1, x2, . . . , xm) es el regresor y Θ(a, b) es el vector de parámetros.

A manera de ejemplo se desarrolla la parametrización lineal del sistema de
Lorenz, para este ejemplo se considera el atractor de Lorenz (2.65).

ẋ1 = σ(x2 − x1),

ẋ2 = ρx1 − x2 − x1x3,

ẋ3 = x1x2 − βx3.

(2.65)
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El siguiente sistema es equivalente a:



ẋ1

ẋ2

ẋ3


 =



x1 − x2 x1 − x2 0 0

0 −x1 x2 + x1x3 x2 + x1x3

0 0 x3 − x1x2 −x1x2




︸ ︷︷ ︸
Y




σ + ρ
−ρ
−β
β − 1


 .

︸ ︷︷ ︸
Θ

(2.66)

Se considera la siguiente función de rendimiento:

J =

N∑

k=1

||x̂k − xk||2, (2.67)

donde x̂ es la variable estimada y x es la variable calculada. El parámetro ajusto
para el sistema incierto se realiza por medio del algoritmo Steepest Descent:

Θi+1 = Θi − µ∇J, (2.68)

en donde µ es la constante de ajuste.

2.12. Controlador de H∞

Esta formulación de control H∞ fue realizada por Zames en 1981 para el caso
escalar y basada en una representación entrada-salida, obteniendo la solución del
problema en 1984 [98].

Para el diseño de controladores H∞ es necesario llevar el sistema de control
a la configuración de planta generalizada como se muestra en la Figura 2.16 para
poder aplicar diferentes metodoloǵıas de diseño.

Los bloques vistos en la Figura 2.16 hacen referencia al diagrama de configu-
ración general de control los cuales representan:

1. Bloque de incertidumbre ∆: es una matriz diagonal por bloques (es decir,
tiene estructura), en la cual aparecen perturbaciones complejas relaciona-
das con variación en los parámetros, ganancia de los sensores y actuadores,
cambio del modelo al variar el punto de operación.
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2. Planta generalizada G: es el modelo nominal en lazo abierto, la cual incluye
los pesos de desempeño e incertidumbre.

3. Controlador K.

4. W : es un vector de señales que incluye ruidos, perturbaciones y señales de
referencia.

5. Z: es un vector de señales que incluye todas las señales controladas y errores
de seguimiento.

6. U : son las señales de control.

7. Y : son las salidas medidas.

El sistema de interconexión tiene la forma:

G(S) =



G11(s) G12(s) G13(s)
G21(s) G22(s) G23(s)
G13(s) G32(s) G33(s)


 . (2.69)

El sistema nominal M es la transformación lineal fraccional inferior de G y K,
cuyo diagrama se puede ver en la Figura 2.14. La estructura M −∆ es usada para
el análisis de desempeño robusto (RP).

Figura 2.14: Planta general de un sistema M con incertidumbre ∆.

donde:
M = FL(G,K) = G11 +G12K(I −G22K)−1G21, (2.70)

M =

[
M11 M12

M21 M22

]
. (2.71)
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La función de transferencia con incertidumbre en lazo cerrado de W a Z, es la
transformación lineal fraccional superior de M y ∆.

TZW = Fu(M,∆) = M22 +M21∆(I −M11∆)−1
M12

. (2.72)

Para el análisis de estabilidad robusta , se reorganiza el sistema en la estructura
N − ∆ de la Figura 2.15, donde N = M11 es la función de transferencia de las
salidas a las entradas de incertidumbre.

Figura 2.15: Diagrama de bloques para estabilidad robusta N −∆.

Las técnicas H∞ tienen la ventaja sobre las técnicas de control clásicas en que
las técnicas H∞ son fácilmente aplicables a problemas que involucran sistemas
multi variados con acoplamiento cruzado entre canales; desventajas de H∞. Las
técnicas incluyen el nivel de comprensión matemática necesario para aplicarlas con
éxito y la necesidad de un modelo razonablemente bueno del sistema a controlar.
Estos métodos fueron introducidos en la teoŕıa de control a fines de la década de
1970 y principios de la de 1980 por George Zames (minimización de sensibilidad), J.
William Helton (adaptación de banda ancha), y Allen Tannenbaum (optimización
del margen de ganancia) [106].

El control H∞ miminimiza la norma H∞ de FL (G, K), Figura 2.16. General-
mente se hacen las siguientes suposiciones en los problemas H∞ [107–109]:

1. (A,B2, C2) es estable y detectable.

2. D12 y D21 tienen rango completo.

3.
[
A−JωI B2

C1 D12

]
tiene rango completo de columnas para todo ω.

4.
[
A−JωI B1

C2 D21

]
tiene rango completo de filas para todo ω.
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Figura 2.16: Planta generalizada del control robusto.

La suposición 1 se requiere para la existencia de controladores K que estabilicen
la planta, y la suposición 2 es suficiente para asegurar que los controladores sean
propios y realizables. Las suposiciones 3 y 4 aseguran que no ocurran cancelaciones
de polos y ceros en el eje imaginario que generen inestabilidad en lazo cerrado
[107–109]. Algunos ejemplos del uso de control robusto de H∞ se pueden encontrar
en [110,111].
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Caṕıtulo 3

Estudio del modelo
matemático de crecimiento
de tumores canceŕıgenos en
orden entero e
implementación de control
robusto

3.1. Análisis matemático del sistema

Análisis matemático de las Ecuaciones Diferen-
ciales Ordinarias (EDOs)

El modelo a analizar y por el cual sirve como base para este trabajo de tesis
es un modelo presentado por Llanos-Pérez de crecimiento tumoral, que describe
el desarrollo del cáncer a través de las tres etapas básicas, avascular, vascular
y metástasis Figura 3.1, en base a evidencias experimentales. En ese trabajo se
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Figura 3.1: Etapas de un tumor.

ha adoptado un modelo de red qúımica, en el que se ha utilizado un método de
cinética qúımica clásica que aplica la ley de acción de masas. Utilizando dicho
modelo elaboró un sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias que describe
el crecimiento tumoral avascular, vascular y de metástasis.

Fase avascular: Un tumor en su fase avascular raramente sobrepasa de los
2-3mm2, que como su nombre lo dice, no contiene vasos sangúıneos y que
posteriormente a la vascularización este acelera su crecimiento. Estrictamen-
te se habla de que el tejido no contiene estructuras vasculares en su interior.

Fase vascular: En esta fase se produce angiogénesis que es la proliferación
de vasos sangúıneos que se introducen al tumor, por consiguiente se habla
de que ahora existe un tumor vascular que contiene estructuras las cuales le
aportan ox́ıgeno y nutrientes, lo que hace que el tumor pueda crecer.

Fase metastásica: En esta fase se habla de un tumor exponencialmente creci-
do, por lo cual las células cancerosas se separan del sitio donde se originaron
y comienzan a formar tumores nuevos en otras partes del cuerpo.

En el sistema ecuación (3.1) las variables x, y, z, representan la proliferación de
las células tumorales en las 3 fases anteriormente vistas. El parámetroN representa
la población de las células normales, H la población de las células que funcionan
como huéspedes e I la población de las células inmunes que son los linfocitos T.





ẋ = x(2N − x)−Hxz,

ẏ = y(4− 0.14y) + 0.5x2 − Iy − 0.5Hyz + 0.001z2,

ż = −Iz + 0.07y2 + 0.5Hyz − 0.002z2.

(3.1)
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donde los parámetros (N,H, I) corresponden a las células normales, huéspedes e
inmunes respectivamente y las variables (x, y, z) son las fases avascular, vascular
y metástasis respectivamente.

El sistema anteriormente expuesto se realizó mediante la descripción de la
dinámica del proceso [112], se propuso un mecanismo heuŕıstico para las tres fases
básicas: avascular, vascular y metástasis basado en un modelo de red qúımica, este
modelo completo se presenta en las siguientes ecuaciones:

(1)N + x → 2x

(2)2x → y

(3)y → 2y

(4)2y → z

(5)H + y + z → 2z

(6)2z → y

(7)H + x+ z → z

(8)I + y → ncp

(9)I + z → ncp

en donde npc representa un producto no canceroso. Los procesos 1, 3 y 2, 4, 6 están
relacionados con el proceso de mitosis y apoptosis de las células tumorales prolife-
rantes, los procesos 5 y 7 corresponden a la acción del huésped H y por último los
pasos 8 y 9 muestran la acción de las células inmunitarias. Según el modelo de red
qúımica las células z se generan durante la apoptosis de las células en el proceso 4
lo que representa la aparición de micrometástasis [112]. En [112] se menciona que
las constantes para el modelo propuesto fueron elegidas emṕıricamente tratando
de tener una mayor generalidad y simplicidad.

Las publicaciones [112–115] son una serie de art́ıculos en donde se realizan
estudios espećıficos de la transición de fases en el crecimiento tumoral, desde el
desarrollo avascular, la relación entre la tasa metabólica y la dimensión fractal de
las células tumorales humanas y estudios termodinámicos con las células canceŕıge-
nas, se mencionan estos art́ıculos ya que el sistema de ecuaciones diferenciales que
describe el crecimiento tumoral toma la base de algunos de esos art́ıculos publica-
dos.

Se desarrolló el modelo de los 9 procesos como una representación cualitativa
de la dinámica del desarrollo del cáncer, a partir de ese modelo de red qúımica,
en [112] los autores utilizaron un método clásico de cinética qúımica que aplica la
ley de acción de masas y mediante este proceso se generó el sistema de ecuaciones
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diferenciales ecuación (3.1).

Por otro lado, el estudio del caos en un modelo fraccional del crecimiento de
tumores canceŕıgenos como se titula esta tesis, se basa en el sistema anteriormente
visto, este representa un sistema dinámico no lineal y es por ello que se parte de
este concepto para estudiarlo, la primer parte es estudiarlo en su modelo en orden
entero para después realizar el estudio en la parte fraccional.

Uno de los puntos importantes de los sistemas dinámicos no lineales es encon-
trar puntos de equilibrio, exponentes de Lyapunov, mapas de Poincaré, diagramas
de bifurcación y retrasos de fase. “Los exponentes de Lyapunov, se sabe que un
valor positivo demuestra que el sistema genera caos”

Los puntos de equilibrio son importantes para un sistema dinámico no lineal.
Todo sistema dinámico no lineal tiene puntos de equilibrio. Son los valores que
pueden tomar las variables x, y, z para volver 0 el sistema de ecuaciones por lo
que resolviendo el sistema de ecuaciones diferenciales para encontrar sus puntos de
equilibro, se resuelven las ecuaciones con ayuda de las herramientas computaciona-
les y como resultado tenemos lo que se observa en la Figura 3.2, cabe resaltar que
estos puntos de equilibrio encontrados son calculados sin valores para las variables
H,N, I por lo tanto en los resultados aparecen con las variables como literales.

Figura 3.2: Puntos de equilibrio sin condiciones iniciales.

Los puntos de equilibrio son un precedente parra determinar la estabilidad
del sistema aśı que para calcular la estabilidad de los puntos de equilibrio se
encuentran con la matriz Jacobiana y posteriormente se encuentran los valores
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propios o eigenvalores como también son conocidos, los cuales nos indicaran en
que parte del plano se encuentran dichos puntos.

El Jacobiano del sistema está dado por la siguiente matriz, al no asignar valores
a las variables N,H, I, la matriz se mantiene con esos valores. A partir de la matriz
que se ha calculado no se pueden obtener puntos de equilibrio pues es necesario
poner valores a las variables.



−Hz + 2N − 2x 0 −Hz

1.0x 4− I − 0.28y − 0.5Hz −0.5yH + 0.002z
0 0.14y + 0.5Hz −I + 0.5yH − 0.004z


 .

En el paso anterior no se consideraron los valores para N H e I, por lo tanto
en esta parte ahora se analiza el sistema biológico considerando como menciona
Llanos-Pérez a N y H como parámetros constantes N = 5, H = 3 y la literal I
como parámetro de control. Este parámetro I es el tipo de escenario que genera el
caos considerando la población de células inmunes, porque la población de células
inmunitarias contra estas células cancerosas puede incrementar o disminuir. Este
parámetro aumenta en valores muy pequeños, en un rango de 0 ≤ I ≤ 0.8 y como
se sabe el exponente de Lyapunov determina la predictibilidad del sistema. Un
exponente positivo de Lyapunov que se encuentra en el rango de I ∈ [0.143, 0.506]
es un indicador de que el sistema es caótico, por lo cual se evaluará con la confir-
mación de un retraso de fase que indica que el comportamiento es caótico, con un
valore de I = 0.337. Por lo que tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

ẋ = x(10− x)− 3xz,

ẏ = y(4− 0.14y) + 0.5X2 − 0.337y − 1.5yz + 0.001z2,

ż = −0.337z + 0.07y2 + 1.5yz − 0.002z2.

Se resuelve el sistema y los puntos de equilibrio para este sistema de ecuaciones
son los siguientes, por lo cual se puede observar que se reduce el número de puntos
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de equilibrio del sistema.

x = 0, y = 0, z = 0

x = 0, y = 0.2269320832, z = 2.438285205.

x = 0, y = 52.55253970, z = −2.462826760.

x = 0, y = −0.2214139440, z = −334.5655865.

x = 23.10417095, y = 93.38186444, z = −4.368056985.

x = 8.777846200, y = −8.949351577, z = 0.4073846001.

x = 0.6721018440, y = 0.2280319660, z = 3.109299385.

x = −0.8975372724, y = 0.2288372674, z = 3.632512424.

El sistema hace referencia a un sistema biológico, por lo tanto, los resultados
obtenidos anteriormente se reducen pero eso se hace porque al ser un sistema
biológico los resultados negativos se deprecian. Quedan 3 puntos de equilibrio los
cuales serán evaluados para determinar su estabilidad.

x = 0, y = 0, z = 0.

x = 0, y = 0.2269320832, z = 2.438285205.

x = 0.6721018440, y = 0.2280319660, z = 3.109299385.

El siguiente paso es determina la estabilidad, para ello como se ha dicho se
calcula la matriz Jacobiana del sistema por lo que el Jacobiano para las variables
[x, y, z] es el siguiente:

J =



10− 2x− 3z 0 −3x

1.0x 3.663− 0.28y − 1.5z −1.5y + 0.002z
0 0.14y + 1.5z −0.337 + 1.5y − 0.004z


 . (3.2)

Una vez teniendo el Jacobiano del sistema, el siguiente paso es evaluar los pun-
tos de equilibrio en el Jacobiano, estos puntos representan la evolución dinámica
que tiene el sistema para ello es importante saber que tipo son.

Es importante resaltar que existen ocho tipos de puntos de equilibrio hiperbóli-
co en los flujos tridimensionales y un equilibrio hiperbólico es aquel en el que todos
los valores propios tienen una parte real distinta de cero. Los puntos de equilibrio
encontrados anteriormente son del tipo hiperbólicos, aśı se les asigna un nombre
para determinar la estabilidad.
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Al evaluar el punto de equilibrio (x, y, z) = (0, 0, 0) el resultado de los valores
propios de la matriz son los siguientes:

Punto de equilibro 1 (x, y, z) =
(0, 0, 0), su estabilidad corresponde a un
punto silla ı́ndice 2 y su dinámica está
representada por la Figura 3.3.

L1 =10,

L2 =3.663,

L3 =− 0.337.
Figura 3.3: PE 1: Punto de silla ı́ndice
2.

Punto de equilibro 2 (x, y, z) =
(0, 0.2269320832, 2.4382855205), su es-
tabilidad corresponde a un espiral silla
ı́ndice 1 y su dinámica está representada
por la Figura 3.4.

L1 =2.685143440,

L2 =− 0.03216214014 + 1.1122678171i,

L3 =− 0.03216214014− 1.1122678171i.
Figura 3.4: PE 2: Espiral de silla ı́ndice
1.

Por último para el pun-
to de equilibro 3 (x, y, z) =
(0.672101844, 0.228031966, 3.10929938),
su estabilidad corresponde a un espiral
silla ı́ndice 2 y su dinámica está repre-
sentada por la Figura 3.5.

L1 =0.2360422136 + 1.815516118i,

L2 =− 2.216373547,

L3 =0.2360422136− 1.815516118i.

Figura 3.5: PE 3: Espiral de silla ı́ndice
2.

Análisis del sistema con métodos numéricos

Por otra parte se requiere saber la solución de las ecuaciones diferenciales
cuando el tiempo empieza a evolucionar, para esto en esta primera parte se analiza
y se resuelve el sistema biológico con métodos numéricos, estos métodos numéricos
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son un esquema numérico para encontrar la solución a las ecuaciones diferenciales,
para ello se utilizan los mismos valores para encontrar los puntos de equilibrio
N = 5, H = 3, I = 0.337, el primer método a utilizar es “Forward-Euler”para ello
el algoritmo algoritmo 1 resuelve las ecuaciones, en otra codificación se utilizó una
función para declarar las ecuaciones del sistema.

Algorithm 1 Algortimo Forward Euler

x0 = [1,0,0];
ne = 3;
t0 = 0;
tf = 10;

dt = 1e-3;
n = (tf-t0)/dt;

t(1) = t0;

for i = 1:ne
x(i,1) = x0(i);
end

for j = 1:n
t(j+1) = t(j) + dt;
[fx] = edos(x(:,j));
for i=1:ne
x(i,j+1)=x(i,j)+fx(i)*dt;
end
end

La solución y aproximación de un primer programa para cada una de las ecua-
ciones diferenciales son las que siguen, la primera es la solución para x, la segunda
para y y por último para z Figura 3.6.
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Figura 3.6: Evolución de las variables por método de Euler.

El método de Forward Euler y los que se simularon son aproximaciones a la
solución real del sistema en orden entero. El siguiente método utilizado con el cual
se obtuvo otra aproximación de la solución del sistema es el conocido Runge-Kutta
de cuarto orden que se observa en algoritmo 2.

Algorithm 2 Algoritmo Runge-Kutta 4th order

RK4(a,b,N,a)
h=(b-a)/N
t0=a
y0=a
for i=0:N-1
ti=a+i*h
k1=hf(ti,yi)
k2=hf(ti+1/2h,yi+1/2k1)
k3=hf(ti+1/2h,yi+1/2k2)
k4=hf(ti+h,yi+k3)
yi+1=yi+1/6(k1+2k2+2k3+k4)
end
plot
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Los resultados por parte de la simulación después de la codificación son los
siguientes Figura 3.7, se puede observar que el método de Runge-Kutta da una so-
lución para estas ecuaciones mostrando aśı que el sistema es generador de caos con
los parámetros dados, condiciones iniciales (x0, y0, z0) = (1, 0, 0) y valor numérico
para las variables (N,H, I) = (5, 3, 0.337). Aśı como sus series de tiempo para
cada variable de estado y el atractor caótico en Figura 3.8.

Figura 3.7: Solución por Runge-Kutta
4to orden.

Observando que el sistema es ge-
nerados de caos gráficamente se pre-
senta el atractor caótico que represen-
ta el sistema con las variables en se-
ries de tiempo para observar que el
sistema oscila Figura 3.7, esta simu-
lación se realiza con un tiempo de si-
mulación de t = 160s y con variables
N = 5, H = 3, I = 0.337, en donde el
parámetro I que representa las células
inmunes es mucho menor a las otras
dos células, por lo tanto el sistema cal
no tener la capacidad de contrarrestar
la enfermedad, este crece y genera un

sistema totalmente descontrolado, biológicamente es un sistema no sano.

(a) Serie de tiempo. (b) Atractor caótico.

Figura 3.8: Sistema dinámico del crecimiento de tumores con un tiempo de simu-
lación a t = 160s, N = 5, H = 3, I = 0.337 (3.8(a)) Serie de tiempo, (3.8(b))
Atractor caótico.

Los resultados en los diferentes planos se representan en la Figura 3.9, donde
se puede observar de una manera más clara la evolución dinámica del sistema.
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(a) Atractor x− y. (b) Atractor x− z. (c) Atractor y − z.

Figura 3.9: Dinámica del sistema en diferentes planos t = 160s, N = 5, H = 3, I =
0.337 (3.9(a)) Plano x− y, (3.9(b)) Plano x− z, (3.9(c)) Plano y − z.

Para demostrar que el sistema con diferentes condiciones tiene un comporta-
miento totalmente distinto se realizan las siguientes pruebas:

Las variables N = 5, H = 3, I = 0.337 son las ideales para generar caos en
el sistema dinámico, en donde las células I son mucho menores a las otras dos,
¿qué pasa si las células I son mucho mayores a las otras dos células?, bueno pues
eso se demuestra en los siguientes resultados, Figura 3.10, en donde Las células
inmunitarias o células I sobrepasan la cantidad de las demás por lo tanto el sistema
se llega a estabilizar al mismo tiempo de simulación t = 160s.

(a) Evolución en plano x−y−z. (b) Atractor. (c) Serie de tiempo.

Figura 3.10: Sistema dinámico con variación de variable t = 160s, N = 5, H =
3, I = 6 (3.10(a)) evolución del sistema, (3.10(b)) atractor, (3.10(c)) serie de tiem-
po para x, y, z.
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El sistema se estabiliza después de un tiempo, creando aśı una evolución con-
trolada en el sistema biológico, esto sucedió por el cambio del parámetro I siendo
los linfocitos T los encargados de controlar el sistema en la Figura 3.11 se ob-
serva más detallada la dinámica del sistema, en todos los planos se observa que
convergen a un punto y ya no se desestabiliza.

(a) Plano x− y. (b) Plano x− z. (c) Plano y − z.

Figura 3.11: Dinámica en diferentes planos t = 160s, N = 5, H = 3, I = 6 (a)
evolución plano x− y, (b) evolución plano x− z, (c) evolución plano y − z.

Pero se sabe que es un sistema dinámico por lo tanto es sensible a las con-
diciones iniciales (CI), los resultados anteriores se trabajó con las CI siguientes
(x0, y0, z0) = (1, 0, 0) ideales para generar caos, en los siguientes resultados se
demuestra que realmente el sistema en sensibles, por ello se realiza la prueba con
diferentes condiciones iniciales(x0, y0, z0) = (0, 1, 1), los resultados obtenidos se
muestran en la Figura 3.12.

(a) Evolución en plano x−y−z. (b) Atractor. (c) Serie de tiempo.

Figura 3.12: Sistema dinámico con diferentes CI t = 160s, N = 5, H = 3, I =
0.337, x0 = 0, y0 = 1, z0 = 1(3.12(a)) evolución del sistema, (3.12(b)) atractor,
(3.12(c)) serie de tiempo para x, y, z.
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El sistema de la misma forma llega a estabilizarce, se demuestra que en realidad
es sensible a las condiciones iniciales, inclusive con las células I = 0.337 las cuales
son mucho menores a las demás, pero tan solo con una pequeña variación de CI
de (x0, y0, z0) = (1, 0, 0) a (x0, y0, z0) = (0, 1, 1), se observa el cambio, inclusive
detalladamente en los diferentes planos Figura 3.13 se observa como es la dinámica
del sistema.

(a) Plano x− y. (b) Plano x− z. (c) Plano y − z.

Figura 3.13: Dinámica en diferentes planos t = 160s, N = 5, H = 3, I = 0.337,
(x0, y0, z0) = (0, 1, 1) (3.13(a)) evolución plano x − y, (3.13(b)) evolución plano
x− z, (3.13(c)) evolución plano y − z.

Se determina que el sistema ya no genera caos y por lo tanto es estable.

Figura 3.14: Atractor caótico por método
ODE45.

Otro método usado para la solu-
ción de las ecuaciones , es el llamado
ODE45 que representa el uso del algo-
ritmo Runge-Kutta de cuarto y quin-
to orden, que usa el de cuarto para
proporcionar soluciones candidatas y
el quinto orden para controlar el error,
esto se hace para tener una aproxima-
ción más cercana de la solución a las
EDOs del sistema que se está trabajan-
do, para ello se desarrolló la codifiación
de un programa que se puede encontrar
en la sección de “Apéndices”.

La solución gráfica se observa en la
Figura 3.14 donde se ve la evolución
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de las variables con respecto al tiempo, es una aproximación a la solución de las
ecuaciones.

Se obtiene la misma respuesta utilizando este método, por lo tanto ya no se
hacen las pruebas anteriormente realizadas, puesto que se obtendrá los mismo, la
diferencia es que el método de ODE45 da una respuesta del sistema un poco más
acercada a la respuesta real del sistema.

3.2. Diseño de control robusto

De la misma forma que en la primer parte del análisis de las EDOs del sistema,
en la parte del diseño de control se trabaja en orden entero como primear parte,
ya que posteriormente a tener el modelo en orden fraccional se implementará el
control en ese modelo.

El control seleccionado es el control Robusto de H∞, este control se puede
observar muy sintetizado en el siguiente diagrama la de la Figura 3.15 donde G es
la planta, K es el controlador y ∆ la incertidumbre.

Figura 3.15: Planta generalizada del control robusto.

Por lo que una parte importante es modelar la incertidumbre que son los
errores entre el modelo de la planta y el sistema real y dentro de la cual existen 2
tipos, las incertidumbres multiplicativas y las aditivas, para esto se define que la
incertidumbre correcta para el sistema es la incertidumbre aditiva puesto que esta
incertidumbre es la más utilizada para sistemas f́ısicos y biológicos. El modelo en
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ecuación es el siguiente:

ẋ = f0(x) + ∆f(x), (3.3)

f0(x) se conoce puesto que es la planta, pero ∆f(x) es la incertidumbre del sistema
y es la parte que se modelará.

Es importante recordar que este tipo de sistemas poseen la propiedad de lo
que se denomina parametrización lineal, que consiste básicamente en la definición
de un regresos y un vector de parámetros, en los siguientes pasos se realiza la
parametrización lineal del sistema, para ello se realizan una serie de pasos.

A partir del modelo se trabaja para representarlo en su forma paramétrica el
cual se desarrolla a continuación:

ẋ = 2Nx− x2 −Hxz,

ẏ = 4y − 0.14y2 + 0.5X2 − Iy − 0.5Hyz + 0.001z2,

ż = −Iz + 0.07y2 + 0.5Hyz − 0.002z2.

(3.4)

ẋ1 = 2Nx1 − x2
1 −Hx1x3,

ẋ2 = 0.5x2
1 + 4x2 − Ix2 − 0.14x2

2 + 0.001x2
3 − 0.5Hx2x3,

ẋ3 = 0.07x2
2 − Ix3 − 0.002x2

3 + 0.5Hx2x3.

(3.5)

La parametrización lineal queda la siguiente forma dejando en la matriz el
regresor y un vector de los parámetros en el lado derecho.



x1
x2
x3


 =



A11 A12 A13 A14

A21 A22 A23 A24

A31 A32 A33 A34




︸ ︷︷ ︸
Y




2N
H
−I
I − 1


 .

︸ ︷︷ ︸
Θ

(3.6)
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donde:

A11 = x1

A12 = −x1x3

A13 = x2
1

A14 = x2
1

A21 = 0

A22 = −0.5x2x3

A23 = x2 − 0.5x2
1 − 4x2 + 0.14x2

2 − 0.001x2
3

A24 = −0.5x2
1 − 4x2 + 0.14x2

2 − 0.001x2
3

A31 = 0

A32 = 0.5x2x3

A33 = x3 − 0.07x2
2 + 0.002x2

3

A34 = −0.07x2
2 + 0.002x2

3

(3.7)

Para el modelado de la incertidumbre y tener una aproximación del error de
las EDOs, se hace la elección del algoritmo llamado “Steepest Descent” el cual
trabaja con gradientes para encontrar el punto más bajo de algún problema, en
este trabajo se usa para encontrar los puntos y aproximaciones más cercanas del
error del sistema. Se define por medio del algoritmo de “Steepest Descent” el
parámetro ajustado para el sistema incierto, que está dado por la ecuación (3.8)

Θi+1 = Θi − µ∇J, (3.8)

donde µ es la constante de ajuste, Θ el vector de parámetros y J se define mediante
la siguiente ecuación (3.9)

J =

N∑

k=1

∥ x̂k − xk ∥2, (3.9)

donde x̂ es la variable estimada y x es la variable calculada.

Este algoritmo se emplea en el sistema del crecimiento de tumores canceŕıgenos
usando el sistema parametrizado linealmente. Como resultados de la implemen-
tación del algoritmo, Figura 3.16 se presentan las variables x, y, z en su serie de
tiempo, la cual el algoritmo crea una dinámica de comportamiento muy parecida a
la solución numérica, se puede decir que el algoritmo está calculando y estimando
un modelo cercano al real.
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Figura 3.16: Algoritmo de Steepest Descent para incertidumbre.

Con este algoritmo y como se ha mostrado en las ecuaciones anteriores, se tiene
un ı́ndice de rendimiento J y este va creciendo muy rápido hasta donde se estabiliza
al llegar a 250 epochs Figura 3.17(b) que son las iteraciones del algoritmo, el ı́ndice
de rendimiento crece muy rápido por lo que el algoritmo aprende muy rápido para
calcular la estimación. En la Figura 3.17(a) se observa que los parámetros ∆ son la
incertidumbre paramétrica, se nota la dinámica del sistema incierto, hasta llegar
a las 250 epoch de las iteraciones del algoritmo.

(a) Incertidumbre paramétrica. (b) Rendimiento.

Figura 3.17: Algoritmo Steepest Descent, 3.17(a) Evolución de parámetros, 3.17(b)
Variable J de Rendimiento.
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Como se ha mencionado el encontrar los valores de los ∆ para cada incerti-
dumbre paramétrica es muy importante ya que estos son los valores cuantitativos
a utilizar dentro del modelo de estrategia de control robusto de H∞, los valores
encontrados son muy pequeños, esto quiere decir que el error de modelado que
tiene el sistema de crecimiento de tumores canceŕıgenos es mı́nimo pero a la vez
importante puesto que se usaran esos errores para aplicar el control. Los valores
encontrados son los siguientes:

∆H = 9.16e−13

∆N = 9.16e−13

∆I = 9.16e−13

Recordemos que por cada parámetro del sistema (N,H, I) existe una incer-
tidumbre para cada uno. Ahora se tienen los valores de las incertidumbres pa-
ramétricas, muy importantes para la estrategia de control, en las siguientes sec-
ciones se usarán estos valores pero ya aplicados en la estrategia de control en un
estabilizador y un sincronizador.

3.3. Control robusto, estabilizador de orden en-
tero

Con las incertidumbres paramétricas encontradas en la sección anterior, ahora
se procede al diseño de la ley de control para el control robusto que definirá al
estabilizador del sistema de crecimiento de tumores canceŕıgenos en orden entero,
para ello es importante decir que se usan funciones de Lyapunov ya que estas
son cruciales en la teoŕıa de control robusto, estas funciones nos permiten obtener
leyes de control para sistemas inciertos como lo es el sistema estudiado en este
trabajo de investigación.

Para realizar la construcción de la ley de control robusto se realizo lo siguiente,
se considera un sistema de la forma (3.10), en donde al ser un sistema de orden
entero se define como ecuación diferencial ẋ, en donde f0(x) es el sistema de
crecimientos de tumores canceŕıgenos, ∆f(x) son las incertidumbres del sistema
y u el controlador:

ẋ = f0(x) + ∆f(x) + u. (3.10)

Una vez definido el sistema, para obtener la función de Lyapunov para con-
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trol robusto es importante definir un ı́ndice de rendimiento para el rendimiento
robusto:

J =

∫ ∞

0

L(x, u)dt,

J =

∫ ∞

0

[xTx+ uTu]dt.

(3.11)

en donde el ı́ndice de rendimiento J se define con T ya que al ser un sistema de 3
ecuaciones tiene que ser definido como vector.

Un punto importante para mencionar es que el diseño del control robusto
H∞ no lineal es posible con verificación de la desigualdad de Hamilton-JAcobi-
Isaacs ya que una función deifnida positiva es la clave para que la desigualdad de
Hamilton se cumpla. Para encontrar la ley de control se toma la desigualdad de
Hamilton-Jacobi-Isaacs inherente para el control robusto de H∞:

0 = min
u

[L(x, u) +∇V (x).f(x, u)]. (3.12)

De igual forma teniendo la desigualdad de Hamilton-Jacobi-Isaacs se define la
función de Lyapunov a usar para este caso, lo cual es la siguiente:

V (x) =
1

2
kxTx,

V̇ (x) =∇V (x).f(x, u),

∴ V̇ (x) =kxT ẋ.

(3.13)

en donde ∇V (x).f(x, u)︸ ︷︷ ︸
V(x)

.

El siguiente paso es sustituir la función de Lyapunov dentro de la desigualdad
y desarrollar, siendo ẋ = f0(x) + ∆f(x) + u:

0 =min
u

[xTx+ uTu+ kxT ẋ],

0 =min
u

[xTx+ uTu+ kxT f0(x) + kxT∆f(x) + kxTu].
(3.14)

Se resuelve con derivación para la variable de interés que en este caso en u:

u =
d

du
[xTx+ uTu+ kxT f0(x) + kxT∆f(x) + kxTu] = 0. (3.15)
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Por lo que la ley de control para el estabilizador de orden entero se define
como:

2u+ kx = 0,

u = −1

2
kx.

(3.16)

La ley de control del estabilizador se aplica al sistema, en donde se toman
ya todas la partes de la planta general para este control de H∞ en la cual se
toman las incertidumbres anteriormente encontradas, el sistema de crecimiento de
tumores canceŕıgenos y el controlador u recién definido, y tomando como referencia
la planta general para este tipo de control, queda representado en bloques con sus
respectivas ecuaciones que ahora definen nuestra planta general del control robusto
de H∞ como se observa en la Figura 3.18.

Figura 3.18: Diagrama de bloques de control para estabilizador.

Una vez definida la planta que queda de una manera entendible para la codi-
ficación en lenguaje de programación en donde se usa Matlab para verificar v́ıa
gráficas los resultados que se obtienen con el estabilizador. Aśı como se presenta
la planta en la Figura 3.18 nos da una idea de la codificación a realizar por lo cual
se define que la siguiente gúıa a manera de ecuación (3.17) nos ayuda a visualizar
mejor como será la descripción en código de Matlab.

ẋ = f0(x) + ∆f(x) + u, (3.17)
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en donde f0(x) es igual al sistema de tres ecuaciones de crecimiento de tumores
canceŕıgenos, ∆f(x) es igual a las incertidumbres paramétricas encontradas y u
es el controlador diseñado. Para la simulación en Matlab se toman los siguientes
parámetros que se presentan en la tabla 3.1.

Tabla 3.1: Valores usados para estabilizador del sistema en orden entero.

Parámetro Valor

N,H, I (5, 3, 0.337)
Paso de integración 0.001
Tiempo inicial 0s
Tiempo final 160s
Condición inicial (1, 0, 0)
Ganancia (K) 1x10−1

Los resultados de la implementación del estabilizador en el sistema de orden
entero se presentan en las Figuras 3.19 y 3.20, en donde se observan las variables de
estado del sistema en series de tiempo, para cada variable de estado después de un
tiempo muy corto llega a estabilizarce hasta el tiempo final lo cual es correcto ya
que el estabilizador funciona de manera correcta. Lo anteriormente mencionado
queda mejor visualizado en la imagen que se genera para el atractor ya que se
observa que ya no tiene una dinámica caótica sino que empieza en las condiciones
iniciales pero su dinámica lo lleva a un punto de equilibro en donde se estabiliza.

(a) Series de tiempo con estabilizador aplicado. (b) Respuesta del controlador.

Figura 3.19: Resultados del estabilizador aplicado al sistema en orden entero.
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Figura 3.20: Atractor del sistema con estabilizador.

¿Qué es lo que nos muestran estos resultados?, que el diseño del estabilizador
aplicado ya al sistema con incertidumbres funciona de manera correcta ya que la
dinámica de comportamiento no tiende a ser caótica si no que se estabiliza en un
punto que médicamente se podŕıa decir que el sistema tiende a ser un sistema
biológico saludable cuando se aplica la ley de control del estabilizador.

3.4. Control robusto, sincronizador de orden en-
tero

La sincronización es una parte importante para los sistemas dinámicos, ac-
tualmente es un tema de investigación muy profundo y de mucha importancia
para su aplicación en diferentes áreas, se puede hablar espećıficamente de que la
sincronización de sistemas dinámicos no lineales tiene un auge en el estudio de
las dinámicas caóticas de comunicación entre sistemas biológicos o bien llamados
como fenómenos de la naturaleza.

La sincronización se puede definir como la coincidencia de hechos o fenómenos
en el tiempo, correlación o correspondencia en tiempo entre dos o más sistemas
dinámicos [49, 116–118]. La sincronización tiene muchas aplicaciones en cuanto a
sistemas dinámicos pero una de las importantes es la sincronización de sistemas
caóticos ya que se puede utilizar en el desarrollo de sistemas biológicos como es el
caso en este trabajo de investigación.
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Existen dos tipos de acoplamientos entre los sistemas a sincronizar, uno de
estos acoplamientos es el llamado unidireccional o maestro-esclavo y se menciona
este acoplamiento ya que es el tipo de sincronización a utilizar para el sistema
de crecimiento de tumores canceŕıgenos; en este tipo de acoplamiento el sistema
maestro impone su dinámica al resto de los sistemas denominados esclavos.

Como se ha mencionado se tomarán dos sistemas caóticos idénticos de orden
entero ẋ = f0(x) y ẏ = g1(y) solo que con condiciones iniciales diferentes y un pun-
to importante es que nuestro sistema maestro se va a incluir con las incertidumbres
paramétricas que se han manejado de esta forma ẋ = f0(x) + ∆f(x).

Para esta parte del diseño de control se requiere controlar la dinámica caótica
del sistema y llevarlo a un estado diferente al caos mediante la sincronización
utilizando técnicas de control robusto, para ello se debe de encontrar una ley
de control que rija el sincronizador de los dos sistemas, los siguientes pasos y
ecuaciones matemáticas fueron realizadas para encontrar la ley antes mencionada:

Se considera un sistema maestro, un sistema esclavo y la dinámica del error:

ẋ = f0(x) + ∆f(x) + u ⇒ Response system

y = g(y) ⇒ Drive system

ẏ = g(y)

e = y − x ⇒ Error

ė = ẏ − ẋ

(3.18)

Por lo tanto la dinámica del error queda de la siguiente manera sustituyendo
los dos sistemas siendo estos ecuaciones o sistemas no lineales diferenciales en
orden entero:

ė = g(y)− f0(x)−∆f(x)− u. (3.19)

Al igual que como se definió para el estabilizador se necesita un ı́ndice de
rendimiento, el cual va a depender en esta ocasión al error y es por ello que el
ı́ndice J es:

J =

∫ ∞

0

L(e, u)dt,

J =

∫ ∞

0

[eT e+ uTu]dt.

(3.20)

El cual es eT e porque al ser un sistema de ecuaciones se toma como vector.
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Para encontrar la ley de control se toma la desigualdad de Hamilton-Jacobi-
Isaacs inherente para el control robusto de H∞ para el sincronizador:

0 = min
u

[L(e, u) + V̇ (e)], (3.21)

en donde V (e) se define con la siguiente función de Lyapunov:

V (e) =
1

2
keT e,

V̇ (e) = keT ė.
(3.22)

Dentro de la desigualdad se introduce la función de Lyapunov que queda de la
siguiente forma:

0 = min
u

[eT e+ uTu+ keT ė], (3.23)

en donde ė = g(y) − f0(x) − ∆f(x) − u por lo que se sustituye dentro de la
desigualdad:

0 = min
u

[eT e+ uTu+ keT g(y)− keT f0(x)− keT∆f(x)− keTu]. (3.24)

Ahora se tiene la expresión completa por lo que se resuelve para u aplicando
derivación:

u =
d

du
[eT e+ uTu− keT f0(x)− keT∆f(x)− keTu] = 0. (3.25)

Como resultado queda definida la ley de control para el sincronizador de orden
entero para el sistema de crecimiento de tumores canceŕıgenos:

2u− ke = 0. (3.26)

u =





1

2
ke ||e|| > 0

∆f(x) ||e|| = 0
(3.27)

Para visualizar de una mejor manera el sincronizador, se realiza un diagrama
de bloques implementable para Matlab, el cual se toma para realizar la progra-
mación y simular el sistema completo junto con el sistema maestro y el sistema
esclavo, para ello se recuerda que utilizamos las incertidumbres encontradas, estas
no cambian, el controlador para el sincronizador y los dos sistemas tanto el maes-
tro como el esclavo pero como se ha mencionado estos dos van con condiciones
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iniciales diferentes ya que el esclavo tiene que seguir la dinámica del maestro, el
diagrama de bloques a implementar para la simulación se observa en la Figura
3.21.

Figura 3.21: Diagrama de bloques de control para sincronizador de orden entero.

El diagrama de bloques hace refe-
rencia a un diagrama t́ıpico de control
el cual puede ser traducido a código de
Matlab de una manera más sencilla, por
lo que se procede a realizar la progra-
mación del sincronizador para el sistema
de crecimiento de tumores canceŕıgenos,
una vez implementado los resultados se
muestran en la Figura 3.22. Para la si-
mulación en Matlab se toman los si-
guientes parámetros que se presentan en
la tabla 3.2.

Tabla 3.2: Valores usados para sincroni-
zador del sistema en orden entero.

Parámetro Valor

N,H, I (5, 3, 0.337)
Paso de integración 0.001
Tiempo inicial 0s
Tiempo final 160s
CI Sistema maestro (1, 0, 0)
CI Sistema esclavo (15,−4, 2)
Ganancia (K) 1x10−1
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(a) Series de tiempo con sincronizador aplica-
do.

(b) Errores del sistema con sincronizador apli-
cado.

(c) Atractor del sistema con sincronizador apli-
cado.

(d) Respuesta del controlador.

Figura 3.22: Resultados del sincronizador aplicado al sistema de orden enero.

Los resultados muestran datos interesantes, el primer punto importante es en
el seguimiento de la dinámica ya que como se observa en la gráfica de series de
tiempo el sistema esclavo se sobrepone sobre la dinámica del sistema maestro, esto
quiere decir que los sistemas están completamente sincronizados sin importar las
condiciones iniciales ya que se tienen x0 = [1, 0, 0] y y0 = [15,−4, 1] para el sistema
maestro y esclavo respectivamente. Por otra parte se puede observar el atractor
que se genera con esta sincronización, a diferencia de otros resultados obtenidos
en esta investigación, este atractor es much́ısimo más pequeño generando menos
caos y se puede ver claramente en los resultados mostrados que el atractor ya no
es igual ya que el sistema esclavo (ĺınea azul) sigue perfectamente la dinámica
del sistema maestro (ĺınea naranja) aunque comiencen en diferentes puntos en el
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espacio de fase.

Una parte importante como se presentó, son los errores entre cada sistema,
que al ser sistemas sincronizados y si es correcto estos van a tender a cero, se
muestran los errores en la sincronización en cada una de las variables de estado,
y para cada una de ellas se observa que ∥e(t)∥ −→ 0 cuando t −→ ∞ por lo
que el error entre los dos sistemas sincronizados es 0 al igual que la respuesta del
controlador ∥e(t)∥ −→ 0 cuando t −→ ∞.

En conjunto con estos resultados,
ahora se procede a analizar el sincroni-
zador pero ahora con condiciones inicia-
les (CI) totalmente iguales para los dos
sistemas (sistema maestro y sistema es-
clavo), con CI ⇒ x0 = [1, 0, 0], y0 =
[1, 0, 0], con esto los dos sistemas entran
en régimen caótico. Los resultados se
muestra en la Figura 3.23, con paráme-
tros para la simulación mostrados en la
tabla 3.3.

Tabla 3.3: Valores para sincronización
en orden entero con CI iguales.

Parámetro Valor

N,H, I (5, 3, 0.337)
Paso de integración 0.001
Tiempo inicial 0s
Tiempo final 160s
CI Sistema maestro (1, 0, 0)
CI Sistema esclavo (1, 0, 0)
Ganancia (K) 1x10−1

(a) Series de tiempo de sincronización con CI
iguales.

(b) Errores del sistema de sincronización con
CI iguales.

Figura 3.23: Resultados de sincronización para dos sistemas de orden entero con
CI idénticas.
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Figura 3.24: Atractor del sistema de sincronización con CI iguales.

Con las gráficas mostradas anteriormente se observa que los dos sistemas están
sincronizados Figura 3.24 aunque las condiciones iniciales se encuentren en régi-
men caótico, el sistema esclavo sigue la trayectoria del sistema maestro, con esto
se demuestra que no importa que las condiciones iniciales de los sistemas sean
diferentes ya que las dinámicas serán sincronizados.

En este caso el error cuando t −→ ∞ es completamente 0, no teniendo errores
de seguimiento entre las dos dinámicas, esto se ve reflejado en la Figura 3.23(a)
ya que como se observa el error es nulo puesto que en las series de tiempo se nota
el seguimiento de la trayectoria.

Con estos resultados se termina de analizar el sistema de crecimiento de tu-
mores canceŕıgenos en orden entero, en el siguiente capitulo se adentra en el tema
de más importancia ya que se generaliza el modelo a orden fraccional y a partir
de ah́ı se realiza un estudio y se agrega y diseña la arte de la técnica de control
pero ahora para sistemas de orden fraccional.
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Caṕıtulo 4

Generalización y estudio del
modelo matemático de
crecimiento de tumores
canceŕıgenos a orden
fraccional e implementación
de control robusto

En esta sección del documento se hace la generalización del sistema de creci-
miento de tumores canceŕıgenos a orden fraccional ya que es un punto importante
de este trabajo de investigación. Para realizar esta generalización es necesario re-
saltar que se utiliza el sistema original ecuación (4.1) que se ha analizado en las
secciones anteriores en orden entero el cual ya se sabe cual es su comportamiento.





ẋ = x(2N − x)−Hxz,

ẏ = y(4− 0.14y) + 0.5X2 − Iy − 0.5Hyz + 0.001z2,

ż = −Iz + 0.07y2 + 0.5Hyz − 0.002z2.

(4.1)
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En orden entero como se pudo observar el sistema tiene un comportamiento
espećıfico el cual al ser un sistema dinámico no lineal depende de los parámetros
y condiciones iniciales que se consideren al inicio de la solución, en le caso de los
sistemas de orden fraccional entra otro parámetro muy importante que es: el orden
fraccional de cada una de las ecuaciones del sistema, para ello se hace una serie de
pasos matemáticos para definir este orden fraccional por lo que el primer paso es
reescribir las ecuaciones del sistema de orden entero en ecuaciones fraccionarias,
para realizar este paso, se toman las siguientes consideraciones:

A diferencia de los sistemas de orden entero, los sistemas de orden fraccional
necesitan el primer valor para calcular la solución desde la condición inicial,
o en otras palabras podemos decir que requiere memoria.

Se necesita un operador global y no local, ya que como se ha mencionado
necesita de todas las soluciones, el operador global a usar es el operador
fraccionario de Caputo.

El operador fraccionario de Caputo es el ideal porque a diferencia de otros
operadores, Caputo tiene la caracteŕıstica que puede usar las mismas condi-
ciones iniciales de orden entero para resolver el sistema.

La derivada fraccionaria de Caputo tiene kernel de memoria tipo power-law
el cual es necesario para realizar la generalización.

Como se ha descrito en el caṕıtulo de marco teórico, la derivada fraccionaria
de Caputo se define como en la ecuación (4.2) la cual se recuerda en este caṕıtulo
ya que se hará uso de ella.

0D
α
t f(t) =

1

Γ(m− α)

∫ t

0

(t− τ)(−α−1+m)f (m)(τ)dτ. (4.2)

Para realizar la generalización a orden fraccional del sistema se reescriben las
ecuaciones de la siguiente manera ecuación (4.3) para tener una mejor percepción
de las derivadas.





dx
dt = x(2N − x)−Hxz,
dy
dt = y(4− 0.14y) + 0.5X2 − Iy − 0.5Hyz + 0.001z2,
dz
dt = −Iz + 0.07y2 + 0.5Hyz − 0.002z2.

(4.3)
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Se define el kernel tomando como referencia la derivada fraccionaria de Caputo,
por lo que el kernel a utilizar está definido como la ecuación (4.4).

k(t− t′) =
1

γ(α− 1)
(t− t′)α−2. (4.4)

Para realizar operaciones matemáticas con menos términos, se definen de la
siguiente forma las ecuaciones, tomando la parte izquierda de la igualdad para los
siguientes pasos:

F1(x′, y′, z′)dt′ = x(2N − x)−Hxz,

F2(x′, y′, z′)dt′ = y(4− 0.14y) + 0.5X2 − Iy − 0.5Hyz + 0.001z2,

F3(x′, y′, z′)dt′ = −Iz + 0.07y2 + 0.5Hyz − 0.002z2.

(4.5)

Se define en el sistema de ecuaciones el kernel:

dx

dt
=

∫ t

t0

k(t− t′)F1(x′, y′, z′)dt′,

dy

dt
=

∫ t

t0

k(t− t′)F2(x′, y′, z′)dt′,

dz

dt
=

∫ t

t0

k(t− t′)F3(x′, y′, z′)dt′.

(4.6)

Definido el kernel, se sustituye la expresión (4.4) en el sistema, por lo que
queda definido como en la ecuación (4.7):

dx

dt
=

1

γ(α− 1)

∫ t

t0

k(t− t′)α−2F1(x′, y′, z′)dt′,

dy

dt
=

1

γ(α− 1)

∫ t

t0

k(t− t′)α−2F2(x′, y′, z′)dt′,

dz

dt
=

1

γ(α− 1)

∫ t

t0

k(t− t′)α−2F3(x′, y′, z′)dt′.

(4.7)

Observando las expresiones anteriores, se nota que la parte derecha de la igual-

dad tiene conjunción con la integral fraccionaria de Riemann-LiouvilleD1
x =

∫ α−1
,
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por lo que matemáticamente se puede aplicar el operador de Caputo y el sistema
queda como en la ecuación (4.8).

CDα−1D1x =C Dα−1

∫ α−1

F1(x′, y′, z′)dt′,

CDα−1D1y =C Dα−1

∫ α−1

F2(x′, y′, z′)dt′,

CDα−1D1z =C Dα−1

∫ α−1

F3(x′, y′, z′)dt′.

(4.8)

El sistema queda reducido de la siguiente forma ya que por propiedades de

matemáticas y de derivadas e integrales fraccionarias la expresión CDα−1
∫ α−1

es
igual a la identidad, es por esa razón que del lado izquierdo de la igualdad podemos
quedarnos solo con el operador fraccionario de Caputo ecuación (4.9), y de esta
forma el modelo de crecimiento de tumores canceŕıgenos queda generalizado en
orden fraccional con el operador de Caputo.

CDα1x = x(2N − x)−Hxz,
CDα2y = y(4− 0.14y) + 0.5x2 − Iy − 0.5Hyz + 0.001z2,
CDα3z = −Iz + 0.07y2 + 0.5Hyz − 0.002z2.

(4.9)

4.1. Uso de método numérico para solucionar el
sistema en orden fraccional

Aśı como se realizó el análisis de la dinámica de comportamiento del sistema de
crecimiento de tumores canceŕıgenos en orden entero mediante métodos numéri-
cos que solucionan este tipo de sistemas, de la misma forma para al análisis del
sistema pero ahora en orden fraccional se usa otro tipo de método numérico que
da solución a este tipo de sistemas. El método utilizado es el método numérico de
Adam Bashford, este es un método de múltiples pasos, espećıficamente lleva como
nombre, predictor-corrector PI rules, este método lo que hace es usar los valores
previos evaluados para que ne los pasos siguientes tome todas esas soluciones [119].

El método numérico predictor-corrector se basa en las siguientes ecuaciones
(4.10) las cuales se muestra que tiene una parte predictiva Y P

n la cual se observa
que ocupa valores desde la condición inicial y en la parte correctora Yn hace uso
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de los valores anteriormente calculados con el predictor para tener una solución
más cercana y exacta.

Y P
n =Tm−1[y; t0](tn) + hα

n−1∑

j=0

b
(α)
n−j−1f(tj , yj),

Yn =Tm−1[y; t0](tn) + hα(ã(nα)f0 +

n−1∑

j=1

a
(α)
n−jf(tj , yj) + a

(α)
0 f(tn, Y

P
n )).

(4.10)

Teniendo como referencia ya el método a utilizar para dar solución a los sis-
temas fraccionales se requirió realizar la simulación en Matlab usando lo antes
mencionado, en primera estancia los parámetros a considerar para resolver el sis-
tema son los enlistados a continuación:

alpha=órdenes fraccionarios.

function=refiere al sistema de ecuaciones diferenciales.

t0=tiempo inicial de simulación.

T=tiempo final de simulación.

y0=condiciones iniciales (CI).

h=paso de integración para la solución.

param=parámetros de las ecuaciones diferenciales.

Para asegurar que el método numérico es correcto se requiere replicar el resul-
tado visto en la sección anterior la cual es la solución del sistema en orden entero
visualizando el atractor caótico que se genera, para conseguir replicar ese resulta-
do y asegurar que en realidad es un atractor caótico pero ahora resuelto con un
método numérico de multi pasos, los ordenes de alpha serán igual a 1, esto quiere
decir que las ecuaciones seguirán siendo de orden entero puesto que el orden no es
fraccional.

Realizando la simulación en Matlab con los siguientes parámetros dados:
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alpha=[1, 1, 1]

function=sistema de ecuaciones

t0=0s

T=160s

y0=[1, 0, 0]

h=0.001

param=[N = 5, H = 3, I = 0.337]

Los resultados se pueden observar en la Figura 4.1, obteniendo resultados no
favorables puesto que la dinámica no genera un atractor caótico y la dinámica
de comportamiento es totalmente periódica, cabe resaltar que se esperaba un
comportamiento caótico ya que tanto las condiciones y los parámetros son idénticas
a la solución de orden entero.

(a) Series de tiempo para cada variable del sis-
tema.

(b) Dinámica de comportamiento.

Figura 4.1: Solución al sistema con el método numérico predictor-corrector con
CI=[1, 0, 0].

Como es bien sabido, algún método numérico que resuelva ecuaciones dife-
renciales de orden fraccional describen de una manera más real y adecuada el
comportamiento de cualquier sistema, esto nos lleva a decir que los resultados an-
teriormente expuestos no están mal; en ocasiones los métodos numéricos de multi
pasos requieren algún tipo de cambio en algún parámetro, ya sea en los pasos de
integración (un paso de integración más pequeño puede dar la respuesta adecua-
da), en los parámetros independientes, en tiempo de simulación o inclusive en las
condiciones iniciales.

Teniendo en cuenta lo antes mencionado se procedió a realizar un análisis
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de todos los parámetros y con esto hallar con cual de ellos el sistema presenta
dinámica caótica, los ordenes fraccionales alpha = [1, 1, 1] no se cambian puesto
queremos la solución poniendo a las ecuaciones en orden entero y en este caso
tampoco se tienen aún los ordenes fraccionales, los parámetros independientes
[N = 5, H = 3, I = 0.337] tampoco se cambian ya que con estos valores es en
donde las células actúan para generar caos, quedan tres parámetros que se pueden
mover, las condiciones inicales, el tiempo final y el paso de integración.

Se realizaron pruebas con el tiempo final y la dinámica no cambiaba, el com-
portamiento se manteńıa periódico. La segunda prueba se hizo con el paso de
integración, haciendo mucho más pequeño este paso llegando hasta h = 0.000001
y en este paso de integración la dinámica empieza a genera indicios de caos, pero
el paso de integración es muy pequeño por lo cual las simulaciones tardan mucho
tiempo y demandan un alto consumo de recursos computacionales, por lo que el
paso de integración debe de ser igual al método para orden entero puesto que con
el mismo paso debeŕıa generar caos aśı que el parámetro h se deja en h = 0.001.
Se hace un recuento de los parámetros y las condiciones iniciales son las opción
para modificar.

Para recordar lo que nos indican las condiciones iniciales en este sistema de
crecimiento de tumores canceŕıgenos, tenemos que el sistema cuenta con 3 condi-
ciones iniciales cada una correspondiente a cada ecuación [x0, y0, z0] y estas nos
indican las fases de tumor, avascular, vascular y metástasis respectivamente, al
principio de tienen estas condiciones iniciales definidas [x0, y0, z0] = [1, 0, 0] en
donde se inicia el sistema con la fase avascular como si f́ısicamente se le diera un
inicio o nacimiento al tumor, pero esto no lo describe el método numérico usado
en esta sección, entonces se realizan diversas pruebas con cambio de condiciones
iniciales, en las cuales se aumenta en valor a la fase vascular y a la fase de metásta-
sis, llegando a la conclusión en que se le tiene que dar un inicio a la fase avascular
y viendo el sistema desde un punto médico tiene mucha congruencia en que si
la fase de metástasis es mayor a las otras dos fases es un hecho que el sistema
no es sano y por consecuencia este generará un comportamiento caótico. Aśı que
esto se procede a comprobar por lo tanto como la fase de metástasis z0 se pone
un valor mayor y este valor es z0 = 3 por lo que las condiciones iniciales ahora
son [x0, y0, z0] = [1, 0, 3] y realizando la simulación con el método numérico multi
pasos se obtienen los siguientes resultados.
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(a) Atractor en ejes x− y. (b) Atractor en ejes x− z. (c) Atractor en ejes y − z.

Figura 4.2: Solución al sistema con el método numérico predictor-corrector con
CI=[1, 0, 3].

En la Figura 4.2 se observa como la dinámica del sistema se convierte en un
sistema que genera caos, aśı como en la Figura 4.3 se observa claramente que el
sistema en cuanto a sus series de tiempo ya no tiene comportamiento periódico
si no que es un comportamiento caótico y aśı conformar el atractor caótico que
se observa en esa misma figura, aśı queda asentado que para el método numérico
predictor-corrector se necesita cambiar la condición inicial en espećıfico para este
sistema que describe el crecimiento de tumores canceŕıgenos, en la siguiente sección
se hará uso de los diagramas de bifurcación para encontrar los órdenes fraccionales
de cada ecuación diferencial y con esto poder observar la dinámica del sistema pero
ahora ya con ordenes fraccionales.

(a) Series de tiempo del sistema para cada
variable.

(b) Atractor caótico del sistema.

Figura 4.3: Dinámica de comportamiento caótico con CI=[1, 0, 3].
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4.2. Diagramas de bifurcación

Para recordar, los diagramas de bifurcación clasifican de manera condensada
todos los comportamientos posibles de un sistema y las transiciones entre ellos
cuando cambian los parámetros del sistema. Los diagramas de bifurcaciones están
compuestos por un número finito de regiones reparadas por los ĺımites de bifur-
cación [87]. Un punto muy importante para resaltar es que la estructura cualita-
tiva del flujo de un sistema dinámico no lineal puede cambiar si se modifican los
parámetros del mismo.

Para el sistema en orden fraccional es necesario saber el orden que tiene cada
una de las ecuaciones, el orden antes mencionado se refiere al número fraccional
que se asignará a cada una de los valores de α. Para encontrar este valor definido
entre 0 y 1 es necesario realizar diagramas de bifurcación ya que en estos se
pueden observar cambios en los retratos de fase como por ejemplo, la aparición o
desaparición de equilibrio en las ecuaciones, se pueden observar orbitas periódicas,
aśı como la aparición de atractores extraños.

Como se sabe, el estudio de los diagramas de bifurcación es fundamental para
entender la dinámica no lineal del sistema, para este caso en particular el análisis
de estos diagramas tienen el propósito de encontrar el orden fraccional correspon-
diente para cada una de las ecuaciones. Para ello, se realizaron tres diagramas
para cada uno de los ordenes fraccionales [α1, α2, α3], se grafican las soluciones en
un rango de 0− 1. Los valores iniciales para obtener resultados son los siguientes
especificados en la tabla 4.1.

Tabla 4.1: Valores para cada uno de los diagramas de bifurcación.

Parámetro α1 α2 α3

Orden fraccional (α1, α2, α3) (Variable,1,1) (1,Variable,1) (1,1,Variable)
N,H, I (5, 3, 0.337) (5, 3, 0.337) (5, 3, 0.337)
Paso de integración 0.001 0.001 0.001
Tiempo inicial 0s 0s 0s
Tiempo final 160s 160s 160s
Condición inicial (1, 0, 3) (1, 0, 3) (1, 0, 3)
Rango de variación 0− 1 0− 1 0− 1

Una vez definidos los parámetros, se procede a realizar los diagramas de bi-
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(a) Diagrama de bifurcación
para α1.

(b) Diagrama de bifurcación
para α2.

(c) Diagrama de bifurcación
para α3.

Figura 4.4: Diagramas de bifurcación para encontrar ordenes fraccionales.

furcación con la variación de 0 a 1 para cada uno de los ordenes fraccionales, se
realiza en ese rango puesto no se sabe espećıficamente en que valor se verán las
bifurcaciones que nos indiquen que ah́ı empieza a generar caos, en la Figura 4.4
quedan representados estos diagramas para cada orden fraccional.

Observando que para α1 no se encontró ninguna región de bifurcación el orden
fraccional se quedará en 1, en caso contrario para los otros dos ordenes fraccionales
(α2, α3) se aprecian regiones de bifurcación después de 0.9 por lo que se realiza
otro barrido más cercano entre estos valores de 0.9 y 1, las gráficas se muestran
en la Figura 4.5.

Los resultados muestran claramente las regiones de bifurcación para cada α
observando claramente que para el orden fraccional α2 la región de bifurcación
empieza a partir de 0.992 hasta 1 y para α3 la región de bifurcación empieza a
partir de 0.995. Teniendo estos valores, ahora se sabe cual es el orden fraccional
para cada una de las ecuaciones del sistema, por lo que en la ecuación (4.11)
quedan representados los valores de α y con esto se procede a resolver el sistema del
crecimiento de tumores canceŕıgenos en orden fraccional con el método numérico
predictor-corrector de Adams-Bashford.

CDx = x(2N − x)−Hxz,
CD0.993y = y(4− 0.14y) + 0.5x2 − Iy − 0.5Hyz + 0.001z2,
CD0.996z = −Iz + 0.07y2 + 0.5Hyz − 0.002z2.

(4.11)

Como se vio en los resultados, se trata de gráficas en donde se representa una
variación continua del parámetro de control que en este caso fueron los ordenes
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(a) Acercamiento al diagrama de bifurcación
para α2.

(b) Acercamiento al diagrama de bifurcación
para α3.

Figura 4.5: Diagramas de bifurcación para encontrar ordenes fraccionales en un
barrido de 0.9 a 1.

fraccionales, en estos diagramas son perfectamente visibles los cambios en el com-
portamiento cualitativo de las soluciones, además de poder identificar los valores
de bifurcación rápidamente. Con ello ya presentados los valores fraccionales, en
la siguiente sección se presenta la dinámica con respecto ya al sistema en orden
fraccional.

4.3. Dinámica caótica con ordenes fraccionales

Como se vio en la sección anterior, ahora se tiene el modelo matemático en
orden fraccional, con el valor que le corresponde a cada una de la ecuaciones, para
recordar el sistema de crecimiento de tumores canceŕıgenos pero ahora en orden
fraccional se tiene la siguiente ecuación (4.12), ya con los valores bien definidos
en ordenes fraccionales se procede a obtener una respuesta gráfica del sistema
resuelto con un método numérico anteriormente utilizado que es el método de
predictor-corrector de Adam Bashford.

CDx = x(2N − x)−Hxz,
CD0.993y = y(4− 0.14y) + 0.5x2 − Iy − 0.5Hyz + 0.001z2,
CD0.996z = −Iz + 0.07y2 + 0.5Hyz − 0.002z2.

(4.12)
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Para la resolución del sistema se hace uso del método numérico anteriormente
usado pero ahora con estos parámetros mostrados en la tabla 4.2, a diferencia de las
simulaciones anteriores ahora se tienen los ordenes fraccionales que van a describir
de una mejor manera el comportamiento caótico del modelo. Se observaran en los
resultados una dinámica de comportamiento diferente a la ya encontrada en orden
entero puesto que con los ordenes fraccionales se encuentran nuevos horizontes en
done el sistema tiene comportamiento antes del número 1.

Tabla 4.2: Valores usados para la solución del sistema con método numérico en
orden fraccionario.

Parámetro Valor

Orden fraccional (α1, α2, α3) (1, 0.993, 0.996)
N,H, I (5, 3, 0.337)
Paso de integración 0.001
Tiempo inicial 0s
Tiempo final 160s
Condición inicial (1, 0, 3)

Realizando la simulación en Matlab del sistema con los parámetros vistos ante-
riormente, los resultados se pueden observar en la Figura 4.6, en estas tres primeras
gráficas se observa que la dinámica es casi idéntica a la encontrada en la solución
de orden entero, en estos tres primeros resultados se muestra la dinámica de com-
portamiento en planos de dos ejes, esto para mostrar que sigue existiendo caos y
que sin duda alguna generará un atractor caótico.

(a) Sistema en orden fraccio-
nal con vista en ejes x− y.

(b) Sistema en orden fraccio-
nal con vista en ejes x− z.

(c) Sistema en orden fraccional
con vista en ejes y − z.

Figura 4.6: Solución al sistema con método numérico predictor-corrector con
CI=[1, 0, 3] y ordenes fraccionarios [α1, α2, α3] = [1, 0.993, 0.996].
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En los siguientes resultados mostrados en la Figura 4.7 se observa claramente
que en comparación con la solución de orden entero, aqúı si se nota la variación
ya que en el resultado de series de tiempo, se puede observar la evolución que
como su nombre lo dice bien lo dice, la evolución en el tiempo de cada una de las
variables de estado o describiéndolo en cuanto al significado de cada una seŕıa la
evolución de cada fase del tumor canceŕıgeno en el tiempo. En la otra figura se
observa el atractor caótico que genera este modelo en orden fraccional, mostrando
que la dinámica si es diferente pero no deja de generar un comportamiento caótico
lo cual se sigue asemejando a un estado no saludable viéndolo desde el punto de
vista médico.

(a) Series de tiempo del sistema para cada va-
riable.

(b) Atractor caótico del sistema con ordenes
fraccionales.

Figura 4.7: Dinámica de comportamiento caótico con CI=[1, 0, 3] y [α1, α2, α3] =
[1, 0.993, 0.996].

El encontrar comportamiento caótico del sistema en número fraccionales antes
del 1 es muy importante para el estudio del sistema pues se encuentran nuevas
dinámicas de comportamiento y se sabe qué existe en este rango de 0 y 1, la
evolución en el tiempo que se observó de este sistema es de vital importancia ya
que se encuentra un nuevo comportamiento que al ser en ordenes fraccionales se
sabe que es más cercana su evolución a la realidad, por eso es la importancia del
cálculo fraccional ya que este nos proporciona modelos y resultados con mejor
descripción.
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4.4. Control robusto, estabilizador de orden frac-
cionario

Para el estabilizador en orden fraccionario las incertidumbres paramétricas no
cambian a como fuero usadas para el desarrollo en el estudio del modelo en orden
entero, por lo tanto las mismas incertidumbres paramétricas serán usadas en esta
sección.

El estudio de la estabilidad de los sistemas en orden fraccionario puede ser
realizado estudiando las ecuaciones diferenciales que se tienen que para este tra-
bajo de investigación es el sistema de crecimiento de tumores canceŕıgenos, por lo
cual no tendremos ecuaciones de orden entero sino fraccionales con la derivada de
Caputo.

Los mismos pasos son seguidos para hallar la ley de control que define al es-
tabilizado, para esto se sabe que se ocupan funciones de Lyapunov por lo que la
estabilidad se da en este sentido a lo que se llama, estabilidad en el sentido de
Lyapunov que esta describe el comportamiento del sistema entorno a un punto de
equilibrio. Para ello se menciona el teorema de Lyapunov que es el que permite
determinar la estabilidad de un punto de equilibrio de acuerdo con el compor-
tamiento de las trayectorias, para establecer este teorema, se busca una función
candidata de Lyapunov que permita evaluar el comportamiento, para ello se pre-
senta la definición de una función de Lyapunov.

Definición 3. Si, en BR0, la función V(x) es positiva definida y tiene derivadas
parciales continuas, y si sus derivadas con respecto del tiempo a lo largo de la
trayectoria de cualquier estado del sistema ẋ = f(x) es negativa semi-definida,
esto es,

V̇ (x) ≤ 0, (4.13)

entonces V(x) es llamada función de Lyapunov del sistema ẋ = f(x).

Por lo que ahora se puede mencionar lo siguiente:

Sea x = 0 un punto de equilibrio del sistema ẋ = f(x) y D ⊂ Rn un dominio
que contiene a X = 0. Sea V : D −→ R una función continuamente diferenciable,
tal que:

V (0) = 0 y V (x) > 0 en D − 0,

Ẋ ≤ 0 en D.
(4.14)

89



Entonces, x = 0 es estable. Aún más, si V̇ (x) < 0 en D − 0, entonces x = 0 es
asintóticamente estable.

Se aborda este tema puesto que para el diseño de la ley de control se hace el uso
de esta definición vista anteriormente, el diseño del estabilizador para el sistema
en orden fraccionario se realiza mediante lo siguientes pasos, empezando por la
definición del sistema a modelar que es el siguiente cambiando de orden entero a
orden fraccional ẋ =⇒C

t Dα
0 x, la ecuación (4.15) se considera para el modelado de

la ley de control.
C
t D

α
0 x = f0(x) + ∆f(x) + u. (4.15)

Se define una función de rendimiento siendo importante para el diseño, la cual
es:

J =

∫ ∞

0

L(Ct D
α
0 x, u)dt,

J =

∫ ∞

0

[Ct D
α
0 x

TPx+ uTu]dt.

(4.16)

en donde se define su función de Lyapunov:

V (x) =2xTPx,

∴C
t Dα

0 x =2xTPC
t Dα

0 x.
(4.17)

siendo P una matriz definida positiva diagonal
[ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

]

Por consiguiente se puede realizar la siguiente desigualdad tomando la función
de Lyapunov dentro de la función de rendimiento:

C
t D

α
0 [x

TPx] ≤ 2xTPC
t Dα

0 x, (4.18)

en donde [xTPx]︸ ︷︷ ︸
V(x)

.

Realizando la sustitución pertinente del sistema dinámico dentro de la función
anterior, la ley queda de la siguiente manera:

C
t D

α
0 [x

TPx] ≤ 2xTP [f0 +∆f + u] ≤ 0. (4.19)

Se despeja la variable u de control por lo que la ley de control para el estabi-
lizador se define como:

u =− f0 − P−1x−∆f,
C
t D

α
t V =− 2xTx.

(4.20)
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Siguiendo el diseño de la planta general para control robusto de H∞ ahora se
presenta el mismo diseño de planta como se visualizó de igual forma en el diseño
de orden entero, la planta de control con las parte que lo conforman, en donde el
bloque superior hace referencia al bloque de la incertidumbre paramétrica la cual
ha sido ampliamente usada, el sistema en el bloque que se encuentra al centro pero
ahora corresponde al sistema en orden fraccional ya se el modelado se ha realizado
para este sistema y en la parte inferior el bloque del control, se puede visualizar
de mejor manera en la Figura 4.8.

Figura 4.8: Diagrama de bloques de control para estabilizador.

Teniendo identificados como es que tiene que ser la programación, la implemen-
tación en lenguaje Matlab del diagrama a bloques anterior se vuelve más sencilla
de visualizar, para ello se toman los parámetros de la tabla 4.3.
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Tabla 4.3: Valores usados para estabilizador del sistema en orden fraccionario.

Parámetro Valor

N,H, I (5, 3, 0.337)
Paso de integración 0.001
Tiempo inicial 0s
Tiempo final 160s
Condición inicial (1, 0, 3)
Ganancia (K) 1x10−1

α1, α2, α3 (1, 0.993, 0.996)

En conjunto con los parámetros es importante recalcar el método numérico a
utilizar para la solución del estabilizador, el método numérico a usar es el método
de Predictor-corrector de Adams Bashfrod ya que es el método que se ha usado
para la obtención de los resultados anteriores y como se sabe este método da
solución a los sistemas que se encuentran en órdenes fraccionales. Aplicando este
método con la ley de control para estabilizar el sistema los resultados se muestran
en la Figura 4.9.

(a) Series de tiempo con estabilizador aplicado. (b) Atractor del sistema con estabilizador.

Figura 4.9: Resultados del estabilizador aplicado al sistema en orden fraccional.

Los resultados obtenidos son favorables ya que como se puede observar en las
gráficas de series de tiempo para cada una de las variables de estado del sistema
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cuando t −→ ∞ el estabilizador realiza el trabajo para llevar a cada variable a un
punto de equilibro en donde se estabiliza después de un tiempo muy corto, aún
aśı cuando las condiciones iniciales generan caos sin un control aplicado, para este
caso con esas mismas condiciones iniciales el sistema logra llegar a la estabilización.
Aśı para una comparación más visual, por otro lado tenemos el atractor que están
generando los resultados, observando ya ya no existe ninguna dinámica caótica si
no por el contrario el sistema es estable.

En la siguiente sección del documento se realiza la parte de la sincronización
de dos sistemas los cuales deben llevar a un mismo resultado ya que un sistema
debe de seguir la misma dinámica.

4.5. Control robusto, sincronizador de orden frac-
cionario

La sincronización y su definición vista en la sección de orden entero anterior
para el sistema de crecimiento de tumores canceŕıgenos en orden entero se retoma
para esta parte de la sección del sistema en orden fraccional, con la similitud en
que se sincronizarán dos sistemas idénticos con diferentes condiciones iniciales,
pero con la diferencia en que estos dos sistemas ahora son en orden fraccional con
el operador de Caputo c

tD
α
0 x ⇐⇒c

t D
α
0 x.

Se sabe que existen dos problemas básicos al control de dinámicas caóticas
los cuales son: la sincronización y la supresión del caos, esta última consiste en
la estabilización del sistema alrededor de órbitas regulares o puntos de equilibrio.
La sincronización del caos tiene la caracteŕıstica de que el sistema esclavo debe
seguir en algún sentido la trayectoria del sistema maestro. El control fraccionario
durante sus estudios ha propuesto fundamentalmente dos cosas: hacer una refe-
rencia de funcionamiento y hacer un controlador que haga que las especificaciones
se cumplan, esto se menciona ya que para el sincronizador se realiza la referencia
de funcionamiento al tener dos sistemas que el objetivo es realizar que la dinámica
sea igual.

Como punto importante es recordar que el sistema cuenta con incertidumbres
paramétricas, ya que se sabe esto se pueden emplear diferentes técnicas y esquemas
adaptativos para lograr la dinámica con una sincronización robusta, esta sincro-
nización puede lograrse para sistemas caóticos idénticos con condiciones iniciales
diferentes como se ha mencionado antes y como se realizó esta parte del trabajo
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de investigación. Para lograr el diseño de la ley de control para la sincronización
de los dos sistemas, se considera un sistema maestro (drive system) y uno esclavo
(response system), para ello se describe a continuación las ecuaciones realizadas
para hallar esta ley de control.

Se considera un sistema maestro fraccional, un sistema esclavo fraccional y la
dinámica del error:

c
tD

α
0 x = f0(x) + ∆f(x) + u ⇒ Response system

c
tD

α
0 y = g(y) ⇒ Drive system

c
tD

α
0 e =

c
t D

α
0 x−c

t D
α
0 y ⇒ Error

(4.21)

Por lo que el error queda de la siguiente forma realizando una sustitución de
los dos sistemas:

c
tD

α
0 e = g(y)− f0(x)−∆f(x)− u. (4.22)

Se define la función de rendimiento a utilizar, la cual es de mucha ayuda para
hallar la ley de control ya que después de definir la función de Lyapunov, se
sustituye en esta:

J =

∫ ∞

0

L(e, u)dt,

J =

∫ ∞

0

[eT e+ uTu]dt.

(4.23)

Ahora se define la función de Lyapunov que se utilizará, está función es la
que se usa normalmente para leyes de control robusto en sistemas con órdenes
fraccionales con respecto al error:

V (e, x) =
1

2
eTPe,

c
tD

α
0 V (e, x) ≤eTP c

t D
α
0 e.

(4.24)

siendo P una matriz definida positiva diagonal
[ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

]
.

Para encontrar la ley de control se toma la desigualdad inherente para el control
robusto de H∞ para sistemas de orden fraccional, tomando tanto el ı́ndice de
rendimiento como la función de Lyapunov:

c
tD

α
0 [e

TPe] ≤ eTP c
t D

α
0 e ≤ 0, (4.25)
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en donde la parte derecha de la desigualdad es α0[e
TPe]︸ ︷︷ ︸

V(x)

y se conoce la expresión

c
tD

α
0 e por lo que se sustituye dentro de la desigualdad para obtener la siguiente

expresión:
c
tD

α
0 [e

TPe] ≤ eTP [g(y)− f0(x)−∆f(x)− u] ≤ 0. (4.26)

Se resuelve para la variable de interés u, por lo que la ley de control para el
sincronizador se define como:

c
tD

α
0 V = −eT e, (4.27)

u =

{
g(y)− f0(x)−∆f(x) + P−1e ||e|| > 0

−∆f(x) ||e|| = 0
(4.28)

Según como es la definición de dos sistemas sincronizados, se realiza un dia-
grama de bloques en donde de una manera mucho más visual se pueden distinguir
tanto el sistema maestro (SM) con su ley de control e incertidumbres y el sistema
esclavo (SE) que tiene que obedecer la dinámica que le ordene, para esto en la
Figura 4.10 del lado izquierdo se observa el sistema maestro que ahora es en orden
fraccional y un sistema idéntico fraccionario del lado derecho sin incertidumbres
ni parte de control.

Figura 4.10: Diagrama de bloques de control para sincronizador de orden fraccio-
nal.
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Se procede a realizar la programa-
ción en entorno Matlab para graficar los
resultados siguiendo el diagrama de blo-
ques visto anteriormente, para ello se
toman los parámetros de la tabla 4.4 en
donde ahora al ser dos sistemas de orde-
nes fraccionales se tienen dobles condi-
ciones iniciales, diferentes para cada sis-
tema y por consiguiente dos vectores de
ordenes fraccionales ya que cada sistema
ocupa sus parámetros definidos necesa-
rios.

Tabla 4.4: Valores usados para sincroni-
zador del sistema en orden fraccionario.

Parámetro Valor

N,H, I (5, 3, 0.337)
Paso de integración 0.001
Tiempo inicial 0s
Tiempo final 160s
Condición inicial SM (1, 0, 3)
Condición inicial SE (5,−2, 1)

Ganancia (K)
[ 0.01 0 0

0 0.1 0
0 0 0.01

]

α1, α2, α3 SM (1, 0.993, 0.996)
α1, α2, α3 SM (1, 0.993, 0.996)

Realizando la implementación con los valores y parámetros definidos en la
tabla vista anteriormente, los resultados son los mostrados en las Figuras 4.11 y
4.12, donde se muestra las series de tiempo para las variables de estado realizando
una sobre posición de ambos sistemas, de la misma forma se muestra el error para
cada variable de estado y el atractor formado por ambos sistemas.

(a) Series de tiempo con sincronizador aplica-
do.

(b) Errores del sistema con sincronizador apli-
cado.

Figura 4.11: Resultados del sincronizador aplicado al sistema de orden fraccional.
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Figura 4.12: Atractor del sistema con sincronizador aplicado.

En las series de tiempo, los resultados muestran que la dinámica ya no es
caótica si no periódica, lo cual es bueno para el sistema de control puesto que
se conoce el comportamiento cuando (t) −→ 0, se muestran ambos sistemas los
cuales el sistema esclavo se sobrepone ante el sistema maestro, mostrando que
ambos tienen la misma dinámica de comportamiento.

El error representa la diferencia ente el estado del sistema maestro y el estado
del sistema esclavo, existe un error de sincronización cuyas trayectorias convergen
exponencialmente a cero bajo una acción de control, con esto los dos sistemas
tanto el esclavo como el maestro se acoplan entre ellos y siguen su trayectoria. El
error ∥e(t)∥ −→ 0 cuando t −→ ∞ en una escala normal, lo cual es bueno ya que
se aprecia que no existe error entre ellos, pero cuando se realiza la misma gráfica
en una escala logaŕıtmica para el eje y el error ya no es exactamente 0, si no que se
logra apreciar en la Figura 4.11(b) que tiene un error demasiado pequeño para la
variable x y z aproximadamente del orden de 10−15, esto se observa gráficamente
pero se requiere saber cuantitativamente el error que existe, para ello se calcula la
Ráız del Error Medio Cuadrático (RMSE) (diferencia entre los valores previstos y
los valores observados) mediante la siguiente ecuación:

RMSE =

√∑
(Oi − Ei)2

n
(4.29)

donde Oi son los valores observados, Ei son los valores esperados y n es el tamaño
de la muestra.

Mediante Matlab se calcula el RMSE con la ecuación antes vista para cada
una de las variables (x, y, z) de sincronización y se calcula de igual forma el valor
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Tabla 4.5: Resultados de calcular la Ráız del Error Medio Cuadrático (RMSE)
para sincronización con condiciones iniciales diferentes.

Variable RMSE

x 2.35e−3

y 3.53e−3

z 1.17e−3

Global 8.2373e−4

Tabla 4.6: Valores usados para sincronizador del sistema en orden fraccionario con
condiciones iniciales iguales.

Parámetro Valor

N,H, I (5, 3, 0.337)
Paso de integración 0.001
Tiempo inicial 0s
Tiempo final 160s
Condición inicial SM (1, 0, 3)
Condición inicial SE (1, 0, 3)

Ganancia (K)
[ 0.01 0 0

0 0.1 0
0 0 0.01

]

α1, α2, α3 SM (1, 0.993, 0.996)
α1, α2, α3 SM (1, 0.993, 0.996)

del error general englobando las tres variables, los resultados obtenidos después
de calcular la RMSE son los presentados en la tabla 4.5.

En el atractor cuando el t −→ ∞ los dos sistemas están totalmente acoplados,
sin importar las condiciones iniciales, ya que como se observa en la simulación
el sistema maestro (ĺınea azul) comienza de un lado diferente pero con forme
pasa el tiempo el sistema esclavo (ĺınea naranja) alcanza la dinámica y se vuelven
śıncronos, por lo que las trayectorias convergen entre si.

Observando que los resultados con condiciones iniciales diferentes para la sin-
cronización con correctos, ahora se procede a rectificar la ley de control pero ahora
con condiciones iguales para los dos sistemas, esto para que sincronicen ambos sis-
temas cuando se encuentren en régimen caótico, los parámetros para realizar esta
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Figura 4.14: Atractor del sistema de sincronización con condiciones iniciales igua-
les.

simulación se desglosan en a tabla 4.6, los resultados obtenidos después de la
simulación en Matlab se muestran en las Figuras 4.13 y 4.14.

(a) Series de tiempo de sincronización con con-
diciones iniciales iguales.

(b) Errores del sistema de sincronización con
condiciones iniciales iguales.

Figura 4.13: Resultados del sincronizador aplicado al sistema de orden fraccional
con condiciones iniciales iguales.

Con condiciones iniciales generadoras de caos en ambos sistemas. la sincroni-
zación se realiza perfectamente, ya que el error en t −→ ∞ se puede decir que
converge a 0 cuando se grafica en escala normal, pero cuando la gráfica se reali-
za en una escala logaŕıtmica Figura 4.13(b) se observa que existe un error muy
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Tabla 4.7: Resultados de calcular la Ráız del Error Medio Cuadrático (RMSE)
para sincronización con condiciones iniciales iguales.

Variable RMSE

x 0
y 6.4489e−17

z 4.0704e−16

Global 1.3981e−16

pequeño entre la sincronización de dos variables (y, z) con variaciones de error en
ordenes de 10−15, por lo cual se puede decir que el sistema se está sincronizando
pero con una variación muy pequeña. En la Figura 4.13(a) se observa la serie
de tiempo para cada uno de los estados del modelo de crecimiento de tumores
canceŕıgenos en donde se nota que la sincronización se realiza con éxito y aśı de
igual forma se puede ver en la Figura 4.14 en donde el atractor es caótico por las
condiciones iniciales de ambos sistemas, pero estos presentan la misma dinámica,
en la ĺınea azul se observa el atractor formado por el sistema maestro y en la ĺınea
naranja punteada es el atractor formado por el sistema esclavo.

Aśı como se calculó cuantitativamente el error de sincronización en los resulta-
dos de sincronización con condiciones iniciales diferentes, de igual forma se realiza
para estos resultados, usando la misma fórmula de RMSE, por lo cual el valor
cuantitativo de los errores se muestran en la tabla 4.7.

Por lo que se puede decir que no importan las condiciones iniciales, la ley
de control calculada es correcta para sincronizar dos sistemas caóticos en orden
fraccionario que en este caso describen el crecimiento de tumores canceŕıgenos.

En la siguiente sección se aborda la implementación f́ısica en una tarjeta digital,
espećıficamente en una Raspberry, en la cual se tienen que lograr los mismos
resultados obtenidos en esta sección.
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Caṕıtulo 5

Instrumentación electrónica
en Raspberry Pi

En esta última sección de este trabajo de investigación se aborda el tema de
la instrumentación electrónica en una tarjeta digital. El objetivo final del trabajo
de tesis es realizar la implementación del sistema que describe el crecimiento de
tumores canceŕıgenos, en espećıfico se implementa el atractor caótico en orden
fraccionario y el sincronizador de dos sistemas fraccionales idénticos usando control
robusto de H ∞. Para lograr este objetivo final se realiza la conversión de los dos
códigos de Matlab a un lenguaje Python ya que este lenguaje es el que utiliza
la Raspberry Pi, al igual que una caracteŕıstica importante es que en lenguaje
Python la compatibilidad con diferentes procesadores de datos es mejor.

A lo largo de los años en cuanto a implementaciones electrónicas, se puede
decir que se han utilizado diferentes microcontroladores, desde los más básicos
como puede ser algún PIC hasta tarjetas digitales con conexiones para periféricos
como lo es la Raspberry Pi.

Una Raspberry Pi es una computadora de bajo costo, con un tamaño compacto,
puede ser conectada a un monitor de computador o un TV, y usarse con un mouse y
teclado estándar (periféricos). Es un pequeño computador que corre con un sistema
operativo linux capaz de conmutar lenguajes como Scratch y Python [120]. Los
sistemas operativos que Raspberry Pi soporta son: BSD, Debian, Risc, Windows
y algunos sistemas de Linux, el cual es popular ya que es un software libre.

101



En este trabajo de investigación se utiliza un modelo en espećıfico de Raspberry
Pi, llamado Raspberry Pi 3 model B+ Figura 5.1 el cual es una excelente opción
puesto que es una gran balance en cuanto a costo y prestaciones, en la tabla 5.1
se presentan todas las especificaciones con las que cuenta esta tarjeta

Figura 5.1: Tarjeta digital Raspberry Pi model B+.

Tabla 5.1: Especificaciones Raspberry Pi model B+.

Caracteŕıstica Desglose

Procesador Broadcom BCM2837B0
Cortex-A53(ARMv8), 64-bit SoC

Frecuencia de reloj 1.4 GHz
Memoria 1GB LPDDR2 SDRAM

2.4GHz/5GHz
Conectividad inalámbrica IEEE 802.11.b/g/n/ac

Bluetooth 4.2, BLE
Conectividad de red Gigabit Ethernet, over USB 2.0

(300 Mbps de máximo teórico)
GPIO 40 pines, HDMI
4 x USB 2.0
CSI (cámara Raspberry Pi)

Puertos DSI (pantalla tácil)
Toma auriculares / v́ıdeo compuesto
Micro SD
Micro USB (alimentación)
Power-over-Ethernet (PoE)
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5.1. Implementación y simulación en Python

En este apartado se realiza la implementación para Python, mostrando los
resultados obtenidos para el atractor caótico de orden fraccional generado ante-
riormente en código de matlab y también para la sincronización con método de
control robusto de H∞ para dos sistemas de orden fraccional en el cual se toma
el modelo de crecimiento de tumores canceŕıgenos el cual ya se han mostrado los
resultados anteriormente mediante Matlab.

Python es un lenguaje de programación ampliamente utilizado en las aplica-
ciones web, el desarrollo de software, la ciencia de datos y el machine learning
(ML). Se utiliza Python ya que es muy eficiente, además de que se puede eje-
cutar en muchas plataformas diferentes. Python es un lenguaje que se puede
comprender fácilmente debido a la sintaxis que ocupa, al igual que cuenta con
bibliotecas las cuales pueden ayudar a la programación más eficiente y rápida,
una ventaja muy importante de Python es que se puede trasladar a diferentes
sistemas operativos. Por todo esto antes mencionado es porque se elije Python
para realizar la śıntesis de alto nivel de sistemas caóticos de orden fraccionario.

Figura 5.2: Ejecución mediante comandos pa-
ra el atractor caótico en Python.

Para realizar la implementación en
hardware del sistema que descri-
be el crecimiento de tumores can-
ceŕıgenos en orden fraccional se
tiene que realizar una discretiza-
ción de los valores finales, para
ello se realiza la conversión de los
códigos de Matlab, ya que de esta
forma se requiere hacer la conver-
sión del lenguaje de programación
Matlab a un lenguaje de progra-
mación de alto nivel, ya que este
es el que utiliza Python. Una vez
convertidos los códigos en los cua-
les se utilizan funciones dentro del
programa para su mayor eficiencia,
se realiza la ejecución para el pri-
mer programa el cual es el atractor

caótico de orden fraccional, por lo cual en la Figura 5.2 se observa que mediante
la ventana de comandos se realiza la ejecución del programa mediante Python,
ejecutando archivos .py.
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Una vez ejecutado, se simuló el sistema de crecimiento de tumores canceŕıgenos
para obtener el atractor caótico de orden fraccional generado mediante la progra-
mación realizada en Python. Para ello se toman los siguientes valores para realizar
la simulación: (N,H, I) = (5, 3, 0.337), (α1, α2, α3) = (1, 0.993, 0.996), (x0, y0, Z0) =
(1, 0, 3), se muestran los resultados en la Figura 5.3.

(a) Series de tiempo para atractor en
Python.

(b) Atractor caótico en plano x − y en
Python.

Figura 5.3: Resultado de simulación en Python para atractor caótico en orden
fraccional.

Figura 5.4: Vista en x−y−z del
atractor caótico en Python.

Los resultados de la Figura 5.3 son impor-
tantes ya que estos son los que se verán en el
osciloscopio en la siguiente sección de los resul-
tados en la implementación con Raspberry Pi.
Dentro de la misma simulación se representa el
atractor caótico en su vista en planos x, y, z,
esto solo para comparar los resultados con los
obtenidos en Matlab, por lo que se puede ob-
servar en la Figura 5.4 que se genera el mismo
atractor pero ahora en lenguaje Python.

Se realiza el mismo procedimiento para el
programa de sincronización de dos sistemas de
orden fraccional con control robusto de H∞,
por lo que una vez convertido el código de
Matlab a Python se procede a realizar la eje-

cución del archivo .py en la ventana de comandos como se observa en la Figura
5.5.
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Figura 5.5: Ejecución mediante comandos para el sincronizador mediante Python.

Para este programa de Python que corresponde a la sincronización, se utili-
zaron los siguientes valores, no sin antes recalcar que se sincronizan dos sistemas
idénticos por lo que los valores propuestos son los mismo tanto para un sistema
como para el otro:

Sistema maestro o drive:
(N,H, I) = (5, 3, 0.337),
(α1, α2, α3) = (1, 0.993, 0.996),
(x0, y0, Z0) = (1, 0, 3).

Sistema esclavo o response:
(N,H, I) = (5, 3, 0.337),
(α1, α2, α3) = (1, 0.993, 0.996),
(x0, y0, Z0) = (1, 0, 3).

Con estos valores propuestos se pueden observar los resultados en la Figura 5.6
en los cuales se observa que el sistema esclavo o response (ĺınea punteada naranja)
sigue perfectamente la trayectoria del sistema maestro o drive (ĺınea azul), estos
resultados se verán en el osciloscopio en la implementación con la Raspberry Pi.
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(a) Series de tiempo para sincronizador en
Python.

(b) Sincronizador en plano x− y en Python.

Figura 5.6: Resultado de simulación en Python para sincronizador en orden frac-
cional.

Figura 5.7: Vista x− y− z de sincro-
nización en Python.

Para mostrar una comparación entre
los atractores generados en Matlab y los
generados en Python se presenta en la Fi-
gura 5.7 el resultado en el cual se ob-
servan los atractores obtenidos mediante
Python tanto para el sistema maestro co-
mo para el esclavo, observando que los re-
sultados son idénticos a los obtenidos en
Matlab pero ahora en programación me-
diante Python, mostrando de igual forma
que la sincronización está realizada perfec-
tamente mediante los dos sistemas genera-
dores de caos.

En el siguiente apartado se aborda la
implementación en f́ısico mediante la Rasp-
berry Pi model B+ y circuitos de conver-
sión digital a analógico, tomando los códigos generados en Python que se han visto
en este apartado.
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5.2. Implementación y resultados en Raspberry
Pi

En este último apartado se realiza la implementación f́ısica del atractor caótico
y sincronización del modelo de crecimiento de tumores canceŕıgenos en la tarjeta
digital Raspberry Pi 3 model B+ el cual como se ha visto es un System on a Chip
(SoC) que contiene un microprocesador ARM, es importante mencionar que esta
tarjeta digital tiene el suficiente soporte para diversas aplicaciones en la ingenieŕıa
y no es la excepción para los sistemas caóticos de orden fraccionario.

Para realizar la implementación se toman los códigos anteriormente realizados
y probados en la simulación de Python, con el único cambio de que ahora se
declaran las salidas f́ısicas que se requieren para pasarlos a un convertidor digital-
analógico y se realizan los ajustes necesarios para enviar las señales de salida.

Se requiere utilizar un DAC (Digital to Analogue Converter) el cual nos per-
mita convertir las señales de salida de la Raspberry Pi las cuales son digitales a
valores analógicos ya que se requiere mostrar la señal en el osciloscopio puesto
que solo podemos leer valores analógicos. El DAC requiere de una configuración o
armado de circuito para su funcionamiento, en la Figura 5.8 se muestra la confi-
guración de conexiones para aplicaciones en general, por que es la que se utilizó,
igual se puede observar el encapsulado con los pines correspondientes, para armar
el circuito.

(a) Conexión para aplicación general
DAC0800.

(b) Descripción de pines para
DAC0800.

Figura 5.8: Convertidor Digital-Analógico modelo 0800 (DAC0800).
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Por otro lado, la señal saliente del DAC se requiere amplificar por lo que se
usa un amplificador operacional de uso general, el utilizado para esta aplicación
es el amplificador operacional LM741 que se observa en la Figura 5.9 en donde se
muestra la conexión general y los pines correspondientes del encapsulado.

(a) Conexión para aplicación general
LM741.

(b) Descripción de pines para LM741.

Figura 5.9: Amplificador operacional para aplicaciones generales modelo LM741.

La conexión entre ambos encapsulados es la que se muestra en la Figura 5.10
la cual es la configuración recomendada por el fabricante para la conversión de la
señal y poder obtener valores que se puedan observar en el osciloscopio.

Figura 5.10: Diagrama de conexión entre DAC0800 y LM741 para convertir señales
digitales a analógicas.

Para realizar esta aplicación se necesitan 16 pines de salida de la Raspberry
Pi, puesto que cada señal lleva 8 bits, y si se requiere mostrar el atractor caótico
en un plano x, y para cada una de las variables son requeridos 8 pines ya que de
esta forma se puede observar el atractor caótico, en la Figura 5.11 se muestran los
pines con los que cuenta la tarjeta, se pueden observar que tiene puertos espećıficos
GPIO que son los que se requieren para la implementación.
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Figura 5.11: Descripción de puertos GPIO de Raspberry Pi model B+.

La elección de los puertos GPIO es la siguiente:

Salida 1: GPIO(4, 17, 27, 22, 5, 6, 13, 19).

Salida 2: GPIO(18, 23, 24, 25, 12, 16, 20, 21).

Figura 5.12: Diagrama de bloques de hardware y flujo de datos.

Raspberry Pi model B+ −→ DAC0800 −→ LM741 −→ Osciloscopio.
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Figura 5.13: Diagrama de conexión (Raspberry Pi, DAC, LM741 y osciloscopio.

Estos pines de salida de la Raspberry Pi, son conectados al DAC, en las en-
tradas digitales correspondientes del encapsulado, para obtener solo un pin como
salida, el diagrama general de la implementación se muestra en la Figura 5.13,
en donde se puede observar cada una de las conexiones entre todos los dispositi-
vos ocupados, el flujo de datos y diagrama de bloques de la implementación de
hardware se observan en la Figura 5.12.

Tomando como base el diagrama anterior y contando con los componentes
necesarios para la implementación f́ısica del sistema, se procede al armado en
protoboard y las conexiones finales entre todos los elementos quedan como se
observa en la Figura 5.14.

La Raspberry requiere de periféricos para poder utilizarla, por lo que se conec-
tan esos periféricos necesarios para su funcionamiento, con estos componentes mas
los necesarios para el circuito como fuentes de voltaje y osciloscopio se procedió
a realizar la programación de la tarjeta y a conectar la fuente de alimentación y
las puntas del osciloscopio para observar el resultado de la implementación, todo
el sistema armado se observa en la Figura 5.15.
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Figura 5.14: Conexión entre Raspberry, DAC0800 y LM741.

Figura 5.15: Estación de trabajo completa de la implementación para el sistema.

Es importante mencionar de nuevo que para esta parte se codifican 2 pro-
gramas para la implementación, el primero es el atractor caótico del sistema de
crecimiento de tumores canceŕıgenos en orden fraccional y el segundo es el llamado
sincronizador el cual como su nombre lo dice sincroniza dos sistemas (maestro y
esclavo) en orden fraccional, estos sistemas son idénticos y de la misma forma que
se viene trabajando, se toma el sistema de crecimiento de tumores canceŕıgenos.

Después de la comprobación de los voltajes adecuados y el correcto funciona-
miento de todas las conexiones incluyendo las del osciloscopio se procede a ejecutar
cada uno de los códigos y con esto se lleva a cabo la implementación. Los resulta-
dos obtenidos se muestran a continuación en donde primero se muestra el atractor
y a continuación la parte de la sincronización robusta.
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En la Figura 5.16 se muestran los resultados obtenidos de la ejecución del códi-
go en la Raspberry para mostrar el atractor caótico generado en diferentes planos
junto con sus series de tiempo y al comparar los resultados con las simulaciones
realizadas en Matlab y en Python se nota que las formas generadas son iguales,
por lo tanto son correctos los resultados.

(a) Atractor caótico en planos x− y. (b) Series de tiempo para variables x− y.

(c) Atractor caótico en planos x− z. (d) Series de tiempo para variables x− z.

(e) Atractor caótico en planos y − z. (f) Series de tiempo para variables y − z.

Figura 5.16: Resultados de atractor caótico del sistema de crecimiento de tumores
canceŕıgenos en orden fraccional vistos en el osciloscopio.
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Ahora los siguientes resultados que se mostrarán corresponden a la sincroniza-
ción robusta para los dos sistemas antes mencionados, en todos los resultados que
se presentan, la señal amarilla corresponde al sistema drive o sistema maestro y
la señal verde corresponde al sistema response o sistema esclavo, espećıficamente
en la Figura 5.17 se ven las dos señales que corresponden a la ecuación x, la Fi-
gura 5.18 corresponde a la ecuación en y y por último en la Figura 5.19 se puede
observa el resultado de la ecuación z.

Figura 5.17: Resultado visto en osciloscopio de sincronización para x.

Figura 5.18: Resultado visto en osciloscopio de sincronización para y.
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Figura 5.19: Resultado visto en osciloscopio de sincronización para z.

En los 3 resultados mostrados anteriormente se observa que tanto la señal ama-
rilla (sistema drive) que como la señal verde (sistema response) tienen la misma
forma, por lo tanto los resultados presentados son correctos ya que presentan la
misma dinámica y esto quiere decir que existe un sincronización entre ellos, de la
misma forma se comparan los resultados vistos en el osciloscopio contra los que se
obtuvieron en simulaciones de Matlab y Python y se corrobora que lo mostrado
en la implementación es correcto, validando de esta forma todos los resultados.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

La investigación de los sistemas biológicos es un campo importante de estudio
en muchas disciplinas ya que el tema de la salud es de interés a nivel mundial y
en la disciplina de la ingenieŕıa no es la excepción puesto que se pueden modelar
matemáticamente diversos fenómenos f́ısicos y biológicos, dentro de los fenóme-
nos biológicos entre muchos otros se encuentra el modelado de enfermedades en
espećıfico se hace mención del crecimiento de tumores canceŕıgenos ya que esta
enfermedad fue el tema principal en este documento de tesis. Se sab́ıa que el mo-
delo de ecuaciones diferenciales que describen el crecimiento tumoral tiene una
dinámica caótica, que hablando desde un punto de vista médico esta dinámica
puede asemejarse a que no se tiene conocimiento de hacia donde puede evolu-
cionar o en que tiempo puede evolucionar un tumor canceŕıgeno siendo este un
sistema no sano.

Este modelo matemático estudiado tiene 3 ecuaciones diferenciales las cuales
cada una de ellas describe cada una de las etapas del crecimiento tumoral, fase
avascular, vascular y metástasis. Este sistema de ecuaciones diferenciales es un
sistema dinámico ya que su dinámica evoluciona con el tiempo y como se vio a lo
largo de esta investigación el comportamiento es diferente cuando se cambian las
condiciones iniciales y las variables, afectando a su comportamiento.

Un punto muy importante que se desarrolló durante la investigación fue que
los sistemas se pueden generalizar a modelos fraccionarios que son bastante útiles
ya que estos modelos describen de una mejor manera la dinámica de cualquier
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fenómeno, es por ello que se realizó la generalización a fraccionario, en donde se
pudo observar que efectivamente cuando la variable del tiempo transcurre, el sis-
tema tiene un comportamiento diferente al de orden entero por ello se realizó el
análisis del modelo matemático en orden entero y en orden fraccionario, se puede
decir que el comportamiento en orden fraccional describe de una mejor manera la
dinámica y llega a ser más preciso.Se observó durante el trabajo que al variar tam-
bién el orden fraccionario de las ecuaciones se puede cambiar el comportamiento.
Este sistema de crecimiento de tumores canceŕıgenos al ser un sistema dinámico
no lineal se demuestra que con cambios en los parámetros o en las condiciones
iniciales el comportamiento es distinto puesto que afecta la dinámica. Con estos
resultados obtenidos en el análisis se puede decir que es de gran interés estudiar
y analizar sistemas biológicos en orden fraccionario ya que en comparación con el
orden entero se demuestran dinámicas diferentes.

Como se sabe, las enfermedades se requieren controlar puesto que si no se
controlan pueden causar la muerte de las personas, en este trabajo de investigación,
mediante simulaciones y con técnicas de control se desarrollaron controladores para
cambiar la dinámica de comportamiento del sistema caótico, para ello se usó la
estrategia de control robusto de H∞ que es el tipo de control adecuado para este
tipo de sistemas ya que se logra hacer una conjunción entre las incertidumbres
que tiene el modelado matemático, el sistema de 3 ecuaciones y un controlador,
el cual se diseñó para el sistema en orden entero y en orden fraccional, se logró
mediante el cálculo matemático hacer controladores para estabilizar el sistema
independientemente del cambio en parámetros o condiciones iniciales, y también
controladores para realizar una sincronización entre dos sistemas caóticos por lo
que se puede decir que los controladores funcionan de manera adecuada sacando
del comportamiento caótico al sistema de crecimiento de tumores canceŕıgenos.

Por último se realizó la implementación exitosa en lenguaje Python del atractor
caótico y la sincronización por lo cual se presentaron los resultados de manera
visual en el osciloscopio mediante una Raspberry Pi 3, con ello se pueden seguir
implementando cambios e inclusive algún mejoramiento en los controladores, ya
que el lenguaje Python es un tipo de codificación que se puede implementar en
otro tipo de tarjetas si se requiere, por ello se vuelve en un prototipo de ensayo
para seguir probando cambios y obtener resultados innovadores ante el crecimiento
de tumores canceŕıgenos. Esta investigación puede ser un parte aguas para seguir
investigando este sistema analizado en este trabajo de tesos y mediante una fusión
con otras disciplinas conseguir una mejor comprensión de la enfermedad y tal vez
nuevas técnicas para el tratamiento del crecimiento de tumores canceŕıgenos ya que
la parte de los controladores se pueden asemejar matemáticamente a tratamientos
que afecten directamente a la enfermedad.
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Apéndice A

Apéndice

A.1. Art́ıculos

Durante el trabajo de tesis se desarrolló un art́ıculo el cual se presenta a con-
tinuación, este art́ıculo explica el análisis de la dinámica de comportamiento del
sistema de crecimiento de tumores canceŕıgenos al igual que el diseño de la in-
certidumbre como primer paso para integrar un control robusto. Este art́ıculo se
presentó en la 9na Jornada de Ciencia y Tecnoloǵıa Aplicada (9JCyTA) que se
desarrolló en Cuernavaca, Morelos.

Publicado en: Jornada de Ciencia y Tecnoloǵıa Aplicada Vol. 5/Núm. 2
Web: https://jcyta.cenidet.tecnm.mx/
ISSN: En trámite
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∗∗ Benemérita Universidad Autónoma de Puebla, Puebla, Pue.
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Resumen: Es bien sabido que el cáncer es una de las causas principales de muerte a nivel
mundial, es una enfermedad que no se ha dejado de estudiar a través del tiempo y la
investigación en esta enfermedad ha permitido tener un impacto creciente en su conocimiento.
En este art́ıculo se presenta un modelo que describe el crecimiento de tumores canceŕıgenos,
este modelo genera caos, por lo que se presentan algunas propiedades del comportamiento
dinámico de este sistema, aśı como su atractor caótico y los primeros pasos para el diseño e
implementación de un control robusto, modelando su incertidumbre usando el algoritmo de
steepest descent.

Keywords: Caos, atractor caótico, sistema dinámico, control en sistema biológico,
incertidumbre, control robusto, steepest descent.

1. INTRODUCCIÓN

El cáncer comienza como un proceso en el que se sabe
que las células constituyen al cuerpo humano. Las células
crecen y se dividen para producir células según como el
cuerpo las necesita, cuando un cambio genético interfie-
re en las células nuevas, puede que crezcan de manera
descontrolada y pueden formar una masa llamada tumor,
que pueden ser malignos o benignos con información de
Cancer.Net Conocimiento para triunfar sobre el cáncer
(2019). En el art́ıculo de Pavlopoulou et al. (2015) men-
ciona que existen diversos proyectos para la comprensión
del cáncer que diferentes instituciones los realizan como
The International Cancer Genome Consortium (ICGC) y
The Cancer Genome Atlas (TCGA). El cáncer se divide
y se clasifica en función del lugar donde comienza, es por
eso que los clasifican en grupos según Folkman (1975).
Aśı como existe una división para los tipos de cáncer,
también es conocido que hay etapas para el crecimiento de
tumores, estos tiene una fase avascular, una fase vascular
y una fase metastásica.

No se ha apreciado ampliamente que una fase avascular
para el crecimiento de un tumor exista y esto es porque

durante este tiempo los tumores son imperceptibles nos
dice Folkman (1975), son extremadamente pequeños, es-
trictamente se habla de que el tejido no contiene estructu-
ras vasculares en su interior. En la mayoŕıa de los sistemas
la fase vascular aparece cuando el tumor ya contiene vasos
sangúıneos, esto provoca el crecimiento exponencial en un
tiempo muy corto en lo presentado por Folkman (1975),
en esta fase se produce angiogénesis que es la proliferación
de vasos sangúıneos que se introducen al tumor, por con-
siguiente se habla de que ahora existe un tumor vascular
que contiene estructuras las cuales le aportan ox́ıgeno
y nutrientes, lo que hace que el tumor pueda crecer.
En la última fase, la metástasis tumoral consiste en el
traslado de células tumorales a otros órganos. Las células
tumorales deben invadir el tumor primario, para después
adherirse a un tejido y crecer en el nuevo lugar, explica
Steeg (2006). Para entender mejor esta fase, se dice que
es un proceso biológico que implica la diseminación de las
células cancerosas a sitios de órganos distantes, nos dicen
Valastyan and Weinberg (2011). En esta última fase se
habla que el tumor ya tuvo un crecimiento exponencial
en el tiempo.



Ahora bien, tanto los modelos matemáticos como los
modelos de controladores son una herramienta no invasiva
que nos permite conocer la interacción entre variables
que conforman un sistema biológico, en muchos casos,
los modelos matemáticos han contribuido enormemente
a comprender estos fenómenos explica Ogata (2003) en
su libro. Existen n cantidad de modelos matemáticos que
ayudan a la comprensión de los tratamientos incluyendo
modelos matemáticos, inferencia computacional y señales,
algunas representaciones se pueden encontrar en Beeren-
winkel et al. (2014) y Bachmann et al. (2012).

Tomando en consideración lo antes mencionado, caemos
en cuenta en que la enfermedad del cáncer es un sistema
biológico, por lo tanto se puede modelar matemáticamen-
te. En muchos intentos, se ha intentado responder a estas
preguntas mediante el análisis de sistemas dinámicos. La
razón de esto es que el crecimiento de tumores malignos
se puede describir como modelos de ecuación diferencial
ordinaria (ODE) que incluyen dos poblaciones principa-
les: células efectoras y células tumorales. Para entender
el crecimiento de algún tumor y su desarrollo, se desarro-
llan modelos matemáticos más espećıficos como expone
Chaplain (2005). Y encontramos muchos más modelos
en los art́ıculos que presentan Rodŕıguez Mart́ın (2020),
Tavazoei (2020) y Gómez Gómez and Gaspar Lorenz
(2000), donde se utilizan diferentes métodos y operadores
matemáticos tanto en sistemas de orden entero como
orden fraccional. De igual forma actualmente existe una
variedad de modelos matemáticos que describen sistemas
caóticos, como el que se analizará en las siguientes seccio-
nes y esto se menciona porque se presentan gráficas del
atractor caótico que genera el sistema y esto quiere decir
que el sistema trabaja de una forma anormal, por lo tanto
se muestran estos resultados.

En cuanto al sistema que se presenta se sabe que es un
sistema biológico por lo tanto tiene incertidumbres, esto
quiere decir que puede tener errores de diseño, por lo tanto
entra la parte de control, ya que a lo largo del tiempo se
han tratado de crear diferentes sistemas de control para de
alguna u otra forma poder controlar un sistema biológico
y con esto se han utilizado varias técnicas dependiendo
del sistema biológico a tratar, algunos ejemplos de lo
antes mencionado se puede encontrar en los art́ıculos
publicados por Liu et al. (2008), McLain and Henson
(1996) y B.Wakchaure and Chaskar (2019). Por ello se
elije el control robusto para el cáncer como una estrategia
de control en este sistema tumoral del cáncer pues trabaja
bajo incertidumbres que se asemejan con los errores que
pueda tener la descripción del sistema dinámico.

Es bien sabido que esta enfermedad es la causante de
millones de muertes a nivel mundial, es por eso el interés
de estudiarla y contribuir al entendimiento de distintos
modelos matemáticos que describen diferentes procesos,
aśı como la búsqueda de diversas respuestas de los sis-
temas con estrategias matemáticas e ingenieriles, es por
estas razones que se pretende aportar una investigación
como la que se presenta en este trabajo. Para ello se

presenta en las secciones siguientes los primeros pasos
para aplicar una estrategia de control robusto, y este
primer paso es el modelado de la incertidumbre.

Para el estudio del sistema en orden entero y del di-
seño de la incertidumbre, diversas simulaciones han sido
realizadas usando MATLAB, mostrando el atractor, aśı
como su dinámica. En la sección 2 se presenta el modelo
matemático que describe el crecimiento de tumores can-
ceŕıgenos propuesto por Sourailidis et al. (2021), veremos
el comportamiento caótico de este sistema; en la sección 3
se habla sobre el control robusto, las partes que lo confor-
man para la búsqueda de la incertidumbre, en esta misma
sección se presenta el diseño de la incertidumbre aplicando
el algoritmo de Steepest Sescent, cabe resaltar que se
elije una estrategia de control para estabilizar la dinámica
caótica. Los resultados se presentan en la sección 4, en la
sección 5 se describen las conclusiones y por último en la
sección 6 se describen los trabajos futuros.

2. MODELO MATEMÁTICO

La evolución de los tumores también se puede describir
con el uso de sistemas dinámicos. Se pueden aplicar al
sistema aspectos de la teoŕıa de control y se puede mitigar
la evolución del tumor de proliferación y muerte de células
malignas, células sanas y células T, aśı como el entorno del
tumor, se describen mediante ecuaciones en un art́ıculo de
Beerenwinkel et al. (2014).

En 2016 Llanos-Pérez presentó un novedoso modelo de
crecimiento tumoral, que describe el desarrollo del cáncer
a través de las tres etapas básicas, avascular, vascular y
metástasis, en base a evidencias experimentales. Usando
el modelo antes mencionado un sistema de tres ecuacio-
nes diferenciales ordinarias ecuación (1), que describe el
crecimiento tumoral avascular, vascular y metástasis ha
sido creado y presentado en el art́ıculo de Sourailidis et al.
(2021).





ẋ = x(2N − x)−Hxz

ẏ = y(4− 0.14y) + 0.5X2 − Iy − 0.5Hyz + 0.001z2

ż = −Iz + 0.07y2 + 0.5Hyz − 0.002z2

(1)

En este sistema las variables x, y, z, representan las células
tumorales proliferantes en las fases avascular, vascular
y metástasis respectivamente. Además, el parámetro N
representa la población de células normales, H la po-
blación de células huésped e I la población de células
inmunitarias, que son los linfocitos T, aśı como las células
asesinas naturales, nos dice Sourailidis et al. (2021) en su
art́ıculo.

Los parámetros N y H son constantes con valores N = 5
y H = 3 porque estos grupos de células son mucho
más numerosos que las células cancerosas, mientras que
I es parámetro de control, porque la población de célu-
las inmunitarias contra estas células cancerosas puede



incrementar o disminuir nos presenta Sourailidis et al.
(2021). De la misma forma, para el estudio de este
modelo se consideran las siguientes condiciones iniciales
(x0, y0, z0) = (1, 0, 0).

Los datos anteriores, fueron usados para realizar la simu-
lación numérica que se verá en la sub-sección siguiente
donde se muestra la dinámica del comportamiento. Sa-
biendo que este sistema es un sistema dinámico no lineal
y para trabajos futuros se muestra el cálculo de los puntos
de equilibrio en esta sección. Se sabe que todo sistema
dinámico tiene puntos de equilibrio, ya que con ellos se
puede analizar la estabilidad del sistema. Se usan los
parámetros con estos valores definidos N = 5, H = 3, I =
0.337, a partir del sistema en ecuación (1) y sustituyendo
tenemos la ecuación (2).




ẋ = x(10− x)− 3xz

ẏ = y(4− 0.14y) + 0.5X2 − 0.337y − 1.5yz + 0.001z2

ż = −0.337z + 0.07y2 + 1.5yz − 0.002z2

(2)

Resolviendo el sistema se tiene que los puntos de equi-
librio son 8 pero se reduce a una serie de 3 puntos de
equilibrio, esto se debe a que al ser un sistema biológico,
los puntos de equilibrio negativos se deprecian, los puntos
de equilibrio positivos son los siguientes:

x = 0, y = 0, z = 0

x = 0, y = 0.2269320832, z = 2.438285205

x = 0.672101844, y = 0.228031966, z = 3.109299385

Para determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio
se calcula la matriz Jacobiana del sistema, por lo tanto el
J para las variables [x, y, z] es el siguiente:

J =

[
a11 a11 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

]
(3)

Donde:

a11 = 10− 2x− 3z a12 = 0

a13 = −3x a21 = 1.0x

a22 = 3.663− 0.28y − 1.5z a23 = −1.5y + 0.002z

a31 = 0 a32 = 0.14y + 1.5z

a33 = −0.337 + 1.5y − 0.004z

De esta manera se procede a evaluar los puntos de
equilibrio en la matriz J.

PE 1 (x, y, z) = (0, 0, 0), su estabilidad corresponde a un
punto silla ı́ndice 2:

L1 = 10

L2 = 3.663

L3 = −0.337

PE 2 (x, y, z) = (0, 0.2269320832, 2.4382855205), su esta-
bilidad corresponde a un espiral silla ı́ndice 1:

L1 = 2.685143440

L2 = −0.03216214014 + 1.1122678171i

L3 = −0.03216214014− 1.1122678171i

PE 6 (x, y, z) = (0.672101844, 0.228031966, 3.109299385),
su estabilidad corresponde a un espiral silla ı́ndice 2:

L1 = 0.2360422136 + 1.815516118i

L2 = −2.216373547

L3 = 0.2360422136− 1.815516118i

2.1 Atractor caótico

Los valores de los parámetros usados para el sistema están
dados por Sourailidis et al. (2021), estos valores no se
modifican para generar un atractor caótico, por lo tanto
se realizó una simulación en MATLAB usando el método
de Fordward-Euler, con pasos de integración de 0.01 y
un tiempo final de 160s para ambas simulaciones, para la
primera simulación se demuestra que solo cambiando el
parámetro I el sistema deja de generar caos y se estabiliza
y se puede observar en la Fig. 1, la estabilidad del sistema
se observa en la Fig. 1a donde después de un tiempo se
queda estático.

Por el contrario, con el mismo tiempo de simulación, el
sistema ya se comporta de manera muy diferente, pero
ahora con el parámetro I = 0.337 pues ahora se puede
observar que el sistema genera caos Fig. 2. Se puede decir
que la existencia de caos indica un estado anormal, por
lo que no se sabe como es el crecimiento de un tumor.

En la Fig. 3 se presenta una gráfica en donde se puede
observar la dinámica del comportamiento del atractor
caótico con respecto a las variables x, y, z al tiempo final
de 160s, cada una de las variables está representada por
un color diferente.

Figura 3. Evolución de la dinámica del sistema.

3. CONTROL ROBUSTO

Se pueden aplicar al sistema aspectos de la teoŕıa de
control y se puede mitigar la evolución del tumor de
proliferación y muerte de células malignas, células sanas



(a) Serie de tiempo (b) Atractor en x-z (c) Dinámica de variables

Figura 1. Sistema dinámico del crecimiento de tumores con tiempo de simulación a t = 160s, N = 5, H = 3, I = 6
(1a) Serie de tiempo, (1b) Plano x-z, (1c) Dinámica de variables

(a) Serie de tiempo (b) Atractor en x-y (c) Atractor caótico

Figura 2. Sistema dinámico del crecimiento de tumores con un tiempo de simulación a t = 160s, N = 5, H = 3, I =
0.337 (2a) Serie de tiempo, (2b) Plano x-z, (2c) Atractor caótico

y células T expresan Sourailidis et al. (2021). Cualquier
modelo matemático de un proceso real va a ser en mayor o
menor grado impreciso, o dicho de otra forma va a contar
con incertidumbres o errores de modelado. Si se desea
controlar de manera eficiente un proceso real, se deberá
de tener información sobre las posibles fuentes de incer-
tidumbres, evaluando su efecto sobre el comportamiento
del sistema completo como presenta Rubio and Sánchez
(1996).

El control robusto está formado espećıficamente por de-
terminados bloques, esto bloques que se ven en la Fig. 4
hacen referencia al diagrama de configuración general de
control robusto.

Donde ∆ es el bloque de incertidumbre, G la planta
generalizada y K el controlador.

3.1 Incertidumbre

Se sabe que existen diferentes tipos de incertidumbres, por
lo que para este sistema se selecciona una incertidumbre
aditiva, que para los sistemas no lineales esta incertidum-
bre se expresa como muestra Serrano (2022):

Figura 4. Diagrama de bloques general de control robusto.

ẍ = f0(x) + ∆fx + (g0(x) + ∆g(x))u (4)

Para modelar la incertidumbre es importante recordar
que este tipo de sistemas poseen la propiedad de lo
que se denomina parametrización lineal, que consiste
básicamente en la definición de un regresor y un vector
de parámetros. La parametrización lineal del sistema
queda de la siguiente forma ecuación (5) tomando como
referencia ecuación (1) realizando una sustitución en
donde (ẋ, ẏ, ż) ahora se representan como (x1, x2, x3)
respectivamente.



[
x1

x2

x3

]
=

[
A11 A12 A13 A14

A21 A22 A23 A24

A31 A32 A33 A34

]

︸ ︷︷ ︸
Y




2N
H
−I
I − 1




︸ ︷︷ ︸
Θ

(5)

Donde:

A11 = x1

A12 = −x1x3

A13 = x2
1

A14 = x2
1

A21 = 0

A22 = −0.5x2x3

A23 = x2 − 0.5x2
1 − 4x2 + 0.14x2

2 − 0.001x2
3

A24 = −0.5x2
1 − 4x2 + 0.14x2

2 − 0.001x2
3

A31 = 0

A32 = 0.5x2x3

A33 = x3 − 0.07x2
2 + 0.002x2

3

A34 = −0.07x2
2 + 0.002x2

3

(6)

El siguiente paso para el modelado es considerar la
siguiente función de rendimiento:

J =

N∑

k=1

∥ x̂k − xk ∥2 (7)

Donde x̂ es la variable estimada y x es la variable
calculada. El parámetro ajustado para el sistema incierto
se realiza por medio del algoritmo Steepest Descent (SD)
dado por:

Θi+1 = Θi − µ∇J (8)

Donde µ es la constante de ajuste. Este algoritmo se
emplea en el sistema del crecimiento de tumores can-
ceŕıgenos usando el sistema parametrizado linealmente de
la ecuación (5) y los resultados se presentan en la siguiente
sección.

4. RESULTADOS

Implementando el algoritmo antes mencionado, se obtie-
nen los siguientes resultados, en los cuales en la Fig. 5
se observan los resultados, con un tiempo de simulación a
160s, cabe mencionar que se trabaja con el mismo sistema
dinámico y el mismo método numérico para resolver las
ecuaciones, se muestra en la gráfica la dinámica calculada
y la estimada por el algoritmo. Con la dinámica estimada
lo que se busca es hacer un seguimiento de la solución real,
por lo que con las iteraciones dadas se observa que sigue
perfectamente a la calculada, con esto se puede decir que
el algoritmo con busca de puntos mı́nimos realizó bien el
cálculo y el resultado es el esperado.

En la Fig. 6 tenemos que el ı́ndice de rendimiento J va
creciendo muy rápido hasta llegar aproximadamente a las
250 epochs que son las iteraciones del algoritmo en donde
se llama que llega a una estabilización, numéricamente
el ı́ndice de rendimiento es muy alto y esto representa

Figura 5. Serie de tiempo para y estimada y y calculada.

Figura 6. Índice de rendimiento J.

ser bueno para el algoritmo pues los parámetros incier-
tos tendrán una aproximación más cercana la cual este
parámetro J mide las diferencias entra la salida original
y las producidas por el modelo.

Por último en la Fig. 7 se observa que los parámetros
expresados como ∆ son la incertidumbre paramétrica, y
su dinámica para los cuatro parámetros es parecida al
llegar a 250 epochs por lo que estos ∆ se tendrán que
representar matemáticamente para de esta forma tener
el modelado de la incertidumbre. Numéricamente estos
parámetros tienen un valor muy pequeño, al llegar al
número de iteraciones se sabe que el valor incierto se ha
calculado, para cada parámetro su valor numérico incierto
es muy pequeño, este valor es el error que tiene el modelo
original.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo presentado de investigación se presentó el
análisis del modelo del crecimiento de tumores canceŕıge-
nos en orden entero, este modelo describe las 3 fases del
crecimiento del tumor, el parámetro I es el encargado
de modificar la dinámica del sistema, cambiándolo a un
sistema no saludable ya que las células inmunes si son
mayores, tiende a ser un sistema estable, por el contrario
si estas células son menores el sistema se vuelve inestable,



Figura 7. Convergencia de los parámetros expresados en
∆.

cayendo en cuenta que el valor que se usó es el número con
el cual el sistema genera caos, de igual forma tiene que ser
un tiempo después de 70s aproximadamente para poder
observar el atractor caótico. Al ser un sistema dinámico
se sabe que las condiciones iniciales afectan la respuesta
por lo que este no es una excepción.

Siendo este sistema un sistema dinámico no lineal ge-
nerador de caos, se muestra que se puede analizar el
sistema para tratar de llevarlo a un sistema estable, para
ello se comienza a modelar un sistema de control. Con
los resultados obtenidos se puede decir que es de amplio
interés estudiar este tipo de sistemas ya que es un sis-
tema biológico que es de interés mundial por el tipo de
enfermedad. Los resultados numéricos para la búsqueda
de la incertidumbre se hacen mediante el método de Stee-
pest Descent, pero se podŕıa ocupar algún otro método
de optimización para encontrar las incertidumbres como
Levenberg Marquardt o Particle Swarm Optimization
con estos métodos se podŕıa comparar la incertidumbre
encontrada. Hasta ahora se tiene el comportamiento y
las diferentes respuestas con cambios de parámetros y
condiciones iniciales y por ello se puede estudiar y generar
diversas estrategias para poder controlar su respuesta.

6. TRABAJOS FUTUROS

A partir de los resultados obtenidos, se seguirá trabajando
con el sistema que describe el crecimiento de tumores
canceŕıgenos, pero ahora se pretende pasar este modelo a
orden fraccional lo cual dará aproximaciones más exactas,
a este modelo se le aplicará la técnica de control robusto,
para de esta forma lograr una estabilización del sistema,
por ello es que el modelado de la incertidumbre se
presenta en este art́ıculo ya que es una parte importante
de la planta generalizada.
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Abstract—This paper introduces a new model of a tumor
growth biological system. Based on fractional-order calculus,
the proposed model presents intricate chaotic dynamics as the
fractional derivatives are swept even if it preserves the same
equilibrium points as the integer order version. In particular,
numerical simulations of chaotic attractors and bifurcation dia-
grams are used to evidence the three phases of tumor growth,
i.e., avascular, vascular, and metastasis. After that, a control
technique is designed to drive the response system from a chaotic
phase to a periodic state. The synchronization conditions were
attained by using a proper Lyapunov function to control the
behavior of the response system. Finally, numerical results agree
well with our theoretical findings showing the usefulness of the
proposed model

Index Terms—Tumor growth, Chaos, Fractional Calculus,
Synchronization, Chaos control.

I. INTRODUCTION

The research interest in fractional calculus has shown an
increased impact in recent years. Indeed, the development of
this area of knowledge is due to the contributions of important
scientists such as Euler, Liouville, and Riemann [7]. This area
is widely used in different disciplines and fields of physics and
engineering. Fractional Calculus (FC) is presently associated
with the modeling of complex phenomena with long memory
effects [7], becoming an important topic in engineering [8].

The reason why FC is so important is that the differential
and integral equations and dynamical systems of fractional
order can model mathematically the phenomena of nature and
society more adequately than those restricted to integer order
[8]. Based on that background, it is known that there are many
mathematical models that describe biological behaviors and
the growth of cancerous tumors is no exception. Therefore,
this work uses the fractional operator of Caputo to derive
a fractional-order model since the initial conditions for the
fractional-order differential equations with the Caputo deriva-
tives are in the same form as for the integer-order [3]. There
are currently many mathematical models that describe cancer
growth [6], but we herein consider the model studied in [1],
which describes the tumor growth in its 3 phases and takes
into account human cells (normal cells, host cells, and immune
cells).

Additionally, the chosen system presents chaotic dynamics
in its integer-order version [4]. Therefore, it is of great

interest to study it in fractional order to observe new potential
behaviors and the interaction among system parameters. On
the other hand, chaos synchronization of conventional integer-
order chaotic systems has been extensively studied [11], the
problem of designing a system, whose behavior mimics that
of another chaotic system, is called synchronization [12].
Since theories for analyzing the dynamics of fractional-order
systems are still very limited, many recent schemes for chaos
synchronization of fractional-order chaotic systems fall back
on an active control scheme, and most of the methods have
ignored the uncertainties [12], so the chaos synchronization
can be destroyed with the effects of uncertainties. In order
to overcome that problem, we design a robust controller for
deriving a synchronization law based on the Laplace transform
and Lyapunov functions [11]. As a result, a control scheme for
the fractional order system under uncertainties was obtained.

The paper is organized as follows: Section II presents the
model that describes the tumor growth in integer order. In this
same section, this model was generalized to fractional order
using a Caputo fractional operator. Section III presents the
bifurcation diagrams obtained as a function of the fractional
order. In section IV, the mathematical development for robust
control and synchronization law is shown. Numerical results
are found in section V, and finally, in section VI, the conclu-
sions are mentioned.

II. TUMOR GROWTH MODEL

Inspired by the mathematical model given in [9], the typical
phases of tumor growth i.e., avascular, vascular, and metastatic
phases, can be described by:





ẋ = x(2N − x)−Hxz,

ẏ = y(4− 0.14y) + 0.5X2 − Iy − 0.5Hyz + 0.001z2,

ż = −Iz + 0.07y2 + 0.5Hyz − 0.002z2,

(1)

where x, y, z represent the tumor cells in the avascular, vas-
cular, and metastatic phases, respectively. N represents the
normal cell population, H the host cell population, and I the
immune cell population



A. Generalization of the tumor growth model to fractional-
order domain

The procedure to generalize the model (1) consists of
selecting a memory kernel, which has the form of:

k(t− t′) =
1

γ(α− 1)
(t− t′)α−2. (2)

Now, the kernel is used in the model (1) to express the solution
as:

dx
dt

=
1

γ(α− 1)

∫ t

t0

k(t− t′)α−2F1(x′, y′, z′)dt′,

dy
dt

=
1

γ(α− 1)

∫ t

t0

k(t− t′)α−2F2(x′, y′, z′)dt′,

dz
dt

=
1

γ(α− 1)

∫ t

t0

k(t− t′)α−2F3(x′, y′, z′)dt′.

(3)

Thus, the Caputo operator can be applied on both sides of eq.
(3) as follows:

CDα−1D1
x =C Dα−1

∫ α−1

F1(x′, y′, z′)dt′,

CDα−1D1
x =C Dα−1

∫ α−1

F2(x′, y′, z′)dt′,

CDα−1D1
x =C Dα−1

∫ α−1

F3(x′, y′, z′)dt′.

(4)

Then, the left side of the expression can be reduced by
associative property and the right side by identity property so
the system in fractional order is:
CDα1

x = x(2N − x)−Hxz,
CDα2

x = y(4− 0.14y) + 0.5x2 − Iy − 0.5Hyz + 0.001z2,
CDα3

x = −Iz + 0.07y2 + 0.5Hyz − 0.002z2.
(5)

III. BIFURCATION DIAGRAMS

The numerical method used herein is the well-known
predictor-corrector Adams Bashforth multi-step method [2].
Bifurcation theory studies qualitative changes in the phase
portrait, e.g., the appearance or disappearance of equilibria,
periodic orbits, or more complicated features such as strange
attractors [10]. Therefore, we compute the bifurcation dia-
grams for each fractional order by finding local maxima in
the time series using the function “islocalmax” of Matlab. We
found that for α1 there is no bifurcation region so that the order
will remain at 1, but the same does not happen for α2 and α3.
It can be seen that there is a small bifurcation zone between
[0.9−1] where the system can enter into a chaotic regime. It is
important to mention that the parameters [N,H, I] remain with
the same values [5, 3, 0.337] respectively, and initial condition
(x0, y0, z0) = (1, 0, 3). For α2 in “Fig. 1a”, there is a region
after 0.992 in which the system enters into a chaotic regime
when α2 varies, α1 = 1 and α3 = 1 these values do not
change. In the same way, for α3 in “Fig. 1b” a region after
0.996 is expected to form the chaotic attractor when α3 varies,
α1 = 1 and α2 = 1. So a set of fractional orders can be
(α1, α2, α3) = (1, 0.992, 0.996).

(a) Closer view for α2 (b) Closer view for α3

Fig. 1: Bifurcation diagrams (1a) For α2, (1b) For α3

IV. SYNCHRONIZATION

For synchronization purposes, we define two systems as
given by eq. (6). The first system is called the response system.
We also consider the following fractional uncertain system
where f0(x) is the nonlinear fractional-order system whereas
∆f(x) is the uncertainty vector being the error of the system,
and u refers to a pre-calculated robust controller. The Drive
system is defined as a nonlinear system of fractional order to
which the response system will be synchronized.

C
t D

q
0x =f0(x) + ∆f(x) + u,⇒ Response system

C
t D

q
0x =g(y),⇒ Drive system

(6)

where ∆f(x) can be defined as:
Property 1: The parametric uncertainty ∆f(x) posses the

following property:

∥ ∆f(x) ∥≤ M, (7)

in which M ∈ R+ as Table I.

value 1 value 2 value 3
||∆f(x)|| 2.56× 10−07 2.41× 10−07 2.61× 10−07

TABLE I: Values of ||∆f ||.

The error is defined as e(t) = x(t)− x̂(t) but for this pair
of systems which are fractional the error is given by:

C
t D

q
0e =

C
t D

q
0y − C

t D
q
0x. (8)

In this manner, we can define a performance index J as
follows:

J =

∫ ∞

0

[eT e+ uTu]dt,

J =

∫ ∞

0

L[e, u]dt,

=[L(e, u) + V̇ (e)].

(9)

To find the control law for the synchronization between
systems, it is necessary to define a Lyapunov function by:

C
t D

q
0[e

TPe] ≤ 2eTPC
t Dq

0e, (10)



Fig. 2: Chaotic attractor of system (13) in (x, z) plane.

where P is a positive diagonal matrix of the same size as the
other vectors. Now, taking eq. (8) the following equations are
formed:

C
t D

q
0V ≤ 2eTPC

t Dq
0y −C

t Dq
0x ≤ 0,

C
t D

q
0V ≤ 2eTP (g(y)− f0(x)−∆f(x)− u),≤ 0.

(11)

Thus, we can obtain the following control law:
C
t D

q
0V =− 2eT e

u =g(y) + f0(x) + P−1x+∆f
(12)

V. RESULTS

In this section, we consider the next fractional-order tumor
growth model:

Dx = x(2N − x)−Hxz
CD0.992

0 y = y(4− 0.14y) + 0.5x2 − Iy − 0.5Hyz + 0.001z2

CD0.997
0 z = −Iz + 0.07y2 + 0.5Hyz − 0.002z2

(13)

To solve the system, the numerical method mentioned
above was used. Using the following parameters (N,H, I) =
(5, 3, 0.337), simulation time t = 160s, integration step
h = 0.001, initial conditions (x0, y0, z0) = (1, 0, 3). First, the
system was simulated with integer order, i.e., (α1, α2, α3) =
(1, 1, 1). Then, the change was made for the fractional or-
ders obtained from the bifurcation diagrams (α1, α2, α3) =
(1, 0.992, 0.997). With these parameters, the solution is pre-
sented in Fig. 2, showing a 2-dimensional plane of the chaotic
attractor.

Once the implementation of the control law was carried
out, favorable results were obtained since the errors converged
to zero for the three state-variables as given in Fig. 3.
This means that the chaotic behavior is cancelled and the
fractional-order tumor growth model converges to periodic
oscillations. For the simulation of eq. (6), we use fractional
orders α = (1, 0.997, 0.997) for the response system while
the drive system is defined as integer-order. Initial condi-
tions for response and drive systems are x0 = (1, 0, 3) and

Fig. 3: Error for the drive and response systems in eq. (6).

x0 = (5.01,−2.004, 1.07), respectively. Numerical results
in Fig. 4a presents the obtained behaviors. A closer view
evidences that different initial conditions synchronize to the
same behavior (Fig. 4b). Besides, Fig. 5 shows that both
systems are completely synchronized having the same periodic
trajectory.

Regarding to a biological interpretation, we can roughly
mention that the dynamics of the system present chaotic
attractor, may indicate an unhealthy state, i.e. a potential tumor
growth, but there is no information about particular charac-
teristics such as size, stage, and so on. On the other hand,
when the system evolves to a periodic state may indicate that
the chaotic behavior has been cancelled. However, is worth to
note that future studies should be conducted to include detailed
biological aspects to the fractional-order model (5).

VI. CONCLUSIONS

In this paper, the analysis of the model describing the
growth of cancerous tumors in fractional order which de-
scribes the 3 phases of tumors together with the interaction
of normal, host and immune cells has been presented. It was
proved that the system in the fractional-order domain presents
convergent dynamic behaviors to a chaotic state depending
on the fractional order that is chosen. We found that under
variations of fractional orders a periodic system or a chaotic
system can be obtained. An important finding was that with
specific initial conditions with which it presents chaos in
integer order (1, 0, 0), for fractional order the same does not
happen, but when generating an increase in the z0 condi-
tion, which is the metastasis phase, it does present chaotic
behavior in fractional order with initial conditions of (1, 0, 3).
These results demonstrate that the fractional order model can



(a) State variable x of Response system vs Drive system.

(b) Closer view of synchronization.

Fig. 4: Synchronization results for the fractional-order tumor
growth model.

describe more adequately this biological system. Also, the
synchronization of two identical fractional-order systems was
demonstrated since the errors converge to zero and although
they have different initial conditions. In particular, the system
with the controller makes the behavior periodic instead of
chaotic, showing that the control law found is effective for
this system with uncertainties. The most important result is
that it is possible to change the chaotic behavior achieving
synchronous control of the system with uncertainties. Then
it is of great interest to continue studying fractional order
biological systems and different control laws.

Fig. 5: Response and Drive system attractor
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hector.contrerasme@alumno.buap.mx

3rd Maribel Mastranzo Pérez
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Resumen—En este trabajo se propone un control no lineal de
rechazo de perturbaciones como controlador de velocidad para
servomotores y servomecanismos de corriente directa, este tipo
de control resulta ser muy atractivo para este tipo de sistemas, ya
que genera una mejor respuesta tanto en simulaciones como en
pruebas fı́sicas. El control se aplicó a la plataforma de desarrollo
experimental “servo-system” el cual a través de módulos propios
del sistema se le acondiciona un mecanismo de carga inercial para
realizar las pruebas correspondientes. Se realiza un comparativo
de los resultados obtenidos con la técnica de control propuesta
en este documento frente a un controlador proporcional integral.
Para el diseño del sistema de control de este trabajo, se utiliza
la herramienta Simulink de MATLAB y la interfaz de INTECO
para la plataforma de desarrollo experimental.

Index Terms—Control, servomecanismos, modelo, Simulink,
Matlab.

I. INTRODUCCIÓN

La teorı́a de control estudia la relación de las variables de
un sistema y como estas mismas pueden ser modificadas para
cambiar el comportamiento de un sistema a nuestro gusto.
Aunque desde el principio del campo de teorı́a de control surge
un gran problema basado en la misma suposición sobre el cual
se construye, el cual reside en el conocimiento de la misma
dinámica de la planta [1].

Existieron diferentes formas de aproximarse a la solución
de este problema dando como resultado el control industrial, el
control académico y el control de rechazo de perturbaciones.
El control industrial es aquel que hace un acercamiento a
través de la relación entre la entrada de el proceso y su salida,
a la cual se hacen las modificaciones pertinentes para re-
ingresarla a través de la señal de entrada al sistema, dando
como resultado una señal modificada de la entrada original.
Este principio continúa siendo utilizado de manera dominante
en la industria, llamado comúnmente como control PID que
es diseñado y ajustado de manera empı́rica en la mayorı́a de
los casos [2] [3]. El acercamiento a través del lado académico
nos proporciona la teorı́a de control moderna centrada en el

modelo matemático del sistema. Mientras que el acercamiento
del control por rechazo de perturbaciones integra las anteriores
para dar un panorama mas amplio a la solución de los
problemas de control [4] [5].

Dentro de los procesos en la industria, el objetivo principal
para utilizar el rechazo de perturbaciones es mas que nada para
hacer seguimientos de puntos de ajuste, ya que los procesos
operan con puntos fijos de ajustes durante periodos largos de
tiempo que están expuestos a perturbaciones externas o del
mismo error del modelo del proceso [6].

Dado el problema anterior podemos designar principalmente
dos modelos para tratar con este tipo de perturbaciones para re-
ducir su efecto o rechazarlo. En el primer modelo para tratarlo,
el control en primera instancia es tolerante a perturbaciones,
conocido como control robusto [7]. Este control esta diseñado
de cierta forma para operar en condiciones normales, donde
al aparecer perturbaciones en el sistema, afecta de manera
mı́nima al rendimiento de la planta, el cual debe cumplir con
ciertos requisitos mı́nimos para ser apropiado para el proceso.

Por otro lado, el segundo modelo recupera la información
de la perturbación directamente, ya sea midiéndola, directa
o indirectamente o estimándola, observando sus efectos cau-
sados en la planta [8] [9]. Esto nos permite contrarrestar la
perturbación ya sea reduciendo los efectos de esta sobre el
sistema o eliminándola por completo.

Es objetivo de este trabajo reportar el proceso de diseño,
implementación, experimentación y resultados para comparar
las metodologı́as previamente descritas.

II. DESCRIPCIÓN DEL SISTEMA

II-A. Sistema MSS

Para llevar a cabo el experimento se hace uso de la pla-
taforma “Modular Servo System” (MSS) el cual consiste en
un sistema servo-mecánico y una arquitectura de software que
permite hacer experimentos de control en tiempo real.



El Modular Servo System es una plataforma de desarrollo
experimental mostrada en la Fig. 1. La interfaz de alimentación
1, suministra la energı́a al Motor 2 además de hacer las
conexiones correspondientes para realizar la comunicación
de la señal del Tacogenerador 3 con la tarjeta RT-DAC/PCI
instalada en la computadora 4 la cual opera directamente con
el ecosistema de MATLAB donde se introduce el sistema de
control. La plataforma de desarrollo proporciona un módulo
de carga inercial 5 para realizar las pruebas correspondientes.

Figura 1. Captura del sistema

II-B. Modelo matemático del sistema

Se considera un motor de corriente directa como el mostrado
en la Fig. 2, en donde además se marcan sus parámetros en
Tab. I.

Figura 2. Modelo del sistema

El modelo matemático es:




τm = Kaia

va = Raia + La
dia
dt + eb

eb = Kb ˙qm

qm = rq

Jmq̈m = τm −Bm ˙qm − τ
r

(1)

Considerando... el modelo puede reducirse al siguiente:

Jmq̈ +
1

r
fm(rq̇) +

KaKb

Ra
q̇ +

τ

r2
=

Ka

rRa
v (2)

donde los parámetros del sistema son los mostrados en la
Tab. I.

Si se considera que la función de fricción fm es una función
lineal de la fricción se tiene que fm(rq̇) = Bmrq̇ , siendo Bm

la constante de fricción. De esta manera la ecuación del motor
es de la forma:

Sı́mbolo Descripción Unidades
q Posición angular del eje de la carga Rad
v Voltaje de armadura V
qm Posición angular del eje del motor Rad
τm Par en el eje del motor Nm
ia Corriente de armadura A
eb Fuerza contra electromotriz V
Ra Resistencia de armadura Ω
La Inductancia de armadura H
Ka Constante motor-par Nm/A
Kb Constante de contra reacción electromotriz Vs/Rad

Tabla I
PARÁMETROS

q̈ =
KaKb

JmR
q̇ − Bm

Jmr2
+

Ka

JmrR
va (3)

haciendo

a =
KaKb

JmR
+

Bm

Jm
; b =

Ka

JmrR
; c =

1

Jmr2
(4)

el modelo del motor DC puede escribirse como

q̈ = −aq̇ + bva − cτ (5)

Para el diseño del control de velocidad definamos a la
variable de velocidad como w = q̇, además vamos a considerar
que la carga τ la cual se puede ver como una perturbación es
nula, i.e.,τ = 0. Entonces el modelo se escribe como:

ẇ = −aw + bva (6)

cuya función de transferencia es:

P (s) =
Ω(s)

Va(s)
=

b

s+ a
(7)

II-C. Enunciado del Problema

Se requiere diseñar un control de velocidad para un sistema
el cual tiene como actuador principal un motor de corriente di-
recta, el control se desarrollará en un principio para el sistema
libre de cargas o perturbaciones y en una segunda instancia, se
acoplara una carga inercial al sistema. Se considera que en un
principio no se conoce el comportamiento de la planta, para
desarrollar dicho control.

II-D. Diseño del control con 2 grados de libertad

La ley de control es:

u = −ykp + (r − y)
ki
s

(8)

Recordando que la función de transferencia de la planta es
(7), en lazo cerrado la función de transferencia es:

y = p(s)

(
−ykp + (r − y)

ki
s

)
(9)

por lo que la función de transferencia en lazo cerrado queda

y

r
=

kib

s2 + s(a+ bkp + bki)
(10)



por lo que al igualar esta función de transferencia con la de
sistema de segundo orden tenemos

ki =
w2

n

b

kp =
2wnζ − a

b

(11)

Para la implementación de el control PI diseñado, ingre-
samos los valores que el MSS nos proporciona siendo ası́
a = 0,961, b = 178,8, wn = 13,3716 y ρ = 0,5912.

II-E. Metodologı́a

Se realizaron diferentes pruebas para realizar el experimen-
to, el cual concluye con los siguientes 4 para obtener los
datos necesarios. En cada experimento se deja actuar el control
diseñado para el sistema durante 30 segundos con una señal
de referencia idéntica para todos los experimentos siendo ası́
una señal cuadrada periódica de amplitud 100 y periodo de 12
segundos con un ancho de pulso del 50 %.

Se registran los datos de amplitud y tiempo de la referencia
y la señal de salida del sistema, además de la señal de
control suministrada a la planta. Primeramente se realiza para
el control PI con el sistema libre de carga, graficando sus
resultados para posteriormente realizar el mismo experimento
pero añadiendo una carga inercial a la plataforma del sistema,
registrando ası́ la nueva gráfica y comparando los resultados
obtenidos con el mismo control.

Este ejercicio se repite para el control de rechazo de per-
turbaciones, comparando ası́ las respuestas del mismo control
entre el sistema con carga inercial y sin ella.

Para finalizar se comparan los resultados gráficos de ambos
diseños de control tanto con carga como sin carga inercial, para
hacer un análisis de los resultados obtenidos en los diferentes
experimentos y realizar las debidas conclusiones del diseño y
resultado de este tipo de controles.

El diseño implementado en Simulink se muestra en las
figuras Fig. 3 y Fig. 4 que corresponden al control PI y
el control de rechazo de perturbaciones respectivamente. Es
importante hacer notar que para el diseño del control de
rechazo de perturbaciones se hace uso de un módulo de
saturación el cual tiene como parámetros -12 a 12 dado y es
propio del control, mientras que el otro módulo de saturación
con el que cuentan ambos sistemas correspondiente a los
parámetros -1 a 1 es necesario para asignarlo a la entrada
de la planta propia del MSS.

Figura 3. Captura de Simulink del control por rechazo de perturbaciones

Figura 4. Captura de Simulink del control PI

III. RESULTADOS

Los resultados gráficos que se obtuvieron del control PI
se muestran en la Fig. 5 la cual muestra el seguimiento del
sistema a la señal de referencia requerida de manera casi
idéntica, siendo el tiempo de respuesta relativamente rápido.



Figura 5. Gráfica de respuesta control PI sin peso

Este nos muestra una señal de control que podemos observar
en la Fig. 6 donde claramente se nota que no existe saturación
dado que se encuentra en un rango de -3V a 10V.

Figura 6. Gráfica de señal de control PI

De manera similar en la Fig. 7 observamos el comporta-
miento de la señal de control por rechazo de perturbaciones,
que presenta mı́nimas diferencias con su homólogo del control
PI.

Figura 7. Gráfica de respuesta control no lineal de rechazo de perturbaciones
sin peso

Incluso la señal de control dada en la Fig. 8 es similar excep-
tuando que el rango de actuación es mas amplio extendiéndose
desde los -4V hasta 11V.

Figura 8. Gráfica de señal de control no lineal de rechazo de perturbaciones

Es a continuación que a la plataforma de experimentos de
INTECO el MSS se le implementa el módulo de carga inercial
para realizar las siguientes pruebas. en el cual se muestra en la
Fig. 9 la comparación de la señal de referencia dada al sistema
y la señal de respuesta, la cual podemos notar que difieren de
manera desproporcionada.



Figura 9. Gráfica de respuesta control PI con peso

Es en la Fig. 10 donde se puede notar que el control PI
exige una señal de control de hasta 50V lo cual provoca que
el control se sature y quede en lazo abierto, provocando el
comportamiento previamente visto.

Figura 10. Gráfica de señal de control PI con carga

Mientras que los resultados arrojados por el control de
rechazo de perturbaciones nos muestra una señal de salida
del sistema relativamente atenuada en contra posición de su
homóloga del control PI dando una señal máxima de 12V.

Figura 11. Gráfica de respuesta control no lineal de rechazo de perturbaciones
con peso

Al revisar la señal de control suministrada al sistema
notamos que aun que llega a saturar en algún momento al
control no lo hace de manera tan drástica como el del PI.

Figura 12. Gráfica de señal de control no lineal de rechazo de perturbaciones
con carga

CONCLUSIONES

El enfoque del control de rechazo de perturbaciones para
tratar las perturbaciones en los procesos implementado al
sistema ha sido eficaz para contra restar el error que puede
ingresar al sistema servo.

Como se pudo observar el control PI es eficiente para
tratar los sistemas que conocemos, dado que es necesario un
modelo matemático preciso del sistema, el cual es difı́cil poder
obtenerlo, dado a restricciones mismas de producción que la
industria no suele otorgar, además como lo visto en este trabajo



no es lo suficientemente robusto para soportar la señal de
perturbación aplicada.

Mientras que el control de rechazo de perturbaciones nos da
la ventaja de que no requiere de un modelo matemático preciso
del sistema facilitándonos ası́ la implementación del mismo en
cualquier planta, además de que tiene un mejor rechazo a las
perturbaciones que pueden existir en los diferentes tipos de
procesos en el que puede ser aplicado. Es por ello que el
método ocupado para el control del servo system resultó con
mejores resultados en comparación con un controlador PI, al
igual que se puede observar en las gráficas de los resultados
que la señal de control tiene unos picos muy pequeños de
saturación y esto vuelve al sistema más eficiente ya que no
le demandará mucha corriente de trabajo, la elección de un
control no lineal de rechazo de perturbaciones tiene muchas
bondades para este tipo de sistemas.
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A.2. Estancias de investigación

Se realizaron dos estancias de investigación durante el periodo de la maestŕıa,
la primera con fechas de 24 de abril a 20 de mayo de 2023 en Tegucigalpa, Hon-
duras en las instalaciones de la Universidad Nacional Autónoma de Honduras. La
segunda estancia con fechas de mayo 22 a julio 21 de 2023 en Thesaloniki, Grecia
en las instalaciones de la Universidad Aristoteles de Tesalónica. A continuación se
presenta la portada de cada uno de los reportes técnicos aśı como la hoja final de
las firmas por el asesor principal y asesor de la estancia académica.
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Nomenclatura

∆ Incertidumbre paramétrica

Γ(n) Función Gamma de Euler

λ Exponente de Lyapunov

J Jacobiano

R Números reales

C
a D

α
t Derivada fraccionaria de Caputo

RL
a Dα

t Derivada fraccionaria de Riemman-Liouville

RL
a Iαt Integral fraccionaria de Riemman-Liouville

aD
α
t Operador fundamental cálculo fraccionario

J Función de rendimiento

L Transformada de Laplace

L−1 Transformada inversa de Laplace

V Función de Lyapunov
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