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Resumen

Un agujero negro con carga eléctrica esta descrito por la métrica de Reissner-Nordstrom [1].
Esta métrica es una solucién a las ecuaciones de la relatividad general de Einstein que describe un
cuerpo masivo, esféricamente simétrico y estatico con carga eléctrica. Este tipo de agujero negro
es de gran interés para los fisicos ya que representa un caso importante de agujero negro con
propiedades electromagnéticas y que ha sido estudiado intensamente los ultimos afios [1, 2, 3, 4, 5,
6]. Las condiciones astrofisicas que conducen a la formacion de este tipo de objetos pueden parecer
bastante problematicas, sin embargo, no hay argumentos teéricos u observacionales que prohiban
la existencia de este tipo de agujeros negros [1].

Uno de los fenémenos clave asociados con el agujero negro de Reissner-Nordstrom es el des-
plazamiento hacia el rojo gravitacional de los fotones emitidos por particulas (estrellas, gas, etc.)
orbitando en su vecindad, que esté influenciado tanto por la masa del agujero negro como por su
carga eléctrica.

El corrimiento al rojo gravitacional es un fendémeno complejo y fascinante que ha sido objeto de
una extensa investigacion en los ultimos anos. Es una manifestacion de la curvatura del espacio-
tiempo causada por la presencia del agujero negro, que provoca la pérdida de energia de los fotones
salientes.

En las siguientes paginas se presenta una deduccién de los corrimientos al rojo y al azul totales
(corrimiento gravitatorio y cinemético local) de lineas espectrales que experimentan los fotones
emitidos por particulas de prueba que orbitan un agujero negro de Reisnerr-Nordstrém, con un
enfoque particular del impacto de la carga eléctrica en este fendémeno.

En la practica, la mediciéon de dichos corrimientos es clave para estimar los parametros de un
agujero negro astrofisico, de aqui la importancia de este trabajo.
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Capitulo 1

Introduccion

Desde la antigiiedad, el universo ha sido un objeto de fascinacién y misterio para la humanidad.
La observacion del cielo nocturno y el movimiento de los cuerpos celestes ha llevado a los seres
humanos a desarrollar diferentes teorias y modelos para explicar su naturaleza y comportamiento.
La comprension de estos objetos cosmicos ha sido el resultado de un esfuerzo colectivo de una amplia
gama de cientificos, cuyos estudios individuales en conjunto con los avances en la tecnologia y en
la metodologia cientifica han permitido una comprension cada vez més profunda del universo.

Con la publicaciéon de la teoria de la relatividad general de Einstein en 1915, las ideas new-
tonianas sobre la gravedad y el movimiento en un espacio euclideo con tiempo absoluto fueron
revolucionadas por una percepcién totalmente nueva: la idea de eventos ocurriendo en una nueva
extension de cuatro dimensiones llamada espacio-tiempo, en donde tres de las componentes serian
espaciales y una temporal. En esta teoria, la mayoria de las fuerzas de la naturaleza son repre-
sentadas por campos definidos en el nuevo espacio-tiempo (campos eléctricos, campos de corto
alcance en las fuerzas subnucleares, etc.). Sin embargo lo que experimentamos como gravedad es,
en particular, la curvatura del espacio-tiempo debido a la presencia de materia y/o energia |7, 8].

En general, la curvatura depende de la métrica, que define la geometria del espacio-tiempo.
En fisica, las métricas tienen la forma

ds? = g, datdz”. (1.1)

Las métricas surgen como soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein. La primera solu-
cion exacta fue desarrollada por Karl Schwarzschild tan solo unos meses después de que Einstein
publicara su teoria. Schwarzschild envi6 una carta a Einstein [9] en la que explicaba el tratamiento
matematico para describir el campo gravitatorio alrededor de una objeto masivo, sin rotacién y
esféricamente simétrico cuyo exterior es vacio. La solucién en coordenadas esféricas tiene la forma:

2GM 2GM\
ds? = — <1 — G;) Adt? + (1 - GQ ) dr? + r2(d6? + sen?0dp?). (1.2)
cAr c2r

Es posible ver que algunos términos divergen cuando r =0 o r = ijw (radio de Schwarzschild).
A estos puntos se les llamo singularidades. La singularidad en r = 0 representaba a un punto
de densidad infinita curvando el espacio-tiempo en una especie de pozo sin fondo, cuya atraccion
gravitacional serfa tan grande que ni siquiera la luz podria escapar, sin embargo en ese momento
no fue posible dar una interpretacion a ese resultado [10].

Tiempo después, Robert Oppenheimer, junto a su alumno Hartland Snyder, logré descifrar
las implicaciones de la métrica de Schwarzschild y por primera vez se dieron cuenta de toda la
importancia del radio de Schwarzschild, al que identificaron correctamente con la presencia de un
horizonte. Oppenheimer y Snyder habian descrito el caso esféricamente simétrico donde un cuerpo

astronémico se contrae dentro de su radio de Schwarzschild, formando una singularidad de densidad
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infinita. Sin embargo, no estaba claro si esto podria suceder en el mundo real y si la suposicion de
simetria esférica era un requisito previo para el colapso gravitatorio. Roger Penrose se planteo el
problema sin suponer simetria esférica, y para su resolucion, hizo uso de la topologia y desarrollo
nuevos métodos matematicos [11].

Los resultados de Penrose mostraron que estas anormalidades gravitacionales pueden y deben
formarse en el universo y que son consecuencia directa de la teoria de la relatividad general. A este
fenémeno se le conoce hoy en dia como agujero negro.!

Asi pues, la existencia de agujeros negros que inicialmente se consideré una curiosidad mate-
maética, fue adquiriendo grandes evidencias tanto tedricas como observacionales. Desde la década
de los 90, los astrofisicos Andrea Ghez y Reinhard Genzel, en conjunto con sus respectivos equipos
de estudio han trabajado en la observacion directa del centro de nuestra galaxia?. Como producto
de su arduo trabajo, fue posible el rastreo de las estrellas mas cercanas al centro de la Via Lactea.
Dichas observaciones reportaron que las estrellas orbitaban alrededor de un objeto invisible en el
centro de la galaxia [12]. A dicho objeto invisible se le llamaria Sagitario A* (Sgr A*).

Ambos equipos de trabajo mostraron interés particular en una estrella a la que el grupo de
Genzel llamo6 S2 (S02 en el grupo de Ghez), debido a su corto periodo orbital alrededor de Sgr A*3.

Ademas, se detecto una fuente de radio extremadamente compacta en el centro galactico entre
otras observaciones. Esta infromacion confirmo la presencia de objetos masivos y compactos que
son consistentes con la hipdtesis de la existencia de un agujero negro hospedado en el centro de
nuestra galaxia, asi como en otras galaxias [13]. La hipotesis fue finalmente confirmada por el
Telescopio del Horizonte de Eventos en 2019, al publicar la primera imagen de la sombra de
un agujero negro supermasivo, localizado en el corazén de la galaxia Messier 87 y, posteriormente,
una imagen similar de Sgr A* [14], que se convertirian en las primeras evidencias visuales directas
de agujeros negros supermasivos, al mostrar la regién alrededor de sus respectivos horizontes de
SuCcesos.

1.1. Teorema de no pelo y los parametros de un agujero
negro

Los agujeros negros estan descritos por distintas métricas de acuerdo a las propiedades que
éstos poseen. Por ejemplo, para un agujero negro de masa M rotatorio, la métrica de Schwarzschild
falla, puesto que esta soluciéon solo describe cuerpos estaticos sin rotacion. En este caso es necesario
introducir la métrica de Kerr? [15].

Caracterizar un agujero negro parece ser una tarea bastante dificil que exige la estimacion de
muchos pardmetros. Sin embargo la simplicidad del problema podria sorprender a mas de uno.
El teorema de no pelo (no hair theorem en inglés) establece que es posible caracterizar cualquier
agujero negro conociendo solo tres magnitudes: su masa, su carga y su momento angular.

A saber, este teorema supone agujeros negros aislados, es decir, que estan presentes en una
region del espacio-tiempo que es asintéticamente plana y no contiene otras fuentes [16], por lo que
es una aproximacion bastante idealizada. En el tratamiento del problema en este trabajo, también
se utilizara la suposicién de que el agujero negro en cuestiéon es un cuerpo aislado, con particulas
de prueba moviéndose en 6rbitas circulares estables.

El poder estimar los pardmetros indicados por el teorema de no pelo requiere de la combinaciéon
de métodos observacionales y tedricos. En el &mbito de la astronomia actual, usualmente se utilizan

1Se usaron diferentes nombres para referirse a estos objetos cosmicos, sin embargo no fue hasta 1967 que el
término agujero negro fue adoptado y popularizado rapidamente por John Wheeler.

2El Premio Nobel de Fisica 2020 fue otorgado de manera conjunta a Roger Penrose, Reinhard Genzel y Andrea
Ghez, por sus contribuciones a la comprensién de los agujeros negros y los objetos supermasivos en el universo.

3A S2 le toma so6lo 16 afios dar una vuelta completa alrededor de Sgr A* [11]

4Este modelo es el mas aceptado por los astrofisicos para describir los agujeros negros existentes en nuestro
universo.
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métodos newtonianos, en ocasiones con correciones relativistas, para estudiar la dindmica de los
cuerpos que orbitan alrededor de agujeros negros supermasivos para inferir cual es su masa. Este
tipo de analisis permite obtener aproximaciones muy aceptables de los parametros del un agujero
negro. Sin embargo recientemente se ha desarrollado un modelo relativista [13] que permite obtener
los parametros del agujero negro, asi como informacién sobre los efectos relativistas presentes en
la vecindad de su horizonte de eventos, misma que esta codificada en el corrimiento al rojo total
(compuesto por el corrimiento gravitacional y el corrimiento cinematico) de los fotones medido en
la Tierra.

En este trabajo se presenta la deduccién del corrimiento al rojo de los fotones en términos de
los parametros de la métrica (masa y carga eléctrica) y el radio en que orbitan las particulas de
prueba.

La estructura en que se presentan los resultados es la siguiente: en el capitulo 2 se presenta una
deduccién para el movimiento geodésico de particulas que orbitan un agujero negro, en el capitulo
3 se presenta una deduccién para el movimiento geodésico de fotones que orbitan un agujero
negro, en el capitulo 4 se hace uso de los resultados de las dos secciones anteriores para presentar
la deduccion de los corrimientos al rojo y al azul de los fotones emitidos por cuerpos masivos
orbitando un agujero negro de Reissner-Nordstrom, y como este corrimiento se ve influenciado por
la carga. Finalmente, en el capitulo 5 se presentan las conclusiones.

Es importante recalcar que el método mencionado con anterioridad puede ser generalizado a
métricas esféricamente simétricas.

1.2. La métrica de Reissner-Nordstrom como una métrica es-
féricamente simétrica

La solucién que corresponde al campo gravitacional de un objeto de masa M con carga @, sin
rotacion y esféricamente simétrico fue desarrollada de manera independiente por Hans Reissner en
1916 y por Gunnar Nordstrom en 1918. Este caso difiere de la solucion de Schwarzschild debido
a que presenta la existencia de un campo electrostatico provocado por la carga (). Esto implica
que ademas de las ecuaciones de campo de Einstein se deben satisfacer las ecuaciones de Maxwell
[7]. A esta solucion se le llama métrica de Reisnerr-Nordstrém y es una solucion estética para las
ecuaciones de campo de Einstein-Maxwell.

En coordenadas esféricas la métrica resulta:

r r2

-1
2 2
ds* = —cdr* = — (1 L g) Adt* + (1 L Q) dr® +r2(df? + sen0dp?), (1.3)
roor

donde 7, es el radio de Schwarzschild del objeto, dado por r, = 261 ré = k‘Q24G

. En estas

c2 c
ecuaciones k es la constante de Coulomb, G es la constante gravitatoria y ¢ es la velocidad de
la luz. Para simplificar los calculos de aqui en adelante se hara uso de las unidades naturales

G =c=k =1, por lo que la métrica se reduce a:

oM | Q? oM Q*\ 7!
ds® = —dr* = — (1 -—+ Q2> dt* + (1 -—+ QQ) dr? +r2(d6? + sen®0dp?).| (1.4)
r r r r

Esta métrica tiene la forma

1
ds* = —f(r)dt* + mdﬂ +72(d6* + sen*dp?), (1.5)




Introduccién
1.2 La métrica de Reissner-Nordstrom como una métrica esféricamente simétrica

que es la generalizacién para métricas esféricamente simétricas (en este caso f(r) = g(r) = 1 —

2
QTM + %) Ademas, es trivial que las componentes se relacionan de la siguiente manera:

1 2 2. 2
——, Ges =T°, gop =T°5en0,
f(r) oe

de donde es posible notar que los términos de la métrica generalizada (1.5) poseen una dependencia
G (1, 0).

gt = —f(r), grr =




Capitulo 2

Movimiento geodésico de particulas
masivas que orbitan un agujero
negro de Reissner-Nordstrom

En un espacio-tiempo curvado, el movimiento libre de las particulas se describe a través de lo
que se conoce como movimiento geodésico. Una geodésica es la trayectoria de menor longitud entre
dos puntos, y a su vez, la curva a través de la cual se mueve una particula en caida libre [17] .

2.1. Deducciéon matematica

Una particula de prueba masiva que sigue geodésicas descritas en el espacio-tiempo por la
meétrica (1.4), tiene cuadrivelocidad

_ dz*

U* = (Ut, UT,UG, ULP), Ut = ?7 (2.1)

cuya normalizacion es
uru, = -1 (2.2)

Ademas, la métrica (1.4) posee dos vectores de Killing! linealmente independientes asociados a las
simetrias temporal y esférica respectivamente:

& =1(1,0,0,0) campo vectorial de Killing tipo temporal, (2.3)

" =(0,0,0,1) campo vectorial de Killing tipo rotacional. '
El vector de Killing £ indica que la métrica es invariante en el tiempo lo que significa que hay una
cantidad fisica conservada correspondiente a la energia. De igual manera el vector de Killing 4*
indica invarianza bajo rotaciones sobre la coordenada azimutal, la cantidad conservada en este caso
corresponde a una componente del momento angular. Por lo tanto, la energia total y el momento
angular por unidad de masa en reposo de la particula de prueba se pueden expresar de la siguiente
manera:

E=—=—6U"=—g,&'U" = —gu&'U" = —guU",

(2.4)

S‘N'S‘Djl

— — )2 vrTp PTTY ®
L= =Y, U" = gup"U" = g, ¥ U¥ = g,,U”.

1 Estos vectores son soluciones de la ecuacién de Killing, que es una ecuacion diferencial que involucra la derivada
de Lie, una operacién que mide coémo un campo tensorial cambia a lo largo de un campo vectorial. En este sentido,
los vectores de Killing representan direcciones en las que una variedad es simétrica y se mantiene invariante bajo
ciertas transformaciones.
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Estas relaciones permiten la obtencién de las componentes de la cuadrivelocidad en términos
de Fy L:

o B E
g 1= (2M/r)+(Q?/r?)’
T I (2.5)
U9 =—=—.
Yo T
Haciendo el desarrollo de la ecuacion (2.2) se obtiene:
—1=gu(U")?+ g (U")? + 999(U9)2 + g@¢(U¢)2
(2.6)

E ? r\2 6\2 L ?
71:gtt - +gr7‘(U ) +999(U ) +gtptp D .
gt Joe
Debido a la simetria de la métrica, las orbitas de las particulas de prueba estan confinadas a
un plano. Convenientemente en coordenadas esféricas se puede elegir este plano como el plano
ecuatorial § = 7, por lo tanto la componente polar de la cuadrivelocidad es nula (U 9 = 0). La
ecuacion (2.6) se reduce a:

X E? L?
—1=g (U + —+ —
it Gop
E? L?
= 0= g (U2 41+ — + 27)
gt Gee

=0= ng(UT)Q + Vers-

La relacién (2.7) tiene la forma de una ley de la conservacion de energia para una particula no
relativista moviéndose bajo un potencial efectivo Verr =1+ f—j %.

Este potencial efectivo ofrece informaciéon sobre el comportamiento de las érbitas. Para el
tratamiento matemaético, se impondra la condicion de orbitas circulares (U” = 0) que proporciona
un caso partiular del problema y simplifica futuros calculos. Una vez que la componente radial de
la cuadrivelocidad desaparece, se tiene que Verp = 0y Ve/f §=0. A su vez, las orbitas circulares

seran estables cuando se tenga un minimo estable en V¢, es decir, Ve’} >0

E? L?
Vepp=14—+—,
git G (2 8)
o E?0g9u L7 09y
eff g% Or g%, Or
Sustituyendo los valores de la métrica gy = —f y gy, = r2sen?d en (2.8):
E? I?
Vepr=1——F/+ —,
1 7t
. B20f L?

_ 2
eff = FE - (r2sen29)22rsen 0.

Como en el plano ecuatorial sen?f = sen?(w/2) = 1, el sistema de ecuaciones que se obtiene tras
imponer 6rbitas circulares es:

E* 17
Vp=1l——+4==0, V/,,=—=L_""
1t 7t I oy 3

_BPOf 2P
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Reissner-Nordstrom
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Resolviendo este sistema de ecuaciones para hallar 'y L en términos de r y f:

2
E= ;
Ner=va

En términos de la métrica de R-N
T
2 — 3Mr +2Q?%
Mr — Q32
r2 — 3Mr 4+ 2Q?’

E=f

(2.10)
L= (t)r

de donde se pueden obtener las componentes de la cuadrivelocidad:

E r
V2 = 3Mr +2Q%

N

L 1 Mr — Q2

Uw:—: :l: —_ _—_—,
r2 ( )r r2 — 3Mr + 2Q?

Ut =

(2.11)

2.1.1. Las orbitas circulares estables mas internas (ISCOs)

Como se menciond anteriormente, se muestra interés por los casos en que se obtienen minimos
estables. Si V! crf =0y v ot > 0, se obtendran orbitas circulares estables. Por otro lado en f =0,
se encuentra el punto de inflexién: aqui el valor de r determina la distancia a la que se encuentra
la 6rbita circular estable mas interna (ISCO por sus siglas en inglés). Este nuevo parametro
representa la frontera entre particulas de prueba orbitando al agujero negro y particulas de prueba
cayendo directamente hacia él.

Para un agujero negro de Schwarzschild, el radio de la 6rbita circular estable mas interna r;sco
se encuentra a una distancia de » = 6.

Para hallar el r;gco en la métrica de R-N, se busca la segunda derivada del potencial efectivo:

n 2B (Ogu P B Pgu + 2L (0955 \*  L? Pgpy
I g3 or gy or? g3, \ or 92, Or?
O%f 2 (9f\? N 6L2
or2  f\Or rd”’
sustituyendo los valores de E y L hallados en (2.10), e igualando a cero:

" 2 O*f of 30f
effzszrgif [Wf<8r> +T@T10. (2.13)

Reescribiendo las derivadas parciales en términos de la métrica:

(2.12)

eff:F

of oM 202  f 6Q> 4M
A N A 214

y sustituyendo en (2.13):
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2.1 Deducciéon matematica

r2 r3

72 6Q% 4AM 272 2M 2Q%\° L3 (2M 2°\| _,
rd r3 r2 —2Mr + ¢? o

1 - _ % =
eff_v"2—3M7"—&—2Q2 72 73 r

es claro que el primer factor del potencial efectivo no puede ser cero, por lo tanto el término que
esta dentro de corchetes debe ser cero. Simplificando la ecuacion:

6Q> 4M 22 (QM 2Q2>2+3<2M 2Q2>
T

r2 3

rd 2 —2Mr+q? r2 r3 (2.15)
= Mr® — 603 + OMQr — 4Q" = 0.
La solucién de (2.15) para r representa al rysco, y esta dada por?:
a2 — 3M2Q? 4 4M*

= 2M 2.16
T1SCO Ma +2M, (2.16)

con s
a= (M2 (8M4 COM2Q? 1 2Q + Q*\/5MT — 9M2(Q? + 4@4)) (2.17)

2Es posible ver que cuando Q = 0 se obtiene el r7gco de un agujero negro en la métrica de Schwarzschild.




Capitulo 3

Movimiento geodésico de fotones que
orbitan un agujero de
Reissner-Nordstrom

Para analizar el movimiento de los fotones emitidos por las particulas masivas descritas an-
teriormente, se utilizara un enfoque similar al del capitulo 2. Estos fotones se mueven con un
cuadrimomento k* = (k' k", k9, k?) a lo largo de geodésicas nulas, lo que se expresa matematica-
mente como:

Kk, = 0. (3.1)

Debido a la simetria esférica, el movimiento de los fotones tiene ciertas cantidades conservadas,
especificamente la energfa £, y el momento angular L. Estas cantidades se obtienen a través de
las siguientes expresiones:

Ey = =&k = =gk = —gul'k' = —guk’,

y (3.2)
Ly = ¢uk" = g "k = gooh?k? = gook?.

Estas relaciones permiten la obtencion de las componentes del cuadrimomento en términos de E,
y L

kt — 7& — E’Y
g 1=02M/r)+(Q*/r?)
(3.3)
kP = h — ﬂ
Yo r?
Luego, utilizando el desarrollo de (3.1) se llega a la siguiente expresion:
0= gur(k)? + g (K)> + 900 (k) + g (), (34)

sustituyendo los valores de k' y k¥ y tomando en cuenta que en el plano ecuatorial la componente
polar del cuadrimomento es nula (k% = 0)

E2 L2
0=g (k) +—=4+—2L (3.5)
gt  Gep




Movimiento geodésico de fotones que orbitan un agujero de Reissner-Nordstrém
3.1 Parametro de deflexion de la luz

3.1. Pardmetro de deflexiéon de la luz

Al dividir la ecuacion (3.5) por E2 se tiene:

_ grw‘(kr)2 1 L’QY 1

O=—s—+—+ 55—,

ijr)? A " . (3.6)
0=92 ) 4 — oy —,

E’y it Gop

. . L L . s
en donde se ha introducido un nuevo parametro b, = £ que corresponde a la deflexion de la
Y

luz!.

grr(kr>2 _ ggﬂ

—Jpo 3.7
pp Eg{ it ( )

b, =F

Es preciso notar que este parametro se maximiza cuando la componente radial del cuadrimo-
mento es nula, es decir k© = 0, por lo tanto el parametro de deflexion maximizado estd dado
por:

Gtt (3.8)

que en términos de la métrica se expresa como:

r
by=F—
J1- 2+ %

donde el signo (F) indica dos valores diferentes de b. Estos valores estan definidos por las dos
posiciones en que se cumple que k™ = 0. Ademas, este parametro se conserva a lo largo de toda la
geodésica nula seguida por los fotones emitidos (be = bg) [15].

El signo positivo sera asociado al corrimiento al azul y corresponde a la posicion de las
particulas masivas a la izquierda de la linea de vision; por otro lado el signo negativo esta asociado
al corrimiento al rojo [18] y corresponde a la deflexion de particulas ubicadas a la derecha de la
linea de visiéon como se ilustra en la Fig 3.1.2

En el punto central, la contribucién angular es nula (k¥ = 0), lo que implica que el pardmetro
de deflexion en el punto central es b, = 0 (véase Fig. 3.1).

En la Figura 3.2 se ilustra la comparativa entre el comportamiento del valor absoluto de b,
para el caso en que @ = 0 (agujero negro de Schwarzschild) y los casos en que agregamos carga.
Aqui se ha introducido una nueva variable a las que indentificamos como M,, y corresponde a la
masa de un agujero negro cargado arbitrario.

(3.9)

ITambién conocido en el enfoque newtoniano como "parametro de impacto". Este término desempefa un papel
crucial en el analisis matemaéatico de la curvatura de la trayectoria de la luz en presencia de objetos masivos. Este
fenémeno es una prediccién directa de la teoria de la relatividad general y fue confirmado experimentalmente por
primera vez en 1919 por Arthur Eddington [8].

2Esto considerando que las particulas giran alrededor del agujero negro en sentido antihorario, visto por un
observador en el plano ecuatorial.
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Movimiento geodésico de fotones que orbitan un agujero de Reissner-Nordstrém
3.1 Parametro de deflexion de la luz

Figura 3.1: : [lustracién que modela el sistema agujero negro - particula masiva orbitante emitiendo
fotones hacia un observador lejano. La linea de visién une el agujero negro con el observador.
Créditos: R. A. Lizardo Castro.

Parametro de deflexién b en masas del agujero negro [Mg]

T T T T
6.0 6.2 6.4 6.6 6.8 7.0
Distancia radial r en masas del agujero negro [Mg]

Figura 3.2: Valor absoluto del parametro de deflexion contra distancia r con masa M = 1. Es
posible ver que el pardmetro b, disminuye cuanto més grande es Q.
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Capitulo 4

Corrimiento al rojo y al azul de los
fotones emitidos por cuerpos masivos
en Orbita alrededor de un agujero
negro de Reissner-Nordstrom

La informacién que se recolecta de un fotén esta dada por su frecuencia o longitud de onda. La
frecuencia medida por un observador con cuadrivelocidad Uf en un punto Pe esta dada por:

wo = —kuU“|c, (4.1)
donde el subindice C hace distincion entre el punto de emision (e) y el punto de deteccion (d) en el

espacio P correspondiente. Esta cantidad es una invariante en el marco de la relatividad general.
El corrimiento de la frecuencia z estd dado por la siguiente expresion:

Las frecuencias en los puntos de emisién y deteccion repectivamente son:

we = —(guk'U' g k"U™ + gook®U® + 9ok ?U?)|e

- - 0770 (4.3)
wa = =(guk'U" + grrk"U" + gook"U” + gook?U¥)|a
Sustituyendo las componentes del cuadrimomento halladas en (3.3):
E.U! L
We = — (gtt — + oo = U? + g, kU + 999k0U9>
it Yo e (4.4)

EU? L
wg = — <gtt T + 9o —U? + gork" U™ + 999k9U9>
gt Yo

d

Considerando las condiciones del movimiento en el plano ecuatorial: U? = 0, k% = 0, (4.4) se reduce
a:
We = — (—EWU75 +L,U% + ngkTUT) le

» 4.5
Wqg = — (_EvUt + LWUSD + grrkrUv) |d ( )
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Corrimiento al rojo y al azul de los fotones emitidos por cuerpos masivos en 6rbita
alrededor de un agujero negro de Reissner-Nordstrom

Para detectores que se encuentran muy alejados (r — oo) las componentes de la cuadrivelocidad
Ul y U7 tienen los siguientes limites:

lim Ué = lim

T
r—00 r—00 ( /7«2 _ 3MT + 2Q2> -

(4.6)
1 Mr — Q?
/. © _ ’ - —
}LIEC Ud - TILHOIO (T’ r2 —3Mr + 2Q2> 0.
La expresion para el corrimiento detectado a una distancia r bastante grande:
|y oyl CEU A LU 4 guk Ul (“E,U' + LU? + gk U")), (4.7)
- (B U+ LU + g, kU )| (=Ey + grrk™U)|a ' '
Finalmente, para o6rbitas circulares U/, = 0:
_EB.U+ L.U®
1+z:( U7+ LU )|"‘, (4.8)
—E,
L+2= (U = b,U%)]., (4.9)
donde aparece el parametro de deflexion de la luz (b, = 1%)

Finalmente, el corrimiento en términos de las componentes de la cuadrivelocidad obtenidas en
la seccion 2.1 y el parametro de deflexion hallado en la seccién 3.1 estéd dado por

Mr3 — Q2r2

r
V2 = 3Mr +2Q* * \/(r2 —2M7r + Q2)(r% — 3M7 + 2Q2)

Factorizando el denominador comtn se obtiene una expresiéon reducida:

r / Mr—Q?
1+ = 14| ——7—7"——=|. 4.11
Z+ \/r2_3?\[7a+2Q2 ( 7’2—2Mr+Q2> ( )

De (4.10) es posible identificar dos términos relevanres:

1+2e = (4.10)

r
Zg = — 1 corrimiento gravitacional (4.12)

V12— 3Mr + 2Q?

y
Mr3 — Q22
Zkint = L corrimiento cinematico 4.13
Rind \/(r2 —2Mr + Q?)(r? — 3Mr + 2Q?) ’ ( )
de manera que el corrimiento total es la suma de ambas contribuciones: z4+ = z4 £ zpin. La

contribucién z, no esta presente en los analisis newtonianos! [19].
En el limite en que @ — 0, se obtiene la expresion del corrimiento total para un agujero negro
de Schwarzschild.

1 Ademas, es posible notar que esta contribucién nunca es menor que cero, por lo tanto el corrimiento gravitatorio
siempre es al rojo.
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Corrimiento al rojo y al azul de los fotones emitidos por cuerpos masivos en 6rbita
alrededor de un agujero negro de Reissner-Nordstrom
4.1 Efecto de la carga sobre el corrimiento total

4.1. Efecto de la carga sobre el corrimiento total

Para un analisis correcto es necesario establecer las limitaciones de los parametros M y @, asi
como definir las regiones del espacio-tiempo accesibles a nuestras mediciones.

1. Las singularidades de la métrica se encuentran en r = 0 (singularidad fisica), como en el
2
caso de un agujero negro sin carga, y en 1 — ¥ + % = 0 (singularidad coordenada), cuya

solucién conduce a:
re =M+ /M2 — Q3. (4.14)

Existen analisis referentes a los distintos casos que establecen el orden entre los valores de la
masa y la carga, como M? < Q% M? = Q? o M? > Q? sin embargo, el caso fisico que se
toma en cuenta aqui es (M? > Q?) [8], lo que conduce a la existencia de dos singularidades
coordenadas en las superficies r =r_ y enr =r,.

2. Para las orbitas de nuestras particulas (masivas o no) vamos a considerar eventos ocurriendo
a partir del radio de la orbita circular estable méas interna del agujero negro (r > rrsco).

3. En el caso en que M es demasiado grande en comparacion de @, el agujero negro se asemeja
al de Shcwarzschild, por lo que los anélisis que aqui se presentan adoptan valores de M y
de ) que permitan visualizar el efecto de agregar carga eléctrica al calculo del corrimiento
total.

4. Al igual que en la seccién anterior, se tomara en cuenta que M, es la masa de un agujero
negro arbitratrio.

Valor de Q [M,] | Tiscol M)
0 6
0.2 5.84
0.4 5.76
0.6 5.44
0.8 4.91

Tabla 4.1: Valores del r;sco para agujeros negros con distintas cargas y de masa M = 1M,.

La tabla 4.1 muestra la relacién entre la carga del agujero negro y su radio de la 6rbita circular
estable mas interna, es posible ver que conforme ) aumenta, r;sco disminuye. Las figuras 4.1 y
4.2 se grafican a partir del valor mayor r;sco = 6M, y modelan el comportamiento del corrimiento
total al rojo (24 + zkin) y al azul (24 — 2kin) respectivamente bajo la presencia de diversos valores
para la carga (), manteniendo una masa constante M = 1M,.

La figura 4.1 muestra como el corrimiento al rojo decrece conforme més alejada esté la particula
de prueba. Ademas el efecto de la carga presenta una disminucién en dicho corrimiento.

La figura 4.2 indica lo contrario, el corrimiento crece con la distancia y con la carga, lo que
se interpreta como un corrimiento al azul. Esto permite inferir que el término dominante en el
corrimiento total es la contribucién cinemaética.

Las figuras 4.3 y 4.4 presentan una comparativa de ambas contribuciones aisladas, para los
valores de M = 1M, y @ = 0,4e, aunque en general el patron se debe cumplir para cualquiera de
los valores que se han elegido para la carga.

Ademas de la influencia en el corrimiento, la presencia de carga conduce a una reducciéon en el
radio de la orbita circular estable méas interna.
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Corrimiento al rojo y al azul de los fotones emitidos por cuerpos masivos en 6rbita
alrededor de un agujero negro de Reissner-Nordstrom
4.1 Efecto de la carga sobre el corrimiento total

1.1

1.0 A

0.9 4

0.8

0.7 1

Corrimiento al rojo

0.6

0.5 4

0.4

6 8 10 12 14
Distancia radial r en masas del agujero negro [Mg]

Figura 4.1: Corrimiento al rojo en funcion de la coordenada radial r en un agujero negro de masa
M =1M,.

—0.20

—0.22

—0.24 A

Corrimiento al azul

—0.26

—0.28 A

6 8 10 12 14
Distancia radial r en masas del agujero negro [Mg]

Figura 4.2: Corrimiento al azul en funcién de la coordenada radial r en un agujero negro de masa

M = 1M,.
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Corrimiento al rojo y al azul de los fotones emitidos por cuerpos masivos en 6rbita
alrededor de un agujero negro de Reissner-Nordstrom
4.1 Efecto de la carga sobre el corrimiento total

—— Corrimiento cinematico
1.0 4 Caorrimiento gravitacional
—— Corrimiento total
0.8 1
w
=]
E 0 6 .
o
E
=
o
“ 0.4
0.2 4
0.0 1

T T
20 40 60 80 100
Distancia radial r en masas del agujero negro [Mg]

Figura 4.3: Comparativa del corrimiento gravitatorio contra el valor absoluto del corrimiento cine-
maético para M = 1M, y Q = 0,4M,. Aqui se aprecia cOmo z;, es el término dominante.

o044 —

0.03
Wi
g —— Corrimiento cinematico
-“g’ Corrimiento gravitacional
T 0.02 1 —— Corrimiento total
S

0.01

T T T T
600 620 640 660 680
Distancia radial r en masas del agujero negro [Mg]

Figura 4.4: Comparativa del corrimiento gravitatorio contra el valor absoluto del corrimiento cine-
maético para M = 1M, yv Q@ = 0,4M, en una region bastante alejada del cuerpo central. La
contribucién gravitatoria es casi nula, por lo que el corrimiento total se asemeja al cinematico
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Capitulo 5

Conclusiones

Lo resultados de esta deduccién tedrica para el corrimiento de las lineas espectrales de los
fotones emitidos por particulas de prueba alrededor de un agujero cargado arrojan un interesante
analisis sobre el efecto de la carga @) sobre dicho corrimiento. En general, se ha tomado como
referencia el caso en que esta carga es nula, pues conduce a una comparativa entre la presencia
de carga y un caso mas simple como lo es el agujero negro de Schwarzchild. Se encontré que el
efecto de la carga presenta una reduccion en el corrimiento al rojo total de las frecuencias emitidas,
mientras que el corrimiento al azul total se incrementa debido a la presencia de dicha carga.

También se analizo el impacto de @ en el valor absoluto del parametro de deflexiéon b, y en el
radio de la orbita circular estable mas interna r;sco. En ambos casos se observé que la carga @
conduce una disminucién de estos valores.

Este trabajo puede ser complementado incluyendo el corrimiento causado por la recesion de
la galaxia como un todo, agregando una nueva contribuciéon debido al movimiento de la fuente
emisora respecto a la Tierra.

A pesar de que actualmente la carga en agujeros negros es descartada en el estudio de la mayoria
de agujeros negros astrofisicos [6], este trabajo contribuye al conocimiento de la fisica detras de
estos objetos extremadamente interesantes y desafiantes de la astrofisica moderna. Los calculos
desarrollados en este trabajo, si bien parten de suposiciones bastante idealizadas sobre los objetos
astrofisicos y su entorno, pueden ser tutiles para futuros estudios de agujeros negros en general
y para la interpretacion de observaciones astronémicas relacionadas, ademés de complementar
trabajos futuros que condideren modelos més generales, o trabajos ya publicados que utilizan el
mismo método.
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