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Resumen

El objetivo principal en esta tesis, es realizar un estudio teérico de las propieda-
des orientacionales de equilibrio de un sistema de rodillos monodispersos duros y
largos inmersos en un solvente a partir del cambio de su concentracion, pues se ha
estudiado que al aumentar la densidad, éstos experimentan una transicion de fase,
pasando de la isotropa a la nematica (I-N). Para su estudio, analizamos los puntos
criticos como cambios de curvatura y maximos, de las graficas del factor de estructu-
ra auto y de la autodifusion a tiempos cortos sin interacciones hidrodinamicas. Las
propiedades estructurales y difusivas se obtienen de los pardmetros de orden dos y
cuatro. Dos formalismos se utilizan para calcular estas propiedades, el enfoque de
Landau de Gennes y la ecuacion de Smoluchowski. Los resultados muestran que con
estas propiedades es posible caracterizar y localizar fases axialmente simétricas y
determinar a que densidad aparecen. Ademés, para reforzar nuestros resultados, se
obtiene la energia libre orientacional realizando una pequena desviacion del sistema
en equilibrio.
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Introduccion

El interés en el estudio de las particulas coloidales en forma de rodillos sin carga en
un solvente, es que existen en la naturaleza macromoléculas que tienen ésta forma
(tales como polimeros o virus); asi que, con su estudio podemos conocer su compor-
tamiento [1-3,5].

Una de las propiedades que presentan estas particulas es un cambio de fase axial
Isotropo-Nemaético (I-N), este se debe a cambios en la temperatura y en la concen-
tracion, que éstas estén en un flujo (de corte, rotacional o elongacional) o, si estan
cargadas eléctricamente presentan también un cambio de fase si se les aplica un cam-
po eléctrico o magnético . Es importante senalar que la primera prediccion tedrica
de la fase nematica axial en rodillos largos y duros se debe a Onsager [6].

El modelo que hemos considerado se basa en suponer que las barras, ademas de que
sean largas y delgadas, no estin cargadas y lo que hace que presenten un cambio
de fase es su concentracion. Nuestro objetivo es hallar la concentracion en la que
las particulas presenten un cambio en su direccion, es decir, vayan de una direccion
desordenada (fase isotropa) a una donde apunten a una direccion preferente (fase
nematica) [7,8].

Para llegar a nuestro objetivo, determinamos los parametros de orden, los cuales no
son mas que el promedio de polinomios de legendre. Para calcular dichos promedios
necesitamos de la funcion de densidad de probabilidad (pdf por sus siglas en inglés),
que es solucion de la ecuacion de Smoluchowski en equilibrio [5]. Las propiedades
orientacionales tales como el autofactor de estructura y la autodifusion, estan escri-
tas en términos de pardametros de orden. [4].

En el capitulo 1, estudiamos conceptos de mecéanica estadistica, el concepto de en-
samble y tipos de ellos. También definimos la funciéon de densidad de probabilidad,
asi como la reducida y la condicional.

En el capitulo 2, definimos el concepto de cristal liquido, el cual fue dado por Otto
Lehmann ademés de la clasificacion de las mesofases realizada por el francés Georges
Friedel.

Por otro lado en el capitulo 3, se obtiene la ecuacion de movimiento para la funcion
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CAPITULO 0. INTRODUCCION ‘oo

R

de densidad de probabilidad, llamada ecuacion de Smoluchowski, con la solucion de
la parte rotacional de dicha ecuaciéon encontramos la forma de los parametros de
orden, que definen a las propiedades orientacionales.

En el capitulo 4, damos a conocer nuestro modelo a estudiar, asi como los parametros
de orden neméatico, calculado de dos formas, una de ellas mediante la solucion de la
ecuacion de Smoluchowski y otra mediante una solucion termodinamica (enfoque de
Landau-de Gennes) propuesta por Doi and Edwards 3| y calculamos la energia libre
orientacional [4].

Finalmente, en el capitulo 5, se presentan las curvas de las propiedades orienta-
cionales, de la probabilidad y de los parametros de orden nematico dado por las dos
aproximaciones. En donde se analizan y se obtienen los resultados necesarios para
realizar las conclusiones pertinentes.
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Capitulo 1

Conceptos de Mecanica Estadistica

El objetivo de la mecénica estadistica es estudiar las propiedades termodinidmicas
de un sistema en términos de sus propiedades moleculares. Dada la estructura de
las moléculas individuales en un sistema y la forma del potencial intermolecular,
se pueden calcular las propiedades termodindmicas, como la entropia y la energia
libre. Un sistema contiene N-cuerpos y su degeneracion es del orden de 10", sin
embargo, para el estudio de un sistema con tales condiciones es necesario introducir
el concepto de ensamble. En la primera seccion de éste capitulo, describimos de forma
general a un ensamble, donde, ademés de su definicion, expresamos brevemente tres
tipos de ellos, de acuerdo a sus variables conservadas, canénico, microcan6nico y
gran canodnico. L a representacion de dicho ensamble es através de la funcion de
densidad de probabilidad, la cudl ser& definida en la seccion siguiente junto con dos
tipos de ella, la funcion de densidad de probabilidad condicional y reducida, funcion
fundamental para obtener promedios de variables microscopicas.

1.1. Ensamble

Para definir un ensamble imaginemos una coleccién de sistemas idénticos macros-
copicamente. Las variables termodinamicas para cada sistema son las mismas pero
microscopicamente cada sistema se encuentra en diferente estado, esto es, las coor-
denadas de posicion y de orientacion de las particulas en cada sistema en un cierto
instante de tiempo son diferentes. Una coleccién de sistemas macroscOpicamente se
refiere a un ensamble.

El espacio fase para particulas cilindricas se define como el espacio 6N dimensional
formado por las coordenadas de posicion ry, ....,ry y orientacion Uy, ...., uy de todas
las N particulas en cada sistema.

El valor instantaneo de posiciones y de orientaciones especifican el microestado de
un sistema, y es representado por un soélo punto en el espacio fase. La evolucion de
posiciones y de orientaciones en un sitema esta descrito por una curva en el espacio
fase. Ahora suponemos que tomamos una fotografia del ensamble entero y que el
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{,g; CAPITULO 1. CONCEPTOS DE MECANICA ESTADISTICA
1.2. FUNCIONES DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD

microestado de cada sistema en el ensamble es determinado por esa fotografia. De
esta forma un so6lo punto en el estado fase es asignado para cada uno de los sistemas,
resultando en una distribucion de puntos para el ensamble.

La densidad de puntos es proporcional a la probabilidad de encontrar un sélo sistema
en ese microestado en ese tiempo en particular.

De acuerdo a la relaciéon del sistema con su alrededor, alguno de los tipos de
ensambles puede aplicarse, por ejemplo:

Ensamble microcandénico: Describe un ensamble aislado completamente, man-
teniendo fijo el nimero de particulas N, el volumen V y la energia E del sistema.

Ensamble candénico: Describe a un sistema en equilibrio térmico con su alre-
dedor manteniendo fijo N y V. Puede tinicamente cambiar energia en forma de calor
con su alrededor.

Ensamble gran candénico: Se usa en sistemas abiertos que intercambian energia
y masa con el exterior.

1.2. Funciones de densidad de probabilidad

La funcion de densidad de probabilidad (en lo sucesivo sera abreviada como pdf)
P(X,t) de X = (ry,...,rn, U1, ..., uy) se define como P(X,t)dX la probabilidad de
que las pocisiones y las orientaciones estén en un intervalo (X, X + dX) al tiempo t.

Aqui (X, X + dX) denota una vecindad infinitesimal de X donde dX = dr™¥du". La
pdf estd normalizada tal que:

/dXP(X,t) —1 (1.1)

Consideremos una funcion f = f(X) de cordenadas de posicion y orientacion. Tales
funciones se refieren como funciones fase, y pueden ser funciones escalares o campos
vectoriales. Las funciones fase son las contrapartes microscopicas fluctuantes térmi-
camente de variables macroscopicas.

Frecuentemente, las funciones fase y las coordenadas del espacio fase, se refieren
como variables estocasticas. La variable macroscopica correspondiente a una funcién
fase se obtiene por promedios de ensamble y es dado por:

< o /dXP(X, NFX) (12)

Los brackets < ... > no son méas que una notacién corta para la integral. Este
promedio es el promedio de ensamble de f.
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CAPITULO 1. CONCEPTOS DE MECANICA ESTADISTICA &
1.2. FUNCIONES DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD 3. £

1.2.1. PDF condicional

Consideremos nuevamente la fotografia del ensamble discutido anteriormente,
que nos permite la determinacién del microestado de cada sistema en el ensamble.
Ahora consideremos tnicamente estos sistemas en el microestado X, en un cierto
tiempo ty tal que ty < t. Este subconjunto de sistemas en el ensamble forman un
propio ensamble y la pdf puede ser definida para este nuevo ensamble. La pdf para
X son las pdf con la constricciébn que en un tiempo menor ty el sistema estaba
en el microestado Xo. Esta pdf es llamad pdf condicional y son denotadas como
P(X,t|Xy, ). Entonces:

P(X, t|Xq, t)dX (1.3)
Es la probabilidad de que las posiciones y momentos estén en (X, X+ dX) al tiempo

t, dado que sus valores eran Xj al tiempo ¢y < t.

La coneccion entre la pdf condicional y la discutida al inicio de este tema (que se
refiere como no condicional) es:

p(Xa t: XO: tO)
P(Xo,10)

y similarmente para la pdf de las funciones fase.

P(X, t‘Xo, t) -

(1.4)

1.2.2. PDF reducida

El promedio de ensamble de una funcién fase de dos coordenadas de pocision rq
y Iy €52

< f > = fdrl...fdrNP(rl,...,rN,t)f(rl,rQ)

= [dry [dryPy(ry,rs,t) f(ry, 15)

donde Py(ry,ry,t) = [drs... [ dryP(ry,...,1,,t) yP se refiere como la pdf redu-
cida de orden 2.

Los propmedios de ensamble de las funciones fase de una coordenada de posicion son
promediadas con respecto a la pdf reducida de primer orden.

Pi(ry,t) = /drg,...,/drNP(rl,...,rN,t) (1.5)

Para pdf’s reducidas de mayor orden son similarmente definidas.
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Capitulo 2

Cristales Liquidos

2.1. ;Qué es un cristal liquido?

Hasta finales del siglo pasado se pensaba que la materia presentaba tres estados
o fases: solido, liquido o gas. Sin embargo, en 1888 el boténico y quimico austriaco
Friedrich Reinitzer not6 un comportamiento anémalo del colesterilbexoato cuando
éste pasaba del estado solido al liquido.

Muchos cientificos observaron los cristales liquidos sin entender que se trataba de
nuevos estados de la materia separados por fronteras nitidas (transiciones de fase)
cuando pasan del estado liquido al estado solido cristalino.

El famoso cristografo frances Georges Friedel a comienzos del siglo 20, fue el pri-
mero en sugerir que los cristales liquidos son etapas intermedias de la materia entre
liquidos y cristales.

Finalmente el cristalografo Otto Lehmann di6 el nombre de cristales liquidos
a estas fases, debido a que en su aspecto externo tienen muchas propiedades de los
liquidos, mientras que estructuralmente poseen parte de la ordenacion que caracteriza
a los cristales.

2.2. Componentes estructurales

Para obtener un cristal liquido es preciso construir un sitema cuyos componen-
tes tengan un alto grado de anisotropia. Hasta el momento, todos los experimentos
realizados sobre cristales liquidos estan basados en tres tipos de componentes funda-
mentales: pequenas moléculas organicas, largas cadenas y agregados moleculares en
forma de varilla y estructuras complejas formadas por asociados de moléculas e iones.

Del primer grupo, los ejemplos clésicos son el pazoxianisol (PAA) y la p-metoxibencideno
p-n-bulilanilina (MBBA). Otro tipo muy estudiado de moléculas que dan lugar a
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‘o CAPITULO 2. CRISTALES LIQUIDOS
2.3. CLASIFICACION DE LAS MESOFASES

cristales liquidos son los ésteres de colesterol. La forma mas simple de inducir las
transiciones de fase es variando la temperatura por tal motivo, éstos cristales liqui-
dos reciben el nombre termotropos.

Del segundo grupo de componentes fundamentales encontramos un gran ntimero
de polipéptidos sintéticos, los cuales adoptan la configuracion de varillas de longitud
~ 300 A y anchura ~ 20 A cuando son disueltos en detreminados disolventes. Si las
concentraciones de estas estructuras es suficientemente grande estos sistemas origi-
nan mesofases (de forma intermedia). Tambien a este grupo pertenecen las cadenas
de acido dexorribonucleico (ADN) y ciertos virus, de entre los cuales el ejemplo cla-
sico es el virus del mosaico del tabacco ( longitud ~ 300 A , anchura ~ 200 A). En
estos sistemas las variaciones de temperatura pueden producir alteraciones serias,
llegando incluso a destruirlos; por ello, en lugar de la temperatura, el parametro
que permite controlar las transiciones es la concentracion de varillas. Estos cristales
liquidos reciben el nombre genérico de lidtropos.

El altimo grupo de componentes fundamentales es el de las estructuras asociadas.
Tales estructuras se encuentran, por ejemplo, en el agua con jabon.

2.3. Clasificacion de las mesofases

La primera clasificacion de las mesofases la hizo Friedel, inspirdndose del lengua-
je griego. Segun él los cristales liquidos pueden agruparse en tres clases: nematicos,
colestéricos y esmécticos. Aunque en la actualidad se han encontrado nuevas meso-
fases en lo siguiente comentaremos las caracteristicas principales de las mesofases
conocidas.

2.3.1. Fase nematica

La palabra "nematico"viene del griego (vnua), que significa hilo. El término alu-
de a que una de las caracteristicas de los materiales nematicos es que al observarlos,
ciertos defectos forman estructuras en forma de hilo.

o
| ==

L@%

U

Figura 2.1: Fase nemética para particulas en forma alargada y en forma plana

Fitico Matemiticas



CAPITULO 2. CRISTALES LIQUIDOS {g;
2.3. CLASIFICACION DE LAS MESOFASES

En la fase nematica, los centros de masa de las moléculas carecen de cualquier
tipo de ordenacion. Las correlaciones entre las posiciones de las moléculas son simi-
lares a las de un liquido convencional y, de hecho, un neméatico fluye igual que un
liquido. Sin embargo, si hay una ordenaciéon macroscopica en las orientaciones de
las moléculas, que tienden a alinearse en torno a un eje comin arbitrario, descrito
por la direccion del vector unitario u conocido como director. Los nematicos poseen
simetria rotacional en torno a n, es decir, los estados del director n y —n son indis-
tinguibles .

La fase nemaética solo se presenta en materiales aquirales ( que no distinguen
entre derecha e izquierda), bien porque sus moléculas lo son o bien porque el sistema
es una mezcla racémica de moléculas dextrogrias o levogras. Estas moléculas puden
ser tanto de forma alargada como plana, en forma de disco. Sin embargo, hay una
distincion importante entre ambas; en el primer caso, el eje molecular tiende a estar
paralelo al director n, mientras que en el segundo es el eje perpendicular al plano
molecular el que tiende a alinearse con n, esto se refleja macroscopicamente en el
signo de birrefringencia (o equivalentemente al parametro de orden), positivo en el
primer caso y negativo en el segundo. Un esquema de la fase nemética aparece en la
fig. (2.1).

Figura 2.2: Fase colestérica.Presentan un ordenamiento posicional pero no orienta-
cional.

2.3.2. Fase colestérica

La fase colestérica es localmente igual a la nemética, esto es, los centros de masa de
las moléculas estan completamente desordenados, mientras que sus orientaciones se
concentran preferentemente en torno a un eje marcado por el director n. Sin embargo,
en esta fase N no es constante en el espacio, como ocurre en la fase nematica, si no
que adopta una configuracion helicoidal.(Vease Fig.(2.2)) Ejemplos de materiales
colestéricos son los ésteres del colesterol de los que esta fase recibe su nombre.
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I

Figura 2.3: Fase esméctica. Presentan un orden orientacional y posicional.

2.3.3. Fase esméctica

El término esméctico, viene del griego oueyua, que significa jabon, fue dado por
Friedel para denotar ciertas mesofases cuyas propiedaes estructurales recordaban las
de los jabones. Las bases esmécticas se caracterizan por poseer una estructura de ca-
pas con un esapciado bien definido. Asi pues las fases esmécticas son mas ordenadas
que las fases nemética y colestérica porque ademés del ordenamiento orientacional
de los constituyentes del sistema, presentan un grado intermedio de orden posicio-
nal.(Vease Fig. (2.3))

2.4. Interacciones

La descripcion de un sistema compuesto por N particulas con posiciones r; y orien-
taciones u; con (i = 1,2,,, N) puede ser representado en términos de las fuerzas
o energias de interaccion que ejercen en cada particula. La energia potencial de N
particulas interactuantes puede ser dividida en términos del cédlculo de interaccion
de un cierto nimeros de particulas:

U(I‘N, ﬁN) = Z ui(ri, ﬂz)—l—% Z Z UQ(TZ‘, T’j, ﬂi, @)—I—i Z Z Z U3(Ti, Tj, Tk, @-, ﬂj, ﬂk)—l—
i i ik

(2.1)
La primera contribucion corresponde al efecto de los campos externos aplicados en
el sistema, como la gravedad o campos eléctricos. El segundo término es el potencial
a pares incluye como la presencia de una particula induce a una segunda. El tercer
término, reporta las fuerzas inducidas debidas a la presencia de tres particulas, vy,
simplemente los términos subsecuentes pueden ser agregados incrementando el ni-
mero de particulas interactuantes. Ademas, las contribuciones de orden mayor son
pequenas, y se espera que el potencial a pares y el potencial efectivo den resultados
de los términos de orden mayor.

Uno de los potenciales mas usados es el potencial de van der Waals, donde dos par-
ticulas experimentan una interaccion repulsiva y atractiva. La fuerza de interacion
repulsiva a distacias cortas se deben a los efectos del volumen excluido, mientras que
la atraccion suave a distacias largas es una consecuencia de la correlacion entre la
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nube de electrones alrededor de los atomos.

Ademés de los potenciales de interaccion, hay interacciones especiales para sistemas
colodales. Dependiendo de como una particula coloidal se translada o rota, ésta in-
duce un flujo de fluido en el solvente que afecta en su movimiento a otras particulas
Brownianas. Estas interacciones, son mediante el solvente y son llamadas interac-
ciones hidrodindmicas o interacciones indirectas. Las interacciones potenciales son
comunmente llamadas interacciones directas.

Por definicion las particulas coloidales son grandes en comparacion con el tamano de
las moléculas del solvente, el analidis de interacciones hidrodinamicas es actualmente
un problema macroscopico. En éste trabajo de tesis se despreciaran éstas interaccio-
nes.
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Capitulo 3

Propiedades orientacionales

Se les llama propiedades orientacionales a aquellas funciones que describen el cam-
bio de la orientacion de las particulas coloidales. Para conocer la forma geométrica
de éstas propiedades, es necesario primero conocer la pdf, la cual, la encontraremos
solucionando la ecuacion de Smoluchowski en equilibrio. Ecuacion de movimiento que
se obtendrd en la primera seccion de éste capitulo, para qué, en las secciones posterio-
res, nos dediquemos a hacer una breve descripcion de la obtencion de las propiedades
orientacionales como el autofactor de estructura y la autodifusion. Mientras que en
la dltima seccion, la dedicamos al parametro de orden orientacional quien mide el
grado de orden orientacional de un sistema de particulas brownianas.

A
u

Figura 3.1: Barra en una posicion r y con orientacion u.

3.1. Ecuacion de Smoluchowski

La ecuacién de Smoluchowski es una ecuacion de movimiento para la pdf de las coor-
denadas y orientaciones de un ensamble de muchas particulas coloidales(se refiere a
particulas colodales o brownianas a objetos cuyo tamano se encuentra en un rango de
unos pocos nanémetros y cerca de unos micrémetros, que presentan un movimiento
browniano y cuya forma geométrica puede ser variada: esfera, plato o barra). Esta
puede ser considerada como una generalizacion de la ecuacion de difusion de Fick,
y, algunas veces es llamada como Ecuacion de Difusion Generalizada. La funcion de
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CAPITULO 3. PROPIEDADES ORIENTACIONALES ;%
3.1. ECUACION DE SMOLUCHOWSKI ", 8

densidad de probabilidad P(r", ﬁN), es la probabilidad de encontrar a un tiempo t,
el centro de masa de la j-ésima particula en r; con orientacion u;.

Consideramos una barra rigida, simétricamente cilindrica dentro de un solvente. La
coordenada de posicion de la barra sera denotada por r, mientras que su orientacion
es caracterizada por el vector unitario u, el cual es dirigido a lo largo del eje largo
de la barra. Véase Fig.(3.1)

21 414 (= N|”
‘/’o\l
21 VN 2] S
W e |n] 0]
2l VN | =] &>
e\ \| e |7 |2|=T
Zls|l= |72
(IEAPALNNIES

Figura 3.2: Ensamble de N cajas que contienen a una barra. Dicha barra presenta
diferentes direcciones las cuales son representadas por los puntos en la esfera.

El microestado de la barra se establece por un punto en R* (posicion del vector r)
y un punto en la superficie esférica unitaria (la punta del vector u). Los puntos en
R? y en la superficie esférica unitaria presentan un movimiento cadtico debido al
movimiento Browniano translacional y rotacional de la barra.

Figura 3.3: W y A son subespacios arbitraios en R® y en la superficie esférica unitaria,
respectivamente.

Consideremos ahora un ensamble de N cajas, donde cada caja estd llena de solvente
y contienen una barra Browniana. El microestado de este ensamble esta fijado por
N puntos en R? (para las posiciones) y N puntos en la superficie esférica unitaria
(para las orientaciones). Vease Fig. (3.2)
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R 3.1. ECUACION DE SMOLUCHOWSKI

Sea, W un volumen arbitrario en R® y A un 4rea superficial arbitraria en la superfi-
cie esférica unitaria. Vease Fig.(3.3). La densidad de puntos en una cierta posicion y
orientacion es proporcional a la probabilidad de encontrar una barra en ese microes-
tado. Para encontrar una ecuaciéon de movimiento para esa probabilidad, requerimos
de la razén de cambio en el tiempo del nimero de puntos dentro de W y A.

El namero de puntos dependiente del tiempo N(t) esta relacionado a la funcion de
densidad de probabilidad P(r,u,t) para la posicion r y la orientacion u:

N(t) = /W dr /A i P(r,d,1) (3.1)

donde du es un elemento de superficie infinitesimal en la esfera unitaria.

(b) J 4

(a) ow

Figura 3.4: a) Parte de la frontera OW b) Parte de la frontera 0A

La razon de cambio del flujo de puntos a través de la frontera OW'y 0A de W y A,
respectivamente.Vease Fig. (3.4). Esta dada por:

dN(t) 0 ~
7—/wdr/Adu ap(r, u,t) (3.2)

e Consideremos el flujo a través de OW.

Sea v, la velocidad translacional del centro de masa de la barra. La tinica componente
de v, que contribuye al flujo interior o exterior a través de OW, es la componente
perpendicular a WW; cuando v es localmente paralela a dWW no hay una contribucion
local de flujo.

La contribucion de v perpendicular a dW es igual a la densidad de puntos local
P(r,u,t) multiplicando por la componente perpendicular n - v de v.

K1 .
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CAPITULO 3. PROPIEDADES ORIENTACIONALES {.g;
3.1. ECUACION DE SMOLUCHOWSKI YIS

Por lo tanto,

dNCV;(” _ /8 s /A i [vP(r,d,1) (3.3)

El signo menos se debe al hecho de que la direccion de n esta apuntando hacia afuera
de W: cuando v ~ n, n-v > 0, el nimero de puntos en W decrece en el tiempo.

Aplicando el teorema de Gauss ¢, dS - F(x) = [, dx V,F(x) donde el punto
denota un producto interior.

dNwy (t)
dt

— —fydr V,[,di [vP(r,0.1)

= —deI'fAdﬁ V, [Vp(r:ﬁat>]

Hemos encontrado la razon de cambio a través de la frontera O W, en lo siguiente,
realizamos el calculo a través de la frontera de 0A.

e Consideramos la contribucién a través de la frontera 0A de A.

La frontera esta encerrada en una curva, en la superficie esférica unitaria. Dado que
u es siempre perpendicular a la superficie , el vector perpendicular localmente a A
es igual a dl x u, donde dl es un vector infnitesimalmente pequeno tangencial a la
curva 0A.

La componente de la velocidad Ciz_? perpendicular a 0A, es igual a (dl x u) - Cfl—f que
determina el flujo interior y exterior:

Consideremos la siguiente propiedad entre el producto punto y el producto cruz:

du du
Ixu)-— =dl-|(ux — 4
(dl x u) o d (u X dt) (3.4)

Ademas, aplicando el teorema de Stokes obtenemos la razén de cambio a través
de la frontera 0A dentro del area A. Ver apéndice.

N _
ANy :_/ dr/dﬁ R [OP(r, 1) (3.5)
i ey

Lo anteior, es la razon de cambio a través de la frontera 0A.

De acuerdo a los resultados obtenidos, sumamos la razon de cambio al exterior
de Wy A:

AN() _ dNw(t) | dNa(t)

dt dt dt (3.6)
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3.1. ECUACION DE SMOLUCHOWSKI

an( fw dr fA duv, [vP(r,u,t)] — fw dr fA duR - [QP(r,u,t)]
= — iy dr [ 4@ [V (vP(r, @, 0) + R [QP(r, 1))

Comparando con la ec.(3.2) encontramos la forma del cambio en el tiempo de la
funcion de densidad de probabilidad para una barra:

0
ot
Para un sistema que contienen N barras:

~ P(r,0,t) = -V, [vP(r,0,t)] + R - [QP(r, T, 1)] (3.7)

%P (r, @) Z{v [Q P}} (3.8)

Como tltimo paso, las velocidades translacionales y rotacionales se expresan en tér-
minos de las funciones de coordenadas del espacio fase, despreciando las interacciones
hidrodinamicas entre barras.

La relacion importante para expresar las velocidades en términos de las funciones
fase, es la ecuacion de equilibrio de fuerzas.

En la escala de tiempo browniano (escala de tiempo en la que se desprecian fuerzas
inerciales), las coordenadas de los momentos translacionales y angulares de la parti-
cula browniana estan relajadas en el equilibrio térmico, junto con las moléculas del
solvente. De modo que la fuerza y la torca total de cada particula browniana es cero.

Pr=0=F+F +F” (3.9)

N — Th I Br
Tr=0=T;+1T; + 1 (3.10)
Las fuerzas y torcas que acttian sobre cada barra son tres:
» F” Fuerza hidrodinamica
= T" Torca hidrodinamica

F?" Fuerza browniana

= T5" Torca browniana

F! Fuerza de interaccion directa

T Torca de interaccion directa

KA1 14
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CAPITULO 3. PROPIEDADES ORIENTACIONALES {.g;
3.1. ECUACION DE SMOLUCHOWSKI YIS

La fuerza directa (F') es menos el gradiente de la energia potencial total ¢ del
ensamble de particulas brownianas:

Fl = Vo <rN, ﬁN) (3.11)
Mientras que la torca directa (T') es menos el rotacional de la energia potencial
total del ensamble de particulas brownianas:
T/ = —Ro (3.12)
Despreciando las interacciones hidrodinamicas, la torca y la fuerza hidrodinamica
son iguales a la fuerza de friccion de la barra con el solvente:
Fl! = —(yjat + v, [I - ud]) - v, (3.13)

donde uu denota el producto punto diddico de la orientacion y v, la velocidad
del centro de masa. Ademas, v y 7. son los coeficientes de friccion para el movi-
miento paralelo y perpendicular, respectivamente. Se encuentran relacionados como

71 = 2y donde v = b5y

La torca debida a la fricciéon con el solvente es igual a:

T! = —.Q; (3.14)

donde 7, es el coeficiente de friccion rotacional v, = 1—12L2 donde L es la longitud
de la barra.
Sustituyendo en la eq. (3.9) la eq.(3.11) y la eq. (3.13) obtenemos:

0=—(yut +~. [I—ad]) ve — VprV @, a") + FZ (3.15)
r
y sustituyendo en la eq. (3.10) la eq. (3.12) y la eq.(3.14):

0=—7%; - Rjp+ T (3.16)

Despejamos las velocidades de las ecuaciones (3.15) y (3.16):
v = (=Ve +F )yt (3.17)
Q= (T} - Rjp)y,! (3.18)

donde v; es la velocidad translacional y €2 la velocidad rotacional.

En ausencia de flujo, para un tiempo infinito, cuando la suspencion alcanza el equili-
brio %—It) = 0, la funcion de densidad de probabilidad es proporcional a la exponencial
de Boltzmann:

P~ exp{—Py} (3.19)
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3.1. ECUACION DE SMOLUCHOWSKI

Si tomamos la eq.(3.8) en equilibrio, sustituimos la velocidad translacional eq.(3.17)
y rotacional eq. (3.18):

parte rotacional

parte traAnslacwnal e

0=, (7Y, (V50— "] Py 'Ry - [T - Rye| P} (3.20)

Para que la ecuacién anterior sea cero, tanto su parte translacional como su parte
rotacional deberan ser cero. A continuacion, analizamos las dos partes individualmen-
te.

e Parte translacional:

vV [Vi¢ —F[P=0 = V;6p=F (3.21)

Se propone que la fuerza browniana tenga la siguiente forma Ff’” = —kgT'V,inP,
tomando en cuenta que P es proporcional a la exponencial de Boltzmann:

FU" = —kgTV,InP

= —kgTV;(=f¢) = V;¢
Con ésta propuesta, tenemos ya la fuerza browniana, que sustituimos en la velocidad
translacional eq.(3.17)

v; = (Vjp + kT V;inP)~y;" (3.22)

Considrenado que v, = Wi“ﬁﬁjL % [T— ﬁﬁ} podemos escribir la velocidad trans-

lacional en término del producto diadico del vector director u del eje de la barra.

3_ PN PN
v, =D (uu n 1) (BV¢ + V,InP) (3.23)

donde 7 es el tensor unitario yD = %Dl, D, es el coeficiente de difusion perpendi-
cular relacionado al coeficiente de difusion paralela como D | = %D” D)= %(OLL/D)
aqui, L es la longitud y D el didmetro de la barra kg la constante de bolzmann, T la

temperatura y 7, es la viscosidad del solvente. Ver apéndice.
e Parte rotacional:

Se propone que la torca browniana sea de la siguiente forma TfT = —kgT f{jlnP,
sustituimos en la velocidad rotacional eq.(3.18).Ver apéndice ().
0; = ~D, (RylnP + R;0) (3.24)

3k
o L3

donde D, es el coeficiente de difusion rotacional D, =
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CAPITULO 3. PROPIEDADES ORIENTACIONALES ‘oo
3.2. AUTOFACTOR DE ESTRUCTURA

Finalmente, sustituimos en la eq. (3.7) las ecuaciones (3.23) y (3.24):

a N 3— o~ o~ [ -~ -~ ~
PO ") = =Y (-1DV; ((ujuj + DBV, + lenp)p) “D.R; (R,InP+SR
j=1
(3.25)
Si tenemos presente lo siguiente:
(R; InP)P =R,;P y V; InP)P =V,P
Sustituimos en la eq. (3.25) y obtenemos lo siguiente:
N
a 3— oy AN AN
8tp( = Z{Z‘va(ujuj +I)(BPVp+V,;P)+ D,R; - (R;P+ BPR;p)}
j=1
(3.26)

Esta es la Ecuacion de Smoluchowski para barras muy largas, delgadas y rigidas,
donde las interacciones hidrodinamicas son despreciadas. La ecuacion se compone de
dos partes, la trnslacional y rotacional. De ésta ecuacion sb6lo nos interesara la parte
rotacional de una sola particula con la que trabajaremos mas adelante.

3.2. Autofactor de estructura

Estudiamos las transiciones de fase isétropa y nemética de particulas coloidales en
forma de barra a través de los parametros de orden, seguimos la propuesta de la
referencia [7], que se basa en el analisis del autofactor de estructura orientacional
estatico, que estd escrito en términos de los parametros de orden.

Para encontrar la forma del autofactor de estructura comenzamos con la definicion
del tensor orientacional, que est& construido por el vector unitario en la direccion del
eje de simetria de la [th molécula al tiempo t. El tensor orientacion dependiente del
tiempo esta dado por:

1 1
t) = — —[Bu(t)u(t) — I 3.27
Q) = 5 2 5 Bu(Ou(O -1 (3.27)
donde I es el tensor unitario y uu representa el producto diadico.

El factor de estructura F*%/(t) se puede medir a través de experimentos de disper-
sion de luz polarizada usando geometria VH (vertical horizontal) en este arreglo
experimental, la radiacion incidente se polarlzada en la direccion k y la dispersada
en la direccion j, esto significa que, fi, = k v fip = j. (Véase la Fig.(3.2))

La autocorrelacion del tensor orientacion esta escrito como:
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3.3. AUTODIFUSION ORIENTACIONAL

A S B

2

o0 e
TV 2

Figura 3.5: Arreglo experimental para el experimento de dispersion donde P, y Py
son los polarizadores , S el dispersor y D el detector.

Pl t) =3 < (@,(8) - Q'(t) - Bo) (B, - Q" (t = 0) - Bp) > e~ con k = 27” (3.28)

i3

Tomamos la parte auto i=j y estatica (t=0)

Pt =0) =Y < (8,-Q(0) Q) - (A, - Q(t =0) - fy) > (3.29)
J
donde ny y n, son los vectores unitarios en la direccion de la polarizacion y la luz
incidente y detectada, respectivamente. El asterisco denota el conjugado complejo
del tensor orientacion.

Resolviendo la ecuacion llegamos a lo siguiente:

Fself(t:()):1+2<p2>—g < ps > (3.30)
El autofactor de estructura estatico se escribe en término de los parametros de se-
gundo y cuarto orden. De la representacion geométrica de dicha ecuacién podemos
encontrar los dos puntos criticos, el primero corresponde a su valor maximo y el
segundo al punto donde hay un cambio de curvatura. Estos puntos nos permiten
encontrar las transiciones de fase.

3.3. Autodifusion orientacional

Para calcular el coeficiente de difusion a tiempos cortos se usa la metodologia pro-
puesta en la referencia [7]. Se calcula F*//(t) asumiendo que la ecuacion general de
Smoluchowski describe la dindmica de los coloides. Entonces, el desarrollo temporal
de la densidad de orientacion esta dada por:

Q(t) = 6" EIQ(t = 0) (3.31)
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3.4. EL PARAMETRO DE ORDEN ORIENTACIONAL 2. £

donde O,(r™, ") es el operador adjunto de Smoluchowski. Considerando la parte
que corresponde a la parte rotacional en ausencia de interacciones hidrodinamicas,
el operador adjunto es:

O, a") =Y [Rj — B(R;)D(x", ﬁN)] .D° R, (3.32)
Aqui ﬁj es el operador gradiente angular, 1/3 es la energia térmica, ®(r™, 0") es la
energia potencial total del problema de N cuerpos debida a las interacciones direc-

tas y DY . es el coeficiente de difusion auto-orientacional a tiempos cortos para una
molécula libre.

Haciendo una expansion en serie de Taylor de la densidad de orientacion dependien-
te del tiempo eq. (3.28) y usando la ec. (3.27), la correlacion auto-dinamica de la
densidad orientacion es:

F*l(t) = P (0) + D (V)t + O() (3.33)

donde F*/(t = 0) es el autofactor de estructura orientacional estatico y DY (V')

es el coeficiente de auto-difucion orientacional, despreciando interacciones hidrodi-
namicas a tiempos cortos considerando el término lineal:

D (V) 58
6Té =1+ 1< pa() > +o < pa(u) > (3.34)

rot
Aqui Y representa la propiedad con la cual se realiza el ordenamiento y p;(u) es
el polinomio de Legendre y su promedio es el pardmetro de orden correspondiente,
definido por:

< (@) >= / diip (@) P () (3.35)

Aqui Py(1) es la densidad de probabilidad en equilibrio de un cuerpo que se obtiene
de la solucion a la ecuaciéon de probabilidad.

3.4. El parametro de orden orientacional

A concentraciones altas, donde las interacciones entre barras son importantes, puede
ocurrir una transicién de fase de una distribucién isétropa de orientaciones a un es-
tado nemético ordenado. Para cada estado ordenado el grado de orden orientacional
varia, dependiendo de la concentracion de barras y de la razén de flujo. Presentamos
el llamado parametro de orden orientacional, quien mide el grado de orden orienta-
cional.

La medida mas simple para el grado de orientacion puede ser pensado como <
cosf >=< u-n > donde 6 es el angulo formado entre el vector director del eje largo
de la barra y la direcciéon preferencial en la que se ordenan, el punto entre los vectores
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3.4. EL PARAMETRO DE ORDEN ORIENTACIONAL

representa el producto interno, sin embargo, debido a la simetria, la orientacion +u
es igualmente probable que ocurra como la orientacién —u, asi qué < u >= 0.

La siguiente manera mas simple es < cos? >=< uu >: nn donde los dos puntos
representa la doble contraccion de los tensores, por lo tanto, la forma mas simple que
represente el estado orientacional es el llamado tensor pardmetro de orden orienta-
cional.

S —< fifi >— /dﬁ 6 P(4,1) (3.36)

donde la integracion se realiza bajo la superficie de la esfera unitaria, P(u) es la
funcién de densidad de probabilidad para la orientaciéon de una barra, que, puede
obtenerse de la ecuacion de Smoluchowski.

Para conocer la informacion que se obtiene de S, realizamos lo siguiente:

Sea € un vector unitario, y sea 6 el angulo entre la direccion preferente y la orientacion
n de una barra. Definimos la funcion f:

f=<cos’d >=5:€-e= S,8men (3.37)

Dado que la direccién mas probable de U es a lo largo del director, es evidente que el
vector unitario € que maximice a f es el mismo director. Maximizamos a f de acuerdo
al principio de Lagrange, bajo la constriccion de que € sea un vector unitario €-€ = 1.
Ver apéndice.

ff=f—Xe-e=(Smun— Aomn)€men (3.38)
Maximizamos a f* respecto a € % = 0 y obtenemos que:
S-e= e (3.39)

Haciendo el producto interno del lado izquierdo, obtenemos que:

A=S:ee (3.40)

El mayor eigenvalor de S es % en el estado isétropo (S = %I) y es igual a 1 para un

estado perfectamente alineado (S = nn).

El mayor eigenvalor de S representa el grado de alineamiento, y se refiere como el
parametro de orden orientacional escalar.

Comunmente relacionamos al pardmetro de orden orientacional escalar con el pro-
medio del polinomio de legendre.

1 1
Py, =< Py(cost) >= 5[3 < cos’0) > —1] = 5[3)\ —1] (3.41)

20
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La razon para utilizar éste parametro de orden es que es igual a 0 para un estado
isotropo e igual a 1 para un estado perfectamente alineado.
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Capitulo 4

Modelo y parametros de orden

Consideremos particulas coloidales no cargadas en forma de cilindros muy delgados y
largos dentro de un solvente con longitud L y didmetro D y una fraccion de volumen
® (es la razon entre el volumen de una particula y el volumen total del contenedor).
El aspecto importante de considerar cilindros sin carga es que en cierta concentracion
se alinean en cierta direccion (vea la Fig.(4.1))

Para determinar la concentracién en la que se presenta el cambio de fase, debemos
encontrar el factor de estructura, la autodifusiéon , el parametro de orden nemati-
co y la energia libre rotacional, los dos primeros estan escritos en términos de los
parametros de orden de acuerdo al Cap. 3. Asi que, en la primera seccidén de éste
capitulo calculamos los parametros de orden, a partir de la soluciéon a la ecuacion de
Smoluchowski en equilibrio.

(@) (b)

Figura 4.1: Cuatro régimes de concentracion de rodillos: a)solucion diluida, b)solucion
semidiluida, c)solucion concentrada isotropica y d)solucion concentrada nemaética.

4.1. Parametros de orden

De la parte rotacional de la ecuacion de Smoluchowski eq. (3.26):

~—— = D,R’P(@)) + D,RP(@i) - 7 (4.1)

s, 22
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4.2. PARAMETRO DE ORDEN NEMATICO X

donde 7 es la torca, dada por:

7= —RV (@) (4.2)

El potencial de Maier-Saupe, es el modelo apropiado para la interaccion de barras
en equilibrio. Ver apéndice.

Veff(a) - gﬁ1%¢ [1 - gS : @ﬂ] (4.3)

donde L¢/D es la fraccion de volumen y S es el tensor parametro de orden, donde
S:uu = 5(A— 1)+ 3(3X — 1)cos®d .Ver apéndice.
Para un coloide homogéneo:

31=2 0
S = 0 (1—=X)
0 0

(4.4)

[N

> O O

donde A es el mayor eigenvalor de S conocido como pardmetro de orden nemético.

Encontrando la funciéon de densidad de probabilidad en equilibrio igualando la ecua-
cion anterior a cero, la solucion es:

P(u) = cte e~ PV @) (4.5)
Colocando el valor de la constante de normalizacion, la solucion esta dada por:

L(1-3))¢
e

4732 Br f [éﬁ\/img“)ﬂ

PI(6) = exp{%qﬁ%(S)\ ~ 1)c0s20} (4.6)

Aqui Erf{...} es la funcién error imaginaria. Con esta expresion somos capaces de
calcular los parametros de orden, y consecuentemente, podemos analizar el alinea-
miento de las barras y la transicion Isétropa-Nemética.

De la definicion de pardametro de orden ec.(3.32) calculamos el parametro de segundo
y cuarto orden.

4.2. Parametro de orden nematico )\

Ahora, se obtendra de dos formas el parametro de orden nemaético A, una desde el
punto de vista termodinamico (T) y la otra de una aproximacion cinética (K). Para
el primero, la minimizacion de la energia libre es considerada mientras que para el
segundo la solucion de la ecuacion de Smoluchowski.
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4.2. PARAMETRO DE ORDEN NEMATICO A

4.2.1. Aproximaciéon termodindmica

Se usa la aproximacion termodindamica de Doi y Edwards [3]. Esta se basa en la
descripcion de Gennes, quien asume que la dindmica nematica, es descrita esen-
cialmente por la teoria de Landau de transiciones de fase y propone una ecuacion
fenomenoldgica no lineal para el tensor parametro de orden S,ga:

0Sap I 0A
ot T 0S.p
Aqui L es un coeficiente cinético fenomenologico y A es la energia libre. Cerca del

punto de transicion, S,z es pequena asi qué A puede expandirse en serie con respecto
a Sag.

(4.7)

Durante una serie de pasos para derivar una ecuacion cerrada para S,s, encuen-
tran que la ec. (4.7) se puede escribir de la forma siguiente:

0
ESQB — Faﬁ(S) (48)

donde

U O
Fuy— —6D, {(1 - g) Sy~ U (swsﬁu - 7553) + USQBSZV] (4.9)

Las ecuaciones (4.8) y (4.9) dan una forma especial a la ecuacion (4.7) de la
teoria de Landau-de Gennes. Aunque la validez de la teoria de Landau de Gennes
es usualmente limitada tnicamente para el estado débilmente ordenado, la ec. (4.8)
puede ser usada para un estado altamente ordenado.

Aunado a esto, sustituyendo la ec. (4.9) dentro de la ec. (4.8) obtenemos:

a8 — U U 2
— = 6D, |(1-=)S—-=5*+=US3 4.1
S [(1-0)s- Usts 2us 10
? 03 )
donde:
A(S,U) = (1 - %) S — %52 + %US?’ (4.12)

Dado que D, > 0, la ecuacién (4.12) indica que el cambio en S ocurre en la direc-
cion donde decrece A(S,U). En particular, el valor de equilibrio de S se determina
del minimo de A(S,U). Entonces A(S, U) juega el rol de la energia libre. Por lo tanto,
considerando el valor minimo de la energia libre, se deduce el valor en equilibrio para
A, haciendo S., = A [3]:

K1 .
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CAPITULO 4. MODELO Y PARAMETROS DE ORDEN {.g;
4.3. ENERGIA LIBRE ORIENTACIONAL i

1 3 32 D\?
— 42 (1-2=2= 4.1
A 4+4( ) (4.13)

Donde D es el diametro, L la longitud del cilindro, respectivamente, y ¢ es la
fraccion de volumen. Ver apéndice.

4.2.2. Aproximacién cinética

La segunda aproximacion para A se deriva de la parte rotacional de la ecuacion de
Smoluchowski eq. (4.1), sustituyendo el potencial de Maier-Saupe y operando con
§du uu(...), esto corresponde a la ecuacion en equilibrio de Doi-Edwards para S.
En esta expresion, aparece el tensor polididdico < wuuu >. Finalmente, expresando
este cuarto tensor en términos de S, la ecuacién para S se encuentra:
1 3L

0=S 3I E Dd)
Usando la representacion del tensor nemético eq. (4.4) encontramos la ecuacion para
A

[S-S—SS: 9] (4.14)

1 3L 1
=A— - — =N = [=(1 =N+ N\ 4.1
0=3- 3= 2pe0e - a0 x|y (4.15
cuya solucion es:
1 —40+9%¢
/\:6 3—1——D (4.16)

59

4.3. Enmergia libre orientacional

Para un sistema homogéneo, en la ausencia de flujo, el tensor pardmetro de orden
orientacional S tiene como definicion la eq. (3.36) con A el mayor eigenvalor de S,
que toma el valor de 1/3 para un estado isotropo y 1, para un estado perfectamente
alineado.

Considerando na ecuacion (4.1) operamos ambos lados con ¢ du uu considerando el
potencial efectivo de Maier-Saupe, obtenemos la siguiente ecuacion de movimiento:

ds 1 3L
= 0D{S— 2T -—6(S-S—(S:8)S)} (4.17)

donde la concentracion se expresa en términos de la fraccion de volumen reducido
¢ = (7/4)D*Lp donde D es el diametro y L la longitud de la barra, mientras que p
es la densidad de las barras cilindricas y el tensor polidiadico esta expresado como:

S* =< wuuu > (4.18)

2 KM
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{,g; CAPITULO 4. MODELO Y PARAMETROS DE ORDEN
4.3. ENERGIA LIBRE ORIENTACIONAL

Sustituyendo el tensor parametro de orden en la ecuacion anterior llegamos a la
ecuacion de movimiento para A:

dA 1 3 3 9
— = —AD{—=+ (= + K)A = 3K\ + “ K\ 4.19
dt { 2 i (2 i 4 ) * 4 } ( )
donde K es la constante de proporcionalidad de la concentracion de barras:
3m 3L
K=""D[?)=2_ 4.2
s DL =z ¢ (4.20)

Los cambios temporales son controlados por las diferencias en la energia libre F,
siempre que el sistema no esté demasiado lejos del equilibrio (estado estacionario).

X dF(X)
— R —— 4.21
dt X (4:21)
Entonces de las ec. (4.20) la expresion para la energia libres es:
1 3 3 9
FA) = —=A+ (5 +-K)X =KX+ — K\ 4.22
(\) 2/\+(4+8 A >\+16 A (4.22)

La energfa libre se puede graficar como una funcién de A para varios valores de la
concentracion de K, la grafica se mostrard en la seccion de resultados.

K1 »
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Capitulo 5

Resultados
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Figura 5.1: Parametro de orden nemético en funcion de la fracciéon de volumen re-
ducido por dos aproximaciones Termodinamica (T) y cinética (K).

Comparamos las graficas de las dos aproximaciones que realizamos para el paradmetro
de orden nemético A. En la figura (5.1) se puede observar las dos curvas que van
creciento cada vez que la fraccién de volumen aumenta. Ademas, también podemos
observar la condicion que, para concentraciones muy altas A tiende a 1.

De acuerdo a la ec. (3.27), cuyos parametros de orden 2 y 4 se encuentran con la
definicion de la ec. (3.32), se obtiene la curva del factor de estructura, vea la figura
(5.2), notamos que tiene dos puntos criticos. El maximo corresponde al punto donde
ocurre la transicion de fase isotropa-nematica. Este punto se obtiene igualando a cero
la primera derivada de la ecuacion del factor de estructura. Mientras que el segundo
punto critico nos dice que después de esa concentracion el sistema alcanza un estado
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‘o CAPITULO 5. RESULTADOS
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Figura 5.2: Autofactor de estructura orientacional como funciéon de la fraccion de
volumen reducida, por dos aproximaciones (T) termodindmica y (K) cinética.

estable de la fase nematica, y se obtiene igualando a cero la segunda derivada.

En la figura (5.3) mostramos la curva de la difusion orientacional, se observa que la
difusion aumenta cuando la concentracién también lo hace, esto nos indica que las
barras se estan orientando hacia una direcciéon preferente.

La diferencia en los puntos iniciales de las graficas, tanto del parametro de orden ne-
méatico como la de autodifusion, son consecuencia de las aproximaciones realizadas.

En la fig.(5.4) presentamos la gréfica de la probabilidad en equilibrio respecto al
angulo 6 para distintos valores de la fraccion de volumen reducido. En ésta curva
se observa que es més probable que las particulas forman un édngulo 0 y 7 entre el
vector director del eje de la barra y la direccion preferencial.

En la curva de la figura (5.5) graficamos la segunda derivada de la probabilidad en
equilibrio respecto al angulo 6 para distintos valores de la fraccion de volumen redu-
cida. A medida que la concentracion aumenta, la grafica de la segunda derivada de
la probabilidad comienza a curvarse entre valores de 7 y %W.

Finalmente, en la grafica (5.6), se presenta la energia libre con respecto a A para
distintos valores de K. El cambio de fase is6tropo-nematica esta localizado en K = %,
que corresponde a %cp = 4.44. Para tales valores, la curva de la energia libre presenta
un primer méximo y minimo, correspondiente al cambio de fase. Por otro lado,
al aumentar la concentracion,esta desaparece, hay un minimo en la energia libre

correspondiente a la fase nematica.
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CAPITULO 5. RESULTADOS e

Lo/D

Figura 5.3: Coeficiente de difusion orientacional a tiempos cortos, como funcion de
la fraccion de volumen reducido para las dos aproximaciones termodinamico (T) y
cinética (K).
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Figura 5.4: Funcion de densidad de probabilidad en funcion del &ngulo 6 en radianes.
Donde 6 es el &ngulo entre el vector director de la barra y la direccion preferencial.
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Figura 5.5: Energia libre orientacional como funcion de A (el mayor eigenvalor de S)

para varias concentraciones.
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Conclusiones

Aqui presentamos las conclusiones obtenidas relativas al estudio presentado en este
trabajo de tesis. Analizando la grafica de factor de estructura auto, encontramos que
el maximo se presenta en la fraccion de volumen reducida de 4.488 en el enfoque
cinético, y de 4.284 en el termodinamico. En tales maximos se presenta el cambio
de fase isotropo-nematico. En el trabajo de Onsager, la transiciéon ocurre en una
fraccion de volumen reducida de 4.19 [6].

Otro de los resultados que obtuvimos se muestra en la grafica de energia libre, en
esta, el cambio de la fase isoétropa a la nematica esta localizada en la concentracion
donde se observa el primer maximo y minimo de la energia libre. Que le corresponde
una concentracion de K = %.Esto corresponde a una fraccion de volumen reducido
de %cp = 4.44 en ésta fraccion de volumen reducido ocurre la transiciéon. Dicho valor
se aproxima al resultado obtenido en los dos enfoques (termodinamico y cinético) y
al de Onsager.
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Apéndice

Cap.3 Seccion 3.1

Considerando la propiedad que relaciona al producto punto y cruz:

du du
Ixu)-— =dl-({ux — 1
(dl x u) o d (u X dt) (5.1)

Entonces la razon de cambio del flujo de punto a través de la frontera 0A de A:

% = — [pdr [, dl- uxE)P(r,ﬁ,t)
Aplicando el teorema de Stokes: ¢, A-dr= [(V x A-ndS = ¢, A dS
= — [, dr [, dut- [Vgx (@ x DL)P(r,u,t)]

con u-Vgx(..)=(UuxVag)-(.)

= — [y dr [,di(l x Va)- (@ x LP(r,4,1))

fa _/ dr [ di R-[QP(r,q,t)] (5.2)

2. Demostrar que v; = —3D (ud + I) (8V ;¢ + V;inP)

F<FM 32
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CAPITULO 5. APENDICE ‘oo

o A

Uj = (V](,D‘i‘kgT V]lnP)”ygl

donde ~;' = Lau +

1 AN
= - [I - uu]

= —B(Vip+ksT V,inP) (%Hﬁﬁ + (- aa)) g1

— — (Vo + BksT InP)- (Djuiti+ D, (1— ut))

Para barras muy largas y delgadas Dy =2D, y D = % [DII + QDL} - %Dl
= —(BV,¢+ BksT V,InP)- <2Dlm+ D (T - ﬁﬁ))
= —(BVp+V,inP) - (D,uu+ D, I)

3=, n
vj = —ZD(uu+]I)(ﬁng0+lenP) (5.3)
3. Demostrar que (2; = —Dr(ﬁjlnP + ,Bﬁjcp)

Se propone que la torca browniana sea de la siguiente forma Tfr = —kgT f{jlnP,
sustituimos en la velocidad rotacional eq.(3.18).

O = (~ksTRyinP —Ry0) L
kT
r

con D, =
— — 5t (ksTBR,InP + SR;0)
Cap.3 Seccién 3.4

Entonces para maximizar a f* respecto a €:
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;Q, CAPITULO 5. APENDICE

- O :
s A

8 *
3_];; = %(Smn_)\(smn)emen

= (Smn — ANmn) (€mOnk + €nOmp)

= (Smn — ANmn)emOnk + (Smn — Aomn)dmren
= SonmOnk — AemOmi + €1 Smn0mie — ASnken
= Spk€m — Aeg + €,0nxen — Aep

= Spk€m + Snr€n — 2Aeg

= 25-e—-2e=0 = S-e=)Xe

Haciendo el producto interno del lado izquierdo, entonces:
A=S:ee (5.5)

Cap.4 Seccién 4.1

De acuerdo a la definicion de factor de estructura, quién es la medida de la respues-
ta de la densidad de un sistema inicialmente en equilibrio a una débil perturbacion
externa de longitud de onda 27”:

S(k) = 1+ ph(k) (5.6)

donde h(k) es funcion de correlacion total de todas las particulas.
g(r) =1+ h(r) (5.7)

Aqui g(r) es la funcion de correlacion.

h(riz) = c(ria) + p/h(?“13)c(1, 3) (5.8)

Aplicamos la transformada de fourier a la ecuacion anterior y obtenemos lo si-
guiente:

h(k, Gy, ) — / dr cap{—ik - r}h(r, Ty, ) (5.9)

De la parte rotacional de la ecuaciéon de Smoluchowski para rodillos duros:

6 fay A A~
aP(ﬁ, t) = D,R*P(u,t) — D,pRP(1y,1) - R/dﬁ2 h(k = 0,1, Up) P°(ty, t)
d ~ ,
(5.10)
34
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CAPITULO 5. APENDICE ‘oo

", A

/s

Figura 5.6: Se muestran la barra 1 y 2 con eje director u; y us, respectivamente. La
particula 1 dirigiéndose hacia 1; y la particula 2 hacia 1,.

h(k,u;,uz) = [dr exp{—ik-r}h(r,u;,0,)
h(raﬁlvﬁQ) =-1

= — [drexp{—ik-r}

Zl = Zlﬁl
ZQ l2112
I3 = lsly = I3 X2l

= —[dr df d¢ sinf exp{—ik- (sin@cosH/i\—i— sin@sincﬁ—i— cos@ﬂ)}

= —fan x G| [17, iy [5),dls [Ty dls exp{—ik - (LT + Loy + Iy S0

u; XUz

= —[u x ﬁz|f?D dls exp{—k-l3 E‘le‘z'}

u ><ll2|

L)2 L)2
= —|u xuz|/ dls exp{—ik - lw} / dly exp{—ik-lgﬁg}-/ dlyexp{—ik - lhu,}
X Uz L/2 —L/2

(a) (b) (e)

Resolvemos la integral (a):
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‘oo CAPITULO 5. APENDICE

f dls exp{—ik - l3/31x02ly  — mexp{zk D\“1><02\}‘D

uj Xuo ujp Xug

U Xug

I R . Clagxausfy . |y X1y
= = \“1§“2‘ [e:vp{ iDk - o2} —exp{ik - D5 552}
41 xup

= ToxEr \Glixﬁg\ [cos (Dk —‘ulxuz‘)fisin (Dk —‘ulxu2‘>fcos (Dk —‘ulxu2‘>7isin (Dk 181 x|

uj; Xus uj; xu uj; xu up xup
U] X1y
Jo
1 . |u1 X u2|
= 2D Drlarxag] 5" (Dk m)
[uy xus|
= 2DJ, (Dk- g2l
Por lo tanto,
D
u; X Uy u; X Uy
diy cap{~ik- 53|7|} o, (D B Bl (5.11)
_ X U9 111 X 1].2

El mismo procedimiento se aplica para la solucién a las integrales (b) y (c),
obteniendo como resultado:

h(k7 ﬁluﬁZ) = _2D|ﬁ1 X ﬁ2|L2JO (%k . ﬁl) JO (%k ﬁQ) JO (%k \u1><u2\>

u; Xug
Consideramos k=0:
h(k = 0,0y, us) = —2DL2\ﬁ1 X Uy| donde |u; X Uz| = |uy||ug|siny = \ﬁHﬁl]sin’y

Ahora, trabajamos con el doble producto diadico
de las orientaciones de las particulas.

N ) ’

~

Uu:UU = ugugligu, = (W-1)?=1-sin?y = [U; X Uy
ANAN /\,/\, . ANAN ANAN
— siny=1-ui:iu =— siny=+1-1uu:uu

= —2DL?|uy|[tg|sin~y
—2DL?siny

— —92DI2V1-—di:idd

Esto es:

hk = 0,1, 1) = —2DL*\/1—du: 6 a (5.12)

El tensor de densidad orientacional se escribe también como:

1
¢~ ud - gl (5.13)
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", A

Aqui I es la matriz unitaria.

Si depejamos uu de la ec. (5.12).

o 1 ;1\ 2
luxul|= (1 — (¢ + §H) (g + §]I>)) (5.14)
(q+3iD): (¢ +1) = (¢:¢)+3q:I+3¢ :I+30:1

q:I=0y I1:I=3

= (a:4)+3
Por tanto:
’ ’ 1 ’
axu| = (1-(¢:4 +3)*=/3-a:4
= VEyl-ga:d =h/1-5a:4
~ 3 !
= f(1-%q:4q)
=~ T(uu: u,u—guu I—3iI: i +%H I
uu [ = uyupdeps = Uglly = u2 =1 -1
~ z(aa:aa - taa-ta o+ 4
~ oz (GE 0 - M@ a )+ )
Ast:
~ ~ 5 3/\/\ PN
|uxu|%aﬁ{1—guu:uu] (5.15)

Encontramos la forma del potencial efectivo del tipo Maier-Saupe:

Vel = Jai (200 (5 [1 - daaw ] Ly

— iDL [fda’P( — 3 [dina: 4H P, t)}

= —27DL*[1—2au:S(t)]
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CAPITULO 5. APENDICE

Cap. 4 Seccibén 4.1

1 1
Dem. S :uu = 5()\ —-1)+ 5(3/\ — 1)cosd

Sea
S:uu =S, Unly = Sn0nmlmln
s6lo si n=m = Syu’ = Su’+ Sou’+ Ssu?
- nty — D10, 2%y 3,
con
Uy, = cosp sinf
u, = sing sinb
u, = cosb

Donde el parametro de orden nemético es de la siguiente forma:

l1=x) 0 0
S = 0 s(1=X) 0
0 0 A

_ 2
SpmUmty, = Spu;,

(1= X) [cos?d sen?f + sen’¢ sen?0] + Acos*d

(1 — X)sen?0 + X\ cos®0

1
2

Sea c0s?0 + sin’0 = 1

(1 —cos?0) + A cos*d

N[

(1 —cos?0 — X+ X cos®0) + \ cos®0

N[

=1(1-X)+ 13X\ —1)cos*d
Tal que:

1 1
S :uu= 5(1 —)\)+§(3)\— 1) cos®0 (5.16)
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o A

Cap. 4 Seccién 4.2.1

Estudiemos el proceso de relajacion usando la ecuacion de la Teoria de Landau-de
Gennes:

Sus(t) = S(t)(nany — éaaﬂ) (5.17)

Sustituyendo la ec. (5.16) en lado derecho derecho de la ec. (4.8):

0 oS 1
asag = a (nang - gfsag) = Fag(S) (518)
con
0
_ AN _0ap g 2
Fag = —6D, 1 Sag U(SQNSmL S V) +U Sags . (519)
3 —_— 3 1
(d) (e)
Realizando los calculos para (d):
SapSpp = SQ(”&”M - %6au)(nﬂnu - %6@)

= S*(nangn; — 3nang — snpna + §0a3) ;=1

= S%(nang — 2nang + 50as)
= 52(%7101715 -+ é(sag)
Trabajando con (e):

Saﬂsiu = 53(nanﬂ - %%5)(7@”” - %6HV)2

12/ - 271”%”5”” + 162 ) 521/ =3

= S3(nang — ééaf;)(nin : 505

2 p—
v 3 9 1

= S3(nang — ééaf;)(nin
= Sgg(nang — %(5(15)
= %5'2(5&5

Por lo tanto de (f):
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- O :
Y, S

SepSpu — 22282, = S*(Inans + 30as) — 25%0as
= 15%nang + §0as — 25%0as
= 35%nang — §00s5”
= 15%(nang — 30a3)

= §50as

Sustituyendo en la energfa libre ec.(5.18):

Faﬁ = _6Dr [(1 - %)Saﬂ - %USSQQ + %USQSQB]

— 6D, [(1-Y) ~ 1US + 2US?] Sas

De:
9 1
a aff — Fag(S) con Saﬂ == S(t)(nang — gfsag)
0 U U 2
—S = _6D 1— = Q2 = 3

Aqui D, es el coeficiente de difusion rotacional.

Si consideramos qué, el valor en equilibrio de S es determinado del minimo de la
energia libre, entonces igualamos a cero la energia libre y encontramos el valor de
Seq

1 3 8\
e 2
S =1 ( 3U) (5:20)
U es un parametro proporcional a vbL?, ¢ = # y a su vez, v ~ ;1. Entonces,
haciendo A = S,
A=t 3 (22D v (5.21)
44 9 Lo '
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", A

Cap. 4 Seccién 4.3
K
3 (L
B~ -0, - 1 -3 (Fo) [V - (- 2+ ) A}

4D {3A— 13K [v — (A1 = N2 4 22)° /\]}

Q

—4D {3+ 3X = 3K [N — (1 - N2 = N3]}

Q

Q

—AD{ =5 + 5+ KA = 3KN* + TKN*}

~ —AD {14+ 24+ 3K) N - 3K\ + 2K )3}

. p d\ ~ dF(X\) .
Para un sistema homogéneo 7 ~ —=3=. Entonces:
dF(\) 1 3 3 s 9 5
— ~ —4D, {—- —4+-K ) A=3K\+-K\ 5.22
ax =57 (2 3 ) i (5.22)

Si integramos la ecuacién obtenida anteriormente, obtenemos la ecuacion para la
energia libre:
3 3 ) A2 9

1
FQ\) m —AD{- A + (5 + 1K) 5 - KN + EKX*} (5.23)
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