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������ ��� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
������ ��� 
������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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���� ���� �� �� �
����� � !����" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #
���� $���������� ���
����
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #
���� $����%����&� �� ��� ����'���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

������ ���� ���(���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
������ ���� �������
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )
������ ���� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )

��*� +���
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�� ��	���
�
�� 	��������	����� �

���� ������&� �� -�����.�/�0� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1
���� 2���'����
 �� ���
����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#
���� 2�����'���&� �
����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��*� �� ��
(���
� �� �
��� �
����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)

�� �	
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*��� ��
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�� �� �
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
*��� ��
(���
� �� �
��� ���(���� λ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

*����� 2�
�3�����&� ��
�����(���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
*����� 2�
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��	

�� ��9���:� �
������� �� ���� �����; �� 
����
�
 �� ������� ��&
��� �� ��� �
������<
��� �
������������� �� �!�����
�� �� �� ������� �� 
������� ���������
��� ��
�� =
��
��� ����
��� �� �� ���:���� � ��
��
 ��� ������ �� �� �������
���&�; ���� �� .�
��������� !�� �� �������
 �� ��������; ����� �3��
������� ��� �
������&� �� '���;
������� �� �� ��&�
��� � �� ���(���� >+<5?� ��
� �� �������; �����
���� ��� ������
�
 ����� ���� ������� �� ��
:���
� = �(3����; �� ��� �
(%��� ��� '����
 �� ���
����<

� ���� = �� �� ������'���&� � ������� ��
��� ��� ����
�������� .��
����(������ 8��
�
��������� ���
����
���� = ��'���:�� �� �������� �� ��� ��
(���
�� �� �
��� ��� =
����
�� ��� '�
�������� �� �����
�� ��
� �������
 ����� �
���������; �� ��'�!�� ��
8����� �� 6����� = �� ������&� �� -�����.�/�0�� 8�� 
��������� �����
�� !�� ���
����� �
��������� �� ������� ��
����
�
�
 = ������
�
 '���� �3�������� �����
���� =
����
����
 � !�� �������� ���
����� 2���(�; ��
� 
�'�

�
 �����
�� 
���������; ��
������� �� ���
� � ���
� �
����������� 
����
���� ��� ��!��@� ���:����&� ��� �������
�� �!�����
���

���
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�� ����
�� �� �� ������� �� ��� ��
� ����� ���������� �� '�
�� �� 
������� ��� ��
�� ��
�� ���:����; �� !�� �3����� �� �� ����
���
� ���
���������� !�� ������ ���� '�
��
>����� ���� ��� ��
�� � :�
��?A �� !��; ��� �� ������� ������� ������
 �� �����
<
�������� B�C�; #D�

E�� �� ��� �
��������� !�� �
������� ����� ��
� ����� �� �� ������ �� '��� �3���
+�&�
���<5��(���� >+<5?; ���� �� ���� � ������� �� �� �����
���
� = �� �� ������<
�
���&�; !�� ����� ����� �� �� F�9� >�� ��
��; 
��������� � ������������? �; �� ���(�
��
����� �����
�������� �
������� ������� �� ������ �� '��� �� �� ��� ������ �� ���<
�� �����
��� � ��������� � �� ����
����� ��@���
 !�� �� �
���
� �
������&� ��&
���
�� �� '��� ���(���� �3��� �� 
������� ��
��� = ��
�� �� ���� � G�����
 B�D�

�� ������ !�� .���� �������
��� �� ���� �� ������
 !�� ��� ��

��; ����(� �� !��
���� ��
��� = ��������; �� ���(� ��
����� = �� !�� .��� !�� �
������� �� ������
�� '��� �� �� �������
���&�� 5����
� ��9���:� �� .����
 �� �������
���&� �� �� !��
��� ��
� ����� �
������� �� ������ �� �� ��
����&�; �� ����
; :�=�� �� ��� ��
����&�
����
������ >'��� ��&�
���? � ��� ����� ������� � ��� ��
����&� �
�'�
���� >'���
���(����? B); ,D�

��
� �����
 � �����
� ��9���:�; ����
������� ��� ��
(���
�� �� �
���; ��� ������ ��
��� �(� !�� �� �
������ �� ���������� �� ������
�� ��
� �������
 ���.�� �
�������
����������� �� �� '����&� �� �������� �� �
���������� >��' ��
 ��� ������ �� ������?;
!�� �� ������&� �� �� ������&� �� -�����.�/�0� �� �!�����
�� B#D� 8�� �
���������
�
������������� ����� ���� �� ����'����
 �� ���
����
� = �� ������'���&�; ����� ���
�<
��� �� ��
����� �� ��
(���
�� �� �
���� B*D�

�� �� ��� ���� �; ���������� ��������� �� ���(���� ����� �����; �� �������� �� ��<
������ = ����� �� ������ H������ ��%����� �� '����&� �� �������� �� �
����������;
�� ���� �� 
������� = �� ������������

�� �� ��� ���� �; ��%����� �� �������� �� �
����� � !����; �� ��(� '�� ���� ��
 G���
8�.���� ����(� �� �� �����%����&� �� ��� ����'���� 
����
��� ��
 �� '
����� 6��
���
�
������

��
 ��
� ���� �� �� ��� ���� �; �� ������� �� ������&� �� ��:������� ��
� �� '����&�

��
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�� �������� �� �
����������; ������� ������&� �� -�����.�/�0�; ��� �� ������&� ��
�� ��
�� 
��������� �� ���.� ������&� ������
���� �� '�
�� �� ��� ��
(���
�� ��
�
���; !�� ��%��� � ��� �
��������� �
��������������

�� �� ��� ���� *; ����� � ������
 �����
� ������ � �������
; �� ���� ��� ��
(���
��
�� �
��� ���(����; ��������� �� ��� '�
���; ��� �� ����� �������� �� ������&� �� ��
������&� �� -�����.�/�0� = ��
� �������� ��� ������&� ��
�����(���� >��'�!�� ��
8�����<�� 6�����? �
������� ��
 ��� ��� ��/�
�� B�D = ���������� �� ���
� � ���
�
�
����������� B*D�

����������; �� �� ��� ���� #; �� �
������� ��� ��
:�� �� ��� �
��������� �
�����<
��������; �� �� �
���������� = �� ��� ��
(���
�� �� �
��� ���(���� ���� ��
 ��� ���
��
�3���������� �� ����� �� �����
�� = �� �������� ��� 
��������� ������
��� ��
�

����
�
 ��� ������������ ��
���������

�
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�� ��9���:� �� �� ���(���� ����� ����� �� �������
 ��� �
��������� ��
�����(�����
�� �� ������� �� ��
����� �� ��� �
��������� ��������
��� ���� �� ���
����
� ��
��� ��������� ����:������� �� �� ������� = �� '�
�� ��� ��������� ����
��������
;
�� ������ �������
 ��� �
��������� ��
�����(�����; ���� �� ���
�� � = �� ���
� �
���
�� E� ������� �������� 5<���
��� = �� ������
���&� �� ��� �
��� �� 10N ; ���
����
��; ��
� �� ������� �� �� ������� ��� ����� ����������� �� ������
�� ���
�����

�� �������� �� ��������� �� �� �
���
� �����&� �� ���� ��� ����; ����
������ �� '�
��
����
�� � �� ��������; �����; ����(� �� �� ��%����&�; �3�
������ �
�:������ �
��
����� �� �����; �� ����
�� � ��� :�
������ �����
:����; ���&����; ���
����&���� =
�
�� ���&����� 8 � 
��
��������&� �� ���.� �������� �� ��
�:�� �� �� '����&� ��
�������� �� �
����������; �� ��(� ��
( ��%���� �� �� �����&� ��������� 9���� ��� ���
����� �� ����; �� '����&� �� �������� �� �
���������� ����������� = 
�������; '����&�
'���������� ��
� ������
 �
������� �� :�
������ ���
���&������

���� �	������

��
� ��%��
 �� �������� ���������� ��� �������&� �� �������� ��������� ���
��<
�&���������� 8�� :�
������ ��
�����(����� ��
� ���� ������� ��� ��� ������ ��
�
���
���&��������� ���� ������� �� �������
� �� ��'�
���� ������; ���� ��; ��� ���
<
������� �� ������&� = �� �
�������&� �� ��� ��
� ����� �� ���� ������� �� �� ���
��
�������� �� ������ ��� ��'�
������ E�� �������&� �� �������� ���
���&��������� ��

�%�
� � �� ���������

�� ������� '��� ��
� ��
� ����� ��� ��
���� �� ��%�� ���� �� ������� �5 �����������
'�
���� ��
 ��� ���
������� �� ������&� �1, ...., �N = �
�������&� �̂1, ...., �̂N �� �����
��� 5 ��
� ����� �� ���� ��������

�� :���
 �������(��� �� ���������� = �� �
����������� ������%��� �� ���
������� ��
�� �������; = �� 
��
�������� ��
 �� �&�� ����� �� �� ������� '���� 8� �:�����&� ��
���������� = �� �
����������� �� �� ������ ���( ����
��� ��
 ��� ��
:� �� �� �������
'���� 2.�
� ��������� !�� ������� ��� '����
�' � ��� �������� ����
� = !�� ��

�



$2�4HE8G �� $G5$��HG- �� J�$K5+$2 �-H2�4-H+$2
���� �E5$+G5�- �� ��5-+�2� �� �7GL2L+8+�2�

���
������� �� ���� ������� �� �� �������� �� ����
������ ��
 ��� '����
�' �� ��
���� '�
�� �� �&�� ����� �� �� ������ '��� �� �������� ��
� ���� ��� �� ��� ��������;

��������� �� ��� ����
�����&� �� ������ ��
� �� ���������

8� �������� �� ������ �� �
���
������ � �� �
���������� �� ������
�
 �� �&�� �������
�� ��� ���
������� �� ��� ������ �� ��
������
�

�� ����
�� � �� 
�����&� ��� ������� ��� �� ��
�����
; ������ �� ��� ����� ��
��������� ����� ������
��; ��
 �9�����M

�����&�� ����	���
���	' ����
��� �� �������� ������� �������������; ���<
�������� %9� �� �N��
� �� ��
� ����� 5; �� :������ O = �� ���
� � � ��� ��������

�����&�� ���
���	' ����
��� � �� ������� �� �!�����
�� ��
���� ��� �� ��
�<
����
 ����������� %9� 5 = O� ����� N��������� ������
 ���
� � �� '�
�� �� ����

��� �� ��
�����
�

�����&�� (��� ���
���	' -� ��� �� �������� ����
��� !�� ����
������� ���
� �
= ���� ��� �� �3��
��
�

���� �
	���	�� �� ��	����� �� ������������

8� '����&� �� �������� �� �
���������� >�� �� ������:� ��
( ��
�:���� ���� ��'?
P (), t) �� ) = (�1, ..., �N , û1, ..., ûN) �� ��%�� ���� P (), t)d) �� �
���������� ��
!�� ��� ���������� = ��� �
����������� ����� �� �� ����
:��� (),)+ d)) �� ������ ��

2!� (),)+ d)) ������ ��� :������� ��%��������� �� ) ����� d) = d�NdûN � 8�
��' ���( ��
����
��� ��� !��M ∫

d)P (), t) = 1 >���?

$������
���� ��� '����&� f = f()) �� ��
������� �� ������&� = �
�������&�� H����
'�������� �� 
�%�
�� ���� '�������� '���; = ������ ��
 '�������� ������
�� � ������
:����
������ 8�� '�������� '��� ��� ��� ����
���
��� ���
���&����� F��������� ��
��<
������� �� :�
������ ���
���&������

�
������������; ��� '�������� '��� = ��� ���
������� ��� ������� '���; �� 
�%�
��
���� :�
������ �����(������� 8� :�
����� ���
���&���� ��

����������� � ��� '����&�
'��� �� ������� ��
 �
������� �� �������� = �� ���� ��
M

< f >=

∫
d)P (), t)f()) >���?

8�� �
��0��� < ... > �� ��� �(� !�� ��� ������&� ��
�� ��
� �� �����
��� ����
�
������ �� �� �
������ �� �������� �� '�

�
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������ ��� �����������

$������
���� ���:������ �� '����
�' � ��� �������� ��������� ����
��
�����;
!�� ��� ��
���� �� ����
������&� ��� ���
������� �� ���� ������� �� �� ���������
2.�
� �������
���� N��������� ����� �������� �� �� ���
������� )0 �� �� ���
��
������ t0 ��� !�� t0 < t� ���� ������9���� �� �������� �� �� �������� '�
��� ��
�
���� �������� = �� ��' ����� ��
 ��%���� ��
� ���� ���:� ��������� 8� ��' ��
�
) ��� ��� ��' ��� �� �����
����&� !�� �� �� ������ ����
 t0 �� ������� ������
�� �� ���
������� )0� P��� ��' �� ������ ��' ����������� = ��� ��������� ����
P (), t|)0, t0)� ��������M

P (), t|)0, t)d) >���?

�� �� �
���������� �� !�� ��� ���������� = �������� ����� �� (),)+d)) �� ������
�; ���� !�� ��� :���
�� �
�� )0 �� ������ t0 < t�

8� �������&� ���
� �� ��' ����������� = �� ��������� �� ������ �� ���� ���� >!�� ��

�%�
� ���� �� �����������? ��M

P (), t|)0, t) =
P (), t,)0, t0)

P ()0, t0)
>��*?

= ������
����� ��
� �� ��' �� ��� '�������� '����

������ ��� ��������

�� �
������ �� �������� �� ��� '����&� '��� �� ��� ���
������� �� ������&� �1
= �2 ��M

< f > =
∫
d�1...

∫
d�NP (�1, ..., �N , t)f(�1, �2)

=
∫
d�1

∫
d�2P2(�1, �2, t)f(�1, �2)

����� P2(�1, �2, t) =
∫
d�3...

∫
d�NP (�1, ..., �n, t) =P2 �� 
�%�
� ���� �� ��' 
���<

���� �� �
��� ��

8�� �
�������� �� �������� �� ��� '�������� '��� �� ��� ���
������ �� ������&� ���
�
��������� ��� 
������� � �� ��' 
������� �� �
���
 �
����

P1(�1, t) =

∫
d�2, ...,

∫
d�NP (�1, ..., �N , t) >��#?

��
� ��'Q� 
�������� �� ��=�
 �
��� ��� ������
����� ��%������

�
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���� ��
� �� 
	 ����
�� ���
����

����� %����� ��� ����� ������ �� ������� !�� �� ����
�� �
�������� �
�� �������
� '����M �&����; � !���� � ���� -�� ����
��; �� �,,, �� ���(���� = !� ���� ����
����
�
���
��. 7�����
�
 ���& �� �����
�������� ��&���� ��� �������
����3���� ������
���� ������ ��� ������ �&���� �� � !�����

J��.�� ����� %��� ����
:�
�� ��� �
������� � !����� ��� �������
 !�� �� �
����� ��
���:�� ������� �� �� ����
�� ����
���� ��
 '
����
�� � ����� >�
���������� �� '���?
������ ����� ��� ������ � !���� �� ������ �&���� �
���������

�� '����� �
���&�
�'� '
����� 6��
��� �
����� � ������
�� ��� ����� ��; '�� �� �
�<
��
� �� ����
�
 !�� ��� �
������� � !����� ��� ������ ����
������ �� �� ����
�� ���
�
� !����� = �
��������

���������� �� �
�����&�
�'� G��� 8�.���� ��& �� ����
� �� �
������� � !�����
� ����� '����; ������ � !�� �� �� ������� �3��
�� ������ ���.�� �
��������� �� ���
� !�����; �����
�� !�� ���
����
������� ������ ��
�� �� �� �
������&� !�� ��
����
�
�
� ��� �
��������

���� �����	�	
�� ��
�
�

�����

��
� ������
 �� �
����� � !���� �� �
����� �����
��
 �� ������ ��=�� ��������<
��� ������ �� ���� �
��� �� ������
�� �� ����� �� �������; ����� ��� �3��
�������

����
���� ���
� �
������� � !����� ���(� ������� �� �
�� ����� �� ����������� '����<
��������M ��!��@�� ��������� �
�(�����; ��
��� ������� = ��
������ ��������
�� ��
'�
�� �� :�
���� = ���
����
�� ������9�� '�
����� ��
 ��������� �� ��������� � ������

��� �
���
 �
���; ��� �9������ ��(����� ��� �� ��
�3������� >�22? = �� �<����3����������
�<�<������������ >JLL2?� G�
� ���� ��= ��������� �� ��������� !�� ��� ����
 �

#



$2�4HE8G �� $7+-H28�- 84�E+�G-
���� $82-+�+$2$+I5 �� 82- J�-G�2-�-

�
������� � !����� ��� ��� ����
�� �� �������
��� 8� '�
�� �(� ������ �� ������
 ���
�
���������� �� '��� �� :�
����� �� �����
���
� ��
 ��� ����:�; ����� �
������� � !��<
��� 
������ �� ����
� ��
�&�
�����

��� ������� �
��� �� ����������� '������������ ������
���� �� �
�� �N��
�
�� ������������ ����������; ��� ������ ������� �� ���%��
���&� �� :�
����� �� ��������
≈ 300 R = ���.�
� ≈ 20 R ������ ��� ��������� �� ���
�������� �����:������ -� ���
�������
������� �� ����� ���
����
�� �� ��%����������� �
���� ����� �������� �
���<
��� ����'���� >�� '�
�� ����
�����?� H������ � ���� �
��� ��
������� ��� �������
�� (���� ��3�

����������� >2�5? = ���
��� :�
��; �� ���
� ��� ������ �� �9����� ��(<
���� �� �� :�
�� ��� ������� ��� ������� > �������� ≈ 300 R ; ���.�
� ≈ 200 R?� ��
����� �������� ��� :�
�������� �� �����
���
� ������ �
�����
 ����
������� ��
���;
�������� ������� � ����
��
���A ��
 ����; �� ����
 �� �� �����
���
�; �� ��
(���
�
!�� ��
���� ����
���
 ��� �
���������� �� �� �������
���&� �� :�
������ ����� �
�������
� !����� 
������ �� ����
� ����
��� �� ��&�
�����

�� N����� �
��� �� ����������� '������������ �� �� �� ��� ���
����
�� ����������
H���� ���
����
�� �� �������
��; ��
 �9�����; �� �� ���� ��� 9��&��

�� � �����!����"	 �� ��� ����#����

8� �
���
� �����%����&� �� ��� ����'���� �� .�
� �
�����; �����
(����� ��� ������<
9� �
����� -��N� �� ��� �
������� � !����� ������ ��
���
�� �� �
�� ������M ���(�����;
�������
���� = ����������� 2��!�� �� �� ���������� �� .�� ������
��� ���:�� ����<
'���� �� �� ��������� �������
���� ��� ��
����
 ������ �
��������� �� ��� ����'����
����������

������ ���� ��������

8� �����
� S���(����S:���� ��� �
���� (νηµα); !�� �����%�� .���� �� ��
���� ���<
�� � !�� ��� �� ��� ��
����
 ������ �� ��� ����
����� ���(����� �� !�� �� ����
:�
���;
���
��� ��'����� '�
��� ���
����
�� �� '�
�� �� .����

����
� ���M ���� ���(���� ��
� ��
� ����� �� '�
�� ���
���� = �� '�
�� �����

�
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���� $82-+�+$2$+I5 �� 82- J�-G�2-�-

�� �� '��� ���(����; ��� ����
�� �� ���� �� ��� ��������� ��
���� �� ����!���

���� �� �
������&�� 8�� ��

��������� ���
� ��� ���������� �� ��� ��������� ��� ����<
��
�� � ��� �� �� � !���� ���:�������� =; �� .��.�; �� ���(���� F�=� ����� !�� ��
� !����� -�� ����
��; � .�= ��� �
������&� ���
�������� �� ��� �
����������� ��
��� ���������; !�� ������� � ������
�� �� ��
�� � �� �9� ���N� �
���
�
��; ����
���
��
 �� ��
����&� ��� :����
 �����
�� �̂ �������� ���� ��
����
� 8�� ���(����� ������
�����
 � 
��������� �� ��
�� � �̂; �� ����
; ��� ������� ��� ��
����
 �̂ = −�̂ ��� �����<
���������� �

8� '��� ���(���� �&�� �� �
������ �� ����
����� �!��
���� > !�� �� ����������
���
� ��
��.� � �
!���
��?; ���� ��
!�� ��� ��������� �� ��� � ���� ��
!�� �� �������
�� ��� ��
��� 
������� �� ��������� ��3�
&�
��� � ��:��
��� ����� ��������� �����
��
 ����� �� '�
�� ���
���� ���� �����; �� '�
�� �� ������ -�� ����
��; .�= ���
��������&� ����
����� ���
� �����A �� �� �
���
 ����; �� �9� ��������
 ������ � ����

��
����� �� ��
����
 �̂; �����
�� !�� �� �� ������� �� �� �9� ��
���������
 �� �����
��������
 �� !�� ������ � ������
�� ��� �̂; ���� �� 
�F�9� ���
���&��������� �� ��
����� �� ��

�'
�������� >� �!��:����������� �� ��
(���
� �� �
���?; ������:� �� ��
�
���
 ���� = ������:� �� �� �������� E� ��!���� �� �� '��� ���(���� ���
��� �� ��
%�� >���?�

����
� ���M ���� �������
�����
������� �� �
���������� ���������� ��
� �� �
�����<
�������

������ ���� �����������

8� '��� �������
��� �� ���������� ����� � �� ���(����; ���� ��; ��� ����
�� �� ���� ��
��� ��������� ���(� ������������� ����
�������; �����
�� !�� ��� �
����������� ��
�������
�� �
�'�
��������� �� ��
�� � �� �9� ��
���� ��
 �� ��
����
 �̂� -�� ����
��;
�� ���� '��� �̂ �� �� ��������� �� �� �������; ���� ���

� �� �� '��� ���(����; �� ��
!�� ������ ��� ���%��
���&� .����������>O�(�� ����>���?? �9������ �� ����
�����
�������
���� ��� ��� ����
�� ��� �������
�� �� ��� !�� ���� '��� 
����� �� ����
��

)
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��*� +5H�72$$+G5�-

����
� ���M ���� ���������� �
������� �� �
��� �
����������� = �����������

������ ���� ���������

�� ��
���� ���������; :���� ��� �
���� σµεγµα; !�� �����%�� 9��&�; '�� ���� ��

�
����� ��
� ������
 ���
��� ����'���� ��=�� �
�������� ���
����
���� 
���
����� ���
�� ��� 9������� 8�� ����� ���������� �� ��
����
�
�� ��
 �����
 ��� ���
����
� �� ��<
��� ��� �� ��������� ���� ��%����� 2� ���� ��� '���� ���������� ��� �(� �
�������
!�� ��� '���� ���(���� = �������
��� ��
!�� ����(� ��� �
���������� �
�����������
�� ��� ��������=����� ��� �������; �
������� �� �
��� ����
����� �� �
��� �������<
����>O�(�� ���� >���??

��$� %	
�������	��

8� ����
����&� �� �� ������� ��������� ��
 5 ��
� ����� ��� ���������� ri = �
���<
�������� �̂i ��� (i = 1, 2, , , N) ����� ��
 
��
�������� �� ��
����� �� ��� '��

��
� ���
� �� �� ����
����&� !�� �9�
��� �� ���� ��
� ����� 8� ���
� � ��������� �� 5
��
� ����� ����
��������� ����� ��
 ��:����� �� ��
����� ��� �(����� �� ����
����&�
�� �� ���
�� �N��
�� �� ��
� �����M

U(�N , �̂N) =
∑
i

ui(ri, ûi)+
1

2

∑
i

∑
j

u2(ri, rj, ûi, ûj)+
1

4

∑
i

∑
j

∑
k

u3(ri, rj, rk, ûi, ûj, ûk)+....

>���?
8� �
���
� ����
�����&� ��

������� �� �'���� �� ��� ������ �3��
��� ��������� ��
�� �������; ���� �� �
�:���� � ������ �����
����� �� ������� ��
���� �� �� ���������
� ��
�� �����=� �&�� �� �
������� �� ��� ��
� ���� ������ � ��� �������� �� ��
��

��
����; 
���
�� ��� '��

�� ��������� ������� � �� �
������� �� �
�� ��
� �����; =;
����������� ��� ��
����� ������������ ������ ��
 ��
������ ���
��������� �� �N<
��
� �� ��
� ����� ����
���������� 2���(�; ��� ����
��������� �� �
��� ��=�
 ���
��!��@��; = �� ����
� !�� �� ��������� � ��
�� = �� ��������� �'����:� ��� 
���������
�� ��� ��
����� �� �
��� ��=�
�

E�� �� ��� ����������� �(� ������ �� �� ��������� �� :�� ��
 T����; ����� ��� ��
<
� ����� �3��
������� ��� ����
����&� 
������:� = ��
����:�� 8� '��

� �� ����
���&�

������:� � ��������� ��
��� �� ����� � ��� �'����� ��� :������ �3������; �����
�� !��
�� ��
����&� ���:� � ��������� ��
��� �� ��� ������������ �� �� ��

�����&� ���
� ��

,
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���� �� �����
���� ��
�����
 �� ��� (������

2���(� �� ��� ����������� �� ����
����&�; .�= ����
�������� ���������� ��
� ��������
���������� ����������� �� ���� ��� ��
� ���� �������� �� �
������� � 
���; ���� ��<
���� �� F�9� �� F���� �� �� ���:���� !�� �'���� �� �� ��:������� � ��
�� ��
� �����
L
�/������� P���� ����
��������; ��� �������� �� ���:���� = ��� �������� ����
��<
������ .��
����(����� � ����
�������� ����
������ 8�� ����
�������� ����������� ���
���������� �������� ����
�������� ��
������

��
 ��%����&� ��� ��
� ����� ���������� ��� �
����� �� �����
���&� ��� �� ����@� ��
��� ��������� ��� ���:����; �� ��(����� �� ����
�������� .��
����(����� �� �����������
�� �
������ ���
���&����� �� ���� �
���9� �� ����� �� ����
����
(� ����� ����
�����<
����

1



����

�� �

����������� ����	
����	����

-� ��� ����� �
��������� �
������������� � �!������ '�������� !�� ����
���� �� ���<
��� �� �� �
�������&� �� ��� ��
� ����� ����������� ��
� ������
 �� '�
�� ������
���
�� ����� �
���������; �� ������
�� �
���
� ������
 �� ��'; �� ����; �� ������
�
����
������������ �� ������&� �� -�����.�/�0� �� �!�����
��� ������&� �� ��:������� !��
�� ������
( �� �� �
���
� �����&� �� ���� ��� ����; ��
� !��; �� ��� ��������� �����
��<

��; ��� ����!����� � .���
 ��� �
�:� ����
����&� �� �� �������&� �� ��� �
���������
�
������������� ���� �� ����'����
 �� ���
����
� = �� ������'���&�� J����
�� !�� ��
�� N����� �����&�; �� ��������� �� ��
(���
� �� �
��� �
����������� !���� ���� ��
�
��� �� �
��� �
����������� �� �� ������� �� ��
� ����� �
�/�������

����
� ���M L�

� �� ��� ������&� � = ��� �
�������&� �̂�

 ��� ��
���"	 �� &���
�'�(�)�

8� ������&� �� -�����.�/�0� �� ��� ������&� �� ��:������� ��
� �� ��' �� ��� ���
<
������� = �
����������� �� �� �������� �� ���.�� ��
� ����� ����������>�� 
�%�
� �
��
� ����� ��������� � �
�/������ � ��9���� ��=� ����@� �� �������
� �� �� 
���� ��
���� ����� ���&���
�� = ��
�� �� ���� ���
&���
��; !�� �
������� �� ��:�������
�
�/����� = ��=� '�
�� ������
��� ����� ��
 :�
����M ��'�
�; ����� � ��

�?� P���
����� ��
 �������
��� ���� ��� ����
���
���&� �� �� ������&� �� ��'���&� �� ���0;
=; ������� :���� �� ������� ���� ������&� �� ��'���&� 6���
���
���� 8� '����&� ��

��
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�������� �� �
���������� P (�N , �̂N); �� �� �
���������� �� ������
�
 � �� ������ �;
�� ����
� �� ���� �� �� 9<����� ��
� ���� �� �j ��� �
�������&� �̂j�

$������
���� ��� ��

� 
 ����; �����
�������� ��� ��
��� ����
� �� �� ���:����� 8�
���
������ �� ������&� �� �� ��

� ��
( �������� ��
 �; �����
�� !�� �� �
�������&�
�� ��
����
�
��� ��
 �� :����
 �����
�� �̂; �� ���� �� ��
����� � �� ��
�� ��� �9� ��
��
�� �� ��

�� O���� ����>���?

����
� ���M �������� �� 5 ��9�� !�� ��������� � ��� ��

�� ���.� ��

� �
������
��'�
����� ��
�������� ��� ������ ��� 
��
��������� ��
 ��� ������ �� �� ��'�
��

�� ���
������� �� �� ��

� �� ��������� ��
 �� ����� �� R3 >������&� ��� :����
 �?
= �� ����� �� �� ����
%��� ��'�
��� �����
�� >�� ����� ��� :����
 �̂?� 8�� ������ ��
R3 = �� �� ����
%��� ��'�
��� �����
�� �
������� �� ��:������� ��&���� ������ ��
��:������� L
�/����� �
����������� = 
��������� �� �� ��

��

����
� ���M � = � ��� ����������� �
���
���� �� �3 = �� �� ����
%��� ��'�
��� �����
��;

�������:�������

$������
���� �.�
� �� �������� �� 5 ��9��; ����� ���� ��9� ���( ����� �� ���:����
= ��������� ��� ��

� L
�/������ �� ���
������� �� ���� �������� ���( %9��� ��

5 ������ �� R3 >��
� ��� ����������? = 5 ������ �� �� ����
%��� ��'�
��� �����
��
>��
� ��� �
�����������?� O�(�� ���� >���?

��
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-�� � �� :������ �
���
�
�� �� R3 = � �� (
�� ����
%���� �
���
�
�� �� �� ����
%<
��� ��'�
��� �����
��� O�(�� ����>���?� 8� �������� �� ������ �� ��� ���
�� ������&� =
�
�������&� �� �
���
������ � �� �
���������� �� ������
�
 ��� ��

� �� ��� ���
���<
����� ��
� ������
�
 ��� ������&� �� ��:������� ��
� ��� �
����������; 
�!��
����
�� �� 
�
&� �� ������ �� �� ������ ��� �N��
� �� ������ ����
� �� � = ��

�� �N��
� �� ������ ����������� ��� ������ 5>�? ���( 
���������� � �� '����&� ��
�������� �� �
���������� P (�, �̂, t) ��
� �� ������&� � = �� �
�������&� �̂M

N(t) =

∫
W

d�

∫
A

d�̂ P (�, �̂, t) >���?

����� d�̂ �� �� �������� �� ����
%��� ��%��������� �� �� ��'�
� �����
���

����
� ��*M �? ��
�� �� �� '
����
� ∂� �? ��
�� �� �� '
����
� ∂�

8� 
�
&� �� ������ ��� F�9� �� ������ � �
�:�� �� �� '
����
� ∂� = ∂� �� � = �;

�������:�������O�(�� ���� >��*?� ���( ���� ��
M

dN(t)

dt
=

∫
�

d�

∫
�

d�̂
∂

∂t
P (�, �̂, t) >���?

• �	���
����	� �� *�+	 � ���,$� 
� ∂��

-�� ,; �� :�������� �
����������� ��� ����
� �� ���� �� �� ��

�� 8� N���� ����������
�� ,; !�� ����
���=� �� F�9� ����
��
 � �3��
��
 � �
�:�� �� ∂W ; �� �� ����������
��
���������
 � WA ������ , �� ���������� ��
����� � ∂W �� .�= ��� ����
�����&�
����� �� F�9��

8� ����
�����&� �� , ��
���������
 � ∂W �� ����� � �� �������� �� ������ �����
P (�, û, t) ������������� ��
 �� ���������� ��
���������
 �̂ · , �� ,�

��
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��
 �� �����;

dNW (t)

dt
= −

∫
∂W

d- ·
∫
�

d�̂ [,P (�, �̂, t)] >���?

�� ����� ����� �� ���� �� .��.� �� !�� �� ��
����&� �� �̂ ���� ��������� .���� �'��
�
�� � M ������ , ∼ �̂; �̂ · , > 0; �� �N��
� �� ������ �� � ���
��� �� �� �������

2�������� �� ���
��� �� 6����
∮
∂W

d- · F (.) =
∫
W
d. ∇xF (.) ����� �� �����

������ �� �
������ ����
��
�

dNW (t)
dt

= − ∫
W
d� ∇r

∫
A
d�̂ [,P (�, �̂, t)]

= − ∫
W
d�
∫
A
d�̂ ∇r [,P (�, �̂, t)]

����� ������
��� �� 
�
&� �� ������ � �
�:�� �� �� '
����
� ∂�; �� �� ���������;

����
���� �� �(����� � �
�:�� �� �� '
����
� �� ∂A�

• �	���
����	� �� �	����&���
� � ���,$� 
� �� /�	����� ∂� 
� ��

8� '
����
� ���( ����

��� �� ��� ��
:�; �� �� ����
%��� ��'�
��� �����
��� ���� !��
�̂ �� �����
� ��
���������
 � �� ����
%��� ; �� :����
 ��
���������
 ���������� � ∂�
�� ����� � d�× �̂; ����� �� �� �� :����
 ��'�������������� ��!��@� ���������� � ��
��
:� ∂��

8� ���������� �� �� :�������� d�̂
dt

��
���������
 � ∂�; �� ����� � (d�× �̂) · dû
dt

!��
����
���� �� F�9� ����
��
 = �3��
��
M

$������
���� �� ��������� �
������� ���
� �� �
������ ����� = �� �
������ �
�
M

(d�× �̂) · d�̂
dt

= d� ·
(
�̂× d�̂

dt

)
>��*?

2���(�; ��������� �� ���
��� �� -��0�� ��������� �� 
�
&� �� ������ � �
�:��
�� �� '
����
� ∂A ����
� ��� (
�� 2� O�
 ���������

dNA

dt
= −

∫
W

d�

∫
A

d�̂ �̂ · [ΩP (�, �̂, t)] >��#?

8� ������
; �� �� 
�
&� �� ������ � �
�:�� �� �� '
����
� ∂��

�� ����
�� � ��� 
��������� ���������; ������� �� 
�
�� �� ������ �� �3��
��

�� � = �M

dN(t)

dt
=

dNW (t)

dt
+

dNA(t)

dt
>���?

��
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dN(t)
dt

= − ∫
W
d�
∫
A
d�̂∇r [,P (�, �̂, t)]− ∫

W
d�
∫
A
d�̂�̂ · [ΩP (�, �̂, t)]

= − ∫
W
d�
∫
A
d�̂
[
∇r(,P (�, �̂, t)) + �̂ · [ΩP (�, �̂, t)]

]
$����
���� ��� �� ���>���? ������
���� �� '�
�� ��� ������ �� �� ������ �� ��
'����&� �� �������� �� �
���������� ��
� ��� ��

�M

∂

∂t
P (�, �̂, t) = −∇r [,P (�, �̂, t)] + �̂ · [ΩP (�, �̂, t)] >��)?

��
� �� ������� !�� ��������� 5 ��

��M

∂

∂t
P (�, �̂) = −

N∑
j=1

{∇j · [vjP ] + �̂j ·
[
Ω̂jP

]
} >��,?

$��� N����� ����; ��� :���������� �
������������� = 
����������� �� �3�
���� �� ��
<
����� �� ��� '�������� �� ���
������� ��� ������� '���; ����
������� ��� ����
��������
.��
����(����� ���
� ��

���

8� 
�����&� ����
����� ��
� �3�
���
 ��� :���������� �� ��
����� �� ��� '��������
'���; �� �� ������&� �� �!�����
�� �� '��

���

�� �� ������ �� ������ �
�/����� >������ �� ������ �� �� !�� �� ����
����� '��

��
���
������?; ��� ���
������� �� ��� �������� �
������������� = ������
�� �� �� ��
� <
���� �
�/����� ���(� 
���9���� �� �� �!�����
�� ��
����; 9���� ��� ��� ��������� ���
���:����� �� ���� !�� �� '��

� = �� ��
�� ����� �� ���� ��
� ���� �
�/����� �� ��
��

FT = 0 = F h
j + F I

j + FBr
j >��1?

TT = 0 = T h
j + T I

j + TBr
j >����?

8�� '��

�� = ��
��� !�� ���N�� ���
� ���� ��

� ��� �
��M

0h ���

� .��
����(����

1h H�
�� .��
����(����

0Br ���

� �
�/�����

1Br H�
�� �
�/�����

0I ���

� �� ����
����&� ��
����

1I H�
�� �� ����
����&� ��
����

�*
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8� '��

� ��
���� (0I) �� ����� �� �
������� �� �� ���
� � ��������� ����� ϕ ���
�������� �� ��
� ����� �
�/������M

0I
j = −∇jϕ

(
�N , �̂N

)
>����?

J����
�� !�� �� ��
�� ��
���� (1I) �� ����� �� 
��������� �� �� ���
� � ���������
����� ��� �������� �� ��
� ����� �
�/������M

1I = −�̂ϕ >����?

����
������� ��� ����
�������� .��
����(�����; �� ��
�� = �� '��

� .��
����(����
��� ������� � �� '��

� �� '
����&� �� �� ��

� ��� �� ���:����M

0h
j = −(γ‖�̂�̂ + γ⊥ [�− �̂�̂]) · ,c >����?

����� �̂�̂ ������ �� �
������ ����� ��(���� �� �� �
�������&� = ,c �� :��������
��� ����
� �� ����� 2���(�; γ‖ = γ⊥ ��� ��� ���%������� �� '
����&� ��
� �� ��:�<
������ ��
����� = ��
���������
; 
�������:������� -� �������
�� 
����������� ����
γ⊥ = 2γ‖ ����� γ‖ =

2πη0L
ln(L/D)

�

8� ��
�� ������ � �� '
����&� ��� �� ���:���� �� ����� �M

1h
j = −γrΩj >���*?

����� γr �� �� ���%������ �� '
����&� 
��������� γr = 1
12
L2 ����� 8 �� �� ��������

�� �� ��

��
-������=���� �� �� �!� >��1? �� �!�>����? = �� �!� >����? ���������M

0 = − (γ‖�̂�̂ + γ⊥ [�− �̂�̂])︸ ︷︷ ︸
γT

·,c −∇jϕ(�
N (�N , �̂N ) + 0Br

j >���#?

= �������=���� �� �� �!� >����? �� �!� >����? = �� �!�>���*?M

0 = −γrΩj − �̂jϕ+1Br
j >����?

�����9���� ��� :���������� �� ��� ���������� >���#? = >����?M

,j = (−∇jϕ+ 0Br
j )γ−1

T >���)?

Ω = (1Br
j − �̂jϕ)γ

−1
r >���,?

����� ,j �� �� :�������� �
����������� = Ω �� :�������� 
����������

�� �������� �� F�9�; ��
� �� ������ ��%����; ������ �� ��������&� �����
� �� �!����<
�
�� ∂P

∂t
= 0; �� '����&� �� �������� �� �
���������� �� �
���
������ � �� �3���������

�� L���
����M

P eq ≈ exp{−βϕ} >���1?

�#
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-� ������� �� �!�>��,? �� �!�����
��; ����������� �� :�������� �
����������� �!�>���)?
= 
��������� �!� >���,?M

0 = −ΣN
j=1{

parte translacional︷ ︸︸ ︷
γ−1
T ∇j ·

[∇jφ− 0Br
j

]
P +

parte rotacional︷ ︸︸ ︷
γ−1
r �̂j ·

[
1Br

j − �̂jϕ
]
P} >����?

��
� !�� �� ������&� ����
��
 ��� ��
�; ����� �� ��
�� �
����������� ���� �� ��
��

��������� ����
(� ��
 ��
�� 2 ����������&�; �����
���� ��� ��� ��
��� ����:��������<
���

• ����� ���������	���'

γT∇
[∇jφ− 0Br

j

]
P = 0 =⇒ ∇jφ = 0Br

j >����?

-� �
����� !�� �� '��

� �
�/����� ����� �� ��������� '�
�� 0Br
j = −kβT∇jlnP ;

������� �� ������ !�� � �� �
���
������ � �� �3��������� �� L���
����M

0Br
j = −kβT∇jlnP

= −kβT∇j(−βφ) = ∇jφ

$�� ���� �
�������; ������� =� �� '��

� �
�/�����; !�� ����������� �� �� :��������
�
����������� �!�>���)?

,j = (∇jϕ+ kβT ∇jlnP ) γ−1
T >����?

$�����
����� !�� γ−1
T = 1

γ‖
�̂�̂+ 1

γ⊥

[
Î − �̂�̂

]
������� ���
���
 �� :�������� �
���<

�������� �� ��
���� ��� �
������ ��(���� ��� :����
 ��
����
 �̂ ��� �9� �� �� ��

��

,j = −3

4
D
(
�̂�̂ + Î

)
(β∇ϕ+∇jlnP ) >����?

����� Î �� �� �����
 �����
�� = D = 4
3
D⊥; D⊥ �� �� ���%������ �� ��'���&� ��
�����<

����
 
���������� �� ���%������ �� ��'���&� ��
����� ���� D⊥ = 1
2
D‖ D‖ =

kβT ln(L/D)

2πη0L

�!� ; 8 �� �� �������� = � �� ��(���
� �� �� ��

� kβ �� ��������� �� ���
����; H ��
�����
���
� = η0 �� �� :��������� ��� ���:����� O�
 ���������

• ����� �	����	���'

-� �
����� !�� �� ��
�� �
�/����� ��� �� �� ��������� '�
�� 1Br
j = −kβT �̂jlnP ;

����������� �� �� :�������� 
��������� �!�>���,?�O�
 �������� >?�

Ωj = −Dr

(
�̂jlnP + β�̂jφ

)
>���*?

����� Dr �� �� ���%������ �� ��'���&� 
��������� Dr =
3kβ

πη0L3

��
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����������; ����������� �� �� �!� >��)? ��� ���������� >����? = >���*?M

∂

∂t
P (�N , �̂N ) = −

N∑
j=1

{−3

4
D∇j

(
(�̂j�̂j + Î)(β∇jϕ+∇jlnP )p

)
−Dr�̂j ·(�̂jlnP+β�̂jϕ)P}

>���#?
-� ������� �
������ �� ���������M

(�̂j lnP )P = �̂jP y ∇j lnP )P = ∇jP

-���������� �� �� �!� >���#? = ��������� �� ���������M

∂

∂t
P (�N , �̂N) =

N∑
j=1

{3
4
D∇j(ujuj + �)(βP∇jϕ+∇jP ) +Dr�̂j · (�̂jP + βP �̂jϕ)}

>����?
P��� �� �� �������	 
� �
���������� ��
� ��

�� ��= ��
���; �������� = 
 �����;
����� ��� ����
�������� .��
����(����� ��� ����
�������� 8� ������&� �� ������� ��
��� ��
���; �� �
���������� = 
���������� �� ���� ������&� �&�� ��� ����
���
( �� ��
��

��������� �� ��� ���� ��
� ���� ��� �� !�� �
���9�
���� �(� ���������

 ��� *

�#��
�� �� ��
�
�

��

���������� ��� �
���������� �� '��� ��&�
��� = ���(���� �� ��
� ����� ���������� ��
'�
�� �� ��

� � �
�:�� �� ��� ��
(���
�� �� �
���; �������� �� �
������� �� ��

�'�
����� B)D; !�� �� ���� �� �� ��(����� ��� ����'����
 �� ���
����
� �
�����������
���(����; !�� ���( ���
��� �� ��
����� �� ��� ��
(���
�� �� �
����

��
� ������
�
 �� '�
�� ��� ����'����
 �� ���
����
� �����
���� ��� �� ��%����&�
��� �����
 �
�����������; !�� ���( �����
���� ��
 �� :����
 �����
�� �� �� ��
����&� ���
�9� �� �����
 � �� �� ��� �������� �� ������ �� �� �����
 �
�������&� ����������� ���
������ ���( ���� ��
M

Q(t) =
1√
N

∑
l

1

2
[3�̂l(t)�̂l(t)− �] >���)?

����� � �� �� �����
 �����
�� = �̂�̂ 
��
������ �� �
������ ��(�����

�� '����
 �� ���
����
� F self(t) �� ����� ����
 � �
�:�� �� �3��
������� �� �����
<
��&� �� ��
 ����
�
��� ������ ������
 � O� >:�
����� .�
�
�����?; �� ���� �

����
�3��
�������; �� 
������&� ��������� �� ����
�
��� �� �� ��
����&� 2̂ = �� �����
����
�� �� ��
����&� +̂; ���� �����%�� !��; �̂s = 2̂ = �̂0 = +̂� >O���� �� ����>���??
8� ������

�����&� ��� �����
 �
�������&� ���( ���
��� ����M

�)
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����
� ��#M 2

���� �3��
������� ��
� �� �3��
������ �� �����
��&� ����� P1 = P2

��� ��� ����
�
���
�� ; - �� �����
��
 = � �� �������
�

F (2, t) =
∑
i,j

< (�̂s(t) ·Qi(t) · �̂0)(�̂s ·Qj∗(t = 0) · �̂0) > e−k�ij con k =
2π

λ
>���,?

H������ �� ��
�� ���� �V9 = ���(���� >�V�?

F self(t = 0) =
∑
j

< (�̂s ·Qi(0) · �̂0) · (�̂s ·Qj∗(t = 0) · �̂0) > >���1?

����� �̂0 = �̂s ��� ��� :����
�� �����
��� �� �� ��
����&� �� �� ����
�
���&� = �� ��

��������� = ���������; 
�������:������� �� ����
���� ������ �� ���9����� ������9�
��� �����
 �
�������&��

7����:����� �� ������&� �������� � �� ���������M

F self(t = 0) = 1 +
5

7
< p2 > −12

7
< p4 > >����?

�� ����'����
 �� ���
����
� ���(���� �� ���
��� �� ��
���� �� ��� ��
(���
�� �� ��<
����� = ���
�� �
���� �� �� 
��
��������&� ������
��� �� ���.� ������&� �������
������
�
 ��� ��� ������ �
 �����; �� �
���
� ��

������� � �� :���
 �(3��� = ��
������� �� ����� ����� .�= �� ������ �� ��
:���
�� ����� ������ ��� ��
�����
������
�
 ��� �
���������� �� '����

 � � *

���#
��"	 ����	
����	��

��
� �������
 �� ���%������ �� ��'���&� � ������� ��
��� �� ��� �� ��������� � �
�<
������ �� �� 
�'�
����� B)D� -� ������� F self(t) ��������� !�� �� ������&� ����
�� ��
-�����.�/�0� ����
��� �� ���(���� �� ��� ��������� ��������; �� ����

���� �����
��
�� �� �������� �� �
�������&� ���( ���� ��
M

Q(t) = etOs(�N ,�̂N )Q(t = 0) >����?

�,
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����� Os(�
N , �̂N) �� �� ���
���
 ��9���� �� -�����.�/�0�� $������
���� �� ��
��

!�� ��

������� � �� ��
�� 
��������� �� �������� �� ����
�������� .��
����(�����;
�� ���
���
 ��9���� ��M

Os(�
N , �̂N ) =

∑[
�̂j − β(�̂j)Φ(�

N , �̂N)
]
·D0

rot�̂i >����?

2!� �̂j �� �� ���
���
 �
������� ������
; 1/β �� �� ���
� � ��
����; Φ(�N , �̂N) �� ��
���
� � ��������� ����� ��� �
������ �� 5 ���
��� ������ � ��� ����
�������� ��
��<
��� = D0

rot �� �� ���%������ �� ��'���&� ����<�
����������� � ������� ��
��� ��
� ���
�������� ���
��

�������� ��� �3�����&� �� ��
�� �� H�=��
 �� �� �������� �� �
�������&� ���������<
�� ��� ������ �!� >���,? = ������ �� ��� >���)?; �� ��

�����&� ����<���(���� �� ��
�������� �
�������&� ��M

F self(t) = F self(0) +Dself
short(Y )t+O(t2) >����?

����� F self(t = 0) �� �� ����'����
 �� ���
����
� �
����������� ���(���� = Dself
short(Y )

�� �� ���%������ �� ����<��'���&� �
�����������; ����
������� ����
�������� .��
���<
�(����� � ������� ��
��� �������
���� �� ��
���� ������M

Dself
short(Y )

6D0
rot

= 1 +
5

14
< p2(û) > +

8

7
< p4(û) > >���*?

2!� Y 
��
������ �� �
������� ��� �� ���� �� 
����
� �� �
���������� = pl(û) ��
�� ��������� �� 8�����
� = �� �
������ �� �� ��
(���
� �� �
��� ��

�����������;
��%���� ��
M

< pl(û) >=

∫
dûpl(û)P

eq
1 (û) >���#?

2!� P eq
1 (�̂) �� �� �������� �� �
���������� �� �!�����
�� �� �� ���
�� !�� �� �������

�� �� ������&� � �� ������&� �� �
�����������

 �$� �� ���+��
�� �� ����	 ����	
����	��

2 �������
������� �����; ����� ��� ����
�������� ���
� ��

�� ��� ����
������; �����
���

�
 ��� �
������&� �� '��� �� ��� ����
�����&� ��&�
��� �� �
����������� � �� ��<
���� ���(���� �
������� ��
� ���� ������ �
������ �� �
��� �� �
��� �
�����������
:�
 �; ����������� �� �� �������
���&� �� ��

�� = �� �� 
�
&� �� F�9�� �
���������
�� ������� ��
(���
� �� �
��� �
�����������; !���� ���� �� �
��� �� �
��� �
�����<
�������

8� ������ �(� ������ ��
� �� �
��� �� �
�������&� ����� ��
 ������� ���� <
cosθ >=< �̂ · �̂ > ����� θ �� �� (����� '�
���� ���
� �� :����
 ��
����
 ��� �9� ��
��
�� �� ��

� = �� ��
����&� �
�'�
������ �� �� !�� �� �
�����; �� ����� ���
� ��� :����
��

�1
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��
������ �� �
������ ����
��; ��� ����
��; ������ � �� �����
 �; �� �
�������&� +�̂
�� ���������� �
������ !�� ���

� ���� �� �
�������&� −�̂; �� !�� < �̂ >= 0�

8� ��������� ����
� �(� ������ �� < cos2θ >=< �̂�̂ >: �̂�̂ ����� ��� ��� ������

��
������ �� ����� ����
����&� �� ��� �����
��; ��
 �� �����; �� '�
�� �(� ������ !��

��
������ �� ������ �
����������� �� �� ������� �����
 ��
(���
� �� �
��� �
�����<
�������

- =< �̂�̂ >=

∫
d�̂ �̂�̂ P (�̂, t) >����?

����� �� �����
���&� �� 
����
� ��9� �� ����
%��� �� �� ��'�
� �����
��; P (�̂) �� ��
'����&� �� �������� �� �
���������� ��
� �� �
�������&� �� ��� ��

�; !��; �����
������
�� �� �� ������&� �� -�����.�/�0��

��
� ������
 �� ��'�
����&� !�� �� ������� �� -; 
����
���� �� ���������M

-�� �̂ �� :����
 �����
��; = ��� θ �� (����� ���
� �� ��
����&� �
�'�
���� = �� �
�������&�
�̂ �� ��� ��

�� ��%����� �� '����&� 'M

f =< cos2θ >= S : �̂ · ê = Smn�̂m�̂n >���)?

���� !�� �� ��
����&� �(� �
������ �� �̂ �� � �� ��
�� ��� ��
����
; �� �:������ !�� ��
:����
 �����
�� �̂ !�� ��3����� � ' �� �� ����� ��
����
� J�3���
���� � ' �� ����
��
�� �
������� �� 8��
����; ��9� �� �����
����&� �� !�� �̂ ��� �� :����
 �����
�� �̂·�̂ = 1�
O�
 ���������

f ∗ = f − λ�̂ · �̂ = (Smn − λδmn)�̂m�̂n >���,?

J�3���
���� � f ∗ 
������� � �̂ ∂f∗
∂�̂

= 0 = ��������� !��M

- · ê = λ�̂ >���1?

�������� �� �
������ ����
�� ��� ���� �
!���
��; ��������� !��M

λ = - : �̂�̂ >��*�?

�� ��=�
 �����:���
 �� - �� 1
3

�� �� ������ ��&�
��� (- = 1
3
�) = �� ����� � � ��
� ��

������ ��
'��������� �������� (- = �̂�̂)�

�� ��=�
 �����:���
 �� - 
��
������ �� �
��� �� ������������; = �� 
�%�
� ���� ��
��
(���
� �� �
��� �
����������� ������
�

$��������� 
����������� �� ��
(���
� �� �
��� �
����������� ������
 ��� �� �
�<
����� ��� ��������� �� ������
��

P2 =< P2(cosθ) >=
1

2
[3 < cos2θ > −1] =

1

2
[3λ− 1] >��*�?

��
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8� 
�
&� ��
� �����
�
 ���� ��
(���
� �� �
��� �� !�� �� ����� � � ��
� �� ������
��&�
��� � ����� � � ��
� �� ������ ��
'��������� ���������

��



����

��  

������ � ������
��� �� ����	

$������
���� ��
� ����� ���������� �� ��
����� �� '�
�� �� ��� ��
�� ��= �������� =
��
��� ����
� �� �� ���:���� ��� �������� 8 = ��(���
� � = ��� '
����&� �� :������
Φ >�� �� 
�
&� ���
� �� :������ �� ��� ��
� ���� = �� :������ ����� ��� ���������
?�
�� ������� ����
����� �� �������
�
 ������
�� ��� ��
�� �� !�� �� ���
�� �������
���&�
�� ������� �� ���
�� ��
����&� >:�� �� ����>*��??

��
� ����
����
 �� �������
���&� �� �� !�� �� �
������ �� ������ �� '���; �������
������
�
 �� '����
 �� ���
����
�; �� ������'���&� ; �� ��
(���
� �� �
��� ���(��<
�� = �� ���
� � ���
� 
���������; ��� ��� �
���
�� ���(� ���
���� �� ��
����� �� ���
��
(���
�� �� �
��� �� ����
�� �� $��� �� 2� !��; �� �� �
���
� �����&� �� ����
��� ���� ���������� ��� ��
(���
�� �� �
���; � ��
��
 �� �� ������&� � �� ������&� ��
-�����.�/�0� �� �!�����
���

����
� *��M $���
� 
������ �� �������
���&� �� 
�������M �?������&� �������; �?������&�
�����������; �?������&� �������
��� ����
&���� = �?������&� �������
��� ���(�����

$��� ���+��
��� �� ����	

�� �� ��
�� 
��������� �� �� ������&� �� -�����.�/�0� �!� >����?M

∂P

∂t
= DrR̂

2P (û) +DrR̂P (û) · �τ >*��?
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M

�τ = −R̂V eff(û) >*��?

�� ��������� �� J���
<-����; �� �� ������ ��
������ ��
� �� ����
����&� �� ��

��
�� �!�����
��� O�
 ���������

V eff(û) =
5

2
β−1 L

D
φ

[
1− 3

5
- : ûû

]
>*��?

����� Lφ/D �� �� '
����&� �� :������ = - �� �� �����
 ��
(���
� �� �
���; �����
- : �̂�̂ = 1

2
(λ− 1) + 1

2
(3λ− 1)cos2θ �O�
 ���������

��
� �� ������� .��������M

- =

⎛
⎝1

2
(1− λ) 0 0

0 1
2
(1− λ) 0

0 0 λ

⎞
⎠ >*�*?

����� λ �� �� ��=�
 �����:���
 �� - �������� ���� ��
(���
� �� �
��� ���(�����

������
���� �� '����&� �� �������� �� �
���������� �� �!�����
�� ��������� �� ����<
��&� ����
��
 � ��
�; �� ������&� ��M

P eq(û) = cte e−βV eff (û) >*�#?

$�������� �� :���
 �� �� ��������� �� ��
����
���&�; �� ������&� ���( ���� ��
M

P eq
1 (θ) =

√
5
√

L(1−3λ)φ
D

4π3/2Erf

[
1
2

√
5
√

L(1−3λ)φ
D

]exp{5
4
φ
L

D
(3λ− 1)cos2θ} �����

2!� Erf{...} �� �� '����&� �

�
 �������
��� $�� ���� �3�
���&� ����� ������� ��
�������
 ��� ��
(���
�� �� �
���; = ����������������; ������� �����
�
 �� ������<
������ �� ��� ��

�� = �� �
������&� +�&�
���<5��(�����

�� �� ��%����&� �� ��
(���
� �� �
��� ���>����? ���������� �� ��
(���
� �� �������
= ���
�� �
����

$��� ���+��
�� �� ����	 	��+
��� λ

2.�
�; �� ������
( �� ��� '�
��� �� ��
(���
� �� �
��� ���(���� λ; ��� ����� ��
����� �� :���� ��
�����(���� >H? = �� ��
� �� ��� ��
�3�����&� �������� >U?� ��
�
�� �
���
�; �� ������
���&� �� �� ���
� � ���
� �� �������
��� �����
�� !�� ��
� ��
������� �� ������&� �� �� ������&� �� -�����.�/�0��
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������ 
 ��!������� �������������

-� ��� �� ��
�3�����&� ��
�����(���� �� ��� = ��/�
�� B�D� ���� �� ���� �� ��
����
����&� �� 6�����; !���� ����� !�� �� ���(���� ���(����; �� ����
��� ����<
��������� ��
 �� ���
 � �� 8����� �� �
���������� �� '��� = �
����� ��� ������&�
'��������&���� �� ������ ��
� �� �����
 ��
(���
� �� �
��� SαβM

∂Sαβ

∂t
= −L

∂A

∂Sαβ
>*�)?

2!� 8 �� �� ���%������ �������� '��������&���� = 2 �� �� ���
� � ���
�� $�
�� ���
����� �� �
������&�; Sαβ �� ��!��@� �� !�� 2 ����� �3�����
�� �� ��
�� ��� 
�������
� Sαβ�

��
���� ��� ��
�� �� ����� ��
� ��
�:�
 ��� ������&� ��

��� ��
� Sαβ; ������<
�
�� !�� �� ��� >*�)? �� ����� ���
���
 �� �� '�
�� ���������M

∂

∂t
Sαβ = Fαβ(-) >*�,?

�����

Fαβ = −6Dr

[(
1− U

3

)
Sαβ − U

(
SαµSβµ − δαβ

3
S2
µν

)
+ USαβS

2
µν

]
>*�1?

8�� ���������� >*�,? = >*�1? ��� ��� '�
�� �������� � �� ������&� >*�)? �� ��
���
 � �� 8�����<�� 6������ 2��!�� �� :�����
 �� �� ���
 � �� 8����� �� 6�����
�� ���������� �������� N��������� ��
� �� ������ ���������� �
������; �� ��� >*�,?
����� ��
 ����� ��
� �� ������ ��������� �
�������

2����� � ����; �������=���� �� ��� >*�1? ����
� �� �� ��� >*�,? ���������M

∂S

∂t
= −6Dr

[(
1− U

3

)
S − U

3
S2 +

2

3
US3

]
>*���?

�
∂S

∂t
= −6Dr

∂

∂S
A(S, U) >*���?

�����M

A(S, U) =

(
1− U

3

)
S − U

3
S2 +

2

3
US3 >*���?

���� !�� Dr > 0; �� ������&� >*���? ������ !�� �� ������ �� - ���

� �� �� ��
��<
��&� ����� ���
��� A(S, U)� �� ��
������
; �� :���
 �� �!�����
�� �� - �� ����
����
��� � ���� �� A(S, U)� �������� A(S, U) 9���� �� 
�� �� �� ���
� � ���
�� ��
 �� �����;
�������
���� �� :���
 � ���� �� �� ���
� � ���
�; �� ������ �� :���
 �� �!�����
�� ��
�
λ; .������� Seq = λ B�DM
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λ =
1

4
+

3

4

(
1− 32

9

D

Lφ

)2

>*���?

����� � �� �� ��(���
�; 8 �� �������� ��� ������
�; 
�������:������; = φ �� ��
'
����&� �� :������� O�
 ���������

������ 
 ��!������� ��������

8� ������� ��
�3�����&� ��
� λ �� ��
�:� �� �� ��
�� 
��������� �� �� ������&� ��
-�����.�/�0� �!� >*��?; �������=���� �� ��������� �� J���
<-���� = ���
���� ���∮
dû ûû(...); ���� ��

������� � �� ������&� �� �!�����
�� �� ���<��/�
�� ��
� -�

�� ���� �3�
���&�; ���
��� �� �����
 ������(���� < ûûûû >� ����������; �3�
������
���� ���
�� �����
 �� ��
����� �� -; �� ������&� ��
� - �� �������
�M

0 = -− 1

3
I − 3

5

L

D
φ [- · -− -- : -] >*��*?

E����� �� 
��
��������&� ��� �����
 ���(���� �!� >*�*? ������
���� �� ������&� ��
�
λM

0 = λ− 1

3
− 3

5

L

D
φ{λ2 −

[
1

2
(1− λ)2 + λ2

]
λ} >*��#?

��=� ������&� ��M

λ =
1

6

⎛
⎝3 +

√
−40 + 9 L

D
φ√

L
D
φ

⎞
⎠ >*���?

$� � �	����� ����� ����	
����	��

��
� �� ������� .��������; �� �� �������� �� F�9�; �� �����
 ��
(���
� �� �
���
�
����������� - ����� ���� ��%����&� �� �!� >����? ��� λ �� ��=�
 �����:���
 �� -;
!�� ���� �� :���
 �� �X� ��
� �� ������ ��&�
��� = �; ��
� �� ������ ��
'���������
���������

$������
���� @� ������&� >*��? ���
���� ����� ����� ���
∮
d�̂ �̂�̂ �������
���� ��

��������� �'����:� �� J���
<-����; ��������� �� ��������� ������&� �� ��:�������M

d-

dt
= −6Dr{-− 1

3
�− 3

5

L

D
φ (- · -− (- : -)-)} >*��)?

����� �� �������
���&� �� �3�
��� �� ��
����� �� �� '
����&� �� :������ 
�������
φ = (π/4)D2Lρ ����� � �� �� ��(���
� = 8 �� �������� �� �� ��

�; �����
�� !�� ρ
�� �� �������� �� ��� ��

�� ��� ��
���� = �� �����
 ������(���� ���( �3�
����� ����M
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-������=���� �� �����
 ��
(���
� �� �
��� �� �� ������&� ����
��
 �������� � ��
������&� �� ��:������� ��
� λM

dλ

dt
= −4Dr{−1

2
+ (

3

2
+

3

4
K)λ− 3Kλ2 +

9

4
Kλ3} >*��1?

����� U �� �� ��������� �� �
���
���������� �� �� �������
���&� �� ��

��M

K =
3π

20
DL2ρ =

3

5

L

D
φ >*���?

8�� ������� �����
���� ��� ����
������ ��
 ��� ��'�
������ �� �� ���
� � ���
� �;
�����
� !�� �� ������� �� ���� ��������� ��9�� ��� �!�����
�� >������ ���������
��?�

dλ

dt
≈ −dF (λ)

dλ
>*���?

�������� �� ��� ��� >*���? �� �3�
���&� ��
� �� ���
� � ���
�� ��M

F (λ) ≈ −1

2
λ+ (

3

4
+

3

8
K)λ2 −Kλ3 +

9

16
Kλ4 >*���?
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� � ���
� �� ����� �
�%��
 ���� ��� '����&� �� λ ��
� :�
��� :���
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(%�� �� ����
�
( �� �� �����&� �� 
����������
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 ��� ��� ��
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����&� ��
:������ 
�������; ��
 ��� ��
�3��������� >H? ��
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����; �� ������ �� �� '��� ��&�
��� � �� ���(���� ���( ������
��� �� �� �������
���&�
����� �� ����
:� �� �
���
 �(3��� = � ���� �� �� ���
� � ���
�� ��� �� ��

�������
��� �������
���&� �� K = 8

3
����� ��

������� � ��� '
����&� �� :������ 
�������

�� L
D
ϕ = 4�44 �� ���� '
����&� �� :������ 
������� ���

� �� �
������&�� ���.� :���


�� ��
�3��� �� 
�������� �������� �� ��� ��� ��'�!��� >��
�����(���� = ��������? =
�� �� G�����
�

��



"�#	����

����� -����
� ���

$������
���� �� �
������� !�� 
�������� �� �
������ ����� = �
�
M

(d�× �̂) · d�̂
dt

= d� ·
(
�̂× d�̂

dt

)
>#��?

�������� �� 
�
&� �� ������ ��� F�9� �� ����� � �
�:�� �� �� '
����
� ∂A �� 2M

dNA

dt
= − ∫

W
d�
∫
∂A

d� · (�̂× d�̂
dt
)P (�, �̂, t)

Aplicando el teorema de Stokes :
∮
∂A
# · d� = ∫

S
∇×# · �̂dS =

∮
S
# d-

= − ∫
W
d�
∫
A
dûû · [∇û × (û× dû

dt
)P (�, û, t)

]
con �̂ · ∇�̂ × (...) = (�̂×∇�̂) · (...)

= − ∫
W
d�
∫
A
d�̂(�̂×∇�̂) · (�̂× d�̂

dt
P (�, �̂, t))

sea Ω = �× d�̂
dt

�̂ = �̂×∇�̂

= − ∫
W
d�
∫
A
d�̂ �̂ · [ΩP (�, �̂, t)]

dNA

dt
= −

∫
W

d�

∫
A

d�̂ �̂ · [ΩP (�, �̂, t)] >#��?

�� ������
�
 !�� vj = −3
4
D (�̂�̂ + I) (β∇jϕ+∇jlnP )

��



$2�4HE8G #� 2�P5�+$�

vj = (∇jϕ + kβT ∇jlnP ) γ−1
T

donde γ−1
T = 1

γ‖
�̂�̂+ 1

γ⊥
[I− �̂�̂]

= −β (∇jϕ+ kβT ∇jlnP )
(

1
γ‖
�̂�̂+ 1

γ⊥
(I− �̂�̂)

)
β−1

D‖ = 1
βγ‖

D⊥ = 1
βγ⊥

= − (∇jϕ+ βkβT lnP ) · (D‖�̂�̂ +D⊥ (I− �̂�̂)
)

Para barras muy largas y delgadas D‖ = 2D⊥ y D = 1
3

[
D‖ + 2D⊥

]
= 4

3
D⊥

= − (β∇jϕ+ βkβT ∇jlnP ) ·
(
2D⊥ûû+D⊥(Î − �̂�̂)

)
= − (β∇jϕ+∇jlnP ) · (D⊥�̂�̂+D⊥I)

= −3
4
D (�̂�̂ + I) (β∇jϕ+∇jlnP )

vj = −3

4
D(�̂�̂+ I)(β∇jϕ+∇jlnP ) >#��?

�� ������
�
 !�� Ωj = −Dr(R̂jlnP + βR̂jϕ)

-� �
����� !�� �� ��
�� �
�/����� ��� �� �� ��������� '�
�� 1Br
j = −kβT �̂jlnP ;

����������� �� �� :�������� 
��������� �!�>���,?�

Ωj =
(
−kβT �̂jlnP − �̂jφ

)
1
γr

con Dr =
kβT

γr

= − 1
βγr

(
kβTβ�̂jlnP + β�̂jφ

)

= −Dr

(
�̂jlnP + β�̂jφ

)

����� -����
� ���

f ∗ = f − λ�̂�̂ = (Smn − λδmn)emen >#�*?

�������� ��
� ��3���
�
 � f ∗ 
������� � �̂M

��
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∂f∗
∂�̂

= ∂
∂ek

(Smn − λδmn)emen

= (Smn − λδmn)(emδnk + enδmk)

= (Smn − λδmn)emδnk + (Smn − λδmn)δmken

= Smnemδnk − λemδmk + enSmnδmk − λSnken

= Smkem − λek + enδnken − λek

= Smkem + Snken − 2λek

= 2S · �̂− 2λ�̂ = 0 =⇒ S · �̂ = λ�̂

�������� �� �
������ ����
�� ��� ���� �
!���
��; ��������M

λ = - : �̂�̂ >#�#?

����� -����
� ���

�� ����
�� � �� ��%����&� �� '����
 �� ���
����
�; !���� �� �� ������ �� �� 
������<
�� �� �� �������� �� �� ������� ������������ �� �!�����
�� � ��� ����� ��
��
����&�
�3��
�� �� �������� �� ���� 2π

k
M

S(2) = 1 + ρh(2) >#��?

����� h(2) �� '����&� �� ��

�����&� ����� �� ����� ��� ��
� ������

g(�) = 1 + h(�) >#�)?

2!� g(�) �� �� '����&� �� ��

�����&��

h(r12) = c(r12) + ρ

∫
h(r13)c(1, 3) >#�,?

2�������� �� �
���'�
���� �� '��
��
 � �� ������&� ����
��
 = ��������� �� ��<
�������M

h(2, �̂1, �̂2) =

∫
d� exp{−i2 · �}h(�, �̂1, �̂2) >#�1?

�� �� ��
�� 
��������� �� �� ������&� �� -�����.�/�0� ��
� 
������� ��
��M

∂

∂t
P (�̂, t) = DrR̂

2P (�̂, t)−Drβρ�̂P (�̂1, t) · �̂
∫

d�̂2 h(2 = 0, �̂1, �̂2)P
0(�̂1, t)︸ ︷︷ ︸

V eff

>#���?

�*
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l3

l1

l2

�

�

û1

û2

����
� #��M -� �����
�� �� ��

� � = � ��� �9� ��
����
 �̂1 = �̂2; 
�������:������� 8�
��
� ���� � ��
��������� .���� �1 = �� ��
� ���� � .���� �2�

h(�, �̂1, �̂2) =
∫
d� exp{−i� · �}h(�, �̂1, �̂2)

h(�, �̂1, �̂2) = −1

= − ∫ d�exp{−i� · �}

l1 = l1�̂1

l2 = l2�̂2

l3 = l3 l̂3 = l3
|�̂1×�̂2|
�̂1×�̂2

= − ∫ dr dθ dφ sin θ exp{−i� · (sinθcosθ̂�+ sinθsinφ̂�+ cosθ�̂)}

= −|�̂1 × �̂2|
∫ L/2

−L/2 dl1
∫ L/2

−L/2 dl2
∫ D

−D dl3 exp{−i� · (l1�̂1 + l2�̂2 + l3
|�̂1×�̂2|
�̂1×�̂2

= −|�̂1 × �̂2|
∫D

−D dl3 exp{−� · l3 |�̂1×�̂2|
�̂1×�̂2| }

= −|�̂1 × �̂2|
∫ D

−D

dl3 exp{−i� · l3 |�̂1 × �̂2|
�̂1 × �̂2

}︸ ︷︷ ︸
(a)

·
∫ L/2

−L/2

dl2 exp{−i� · l2�̂2}︸ ︷︷ ︸
(b)

·
∫ L/2

−L/2

dl1exp{−i� · l1�̂1}︸ ︷︷ ︸
(c)

7����:���� �� �����
�� >�?M

�#
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∫D
−D dl3 exp{−i� · l3 |�̂1×�̂2|

�̂1×�̂2
} = −1

i�· |�̂1×�̂2|
�̂1×�̂2

exp{i� ·D |�̂1×�̂2|
�̂1×�̂2

}|D−D

= i

�· |�̂1×�̂2|
�̂1×�̂2

[
exp{−iD� · |�̂1×�̂2|

�̂1×�̂2
} − exp{i� ·D |�̂1×�̂2|

�̂1×�̂2
}
]

= i

�· |�̂1×�̂2|
�̂1×�̂2

[
cos

(
D� · |�̂1×�̂2|

�̂1×�̂2

)
− isin

(
D� · |�̂1×�̂2|

�̂1×�̂2

)
− cos

(
D� · |�̂1×�̂2|

�̂1×�̂2

)
− isin

(
D� · |�̂1×�̂2|

�̂1×�̂2

)

= 2D

Jo︷ ︸︸ ︷
1

D�·|�̂1×�̂2|
|�̂1×�̂2|

sin

(
D� · |�̂1 × �̂2|

�̂1 × �̂2

)

= 2DJo
(
D� · |�̂1×�̂2|

�̂1×�̂2

)

��
 �� �����;∫ D

−D

dl3 exp{−i2 · l3 |�̂1 × �̂2|
�̂1 × �̂2

} = 2J0

(
D2 · |�̂1 × �̂2|

�̂1 × �̂2

)
>#���?

�� ����� �
����������� �� ������ ��
� �� ������&� � ��� �����
���� >�? = >�?;
���������� ���� 
��������M

h(�, �̂1, �̂2) = −2D|�̂1 × �̂2|L2J0
(
L
2� · �̂1

)
J0
(
L
2� · �̂2

)
J0

(
L
2 � · |�̂1×�̂2|

�̂1×�̂2

)
Consideramos � = 0 :

h(� = 0, �̂1, �̂2) = −2DL2|�̂1 × �̂2| donde |�̂1 × �̂2| = |�̂1||�̂2| sin γ = |�̂||�̂′ | sin γ

Ahora, trabajamos con el doble producto diádico

de las orientaciones de las part́iculas.

�̂�̂ : �̂
′
�̂

′
= uαuβu

′
βu

′
α = (�̂ · �̂′

)2 = 1− sin2γ = |�̂1 × �̂2|

=⇒ sin2 γ = 1− �̂�̂ : �̂
′
�̂

′
=⇒ sin γ =

√
1− �̂�̂ : �̂�̂

= −2DL2|�̂1||�̂2| sin γ
= −2DL2 sin γ

= −2DL2
√

1− �̂�̂ : �̂
′
�̂

′

���� ��M

h(2 = 0, �̂1, �̂2) = −2DL2

√
1− �̂�̂ : �̂

′
�̂

′
>#���?

�� �����
 �� �������� �
����������� �� ���
��� ������� ����M

q ≈ �̂�̂− 1

3
I >#���?

��
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2!� I �� �� ���
�
 �����
���

-� ����9���� �̂�̂ �� �� ��� >#���?�

|�̂× �̂
′ | =

(
1− (q +

1

3
I) : (q

′
+

1

3
I))

) 1
2

>#��*?

(q + 1
3
I) : (q

′
+ 1

3
I) = (q : q

′
) + 1

3
q : I+ 1

3
q
′
: I+ 1

9
I : I

q : I = 0 y I : I = 3

= (q : q
′
) + 1

3

��
 �����M

|û× û
′| =

(
1− (q : q

′
+ 1

3
)
) 1

2 =
√

2
3
− q : q′

=
√

2
3

√
1− 3

2
q : q′ ∼= π

4

√
1− 3

2
q : q′

∼= π
4

(
1− 3

4
q : q

′)
∼= π

4
(�̂û : �̂

′
�̂− 1

3
�̂�̂ : I− 1

3
I : �̂

′
�̂

′
+ 1

9
I : I

�̂�̂ : I = uαuβδαβ = uαuα = u2
α = �̂ · �̂

∼= π
4

(
�̂�̂ : �̂

′
�̂

′ − 1
3
�̂ · �̂− 1

3
�̂

′ · �̂′
+ 1

3

)
∼= π

4

(
�̂�̂ : �̂

′
�̂

′ − 1
3
(�̂ · �̂ + �̂

′
�̂

′
) + 1

3

)
2� M

|�̂× �̂
′ | ∼= 5

6
π

[
1− 3

5
�̂�̂ : �̂

′
�̂

′
]

>#��#?

������
���� �� '�
�� ��� ��������� �'����:� ��� ���� J���
<-����M

V eff =
∫
d�̂

′
[−2DL2] ( 5

16
π)
[
1− 3

5
�̂�̂ : �̂

′
�̂

′]
P (�̂

′
, t)

= −5
8
πDL2

∫
d�̂

′ [
1− 3

5
�̂�̂ : �̂

′
�̂

′]
P (�̂

′
, t)

= −5
8
πDL2

[∫
d�̂

′
P (�̂, t)− 3

5

∫
d�̂

′
�̂�̂ : �̂

′
�̂

′
P (�̂

′
, t)
]

= −5
8
πDL2

[
1− 3

5
�̂�̂ : -(t)

]

�)
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���� � -����
� ���

Dem. - : ûû =
1

2
(λ− 1) +

1

2
(3λ− 1)cos2θ

-��M

- : �� = Snmumun = Snδnmumun

sólo si n = m =⇒ Snu
2
n = S1u

2
x + S2u

2
y + S3u

2
z

���

ux = cosφ sinθ
uy = sinφ sinθ
uz = cosθ

����� �� ��
(���
� �� �
��� ���(���� �� �� �� ��������� '�
��M

- =

⎛
⎝1

2
(1− λ) 0 0

0 1
2
(1− λ) 0

0 0 λ

⎞
⎠

=⇒

Snmumun = Snu
2
n

= S1(u
2
x + u2

y) + S3u
2
z

= 1
2
(1− λ) [cos2φ sen2θ + sen2φ sen2θ] + λcos2θ

= 1
2
(1− λ)sen2θ + λ cos2θ

-�� cos2θ + sin2θ = 1

= 1
2
(1− cos2θ) + λ cos2θ

= 1
2
(1− cos2θ − λ+ λ cos2θ) + λ cos2θ

= 1
2
(1− λ) + 1

2
(3λ− 1)cos2θ

H�� !��M

- : ûû =
1

2
(1− λ) +

1

2
(3λ− 1) cos2θ >#���?

�,
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���� � -����
� �����

���������� �� �
����� �� 
���9���&� ������ �� ������&� �� �� H��
 � �� 8�����<��
6�����M

Sαβ(t) = S(t)(nαnβ − 1

3
δαβ) >#��)?

-������=���� �� ��� >#���? �� ���� ��
��.� ��
��.� �� �� ��� >*�,?M

∂

∂t
Sαβ =

∂S

∂t

(
nαnβ − 1

3
δαβ

)
= Fαβ(-) >#��,?

���

Fαβ = −6Dr

⎡
⎢⎢⎢⎣
(
1− U

3

)
Sαβ − U

(f)︷ ︸︸ ︷
(SαµSβµ︸ ︷︷ ︸

(d)

−δαβ
3

S2
µν)+U SαβS

2
µν︸ ︷︷ ︸

(e)

⎤
⎥⎥⎥⎦ >#��1?

7����
���� ��� �(������ ��
� >�?M

SαµSβµ = S2(nαnµ − 1
3
δαµ)(nβnµ − 1

3
δβµ)

= S2(nαnβn
2
µ − 1

3
nαnβ − 1

3
nβnα + 1

9
δαβ) n2

µ = 1

= S2(nαnβ − 2
3
nαnβ +

1
9
δαβ)

= S2(1
3
nαnβ +

1
9
δαβ)

H
���9���� ��� >�?M

SαβS
2
µν = S3(nαnβ − 1

3
δαβ)(nµnν − 1

3
δµν)

2

= S3(nαnβ − 1
3
δαβ)(n

2
µn

2
ν − 2

3
nµnνδµν +

1
9
δ2µν) δ2µν = 3

= S3(nαnβ − 1
3
δαβ)(n

2
µn

2
ν − 2

3
nνnν +

3
9
) n2

ν = 1 n2
µ = 1

= S3 2
3
(nαnβ − 1

3
δαβ)

= 2
3
S2δαβ

��
 �� ����� �� >'?M

�1
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SαµSβµ − δαβ

3
S2
µν = S2(1

3
nαnβ +

1
9
δαβ)− 2

9
S2δαβ

= 1
3
S2nαnβ +

1
9
δαβ − 2

9
S2δαβ

= 1
3
S2nαnβ − 1

9
δαβS

2

= 1
3
S2(nαnβ − 1

3
δαβ)

= 1
3
Sδαβ

-������=���� �� �� ���
� � ���
� ���>#��,?M

Fαβ = −6Dr

[
(1− U

3
)Sαβ − 1

3
USSαβ +

2
3
US2Sαβ

]
= −6Dr

[
(1− U

3
)− 1

3
US + 2

3
US2

]
Sαβ

��M

∂

∂t
Sαβ = Fαβ(-) con Sαβ = S(t)(nαnβ − 1

3
δαβ)

∂

∂t
S = −6Dr

[
(1− U

3
)S − U

3
S2 +

2

3
US3

]

2!� Dr �� �� ���%������ �� ��'���&� 
����������

-� �������
���� !��; �� :���
 �� �!�����
�� �� - �� ����
������ ��� � ���� �� ��
���
� � ���
�; �������� ��������� � ��
� �� ���
� � ���
� = ������
���� �� :���
 ��
Seq

Seq =
1

4
+

3

4

(
1− 8

3U

)1/2

>#���?

E �� �� ��
(���
� �
���
������ � νbL2; φ = νπb2L
4

= � �� :�
; ν ≈ 1
bL2 � ��������;

.������� λ = Seq

λ =
1

4
+

3

4

(
1− 32

9

D

Lφ

)1/2

>#���?

*�
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���� � -����
� ���

dλ
dt

≈ −64
4
Dr{λ− 1

3
−

K︷ ︸︸ ︷
3

5

(
L

D
φ

)[
λ2 − (

2(1
4
)(1− λ)2 + λ2

)
λ
]}

≈ −4Dr{3
2
λ− 1

2
− 3

2
K
[
λ2 − (

1
2
(1− λ)2 + λ2

)2
λ
]
}

≈ −4Dr{−1
2
+ 3

2
λ− 3

2
K
[
λ2 − 1

2
(1− λ)2λ− λ3

]}
≈ −4Dr{−1

2
+ 3

2
λ+ 3

4
Kλ− 3Kλ2 + 9

4
Kλ3}

≈ −4Dr{−1
2
+
(
3
2
+ 3

4
K
)
λ− 3Kλ2 + 9

4
Kλ3}

��
� �� ������� .�������� dλ
dt

≈ −dF (λ)
dλ

� ��������M
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