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Capitulo 1

Introduccion

En el campo de la modelizacion epidemiologica, se ha vuelto necesaria una mejora continua de
los modelos, como el SI, SIR, SEAIRD, SIRD [19], asi como de los enfoques propuestos por figuras
destacadas como John Snow y Kermack y McKendrick. Abordando la teoria de propagacion de
enfermedades, explicando como se transmiten a través de una poblacién y como diversos factores
afectan esta propagacion, incluyendo la tasa de contacto entre individuos susceptibles e infectados,
la virulencia del agente infeccioso y la inmunidad adquirida [20]. Esta necesidad de mejora refleja
una amplia variedad de estrategias utilizadas para mejorar los resultados y su fiabilidad, como
las técnicas de procesamiento de datos, las cuales se exploraran con mas detalle mas adelante.
En consonancia con esta premisa, la presente tesis se dedica a la evaluacion de la eficacia relativa
derivada de la aplicacion del filtro de Kalman en la determinacion de pardmetros asociados a un
modelo epidemiologico.

El filtro de Kalman es reconocido por sus diversas aplicaciones, que incluyen la estimaciéon mensual
del producto interno bruto de un pais, la modelizaciéon de un camino aleatorio y la prediccion de
posicionamiento, entre otras [7, 9, 21, 22, 23]. Siendo sometido a un anélisis especifico en esta in-
vestigacion. Se enfocara en la aplicacion del filtro de Kalman para evaluar su eficiencia al procesar
datos antes de incorporarlos en el modelo epidemiologico, en contraste con la utilizaciéon exclusiva
del modelo sin pretratamiento de datos mediante el filtro. A pesar de la eficacia intrinseca del
modelo epidemiolégico, se destaca la importancia de explorar vias para potenciar dicha eficiencia.
En el contexto epidemiologico, donde la calidad de los datos influye de manera crucial en la precision
de los modelos predictivos, la inclusiéon del filtro de Kalman como herramienta de procesamiento
podria conferir una ventaja significativa al mitigar el impacto de datos ruidosos o incompletos.

A lo largo de esta tesis, se llevara a cabo una comparativa exhaustiva de ambas metodologias, es
decir, el desarrollo del anélisis de los datos sin tener en cuenta el filtro, posteriormente el analisis
de los datos filtrados y en consecuencia, ver como se comportan con el modelo mediante el analisis
de conjuntos de datos reales de la pandemia de COVID-19 proporcionados por el CONAHCYT
[2].

Aunque existen multiples modelos epidemiologicos eficientes [24, 25, 26], este trabajo se basa en
una variante del modelo SIR, denominada modelo SIRD, debido a la disponibilidad de datos es-
pecificos sobre defunciones. Esta eleccion se consider6 6ptima al obtener todos los datos de una
misma fuente, minimizando potenciales sesgos derivados de la obtencién de datos de fuentes di-
versas. Cabe mencionar que, aunque se haya adoptado un modelo SIRD como paso intermedio,
este puede evolucionar en futuras actualizaciones hacia variantes mas complejas, como un modelo
SEAIRD. Los resultados obtenidos a lo largo de este estudio proporcionan una visiéon integral sobre
la eficacia relativa de ambas metodologias.

En dltima instancia, esta investigacién aspira a contribuir al desarrollo y optimizacién de herra-
mientas de modelizacion epidemioldgica. Se destaca la importancia de considerar enfoques diversos,
como el filtro de Kalman, para mejorar la calidad de los datos y, por ende, la eficiencia de los mo-
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delos en la predicciéon y gestion de situaciones pandémicas.
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A continuacién, presentaremos las herramientas esenciales para llevar a cabo este trabajo. En
primer lugar, abordaremos el modelo epidemiologico SIR para posteriormente poder entender de
manera adecuada y comprensible el modelo epidemiologico SIRD, una vez mencionado el modelo,
seran proporcionados los conceptos fundamentales necesarios que respalden el filtro Kalman, un
método ampliamente utilizado en la estimaciéon y prediccion de estados en sistemas dinadmicos.
Sera descrita su estructura, destacando su relevancia en la resolucién de problemas complejos.
Mostrando como el filtro de Kalman puede ser aplicado de manera avanzada para mejorar la
estimacién de los parametros del modelo utilizando datos del mundo real. Este enfoque contribuira
significativamente al entendimiento y la capacidad para abordar desafios epidemiolégicos cruciales.
La COVID-19 es la enfermedad infecciosa causada por una nueva variante del coronavirus. Tanto
este nuevo virus como la enfermedad que provoca eran desconocidos antes de que estallara el brote
en Wuhan (China) en diciembre de 2019 [1]. Por tanto, fue una pandemia que afecté a muchos
paises de todo el mundo [16]. Pese a que ya han pasado mas de tres afos, atin sigue evolucionando
el virus. Al ser la causa de una pandemia a nivel global, se han hecho numerosos estudios de distinta
indole para explicar su comportamiento y tratar de predecir los distintos tipos de impactos que
dicha enfermedad tendra. En Meéxico, siendo mas especificos en Puebla, esta enfermedad afect6
la ciudad de una forma tan grande que registro picos de 522 casos de ingresos a hospitales por
dia [2], tomando en cuenta solo la primera ola, que tuvo una duracion estimada de 210 dias.
Las personas al momento de contraer la enfermedad y presentar los sintomas de la misma [5],
tardaban aproximadamente 14 dias en curarse, aunque claro, existia la probabilidad de que la
persona que contraia la enfermedad no se llegase a recuperar y terminara por fallecer. Dado que
era una enfermedad nueva, los casos no hacian nada mas que aumentar y la poblaciéon no solo
dudaba que la enfermedad fuera real [3], sino que ademaés ignoraban los protocolos de cuidados
que proporcionaban las autoridades. En consecuencia a esto, el factor infeccioso jugo un papel
fundamental para el desarrollo y la propagacion de la enfermedad. Una forma de poder analizar el
comportamiento de este tipo de enfermedades, es a través de modelos matemaéticos epidemiologicos
[6] basados en ecuaciones en diferencias, automatas celulares, ecuaciones estocasticas o ecuaciones
diferenciales, siendo este ultimo de gran interés para este trabajo, debido a la importancia que este
otorga para poder describir el comportamiento que presenta la epidemia en tiempo real, analizando
los datos con los que se parametricen las ecuaciones.

En referencia a la relevancia de los datos, su importancia radica en corroborar si el modelo planteado
es el correcto y presenta coherencia con los datos, a su vez, es destacable que los datos filtrados
presentan mayor fiabilidad. Por otro lado, el filtrado de Kalman [4] posee un método clésico de
estimacion de estado empleado en diversas aplicaciones, como el procesamiento de senales y los
sistemas auténomos, también es utilizado para resolver problemas en sistemas informéticos, como
el voltaje y la temperatura [7]. Aunque en la literatura existe una abundancia de descripciones del
filtrado de Kalman, estas suelen referirse principalmente a sistemas especificos, como los auténomos
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de sistemas lineales con ruido gaussiano (8], este caso no sera muy diferente, el filtrado tendra un
objetivo especifico, eliminar en lo mayor de lo posible el ruido presentado en los datos y poder
presentar una visién més 6ptima de la presentacién de los mismos.

2.1. Modelo Epidemiolégico SIR

En esta seccion, se abordara el modelo epidemiologico SIR [6] y se hablara un poco de los
autores responsables de su formulaciéon. Sin embargo, el enfoque principal de nuestra investigacion
recae en el modelo SIRD, una versién que incorpora ajustes especificos. Por lo tanto, es esencial
contextualizar nuestro estudio mencionando el modelo original, lo que nos permitird comprender
y apreciar mejor las modificaciones y mejoras introducidas en nuestra version del modelo SIRD.

2.1.1. Clasificacion de enfermedades infecciosas

Una enfermedad infecciosa es una enfermedad clinicamente evidente resultante de la presencia
de un agente microbiano patégeno. El agente microbiano que causa la enfermedad puede ser
bacteriano, viral, fangico, parasitario, o puede ser proteinas toxicas [6], llamadas priones, A su
vez, hay enfermedades transmisibles, que son enfermedades infecciosas que pueden transmitirse
de una persona infecciosa a otra, directa o indirectamente. A menudo, no distinguimos entre
enfermedades infecciosas y enfermedades transmisibles, ya que muchas de las enfermedades
infecciosas son de hecho enfermedades transmisibles. Sin embargo, hay enfermedades que son
infecciosas pero no transmisibles. El tétanos es un ejemplo de este tipo de enfermedades. Las
enfermedades transmisibles son enfermedades infecciosas que pueden transmitirse de una persona a
otra por vias no naturales. No obstante, la distincion entre enfermedades infecciosas, enfermedades
transmisibles y enfermedades contagiosas es sutil. Por tanto, la clasificacion de enfermedades
infecciosas se clasifica por:

= Las enfermedades de transmision de persona a persona: Son enfermedades que re-
quieren un contacto directo o contacto directo o indirecto. El contacto directo incluye el
contacto fisico o sexual (VIH o gonorrea). El contacto indirecto incluye el intercambio de un
objeto infectado, sangre u otros fluidos corporales (como la gripe).

» La transmision por via aérea: Se produce al inhalar aire infectado (gripe, varicela o
tuberculosis).

s Las enfermedades transmitidas por los alimentos y el agua: Se transmiten por la
ingestion de alimentos o agua contaminados (colera o la salmonela).

s Las enfermedades transmitidas por vectores: Son transmitidas por un vector, general-
mente un artropodo como un mosquito o una garrapata (malaria o el dengue).

= La transmision vertical: Se produce cuando una enfermedad se transmite a través de la
placenta de la madre al niflo antes o en el momento del nacimiento (Hepatitis B o sifilis).

A efectos de modelizacion, distinguimos cuatro tipos de transmision:
= Directa (persona a persona).
» Transmitida por vectores (vector a ser humano).
» Transmision ambiental (Infeccién por un patégeno presente en el medio ambiente).

= Vertical.
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Hay una serie de conceptos en epidemiologia estrictamente relacionados con las enfermedades
infecciosas:

s Individuos susceptibles. Cuando un individuo sano que es vulnerable a contraer una enfer-
medad entra en contacto con un posible transmisor de la misma, ese individuo se expone. Los
individuos pueden o no desarrollar la enfermedad. Estos individuos no suelen ser infecciosos.
En los modelos mateméticos, solemos suponer que todos los individuos susceptibles acaban
desarrollando la enfermedad.

s Individuos infectados e infecciosos. Si el patogeno se establece en un individuo expuesto,
este se infecta. Los individuos infectados que pueden transmitir la enfermedad se denominan
infecciosos. Los individuos infectados pueden no ser infecciosos durante todo el tiempo que
estén infectados.

= Individuos latentes. Son individuos que estan infectados, pero ain no son infecciosos. El
periodo de latencia se define como el tiempo que transcurre desde la infecciéon hasta que el
huésped es capaz de transmitir el agente infeccioso a otro individuo.

= Periodo de incubacién. El periodo de incubacién es el que transcurre entre la exposicién
a un agente infeccioso y la aparicion de los sintomas de la enfermedad. En las enfermedades
infecciosas, el periodo de incubacién es el tiempo necesario para que el agente infeccioso se
multiplique hasta el umbral necesario para producir sintomas o pruebas de laboratorio de la
infeccién. El periodo de incubacién no coincide necesariamente con el periodo de latencia.
Por ejemplo, en el caso de la gripe, los individuos se vuelven infecciosos aproximadamente
un dia antes de presentar sintomas visibles de gripe.

s Incidencia. La incidencia se define como el nimero de personas que enferman durante un
intervalo de tiempo determinado (por ejemplo, un afio). A veces, la incidencia es el nimero
de individuos que se enferman durante un intervalo de tiempo especifico dividido por la
poblacion total. En la mayoria de los casos, la incidencia se determina a partir del ntimero de
casos clinicos, lo que subestima la verdadera incidencia, ya que ignora los casos sub clinicos.

= Prevalencia. La prevalencia de una enfermedad es el nimero de personas que tienen la
enfermedad en un momento determinado. A veces, la prevalencia se define como el ntimero
de personas que tienen la enfermedad en un momento determinado dividido por el tamano
total de la poblacién. tamano.

» Proporcion de letalidad (PPC). La proporcion de letalidad se da como la relacion entre
las personas que mueren de una enfermedad y las que la contraen. Por ejemplo, a fecha de
27 de junio de 2014, se han diagnosticado 667 personas con gripe aviar H5N1, y 393 de ellas
han muerto. El PPC es de 0.59.

= Mortalidad inducida por la enfermedad. La mortalidad inducida por la enfermedad es
el namero de personas que han muerto por la enfermedad en una unidad de tiempo (por
ejemplo, un ano) dividida por la poblacién total.

2.1.2. Derivacion del modelo epidémico de Kermack-McKendrick

Cuando una enfermedad se propaga en una poblacion, la divide en clases diferentes. En uno
de los escenarios maés sencillos, hay tres clases de este tipo [6, 17, 18]:

= La clase de individuos que estédn sanos, pero pueden contraer la enfermedad. Se denominan
individuos susceptibles o susceptibles. El tamano de esta clase se suele se denota por S.
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s La clase de individuos que han contraido la enfermedad y ahora estan enfermos con ella,
llamados individuos infectados. En este modelo, se supone que los individuos infectados son
también infecciosos. El tamafio de la clase de individuos infecciosos/infectados se denota por
1.

= La clase de individuos que se han recuperado y no pueden contraer la enfermedad se deno-
minan individuos eliminados/recuperados. La clase de individuos recuperados se suele deno-
minar R.

Este modelo supone varias situaciones antes de comenzar con un anélisis matematico:

= La poblacién analizada en el modelo es constante y su tamafio se denota por la letra "IN",
es decir, que las tasas de nacimiento y muerte durante el proceso en que la epidemia es la
misma, ademés de que el tiempo de la epidemia es corto.

s Los fendémenos demograficos no son tomados en cuenta, ademés de asumir que el tiempo del
brote infeccioso, es lo suficientemente rapido para que las hipotesis mencionadas sean vélidas.

= La poblacion es cerrada, es decir, que no hay migraciones.

= La poblacién estd homogéneamente mezclada, ya que nuestro conjunto de susceptibles es
mayor a seis millones y medio. La manera en que esta enfermedad se transmite esta regida
por la ley de acciéon de masas de la epidemiologia, la cual dice que la tasa por la que una
enfermedad se propaga es proporcional al nimero de individuos susceptibles por el nimero
de individuos infecciosos.

= El tiempo que tarda una persona en convertirse en infeccioso desde que estuvo expuesto a la
enfermedad es tan pequefio como para que no sea considerado.

= Los individuos infecciosos se convierten en recuperados con una tasa 7y, donde -y es el inverso
del tiempo de recuperaciéon estimado de la enfermedad, para ser méas preciso:

1

tiempo de recuperacién en dias’

gl (2.1)

Con lo anterior en cuenta y que el niimero de individuos de cada una de estas clases cambia con
el tiempo, es decir, S(t), I(t) y R(t) son funciones del tiempo ¢. El tamafio total de la poblacion N
es la suma de los tamanos de estas tres clases:

N = S(t)+ I(t) + R(¢). (2.2)

Uno de los modelos méas sencillos incluye la dindmica de individuos susceptibles, infecciosos y
recuperados. Cuando un individuo susceptible entra en contacto con un individuo infeccioso, ese
individuo susceptible se infecta con una cierta probabilidad y pasa de la clase susceptible a la clase
infectada. La poblacién susceptible disminuye en una unidad de tiempo por todos los individuos
que se infectan en ese tiempo. En ese mismo instante, la clase de infectados aumenta en el mismo
nimero de individuos recién infectados. El ntimero de individuos que se infectan por unidad de
tiempo en epidemiologia se denomina incidencia, y la tasa de cambio de la clase susceptible viene
dada por:
S'(t) = —Incidencia.

También debe considerarse que no necesariamente el contacto de un individuo susceptible y uno
infeccioso hara que la epidemia se propague. Si se define A(t) = SI, el namero de individuos
que se infectan por unidad de tiempo es igual a A(¢)S. La funcion SI(t) se denomina fuerza de
infecciéon. El coeficiente 3 es la constante de proporcionalidad denominada constante de la tasa de
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transmision. El namero de individuos infectados en la poblacion I(t) se denomina prevalencia de
la enfermedad.

O dicho de otra forma:
S'(t) = —=BS)I(t). (2.3)

A su vez, el término I indica la salida de la clase infecciosa, con v como la tasa de ganancia de
individuos recuperados:

I'(t) = BS)I(t) — 7I(1), (2.4)
y la ecuaciéon de los individuos recuperados:

R/(t) = vI(t). (2.5)

Formando un sistema de ecuaciones que sera analizado en la siguiente seccién, por lo que solo sera
presentado:

S = —BSHI{), (2.6)
I' = BSHI(t) —~I(t), (2.7)
R = ~I(t). (2.8)

2.1.3. Analisis del modelo SIR

Debido a que V¢t > 0 se cumple que el total de la poblaciéon permanece constante, la ecuacion
(2.2) se puede reescribir como:

R(t) =N —5(t) — I(t), (2.9)

por lo que el modelo se puede resumir de la siguiente manera:
S'(t) = —pBSI, (2.10)
I'(t)y = BSI—~l. (2.11)

A continuacion, seré realizado un analisis cualitativo del sistema (2.10)-(2.11). Para una condiciéon
inicial dada por S(0), I(0) y R(0) se tiene lo siguiente:

1. Si I’ > 0 en el tiempo inicial ¢y, entonces, I'(0) = 55(0)1(0) — vI(0) > 0, de aqui es posible
deducir que, S(0) > %, lo que nos dice que el nimero de individuos infecciosos aumentara y
habré epidemia. Por tanto, para algtn tiempo ¢ > 0, existira un brote epidémico, si I'(t) > 0.

Dado que I'(t) > 0 en el tiempo tg, se puede reescribir la ecuacion (2.11) como:
I'(0) = I(0)(8S(0) = ), (2.12)

y ademaés, I'(0) = I(0)(85(0) —~) > 0, lo que nos dice que 35(0) > v, es decir, si 657(0)

habra epidemia.

>1,

2. Ahora bien, si I'(t) < 0 en el tiempo inicial to, entonces, I'(0) < 0, de manera similar al

caso 1, podemos ver que S(0) < l, lo que nos dice que no conllevara una pandemia futura,

también S’(t) < S(0) en cualquier instante ¢ > 0. Ademés de llegar a la conclusion de que
BS(0) _,
Y

p5(0) 85(0)

>16

Estos dos cocientes encontrados ( < 1) son conocidos como nimero reproductivo

Y v
basico, del cuél sera abordado a detalle mas adelante.
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2.1.4. Modelo SIRD

Cuando formulamos un modelo, tenemos que preocuparnos por las unidades de las cantidades
implicadas. Las unidades de ambos lados de las ecuaciones anteriores deben ser las mismas. Todas
las derivadas tienen unidades de ntimero de personas por unidad de tiempo. Sin embargo, en este
trabajo el modelo utilizado es una adaptacién, aqui, ademas de tomar en cuenta a las personas
susceptibles, infectados y recuperados, se contaran con aquellos que fallecieron en esos instantes de
tiempo, denotados por la letra D. Por lo que es necesaria una adaptacion a la hipotesis de (2.2):

N = S(t) + I(t) + R(t) + D(t), (2.13)

en consideracion con lo anterior, son obtenidas las siguientes ecuaciones:

S'(t) = —pBS(t)I(t)/N, (2.14)
I'(t) = BS)I(t)/N —~I(t) — dI(t), (2.15)
R(t) = ~I(t), (2.16)
D'(t) = 6I(t). (2.17)

El modelo epidemiolégico SIRD es un modelo compartimental que divide a la poblacién en cuatro
compartimentos: Susceptibles (.S), Infectados (I), Recuperados (R) y Fallecidos (D). Estas son las
ecuaciones que describen como cambia la poblacién en cada compartimento con el tiempo:
Susceptibles (S): Personas que son susceptibles a la infeccion.

S'(t) = —BS(t)I(t)/N. (2.18)

= S: Numero de individuos susceptibles.

(: Tasa de contacto, que representa la probabilidad de transmision de la enfermedad de un
infectado a un susceptible.

s [: Ntmero de individuos infectados.
= N: Namero de individuos.
Infectados (I): Personas que estén actualmente infectadas.
I'(t) = BS()I(t)/N — yI(t) — SI(¢t). (2.19)
= [3: Tasa de contacto, como se explicdé anteriormente.
= : Tasa de recuperacion, representa la velocidad a la que los infectados se recuperan o mueren.
= §: Tasa de mortalidad, representa la proporciéon de infectados que fallecen.
Recuperados (R): Personas que se han recuperado de la enfermedad.
R'(t) = ~I(t). (2.20)
= v: Tasa de recuperacion.
Fallecidos (D): Personas que han fallecido debido a la enfermedad.
D'(t) = 61(t). (2.21)

s §: Tasa de mortalidad.
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Existe otra ecuaciéon que es necesaria para el analisis que sera realizado més adelante y estos son
los casos acumulados:

C'(t) = BS(t)I(t)/N. (2.22)

Acumulados(C): Casos acumulados, al momento de analizar una base de datos donde las personas
que resultan infectadas ingresan a los hospitales, su conteo puede no ser de lo més preciso, ya que
dicha base solo menciona cuantas son reportadas como infectadas por dia, por ejemplo, en un dia
puede haber un intervalo entre 1 a 14 infectados. Sin embargo, si queremos hacer un mejor analisis
de este modelo, se deberé reconsiderar a los infectados como un conjunto donde se iran anadiendo
conforme se vayan reportando como infectados por dia:

C'(t) = BS(t)I(t)/N. (2.23)

Este modelo describe como las personas se mueven entre los diferentes compartimentos a medida
que la epidemia progresa. Las tasas 8, v y § son parametros que determinan la velocidad de
transmision, recuperacion y mortalidad de la enfermedad, respectivamente. Este modelo puede
ajustarse a los datos observados para estimar los valores de 3, v y § que mejor describen la
propagacion de la enfermedad en una poblacion especifica.

Si los valores de los parametros 3, v y § son fijos y no varian con el tiempo, uno puede asumir que
estas tasas no cambian a lo largo de la evolucion de la epidemia. En ese caso, el modelo SIRD se
vuelve determinista y predecible, ya que no hay fluctuaciones en estas tasas. Lo cual podria tener
diferentes implicaciones:

= Prediccion Constante: Con tasas fijas, las predicciones del modelo serédn constantes con el
tiempo, siempre y cuando las condiciones iniciales y los parametros no cambien.

= Forma de las Curvas: Si las tasas son fijas, la forma de las curvas de los compartimentos
S, I, Ry D sera determinada principalmente por las condiciones iniciales y las tasas fijas.
Las curvas no mostrardn cambios de pendiente o aceleracion a lo largo del tiempo.

= Sensibilidad a las Condiciones Iniciales: Debido a que las tasas son fijas, el modelo
serd sensible a las condiciones iniciales. Pequenos cambios en las condiciones iniciales pueden
tener un impacto significativo en las predicciones del modelo.

» Limitaciones en la Captura de Cambios: Si la realidad cambia y las tasas reales de trans-
mision, recuperaciéon y mortalidad cambian con el tiempo debido a intervenciones, politicas
de salud u otros factores, el modelo con parametros fijos no podra capturar estos cambios y
sus predicciones pueden desviarse de la realidad.

Si los valores de los parametros son fijos y no cambian con el tiempo, el modelo SIRD sera mas
simple y predecible, pero puede no capturar los cambios reales en la dindmica de la epidemia
a medida que se desarrolla. Para reflejar mejor las condiciones cambiantes, es tutil considerar
modelos méas complejos que permitan variabilidad en las tasas a lo largo del tiempo.

s Identificacion de Tendencias Iniciales: El modelo SIRD permite analizar las etapas ini-
ciales de una epidemia y predecir como se propagara una enfermedad infecciosa dentro de una
poblacion. Esto es fundamental para la planificaciéon de recursos médicos y la implementacion
de intervenciones tempranas.

» Entendimiento de Dinamicas Fundamentales: El modelo SIRD desglosa la dindmica de
una epidemia en componentes clave: susceptibles, infectados, recuperados y fallecidos. Esto
proporciona una comprension profunda de céomo las tasas de transmision, recuperacion y
mortalidad interactian para influir en el curso de la enfermedad.
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» Simulaciéon de Escenarios y Politicas: A pesar de sus simplificaciones, el modelo SIRD
puede utilizarse para simular diferentes escenarios y politicas de salud publica. Al ajustar los
parametros, se pueden explorar los efectos de medidas como la cuarentena, la vacunacion o
el aumento de la capacidad hospitalaria.

= Comunicacion de Conceptos Epidemiolégicos: El modelo SIRD es una herramienta ttil
para comunicar conceptos epidemiologicos a un piblico amplio. Ayuda a las personas a enten-
der como los cambios en el comportamiento individual y las intervenciones gubernamentales
pueden afectar la propagacion de una enfermedad.

= Base para Modelos Mas Complejos: Aunque el modelo SIRD es simple, sienta las bases
para modelos mas complejos que pueden incorporar caracteristicas adicionales, como demo-
grafia, interaccion social y evoluciéon de la inmunidad, lo que permite una mayor precision en
la prediccion.

= Alerta Temprana y Preparacion: El modelo SIRD puede proporcionar una alerta tem-
prana sobre la magnitud de una epidemia, permitiendo a las autoridades sanitarias y a la
sociedad prepararse para la respuesta y la mitigacion.

2.1.5. Numero de Reproducciéon Basico %

Una vez abarcadas las definiciones que componen al modelo SIRD, lo siguiente es abarcar
uno de los conceptos méas fundamentales sobre la compresion e interpretacion para un modelo
epidemiologico, y es el namero de reproducciéon basico, denotado cominmente como %.

Existen varios métodos para poder determinar este valor, pero en este trabajo, se utilizara la
matriz de siguiente generacién, antes de abarcar dicho concepto, primero es necesario abarcar
ciertas definiciones y realizar un poco de algebra.

Matrices

Se abarcaran conceptos poco a poco para un mejor entendimiento.
Definicion 2.1 Sea A una matriz de tamano n x n. La abscisa espectral de s(A) se define como
la mdzima parte real de los valores propios de A.
Ejemplo 2.1 Supongamos una matriz A de 2 x 2 como la siguiente:

5 i

la abscisa espectral se puede obtener después de calcular los valores propios de la matriz A, dichos
valores propios se determinan como las soluciones a la expresion det(A — AI) = 0, donde I es la
matriz identidad.

Para nuestro ejemplo:

det(A=AD)=|" 3" 7

’1 -2 ’

el polinomio caracteristico que se asocia a esta matriz es P(\) = A\?> — 5\ — 2, donde sus raices
son A\; = 5.37 y Ao = —0.37, al observar ambas raices la de mayor parte real es \;, por lo que la
abscisa espectral s(A) = 5.37.

Definicion 2.2 Sea A una matriz de tamano n X n. El radio espectral p(A) se define como el
mdzimo de las normas de los valores propios de A.

Ejemplo 2.2 Sea A’ una matriz de 2 x 2 de la siguiente manera:

5 )

10
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de manera similar al caso de las abscisas, se calculan los valores propios de la matriz A’:

det(A=AD)=|"3" 7

’2 -x 4 l

el polinomio caracteristico que se asocia a esta matriz es P(\) = A\? — 3\ — 10, donde sus raices son
A1 =5y Ay = —2, al observar ambas raices la de mayor norma es A1, por lo que el radio espectral
p(A) =5.

Definicion 2.3 Sea A una matriz de n X n. La matriz A no es negativa, si todas las entradas de
A son mayores o iguales a cero, es decir, a; ; > 0, para todo i, j.

Ejemplo 2.3 La matriz B de 3 X 3 no es negativa:

11 5 0
4 7 1],
0 9

—_
(=}

pero la matriz B’ es un ejemplo de lo que no es una matriz no negativa:

1 5 0
41 77 -1
7T 79 6

Definicion 2.4 Sea A una matriz de tamano n X n. Si la determinante de A es distinto de cero,
entonces A es una matriz no singular, es decir, det(A) # 0. En caso de ser cero, serd una matriz
singular det(A) = 0.

Ejemplo 2.4 Supongamos una matriz C' de 3 X 3 que se vea de la siguiente forma:

2 4 5
6 7 -3,
3.0 2

el determinante de C, det(C) = 217, por lo que es una matriz no singular. Pero la matriz C’ dada
por

3 4 2

6 8 4],

0 2 5
tiene un determinante igual a cero, por lo que lo hace una matriz singular. Existe otra forma
de corroborar si es una matriz singular o no, esto es, verificando si los renglones o columnas son
linealmente dependientes.
Definicion 2.5 Sea A una matriz de tamano n X n. A es una matriz de signo Z, si las entradas
fuera de la diagonal principal son menores o iguales a cero, es decir, a; ; < 0 para todo i # j.
Ejemplo 2.5 Veamos la matriz D:

6 -8 —1
-2 -9 -3|,
4 -5 1

dado que todas las entradas que no estan en la diagonal principal son menores a cero, la matriz D
es una matriz de signo Z.

Dado que ya estan definidas las matrices con signo Z, ahora se pueden definir las M-matrices.
Definicion 2.6 La matriz A es una M-matriz, si tiene un patron de signo Z y todos los valores
propios de A tienen parte real positiva.

Ejemplo 2.6 Considerando la matriz D’:
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es una matriz de signo Z y su polinomio caracteristico es P(\) = A2 —6A+38, las raices del polinomio
caracteristico son \; = 4 y Ay = 2, ambas raices son positivas por lo que D’ es una M-matriz.
Definicion 2.7 Sea A una matriz de tamano n x n. Si A = sI — B, donde B es una matriz de
n X n no negativa, I la matriz identidad y s > p(B), entonces A es una M-matriz no singular.
Ejemplo 2.7 Sea B una matriz no negativa de 2 x 2:

11
1 1|’
su radio espectral p(B) = 2. Considerando la matriz D’ del ejemplo 2.6 (referenciar):

P I B |
D' =sI B_[l 4],

donde s = 4 > p(B) y det(D’) = 7. Por lo que D’ es una M-matriz no singular. En el caso
particular de s = p(B), entonces A serfa una M-matriz singular. También es importante notar
que, cuando la matriz A tiene un patrén de signo Z y ademés es una M-matriz, entonces A~! es
una matriz no negativa.

Ejemplo 2.8 Una vez maés, considerando D':

A

con det(D') =7, entonces D'~ 1:

S TN TN
NN N =

se puede observar que todos los valores de D’~! son mayores a cero, por tanto, D’~! es no negativa.
Considerando todo lo visto anteriormente, ahora es posible entender el concepto de la matriz
de proxima generacion, definida como:

K=FVv~!, (2.24)
donde el niimero reproductivo basico %, es el radio espectral de la matriz FV 1, es decir:
Ry = p(FV1). (2.25)

Con el sistema de ecuaciones diferenciales (2.14)-(2.17), tiene puntos de equilibrio dados por la
solucién del sistema:

—BSWHIM)/N = o0, (2.26)
BS(H)I(t)/N —~I(t) — 5I(t) = O, (2.27)
NI(t) = 0, (2.28)
SI(t) = 0, (2.29)

de (2.28) I(t) = 0, dicho de otra forma no hay individuos infectados, si no hay infectados, tampoco
hay personas que deban recuperarse o fallezcan de dicha enfermedad, también, es correcto decir
que la poblacién es constante (S’(t) + I'(t) + R'(t) + D'(t) = 0), por tanto, la ecuacion (2.13)
cuando I(t) = 0 resulta en N = S, dando un punto de equilibrio para (N, 0, 0, 0). Lo siguiente
es calcular la estabilidad del equilibrio, para esto, es necesario calcular los valores propios de la

12
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matriz Jacobiana del sistema:

- Bl 38 -
N N 0 0
gL ps
JS,LRD)=| N N 17° 00 (2.30)
0 ¥ 0 0
| 0 0 0]
y evaluando en el punto de equilibrio, se tiene:
0 —p 0 0
10 B=y=46 0 O
J(N,0,0,0) = 0 5 0 ol (2.31)
0 0 0 0

con \1 =0, A2 =0, A3 =0y \y = 5 — v — ¢ valores propios, como hay cuatro valores en cero,
no se puede asegurar que haya un equilibrio estable, pero para seguir avanzando, se supondra que
es estable. Ahora, para el calculo de %, solo es necesario reacomodar el sistema de ecuaciones
(2.14)-(2.17) y calcular las funciones de F;(x) (el factor de aparicion de las nuevas infecciones en
el compartimiento 4), V;*(x) (el factor de transferencia de individuos por todos los otros medios
que no son nuevas infecciones al compartimiento ¢) y V;” (x)(el factor de transferencia de salida por
todos los otros medios que no son nuevas infecciones del compartimiento ):

I'(ty = BSWI)/N —~I(t)—dI(t),
S'(t) = —BSH)I(t)/N,

R(t) = ~I(1),

D'(t) = 6I(t).

Por lo que las funciones F;(x), V" (z) y V; (z) se ven de la siguiente manera:

F(I,S,R,D) = (’Bﬁl,o,o,O)T, (2.32)
VI(I,S,R,D) = (0,0,+I,6)7, (2.33)
V~(I,S,R,D) = <71+51,5NM,0,0>T, (2.34)
V(I,S,R,D)=V"(I,S,R,D) —V*(I,S,R,D) = (w + 01, % —1, —51>T . (2.35)

Como la matriz de proxima generacion se centra en el comportamiento infectado, es apropiado
restringirse a esa caracteristica, por lo las funciones restringidas son las siguientes:

BSI

F(L,5,RD) = —, (2.36)
V(I,S,R,D) = ~I+4I, (2.37)
y para obtener sus respectivas matrices F'y V:
_ 0F(0,N,0,0)
F = — (2.38)
~ 9VY(0,N,0,0)
V = — Y (2.39)

13
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dicho de otra manera, es tomar la derivada parcial de F y V en el punto de equilibrio, lo que deja
este resultado:

F = B (2.40)
Vo= 43, (2.41)

por lo que la matriz de proxima generacion para el modelo epidemiologico SIRD se veria asi:

1 B
K(0,N,0,0) = F(0,N,0,0)V"(0,N,0,0) = 8 [ —— | = 2 9.42
y en COIlSeCuenCia,
B
Ky = ——. 243
T y+s (2.43)

Ahora bien, a partir de los resultados que arrojaré el modelo, se pueden concluir dos situaciones:

s Si %y <1, entonces existe el equilibrio libre de enfermedad. De modo que cada solucién del
sistema se aproxima a este equilibrio, y la enfermedad desaparece de la poblacion.

s Si %y >1, entonces hay dos equilibrios: el equilibrio libre de enfermedad y el equilibrio
endémico. El equilibrio libre de enfermedad no es tan contundente, en el sentido de que
las soluciones del sistema que comienzan muy cerca de él tienden a alejarse. El equilibrio
endémico resulta interesante, de modo que las soluciones del sistema se aproximan a él a
medida que el tiempo llega a infinito. Por lo tanto, en este caso, la enfermedad se convierte
en una epidemia en la poblacién.

Es interesante resaltar que hacer este tipo de predicciones para una enfermedad como esta resulta
un poco dificil, debido a las medidas tanto del gobierno por tratar de mantener los contagios al
minimo, como los de la poblacion por respetar sus medidas [14], aunada a la falta de informacién
que se tenfa sobre este virus. El ntimero reproductivo bésico puede convertirse en una herramienta
para enfrentar esta enfermedad de manera mas eficiente.

2.2. Filtro Kalman

El filtro de Kalman es uno de los algoritmos de estimacion mas importantes y comunes [5].
Este filtro produce estimaciones de variables ocultas basadas en mediciones inexactas e inciertas.
Ademés, predice el estado futuro del sistema baséndose en estimaciones que se irdn actualizando
conforme se vayan alimentando las ecuaciones con datos, dicho de otra forma, el filtro podra
predecir el comportamiento del sistema dependiendo de cuanta informacion sea proporcionada a
las ecuaciones correspondientes. Lo primero y mas importante es entender como funciona el filtro
[8], siendo mas un algoritmo que un filtro, se hizo un andlisis para verificar las covarianzas entre las
columnas, el cual debe ser el primer paso para determinar si los datos a analizar [2] son realmente
independientes uno del otro, el resultado arrojé una matriz de covarianza donde indicaba valores
cercanos cero en todas las entradas diferentes a la diagonal (ver apéndice A.1), lo que indica que
correlacion entre las columnas de susceptibles, casos confirmados, recuperados y personas fallecidas
[2] es muy baja, estos datos fueron extraidos directamente de una péagina gubernamental [2] y
posteriormente tratados (es decir, eliminar columnas vacias, reemplazar texto por valores, etc.)
para un mejor entendimiento. Ahora es plausible preguntarse, ; Cémo se pueden juntar estos dos
valores no-correlacionados? Una herramienta ttil, seria usar un estimador lineal con parametros «
y [, de la forma ax1 + Bxs. La primera conjetura logica es que si las dos estimaciones x1 y o son
iguales, entonces a + 8 = 1. Dejando al estimador lineal de la siguiente forma:

Yal(21,22) = (1 — @)1 + Q2. (2.44)

14
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Ahora, es posible pensar que, & minimiza la varianza de y,, esto suponiendo que x; y 2 no tengan
sesgo, y en consecuencia, haciendo que y,, tampoco lo tenga. Para poder determinar el MSE (Mean
Square Error):

2

o, () =(1- a)?oy + a’os. (2.45)

TEOREMA 2.1 [[4], Teorema 3.1]: Con @1 ~ p1(u1,0%) v 22 ~ pa(u2,03) donde z1 y 2 tienen
distribuciones p; y pa, con media p; y po y varianza o? y o3 respectivamente, sean variables
aleatorias no relacionadas. Considerando el estimador lineal y, (21, x2) = (1 —@)z1 + axy entonces,

2
la varianza del estimador se minimiza para o = %.
o] + 035
DEMOSTRACION.
d
d—az(a) = —-2(1 — a)oy + 209,
o)
= 2a(0? + 03) — 201, (2.46)
Por lo tanto: )
91
= . 2.47
“ o2+ 03 (247)

2

5 (@) alcanza el

La derivada de segundo orden de o (a), (0f + 03) es positiva, mostrando que o
minimo en ese punto.

O

El valor 6ptimo que puede tomar o se conoce como la ganancia K de Kalman, sustituyendo la
ganancia de kalman en un modelo de fusién lineal, se puede obtener el estimador lineal 6ptimo:

( )= o o (2.48)
x1, x Za, .
YioL. 72 o?+ 03 ! 0%+ 03 2

como un paso previo a la fisién de n > 2 estimaciones, es mas tutil escribirlo de la siguiente manera:

1 1
o2 o2
y(z1,22) = i 1 T r1 + T 2 T T2 (2.49)
A3 A3

1
oy =TT (2.50)
275

Se puede apreciar que las expresiones para y y O'g son algo complicadas porque ellas contienen
sus variables reciprocas, sin embargo, solo basta con hacer nuevas variables vy y v la precision
respectiva de cada distribucion:
2! 2
y(z1,m2) = 1 + T2,
i ) v+ (2.51)
Vy = V1 + Va.

Estos resultados indican que el peso dado a una estimaciéon es proporcional al grado de confianza
obtenido en ella y que se tendra mas confianza en la estimacién conjunta que en las estimaciones
individuales, lo que es intuitivamente razonable. Para utilizar estos resultados, solamente son re-
queridas las varianzas de las distribuciones.

15
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Deseando usar més estimadores, se supondran n estimadores y se observara qué sucede.

El filtro de Kalman es un algoritmo de estimacion esencial en el campo de la estadistica y la inge-
nieria que permite estimar las variables ocultas de un sistema basandose en mediciones inexactas
e inciertas. Este filtro también realiza predicciones sobre el estado futuro del sistema utilizando
estimaciones previas.

Basandose en la idea de combinar dos valores estimados, en general no correlacionados, mediante
un estimador lineal ponderado. Su funcionamiento se describe en varios pasos:

= Analisis de Correlaciones: Se inicia analizando las correlaciones entre las columnas de
datos. Si la matriz de covarianza resulta en cero para todas las entradas, indica que las
columnas son independientes.

= Estimador Lineal Ponderado: La idea es combinar dos estimaciones independientes, en
este caso 1 y x2, usando una ponderacién a de forma que si las dos estimaciones son iguales,
« serd igual a 1.

= Minimizacién de Varianza: Se busca encontrar el valor de o que minimice la varianza
2
. . ag
del estimador lineal ponderado. El resultado es que & = ——1—, donde 0% y o3 son las
011703
varianzas de las estimaciones x; y xo respectivamente.

= Ganancia de Kalman: Este valor éptimo de « es conocido como la ganancia de Kalman,
que minimiza la varianza del estimador.

= Estimador Lineal Optimo: Con la ganancia de Kalman, se puede obtener el estimador
2
lineal 6ptimo: y(x1, x + 01 x
P y(z1,22) = 1 + 2 1 1 to 2 2:

» Extension a Mas Estimaciones: El proceso se puede extender para fusionar mas de dos
estimaciones independientes. Se encuentra que el estimador 6ptimo pesa cada estimaciéon de
acuerdo con la confianza que se tiene en ella.

TEOREMA 2.2 [[4], Teorema 3.2]: Sea z; ~ p;(u;,02) para (1 < i < n) sea un conjunto de va-
riables aleatorias no correlacionadas por pares. Con51derando el estimador lineal y,, (21, ..., 2n) =
o aix; donde YO | oy = 1, entonces la varianza del estimador es minimizada por:

1
72
Q=i (2.52)
1
2
i=1 %
DEMOSTRACION
La solucion para minimizar la varianza del estimador lineal yy, o (21, ..., Zn) = D1y @2, Sujeta a
la restriccion Y . ; o = 1, se obtiene estableciendo las derivadas parciales de la varianza respecto

a cada «; igual a cero y rebolv1endo para «;. Primero, se debera calcular la varianza del estimador:

n n
Var(y, o) = Var Z ;T = Z o?Var(z;) (debido a la independencia) = Z aZo?.

Ahora, se debe minimizar esta expresion sujeta a la restriccion Z?:l a; = 1. Usando el método de
los multiplicadores de Lagrange para encontrar los valores «; que minimizan la varianza bajo esta
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restriccion:
Se define la funcion objetivo L(ay, ag, ..., an, A) como:

Llai, 0, .y, A) = Y aZ0? + A (1 — Zai> , (2.53)
i=1 =1

luego, tomando las derivadas parciales de L respecto a cada «; y A y siendo igualadas a cero:

L
oL _ 20,02 —\A=0 para 1<i<n, (2.54)
80[1‘
y
oL =
e Z a; = 0. (2.55)

n n )\ )\
1:Zaizzﬁ:§ pg (2.56)

i=1 i=1 g =1

Por lo tanto,

2
A=— . (2.57)
1
2
=1 7
Sustituyendo este valor de A de nuevo en la expresion para «;:
2
n
1 1
5 il
o; 2
i=1 a;
o = = , 2.58
? 20_12 n 1 ( )
=1 0'1.2
entonces, la varianza minima es dada por la siguiente expresion:
1
Oy = (2.59)
1
2
i=1 7
O
Siendo posible encontrar expresiones mas generales a las ecuaciones (2.50):
" v
1
LYy ey Tpy) = — 0,
yn(1 ") ;yl—i—...—i—un !
- (2.60)

n
Vyn = E V.
i=1

Si bien es cierto que se puede utilizar ambos pares de ecuaciones (2.50) o (2.59) dependiendo de
cuantos estimadores se traten, se puede ahorrar un poco de tiempo si se van agregando estima-
dores sobre la marcha. Se demostr6 que al igual que una secuencia de nimeros puede sumarse
manteniendo una suma y anadiendo los nimeros a esta suma de uno en uno a la vez, una se-
cuencia de n > 2 estimaciones puede fusionarse manteniendo un célculo aproximado y fusionando
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las estimaciones de la secuencia sin pérdida de calidad en la estimacion final. O bien, mostrar
que yn(T1, T2, ..., Tn) = y2(y2(y2(x1, 22), 23), ..., 2, ). Analizando un poco las ecuaciones (2.59) es
posible observar que:

Vyn—1 1%
yn n
yn(xlv"')xn) = yn—l(xlv"'?xn—l)+ T,
Vyn—1 + Un Un—1+n (26]_)
Vyn = Vyn—1 + Vn,
demostrando yn (21, ..., Zn) = Y2(Yn—1(1,...;Tn_1),Zn), de seguir usando un método recursivo

similar es factible llegar al objetivo inicial. Para poder conectar estas ecuaciones con el filtro
Kalman, si 21 ~ p1(i1,0%), 22 ~ pa(pua,03), llegando a lo siguiente:

2
K = ;2 N (2.62)
0'1+0'2 V1—|—1/2
y(r1,2) = @1+ K(22 —21), (2.63)
o; = (1-K)oi. (2.64)

Aunque todo el analisis anterior solo fue para estimadores escalares, deseando hacer el mismo
analisis, pero ahora con vectores, solo es necesario cambiar las varianzas por matrices de covarianza,
dicho de otra forma:

Vi, A(X1,X2, ..., Xp) = ZAiXi donde ZAi =1 (2.65)
i=1 i=1

Aqui, A es la matriz de los parametros (A;, As, ..., A,) y a su vez, donde se asume que todos
los vectores x; son de la misma longitud.
El teorema (2.2) generaliza esta extension para cualquier nimero de estimaciones n. La demos-
tracion del teorema utiliza el concepto de la matriz de precision (4;), que es el inverso de la
matriz de covarianza. La estimacion 6ptima pondera cada estimaciéon por su matriz de precisiéon y
normaliza por la suma total de las matrices de precision de todas las estimaciones.
La conexion entre el filtro de Kalman y este analisis se encuentra al considerar x1 y x2 como
estimaciones de estados y aplicar el concepto de ganancia de Kalman para fusionar estas
estimaciones. El filtro de Kalman modela la evoluciéon del estado real del sistema a través de las
ecuaciones de transicion de estado y de observacion.
Existe un resultado similar al teorema (2.1):

TEOREMA 2.3 [4, Teorema 4.1]: Sea x; ~ p;(u;,%;) para (1 < ¢ < n) sea un conjun-
to de variables aleatorias no correlacionadas por pares. Considerando el estimador lineal
YA(X1, oy Xy) = > Aixy donde Y7 | A; = I. El valor de MSE(y 4) es minimizado por:

-1

A= > 5] 5t (2.66)
j=1

Por tanto, el estimador 6ptimo es:

-1
V(X1 ey Xp) = Z E;l Z ¥ %, (2.67)
j=1 i=1
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luego, la matriz de covarianza de y puede ser hallada con un poco de programacion:

—1

Sew = [ D5 (2.68)
j=1

O
Es necesario mencionar que la precision es el inverso de la matriz de covarianza, denotado por A4":

y(X17 "'7XTL) = %_1 Z‘/‘/’ixia
=1 (2.69)
L/i/y =

J

n
N

=1

Estas ecuaciones utilizan la precisiéon para encontrar el valor éptimo y su varianza, también es una

generalizacion de las ecuaciones (2.59), la demostracion de este teorema se hace de manera muy

similar al teorema (2.2).

Considerando x; ~ p1(p1,%1), X2 ~ p2(p2,Xs), se puede hacer es estas ecuaciones encontradas

se puedan expresar en términos de la ganancia K:

K = (31 +%)7" = (M + M) s, (2.70)
y(x1,x2) = x1+ K(x2+x1), (2.71)
Sy = (U-K)S o M=M+ M (2.72)

El filtro de Kalman asume que el estado verdadero del sistema en el paso de tiempo k evoluciona
desde el estado en el paso k — 1 de acuerdo con:

T = Frag—1 + Brug + wg, (2.73)

donde:

= [} es la matriz del modelo de transiciéon entre estados, de dimensién n x n, que se aplica al
estado del sistema anterior xx_1, de dimensiéon n x 1.

= B} es la matriz de control del modelo, de dimensién n x n, que se aplica al vector de control
uy, de dimensién n x 1.

= wy es el vector del ruido del proceso, de dimensiéon n X 1, que se supone que sigue una
distribucién normal de media cero con matriz de covarianzas Qj, de dimensiéon n X n.

El filtro de Kalman también asume que en el paso de tiempo k se hace una observacion zj, el cual
es un vector de dimension m x 1(no siempre se observan todas las componentes de z) [9], del
estado verdadero del sistema xj; de acuerdo con:

2z = Hixp + v, (274)
donde:

= Hj. es la matriz del modelo de observaciéon, de dimensiéon m X n, que se aplica al estado real
del sistema xy,.
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= v es el ruido de la observacion, de dimensiéon m x 1, el cual se supone que sigue una distri-
bucion normal de media cero con matriz de covarianzas Ry, de dimension m x m.

Se supone también que el estado inicial y los vectores de ruido en cada paso son independientes.
Por cuestiones de notacién y comodidad, denotaremos por &y, a la estimacion de la variable de
estado del sistema, x, en el paso de tiempo o momento k, teniendo en cuenta m < k observaciones.
El filtro de Kalman se divide en dos etapas: prediccion y actualizacion. En la primera de las
etapas se realiza una prediccion del estado del sistema, dotando a dicha prediccién de una medida
de incertidumbre. De acuerdo con lo visto anteriormente, se conoce un modelo de transicién de
estados del sistema, expresado a través de la matriz F}, por lo que, el paso mas intuitivo a la hora
de dar una prediccion del estado de dicho sistema serfa aplicar al altimo vector de estado disponible
el modelo de transiciones de estado. Matematicamente, resultaria la siguiente expresion:

Tpjp—1 = FrTp_1jp—1, (2.75)
donde:

» Zrk—1 es la estimacion del estado del sistema en el tiempo k, basada en las observaciones
hasta el tiempo k — 1.

= F} es la matriz del modelo de transiciéon de estados que se aplica al estado estimado en el
tiempo k — 1.

» Zp_1)k—1 s la estimacion del estado del sistema en el tiempo k—1, basada en las observaciones
hasta ese momento.

De acuerdo con el verdadero estado del sistema asumido por el filtro de Kalman, a través del vector
de control se puede influir en el estado del sistema, haciendo este mas predecible, por lo que, a la
hora de predecir el estado del sistema, habra que tomar en cuenta las manipulaciones que se hagan
sobre este a través del vector de control, el cual intervendré en el estado del sistema a través de
la matriz Bj. De esta forma, el estado del sistema calculado en la etapa de prediccion viene dado
por:

Tpip—1 = Fr@p_1)p—1 + Brug. (2.76)

Una vez calculada la prediccion del estado del sistema, se dotara al filtro de una medida de incer-
tidumbre sobre dicho célculo. Esta medida serd la matriz de covarianza, Py._1, de la diferencia
entre el estado real del sistema, xy, y el estado predicho en la etapa actual, &1, es decir:

Pk\k—l = CO’U(l‘k,fk‘k_l). (277)

La etapa de actualizacion del filtro de Kalman se centra en ajustar la estimacion del estado del
sistema en funciéon de las nuevas mediciones observadas en el tiempo k. Se utiliza la matriz de
observacion Hj, para relacionar el estado del sistema con las observaciones y se incorpora el ruido
de la observacion vy:

zr = Hpxp + v, (278)
donde:
= 2 es el vector de observacién en el tiempo k.
= H} es la matriz de observacion que relaciona el estado del sistema con las observaciones.

= v} es el ruido de la observacion.
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Utilizando las mediciones y el modelo de observacion, se calcula la innovacion, que es la diferencia
entre la observacién real y la prediccion del estado:

Yk = 2k — Hplpp—1, (2.79)

luego, se calcula la matriz de covarianza de la innovacion Sk, que refleja la incertidumbre de las
mediciones:

Sy = HyPy—1 Hl + Ry, (2.80)

finalmente, el filtro de Kalman actualiza la estimacion del estado utilizando la ganancia de Kalman
K, que pondera la prediccion del estado en funcién de la confiabilidad de las mediciones:

Ky = Py HL S, (2.81)

La estimacion del estado actualizada 3, y la matriz de covarianza actualizada Py se calculan
como:

T = Tgk—1 + Kk, (2.82)
Pur = (I — KiHy)Pyjp—1- (2.83)

2.3. Estimacion de Maxima Verosimilitud

Otra pieza necesaria en el desarrollo del modelo epidemiolégico usado en este trabajo es la
estimacion de maxima verosimilitud, esto se debe a que en el codigo que fue desarrollado, es
necesario describir un método para la obtencion de los parametros ajustados 3, v y d. (ver apéndice
A.2)

Considerando que este método abreviado a menudo como MLE, fue propuesto por Fisher [10, 11]
(1930), aunque ya de una forma mucho més artificiosa, fue inicialmente atisbado por Bernoulli [12]
(1778), cuyo planteamiento fue revisado y modificado por su coetaneo y amigo, el gran matematico
Euler [13] (1778). Sin embargo, la resolucion de los problemas numéricos planteados por este método
en la mayor parte de los casos son de tal magnitud que no ha sido posible su amplia utilizacion
hasta la llegada de los modernos ordenadores.

El método de estimacion de la méxima verosimilitud, Fisher (1930) lo atribuye a Gauss, aunque hay
precedentes en los trabajos de Lambert (1760) y D. Bernoulli (1778) y en Edgeworth (1908 - 9). No
obstante, Fisher fue mucho maés lejos que sus predecesores en promocionar su uso como un método
universal de estimaciéon y estudiar sus propiedades. Hoy se sabe que muchas de las proposiciones
que Fisher demostr6 sobre las propiedades de los estimadores de méaxima verosimilitud no son
universalmente ciertas. Aunque, muchos de estos resultados se pueden demostrar rigurosamente
bajo ciertas condiciones. Fisher fue, sin embargo, consciente de los defectos de sus demostraciones:

"Por mi parte, gustosamente habria retrasado su publicacion hasta que hubiera formulado una
demostracion completamente rigurosa; pero la cantidad y la variedad de resultados nuevos que
este método revela me empujo a publicarlo.”

El método de maxima verosimilitud (MLE, por sus siglas en inglés) es una poderosa técnica utili-
zada en estadisticas e inferencia para estimar los parametros de un modelo estadistico a partir de
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datos observados. La idea fundamental detras de este método es encontrar los valores de los para-
metros que hacen que los datos observados sean los mas probables bajo el modelo propuesto. En
otras palabras, se busca encontrar los pardmetros que maximizan la "verosimilitud"de los datos.
La verosimilitud, denotada como L(6|datos), representa la probabilidad de observar los datos a
los que se tiene acceso, asumiendo que el modelo subyacente es correcto y que los parametros del
modelo toman valores especificos 6. O bien:

L(f|datos) = P(datos|), (2.84)
donde:

= L(6|datos) es la funcion de verosimilitud, que mide cuén verosimiles son los datos bajo ciertos
valores de los parametros 6.

= P(datos|f) representa la probabilidad de observar los datos que tenemos, suponiendo que los
parametros 6 son los correctos.

El objetivo del método de méxima verosimilitud es encontrar los valores de 8 que maximizan esta
funcion de verosimilitud L(f|datos). En otras palabras, se busca que los valores de los parametros
que hacen que los datos observados sean los més probables de acuerdo con el modelo propuesto.
Para encontrar estos valores, se utiliza el cédlculo diferencial. Primero, se toma la derivada de
L(0]datos) con respecto a cada pardmetro 6;. Luego, se iguala cada derivada a cero y se resuelve el
sistema resultante de ecuaciones para encontrar los valores de # que maximizan la verosimilitud.
Los valores de 8 que se obtienen de esta manera se llaman estimadores de méaxima verosimilitud
(MLE) y representan las estimaciones éptimas de los pardmetros del modelo dados los datos ob-
servados. Estos estimadores son ampliamente utilizados en estadisticas y se caracterizan por tener
propiedades deseables, como ser insesgados y eficientes en términos de varianza, cuando se cumplen
ciertas condiciones.

Aunque existen varios algoritmos para resolver una maxima verosimilitud, en esta caso particular
se usara el "Nelder-Mead". El algoritmo de Nelder-Mead opera en un espacio de parametros multi-
dimensional y se basa en la manipulaciéon de un conjunto de puntos llamado "simplex"que abarca
una regiéon del espacio de parametros.

Supone que se tienen n parametros en el modelo, es decir, § = (61,02, ...,0,).

Ahora, los pasos a seguir para elaborar un algoritmo Nelder-Mead es el siguiente:

1. Inicializacion del Simplex: Comenzando con un conjunto de n+ 1 puntos en el espacio de
parametros. Cada punto representa una estimacién inicial de los parametros 6. Estos puntos
forman un simplex en el espacio de parametros.

S ={0W 93 . gty
2. Evaluacion de la Funcién de Verosimilitud: Se calcula el valor de la funcién de verosi-
militud L(f|datos) para cada punto del simplex:
LW = L(#|datos) parai =1, 2, ..., n+ 1.

3. Ordenacién de los Puntos: Ordenando los puntos del simplex en funcién de los valores de

verosimilitud, de modo que:
LW >1® > > phth),

4. Célculo del Punto Centroidal: Se determina el punto centroidal, que es el promedio de
los n puntos con los valores de verosimilitud més altos:

e _ 1N~ 0
0 _nZQ .

i=1
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5. Reflexién: Encontrando el punto de reflexion 6" a través del punto centroidal §€ y el punto
del simplex (" +1):
0" = 0°+a(° — 0",

donde « es un factor de reflexion, generalmente mayor a 1.

6. Evaluacion de la Reflexion: Se calcula el valor de la verosimilitud en el punto de reflexion:

L" = L(0"|datos).

7. Comparacion de Resultados:

= Si LW < L7 < L™ reemplazando el punto con 6" y regresando al paso 3.
» Si L" < LW, se realza una expansion para explorar mas en esa direccion.
= Si L" > L™ entonces se hace una contraccion para reducir el tamafio del simplex.

= Si la contraccién no mejora la verosimilitud, sera necesario hacer una contracciéon en el
origen.

8. Criterio de Parada: Repitiendo los pasos 4 a 7 hasta que se cumpla un criterio de parada,
como un numero maximo de iteraciones o convergencia satisfactoria.

9. Resultado final: El vértice con la mayor verosimilitud en el ultimo simplex obtenido se
toma como la estimacién de MLE de los pardmetros del modelo.

2.4. Datos

Es ampliamente reconocido que para verificar un modelo o una hipoétesis, se requieren pruebas
empiricas que respalden lo que se afirma y no sean simplemente ideas vacias. En esta seccién, se
abordara la importancia de los datos utilizados en este proyecto.

2.4.1. Aprovechamiento de datos

Para comenzar de manera apropiada, es fundamental tener informacion acerca del origen de
los datos y verificar la confiabilidad de esta fuente. Los datos fueron proporcionados por el CO-
NAHCYT [2], desde donde se descargaron las tablas en bruto de los registros de confirmados y
defunciones. Una vez obtenidas estas tablas, se centré el anéalisis en la poblacion del estado de Pue-
bla, que constaba de un estimado de 6,604,451 (seis millones seiscientos cuatro mil cuatrocientos
cincuenta y uno) personas susceptibles a esta enfermedad, o al menos, esa fue la cifra analizada.
Posteriormente, los datos fueron procesados; es decir, se fusionaron ambos archivos, se sincroniza-
ron las fechas y se completaron los espacios vacios en caso de existir alguno. Dichos espacios solo
fueron llenados con un cero para evitar, en la medida de lo posible, sesgos en los resultados. Siendo
precisos, solo se tuvieron que llenar tres espacios. Este tipo de tratamiento de datos resulta cru-
cial para prevenir problemas futuros durante la programacion y evitar errores derivados de datos
faltantes o celdas que contengan texto en lugar de niimeros.

Otro punto importante a tomar en cuenta es la posibilidad de que los datos contengan ruido. [15]:

"La presencia de ruido significa que los resultados del muestreo podrian no duplicarse si el
proceso se repitiera.”

Otro significado que se puede atribuir es que los datos podrian estar sesgados con respecto a la
informacioén real en ese momento o podrian no concordar con otras tablas que hayan analizado la
misma informacion en ese instante. De manera mas descriptiva, el ruido presente en los datos se
debe a que, al contar la cantidad de personas reportadas que ingresaron al hospital y resultaron

23



Preliminares
2.4 Datos

positivas a COVID-19, no necesariamente coincide con el niimero presente en las tablas. Asimismo,
al tratarse de un conteo diario, no se conoce la cantidad exacta de hospitales que participaron en
este conteo, junto con otros factores que contribuyen a crear sesgos entre los datos reales y los
datos reportados. Para gestionar este ruido de manera eficiente, se utilizara el filtro Kalman.
Otorgando una representaciéon méas general y visual de los datos, se procederé a crear representa-
ciones graficas, que seran denotadas como figuras:

1e6 Population in Puebla for COVID-19 o
Population in Puebla for COVID-19

6.6 - —— Susceptible Data

—— Recovered Data
200000
6.5 1
150000 1
6.4

100000

Population
Population

6.3

50000

6.2

T
T T T T T T
1000 0 200 400 600 800 1000

Time (days)

T T T T
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Time (days)

Figura 2.1: Se puede apreciar el cambio de per- Figura 2.3: Aquellos individuos que se recupera-

sonas susceptibles en los 1024 dias del anéalisis.
Los datos disminuyen debido a que son los indi-
viduos que se han estado infectando y posterior-
mente recuperando o falleciendo.

Population in Puebla for COVID-19

Infected Data
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Figura 2.2: Es el conteo diario de individuos que
resultaron positivos en hospitales. Resulta in-
teresante destacar como los datos pueden obser-
varse en olas, ya que en un momento dado, los
casos tienden a disminuir.

ron de la enfermedad, luego de tenerla por un es-
timado de dos semanas, son representados aqui.
Es importante destacar que son solo estimacio-
nes, esto se debe a que no fueron encontrados los
datos que representan a los recuperados.

Population in Puebla for COVID-19

—— Dead Data
804
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&
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Figura 2.4: Aquellas personas que fallecieron por
Covid-19 en Puebla (al menos los reportados en
hospitales) son representados aqui, también es
importante destacar que aquellos casos, también
coinciden con las olas.

En estos tres anos se ha obtenido un panorama més general acerca de qué tan bien preparada
estaba la poblacién para enfrentar una enfermedad que amenazaba a toda la poblaciéon. También
se ha destacado la importancia de la epidemiologia y de los resultados que arroja.

Se puede observar que antes del primer ano e incluso a mitad del segundo ano de pandemia,
la tasa de personas fallecidas era muy alta, alcanzando los 80 fallecimientos en un solo dia. Se
menciona esto para crear conciencia sobre los eventos ocurridos y cémo se enfrentaron, incluyendo
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medidas como el uso de cubrebocas, mantener la "sana distancia", evitar salir a menos que fuera
estrictamente necesario, entre otras medidas de seguridad. El primer ano fue especialmente crucial,
ya que mostrd si las medidas realmente funcionaban y si la poblacion las respetaba, ademés de
reflejar el estado "desatado"de la enfermedad, dado que nadie estaba preparado para enfrentar una
situacion asi.

2.5. Ejemplos

Se ha abarcado la teoria necesaria para comprender el funcionamiento del filtro Kalman y
tener un mejor entendimiento de como opera un modelo epidemiologico, para ser mas precisos, el
SIRD, no obstante, con el propésito de otorgar una idea més clara al respecto, se presentaran tres
ejemplos.

2.5.1. Ejemplo de un modelo epidemiolégico SIRD

Se desea conocer el comportamiento de una enfermedad ficticia que azota una poblacion muy
pequena y ver qué comportamiento va a presentar durante un periodo de 100 dias, por lo que se
proporcionan los siguientes datos:

= Poblacion total de individuos en la localidad: Un milléon.

= Existe un individuo infectado, que fue el que comenz6 con la propagacion de la enfermedad
a la poblacion.

= Capacidad de transmisién del virus: 1.5.

= En caso de que un individuo infectado se llegue a recuperar, este tardara un total de cinco
dias aproximadamente para hacerlo.

s La enfermedad presenta una tasa de mortalidad del 0.1 %.
= En esta localidad no son considerados los nuevos nacimientos, ni migraciones de poblacién.

= Una persona que se recuperd de la enfermedad adquiere inmunidad a ella y no se vuelve a
enfermar.

» Duracion del anélisis 100 dias.

Esta informacién se puede ver de la siguiente manera. Plantea una poblacion de un millon de
personas que enfrentaré la propagacién de un virus con una capacidad de transmision 8 = 1.5,
lo que indica qué tan rapidamente una persona susceptible se infecta al entrar en contacto con
una persona enferma. Ademas, las personas afectadas por esta enfermedad ficticia presentan un
coeficiente de recuperaciéon de v = 0.2, lo que implica que tardan cinco dias en recuperarse después
de haberse contagiado, y una tasa de mortalidad 6 = 0.1. Posteriormente, informa que no hay
migraciones y no se consideran nuevos nacimientos, por lo que la poblacién en todo momento
permanece constante, por altimo, es mencionado que las personas recuperadas adquieren inmunidad
a la enfermedad por lo que no es necesario colocarlas de nuevo a los individuos susceptibles. Sin
caer en la redundancia o repeticién solo se haréd una lista de todos los parametros conocidos:

= N = 1000000 (Un millén de individuos).

= S(0) = 999999 (Todas las demés personas de la poblacion que atn no se han infectado, pero
son susceptibles).

» J(0) =1 (La tunica persona que introdujo la enfermedad a la poblacion).
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» R(0) = 0 (Dado que solo hay un usuario que contrajo la enfermedad y no hay migraciones,
se asume que no hay individuos recuperados).

= D(0) = 0 (De manera similar a los recuperados, tampoco puede haber individuos fallecidos).
- §=15.

= v=0.2

= §=0.1.

» t =100 (Duracion del analisis de la enfermedad).

Con estos parametros establecidos, se procedera a desarrollar el modelo:

1e6 SIRD epidemiological model
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Figura 2.5: Modelo simulado con una escala de 1 x 108, es evidente como los primeros 20 dias del
analisis son los que presentan mayor actividad y resolucion del comportamiento de la enfermedad,
después del dia 25 todos y cada uno de los individuos de la poblacién contrajeron la enfermedad,
algunos se recuperaron un 65 % de la poblacién para ser precisos, mientras que el 35% restante
fallecid, a su vez, se observa el pico maximo de individuos contagiados en el dia 13, resulta intere-
sante que 100 dias de analisis eran innecesarios y que bastaba con a lo sumo, 30 dias.

Con toda esta informacion, es posible calcular el valor de reproduccion inicial %y, el cual se
determina a partir de la ecuacion (2.43):

_ B 15
T y+46 024017

Se pueden concluir dos cosas de este ejemplo:

Zo

= A partir del dia 25 todas las personas susceptibles se infectaron y se recuperaron o fallecieron.

= Que el valor de %y sea 5 indica que es muy probable que la enfermedad se convierta en
endémica, aunque debido al tipo de anélisis realizado, no existen pruebas concluyentes para
afirmarlo. Pero lo que si se puede decir con certeza, es que la enfermedad se convirtié en
pandemia.
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2.5.2. Ejemplos del filtro Kalman

Supongamos que se desea conocer el peso real de un objeto, cualquiera que sea, por ejemplo, una
mancuerna oxidada que no indica su peso. Para lograrlo, lo mas logico seria colocar la mancuerna
en una béascula, registrar las medidas que arroja y repetir el proceso varias veces. Al final, solo se
tendria que calcular el promedio de los valores obtenidos para obtener una estimacién mas precisa
del peso. A pesar de que todo esto suene adecuado, se ha pasado por alto un detalle importante:
todos los equipos de mediciéon tienen un indice de error al proporcionar una medida. Para abordar
este problema inherente al error del equipo, se empleara el filtro Kalman.

Lo que puede apreciarse en la siguiente figura:

Dumbbell Measurements in Kg
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10.50 4

10.25 4
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terations

9.75 -

9.50

9.25
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2 4 6 8 10 12 14
Measurements

Figura 2.6: Una comparativa entre el peso real de la mancuerna y las medidas que arrojaba la
béscula durante 15 veces.

La figura anterior muestra la comparacion de tomar el peso 15 veces de una mancuerna (datos de
color azul) contra el peso real de la misma (datos en verde), cada dato fue registrado y comparado
con su respectivo punto, es decir, en la medida uno, la bascula arrojo que la mancuerna poseia
un peso de 10.82K g, mientras que su peso real constaba de 10K g, el peso real no varia con las
mediciones dado que la mancuerna se encontraba en un ambiente controlado, todo lo contrario al
peso medido por la béascula, donde las mediciones presentaban diferentes medidas cada vez que se
volvia a pesar el objeto, dando un sesgo resultante de incluso un kilo de diferencia al valor real.
Para poder utilizar el filtro, primero hay que poder identificar los pardmetros que seran utilizados
y tomar en cuenta ciertas consideraciones, como considerar la ganancia Kj constante. Deseando
resolver este problema, los parametros considerados son [8]:

= z: Es el valor verdadero del peso; 10Kg.
= 25 Es el valor de la medicion en el instante k; 10.82kg en la primera medicién, es decir, z;.

» Iy Es la estimacion de x en el tiempo k (la estimacion se hace luego de tomar zj medi-
ciones); 10.82, aqui z1,1 coincide con z; dado que es la primera medicién y no contamos con
mediciones previas para ajustar ese valor.
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" Ty x—1: Es la estimacion previa de x que se realizo en el tiempo k-1 (la estimacion que se
tomo6 después de la medicién z,_1); en la primera iteracion o este valor es cero.

= Kj: La ganancia de Kalman, la piedra angular de todo este proceso; 1, mientras mas pasos

haya, el valor seguira bajando de la forma T donde k es el nimero del paso actual.
Por lo que, solo resta aplicar la formula caracteristica del filtro Kalman para predecir el sistemas:
T = g1 + Ki(2p — Trp—1) = (1 = K)Tp k-1 + Kp2p. (2.85)

La figura anterior muestra que hay valores que se alejan bastante y otros que se acercan mas al valor
real de la béscula, este error del aparato de medicion es aleatorio, por lo que serd denotado como
una varianza (02). Si se adopta un enfoque minucioso, es posible buscar el error de la béascula o del
dispositivo utilizado para medir el peso. También se puede solicitar esta informacién al fabricante
en caso de que se desee obtener detalles mas precisos.

Ahora se presentara una figura que ilustra la aplicacion del filtro y cémo se visualizarian los datos
después de ser filtrados.

Dumbbell Measurements in Kg

11.00 4

10.75

10.50

10.25

10.00

Measurements

9.75

9.50 A

9.25 4

9.00

T T T T T T T
2 9 6 8 10 12 14
Iterations

Figura 2.7: Figura que muestra los 3 tipos de datos, las medidas reales, los datos arrojados por la
béscula, y los datos filtrados.

La diferencia més significativa entre la figura (2.6) y (2.7) radica en la adicion de los datos filtrados
(las mediciones de color rojo) y como con cada nuevo dato, la linea de puntos se va suavizando
con respecto a las mediciones reales, dicho de otra manera, los datos convergen gradualmente; sin
embargo, este fenémeno se atribuye a que la ganancia K se va ajustando de manera constante.
Esto se debe a la dindmica del sistema, ya que el peso de la mancuerna no experimenta cambios
con el tiempo, lo que elimina la necesidad de realizar un anélisis de la actualizacion de la ganancia
K} con la ecuacion (2.83).

Ademss, se asume que el peso real de la mancuerna es de 10kg. Ahora bien, ;qué ocurriria si se
eliminara el valor real y se agregaran otras 15 predicciones?
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Dumbbell Measurements in Kg

11.00

10.75 4

10.50

10.25 4

10.00 4

Measurements
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9.50
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9.00 < T i T ; T T
0 5 10 15 20 25 30
Iterations

Figura 2.8: Filtro Kalman con 30 mediciones.

En la figura presentada se puede observar las primeras 15 mediciones realizadas en la primera
parte de este ejemplo, solo fue necesario realizar otras 15 mediciones para realizar la grafica y
que a medida que se incorporan mas mediciones en el filtro, este converge hacia el valor real de
la medicion. Es una forma interesante de corroborar si estos valores convergen hacia un valor en
especifico, para la ecuacion anterior, de no conocer el valor real, se puede colocar una estimacion
que puede variar desde un valor cercano a las mediciones observadas o directamente poner cero,
en ambos casos se observaran picos en las primeras mediciones, pero eventualmente el valor de
la prediccion xy , convergera al valor real, estas aseveraciones se examinardn mejor en el segundo
ejemplo.

Segundo ejemplo

El primer ejemplo ilustra de manera clara el funcionamiento del filtro Kalman, pero se intentara
agregar algunos conceptos adicionales.
Si la dindmica del proceso analizado no es constante, en ese caso, es necesario actualizar la ganancia
del filtro, y para lograrlo se define la ecuacion de actualizacion de covarianza:

Pi,k—1
K, = ————, 2.86
g Pkk—1 + Tk ( )
Pek = (1 —Ki)per—1. (2.87)

= D k—1: Is la incertidumbre estimada que se calculé durante la estimacion previa.
= pik: Es la incertidumbre estimada del estado actual.

= 7. Es la incertidumbre de medicion.

De aqui, que, cuando la incertidumbre de medicién es grande, la convergencia seria lenta debido a
que la ganancia K}, tendria valores cada vez mas bajos. Sin embargo, si la incertidumbre es baja,
la ganancia de Kalman sera alta y la incertidumbre estimada convergeria rapidamente hacia cero.
Con lo mencionado, se inicia el ejemplo. Se supone que se analiza pasta de cocina de diversas marcas
con el objetivo de determinar si existe un valor estandar para cada uno de los criterios evaluados.
Se toman en cuenta cuatro factores: la capacidad de absorcion de aceite, la densidad, la textura
crujiente y la fragilidad. Utilizando las ecuaciones anteriores, se considera un experimento que esté
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controlado, es decir, el indice de error de mediciéon humana es de uno (¢ = 0.1), lo que implica una
varianza de (02 = 0.01). En esta situacion, la primera estimacion en cada caso se realiza de manera
distante respecto a los valores medidos. De este modo, el error de inicializacién de la estimaciéon es
o =100, y la incertidumbre estimada de la varianza del error es o2(pg o = 10000). Se observa que
esta variacion es muy alta. Si se realiza una inicializacién con un valor mas significativo, se lograra
una convergencia mas rapida del filtro de Kalman:

Pasta Measurements Pasta Measurements

— Filtered Ol — Filtered Ol
— 0il hfi n — 0il h.’l n

Oil Measurements
Oil Measurements

10 A J 10 A J

T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Iterations Iterations

Pasta Measurements

— Filtered Oil
— ail
20 e

Oil Measurements

T T T T T T
0 10 20 30 40 50
Iterations

Figura 2.9: Se hicieron distintos casos a manera de comparativa acerca de como el indice de error
de medicion humano puede afectar la suavidad de la figura, en la primera figura se usé un error de
o = 0.1 siendo este el caso tomado en cuenta como el ambiente controlado, donde efectivamente se
puede observar como los datos si recibieron un ajuste y como cambian las mediciones (rojo) y los
datos filtrados (azul), otra observacion a tener en cuenta es el primer dato, tomando la primera
predicciéon echa como xg = 10 se aprecia mejor el salto donde el usuario coloca su prediccion y
como a partir de ahi y las mediciones el filtro esboza una figura méas suave. En la siguiente figura
(la de la derecha), es el supuesto de un caso idilico, ya que el error humano es muy bajo (o = 0.01),
por ende la figura que muestran los datos filtrados es bastante mas suave que la primera y se puede
observar como converge a un cierto valor real, el cual parece ser 17. Por tltimo, se tom6 en cuenta
un caso donde el error humano sea grande, muy grande a comparaciéon de los dos casos anteriores,
la tercera figura muestra como se veria el filtro si ¢ = 10, es evidente que en esta situacion los
datos filtrados y las medidas casi coinciden, denotando precisamente la importancia de usar un
ambiente controlado y de como esto puede afectar los resultados que arrojara este experimento.
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Las dos ultimas figuras presentadas son unicamente con fines ilustrativos; este ejemplo solo consi-
derara o = 0.1.
Dicho lo anterior, se procederé a analizar los demés rasgos:

Pasta Measurements Estimate Uncertainty
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—— Crispy 3100 T filtered Density T
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E $ 2900
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] @
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b a
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) R | St e R
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0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Iterations Iterations
Pasta Measurements Pasta Measurements
200
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Fracture 175 |
30 -
" 150 +
2 2
g 251 g
g g 125
z g
[ L 100 -
= 201 =
[ 7
g
g o
g B
£ 154 T
50 -
25 - —— Filtered Hardness -
10 1-- 1
—— Hardness
T T T T T T T T T T T T
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Figura 2.10: La primera figura indica que tan crujiente es la pasta, en primera instancia no se
aprecia si esta cualidad converge o no a un valor en especifico, se necesitarfan contar con mas
mediciones para poder concluir de manera satisfactoria este argumente, no obstante, si se puede
apreciar como el filtro dibuja una figura mas suave de los datos. La siguiente figura, (superior
derecha) indica que tan gruesa es la pasta, en esta segunda figura se puede apreciar mejor el
filtrado de los datos, por los picos més pronunciados presentados en las mediciones. La tercera
figura (inferior izquierda), son las fracturas de la pasta, es decir, al someterla a una caida libre
desde una altura de dos metros, en cuantos pedazos visibles se dividia la pasta y en consecuencia
de la primera y tercera figura, también se hizo un experimento de que tan fragil es entonces la
pasta, la cual es la ultima figura, donde, pese a los picos presentados, si se observa una consistencia
con los fatos filtrados y como estos parecen converger a un valor estimado en 125.

Una vez visto los rasgos de la pasta, solo resta examinar como cambian tanto la ganancia Kj como
el valor de py x:
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Kalman Gain Estimate Uncertainty
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Figura 2.11: La figura de la izquierda muestra como la ganancia K} va disminuyendo, provocando
que el peso de la medicién sea cada vez mas pequeno, lo cual harfa que el filtro se acerque al valor
real. Aqui K} depende de la ecuacion (2.87) y de como las actualizaciones de pgj (figura de la
derecha) vayan variando. Ambas figuras comparten una similitud exacta y no es de extranarse, dado
que la ganancia K} estd definida a partir de la incertidumbre estimada, también, es importante
destacar que a partir de las primeras 10 mediciones la incertidumbre comienza a tomar un valor
fijo 02 = 2.70156 x 1072, es decir, ¢ = 0.16436, dicho de otra forma, el filtro comienza a darle
mas importancia a las predicciones que a los valores reales, que es justamente lo mencionado en la

figura (2.7).
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Capitulo 3

Analisis a la base de datos.

3.1. Modelo Epidemiol6gico SIRD

En la seccion (2.5.1) se abordd un ejemplo de como resolver un modelo epidemiologico SIRD,
en esta seccidon se realizard un proceso similar, ademés de utilizar una base de datos extraida del
CONAHCYT [2] seran tomadas las siguientes consideraciones:

= Nuestra base de datos consta de 5 columnas, que seran:

Susceptibles.
Infectados.
Recuperados.
Fallecidos.

A e

Acumulados.
= Todos los datos de estas columnas son de casos reportados dia a dia.

= La expresion del nimero de reproduccion basico Z utilizado en este caso es:

Ko =

e (3.1)

= En este caso particular de analisis no se consideraran tasas de:

1. Nuevos nacimientos.

2. Migraciones de poblacion.
Por lo que la poblacién sera constante en todo momento del analisis.

= Las personas infectadas que pasan a ser individuos recuperados adquieren inmunidad, por lo
que no pueden infectarse nuevamente.

= Las condiciones iniciales respectivas para alimentar el modelo son:

1. N = 6604451, como anteriormente se menciond, este niimero permaneceré constante en
el proceso de analisis del modelo epidemiolégico SIRD.

2. S(0) = 6604446, particularmente estima a S(0) como, S(0) = N — C(0), donde C(0),
son los casos acumulados iniciales.
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3. I(0) = 5, son las primeras personas reportadas positivas el dia 13 de marzo del 2020,
que fue el dia que fue considerado como punto de partida.

4. R(0) =0, dado que la enfermedad tiene un tiempo estimado de 14 dias en recuperarse,
tenemos que, no puede haber recuperados en el momento inicial R(0).

5. D(0) = 0, Se tiene un razonamiento similar con los individuos fallecidos, no se reportan
personas fallecidas en nuestro punto de partida.

6. C(0) = 5, particularmente es notable que coinciden los infectados iniciales con los casos
acumulados, esto es principalmente porque son los valores iniciales al tiempo tg.

7. Estos datos son exclusivamente para la primera ola, la cual fue acotada hasta el dia
namero 211. Para las demas olas, estos datos iniciales varian un poco, considerando que
ya habria personas recuperadas y fallecidas. La importancia de utilizar la primera ola
como punto de referencia, se da debido a la primera ola fue la que inicio todo el proceso
de la enfermedad y su propagacion.

8. Los datos utilizados fueron analizados a través de simulaciones numéricas realizadas con
el lenguaje Python 3. Todos los cédigos utilizados en este trabajo fueron desarrollados
en su totalidad para tener un mejor control de las simulaciones (ver apéndice A.2).

Con todo lo anterior, se da inicio al proceso. En primer lugar, se deben leer los datos, limitadndose
a los primeros 211 dias de la pandemia. A continuacion, se asignan las variables necesarias, en este
caso:

= N.
= El vector de condiciones iniciales yo = {S(0), I(0), R(0), D(0), C(0)}.
= cum. Todo el conjunto de los datos acumulados.

Ahora, se define una funcién para el modelo epidemiolégico, dicha funcion se ve de la siguiente
forma:

S'(ty = —BSI/N, (3.2)
I'(ty = BSI/N —~I—4lI, (3.3)
R'(t) = I, (3.4)
D'(t)y = 4lI. (3.5)

Es posible permitir que los parametros 8, v y 0 sean estimados por otra funcién. Sin embargo,
para ello, se define una funcién de pérdida que compare los datos reales de la variable cum con los
del modelo de C’(t), la funcion que define el cambio de los acumulados con respecto al tiempo del
modelo (3.2)-(3.5) es:

C'(t) = BSI/N. (3.6)

La funcién de pérdida se configuraria de la siguiente manera:

t (cum — C)*. (3.7)
=0

K2

Una vez creada la funcién de pérdida, se pueden determinar los parametros mas 6ptimos para
resolver el modelo. Se utilizara la libreria "curve fit"de Python para comparar valores iniciales
con los que el modelo va encontrando y devolver los mas relevantes para cada variable. A partir
de este proceso, se obtienen los siguientes valores para cada parametro:

» 3~ 1.108,
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» v~ 0.719,
= 6~ 0.339,
con estos pardmetros se puede determinar el valor de %:

B 1.108
o = = ~ 1.045. 3.8
0= (40 T (0719 + 0.339) (3.8)

Como % >1, se puede prever que la enfermedad se convierta en una epidemia. No obstante, no se
puede garantizar si la enfermedad se vaya a convertir o no en endémica, ya que, segin el modelo
epidemiologico utilizado, cuando una persona se recupera de la infeccion, adquiere inmunidad. Por
lo tanto, solo se pueden hacer suposiciones al respecto.

Con los parametros ajustados se puede sacar una figura, ahora si, de la comparativa entre los
datos reales y modelados:

Modelo Epidemioldgico sin filtrar SIRD

35000 1 | acumulados reales

—— Acumulados modelados
30000 4

25000

20000 +

15000 ~

Numero de Personas

10000 ~

5000 ~

T T T
0 50 100 150 200
Dias

Figura 3.1: Modelo de los datos Acumulados reales vs modelados, es posible apreciar como la
proyecciéon del modelo supone una proyecciéon de un maximo de 32783 individuos acumulados
infectados, mientras que el maximo de personas acumuladas reportadas fue de 34594 dando como
resultado una aproximacion.

3.2. Filtro Kalman en la base de datos

Para comprender mejor como se implementara el filtro Kalman en la base de datos de interés,
es relevante regresar al segundo ejemplo sobre el filtro, del cual se tomara la premisa de que la
ganancia K no es constante y varia con las iteraciones. Ademaés, se destaca que, al igual que en el
modelo epidemiologico SIRD, se acotaron los datos a los primeros 211; no obstante, esta limitacion
no es necesaria y se realiz6 por motivos précticos. Es posible incluir el conjunto completo de datos,
es decir, analizar los 1086 datos de cada columna.

Dicho esto, se puede iniciar la definicion de variables. Las matrices de transicion de estado (F) y
de observacion (H) seran la matriz identidad 14, es decir:
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0 0
0 0
o (3.9)
0 1

10
0 1
00
00
De todas las ecuaciones explicadas anteriormente (2.74)-(2.83), se usaran las siguientes para un
desarrollo apropiado del filtro Kalman:

Tpk—1 = FreZp_1jp—1, (3.10)
Porip = FePouFyl + Qk, (3.11)
Ky = Puye1HES,, (3.12)
Tpp = Tgp—1 + Kpyr, (3.13)
Py = (I— KgHg)Pyjg—1- (3.14)

» Zpx—1 es la estimacion del estado del sistema en el tiempo k, basada en las observaciones
hasta el tiempo k& — 1.

= F} es la matriz del modelo de transicion de estados que se aplica al estado estimado en el
tiempo k — 1.

» Zp_1)k—1 s la estimacion del estado del sistema en el tiempo k—1, basada en las observaciones
hasta ese momento.

» P 11)x ecuacion de extrapolacion de covarianza.

= Q% es la matriz de ruido del sistema.

= 1} es el estado real del sistema.

s K} es la ganancia del filtro Kalman.

= Hj es la matriz de observacion que relaciona el estado del sistema con las observaciones.
= S} es la matriz de covarianza de la innovacion.

= ;. la innovacién o el error entre la mediciéon real y la prediccion.

= I es la matriz identidad.

Particularmente, como es un anélisis de 4 dimensiones, el vector de estimacién inicial tendra 4
valores:
zoo = [1.0,1.0,1.0,1.0], (3.15)

con un error de estimacion inicial de:
yo = [0.1,0.1,0.1,0.1], (3.16)

y una varianza:

1
Sk = 5L, (3.17)

por tanto, la comparativa entre los datos reales y los filtrados entre cada columna del modelo SIRD
se veria de la siguiente manera:
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1e6 Datos Filtrados vs Reales
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Figura 3.2: La primera figura representa como se ven los datos de los individuos susceptibles
reportados (datos en amarillo), a comparacién de los obtenidos por el filtro (color negro), los
primeros valores arrojados por el filtro distan mucho de los primeros reales en consecuencia de las
condiciones iniciales declaradas en las variables (3.15) y (3.16), donde el primer valor es uno y se
estima un error de 0.1, también se puede apreciar como los datos no cuentan apenas con ruido,
pues estdn muy juntos unos de otros, para ser mas exactos, la diferencia entre un punto y el otro
es de 203.86 unidades, tomando en cuanta que se estd hablando de escalas de millones, se puede
considerar como una buena aproximacion. La segunda figura solo representa un acercamiento de
la primera figura, ademas de que sirve para corroborar como el filtro poco a poco converge a los
valores reales.
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Datos Filtrados vs Reales
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Figura 3.3: Para propositos de mejor comprension se colocaron juntas las figuras de los individuos
infectados (color rojo), con su respectivo filtro (color negro), con la de los recuperados (verde) y
nuevamente con su respectivo filtrado (negro). En el sistema de ecuaciones utilizado para el modelo
SIRD (3.2) - (3.5), para ser maés especificos la funcion (3.4) indica la relacion entre las personas

1
infectadas y como estas pueden llegar a recuperarse, luego de un tiempo determinado —, lo que

quiere decir en el analisis de este trabajo es que la figura de recuperados esta desfasada 15 dias
con respecto a la de los infectados.
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Datos Filtrados vs Reales
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Figura 3.4: Nuevamente se presenta un acercamiento a las figuras en momentos destacables, como
son los picos mas altos, se destaca como estos no llegan a coincidir incluso con el desfase, la
explicaciéon se debe a aquellos individuos que fallecieron y ya no forman parte de los recuperados.
En ambas comparativas también se puede ver como los datos cuentan con poco ruido, aun asi, el
filtro si presenta una figura mas definida y continua que los datos reportados.
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Datos Filtrados vs Reales
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Figura 3.5: Por ultimo, solo resta analizar un poco los finales respectivos de cada figura de indi-
viduos infectados y recuperados, donde una vez més los datos filtrados, tanto en infectados como
en recuperados, se aprecia una linea punteada mas continua y menos ruidosa a la de los datos
reportados.

Es importante mencionar las figuras son exclusivamente de los conteos diarios, es decir, representa
la cantidad diaria de individuos que se fueron reportando como positivos para COVID-19. Para
este estudio no se tomaran en cuenta los individuos recuperados mostrados en la Figura (3.3),
debido a que son solo estimaciones a partir del conteo de confirmados diarios, dicho de otra forma,
los datos de recuperados presentados, no son datos reales proporcionados por el CONAHCYT [2],
es solo una muestra con fines ilustrativos. Por lo que este estudio solo considera a los individuos
susceptibles, los casos diarios confirmados (solo para hacer comparativas con el modelo, no debe
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confundirse con los individuos infectados, los cuales tampoco son declarados por el CONAHCYT
[2]), fallecidos y acumulados.

Datos Filtrados vs Reales
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Figura 3.6: Con diferencia la figura con més ruido en este trabajo es la de los individuos fallecidos,
debido a esto, es también donde se puede apreciar de mejor manera como se va suavizando la silueta
de estos datos con el filtro Kalman (negro), se destaca que estos datos no se ven como los datos
presentados en la figura (3.2) y (3.3), donde los datos presentados y los filtrados son préacticamente
los mismos, por lo que esta figura es la mas importante solo por mostrar el esbozo de una grafica
practicamente sin ruido, de donde se pueden extraer datos més legibles y con menos sesgo para su
manejo.
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Figura 3.7: Haciendo un acercamiento a los picos de la figura (3.6), se ven unos bordeados mucho
mas redondos y con valores no dispersos uno del otro, mientras mas datos son proporcionados la
figura que se va esbozando por el filtro es méas precisa a los valores reportados.

En este caso, también se hace la distinciéon de que es el conteo de fallecidos diarios, mostrando un
conteo que se asemeja mas a un modelo, se veria de la siguiente manera:
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Datos Filtrados vs Reales
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Figura 3.8: Los datos son continuos y précticamente sin ruido, el filtro es prescindible, por lo que
los datos reales (color café) y los datos filtrados (color negro) son similares.
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Figura 3.9: En el caso de los datos acumulados, el filtro Kalman difiere por unidades de los valores
reales, porque como se puede apreciar en la figura, los datos carecen de una cantidad significativa
de ruido para filtrar, dando como resultado una comparativa cuasi idéntica.

Una vez analizados los datos, solo resta comparar los parametros encontrados cuando los datos no
estan filtrados contra los que si. Para esto, la grafica elegida sera la de los individuos acumulados,
por el comportamiento de la gréafica, dando este resultado:
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Modelo Epidemiolégico SIRD Modelo Epidemiolégico sin filtrar SIRD
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Figura 3.10: La comparacion entre el modelo utilizando datos reportados (color cian) y el modelo
que emplea datos filtrados (color azul) revela diferencias significativas. En la figura de la izquierda,
se observa claramente que la aproximacién del modelo, tanto con datos reales como con datos
filtrados, no es una buena estimaciéon. En contraste, en la imagen de la derecha, la aproximacion
del modelo es mucho mas cercana a los datos reales, lo que indica una mejor precisién en la
prediccion. El principal motivo por el cual las figuras presentadas discrepan tanto es por el tamano
de la poblacion, en el caso de la izquierda la poblacion N no fue ajustada, en la derecha, N se
consider6 como un parametro mas a ajustar.

La discrepancia entre el modelo representado en el lado izquierdo y los datos reales se atribuye
a miultiples factores. El tamafio de la poblacion desempefia un preciso papel en la modelacion
de una epidemia, justo como fue mencionado anteriormente. La eleccién cuidadosa del tamano
poblacional determina la fidelidad de la simulacién y los patrones de propagacion de la enfermedad,
considerando la duracién de la simulacion y los posibles pardmetros relevantes de la enfermedad.
En este caso particular, se ha considerado la poblacién total de Puebla, México, que asciende a
6,604,451 personas (datos de febrero de 2020). Ambas estimaciones se realizaron bajo la suposicion
de que el coeficiente de transmision de la enfermedad, 3, alcanzaria un valor de hasta 4, lo que
indica una alta tasa de contagio. Sin embargo, se observa un crecimiento insuficiente en los casos
acumulados representados en la curva del modelo, al final de la simulaciéon (primera ola), que atn
no alcanza su méximo. Para que la figura del lado izquierdo se asemeje mas a los datos reales,
seria necesario aumentar el limite del parametro 8 a valores extremadamente altos, hasta 10, pero
incluso asi, la aproximacién seguiria siendo inadecuada.
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Figura 3.11: El coeficiente de transmision obtenido aqui es de 7.5 (datos reales) y 8.1 (datos
filtrados).

Considerando que los valores de transmision encontrados en la Figura (3.11) sean correctos, esto
representa una enfermedad sin precedentes, donde un solo individuo infectado es capaz de enfermar
a 8 sin mayor complicacion, y en retrospectiva, dicha enfermedad tardaria un estimado de 5 horas
en ser curada por el individuo en caso de que este se pueda recuperar, estos resultados no coinciden
en lo absoluto a los observados por el COVID-19, los cuales en sus inicios, un individuo infectado
tardaba un minimo de 14 dias en recuperarse. Entonces, para poder obtener resultados més fiables,
fue necesario acotar la poblacion N del modelo para que pueda coincidir lo mejor posible con los
datos reportados reales, siendo la figura de la derecha de (3.10) el resultado de este nuevo parametro
a considerar.

Con todo lo antes mencionado se concluye lo siguiente respecto a los casos acumulados. El valor
encontrado de la poblacién N es 397, 158 individuos para los datos reales y 442, 309 para los datos
filtrados, lo que se puede interpretar como la méxima cantidad que individuos a los que 5 personas
pueden tener acceso (por trabajo, medios de transporte, lugar donde reside el individuo infeccioso,
como las calles aledanas, la colonia, los lugares donde va a comer), lo cual dista mucho del valor
de la poblacién original, indicando de manera directa y muy interesante la ley de accién de masas
(va que esta se estd cumpliendo en subgrupos de la poblacion general y no en todo el estado,
como dicta la teorfa). En 1906 William Hamer mientras estudiaba la recurrencia de la aparicion
del sarampion, plantea que “la tasa a la cual una enfermedad se propaga es proporcional al niimero
de individuos susceptibles por el namero de individuos infecciosos”, la cual es la definicion de esta
ley.

Los parametros hallados en esta comparativa para la Figura de la derecha en (3.10) fueron:

Parametro Descripcion - Valor
D. sin filtrar | D. filtrados
8 Tasa de infeccion 1.108 1.074
07 Tasa de Recuperacion 1.045 1.030
Ky Valor de Reproduccioén inicial 1.0456 1.0451
N Poblaciéon del modelo 388863 401557

Empiricamente, se observaba que un individuo que se contagiaba tardaba un minimo de 14 dias en
recuperarse, lo que indica un valor v de minimo 0.08, sin embargo, el valor encontrado es de 0.715
y 0.706 respectivamente, a lo que se le pueden atribuir dos explicaciones, la primera es considerar
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la descripcion del libro del coeficiente y aseverar que los individuos que contraian la enfermedad
tardaban un tiempo aproximado de 1.5 dias en recuperarse y adquirir inmunidad, lo cual no es
consistente con los datos recavados en esta tesis; la siguiente explicacién sugiere otro punto de

vista, donde este coeficiente atn es un inverso de tiempo, es decir, — = tiempo en dias, pero la

interpretacion dice que este es lo que tarda un individuo en aislarse y comenzar con su recuperacion
y evitar en la medida de lo posible generar més contagios, este modelo no considera la posibilidad
de que el individuo pueda generar mas contagios luego de aislarse.

Se observan solo dos parametros (coeficiente de infeccion y tasa de recuperacion) pese a que en un
modelo SIRD se deben abarcar tres (coeficiente de infeccién, tasa de recuperacion y de mortalidad),
esto sucede porque no hay una base de datos de individuos recuperados, dificultando un poco mas
el proceso, sin embargo, al contar con la base de fallecidos, se puede hacer un ajuste con el modelo
SIR para encontrar una interpretaciéon aceptable:

Modelo Epidemiolégico SIRD Modelo Epidemiolégico SIRD
4 35000 + -
35000 + Acumulados filtrados —— Recuperados + fallecidos modelados %
+ Acumulados reales 300004 — Recuperados + fallecidos modelados filtrados
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250004 Acumulados modelados filtrados @ 250004
&
I
20000 + z 20000 4
3
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u
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0 04
T T T T T T T T T T
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Figura 3.12: De lado izquierdo se encuentra el modelo de individuos acumulados, con la compara-
cion entre los datos reales (color cian y azul, pero con el simbolo de -") y el modelo (las funciones
continuas) compartiendo el mismo color entre datos real-modelo para evitar confusiones de inter-
pretacion, del lado derecho, una comparativa entre modelos, las predicciones de los datos reales
(verde) y de los datos filtrados (negro).

Con estas predicciones para los recuperados més los fallecidos y tomando en consideracion los datos
sobre individuos fallecidos, es posible realizar un ajuste y armar el modelo SIRD, el cual se veria
de la siguiente manera:
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Figura 3.13: La figura de arriba a la izquierda representa la evolucion de la poblacion de suscep-
tibles con el namero real (6,604,451), donde se observan las comparativas entre los datos reales
y su modelo respectivo (amarillo) y los datos filtrados junto a su modelo (rojo); a la derecha de
esta figura, se encuentra nuevamente los datos acumulados, la piedra angular de este modelo, las
comparativas entre los datos reales (cian) y los datos filtrados (azul); abajo a la izquierda son las
predicciones del modelo del comportamiento de los individuos recuperados; finalmente abajo a la
derecha se encuentra el ajuste de los fallecidos, al ver el comportamiento del modelo, se puede
aseverar que es una buena predicciéon, ya que los datos no distan mucho de los reportes, los datos
reales (rojo) y los filtrados (negro), son similares a los modelados.

Al ver la figura sobre el modelo de los individuos susceptibles, es claro ver como la aproximacion de
la poblacién ayudé en gran medida para que fuera un modelo viable y asi ver el comportamiento de
la enfermedad, al observar este conjunto de figuras, es posible preguntarse si no se trata entonces de
un modelo SIR en lugar de un SIRD por la presentaciéon de los datos, sin embargo, la presencia del
modelo de recuperados y fallecidos en distintas figuras y ademas representando distintos valores,
son prueba suficiente para acreditar esta representacion de figuras como un modelo SIRD, con
todo lo mencionado anteriormente, para ser llamado un modelo SIRD apropiado, todavia falta una
altima figura, a partir de todos los datos y parametros encontrados fue creado un modelo sobre los
individuos infectados, el cual es el siguiente:
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Modelo Epidemioclégico SIRD
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Figura 3.14: Representa la estimacion del modelo de como fue el comportamiento de los individuos
infecciosos en la primera ola de, a su vez, se puede apreciar el caracteristico comportamiento de
los individuos infectados (forma parcial de una campana de Gauss), alcanzando su pico méaximo
de 373 infectados en el dia 120 de la simulacion (datos reales, color magenta) con su respectiva
comparacion con un modelo de datos filtrados (color azul), donde el pico infeccioso fue de 364
individuos en el dia 126.

Los parametros asociados al modelo representado en las figuras (3.13) son los siguientes:

Parametro Descripcion - Valor
D. sin filtrar D. filtrados
I} Tasa de infecciéon 1.108 1.074
y Tasa de Recuperacion 0.715 0.706
1) Tasa de Mortalidad 0.33 0.321
os Desviacion estandar de la tasa de mortalidad | 0.04 ~ 12% | 0.01 =~ 5.3%
Ko Valor de Reproduccion inicial 1.0456 1.0451
N Poblacion del modelo 388863 401557
oN Desviacion estandar de la Poblacion 8758 ~ 2.2% | 1712 ~ 0.4 %

Donde los parametros v y ¢ del modelo SIRD son una descomposicién del parametro v presentado
en la tabla (3.2), como esta indicado por la desviacion estandar, el pardmetro § es una buena
aproximacion del modelo que ajusta a los individuos fallecidos, de manera similar, se observa como
la estimacion mejora en el caso de usar datos filtrados. En el caso de la poblacién, se puede destacar
que la aproximacién es mejor cuando se usan datos filtrados ya que la desviaciéon es menor en un

1.8 %.
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Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo de tesis, se observaron distintos factores que contribuyeron a un mayor
entendimiento de las interrogantes planteadas al principio, como la importancia de considerar
enfoques diversos, como el filtro de Kalman, para mejorar la calidad de los datos y, por ende, la
eficiencia de los modelos en la prediccion y gestion de situaciones pandémicas. Considerar a los
individuos acumulados en lugar de usar a los infectados, debido a que no se tiene una medicion de
la prevalencia, es necesario ajustar los modelos a los casos acumulados calculados por medio de la
incidencia observada.

La importancia de delimitar la poblacién como un parametro adicional a estimar resulté crucial
para la resolucion definitiva del modelo. Gracias a la ley de acciéon de masas, fue posible otorgarle
significado al considerar N como un pardmetro. La subpoblaciéon encontrada se interpreta como
la mayor cantidad de individuos que los infectados pueden llegar a infectar (susceptibles). Esto
confirma directamente la importancia de restringir adecuadamente el tamano de muestra de
la poblaciéon N al realizar un modelo epidemiolégico. Como se demostrd previamente, si se
considerara la poblacién de todo el estado en lugar de estimarla, el desfase del modelo con los
datos reales reportados seria significativo, resultando en un modelo deficiente y erréneo.

Es posible resolver un modelo SIRD usando un SIR como base, ya que, al no tener conocimiento
del comportamiento de los individuos recuperados, pero si, de los fallecidos (mostrados como
conteo acumulado figura (3.8)) se combinan ambos parametros (coeficiente de recuperacion 7y y
tasa de mortalidad §) para convertir el modelo propuesto en uno més sencillo, una vez resuelto
el modelo SIR, se us6 el parametro encontrado para poder ajustar la poblacion de fallecidos y
estimar el parametro restante -y, haciendo posible la creaciéon de un modelo SIRD a partir del SIR
(figuras (3.13) y (3.14)).

El filtro Kalman mostré su eficiencia con datos que contenian una gran cantidad de ruido, como el
conteo de los fallecidos diarios, véase en las figuras (3.6) y (3.7). Al referirse a la palabra ruido",
se hace alusion a la diferencia entre los datos reales y los datos estimados, es decir, la figura (3.6)
tiene datos con ruido"porque existe una diferencia considerable entre los datos presentados y los
modelados. A su vez, demostré ser tutil cuando los datos no presentaban cantidades de ruido para
tomar en cuenta, como en las figuras (3.3), (3.4) y (3.5), por altimo, se hallo6 que también es un
buen estimador, ya que en unos pocos pasos, es capaz de alcanzar el valor de las mediciones y luego
converger al valor real de la medicion, el mejor ejemplo de esto es la figura (3.2). La importancia
de usar estos pasos anteriores era solo como demostracion de la capacidad que el filtro posee para
adaptarse a varios escenarios, con grandes o pocas cantidades de ruido en los datos, el filtro no se
vera afectado. En donde el paso final y mas importante era corroborar si todas las herramientas
que posee permiten mejorar la estimaciéon de parametros en el modelo epidemiolégico designado.
Se corrobora que utilizar el filtro si cambia los valores de los pardmetros, en algunos casos varian
por muy poco, como el caso del valor de reproduccion inicial Z, en otros las comparativas dis-
crepan en cien mil unidades (estimacion de la poblacion N), por lo que se puede decir que si tiene
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mayor fiabilidad calcular los parametros de esta manera. Sin embargo, es importante destacar que
al proporcionar medidas mas exactas gracias al uso del filtro, los resultados mostrados tienen mayor
veracidad y precision. Aquellos datos analizados sin utilizar un filtro pueden provocar mayores
sesgos o riesgos al predecir comportamientos en la poblacién o los posibles impactos que esta tendra.

Futuras lineas de investigacion.
Con todas las consideraciones y comentarios hechos anteriormente, existen numerosas posibili-
dades para poder enriquecer el entendimiento de una pandemia y poder mejorar este trabajo.

= Para el sistema de ecuaciones utilizado del filtro Kalman (3.10) - (3.14), seria interesante ver
el comportamiento del filtro al cambiar la ecuacion de extrapolacion de la covarianza (3.11)
por una que muestre la diferencia entre el estado real del sistema con el predicho (2.77).

= Pese a que fue utilizado un modelo SIR para resolver un SIRD, es conveniente corroborar el
comportamiento de 3 en distintos instantes de tiempo, donde se puede hacer semanalmente
(para tener un mejor entendimiento de su evolucion conforme iba pasando el tiempo de la
pandemia) o, hacerlo al principio, a la mitad y al final de la misma, ambos son dos puntos de
vista diferentes, pero que otorgardn una vista mas amplia sobre la evoluciéon del parametro
infeccioso.

= Retomando el punto dos, ver la evolucién del modelo y las estimaciones arrojadas con las res-
pectivas evoluciones del parametro infeccioso, es decir, se deberia ver reflejado el aislamiento
de la poblacién, medidas de las autoridades para reducir los contagios y la respuesta de la
poblacion ante tales medidas.
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Apéndices

A.1. Apéndice A: Correlacion de los datos

install . packages("pheatmap")
library (pheatmap)

Lectura de archivos

setwd ("D:\\KALMAN" ) #Colocar la dirreccion donde se encuentra la base de datos

data <— read.csv("database.csv") #leerla

data <— (subset(data,Day<212 )) #acotarla a la primera ola

columnas <— ¢(7,3,5) #tomar solo las columnas de interes (casos acumulados,
reportes diarios y fallecidos diarios)

new data <— data|columnas| #unir los dos pasos anteriores

Mapa de calor de correlaciones

correlaciones = cor(new data|,1:3]) #calcular las correlaciones
correlaciones

pheatmap (correlaciones ,
display numbers = TRUE,
number color = "black",
fontsize number = 8, #Graficar
cluster cols = FALSE,
cluster:rows = FALSE)

Dependiendo de los datos que se deseen analizar las correlaciones, se pueden obtener cualquiera
de estos dos ejemplos:
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Figura A.1: Esta es una representacién méas visual de las correlaciones halladas, la figura de la
izquierda contempla a los individuos susceptibles, ademés de sumar la aproximaciéon de los recu-
perados. La figura de la derecha muestra las correlaciones solo de los datos conocidos al principio
del analisis.

A.2. Apéndice B: Cédigo implementado

import numpy as np

import pandas as pd

import csv

from scipy.integrate import odeint
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.optimize import curve fit

# Declarar variables

a = 211

data = pd.read csv("database.csv")

data = data.iloc [a, [1, 2, 8, 6]] #Susceptibles, Casos diarios, Fallecidos,
Acumulados

data = data.to_ numpy()

#Elaborar filtro kalman
def kalman_ filter (data, initial estimate, initial_ error_estimate, process_variance,
measurement_variance):

estimates = []
estimate = np.array(initial_estimate)
error_estimate = np.diag(initial error estimate)

# Definir matrices para el proceso del modelo
F = np.eye(4)
#B = np.eye (4)
H = np.eye(4)
for measurement in data:
# Predict
prediction = np.dot(F, estimate)
prediction error = np.dot(np.dot(F, error estimate), F.T) 4 process
variance o o

# Update
kalman_gain = np.dot(np.dot(prediction error, H.T), np.linalg.inv(np.dot(np
.dot(H, prediction error), H.T) + measurement_ variance))
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estimate = prediction + np.dot(kalman gain, measurement — np.dot (H,
prediction))

error_estimate = np.dot(np.eye(4) — np.dot(kalman gain, H), prediction
error)

estimates.append(estimate)

return np.array (estimates)

# Ejemplo de wuso

initial estimate = [1.0, 1.0, 1.0, 1.0]

initial error_ estimate = [0.1, 0.1, 0.1, 0.1]

process_variance = 0.1 * np.eye(4) # Varianza del proceso (matriz 5z5)
measurement_ variance = 0.5 % np.eye(4)

estimates = kalman filter (data, initial estimate, initial error_estimate, process

variance , measurement variance)
#print (estimates) -
filter data = estimates
# Nombres de las columnas
nombres columnas = ["filtered sus", "filtered inf", "filtered ded", "filtered cum"|

# Especifica el nombre del archivo CSV donde deseas guardar los datos
archivo csv = ’filtered database.csv’

# Abre el archivo CSV y escribe los datos con nombres de columna
with open(archivo csv, ’w’, newline=’’) as archivo:
escritor csv = csv.writer (archivo)

# FEscribe los nombres de las columnas en la primera fila
escritor csv.writerow (nombres columnas)

# FEscribe los datos
for fila in filter data:
escritor csv.writerow (fila)
filter = pd.read csv("filtered database.csv")
filter = filter.?o_numpy() -

=0
c=a—>b
f =10
tiempo = np.linspace (0, ¢ — 1, ¢) #tiempo en dias de la pandemia
datos cum = data|[b:a, 3]
datos cumf = filter [b:a, 3]

4N = 6604451 #posible cambio de variable
Ifo = filter |1, 1]

Rf0 = 0

Df0o = 0

Cfo0 = filter |1, 3]

Sf0 = 6604451 — If0

S0 = data0, O]
10 = data[0, 1]
DO = data[0, 2]
C0 = data[0, 3]

def modelo_sird (t, beta, N, delta):
S0, 10, DO, CO = N-5, 5, 0, 5 # Condiciones iniciales
y0 = [S0, 10, DO, COJ

# Sistema de ecuaciones diferenciales
def sistema(y, t):

S, I, R, C=y

dSdt = — beta * S « I / N
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A.2 Apéndice B: Codigo implementado

dIdt = beta * S * I / N — delta = I # delta * I
dRdt = delta * I

#dDdt = delta * I

dCdt = beta * S « I / N

return [dSdt, dIdt, dRdt, dCdt]

# Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
sol = odeint (sistema, y0, t)

# Devolver todas las wvariables del modelo
return sol[:, 0], sol[:, 1], sol[:, 2], sol[:, 3]

def modelo sird fil(t, beta, N, gamma):
Sfo, If0, Rf0, Cf0 =N — 5.038461538461538, 5.038461538461538, 0,
5.038461538461538
yf0 = [Sf0, Ifo, Rf0, Cf0]

# Sistema de ecuaciones diferenciales
def sistema f(y, t):
S, I, R, C=1y
dSdt = — beta =*
dIdt = beta = S
dRdt = gamma * I
#dDdt = delta * I
dCdt = beta * S « I / N
return [dSdt, dIdt, dRdt, dCdt| #dDdt, dCdt]

N

S x 1/
#* I / N — gamma * I # delta = I

# Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
sol f = odeint(sistema f, yf0, t)

return sol f[:, 0], sol f[:, 1], sol f[:, 2], sol f[:, 3]

def ajuste casos_acumulados(t, beta, N, gamma):
_, _, _, acumulados = modelo_sird(t, beta, N, gamma)
return acumulados

def ajuste casos_acumulados fil (t, beta, N, gamma):

s acuﬁlulados_fil = modelo_sird fil (t, beta, N, gamma)
return acumulados_fil

# Datos reales (t, casos acumulados)
t real = np.linspace (0, 210, 211)
datos reales = datos cum
datos:reales_filtradgs = datos_cumf

lower_bounds = [0, 0, 0]
upper bounds = [4, 1000000, 4] #[7, 3.8, 1.85][1, 1000000, 0.08, 0.04]

bounds = (lower bounds, upper bounds)

parametros_inicTales =J1.1, 600000, 1.0] # Posibles parametros que sirvan de algo
S,uf[3.2, 8.1, 1.7][.1, 55000, 0.08, 0.04]

parametros optimos, covariance = curve fit(ajuste casos acumulados, tiempo, datos
reales pO=parametros iniciales , bounds= bounﬁs) - -

parametros optimos fil , covariance = curve fit (ajuste casos acumulados fil , tiempo,

datos:reales_Tiltrados , p0=parametros_iniciales , bounds= bounds)

print (parametros optimos) #121,530

print (parametros optimos fil)

print (f"r0_=__{parametros optimos[0]/(parametros optimos[2])}", f"r0 f_=_{
parametros optimos fil [0]/(parametros optimos fil [2])}") -

# Graficar resultado2 - -
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A.2 Apéndice B: Codigo implementado

t _pred = np.linspace (0, max(t_real), 210)

susceptibles , infectados, recuperados, acumulados = modelo_sird (t_pred, *parametros
__optimos)
susceptibles_fil , infectados_fil , recuperados_fil , acumulados_fil = modelo_sird_fil

(t_pred ,_*parametros_opti_mos_fil )

susceptibles = susceptibles * 16.6292567
susceptibles fil = susceptibles fil % 14.931731
print (infectados) -
print(infectados fil)

fig , axl = plt.subplots(figsize=(6, 4))

axl.plot (tiempo, filter[:, 3], ’b+’, label = ’Acumulados_filtrados’)

ax1l.plot (tiempo, data[:, 3], ’ct’, label = ’Acumulados_reales’)

axl.plot(t pred, acumulados, ’c—’, label = f’Acumulados_modelados’)

axl.plot (t:pred7 acumulados_fil , ’b—’, label = f’Acumulados_modelados_filtrados’)

axl.legend ()

fig , axl = plt.subplots(figsize=(6, 4))

axl.plot (tiempo, filter|[:, 0], ’r+’, label = ’'Susceptibles_filtrados’)

axl.plot (tiempo, data[:, 0], ’y+’, label = ’Susceptibles_reales’)

axl.plot(t pred, susceptibles, ’'y—’, label = f’Susceptibles_modelados’)

axl.plot(‘c:pred7 susceptibles_fil , 'r—’, label = f’Susceptibles_modelados_filtrados
")

plt .show ()

fig , axl = plt.subplots(figsize=(6, 4))

#azxl.plot (tiempo, filter[:, 1], ’b+—’, label = ’Confirmados diarios filtrados’)

#azl.plot (tiempo, data[:, 1], 'm+’, label = ’Confirmados diarios reales’)

axl.plot(t pred, infectados, 'm-’, label = f’Infectados_modelados’)

axl.plot (t pred, infectados fil , 'b—’, label = f’Infectados_modelados_filtrados’)

plt.show () -

fig , axl = plt.subplots(figsize=(6, 4))

#axl.plot (tiempo, filter[:, 2], ’k+’, label = ’Recuperados filtrados’)

#azl.plot (tiempo, data[:, 2], ’g+’, label = ’Recuperados reales’)

axl.plot(t pred, recuperados, ’'g—’, label = f’Recuperados_modelados’)

axl.plot (t pred, recuperados fil, ’k—’, label = f’Recuperados_modelados_filtrados’)

plt.show () o

" fig, axl = plt.subplots(figsize=(6, 4))

azl.plot (tiempo, filter [:, 2], ’kx’, label = ’Fallecidos filtrados’)

arl.plot(tiempo, data[:, 2], ’brown’, label = ’Fallecidos reales’)

#axl.plot(t_prad, fallecidos , ’r—’, label = f’Fallecidos modelados ’)
#axl.plot(t_pred, fallecidos fil , ’k—’, label = f’Fallecidos modelados filtrados’)
plt.show()

mnimnn
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