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Resumen

En el desarrollo de las diversas areas de estudios de la Matemética, se encuentra el anélisis
matematico, el cual ha tenido un gran desarrollo y una de sus lineas es el calculo fraccionario,
donde se ha profundizado en extender los elementos del calculo tradicional. Para ello, se toman
operadores fraccionarios en lugar de enteros. Se realiza una pequena recopilaciéon de la historia
del célculo fraccional y de las diferentes aportaciones de algunos matematicos al calculo fraccional
asi como la explicaciéon de los diferentes operadores fraccionarios. Estos conceptos nos permiten
profundizar en algunos otros conceptos como lo son las ecuaciones diferenciales y las series de
Fourier y su covergencia basada en el criterio de Dini para poder extenderlas al caso fraccionario.
Una parte interesante del calculo fraccional es la resolucién de ecuaciones diferenciales fraccionarias
y una forma de hacerlo es a través de series de Fourier fraccionarias y que para su mejor compresion
se incluyen diferentes definiciones que complementan las condiciones de dichas series y de las
cuales se desprenden los a-coeficientes de Fourier que son los que se emplean para encontrar las
series de Fourier fraccionarias. Se incluyen ejemplos resueltos analiticamente y graficos aplicando
programacion en MATLAB que nos muestran la relaciéon entre una funciéon y su a-serie de Fourier
que proporcionan una mejor idea para la compresion de estos conceptos.






Capitulo 1

Introduccion

En la actualidad el anélisis Matematico ha mostrado un gran desarrollo y una nueva linea
de éste es el célculo fraccionario también llamado método de integracién y derivaciéon de orden
arbitrario, el cual es objeto de investigacion en base a las aplicaciones de derivadas e integrales de
orden fraccionario. Esto significa que se trata del estudio de operadores que no son enteros sino que
son de orden fraccionario y que pueden ser de dominio real o complejo asi como sus aplicaciones.
Estos operadores fraccionarios surgen con un objetivo, que es el de hacer una generalizacién sobre
los conceptos de integraciéon y derivaciéon para valores no enteros, sin perder o restar importancia
y mucho menos sustituir al calculo tradicional, sino de poderlo acrecentar o extender, teniendo
en cuenta que posee sus propios conceptos fraccionarios. Y aunque atn no existen bases para las
interpretaciones fisicas y geométricas del calculo fraccionario, este tiene diversas aplicaciones y la
parte tedrica que va creciendo dia con dia, pues tiene varias definiciones de la derivada fraccional
como la de Caputo, Riemman, Liouville entre otras.

Aunque existen diversas definiciones para la derivada fraccionaria, la primera aproximacion de
derivada fraccionaria se puede dar solo utilizando la definicion bésica de derivada”. Como ya se
menciono el calculo fraccionario es una rama del analisis matematico dentro de la parte de las
matematicas puras. Sin embargo, su estudio tiene aplicaciones en la quimica, economia, medicina,
fisica, ingenieria, biologia, por mencionar algunas. Entre los problemas que se pueden estudiar con
esta teorfa, se hallan el movimiento vertical en un campo gravitacional, explorar el comportamiento
de los sistemas biolégicos, en funciones de la familia de exponenciales y sinusoidales que estédn en
las ecuaciones diferenciales lineales ordinarias, en modelizaciones de aplicaciones de fisica como en
la ley de Hooke, fluidos de Newton, solo por mencionar algunos [16].

1.1. Antecedentes historicos del calculo fraccional

El célculo fraccionario tiene alrededor de un poco més 350 anos de historia pues Gottfried
Wilhem Leibniz (1646-1716) al tener contacto con Guillaume Frangois Antoine , marqués de
I’Hopital (1641-1704), el 30 de Septiembre de 1695, le cuestiona sobre qué sucederia si n fuera
% en la notacion g:—f{ Al hacer un analisis Leibniz muestra su respuesta y aproximaciéon de lo que
seria la derivada fraccional y respondié: “Usted puede ver con eso, senor, que uno puede expresar
por una serie infinita una cantidad tal como dz? o d'?zy. Aunque la serie infinita y la geométrica
son relaciones distantes, la serie infinita admite solamente el uso de exponentes que son enteros
positivos y negativos, y ain no conoce el uso de exponentes fraccionarios” [22].

Aunque esta situacion se dio en el siglo XVII no fue hasta el siglo XVIII en el ano 1738
que se hace la primera referencia de derivada fraccional y que fue escrita por Leonhard Paul
Euler (1707-1783) en uno de sus articulos y en el cual hace uso de la interpolacion factorial para

poder generar la definicion del orden fraccionario. Sin embargo, Euler no fue el tnico en estudiar
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el calculo fraccionario y por mencionar a algunos matemaéticos que han aportado en este estudio
como Lagrange, Cauchy, Fourier, Laplace, Letnikov, Hadamard, Elzaki, Riemman, Liouville siendo
estos dos ultimos grandes aportadores al estudio del calculo fraccional.

Una primera aproximaciéon al concepto de derivada fraccionaria puede realizarse partiendo de
la definicion clasica de derivada de diferente orden. [22] :
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Si el concepto de factorial lo consideramos mediante la Funcion Gamma, de la cual hablaremos y
utilizaremos en capitulos posteriores y con la cual obtendremos una definicion de derivada fraccio-
naria la cual es la definicién de GrAunwald-Letnikov [24]:

D1fe) = Jim g 35 ()5t g mom),

0<m<oo
N Ma+1

Dif(x) = ]113}) h™a Z (—1)7””1']1(((:1%]‘(3: —mh).
m=0 ’

Otra forma de hacerlo es [19]:
Si se tiene que y(x) = f(x) = 2™ se puede calcular la derivada n-ésima:
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’
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y' =n(n—1)(=""),
y" =n(n—1)(n-2)a""?),
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y™ =nn—-1)(n—-2)(n—23)...(n — (n—1))(""") =nl,

donde
yn ) = .
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Por lo tanto,
y™ = (n)(n—1)(n - 2)(n — 3)...(n — (m — 1)) (@"~™)

=m)n—-1mn-2)(n—3)..(n —m+1))(z"™™).

Entonces

m n!
y(m) =

)' (mn—m,)

(n —m)!

Al empezar una generalizacion del factorial a través de la Funcion Gamma I'(z) = (z — 1)! la
cual se explica méas adelante, obtenemos que:

I'n—m+1)

y generalizando ésta formula para derivadas fraccionarias podemos escribir que:

y(a) — F(?’L + 1) !
F'n—a+1)

y si tomamos a = % y n = 1 obtenemos que:

Asi, la expresion anterior define derivadas fraccionarios [21].

1.2. Aplicaciones de las derivadas fraccionarias

Asi como las derivadas de orden entero positivo tienen diversas aplicaciones, las derivadas de
orden fraccionario tienen diversas aplicaciones de las cuales mencionaremos algunas en esta seccion.

La transformada de Elzaki.

La transformada de Elzaki es una transformada integral la cual se emplea para resolver
ecuaciones diferenciales e integro-diferenciales fraccionarias en las que también estédn incluidas
las que tienen condiciones iniciales donde también se puede utilizar en lugar de la transformada
de Laplace debido a su gran compatibilidad [7]. La transformada de Elzaki tiene diferentes areas
de aplicaciéon como son en ingenieria, fisica, finanzas, electrénica por mencionar algunas. Mas
especificamente [7], [8], [19]: El analisis de circuitos de redes eléctricas, la resolucion de ecuaciones
diferenciales simultaneas y problemas de polinomios de Laguerre, para la ecuaciéon de laser de
electrones libres, para obtener la formula de Euler para la carga critica o de pandeo, en el modelo
de distribucién de carga sobre una cuerda y en el modelo de transferencia de calor en estado
estacionario. En el area de las finanzas se da uso en los modelos de riesgo colectivo. Se aplica para
la resolucién de problemas de Cauchy de orden fraccionario que involucran la derivada fraccionaria
de Hilfer-Prabhakar. También en las ecuaciones diferenciales parciales, la transformada de Elzaki,
permite encontrar soluciones particulares de problemas de valor inicial con condiciones de frontera
como por ejemplo la ecuacion de Laplace, la ecuacion de onda, la ecuacion de calor homogénea en
una dimensién espacial, la ecuacion de telegrafia por mencionar algunas.

La derivada de Caputo.
La derivada de Caputo, es otro operador fraccionario que generalmente se utiliza para resolver

ecuaciones diferenciales fraccionarias (EDFs), incluyendo aquellas que no tienen soluciones
analiticas, las cuales no se tratan en este trabajo. Esto impulsa la necesidad de desarrollar
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métodos numéricos robustos para obtener sus soluciones, especialmente para casos practicos. La
derivada de Caputo presentan un método novedoso para el célculo aproximado de las derivadas
del mismo nombre y de orden y términos variables. Este método se basa en una expansion de la
funcién sub-integral mediante series de Taylor y al hacerlo, el operador fraccionario se transforma
en una serie de derivadas de orden entero superior [2].

El método basado en series de Taylor y algunos otros métodos numéricos utilizados para resolver
EDFs con el operador de Caputo son: [2]:

= Métodos de Runge-Kutta.

= Métodos de pasos miltiples.

s Formulas de diferencias finitas de orden superior.
= Regla de cuadratura de Gauss—Jacobi.

= Método de polinomios de Bernstein.

= Método de colocaciéon basado en wavelets.

= Regla trapezoidal.

s Esquema de diferencia central.

1.3. Objetivos de la tesis

El objetivo de esta tesis es el dar soluciones a algunas ecuaciones diferenciales fraccionarias
mediante series de Fourier fraccionarias, mostrando previamente teoria de series de Fourier para
la resolucion de ecuaciones diferenciales clésicas.

Los objetivos mas especificos de esta tesis son:

1. Analizar las ecuaciones diferenciales fraccionarias.

2. Construir ejemplos propios que cumplan con las condiciones de las ecuaciones diferenciales
fraccionarias.

3. Resolver numéricamente las ecuaciones diferenciales fraccionarias propuestas mediante el uso
del software MATLAB.

1.4. Descripciéon de la tesis en su contenido

En este trabajo de tesis, se describen los elementos que se van aplicando en las ecuaciones
diferenciales fraccionarias, como lo son los operadores fraccionarios, se muestran ejemplos resueltos
y propios de como se aplican las series de Fouries fraccionarias para poder resolver ecuaciones
diferenciales fraccionales por el método de separacion de variables. Durante el desarrollo de los
capitulos se va dando parte de la teoria desde las ecuaciones diferenciales clésicas pasando por
las series de Fourier, mostrando los operadores fraccionarios y revisando las diferentes definiciones
que son dadas para las ecuaciones diferenciales fraccionarias y llegando al uso de series de Fourier
fraccionarias para su resolucion.

Se concluye mostrando los resultados de los ejemplos propuestos y dando paso a extender el
proceso para resolver otras ecuaciones diferenciales fraccionales parciales.

Por dltimo se incluyen las conclusiones, perspectivas y bibliografia de esta tesis.




Capitulo 2

Ecuaciones Diferenciales y su
soluciéon por series de Fourier

2.1. Ecuaciones diferenciales Clasicas

Cuando se tiene una igualdad entre dos expresiones matemaéticas, a esta se le llama ecuacion, y
a las expresiones que la conforman se les denomina miembros de la ecuacion, en los cuales aparecen
incognitas, valores o datos conocidos y los cuales se relacionan a través de operaciones matematicas.
Las ecuaciones son clave fundamental en la matemética por lo que las hace muy importante en
todas las aplicaciones las cuales nos ayudan a entender mejor al mundo que nos rodea.

La matematica es una ciencia importante a nivel global en todas sus ramas, pero el calculo
aunque su estudio es antiguo es una rama que se esta actualizando constantemente y una de sus
formas més comunes de utilizarlo es estableciendo ecuaciones que contengan una funciéon descono-
cida y = f(z) y su derivada, a esto se le conoce como ecuacion diferencial.

Una ecuacién que relaciona las derivadas de una o méas variables respecto a una o mas variables
independientes se dice que es una ecuacién diferencial(ED).

Las ecuaciones diferenciales son muy importantes y tutiles para poder modelar y resolver dife-
rentes situaciones en las que se observa un cambio continuo y también tienen una gran aplicacion
en diferentes ramas como la fisica, quimica, economia, biologia, ingenieria por mencionar algunas.

Aunque no se tienen datos tan precisos de la historia de las ecuaciones diferenciales, se tienen
e identifican como primeras contribuciones en el siglo XVII y en gran principio se debe a Isacc
Newton (1642-1727) y a Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Newton aunque trabajé muy poco
con ecuaciones diferenciales, su desarrollo en el célculo y en los principios de la mecénica, dieron
lugar a la base de aplicaciones de esas ramas. Leibniz aunque tuvo resultados en calculo y denoto
la notacién actual de derivada Z—z y el simbolo de integral, también descubrié el método de sepa-
racién de variables en el ano de 1691 asi como el método de resolucién de ecuaciones lineales de
primer orden. Leibniz también trabajé con los hermanos Jakob y Johann Bernoulli, siln embargo

Jakob Bernoulli (1654-1705) en 1694 pudo resolver la ecuacion diferencial y' = [bz;%ag] ’ , asi como

Johann Bernoulli (1667-1748 ) también pudo resolver las ecuacion % = L atin y sin saber que
d(in(z)) = 2. Uno de los problemas donde trabajaron juntos fue el de la braquistocrona (la curva
de descenso méas rapido), este problema también fue resuelto por Newton y Leibniz. Leonhard
Euler (1707-1783) un brillante matematico del siglo XVIII, logré identificar las condiciones para
la exactitud de las ecuaciones diferenciales de primer orden, desarroll6 los factores integrales y
di6 solucién general de las ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes constantes y estudio
ecuaciones diferenciales no homogéneas, aplico las series de potencias para resolver ecuaciones di-

ferenciales, procedimientos numéricos. Joseph Louis Lagrange (1736-1813), demostr6 la soluciéon
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general de una ecuacion diferencial lineal homogénea de n-ésimo orden, trabajo ecuaciones dife-
renciales parciales y el célculo de variaciones. Con el paso del tiempo se han ido descubriendo
més métodos para resolver ecuaciones diferenciales hasta llegar en la actualidad con las aproxi-
maciones numeéricas, también se han desarrollado diferentes algoritmos, programas de software y
computadoras cada vez mas poderosas para tratar estos métodos numéricos y poder realizar las
graficas [25].

Definicion 2.1.1. Una ecuacidon diferencial es aquella que contiene derivadas de una funcion, de
una o mds variables. La ecuacion se denomina ordinaria cuando las derivadas que aparecen en
ella, corresponden a una funcion en una variable independiente y(x).

Las ecuaciones diferenciales se pueden se clasificar de acuerdo a su orden y linealidad, a conti-
nuacion se da otra definiciéon seguida de ejemplos de ecuaciones diferenciales.

Definicion 2.1.2. Una ecuacion diferencial ordinaria de orden n es una ecuacion que es, o puede
expresarse de la forma: y™* = F(x,y,y ,y ,...,y("fl)), donde y,y .y ,...,y"™ son evaluadas todas
en x.

En general, las ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales tienen un orden, que lo define
la derivada maés alta. El grado de una ecuacion diferencial, es el exponente de la derivada que
determina el orden.

Ejemplos:

1. %—1—41@:8.

2
2. LY+ W4y =5
3. (@)’ _ pdu 4 gy —
© \ dz? _xdw+ y=mn.
4 Loy — F
L Em=F.

w 2 2’11)
5. (42)” + 42 = 20.

Dando una breve explicacion sobre estas ecuaciones diferenciales tenemos que:

En el ejemplo 1, aparece una funcion desconocida y(z) (incognita) y su primera derivada. En
este caso, es una ecuacion diferencial ordinaria lineal, de orden uno (respecto a la variable
independiente y), de grado uno. En el ejemplo 2, aparece una funciéon desconocida, asi como su
primera y su segunda derivadas. El ejemplo 2 es una ecuacién diferencial ordinaria de segundo
orden lineal, de grado uno. En el ejemplo 3, tenemos que aparece la segunda derivada de y(z)
aparece elevada al cuadrado y la primera y segunda derivada de la funcion y(z), asi como la
funciéon y(x). Este es un ejemplo de una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden no lineal,
de grado dos. En el ejemplo 4, aparece la segunda derivada de la funcion x(t) con respecto a t.
Este es un ejemplo de una ecuaciéon diferencial ordinario lineal de segundo orden, de grado uno.
En el ejemplo 5, aparece la primera y segunda derivada de la funcion w(t). Este ultimo, muestra
una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden no lineal, de grado uno. Mas ejemplos pueden
ser hallados en [25].

Una ecuacion diferencial se denomina parcial, cuando las derivadas que aparecen, corresponden a
una funcién de dos o méas variables independientes.

10
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Ejemplos:

A. g—i + QxZg—Z = 5y.

2 3
8%y, ou _
dz\3 Bz _ [ 8%z 3
C. (E) + ov3 +2= (81}815)

A estas ecuaciones diferenciales se les denomina, ecuaciones diferenciales parciales [25].

Dando una breve descripcion sobre estas ecuaciones diferenciales tenemos que:

En el ejemplo A, tenemos que aparecen la primera derivada parcial de x y y de la funcion z(z,y).
Aqui tenemos una ecuacion diferencial parcial de primer orden, de grado uno.

En el ejemplo B, tenemos que aparece la segunda derivada parcial de la funcion u(z,y) con
respecto a = y y, elevada al cuadrado, y la derivada parcial de la funcion w(z,y) con respecto a
y, elevada al cubo. Es un ejemplo donde se presenta una ecuacion diferencial parcial de segundo
orden no lineal, de grado dos.

En el ejemplo C, tenemos que aparece la primera, segunda y tercera derivada parcial de z(t,v)
con respecto a t y v respectivamente. En este caso, tenemos una ecuaciéon diferencial parcial de

tercer orden no lineal, de grado tres.

Otros ejemplos de ecuaciones diferenciales son los siguientes:

dx?

grado.

3
2
] (d y) — x%’ + 5y = 0. Es una ecuacion diferencial es ordinaria de segundo orden y tercer

dy _

. = l% — %y +12. Es una ecuacioén diferencial es ordinaria de primer orden y primer grado.

» u; = 4uz, — 3(u— 1). Es una ecuacion diferencial es parcial de primer orden y primer grado.

En la siguiente imagen tomada de [24], nos muestra diferentes formas de poder representar una
ecuacion diferencial de orden n.

| dy d*y d"y ' divie dy d®ly
i £ XY, 3; E- s rﬁ ‘ y(’-} = f(x’y'y"y"l “"y("_l)) dxt = f Xy, dxu e tdx(“_l)
" oS dy_, 5
3y 4+5y—6x=0 y'=2x-3y I
( 5 d2y 5
e . e _ A3 .3 = _ ()P = 2y3
3y +50) +6y =0 e - e A i A
Loz 3 dy  1{d¥y\ s
35724507 +6y" =0 g B A S
2 6 dx3 2 \dx? 6’

Figura 3.1: Ejemplos de representacion de una ecuacion diferencial.

11
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Imagen tomada de Vergel M, 2022. Ecuaciones diferenciales y aplicaciones, recuperado de
https://sired.udenar.edu.co/7344/1/Ecuaciones-20diferenciales.pdf.

2.2. Series de Fourier Clasicas

Para este capitulo nuestro principal objetivo es el de presentar y dar algunos conceptos ya
conocidos y el de dar la definicion de las series basicas de Fourier, asi como el de establecer algunos
hechos elementales.

Supongamos que tenemos una funcion con periodo 27 es decir f(x + 27) = f(z), y donde la
grafica de este tipo de funcion periddica se obtiene mediante la repeticion periddica de la funcion
en cualquier intervalo de longitud 2, los ejemplos més comunes y representativos son las funciones
senoidales y cosenoidales. Si nuestra funcion f es periddica en 27 veremos que se puede representar
por medio de serie trigonométrica que es de la forma.

(oo}
= ?0 Z ap, cos(nz) + by, sen(nz)) . (2.1)

Para esta representacion de serie geométrica debemos suponer que la serie converge, y que su
suma seréd una funcién periddica de periodo 27 por lo que en un principio, solo tiene sentido buscar
representaciones de este tipo para funciones periédicas de periodo 27w. Esto nos indica que como
la serie es convergente de algin modo, es decir, de forma uniformemente continua, puntual o en
media, lo cual dependera del problema que se esté considerando, sin embargo, es este caso, vamos
a suponer que converge de manera uniforme y asi poder integrar los términos de [—, 7).

Entonces retomando (2.1) y con las condiciones ya mencionadas suponemos que se puede in-
tegrar término a término lo que nos da como resultado ff cos(nz)dr =0y f sen(nz)dz = 0
para cualquier valor de n = 1,2,3,..., porque al hacer la integraciéon de termlno a término da,
f:r f(z)dz = agm, lo que nos reduce a,

ag = — i f(x)dx. (2.2)

—T

Esto muestra que el término %ao es constante y que no es méas que el valor medio de f sobre en

intervalo. Analogamente se calcula el coeficiente a,,. Tomando

o
Z ayp, cos(nz) + by, sen(nz)] .

n=

o
2

—

y multiplicando por cos(kx) obtenemos:

NE

f(z)cos(kxz) = % cos(kx) + [y, cos(nx) cos(kx) + by, sen(nx) cos(kx)] .

3
Il
_

y cuando se realizan las operaciones y sustituciones correspondientes obtenemos que:

/ an, cos(nx) cos(kx)dx = 0,

—T

/ ay, sen(nx) cos(kz)dr = 0.

—T

12
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Cuando integramos término a término la expresion (2.2) obtenemos que:

ap, = — _“ f(z) cos(nx)dx. (2.3)

™

Para b,, se aplica un procedimiento similar, solo que ahora se hara multiplicando (2.1) por sen(nx)
y se integrara término a término, lo que lleva a:

by, = % ! f(z) sen(nz) dz. (2.4)

—T

Los célculos de los coeficientes estan desarrollados en el apéndice A.

Si la funcion f es de clase C', entonces su serie de Fourier dada en (2.1) es uniformemente
convergente y los coeficientes a, y b, se podran obtener a partir de f a través de las féormulas
encontradas anteriormente. [13].

De lo anterior se llega a la siguiente.

Definicion 2.2.1. Serie de Fourier
Sea f(x) una funcion de periodo 27 e integrable de [—m, ] se definen sus coeficientes de Fourier
por

1 ™
== d
ag ) . f(.’ﬂ) Zz,
1 s
an = — f(x) cos(nx)dx,
m —T
1 s
b, = — f(z)sen(nzx)dz,
T™J -7
para toda n = 1,2,3,.... La serie definida de la manera siguiente:
% + ; [an, cos(nz) + by, sen(nz)], (2.5)

es llamada la serie de Fourier asociada a f(x) o generada por f(x).
Un problema de interés consiste en encontrar condiciones para garantizar que:
a oo
f(z) = 30 + Y (an cos(nz) + by sen(nz)) . (2.6)
n=1

Al realizar todos los calculos nos muestran que si (2.1) es convergente uniformemente entonces los
coeficientes a,, by, se calculan en base a las expresiones ya encontradas.

Sin embargo existen condiciones menos restrictivas para que su serie de Fourier de f converja
a la propia funciéon f como se menciona a continuacion.

Criterio de Dini para convergencia puntual

Sea f : R — R, 27 peritdica de forma que f|_r ] € LY(—n, 7). Sea x € [0,27] tal que
existe un ntmero positivo § < 7, verificando que la funcion g : [0,4] \ {0} — R, definida como

13
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g(1) = M, ysea s(z) = g(0T) = lim,_,g+ g(7). Si el limite s(z) existe y si existe la integral

de Lebesgue
5 —
/ 9(t) = 5(2) 4,
0 t

para un cierto § < m. Entonces

N
s(z) = ngnoo <a20 + Z(ancos(n:c) + bnsen(nx))> ,
n=1

donde a,, y by, son los coeficientes de Fourier de f (Teorema 11.13, pp. 389 de [3]).

Observacion 1: Observese que

N —oc0

N
f(z) = lim <a2 Z ancos(nx) + by, sen(nm))) ,
n=1

si la funcion f es continua en .

Nota: Cuando hablamos de L(—m,7), este lo deﬁnimos como L (—m,m) = {f : [-m, 7] — R}
tal que f es medible (en sentido de Lebebgue y f x)|dx, existe y es finita.

Si tenemos una funcién que es periddica y queremos que se desarrolle con una serie trigono-
métrica que sea convergente de manera uniforme, obligatoriamente debemos tener definidos a a,,
b, que son lo coeficientes de Fourier. Sin embargo, para poder armar la serie de Fourier, no es
necesario suponer que f sea continua, pero si es fundamental que en a,, b, existan las integrales
y para esto es necesario que f sea integrable en [—m, 7| [9].

A continuacion veamos algunos ejemplos de como calcular los coeficientes a,, b, de algunas
funciones clasicas y utilizadas en la practica, como la funciéon de salto o la funcién valor absoluto
que tienen diversas aplicaciones. Por ejemplo, la funcion de salto es aplicada en electronica, en
el escaldon unitario de Heaviside o la senal rectangular. La funcién valor absoluto se aplica en la
resolucion de ecuaciones diferenciales [13].

Funcién de salto. Consideremos a la funcion f definida de la manera siguiente:

f(a:)z{ -1, en —7w<x<0,

1, en 0<z<m.

Se deben calcular los coeficientes de Fourier de f:

an :% ! f(z) cos(nx)dx,
by, = % ' f(z)sen(nz)dz.

Después de laboriosos calculos se halla que:

a, = 0.

1
b,=—1[2-2 — .
p— [ cos(—mn)]

14
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Grafll:a de la funcion de salm con su serie de Fourier
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Figura 2.1: La grafica de la funcion de salto estd dada en rojo y en azul la grafica de su serie de
Fourier truncada con N = 10 (azul).

Por lo tanto, la serie de Fourier para la funcién de salto es

[e.°]

f@) =Y (;n 2 — 2.cos(—mn)] sen(nx)) .

Los detalles de los calculos estan desarrollados en el Apéndice B (los coeficientes a,, son cero ya
que la funcién es impar).

Funcion valor absoluto

Sea
flx)=lz|, con—7 <z <m. (2.8)
Dada la funcion valor absoluto calcularemos los coeficientes de Fourier:
1 s
anp = — f(z) cos(nx)dx,
T J -
1 U
by, = — f(x)sen(nz)dx.
7T —1Tr

Después de realizar los calculos se halla que:

b,=0, n=12,...
Por lo tanto, la serie de Fourier para la funcién valor absoluto es
n

% Z cos(n@).

Los célculos de los coeficientes estan desarrollados en la parte de la Apéndice C.

[z

w\s‘
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Grafica de la funcidon valor absoluto con su serie de Fourier

Figura 2.2: La gréfica de la funcién valor absoluto en azul y en rojo la gréfica de su serie de Fourier
truncada con N = 5.

2.3. Solucion de Ecuaciones Diferenciales Clasicas usando se-
ries de Fourier

En esta parte se hallara la soluciéon de ecuaciones diferenciales usando series de Fourier. Esto
se ilustra en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.1:
Hallar la solucién de la ecuacion diferencial " + y = 0 por serie de Fourier.
Para hallar la solucién se propone que

= ?0 Z: ap, cos(nx) + by, sen(nx)) .
La primera derivada esta dada por: y'( Z —nay sen(nx) + nby, cos(nz)) y la segunda deri-
vada por "
y'(z) = Z (—=n*a, cos(nz) — nb,, cos(nz)) .
n=1

Ahora sustituyendo en la ecuaciéon diferencial, obtenemos

[e.9] oo
Z —n*ay, cos(nz) — n’b, sen(nz)) ?0 Z ap, cos(nz) + by, sen(nzx)) = 0.
Si agrupamos los términos a,, cos(nz) y b, sen(nx) obtenemos:

Z ay cos(nz)(1 — n?) + b, sen(nz)(1 — n?)) + % =0.
n=1

16
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dada esta ecuacién tenemos que ag = 0. Ademas, los coeficientes (1—n?)a, = 0y (1-n2)b, =0
de donde entonces a, =0y b, =0sin# 1,y cuando n = 1 tenemos que a; € Ry b; € R, lo que
da como solucioén.

y(x) = ay cos(z) + by sen(x).

Ejemplo 2.2: Hallar solucién de la ecuacion diferencial 3" — 2y’ + y = 0 por serie de Fourier.
Sea la solucion y = A cos(x) + B sen(x) entonces aplicando la solucion por serie de Fourier tenemos
que:

oo
)
=3 z_: ayp, cos(nz) + by, sen(nx)),
obteniendo la primera derivada tenemos que:

=0+ Z —nay, sen(nx) + nby, cos(nx)),

obteniendo la segunda derivada tenemos que:

NE

y'(z) = (—n’a, cos(nz) — n*b, cos(nz)) .

Il
-

n

Ahora sustituyendo en la ecuacion diferencial, obtenemos

Z —na, cos(nz) — n’by, cos(nx)) + 2 Z —na, sen(nx) + nb, cos(nzx)) +
n=1 n=1
?O + Z (an cos(nzx) + b, sen(nz)) = 0.

n=1

Si agrupamos los términos a,, cos(nz) y b, sen(nx) obtenemos:
o0
Z an cos(nz)(l —n — n2) + b, cos(nx)(1+n — n2)) + 50 =0.

Dada esta ecuacién tenemos que si los coeficientes (1 —n —n?)a, = 0y (1 +n —n?)b, = 0,

entonces 3 = 0, lo que nos da como resultado que ag = 0.

Si tomamos el caso de que n # 1+T\/5 yn# 1_2‘/5 entonces obtenemos que a, =0y b, = 0.
Sin embargo cuando n = % yn = 177\/5 tenemos que a; € £ y by € RN esto nos da como

solucién.
y(x) = ay cos(z) + by sen(z).

Por lo tanto, tenemos que A =a; y B = b;.

Ejemplo 2.3: Encuentre la solucién por serie de Fourier para la ecuacion diferencial y” + 2y = 3x
con las condiciones de contorno y(0) = y(1) = 0. Sea f(x) = 3z y sabemos que

a

fa) =5

+ Z [an COS(TLI’) + b, Sen(nx)] .

17



Ecuaciones Diferenciales y su solucion por series de Fourier
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con L
S d
ag ) . f(x) &,
1 ™
an = — f(z) cos(nx)dx,
™ —T
1 s
b, = — f(z)sen(nz)dz.
™

—T

Tomando f(x) = 3z y sustituyendo en ag se obtiene

1 (" 3 (7 3 [x? 3 [n? —7)? 3
aozf/ 3:de:f/ xdr = — £|Lr =— m_ ) =—
g s T 2 | 2 2 s

—T —T

Tomando f(z) = 3z y sustituyendo en a,:

3 T
a, = f/ x cos(nz)dz.

T J)_n
Al integrar por partes hacemos:
1
u=x, du=dzr, dv=cos(nz), v= —sen(nz).
n
Asi,

™1
apy, = 3 {m sen(nz)|” . — / - sen(n:c)das} .
n

T n -

Después algunos célculos, se halla

3|z - 1 x
tn = — {n sen(nz)|™ . + 2 cos(nx)),r} ,
de donde
a 3 x(sen(n ) —sen(—nm)) + ! (cos(nm) — cos(—nr))
n=—|— ) — —nm — m) — —nm))| .
T |n n?
Después de evaluar se encuentra que
a, = 0.
Tomando f(x) = 3z y sustituyendo en b,, se obtiene
1 (7 3 [
by, = — 3z sen(nx)dr = — x sen(nz)dz.
T J_x T )
Al integrar por partes hacemos:
1
u=uz, du=dz, dv=sen(nz)dr, v=——cos(nz).
n
Entonces
3 T 1 3 T 1.1
bp=—|—— T —= dz| = — |—— [ A
- ncos(n:c)| x /_7r ncos(mc) a:] - [ ncos(nw)| -+ n(nsen(nm)ﬂ .

y se obtiene

3] 2« 6

bp == |——(=1)"+0| = =(=1)(n+D),
- Z o = 2

~—

Por lo tanto, al sustituir el resultado obtenido en (2.1) se llega a la solucion:

fl) = fj S0 senus)|.
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Capitulo 3

Operadores fraccionarios y
ecuaciones diferenciales fraccionarias.

3.1. Operadores Fraccionarios

En este capitulo de operadores fraccionarios podremos observar y entender que la derivada y
la integral bésica se pueden generalizar con las integrales y derivadas fraccionarias. sin embargo
aun no tenemos una definicion generalizada sobre el qué son las derivadas e integrales fraccionarias
como lo menciona (Lombardero, 2014) [12]. Dentro de los operadores fraccionarios que estaremos
mencionando en este capitulo, tienen la peculiaridad de poder facilitar su extensién con continuidad
al semiplano {2z € C | R(z) > 0}, donde R(z) es la parte real de z y debe ser mayor a cero [12].

3.2. Derivadas fraccionarias

Para llegar a la definicién formal de derivada fraccionaria, se consideraron en principio los
resultados conocidos, empezando con el desarrollo de n-ésima derivada con ntmeros naturales
dada por Lacroix y la cual fue tomada por Lioville como su punto de inicio para poder hacer una
extension a diferentes ordenes de la derivada [22].

Para motivar la definicién de derivada fraccionaria, se consider6 a la funcién exponencial. Si
tomamos la funcién e®* y le aplicamos la n-ésima derivada entonces obtenemos que D"e%* = q™e%*
paran € N. En este punto nos podemos preguntar ;pero que pasa si en vez de tomar n como natural,
lo tomamos como n = %, o si fuera un namero racional? Claramente la respuesta a esta pregunta
es fundamental para la definiciéon buscada.

Consideremos ahora a la funcion f(x) = 2P con p entero. Para n € N :

af
dx

y aplicando las derivadas repetidamente se va obteniendo

— px(p_l),

a2 f

T (p)(p — 1)a®=2),

f
da3

4
% =(p)p-1){p-2)(p-3)zPY,

=) (p—1)(p—2)2",
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de donde obtenemos la derivada n-ésima:

;l%f =P -1)(p—2)(p—3)...(3)(2)(1)zP~™.

Lo que es igual a:
af_ P ew
= x .
dzm  (p—n)!

Sin embargo, al intentar cambiar n por algiin nimero cualquiera « tendremos que basarnos y
apoyarnos en una funcion llamada Gamma (definida mas adelate), y asi poder darle un valor a p!
y (p —n)! cuando estos no sean ntmeros naturales, esta funcion fue definida por Legendre, quién
fue un fisico-matematico que hizo varias aportaciones como en la teoria de niimeros en la teoria del
potencial, funciones elipticas, resolucion de ecuaciones indeterminadas de segundo grado [22], [23].

Definicion 3.2.1. Funcion Gamma:
o0
I'(z)= / e 't Vat, con zeC y R(z2)>0.
0
Esta funciéon tiene la propiedad de que para un niimero entero z:

I'z+1) =2z
Por otra parte, la n-ésima derivada de f(x) = zP esta dada por
ar !
¢ P e (3.1)
dzm  (p—n)!
que en términos de la funcion Gamma se expresa en la forma [5]:

af _ _Ile+1l) g

dzv  I'(p—n+1) '
Una vez que tenemos la funcion Gamma, podemos reemplazar a n por un niimero cualquiera « y
la expresion que se obtiene es:

d*f I'i(p+1)

2L T o),
dze  I'(p—a+1)

Una forma de tratar de entender esto es hacer una sustitucion, si cambiamos a « por % se obtiene
lo siguiente:

=

2 - F(pi—'_})x(p—%).
T I'lp+35

Nl=

I

2

Este resultado es el que obtuvo Lacroix y expresa la 3 derivada de f(z) = a?.
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3.2 Derivadas fraccionarias
También Lacroix cuando tomé a f(z) = x obtuvo el siguiente resultado

d>f T2 4 _
des  I'(3)

eV
30(3) NG

Por otra parte, si una funcion puede ser desarrollada mediante una serie de Taylor con potencia x
entonces podriamos calcular la derivada fraccionaria [18]. Consideremos la serie de Taylor para la
funcién exponencial:

o0
=
7!
Si aplicamos esta serie a la n-ésima derivada aplicada a la funciéon Gamma entonces obtenemos

n' F (n—a+1)
por propiedades de la funcion Gamma tenemos que

it m-a

dnf

n!

— 7' x(n—a).
de —nlI'(n—a+1)
Por lo tanto,
dnf (n—a)
de® Z (n—a+1 )m )
Si consideramos
n=[a]+1.
tenemos:

D@ p(z) = DD~ "N ().
Lo que es equivalente a:

D(a)cp(x) = D"I("*O‘)go(x).

Para poder trabajar en las derivadas fraccionarias también es necesario el uso de operadores

fraccionarios y a continuaciéon se describen algunos. Empezaremos definiendo la derivada frac-
cionaria de Riemann-Liouville en un intervalo finito de la recta y mencionaremos algunas de sus
propiedades de funciones continuas [1], [21]

Definicién 3.2.2. (de Riemann Liouville): Si n es un entero positivo con « € [n — 1,n], la
deriwada a-ésima de f de orden fraccionario o estd definida por

DY) = dn/t )

S A0 R—
Th—a)din |, (t—a)p—n+1®
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Definicion 3.2.3. (de Elzaki) Dado el conjunto de funciones

A= {f(t) LIM, ky ks > 0, |f(8)] < Me® .t € (=1)zo, oo}}
La transformada de FElzaki se define como:

ELFO)0) =T =v [~ e Lt 120 k<0<t

La inversa de la transformada de Elzaki se denota por: E~[T'(v)] = f(t), t > 0.

Para el caso en que «a es un nimero racional
E[tY] = T(a+ 1)v*T2.

Otra definiciéon muy tutil e importante es la de Caputo que a continuacién se enuncia:

Definicion 3.2.4. La derivada de Caputo de orden o se define como

o D f(t) = ﬁ /t(t —w)" My, n—1<a<n.

Definicion 3.2.5. La transformada de Elzaki de la derivada fraccionaria de Caputo para o = 0
se define como:

n—1
T
E[°D f(t)] = % - Zv(k_a+2)f(k)(0), n—l<a<n
k=0

Cuando Riemann desarroll6 la teorfa del cédlculo fraccionario, buscé una generalizacion de la
serie de Taylor, en la que definio el coeficiente diferencial n-ésimo de una funcién f(x) como un
coeficiente que acompana a k™ en la expansion de f(x + k) con las potencias enteras de h. Con
esta idea se trata de generalizar la definicion de potencias no enteras de donde:

flak)= Y Coral0yf) @)kt

n=—oo

Esto tiene validez para n € N,a € R, el factor C,,,, se determina por la condicién §%(5% f) =
6% + a(f) y al hacer eso se determin6 que era m Riemann también tuvo la idea de derivar
esta expresion con —a y obteniendo:

1 x(—n—a)

k 9]
o) /c (z — )T F()dt + nzl Kn—F(fn e

0%(f) =
donde k y K, son constantes. También Aleksey Vasilievich Letnikov y Anton Karl Griinwald
hicieron una propuesta de derivada fraccionaria empezando por la definicion de derivada clésica

donde iteraron n veces el operador, obteniendo [10]:

D" f(x) =limp— o A" > p_o(=1)*(}) f(z — kh), con n € N.
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De estos se tiene que:

n\ n! B I'(n+1)
<k:> S kl(n—k)! Tk+1D)I(n—k+1)

De lo anterior, obtuvieron la derivada fraccionaria de orden « € R:

z—a

Do) = i~ S0 () s6e - ),

h—0
k=0

Do) = Jim (20) ki_o(—l)’“(jj)f -k

donde a < x.

Dado lo anterior se quiere buscar que las diferentes definiciones de derivada fraccional
satisfagan las propiedades habituales de la derivada esténdar. La tnica propiedad heredada por
todas las definiciones de derivada fraccionaria es la propiedad de linealidad. Sin embargo, los
siguientes son los contratiempos de una u otra definicion [11], [1]:

(i) La derivada de Riemann-Liouville no se satisface D¥(1) = 0 (D2(1) = 0 para la deriva-
da de Caputo), si & no es un nimero natural.

(ii) No satisface la regla del producto D¢(fg) = fD%(g) + gD%(f).

9D ()—1D:(9).

(iii) No se satisface la regla del cociente Dg‘(%) = 5

(iv) No satisface la regla de la cadena D% (fog)(t) = f(g(t)g(® (t).
(v) No se satisface en general D*D? f = Do+8 f.

(vi) La definicion de Caputo se aplica solo para funciones derivables.
(vii) Sea T'(A) = 0 para todas las funciones constantes f(t) = A.

Debido a la situacién y motivados por las dificultades que presentan estos operadores fraccio-
narios se introduce una definiciéon de derivada fraccionaria que ayuda a simplificar los calculos y la
cual cumple con cuatro de las primeras propiedades mencionadas anteriormente y la cual tiende
a ser una extension natural de la derivada comiin, ya que coincide con las derivadas fraccionarias
conocidas de los polinomios [11].

En una nueva definicién se introdujo la denominada derivada fraccionaria conformable.

Entonces para la funcion f, la derivada fraccionaria conformable de orden a € (0,1] se define
por [9]:
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Definicién 3.2.6. [a]—1) [a] ([e)-1)
T, (F)E) = (f (t+ et )—f (t),

e—0 €

donde [a] es la parte entera de . Llamaremos T, a la derivada fraccionaria de f de orden o y
que denotaremos como fll(t) para To(f)(t).

La nueva definicion satisface:
1. To(af 4+ bg) = aT, + bT,(g) para todo a,b € R.

2. To(\) = 0 para toda funcion constante f(t) = A, ademéas para o € (0,1], f y g son a-
diferenciable en el punto t con g(t) # 0.

3. To(fg) = [Ta(g) + gTu(f).

4. T(y(g) — gTa(f);nga(g).

También se enumeran las derivadas fraccionarias de algunas funciones, esto con el fin de poder
comparar algunos resultados de la nueva definicién con la definicién tradicional de la derivada [10]:

1. T, (t?) = ptP—o.
2. To(senit®) = coslt™.
3. To(cosit*) = —sentt>.

1 1
4. Tp(eat™) =eat”.

3.3. Ecuaciones Diferenciales Fraccionarias

3.3.1. Motivacion y definiciones basicas

Si trabajamos con calculo basico los métodos de derivacion e integracion nos hacen que de una

u otra forma en algiin momento tengamos que trabajar con ciertos conceptos méas avanzados como
lo son las ecuaciones diferenciales y eso mismo nos sucede en el calculo fraccionario, pues también
nos induce al concepto de ecuaciones diferenciales pero fraccionarias (EDF) [12].
Cuando tenemos relacionados uno, dos o mas operadores fraccionarios como la integral o deri-
vada fraccionaria de Riemann-Liouville, la derivada fraccionaria de Caputo u otros y estos estan
aplicados a cualquier funcién desconocida f, a esta se le conoce como ecuacién diferencial fraccio-
naria [12].

En parte de la teoria de ecuaciones diferenciales si tenemos una ecuacion de la forma y(®) (z) =
flz,y(z), ...,y (2)] diremos que es una ecuacion de orden o y donde a 2 se le conoce como
variable independiente; también llamamos problema con valor inicial a una ecuaciéon diferencial de
orden « con « condiciones iniciales. Dada esta idea podemos decir que una ecuacion diferencial
es fraccionaria si en al menos una de sus derivadas es de orden fraccionario y su orden se va a
definir como el menor entero mayor o igual que todas las derivadas que aparecen en la ecuacion
diferencial [17].

24



Operadores fraccionarios y ecuaciones diferenciales fraccionarias.
3.3 Ecuaciones Diferenciales Fraccionarias

En las ecuaciones diferenciales fraccionarias las condiciones iniciales van a depender del tipo
de derivada que estemos trabajando. Por ejemplo, para una ecuacion diferencial fraccionaria de
orden « se necesita que tengan [R(«)] + 1 condiciones iniciales para ser resuelta, donde « puede
ser complejo o real [18].

Cabe mencionar que se tendran diferentes EDF porque existen diferentes operadores frac-
cionario cada cual con su significado [12].

En la teoria de EDF sucede lo mismo que en las ecuaciones diferenciales tradicionales,: éstas se
dividen en lineales, homogéneas, no homogéneas y con coeficientes constantes o variables.

Las siguientes definiciones pueden ser halladas en [16].

Definicion 3.3.1. Una ecuacion diferencial fraccionaria de orden o y (R(ar) > 0) es una relacion
del tipo

(Day)(x) = flz,y(x), (Dg*y) (), (Dg2y)(2), ... (Dg™~y)(2)] (3-2)

donde y(x) es una funciéon compleja desconocida de dominio real, f[z,y,y1,¥s2,...ym — 1] es una
funcion conocida y (D3*(k = 1,2,...,m — 1) son operadores diferenciales fraccionarios verificando
que 0 < R(a) < R(ag) < ... < R(apmm — 1) < R(a) y m > 2.

Nota: En la definicion anterior se dan varias condiciones para (D$*) que deben ser operadores de
tipo diferencial, lo cual también da por entendido que se representan derivadas fraccionarias del
mismo tipo (Riemann-Liouville, Caputo, etc.) y donde se tiene un limite inferior de integracion a
en comun [12].

Definicion 3.3.2. Se denomina solucion de la ecuacion diferencial fraccionaria anterior a cual-
quier funcion compleja de variable real y(z) que cumpla con la igualdad (3.2).

Definicién 3.3.3. Una ecuacion diferencial fraccionaria lineal de orden o y (R(a)) > 0) es una

relacion del tipo,
m—1

(Dgy)(@) = ao(@)y(w) + Y ar(x)(Dg*y)(x) + b(=) (3.3)
k=1
donde y(x) es una funcion compleja desconocida de dominio en los reales, ap(x)(k =)1,2,...,m—1
y b(x) son funciones complejas conocidas y (D (k = 1,2,...,m — 1) son operadores diferenciales
fraccionarios verificando que 0 < R(aq) < R(ag) < ... < R(am-1) < R(a) y m > 2.

En este caso tenemos que si las funciones ay(z)(k = 1,2,3,...,m — 1) y b(x) son constantes se
dice que la ecuacion diferencial es de coeficientes constantes y en el caso que ocurra que b(z) =0
se denomina ecuacion diferencial fraccionaria lineal homogénea.

Definicion 3.3.4. Al utilizar derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville y queremos encontrar
la solucion y(x) de la ecuacidn diferencial fraccionaria:

(Day)(@) = fl,y(@), (Dg y) (), (Dg*y) (@), ... (Dg™y)(@)]

restringida a las n condiciones (DS ~*y)(a) = by, con by € C(k = 1,2,...,n) donde n = [R(a)] + 1
sia ¢ N yn=asiacN, decimos que estamos ante un problema de tipo Cauchy con derivadas
fraccionarias de Riemann-Liouville.
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Definicion 3.3.5. En el caso de utilizar las derivadas fraccionarias de Caputo y queremos encon-
trar la solucion y(z) de la ecuacion diferencial fraccionaria.

(“Dgy)(x) = flz,y(@), ("D y) (@), (“Dg*y) (@), ... ("Dgm~'y)(x)]

restringida a las n condiciones:

k
(dci.ky> (a) = bkabk € (C7 (k = 0; 1727 sy = 1)7

donde n = [R(a)] + 1, decimos que estamos ante un problema tipo Cauchy con derivadas fraccio-
narias de Caputo.
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Capitulo 4

Series de Fourier y Ecuaciones
Diferenciales Fraccionarias

4.1. Definiciéon y ejemplos

Las series de Fourier tienen una gran importancia en el area de las ciencias. Se pueden aplicar
para resolver ecuaciones diferenciales y para encontrar alguna series numéricas. Asimismo, las series
de Fourier Fraccionarias (SFF) tienen muchas aplicaciones en fisica e ingenieria [1].

Para definir las SFF, consideremos lo siguiente: 0 < o« < 1y ¢ : [0,00) — R definida por
p(t) = % y g : [0,00) — R sea cualquier funcion. Sea f : [0,00) — R definida por f(t) = g(p(t)).
Por ejemplo si: g(t) = cos(t), entonces f(t) = cos (%) Con esto se tienen las siguientes definiciones
que pueden ser halladas en [1]:

Definicion 4.1.1. Una funcion f es « periddica con periodo p si para todo t € [0,00) se cumple:

7(t) = glo(®) = g (m i ”Q) |

(07

Definicién 4.1.2. Dos funciones f,h son llamadas « ortogonales en [0,b] si:
b
t)h(t
[0
o t

Definicion 4.1.3. Sea f : [0,00) — R continua a trozos, a-periddica y con periodo p entonces
tenemos que:
1) Los « coeficientes de Fourier de [ asociados al coseno son:

2 p te dt
anzﬂ/ f@®)cos(n—)—, n=1,23...
P Jo a ) e

1) Los « coeficientes de Fourier de f asociados al seno son:

2 p te dt
bnzﬁ/ f(t)sen(n)l, n=1,23...
pe 0 o ti—o

Por ejemplo, los coeficientes de la funcién f(t) = cos(2v/?) son: a; = 1y a,, = 0, para todo n # 1,

donde p = (a2n)s y a = 1
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Definicién 4.1.4. Sea f : [0,00) = R continua a trozos, a-periddica y con periodo p. La serie de
Fourier f a-fraccional asociada al intervalo [0, w| estd dada por:

S(fH) = % + Zan cos <nt:) + by, sen <nt§> .
n=1

Los ejemplos 1, 2, y 3 fueron tomados de [4]. Para mejor comprension del lector, se incluyeron
mas detalles que los que aparecen en el mencionado articulo.

Proposicion 1: Las funciones cos (%) y cos (2%) son a-ortogonal en [0, (a27r)é}.

Demostracion. Hagamos

1
a

(@2m) @ (65(£2) cog (2L
I / cos(g)cos(2) o)
tl—a
0
Haciendo el cambio de variable % = z, se halla que dz = %71 =t 4t = tl%adt. Cuando

t=0, x=0ycuandot= (a2m)®%, =z = 2. se tiene:
I:/O cos(z) cos(2z)dx
:/ cos(x)(cos?(x) — sen?(z))dx
0
= / i cos(z)(1 — sen?(z) — sen?(z))dx
0
:/ cos(x)(1 — 2sen?(x))dx
0
2m
:/ cos(z) — 2sen?(z) cos(x))dx
2m 2m
= cos(x)dzr — sen?(z) cos(x))dx
7/0 (2)d /02 () cos())d
2m
= sen(z)|2™ — 2/0 sen’(x) cos(x)dx
2m
= sen(2m) — sen(0) — sen?(z) cos(x)dx
= sen(2m) = sen(0) =2 | sen’(a) cosa)a

2
= —2/ sen?(x) cos(x)dx.
0

Para calcular la altima integral, se hace el cambio de variable p = sen(x), dp = cos(x). Asi,

2
I:2/ p2dp
0

= %2 (sen®(27) — sen®(0)) = 0.

Por lo tanto, cos (%) y oS (2%) son a-ortogonales.
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Ejemplo 4.1:

Sea
2V, si 0<t<(3)%
fit) =
2Vt —2m, si (3)2<t< 7
L ge tiene

2 en el intervalo [0, 7], entonces para o = 5

Uy = — /f1 cos<t>tldta

1 dt
= ;/0 f1(t) cos(n2\/1€)ﬁ.

conp=rm

1 /<g>2 a1 dt
p = — 2Vt cos(n2v/t) — + 7/ 2Vt — 27) cos(n2v/t) —.
= O Ay )cosn2vi)

Usando el cambio de variable de 8 = 2vt, df = %, 0 =0sit=0y860 =m, se halla que

t=(%)?y 0 =2rsit=n> De aqui

1 T 2m
anp = — / 6 cos(nd)dl + / (60 — 27) cos(nd)do = 0.
™ Jo ™

Similarmente,
4 1

1 T 2
= ;/0 0 sen(nd)do —i—/7r (0 — 27) sen(nb)df = 1w

De lo anterior se llega a que

S(fi)(t) = Z <27f;1 — le> Sen(Qn\/i).

n=1

El siguiente ejemplo es original de este trabajo.

Ejemplo 4.2:
Sea
cos (V1), st 0<t< (g)27
fa(t) =
cos (Vt) —2m, si (%) <t<n?,
con p = 72 en el intervalo [0, 7%], entonces para o = % se obtiene
te dt
/ fa(t) cos < > e
1 dt
= — t) cos(n2v/t) —-.
[ pOesnavi
Entonces

p = —
™

1 )7
/ cos tcos(nQ\/ — —|— / (cos V't — 2m) cos(n2\[)
0 (5)? \[

Usando el cambio de variable de § = /¢, obtenemos 2df = dt ,0=0sit=0y 6 =m entonces

t= (f) y 0 = 27 si t = w2, Por lo tanto la integral a,, se conv1erte en
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o oo () oo [ o (& ) et

oo L[ Yoo (8 r0) o (4 40)

0

Y P S N (T

an:% ﬂ[cos(@(;—n))—kcos(&(é—i—n))]d&

f/ oos (0 (5 =) =2 ) cos (6 ()~ 2x ) | .
on =g [cos(0(5n) Yo 5 [Teos(0(5n) ) ao
v [ (o(5n) sy are [ (o) -2e)

Usando los cambios de variable en cada integral obtenemos que: u = 9(l — n) derivando, %

df, v = 9(l — n) derivando, 1f2 dv = dfr = 6(3 — n) derivando, Z-dr = dfs = 6(3 — n)

derivando, 2 ds = df, obtenemos que:

du =

2w 2 2 2
— dr + — d
+ cos(r) T o0 + o /7T cos(s) T on%

B R (T R (T A (T A
200 [P e
b”:pia ; f3(t) cos <n> Pl / fa(t) cos n2\[)\[

1 &) a1 [ dt
b, = — sen V't cos(n2v/t —Jrf/ sen V't — 21) cos(n2v't) —=.
[ senvicos(navi) e+ 2 [ en i ameos(n2i)

™

Usando el cambio de variable de § = v/t, obtenemos 2df = \d}, 0 =0sit=0y60 = entonces

t= (%)% y 0 =2msit=m> Por lo tanto la integral b, se convierte en

1 T 1 27
by, = — / sen(u) cos(nu)2du + — / sen(u — 27) cos(nu)2du
™ Jo T Jr

2

= g/ sen(u) cos(nu)du + 2 / sen(u — 27) cos(nu)du
0 T Jx

™
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3

2 21
cos(u) cos(nu)du + — / sen(u — 27) cos(nu)du

3

cos(u) cos(nu)du + — / sen(u) cos(2m) — sen(2m) cos(u)] cos(nu)du

2m
cos(u) cos(nu)du + / sen(u) — 0] cos(nu)du

3

cos(u) cos(nu)du +

A0 A0 I J N

e
Al

2m
/ sen(u) cos(nu)du

S ale

—4n

7(l—n)(14+n) 71'(1 - n2)

De lo anterior se llega a que

> —4n
n+1
Ejemplo 4.3:
Sea,
0, S t=0,
fa(t) = ”_2\/’;, si O0<t<m (4.1)
0, S t =2,

Tomando los a-coeficientes de Fourier del coseno y del seno se tiene que

te dt
/ f3 COb< ) tlia’ TL:1,273
1

Resolviendo para a, con o = 5 se obtiene

204 /< 220° o _ i (té dt
ap = cos | n

(Wz)é 2

m )Vt

2
1 (™ 7=t dt
n= — cos(2nvVt) —
a 71'/0 5 (2n )\/%

Haciendo el cambio de variable u = /t, du = 5 \[dt entonces tenemos que los limites de

integracion quedan de la siguiente manera: tomando u = vt cont=0u =0y u =/t con t = 72

entonces u = .

1 s
ap, = f/ (7 — u) cos(2nu)du
T Jo
1 (" 1 [
ap = — 7 cos(2nu)du — — w cos(2nu)du
™ Jo T Jo

Resolviendo cada una de las integrales por medio de un cambio de variable e intregraciéon por
partes. Mas especificamente, p = 2nu de donde el cambio de variable queda de la siguiente manera
ﬁdp = du con p = 2nu y teniendo los limites de integracién de la siguiente manera: p = 0 y
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p = 2nm y para la integracion por partes r = u, dr =duy dv = cos(2nu)du, v= % sen(2nu).
Esto nos lleva a

[ costo) o~ & (s senConupg — [ - sentoma)
ap = cos(p) —dp — — | u—sen(2nu)|y — — sen(2nu
0 Pron®~ 7 \"on 0 0 2n

L cen@nu)rm — L (ut sen(2nu)fg
= —sen — —(u—sen —
27’L se nu 0 T U2n se nu 0 27’1, 2n

1 1
3 (- 3 cosCzn) )
de donde, al realizar la sustitucion, se llega a

a, = 0.

Pasemos al caso de b,

2 P t dt
bn:ﬂ/ fg(t)sen(n) T n=12,,...
P* Jo )t

Para el caso de a = o = % se tiene que

20 (G2 n t2\ dt
b, = o1 5 sen (N | ——7
=2 Jo 3 tt72

1™ - Vi dt
= ;/0 Tsen@nﬁ)%

Haciendo cambio de variable u = v, du = %ﬂdt entonces tenemos que los limites de integracion

quedan de la siguiente manera: tomando v = vt cont =0, u = 0 y u = v/t con t = 7% entonces
u = T.

1

b, = 7/ (m — u) sen(2nu)du
T Jo

1 [ 1 [
= f/ msen(2nu)du — f/ usen(2nu)du
0 T Jo

7r
Procediendo de manera similar al caso anterior, obtenemos

T 1 1 1 i 1
b, = /0 sen(p)%dp T (u2n cos(2nu)|g — /0 o COS(?”“)>

Resolviendo cada una de las integrales por medio de un cambio de variable e intregracién por
partes. Méas especificamente, p = 2nu de donde el cambio de variable queda de la siguiente manera
ﬁdp = du con p = 2nu y teniendo los limites de integracién de la siguiente manera: p = 0 y
p = 2n7 y para la integracion por partes r = w, dr =duy dv = cos(2nu)du, v = ﬁ sen(2nu).
Esto nos lleva a que

b, = %cos(Qnu) 2nm - (U% cos(2nu)|g — %(_% sen(2nu))|g)

Al realizar la sustitucion se llega a que

1
b, = —.
n
De lo anterior se llega a que
(1
S t) = — 2nv't).
=3 (3) sentenv

Este ejemplo se empleara en la siguiente seccién en la que se resuelven ecuaciones diferenciales
fraccionarias.
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4.1.1. Ejemplos graficos

En esta Subseccion se emplearan programas elaborados en MATLAB para calcular de manera
numerica la a-serie de Fourier de dos funciones diferentes para observar el comportamiento grafico
de la a-serie de Fourier de cada funcién f tomando diferentes valores de «.

Ejemplo 4.4: Para este ejemplo, consideremos la funcion f(z) =1 — z en el intervalo [0, 27].
Aplicando la programacion en MATLAB, podemos observar en las siguientes graficas el compor-
tamiento grafico de la a-serie de Fourier de la funcion f(z) = 1 — x, tomando diferentes valores de
a = 0.5,0.95, 0.99, y 1. Se puede observar de las graficas que la a-serie de Fourier de f converge
a la funcion f. En este caso, se tomaron N = 10 términos para la a-serie de Fourier de f.

o —serie de fourier

1 T T T T T T
. Jix)
G S(HE) |
-1 F HHHHH%-__,__ME_ .
-_H_H-\_'_"—\._
~_
= | e I 4
= ﬁﬂ_\“'xx.\__\l ||
o % —
-3 F Y
- | i
-5 | g
-5 . . : .
8] 1 2 3 S G Fi

a
0 < x << 2

Figura 4.1: Graficas de la funcion f(xz) =1 — x y su a-serie de Fourier S(f)(x) con oo = 0.5.

o —serie de fourier

1 G T T T T T T
ﬁ""m& - Fia)
ol _‘\\ﬂ S|
-1 F -
s .
gl x\ | ]
\"w—\_\‘ {
s S E \\&R | T
-5 v“"-"‘r —
- " . . . . .
O 1 2 3 < S G i

0 < o < 2

Figura 4.2: Graficas de la funcion f(z) =1 — x y su a-serie de Fourier con o = 0.95
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o —serie de fourier
: .

J(x)

- S fi(x)
""H.\,\\_\_\‘

5t \ |

-G

O 1 2 3 4
0 < x << 2

Figura 4.3: Gréficas de la funcion f(x) =1 — x y su a-serie de Fourier con a=0.99

o —serie de fourier

6 | | i | |
O 1 2 3 4 5 5] T
0 << oo << 297

Figura 4.4: Graficas de la funcion f(x) = 1 — x y su a-serie de Fourier con o = 1.

Ejemplo 4.5: Consideremos la funcién f(z) = 1 — 22 en el intervalo [0,27]. Aplicando la
programacion en MATLAB, podemos observar en las siguientes gréficas el comportamiento gréafico
de la a-serie de Fourier de la funcién f, tomando diferentes valores de aw = 0.5, 0.99, y 1. Se puede
observar de las graficas que la a-serie de Fourier de f converge a la funcién f. Aqui también se
tomaron N = 10 términos para la a-serie de Fourier de f.
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o —serie de fourier
5 . . : . .

: F)
9 S () ()

-5 | S—
10 | e s

-15 ﬂ._H |

40 i i i i
O 1 2 3 4
0 < x << 2

Figura 4.5: Graficas de la funcion f(x) = 1 — 22 y su a-serie de Fourier con a = 0.5.

o —serie de fourier

10 T T T T T T
Jx)
T S(H=)] ]
10 .
== =20 1
=30 | .
-40 MIJ =
-50 : : ' : : '
O 1 2 3 4 5 5] r

) << & << 2T

Figura 4.6: Graficas de la funcion f(r) = 1 — 22 y su a-serie de Fourier con o = 0.99.
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(SFF).
o —serie de fourier
10 T T T
j'l’:'.’;:} )
O e S(F¥ax)| |
_H‘“‘*n.x

-10 | K\ g
= 20 | .
-30 | ! E
-40 | M’tl -

-50 ' ' ' :
O 1 2 3 < S G i

0 < o < 247

Figura 4.7: Graficas de la funcion f(x) = 1 — 22 y su a-serie de Fourier con o = 1.

El siguiente ejemplo es tomado de [1]. Cabe mencionar que a este ejemplo se le realizaron
algunas modificaciones porque no existia la solucion en su forma original, esto para poder resolverlo
de manera numeérica, lo cual es otra contribucién de este trabajo.

4.2. Solucion de Ecuaciones Diferenciales Fraccionarias Uti-
lizando Series de Fourier Fraccionarias (SFF).

El siguiente ejemplo es una modificacion del presentado en [1] y es una contribuciéon original del
trabajo.

Ejemplo 4.4: Consideremos el siguiente problema de contorno con condiciones iniciales de tipo
fraccionario:

Ou(w,t)  9Pu(,t)

Oz ots (42)
con
O0<a<l 0<p<1,
u(0,t) = u(L,t) = 0, (4.3)
u(z,0) =0, (4.4)
y
u(z,1) = f(z), 0 <z < L, (4.5)

donde f(x) esta dada en (4.1).

Solucién del problema (4.2)-(4.5): Aplicando la separacion de variables tenemos que:

P (@)Q(t) = P(x)Q(1).
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(SFF).
Separando variables se halla que
P () _ QP (t)
P(x) Q)
Debido a que = y t son variables independientes tenemos que:
PO Q)
P(z) Q(t) ’
De esto,
P@ () = AP(z) =0 (4.6)
y
QW () — AQ(t) = 0. (4.7)

Aplicando las condiciones dadas en (4.3) a (4.6) se llega a las tres posibilidades para A:

1. Si A = 0 la ecuacion (4.3) se convertird en P(®)(z) = 0 y en donde por la propiedad (2) de
la derivada fraccional conformable se obtiene que P(x) = ¢ que junto condicién (4.2) lleva a
que ¢ = 0.

2. Si A > 0 la ecuacion (4.3) se convertird en P(*)(z) = AP(x) y en donde por la formula (4)

de la derivada fraccional conformable se obtiene que P(z) = ceV5 . De la condicién (4.2),
se muestra que ¢ = 0.

3. Si A < 0 la ecuacion (4.3) se convertirda en P(®)(z) 4+ p2P(2) = 0 y en donde usando las
formulas (2) y (3) de la derivada fraccional conformable se obtiene que:

P(z) = c1 cos (ﬁi) + ¢y sen (,ﬂz) . (4.8)

De la condicion (4.2), se llega a que ¢; = 0.

Si P(x) = ca sen (/ﬂ’a), al aplicar la condicion dada en (4.3) hallamos:

sen [ u— ) =0,
Q@

W= nw% para n=123,... (4.9)

de donde

De lo anterior,

P(z) = ¢ sen <mzz) . (4.10)

Regresando a la ecuacion (4.7) para obtener la solucion de QP (t) — u?Q(t) = 0. se usa la
formula (4) de derivada fraccional conformable lo que lleva a:

Q(z) = are"™ +age M7 . (4.11)
De la condicion (4.3) se obtiene que a; = —a; y de ello:
8

Q(z) = 2a; senh (M5> . (4.12)

Al combinar las ecuaciones (4.10) y (4.12) obtenemos que:
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= Z B, sen <n7ria) senh <mr;; 5) . (4.13)

n=1

Ahora si aplicamos la condiciéon u(z,1) = f5(z) tenemos que

oo

S (5)- Enrn) (5

n=

de donde

1
B, = . (4.14)

n senh (nﬁ% %)

Calculando numéricamente los « coeficientes de Fourier de f asociados a la funcién seno,
empleando programas propios elaborados en MATLAB, podemos observar el comportamiento de
las series en diferentes valores de « que se muestran en la descripciéon de cada grafica.

ao—serie de Fourier

1.6 T T T T . :
Flx)
1.4 | S{fIa)|
1.2 _
ks
1 F =
~
= T
0.8 | et — |
s D
0.6 ——— -
\
0.4 7
0.2 | | | | | |
0 1 2 3 4 S G r
0 < 3 = 2

Figura 4.8: Graficas de la funcion f3(z) = y su a-serie de Fourier con valor de @« = 0.5 y

B=1.
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4.2 Solucion de Ecuaciones Diferenciales Fraccionarias Utilizando Series de Fourier Fraccionarias
(SFF).

Solucion de contorno

0= <1 O o

Figura 4.9: Grafica de la solucion « de problema de contorno (4.2)-(4.5) con « = 0.5y 8 =1, para
la condicién inicial f = f3, en t = 1.
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Figura 4.10: Gréaficas de la funcion fs3(z) =
g=1

y su a-serie de Fourier con valor de « = 0.9 y
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4.2 Solucion de Ecuaciones Diferenciales Fraccionarias Utilizando Series de Fourier Fraccionarias
(SFF).

Solucion de contorno

0= <1 O o

Figura 4.11: Gréafica de la soluciéon u de problema de contorno (4.2)-(4.5) con a« = 0.9 y 5 = 1para
la condicién inicial f = f3, en t = 1.
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Figura 4.12: Gréaficas de la funcion f5(z) = Tz y su a-serie de Fourier con valor de « = 0.99 y

B=1. ’
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4.2 Solucion de Ecuaciones Diferenciales Fraccionarias Utilizando Series de Fourier Fraccionarias

(SFF).
Solucion de contorno
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Figura 4.13: Gréfica de la soluciéon u de problema de contorno (4.2)-(4.5) con « = 0.99y § =1,
para la condicion inicial f = f3, ent = 1.
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Figura 4.14: Gréficas de la funcion fy(z) = 77_2\/5 y su a-serie de Fourier con valor de a = 1y

g=1.
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4.2 Solucién de Ecuaciones Diferenciales Fraccionarias Utilizando Series de Fourier Fraccionarias
(SFF).

Solucion de contorno
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Figura 4.15: Gréfica de la solucion « de problema de contorno (4.2)-(4.5) con a = 1y 5 =1, para
la condicién inicial f = f3, en t = 1.
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Figura 4.16: Graficas de la funcion f3(x) = ”_2\/5 y su a-serie de Fourier con valor de « = 0.5 y
8 =0.6.
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4.2 Solucion de Ecuaciones Diferenciales Fraccionarias Utilizando Series de Fourier Fraccionarias
(SFF).

Solucion de contorno

o

Figura 4.17: Grafica de la solucion u de problema de contorno (4.2)-(4.5) con « = 0.5y 8 = 0.6,
para la condicion inicial f = f3, ent = 1.
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Figura 4.18: Graficas de la funcion f3(x) = y su a-serie de Fourier con valor de « = 0.9 y

8 =0.6.
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4.2 Solucion de Ecuaciones Diferenciales Fraccionarias Utilizando Series de Fourier Fraccionarias
(SFF).

Solucion de contorno

Figura 4.19: Grafica de la solucion u de problema de contorno (4.2)-(4.5) con « = 0.9 y 5 = 0.6,
para la condicion inicial f = f3, ent = 1.
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Figura 4.20: Gréaficas de la funcion f5(z) = ”_2\/5 y su a-serie de Fourier con valor de « = 0.99 y
8 =0.6.
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4.2 Solucion de Ecuaciones Diferenciales Fraccionarias Utilizando Series de Fourier Fraccionarias
(SFF).

Solucion de contorno
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Figura 4.21: Grafica de la solucion u de problema de contorno (4.2)-(4.5) con « = 0.99 y 8 = 0.6,
para la condicion inicial f = f3, ent = 1.
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Figura 4.22: Gréficas de la funcion f3(z) = ”_2‘/5 y su a-serie de Fourier con valor de @« = 1y

8 =0.6.
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4.2 Solucion de Ecuaciones Diferenciales Fraccionarias Utilizando Series de Fourier Fraccionarias
(SFF).

Solucion de contorno
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0= <1 O o

Figura 4.23: Gréafica de la solucion u de problema de contorno (4.2)-(4.5) con @« = 1y 8 = 0.6,
para la condicion inicial f = f3, ent = 1.

Graficas del ejemplo 4.2, original de este trabajo.
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Figura 4.24: Graficas de la funcion fo(x) = cos(y/z) — 2w y su a-serie de Fourier con valor de
a=05y 8=0.6.
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4.2 Solucion de Ecuaciones Diferenciales Fraccionarias Utilizando Series de Fourier Fraccionarias
(SFF).

Problema de contorno
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Figura 4.25: Grafica de la solucion u de problema de contorno (4.2)-(4.5) con « = 0.5y 8 = 0.6,
para la condicion inicial f = fy, ent = 1.
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Figura 4.26: Graficas de la funcion fo(z) = cos(y/x) — 2w y su a-serie de Fourier con valor de
a=09y 8=0.6.
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4.2 Solucion de Ecuaciones Diferenciales Fraccionarias Utilizando Series de Fourier Fraccionarias
(SFF).

Problema de contorno
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Figura 4.27: Grafica de la solucion u de problema de contorno (4.2)-(4.5) con « = 0.9 y 5 = 0.6,
para la condicion inicial f = fy, ent = 1.
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Figura 4.28: Graficas de la funcién fa(z) = cos(y/z) — 27 y su a-serie de Fourier con valor de o = 1
y 8 =0.6.
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4.2 Soluciéon de Ecuaciones Diferenciales Fraccionarias Utilizando Series de Fourier Fraccionarias
(SFF).

Problema de contorno
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Figura 4.29: Gréafica de la solucion u de problema de contorno (4.2)-(4.5) con @« = 1y 8 = 0.6,

para la condicion inicial f = fy, ent = 1.
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4.3 Conclusiones

4.3. Conclusiones

En esta tesis, se presentaron elementos para dar solucién a ciertas ecuaciones diferenciales
fraccionarias utilizando las series de Fourier fraccionarias. Para ello, se presentaron los elementos
que permiten hallar dichas soluciones. De forma didéactica, se presentaron en la primera parte
los elementos de las series de Fourier clasicas y su covergencia basada en el criterio de Dini
y como estas sirven para hallar soluciones de ecuaciones diferenciales con derivadas enteras.
Ademés, se mostraron ejemplos numeéricos tanto de series de Fourier como de las soluciones
de algunas ecuaciones diferenciales Todo ello, para que la transicion al caso fraccionario fuera
suave, es decir, que tomando los elementos del caso clasico, se pudiera entender méas facilmente
el caso fraccionario. Para los ejemplos numéricos se desarrollaron programas en MATLAB. Entre
los ejemplos, se tomaron los casos clasicos de funciones con salto, continuas con pico (valor
absoluto), asi como funciones suaves. Para el caso fraccionario, se tomaron funciones similares.
Para la solucién de las ecuaciones diferenciales fraccionarias, se utiliza la técnica de separacion
de variables como en el caso clésico. En todos estos casos, se obtienen buenos resultados numeéricos.

Entre las perspectivas se encuentran extender los resultados para otra familia de ecuaciones
diferenciales parciales. Asi como, el planteamiento de problemas inversos para estas familias. En
particular para la ecuacion del calor y sus problemas inversos para la ecuacién del calor resul-
tan por demas interesantes tanto por su interés matemético en si mismo como por sus aplicaciones.
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Apéndice A
Desarrollo ecuacion 2.1

Sea f € Ly(—m, ), entonces su Serie de Fourier esta dada por

o0
?0 z_: ay, cos(nz) + b, sen(nzx)),

donde los coeficientes ag, a,, b, son los coeficientes de Fourier de f.

Para calcular el coeficiente ag, se integra a ambos lados, de donde se halla

[ .

™ ao T R
= /_7T de+/—n; [an, cos(nz) + by, sen(nz)] dzx

:/ il —I—Z/ [an, cos(nz) + by, sen(nz)] dz

—1T

= f(z)da::/ 90 g +Z/ an, cos(nx d:z:+/ by, sen(nx)dz.

% + nz::l ap, cos(nz) + by, sen(n:v)] dx

Haciendo el cambio de variable de u = nx, dn—“ = dz, obtenemos

T

[ @) % dHZ(“"/ o) 0 [ sniw) )
- n=1 o

> n T b'n. T
d — d — du | .
T+ E <n [ cos(u)du + - sen(u) u)

n=1 -r
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Desarrollo ecuacién 2.1

Integrando las integrales de la derecha obtenemos

" f@)de = “2 +Z( (sen(u ,T)—i-l;?(—cos(uﬂ”,r)

_ ij( (sen(u)|7,) — 2 (cos(u) ’:W)

- %m) " i “ (sen(na) |7, — 2 cos(na)|”,
= agr + 2 (%(sen(wn) - sen(—m)) - <l: cos(mn) — cos(—m)>
= aom + 21 (?(0) - b:@)

= QaqT.

Por lo tanto,

—Tr

Para calcular los coeficientes a,, y b, multipliquemos la serie de Fourier de f por cos(kx) obtenemos

f(z) cos(kz) = =2 cos(kz) + Z ay, cos(nz) cos(kx) + by, sen(nx) cos(kx)] . (A1)

Integrando en ambos lados en el intervalo (—m, ), se obtiene

" [G; cos(kz) + Z[an cos(nx) cos(kz) + by, sen(nx) COS(kx)]] dzx

n=1

i flx) cos(kac)dx:/

—T —T

= /” % cos(kx)dx +/ Z a, cos(nz) cos(kx) + by, sen(nz) cos(kz)] dz

—T

= /: % cos(kx)dx + Z </Tf ap, cos(nz) cos(kx)dx + /Tf b, sen(nx) cos(k‘x)dx) .

n=1 - -
Sean
T ao
a:/ Ecos(ka:)dx, (A.2)
cn:/ ap, cos(nx) cos(kx)dx, (A.3)
dn:/ by, sen(nx cos(kx)dz. (A4)

Para A.2 se halla . .
a= / a?o cos(kx)dx = % cos(kx)dz.
Haciendo ahora el cambio de variable de u = k, d?“ = dz, se halla
ap [T a

— 3 = 70 3 i -
o= cos(u)du ok (sen(u)|”,) = 0.

o4



Desarrollo ecuacién 2.1

Para A.3 tomamos n # k, obtenemos
Cn = /7r ap, cos(nx) cos(kx)dx
= / ap, cos(nz) cos(kx)dx
=a, /7T cos(nx) cos(kz)dz

—T

= an / %(cos(n + k)x + cos(n — k))xdx

= 7” (cos(n + k)x + cos(n — k)x)dx
= a?" [/ cos(n + k)xz dx + / cos(n — k‘)x} dz.
Haciendo el cambio de variable u = (n + k), nd—& =dz, v=(n—k)z, - =dz, obtenemos

_ay g ) du g ‘ dv
= [/ﬂ(cos(u) o + /WCOb(U) p— k}

an, 1 g 1 i
=5 { y /_ﬂ(cos(u) du + —— /_Tr cos(v)dv}
1

el )|

- %‘ [n y? [(sen(n + k)z|Z.)) + — i jp(sen(n - k)xﬂﬂ)}

- % {n i % [(senm(n+ k) —senm(n+k)) + - i k(sen w(n—k) —senm(n — k)}
an, 1 1
=5 [0+ )
= %(0)
=0.

:/ ayp, cos(nz) cos(nx)dx

:/ ay, cos? (nx)dx

—T

:an/ cos? (nx)dx

—T

™1
an/ Jr(:(;s(na;) da

—T
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Desarrollo ecuacién 2.1

=— 1+ cos(nz)dz.

—T

Haciendo sustitucion « = (nz) derivando y despejando obtenemos %“ =dx

n [T d
dn:%/_ﬂl—&—cos(u);u

_ %" U_:ldu +/_Zcos(u)czt}
= 2 7 — (=) +sen(u)|",.]

== [(27) +sen(na)|™,]

= —-1(27) + [sen(n7) — sen(—nm)]
=2@2r) +]0—0]) = anr.

Tomando A.4 y resolviendo la integral

by, sen(nx) cos(kx)dx = by, sen(nx) cos(kx)dx

—T —T

=b, / (sen(n + k)z + sen(n — k))xdx
by [T
=— (sen(n + k) + sen(n — k))xdz

= %” Uﬂ sen(n + k)x + /_W sen(n — k:)x} de.

—T

Haciendo sustitucion en ambas integrales u = (n+k)x derivando y despejando obtenemos nd—fk =dx

v = (n — k)x derivando y despejando obtenemos % = dzx se tiene que

us

g b, g du dv
by, sen(nx) cos(kx)dr = 5 [/ sen(u)n "y —|—/ sen(v)n — ]

—T

b 1 [™ 1 "
=5 [n+k/_ sen(u)du + — /_Tr sen(v)dv}

—T

bn

2 n+k




Desarrollo ecuacién 2.1

bn

Regresando a A.1
f(z)cos(kx) dax = % cos(kx)+

—T
00 T T
Z / ay, cos(nz) cos(kx)dx + / by, sen(nx) cos(kz)dz,
n=17-"7 -

haciendo las sustituciones de los resultados anteriores, tenemos que

i f(z) cos(kz)dz =0+ 0+ an(m) + 0.

-7
Por lo tanto,

™
f(z) cos(kz)dx = a, ().
Despejando a,, de la ecuaciéon anterior, se obtiene que

ap = — ’ f(z) cos(kx)dx.

™

Analogamente tomando 2.1 y multiplicando por sen(kz) e integrando obtendremos.

f(x)sen(kx) = % sen(kx) + Z [y, cos(nz) sen(kx) + by, sen(nz) sen(kx)],

n=1

integrando ambos lados de (—m, ) se obtiene

i f(z)sen(kx) dx = /Tr % sen(kzx) + Z[an sen(nzx) cos(kx) + by, sen(nx) sen(kx)]dx

- -T n=1

= /7T % sen(kx)dx + /_7; Z [an, cos(nz) sen(kx) + b, sen(nzx) sen(kx)] dx

- n=1

= /_W % sen(kx)dx + Z

n=1

( / " cos(na) sen(kz)dz + | by sen(na) sen(kx)dx) _

—Tr —T

Sean
a:/ %sen(k:x)da:,

e = / an, cos(nz) sen(kx) dz,

—T

dy, = / by, sen(nz) sen(kx) dx.

—T

Tomando A.5 y resolviendo la integral

/ %sen(kx)dx: %/ sen(kx)dx.

—T
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Desarrollo ecuacién 2.1

Haciendo el cambio de variable © = kx, se halla ‘1’

s

/

s

L = dx y tenemos que

a ap [T du
?0 sen(kz)dr = ?0 [ﬂ sen(u) %
;72 3 sen(u)du
- i(— cos(u)|™ )
— —i (cos(kz)|™ )
= —i(cos(ﬂ(k)) — cos(—n(k))
- i(o —0) =

Tomando A.6 y resolviendo la integral

-

= %’ [/ (sen(n + k)xdx +/ sen(n — kz)x)} dx.
Haciendo sustitucion en las dos integrales anteriore u = (n+k)x derivando y despejando obtenemos
ity =dv, v = (n— k), du — dg
4 an, 4 du 4 dv
[w ap, cos(nz) sen(kx)dr = > {/ﬂ(sen(u) ey + [ﬂ sen(v) — k}
a, [ 1 i 1 4
=5 |n1s /_7T sen(u) du + il sen(v)dv]
Gn 1 x 7r
= |l e+ ( eos(o))|
Qp, [ 1 T 1 ™
=5 nsn cos(n+ k)z|Z,) — — k(cos(n - k)mﬂ)}
= | l(cos(n+ k) — cosm(n + k) = ——(cos (n — k) — cos(n — k)
5 o g (cosm(n cos(n —— (cosm(n cos(n
_an 1 1
5 |1 () - - )
an 1 1
Q{n—i—k(o) n—k(o)}

ap, cos(nz) sen(kx)dx

s

/ an cos(nz) sen(kx)dx

/ cos(nz) sen(kzx)dx

™

H

/ (sen(n + k)z + sen(n — k))xdx
7” / sen(n + k)x + sen(n — k)z)dx

s




Desarrollo ecuacién 2.1

= 2 0) =0.

Tomando A.7 y resolviendo la integral con n = k se obtiene

dn:/ by, sen(nx) sen(kx)dx

—T

:/ by, sen(na) sen(nax)dx
= by, sen?(nx)dx

:bn/ sen? (nx)dx
T 1 — cos(2nx)
2

by [T
= ?/ 1 — cos(2nx)dx.

= bn

Haciendo sustitucion u = (2nz), derivando y despejando obtenemos % =dx

n b, [™ d
by, sen(nx) sen(kx)dx = ?/ 1-— cos(u)%

- :b;[/_ildu—/:;coS(;);lﬂ
= ir () gt

Il
v |
1
=
I
T
3

)~ g enCna) )|

_ % [(270 - % sen(2nz) ’iﬂ}
_ %ﬂ [(2#) - %[sen(?mr) - sen(—2mr]}
~ 2 [@n) - 500
=

Tomando A.7 y resolviendo la siguiente integral con n # k:

/ by, sen(nx) sen(kx)dx :/ by, sen(nx) sen(kx)dx

—Tr —Tr

=b, sen(nz) sen(kz)dx

—1T

" cos(n — k)x — cos(n + k)z

= b, » 5 dx
b, [T
=3 cos(n — k)x — cos(n + k)xdx

—T
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Desarrollo ecuacién 2.1

S [/ﬂ cos(n — k)wdz — /W cos(n + k)mﬁ .

Haciendo sustitucion v = (n — k)z, v = (n + k)z, derivando y despejando obtenemos ﬁ = dx,
du — g
n+k

g by, g du 4 du
. by, sen(nx) sen(kx)dr = ) [/_W cos(u)n — /_Tr cos(v)n n k‘}

{n ! . /_: cos(u)du — i . /_7; cos(v)dv}

b, 1 x 1 ™
= { [(sen(n — k)z|" ) — p—— (sen(n + k)x_ﬂ))]}

1
T (sen(n + k)(m) — sen(n + k)(—w))}

:b;[nlk(o_o)_@(o—o)}

b 1 1
T2 {n—k(o) - n—Hc(O)]
bn
= ?(O) =0
Regresando a A.1
f(x)sen(kx)dx = / % sen(kzx) + Z(an sen(nx) cos(kx) + by, sen(nx) sen(kx))dx,
v o - n=1

haciendo las sustituciones de los resultados anteriores, tenemos que

' f(x)sen(kx)der =0+ 0+ by(7) + 0.

Por lo tanto,
f(z) sen(kx)dx = by, ().

Despejando b,, de la ecuacién anterior obtenemos que

by, = L f(z)sen(kx)dx.

™

—T
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Apéndice B
Desarrollo ecuacion 2.7

Funcioén de salto

Sea la siguiente funcion:

-1, —7mT <2<,
f(x)_{l, 0<x <.
Tomando los coeficientes g
ap = — f(x) cos(nx)dx
™ —T
y L
by, = — f(z) sen(nz)dx.
m —Tr
Calculemos los coeficientes de Fourier de f empezando con a,. Para ello, sea
1 ™ 1 0 s
an = — f(x) cos(nz)dx = — (=1)cos(nz)dr + | (1)cos(nz)dx|,
™ J—m ™ —T 0

haciendo la sustitucion u = (nx), derivando y despejando obtenemos du — g, de donde

n

tn = % {/Oﬂ *COS(U)C%U + /OW cos(u)(fﬂ

_ % UOW — cos(u)du + /(: cos(u)du}

= % [—sen(u)|’, + sen(u)[7]

= [~sen(na)|”, + (sen(na)[f]

= % [—(sen(0) — sen(—mn)) — ((sen(7n) — sen(0))] = 0.

Por lo tanto,
a, = 0.

Ahora, calculemos los coeficientes de Fourier:

by = 1 7; (@) sen(nz)dz = & [ / " (1) sen(na)da + /0 Tr(l)sen(na:)dx} ,

us T | J_x
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Desarrollo ecuacion 2.7

haciendo sustitucion « = (nz), derivando y despejando obtenemos % = dx. Asi,

bn = % [/_i —Sen(U)%u +/0Wsen(u)‘:‘}

- L { /_ Oﬂ — sen(u)du + /O ' Sen(u)du]

= [eos(w)]2, — (cos(w)lF]

0

- % [cos(nz)|? . — (cos(nz)]|F]

- [(cos(0) — cos(—mn)) — ((cos(mn) — cos(0))]

= % [(1 — cos(—mn)) — (cos(mn) + 1)]
= % [2 — 2cos(—mn)].
Por lo tanto,
b, = — [2 — 2cos(—mn)].
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Apéndice C
Desarrollo ecuacion 2.8

Funcién valor absoluto
Sea la funcién valor absoluto:

flx)=lz|, con—7m <z <m, (C.1)
dada en (2.8).

Caculemos los coeficientes de Fourier de f para senos y cosenos. Calculemos primero

ap = — f(x)dx.

—T

Sustituyendo la funcién en la integral tenemos que:

1 s 1 0 s
apg = — |z| de = — |x| dx + | |x|dz
L u - 0
1 0 T
= — {/ —xdx +/ xdm]
™ —T 0

_1[m?, =
w2 2
L o
—;(ﬂ')—ﬂ'
Por lo tanto,
aog =T

Ahora, calculemos a,, dada por

ap = 1 /Tf f(x) cos(nx)dx

™J_x

63



Desarrollo ecuacion 2.8

sustituyendo (2.8) en a, obtenemos

1 T
an = f/ || cos(kx)dx
™

—T

-1 [ / ] cos(ha)di 1 /0 "l cos(nm)dac}

—T

0 T
_1 [/ —x cos(nz)dx +/ xcos(n:c)dz] )
0 ™ 0

Calculando por separado las dos integrales anteriores. Para la primera integral

0
/ —z cos(nzx)dz,

—T
haciendo cambio de variables e integracién por partes

dp
=ka, dk=—
p ‘f'C7 k?

u=p, du=dp, dv=cos(p), v=sen(p),
se obtiene o 0
d,
/ —z cos(nz)dr = 7/ %cos(kx)?pdx

0

= —/ %cos(kx)d?pdx

—T
1 0

== pcos(p)dp

- penre. ~ | 0 sen(s) ]

—T

= 5 [psen()|2, + cos(p)|2,]

= —% [(kz) sen(xk)|®, + COS(kSU)Bw]

= 15 [(0)sen(0) — (k) sen(—m) + (cos(0) — cos(—) ],
:_$[0—0+(1—(—1)"]
1 n
== [(—1)" —1]

Para la segunda integral

/ x cos(nz)dx,
0

haciendo cambio de variables e integracién por partes p = nz, k = £, wu = p,
dv = cos(p), v =sen(p), se obtiene

s us d
/ x cos(nz)dx = / b cos(mc)—pdx
0 o k

n

du = dp,
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Desarrollo ecuacion 2.8

T d
= / b cos(na:)—pdz
0 k n

1 s
= ﬁ/ pcos(p)dp
0

— o e ~ [ senw)a)
= % [psen(p)| + cos(p)|g]

_1 [(nz) sen(nx)|f + cos(nx)|j]

2
= 5 [(nm) sen(nm) — (0) sen(0) + (cos(nm) — cos(0)
== [0-0+((-1)" 1]
= Sl -1
Por lo tanto,
on =+ [ f@)costna)ds = (1) =11+ S (V" — 1= S (1) -1
= 2 (-]

Sustituyendo (2.8) en b,
_1 /7r || sen(kx)dx
o

—T

-1 [ / " o] sen(na)dz + /O "2l Sen(n:c)dx}

0 ™
_! [/ —z sen(nz)dz +/ xsen(nz)dw} ,
m - 0

Calculando por separado las dos integrales anteriores. Para la primera integral

0
/ —z sen(nz)dz,

—T

haciendo cambio de variables e integraciéon por partes p = nx,
dv = sen(p), v = —cos(p), obtenemos




Desarrollo ecuacion 2.8

1
= _E [_p COS(p)|(l7T - Sen(p)|(l7'r}

=-— [—(nx) cos(nk)|. — sen(mc)\(i,r]

= f% [(0) cos(0) — (—nm) cos(—km) + (sen(0) — sen(—m) |

:—%[O—&-W(—l)”—i-O—O}

= In(-1)"
=~z (1"

Para la segunda integral

/ x sen(nz)dx,
0

haciendo cambio de variables e integracion por partes p = (nx), % =dx u = p,
dv = sen(p), v = —cos(p), obtenemos
™ s
d
/ xsen(nx)dr = / L Sen(p)—palac7
0 o N n
s
p
= —se —d
| fsentn)Faa
1 ™
= — [ psen(p)dp
n=Jo

oz |reosls - [ costpar)

:%Hmwm—m@m

_ 1 [—(kz) cos(nz)|§ — sen(nx)|]]

= % [— [(nm) cos(nm) — (0) cos(0)] — (sen(w) — sen(0) ]
= [ lr(-1) 0 -0+0]

— 5 (1)

= S [=D").
Por lo tanto,

b= [ $@)senthalde =~ [(n(-1)"] + 1 [(m(-1)"] =0
Despejando b,, de la ecuacién anterior se tiene
b, = 0.

du = dp,
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Desarrollo ecuacion 2.8

Retomando la serie de Fourier de f:

NE

fz) = % + 37 [an cos(nz) + by sen(nz)],

Il
_

n

y sustituyendo los coeficientes de fourier ag, a,, b, en la serie de fourier de f obtenemos

fx) =

IV

+3 % (=1)" — 1] cos(na).
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