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Introducción

La teoría de conjuntos es una rama de la lógica matemática que fue originada por Georg Cantor
en el año 1874, quien al estudiar series trigonométricas extendió su interés en analizar la equipo-
tencia de ciertos conjuntos. Por ejemplo mostró que el conjunto los números racionales tienen el
mismo numero de elementos que el conjunto de los números enteros, además de probar la existen-
cia de conjuntos infinitos mas grandes que otros conjuntos infinitos. Los primeros intentos para
formalizar la teoría de conjuntos generaron en su tiempo controversia por la naturaleza paradójica
de algunos resultados. Un ejemplo de ello es la conocida paradoja de Rusell. En consecuencia en
el siglo XX Ernest Zermelo y Adolf Fraenkel se dieron a la tarea de dar una base aceptable de la
teoría de conjuntos, cimentando los principios del modelo axiomático (ZF ) que hoy conocemos.

Posteriormente Ernest Zermelo formuló el Axioma de elección para probar que todo conjunto
puede ser bien ordenado, obteniendo así el sistema axiomático actual de la teoría de conjuntos
ZFC (que son los axiomas de ZF agregando el Axioma de elección). Dicho principio tiene una
gran variedad de aplicaciones en distintas áreas de la matemática como lógica, topología, álgebra,
análisis, entre otras. Con el paso del tiempo del Axioma de elección generó discusiones por algunas
de sus consecuencias como es el caso de la Paradoja de Banach-Tarski ; que plantea de manera
informal que... uno puede cortar una bola en una cantidad finita de piezas y reordenar para tener
dos bolas del mismo tamaño a la original.

Después, en el año 1938 Kurt Gödel demostró que si se asume la consistencia de ZF es posible
demostrar la consistencia de ZFC y, por otro lado en el año 1963 Paul Cohen creó un modelo
matemático que cumplía los axiomas de ZF y la negación del Axioma de elección usando la
técnica de forzamiento, con lo anterior se probo que el Axioma de elección no puede demostrarse
por medio de los axiomas de la teoría de conjuntos. Usando ideas similares a las ya hechas por
Gödel y Cohen, se crearon varios modelos de la teoría de conjuntos, en particular en un articulo
de Miroslav Repický [16] se puede ver un modelo en el que se cumple el Teorema del ideal booleano
(una equivalencia del Lema del ultrafiltro), pero que no cumple el Axioma de elección. Lo extraño
aquí es que de manera similar el Lema del ultrafiltro no tiene una prueba en ZF y es necesario
usar el Axioma de elección para poder probarlo.

Nuestro objetivo en esta tesis es analizar algunos resultados que usan el Lema del ultrafiltro
(ó alguna de sus equivalencias) en vez del Axioma de elección. Esta tesis está organizada en tres
capítulos que expondremos en breve.

En el primer capítulo se presentará una prueba simple de la equivalencia del Lema de Zorn
con el Axioma de elección. Se introducirán también los conceptos de filtro y ultrafiltro, además de
algunas de sus propiedades. Asimismo se demuestran algunos resultados que se usarán mas adelante
para demostrar diversos resultados como el ya expuesto Lema del ultrafiltro y su equivalencia con
el Teorema del ideal primo, el Lema de Cowen-Engeler ó que todo filtro finitamente generado es
finito.

En el segundo capítulo se demostrara usando el Lema de Cowen-Engeler, que todo campo esta
contenido en un campo algebraicamente cerrado. Para ello mostraremos que Lema del ultrafiltro,
es equivalente a que todo todo ideal propio en un anillo conmutativo está contenido en un ideal
primo. Al mismo tiempo se probara la unicidad (salvo isomorfismo) de una clausura algebraica de
un campo, usando el Teorema de Tychonoff para espacios Hausdorff.
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VI Introducción

En el tercer capítulo estudiaremos la importancia del Lema del ultrafiltro en la lógica ma-
temática, mostrando su equivalencia con el Teorema de compacidad. Mostraremos también que
los siguientes resultados son consecuencias del Lema del ultrafiltro: los Teoremas de Löwenheim-
Skolem-Tarski, la Condición de Łos-Vaught. Por ultimo se presentaran las bases para probar que
el teorema de Łos y el Lema del ultrafiltro implican el Axioma de elección.
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Capítulo 1

Un poco de teoría de conjuntos

En este capitulo se presentaran los preliminares que se usaran en los resultados consecuentes
en esta tesis, para ello veremos la axiomática de la teoría de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF ).

Para entender la teoría axiomática de ZF , tenemos que entender qué es un conjunto. Usual-
mente entendemos por conjunto como una colección de elementos con alguna cualidad en común,
pero con esta condición es complicado determinar un conjunto especifico. Para entender dicha difi-
cultad, tomaremos como ejemplo a la paradoja del montón de arena la cual nos plantea hasta que
punto un montón de arena al quitar granos de arena deja de ser un montón. En caso de que no
existe un numero n de tal forma que n granos de arena forman un montón, entonces no podríamos
definir que tanto es un montón, algo similar pasa con el conjunto de todos los colores oscuros hasta
que punto un color deja de ser oscuro. Con ello es necesario determinar un sistema de axiomas que
nos permitan decidir qué puede o no puede ser un conjunto.

1.1. Preliminares

En esta sección expondremos los principios del sistema axiomático ZF de la teoría de conjuntos,
definiendo conceptos que usaremos en las secciones posteriores. Los conceptos primitivos de la teoría
de conjuntos son los conjuntos y la relación de pertenencia ser elemento de. Representaremos a la
relación binaria de pertenencia con el símbolo ∈, de forma que B ∈ A significa que B es un elemento
de A. Abusando de la notación, representaremos (cuando sea necesario) a los conjuntos con letras
mayúsculas y a sus elementos con letras minúsculas. Por otro lado, la negación de pertenencia
la denotaremos por ̸∈, con lo cual x ̸∈ B significa que x no es elemento de B. A continuación
enunciamos los axiomas de la teoría de conjuntos de Zermelo-Fraenkel:

Axioma 1. (Axioma de extensión) Dos conjuntos A y B son iguales (A = B) si y solo sí tienen
los mismos elementos.

Axioma 2. (Axioma del conjunto vacío) Existe un conjunto sin elementos.

Axioma 3. (Axioma del par) Dados dos conjuntos A y B, existe un conjunto Z tal que A ∈ Z y
B ∈ Z.

Axioma 4. (Axioma de la unión) Para cada conjunto X, existe un conjunto U tal que x ∈ U si y
solo sí existe A ∈ X con x ∈ A.

Axioma 5. (Axioma del conjunto potencia) Para cada conjunto X, existe un conjunto B, tal que
si A ⊆ X, si y solo sí A ∈ B.

1
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Axioma 6. (Esquema axiomático de especificación) Dada una propiedad P (x) para cada conjunto
X, existe un conjunto A tal que a ∈ A si y solo sí a ∈ X y se satisface P (a).

Axioma 7. (Esquema axiomático de reemplazo) Sea P (x, y) una propiedad tal que para cada x
existe un único y, para el cual P (x, y) se satisface. Para cada conjunto A, existe un conjunto B
tal que para cada x ∈ A, existe un único y ∈ B para el cual P (x, y) se satisface.

Axioma 8. Existe un conjunto infinito.

Decimos que A es subconjunto de B (denotado por A ⊆ B) si todo elemento de A también es
elemento de B. Podemos reescribir el axioma de extensión de la siguiente manera: A = B si y solo
sí A ⊆ B y B ⊆ A.

Se cumple que el conjunto que no tiene elementos es único. En efecto, si A, B son conjuntos
que no tienen elementos (notemos que esto lo podemos suponer por el axioma del vacío), entonces
todos los elementos de A pertenecen a B (la existencia de un elemento de A que no está en B,
implicaría que A tiene al menos un elemento y esto contradice el hecho de que A no tiene elementos).
Análogamente, se cumple que todo elemento de B está en A. Es decir que A = B. Al único conjunto
que no tiene elementos se le llamara simplemente por “conjunto vacío” y lo denotaremos por ∅.

El Esquema axiomático de especificación nos dice que podemos construir nuevos conjuntos con
un conjunto ya existente y con una propiedad, por ejemplo usando el Axioma del par, existe un
conjunto Z que tiene como a elementos a dos conjunto A, B, luego definiendo a la propiedad Q(x)
tal que x satisface Q si y solo sí x = A ó x = B, consecuentemente usando el Esquema axiomático
de especificación podemos definir al conjunto Z ′ = {x ∈ Z |Q(x)} = {A, B}. De lo anterior dados
a, b conjuntos podemos definir el conjunto {a} = {a, a} y {a, b}, de manera similar se tiene que el
conjunto (a, b) = {{a}, {a, b}} existe. Al conjunto (a, b) lo llamaremos como el par ordenado cuyo
primer elemento es a y segundo elemento es b.

Por el Axioma del conjunto potencia se tiene que para cada conjunto X, existe un conjunto
B tal que si A ⊆ X, si y solo sí A ∈ B, suponiendo que existe otro conjunto B′ con la misma
propiedad, se obtiene que A ∈ B′ si y solo sí A ∈ B, luego por el Axioma de extensión B = B′ y
en consecuencia se tiene que dicho conjunto es único al cuál lo denotaremos por P(X) que consiste
de todos los subconjuntos del conjunto X.

Luego, usando lo anterior, si a ∈ A y b ∈ B, entonces {a} ⊆ A ⊆ A ∪ B y {a, b} ⊆ A ∪ B,
entonces {a}, {a, b} ∈ P(A ∪B) y consecuentemente (a, b) = {{a}, {a, b}} ∈ P(P(A ∪B)).

Dados dos conjuntos A, B y P (x) la propiedad tal que x se satisface si y solo sí x ∈ B, entonces
podemos definir el conjunto de A intersección B como sigue A∩B = {x ∈ A |P (x)} = {x ∈ A |x ∈
B}. SeaQ(x) la propiedad tal que x se satisface si y solo sí x ̸∈ B (x no está enB), entonces podemos
definir el conjunto diferencia entre A y B como sigue A\B = {x ∈ A |Q(x)} = {x ∈ A |x ̸∈ B}.

Con los axiomas anteriores, podemos definir el conjunto A × B = {(a, b) ∈ P(P(A ∪ B)) | a ∈
A, b ∈ B} este conjunto conjunto recibe el nombre de ¨el producto cartesiano de A y B¨.

Por ultimo, podemos definir el producto cartesiano de una familia de conjuntos {Ai}i∈I , de la
siguiente manera: ∏

i∈I
Ai = {f : I −→

⋃
i∈I
Ai | f(i) ∈ Ai para cada i ∈ I}.

El conjunto I, llamado conjunto de índices, puede ser finito o infinito. Cada elemento de f ∈∏
i∈I

Ai se puede representar como (xi)i∈I , donde f(i) = xi.

Axioma 9. (Axioma de regularidad) Para cada conjunto A, existe un conjunto B ∈ A tal que
A ∩B = ∅.

Una consecuencia de este axioma, es que si A es un conjunto, entonces A ̸∈ A.

Definición 1.1. Sean A, B conjuntos una relación (binaria) R de A en B es un conjunto R ⊆
A×B.
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Para cada z ∈ R, existen a ∈ A y b ∈ B tales que z = (a, b). En este caso, diremos que a está
en relación R con b y lo escribimos como aRb.

Si R es una relación de A en A, solamente decimos que R es una relación en A.

Ejemplo 1.2. Dado un conjunto X, tenemos que ⊆ es una relación en P(X).

Dada una relación R de X en Y , se definen el dominio de R y el rango de R, denotados por
Dom(R) y Rang(R) respectivamente como sigue Dom(R) = {x ∈ X |xRy para algún y ∈ Y } y
Rang(R) = {y ∈ Y |xRy para algún x ∈ X}.

Definición 1.3. Una relación R en un conjunto X, se denomina un orden parcial si se cumplen
las siguiente propiedades:

(Reflexividad) Para cada a ∈ X, aRa.

(Antisimetría) Para cualesquiera a, b ∈ X, si aRb y bRa entonces a = b.

(Transitividad) Para cualesquiera a, b, c ∈ X, si aRb y bRc entonces aRc

En este caso, decimos que (X,R) es un conjunto parcialmente ordenado.

Ejemplo 1.4. Dado un conjunto X, para cualquier familia de subconjuntos A de X con la relación
contención ⊆ forma un conjunto parcialmente ordenado (A,⊆), pues se cumple lo siguiente:

(Reflexividad) Para cada elemento A ∈ A, por el Axioma de extensión se obtiene que: A ⊆ A.

(Antisimetría) Para A, B ∈ A si A ⊆ B y B ⊆ A, por el Axioma de extensión se tiene que
A = B.

(Transitividad) Para A, B, C ∈ A tales que A ⊆ B y B ⊆ C, entonces cada elemento de A
es un elemento de B y como todo elemento de B es de C, entonces cada elemento de A es
un elemento de C y así A ⊆ C.

Definición 1.5. Sea (X,R) conjunto parcialmente ordenado:

Un elemento m ∈ X es máximo si para todo x ∈ X se tiene que xRm.

Un elemento m ∈ X es maximal si no existe un elemento y ∈ X/{m} tal que mRy.

Un elemento m ∈ X es mínimo si para todo x ∈ X se cumple que mRx.

Decimos que un elemento x ∈ X es una cota superior para un conjunto A ⊆ X, si para cada
a ∈ A aRx. Decimos que x ∈ X es una cota superior estricta para el conjunto A, si x es una
cota superior y x ̸∈ A.

Ejemplo 1.6. Para al conjunto parcialmente ordenado (P(X),⊆), se tiene que X ∈ P(X) es
elemento máximo y ∅ ∈ P(X) es el elemento mínimo.

Definición 1.7. Dados dos conjuntos A y B, una relación f de A en B es una función si para
cada a ∈ A, existe un único b ∈ B tal que afb. Si afb. En tal caso, escribiremos f(a) = b para
representar que afb.

Si f es una relación de A en B. escribiremos f : A −→ B si f es una función. Notemos que
A = Dom(f) y Rang(f) ⊆ B.

Dadas dos funciones f : A −→ B y g : B −→ C, si Rang(f) ⊆ Dom(g), definimos la función
composición de f con g, denotada por g ◦ f : A −→ C, como la función tal que para cada a ∈ A,
(g ◦ f)(a) = g(f(a)).
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Dados una función f : A −→ B y un conjunto A′ ⊆ A, definimos la función f restringida al
conjunto A′ como la función f |A′ : A′ −→ B, donde Dom(f |A′) = A′, Rang(f |A′) ⊆ B, y tal que
f |A′(x) = f(x) para cada x ∈ A′.

Análogamente, si Rang(f) ⊆ B′ ⊆ B, definimos a la función f correstringida al conjunto B′

como la función f |B′
: A −→ B′ donde Dom(f |B′

) = A, Rang(f |A′
) = B′ y tal que para cada

x ∈ A se tiene que f |B′
(x) = f(x) ∈ B′.

Finalmente definimos a la función identidad de un conjunto A como la función IdA : A −→ A,
tal que IdA(a) = a para cada a ∈ A

Proposición 1.8. Sea I un conjunto y para cada i ∈ I sea fi : Ai −→ D una función. Entonces⋃
i∈I

fi es una función si y solo sí para cada k ̸= j se tiene que fk|Ak∩Aj = fj |Ak∩Aj . En tal caso⋃
i∈I

fi :
⋃
i∈I
Ai −→ D

Demostración: ⇒] Para cada k, j ∈ I distintos, sea x ∈ Ak ∩ Aj , con ello (x, fk(x)) ∈ fk y
(x, fj(x)) ∈ fj , entonces (x, fk(x)), (x, fj(x)) ∈

⋃
i∈I

fi :
⋃
i∈I
Ai −→ D y puesto que

⋃
i∈I

fi es una

función se tiene que existe un único d ∈ D tal que
⋃
i∈I

fi (x) = d, así tenemos que fk(x) = d = fj(x)

para cada x ∈ Ak ∩Aj , por lo tanto fk|Ak∩Aj = fj |Ak∩Aj para cada i, j ∈ I distintos.
⇐] Por contrarrecíproca supongamos que existe j, k ∈ I distintos tales que fk|Ak∩Aj ̸=

fj |Ak∩Aj
, entonces existe un x ∈ Ak ∩Aj tal que fk(x) = fk|Ak∩Aj

(x) ̸= fj |Ak∩Aj
(x) = fj(x), pero

(x, fj(x)) ∈
⋃
i∈I

fi y (x, fk(x)) ∈
⋃
i∈I

fi, por lo tanto
⋃
i∈I

fi no es una función

Definición 1.9. Dado un conjunto X, decimos que una relación R, es una relación de equivalencia
si se cumplen las siguientes propiedades:

(Reflexividad) Para cualesquiera a ∈ X, se tiene que aRa

(Simetría) Para cualesquiera a, b ∈ X, aRb si y solo sí bRa

(Transitividad) Para cualesquiera a, b, c ∈ X, si aRb y bRc entonces aRc

Definimos a la clase de equivalencia de a como el conjunto [a] = {x ∈ X |xRa}.

Lema 1.10. Sea R una relación de equivalencia en X, si aRb entonces [a] = [b]

Demostración: Sea x ∈ [b], entonces xRb y por hipótesis tenemos que aRb, por simetría tenemos que
bRa, luego por transitividad tenemos que xRa. Es decir que x ∈ [a] y así [b] ⊆ [a]. Análogamente
tenemos que [a] ⊆ [b] y por lo tanto [a] = [b].

Lema 1.11. Sea R una relación de equivalencia en X. Entonces para cualesquiera a, b ∈ X,
tenemos que [a] ∩ [b] = ∅ ó bien [a] = [b].

Demostración: Sean a, b ∈ X y supongamos que [a] ∩ [b] ̸= ∅. Entonces, existe un elemento x ∈
[a] ∩ [b], por definición tenemos que xRa y xRb. Por la propiedad de simetría tenemos que aRx y
por transitividad tenemos que aRb. Por el Lema 1.10, se cumple que [a] = [b]. Por lo tanto para
cada a, b ∈ X, tenemos que [a] ∩ [b] = ∅ ó [a] = [b].

Definición 1.12. Decimos que un conjunto {Ui}i∈I ⊆ P(X) es una partición de X si:

X =
⋃
i∈I

Ui.
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Para cada i, j ∈ I, si i ̸= j entonces Ui ∩ Uj = ∅.

Teorema 1.13. Sea R un una relación de equivalencia sobre un conjunto no vacío X, entonces
el conjunto {[x] |x ∈ X} forma una partición de X.

Demostración: Supongamos que R un una relación de equivalencia sobre un conjunto no vacío
X. Denotemos al conjunto de clases de equivalencia como {[xi]}i∈I , Por el Lema 1.11 si i ̸= j,
entonces [xi] ∩ [xj ] = ∅.

Probemos que X =
⋃
i∈I

[xi]. Es claro que para cada i ∈ I, [xi] ⊆ X, entonces
⋃
i∈I

[xi] ⊆ X. Ahora

sea x ∈ X, entonces por la reflexividad de R, tenemos que xRx es decir que x ∈ [x], luego existe
i ∈ I tal que [x] = [xi]. Por lo tanto X ⊆

⋃
i∈I

[xi]. Así concluimos que el conjunto {[x] |x ∈ X}

forma una partición de X.

Si R es una relación de equivalencia sobre el conjunto X, denotamos al conjunto de clases de
equivalencias como el conjunto X/R := {[x] |x ∈ X}.

1.2. Lema de Zorn

En esta sección abordaremos uno de los principios mas importantes de la teoría de conjuntos: el
Axioma de elección. A finales del siglo XIX muchos resultados usaban de manera implícita el axioma
de elección, hasta que en el año 1902 fue formulado por Zermelo para probar que todo conjunto
está bien ordenado [1]. Para poder comprender dicho axioma veamos la siguiente definición.

Definición 1.14. Una función f : P(X)\{∅} −→ X, se dice que es una función de elección sí
para cada A ∈ P(X)\{∅} se tiene que f(A) ∈ A.

A continuación enunciaremos el Axioma de elección:

Axioma 10. (Axioma de elección) Todo conjunto no vacío tiene una función de elección.

Cabe señalar que nos aseguramos que las pruebas que anteceden a esta sección no ocupan
elección.

Nuestro siguiente objetivo es exponer el lema de Zorn, junto a su equivalencia con el axioma
de elección. Para ello veamos los siguientes conceptos.

Definición 1.15. Sea (X,R) un conjunto parcialmente ordenado:

Decimos que C ⊆ X es una cadena si para cualesquiera a, b ∈ C se cumple que a y b son
comparables; es decir se tiene que aRb ó bien bRa.

Dados un conjunto C ⊂ X y x ∈ X, se define el segmento inicial en C determinado por x,
denotado por Cx, de la siguiente forma:

Cx = {y ∈ C | y ≤ x, x ̸= y}.

Decimos que x < y, si x ̸= y y y ≤ x,
El lema de Zorn, también llamado lema de Kuratowski-Zorn, es una proposición importante en

teoría de conjuntos que establece:

"Si (X,≤) es un conjunto no vacío y parcialmente ordenado tal que cada cadena en X tiene una
cota superior, entonces X tiene un elemento maximal."
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Este resultado fue formulado y demostrado por el matemático polaco Kazimierz Kuratowski en
1922, y de forma independiente por el matemático alemán Max Zorn en 1935, usando el Principio
maximal de Hausdorff. Dicha proposición tiene una gran variedad de aplicaciones que van desde
álgebra abstracta, análisis funcional, topología, entre otras áreas. En este caso, demostraremos
la equivalencia del Axioma de elección y el Lema de Zorn usando otro concepto, a saber el de
conjunto conforme. la demostración que se presenta en este trabajo esta basada en el articulo [5].

Definición 1.16. Un conjunto parcialmente ordenado (X,≤) cumple la propiedad C∗, si para cada
cadena C ⊆ X, existe xC ∈ X\C que es cota superior (estricta) de C.

Notemos que si (X,≤) es un conjunto parcialmente ordenado que cumple la propiedad C∗,
el axioma de elección permite obtener una función fX tal que para cada cadena C, se cumple
fX(C) = xC es cota superior estricta de C. A la función fX la llamaremos una C∗-función en X.

Definición 1.17. Sean (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado que cumple la propiedad C∗ y
f una C∗-función en X. Un conjunto A ⊆ X se denomina f -conforme si cumple:

(A,≤) es bien ordenado (es decir que A es una cadena en la cual cada subconjunto tiene un
elemento mínimo)

Para cada α ∈ A, se cumple que α = f(Aα), si Aα ̸= ∅.

Para ver la existencia de conjuntos f -conformes, tomemos a x1 ∈ X, entonces no es difícil ver
que {x1} es una cadena, luego f({x1}) = x2 es una cota superior estricta de {x1}, con lo cual
A = {x1, x2} forma un conjunto bien ordenado. Veamos que A es un conjunto f -conforme. Puesto
que Ax2

= {x ∈ A |x < x2} = {x1}, entonces f(Ax2
) = x2, por otro lado Ax1

= ∅ y terminamos.
Por lo tanto {x1, x2} es un conjunto f -conforme

Lema 1.18. (De comparabilidad)
Sean X un conjunto que cumple la propiedad C∗ y f una C∗-función en X. Si A y B son

conjuntos f -conformes en X distintos, entonces uno de los dos conjuntos es un segmento inicial
del otro.

Demostración: Supongamos, sin pérdida de generalidad que A\B ̸= ∅. Puesto que A es f -conforme,
entonces A\B tiene elemento mínimo, sea x = mín{A\B}. Afirmamos que Ax = B:

Mostremos que Ax ⊆ B. Asumamos que existe p ∈ Ax\B, entonces p < x y p ∈ A\B lo cual
contradice la minimalidad de x.

Ahora, probemos que B ⊆ Ax. Para ello, supongamos que B\Ax ̸= ∅. Sea y = mín{B\Ax}.
Dado que A\B ̸= ∅ y By ⊆ B, entonces A\By ̸= ∅. Consideremos a z = mín{A\By}.

Probemos que Az = By. Sea w ∈ Az, luego por la minimalidad de z tenemos que que w ∈ By
y, en consecuencia Az ⊆ By. Ahora sea u ∈ By, similarmente obtenemos que u ∈ Ax, en particular
u ∈ A. Por definición de z, z ∈ A. Sin embargo, suponiendo que z ≤ u entonces z < y, lo cual
implica que z ̸= y. Además, puesto que u ∈ Ax, se cumple que z ∈ Ax ⊆ B y entonces z ∈ B. Así
obtenemos que z ∈ By, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, u < z y así u ∈ Az. Esto prueba
que By ⊆ Az. En consecuencia, Az = By.

Ya que A,B son f -conformes, entonces z = f(Az) = f(By) = y. Dado que x ̸∈ B, se cumple
que x ̸∈ By y, por la minimalidad, de z se tiene que z ≤ x. Por otro lado, notemos que z ̸= x,
pues si z = x se tiene que y = x ∈ B, lo cual es una contradicción. Esto ultimo implica, dado que
z = y, que y < x, es decir que y ∈ Ax. sin embargo, y ̸∈ Ax, lo cual no puede suceder. Por lo tanto
B ⊆ Ax.

Proposición 1.19. Si X es un conjunto que cumple la propiedad C∗ y f es una C∗-función en
X, entonces la unión de conjuntos f -conformes en X es un conjunto f -conforme en X.
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Demostración: Sea U =
⋃
{A |A es f -conforme}. Mostremos que U es una cadena. Consideremos

x, y ∈ U , entonces existen A,B conjuntos f -conformes tales que x ∈ A y y ∈ B. Si A = B, se tiene
que x, y son comparables. En otro caso si A ̸= B, por el Lema 1.18 podemos suponer que A es un
segmento inicial de B, con ello A ⊆ B y así x, y ∈ B. Por consiguiente, x, y son comparables. De
aquí que U es una cadena.

Consideremos V ⊆ U . Dado v ∈ V , existe un conjunto f -conforme A tal que v ∈ A. Puesto que
A es f -conforme, A∩ V tiene elemento mínimo. Sea a = mín{A∩ V }. Probemos que mín{V } = a.
Para ello, supongamos que mín{V } ≠ a, por lo cual existe c ∈ V tal que c < a, Sea C un conjunto
f -conforme tal que c ∈ C. Por el Lema 1.18, se cumple que A es un segmento inicial de C ó C
es un segmento inicial de A. No se cumple que A es segmento inicial de C pues, de lo contrario,
existe x ∈ C tal que Cx = A, lo cual implica que a ∈ Cx. Como c ≤ a, se tiene que c ∈ Cx = A, lo
cual contradice la minimalidad de a. Por otro lado, dado que a = mín{A ∩ V }, c ∈ C y c < a, se
cumple que C no puede ser un segmento inicial de A, lo cual es una contradicción. Por lo tanto,
mín{V } = a. Hemos probado que (U ,≤) es un conjunto bien ordenado.

Dado x ∈ U , existe un conjunto f -conforme C tal que x ∈ C. Veamos que Cx = Ux. Para ello,
sea u ∈ Cx. Entonces, u ∈ C ⊆ U y u < x, así que u ∈ Ux. Por lo tanto, Cx ⊆ Ux. Por otro lado,
supongamos que Ux ̸⊆ Cx. Elijase v ∈ Ux\Cx y sea D un conjunto f -conforme tal que v ∈ D.
Nuevamente por el Lema 1.18 D es un segmento inicial de C ó C es un segmento inicial de D. No
se cumple que D sea un segmento inicial de C pues, de lo contrario existe d ∈ D tal que Dd = C y
ya que x ∈ C. Lo cual implica que v ∈ Dd = C es decir que v ∈ Cx, una contradicción. Tampoco
sucede que C sea un segmento inicial de D pues, en caso contrario existe c ∈ C tal que Cc = D,
pero v ∈ D = Cc ⊆ C, lo cual contradice el hecho de que v ∈ Ux\Cx. Por lo tanto, Ux\Cx = ∅. Así
concluimos que Ux = Cx.

Finalmente, puesto que C es un conjunto f -conforme, concluimos que x = f(Cx) = f(Ux).

Teorema 1.20. El axioma de elección es equivalente al lema de Zorn

Demostración: ⇒] Haremos la prueba por contradicción. Supongamos que existe un conjunto par-
cialmente ordenado (X,≤) tal que toda cadena no vacía tiene una cota superior, pero X no admite
un elemento ≤-maximal. Notemos que lo anterior (X,≤) cumple la propiedad C∗. Entonces por el
axioma de elección existe una C∗-función f que asigna a cada cadena una cota superior estricta.

Sea U =
⋃
{A |A es un conjunto f -conforme de X}. Entonces, por la Proposición 1.19, se tiene

que U es un conjunto f -conforme. SeaD = U∪{xU}, donde f(U) = xU es una cota superior estricta
de la cadena U . Afirmamos que D es un conjunto f -conforme. Para demostrar esto notemos que
se cumplen las siguientes condiciones:

a) D es una cadena. Sean a, b ∈ D distintos, si a, b ∈ U terminamos. Ahora si a ̸∈ U , entonces
a = xU y puesto que xU es una cota superior de U , entonces b ≤ xU = a, por lo tanto a, b son
comparables. Análogamente, si a ∈ U y b = xU , se prueba que a, b son comparables.

b) D es bien ordenado. Sea V ⊆ D un conjunto no vacío. Puesto que U es conforme, se tiene
que cada subconjunto de U tiene elemento mínimo, en particular existe u = mín{V ∩U}. Entonces,
para cada v ∈ V , si v ∈ U entonces u ≤ v. Ahora, si v ̸∈ U , entonces v = xU y como xU es cota
superior de U , obtenemos que u ≤ v. Por lo tanto, V tiene elemento mínimo.

c) Para cada d ∈ D, Dd = Ud. Pues si u ∈ Ud, entonces u ∈ U ⊆ D y u ≤ d, entonces u ∈ Dd.
Con lo cual Ud ⊆ Dd. Por otro lado supongamos que Dd ̸⊆ Ud. Sea v ∈ Dd\Ud, por consiguiente
v ∈ D\U y v ≤ d, así v = xU y v ≤ d pero xU es una cota superior de U , con ello d ≤ xU y por la
antisimetría de ≤ obtenemos que xU = d. En consecuencia d ∈ Dd una contradicción, por lo tanto
Dd = Ud.

d) Por el inciso c), si d ∈ D, entonces d = f(Ud) = f(Dd). Por lo tanto D es un conjunto
f -conforme.

Por los incisos anteriores D es un conjunto f -conforme, por lo que D ⊆ U . Entonces f(U) =
xU ∈ U lo que contradice el hecho de que xU sea una cota superior estricta de U . Por lo tanto X
tiene un elemento maximal.
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⇐] Sea X un conjunto no vacío. Definimos al siguiente conjunto:

F = {f : P(A) −→ A |A ⊆ X y f es una función de elección}

Notemos que F ̸= ∅. En efecto, x ∈ X, definimos la siguiente función de elección fx : {{x}} −→ {x}
tal que f({x}) = x. Por otra parte, no es difícil probar que (F ,⊆) es un conjunto parcialmente
ordenado.

Dada una cadena C en F , para cada f ∈ C, existe un conjunto Af tal que f : P(Af ) −→ Af .
Afirmamos que F =

⋃
C :

⋃
f∈C

P(Af ) −→
⋃
f∈C

Af es una cota superior de C. En efecto, F es

una función pues dados f, g ∈ C distintos, existen Af , Ag ⊆ X tal que f : P(Af ) −→ Af y
g : P(Ag) −→ Ag; también tenemos que f ⊆ g ó bien g ⊆ f . Sin pérdida de la generalidad
supongamos que f ⊆ g, luego Dom(f) ⊆ Dom(g) y entonces (x, f(x)) ∈ f ⊆ g, puesto que g
es una función y (x, g(x)) ∈ g, se tiene que g(x) = f(x) para cada x ∈ Dom(f). Esto implica
que f = f |Dom(f) = g|Dom(f) y Dom(f) ⊆ Dom(g), por la proposición 1.8 esto pasa si y solo sí
F =

⋃
C es una función.

Por otro lado, sea A∗ =
⋃
f∈C

Af , probemos que P(A∗) =
⋃
f∈C

P(Af ). En efecto, elijase a ∈⋃
f∈C

P(Af ), entonces a ∈ P(Ag) para algún g ∈ C. Esto implica que a ⊆ Ag ⊆ A∗, es decir que

a ∈ P(A∗). Ahora sea a ∈ P(A∗), entonces a ⊆ A∗ =
⋃
f∈C

Af y puesto que C es una cadena, existe

g ∈ C tal que a ⊆ Ag, con lo cual a ∈ P(Ag) ⊆ A∗.
Ahora mostremos que F es una función de elección. Para ello sea a ∈ P(A∗), entonces F (a) =

f(a) para algún f ∈ C. Por lo tanto F (a) = f(a) ∈ a, es decir que F es una función de elección.
Por el lema de Zorn hay un elemento máximal, sea F ∗ : P(Y ) −→ Y dicho elemento máximo.

Afirmamos que F ∗ es una función de elección de X. Para ello supongamos que X ̸= Y , entonces
existe x ∈ X\Y . Sea Z = Y ∪ {x} y F ′ : P(Z) −→ Z una función tal que:

F ′(A) =

 F ∗(A) si A ⊆ Y

x si x ∈ A

Lo cual contradice el hecho de que F ∗ sea el elemento máximo. Por lo tanto Y = X y se obtiene
que F ∗ es una función de elección para X

1.3. Teorema del ideal primo
Definición 1.21. Dado un conjunto X, decimos que f es una operación binaria cerrada o sim-
plemente operación binaria sobre un conjunto X si f es una función tal que:

f : X ×X −→ X.

Análogamente, definimos una operación unitaria cerrada g, o simplemente operación unitaria
sobre un conjunto X, como una función:

g : X −→ X.

Omitiremos el uso de letras para referirnos a una operación (binaria ó unitaria), en su lugar
usaremos símbolos tales como (+,−, ·, ∗). Además escribiremos ∗(a, b) para referirnos a ∗ b. Si la
operación es unitaria ∗, escribiremos ∗(a) para referirnos a a∗.

Antes de establecer la definición de filtro, presentamos algunos resultados de las álgebras boo-
leanas.
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Definición 1.22. Un álgebra booleana es un conjunto B con dos operaciones binarias cerradas
·, + (producto y suma binarios), una operación unitaria cerrada − (llamada complemento) y dos
constantes 1 y 0, tales que para cualesquiera u, v, w ∈ B se cumple:

a) u+ u = u = u · u

b) u+ v = v + u y u · v = v · u (Conmutatividad de la suma y el producto).

c) u+ (v +w) = (u+ v) +w y u · (v ·w) = (u · v) ·w (Asociatividad de la suma y el producto).

d) (u+ v) ·w = (u ·w) + (v ·w) y (u · v) +w = (u+w) · (v+w) (Distribución del producto y la
suma).

e) u+ (u · v) = u = u · (u+ v) (Principio de absorción)

f) u+ u− = 1 y u · u− = 0 (Complemento de la suma y el producto)

g) (u+ v)− = u− · v− y (u · v)− = u− + v− (Leyes de Morgan)

h) (u−)− = u

i) u · 1 = u y u+ 0 = u

Ejemplo 1.23. Si X es un conjunto no vacío, sea BX = P(X). Si para cualesquiera A,B ∈ B se
definen A+ B = A ∪ B, A · B = A ∩ B y A− = X\A, entonces BX con las operaciones +, ·,− y
con los elementos 1 = X,0 = ∅ es un álgebra booleana.

a) Para cada A ∈ BX , A+A = A∪A = A = A∩A = A ·A. Por otro lado para cada A, B ∈ BX ,
A+B = A ∪B = B ∪A = B +A y A ·B = A ∩B = B ∩A = B ·A.

b) Para cada A, B, C ∈ BX , A + (B + C) = A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C = (A + B) + C y
A · (B · C) = A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C = (A ·B) · C.

c) Para cada A, B, C ∈ BX , (A+B) ·C = (A∪B)∩C = (A∩C)∪ (B ∩C) = (A ·C)+ (B ·C)
y (A ·B) + C = (A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) = (A+ C) · (B + C).

d) Para cada A, B ∈ BX , A+ (A ·B) = A ∪ (A ∩B) = A = A ∩ (A ∪B) = A · (A+B).

e) Para cada A ∈ BX , se tiene que A+A− = A∪(X\A) = X = 1 y A·A− = A∩(X\A) = ∅ = 0

f) Para cada A, B ∈ BX , (A+B)− = X\(A ∪B) = (X\A) ∩ (X\B) = A− ·B− y (A ·B)− =
X\(A ∩B) = (X\A) ∪ (X\B) = A− +B−.

g) (A−)− = (X\A)− = X\(X\A) = A

h) A · 1 = A ∩X = A y A+ 0 = A ∪ ∅ = A

Antes de establecer la noción de filtro, presentaremos algunas propiedades básicas de álgebras
booleanas.

Proposición 1.24. Sean B un álgebra booleana y u, u′ ∈ B. Si u · u′ = 0 y u+ u′ = 1, entonces
u− = u′. Además, si existen v, w ∈ B tales que para cada u ∈ B, u · v = u y u+ w = u, entonces
v = 1 y 0 = w.

Demostración: Sea u′ ∈ B tal que u+u′ = 1 y u ·u′ = 0. Notemos que u− = 1 ·u− = (u+u′) ·u− =
(u ·u−)+ (u′ ·u−) = 0+(u′ ·u−) = (u′ ·u−), analogamente se tiene que (u− ·u′) = u′. Por lo tanto
u− = u′ · u− = u− · u′ = u′. Por otro lado 1 = 1 · v = v · 1 = v y de manera similar 0 = w.

Definición 1.25. Para u, v ∈ B, decimos que u ≤ v si y solo si u+ v = v.
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Nótese que por el inciso a) de la Definición 1.23, que u ≤ u para todo u ∈ B.
Mas adelante, se presentaran resultados que permitan concluir que ≤ es una relación de orden

parcial.

Proposición 1.26. Sean u, v ∈ B, entonces u ≤ v si y solo si u · v = u.

Demostración: Por definición tenemos que u ≤ v si y solo sí u + v = v. Multiplicando por u en
ambos lados de la igualdad, obtenemos que u ≤ v si y solo sí (u + v) · u = v · u. Ahora, por el
Principio de absorción se tiene que u = (u+v) ·u y, en consecuencia, u = v ·u. Finalmente, usando
la Conmutatividad del producto obtenemos que u = u · v.

Proposición 1.27. Sea B un álgebra booleana, entonces para cada u, v, w ∈ B:

a) u · v ≤ u y u · v ≤ v

b) u ≤ u+ v y v ≤ u+ v

c) Si u ≤ w y v ≤ w, entonces u+ v ≤ w

d) Si w ≤ u y w ≤ v, entonces w ≤ u · v

e) Si v ≤ u y w ≤ v, entonces v · w ≤ u · v

Demostración:
a) Notemos que (u · v) · u = u · (v · u) = u · (u · v) = (u · u) · v = u · v, es decir u · v ≤ u.

Análogamente u · v ≤ v.
b) Puesto que (u+ v)+u = u+(v+u) = u+(u+ v) = (u+u)+ v = u+ v, es decir u ≤ u+ v.

Análogamente v ≤ u+ v.
c) Por hipótesis tenemos que u ·w = u y v ·w = v. Entonces, (u+v) ·w = (u ·w)+(v ·w) = u+v.
d) Por hipótesis tenemos que w ≤ u y w ≤ v. Entonces, (u · v) · w = u · (v · w) = u · w = w.
e) Por hipótesis tenemos que v ≤ u y b ≤ a. Entonces, (u · a) · (b · v) = u · (a · b) · v = u · (b · v) =

u · (v · b) = (u · v) · b = v · b.

Proposición 1.28. Para cada u ∈ B, u · 0 = 0 (es decir que 0 ≤ u).

Demostración: Puesto que 0 = u ·u−. Entonces u ·0 = u · (u ·u−) por la Asociatividad del producto
u · (u ·u−) = (u ·u) ·u− = u ·u− = 0. Por lo tanto para cada u ∈ B, u ·0 = 0, es decir 0 ≤ u.

Proposición 1.29. Para cada u ∈ B, u+ 1 = 1 (es decir que u ≤ 1).

Demostración: Puesto que 1 = u + u−, entonces u + 1 = u + (u + u−) por la Asociatividad de la
suma u+(u+u−) = (u+u)+u− = u+u− = u+u− = 1. Por lo tanto para cada u ∈ B, u ·1 = 1,
es decir u ≤ 1.

De las proposiciones 1.28 y 1.29, podemos inferir que 0 es un elemento mínimo del conjunto B
y 1 es un elemento máximo del conjunto B.

Ahora, la siguiente proposición prueba que la relación ≤ es transitiva sobre el conjunto B.

Proposición 1.30. En un álgebra booleana B tenemos que 1− = 0 y 0− = 1.

Demostración: Por el Complemento del producto 1 · 1− = 0 y por el Complemento de la suma
1+1− = 1. Entonces 1− = 1− ·1− = 0+(1− ·1−) = (1·1−)+(1− ·1−) = (1+1−)·1− = 1·1− = 0.

Por el Complemento de la suma es claro que 0− = 0+ 0− = 1.

Proposición 1.31. Si u ≤ v y v ≤ w. Entonces u ≤ w.
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Demostración: Si u ≤ v y v ≤ w, entonces por definición u + v = v y v + w = w. Con lo cual
u+ w = u+ (v + w) = (u+ v) + w = v + w = w y por lo tanto u ≤ w.

Definición 1.32. Sea B un álgebra booleana. Decimos que F ⊆ B es un filtro si:

0 ̸∈ F, pero 1 ∈ F

Si u ∈ F, v ∈ B y u ≤ v, entonces v ∈ F.

Si u, v ∈ F, entonces u · v ∈ F.

Ejemplo 1.33. Sean B un álgebra booleana y u ∈ B fijo, con u ̸= 0. Entonces, Fu = {v ∈ B |u ≤
v} es un filtro.
Demostración:

No es difícil mostrar que 1 ∈ Fu. Pues u ≤ 1. Sabemos que para cada v ∈ B, 0 ≤ v, además
por hipótesis u ̸= 0. Entonces es imposible que u ≤ 0. por lo tanto 0 ̸∈ Fu.

Ahora, sean v ∈ Fu y x ∈ B tales que v ≤ x (es decir v · x = v). Puesto que u ≤ v, se cumple
que u · v = u). Entonces, por Proposición 1.31, u ≤ x y así x ∈ Fu.

Por ultimo. Sean x, y ∈ F, entonces u ≤ x y u ≤ y (es decir u · x = u y u · y = y), lo cual
implica que u · (x · y) = (u · x) · y = u · y = u. Por lo tanto x · y ∈ Fu.

Definición 1.34. Sean B un álgebra booleana y A ⊆ B. Decimos que A tiene la propiedad de
intersección finita si para cada familia finita de elementos

{u1, . . . , um} ⊆ A se cumple que u1 · . . . · um ̸= 0.

El concepto de propiedad de intersección finita puede consultarla en la pagina 202 en [12]. Sin
embargo, en esta tesis modificamos la definición para que funcione de manera general en cualquier
álgebra booleana.

Con la siguiente proposición, podemos demostrar la existencia de un filtro sobre un conjunto,
solo bastaría encontrar una familia de conjuntos que cumpla la propiedad de intersección finita.

Proposición 1.35. Sean B un álgebra booleana y A ⊆ B una familia que cumple la propiedad de
intersección finita. Entonces:

FA = {u ∈ B | (∃m ∈ N)(∃u1, . . . , um ∈ A)((u1 · . . . · um) ≤ u)}

es un filtro.

Demostración: Elíjase u ∈ A. Entonces, por Proposición 2.29, u ≤ 1, lo cual implica que 1 ∈ FA.
Por otro lado, si u1 · . . . · um ∈ A, entonces (u1 · · · · · un) ̸= 0. En particular, no ocurre que
(u1 · · · · · un) ≤ 0. En consecuencia, 0 ̸∈ FA.

Ahora, sean v ∈ FA y x ∈ B tales que v ≤ x (es decir, v · x = v). Puesto que v ∈ FA, existen
u1, . . . , um ∈ A tales que (u1 · . . . ·um) ≤ v y por la Proposición 1.30, tenemos que (u1 · . . . ·um) ≤ x.
Por consiguiente, x ∈ FA.

Finalmente, sean x, y ∈ FA. Entonces existen A = {a1, . . . , am} ⊆ A, B = {b1, . . . , bn} ⊆ A
tales que (a1 · . . . · am) ≤ x y (b1 · . . . · bn) ≤ y. Entonces, por el inciso e) de la Proposición 1.27,
((a1 · . . . · am) · (b1 · . . . · bn)) ≤ (x · y). Por lo tanto x · y ∈ FA

Definición 1.36. Dada un álgebra booleana B, diremos que un filtro F ⊆ B es un filtro maximal
si no existe F′ ⊆ B filtro tal que F ⊊ F′. Por otro lado, diremos que F es un ultrafiltro, si para
cada u ∈ B se tiene que u ∈ F o bien u− ∈ F.

El siguiente resultado establece que estas dos nociones son equivalentes. Más aún, coinciden
con una propiedad adicional, determinada por la suma.
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Proposición 1.37. Sean B un álgebra booleana y F un filtro en B. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

a) F es un filtro maximal sobre B.

b) F es un ultrafiltro sobre B.

c) Si u+ v ∈ F, entonces u ∈ F ó v ∈ F.

Demostración: Sea F un filtro sobre B;
a) ⇒ b) Por contrarrecíproca. Supongamos que u, u− ̸∈ F, entonces F ∪ {u} cumple la pro-

piedad de intersección finita. En efecto, pues suponiendo que F ∪ {u} no cumple dicha pro-
piedad, entonces existe {v1, . . . , vm} ⊆ F tal que v1 · . . . · vm · u = 0. Por otro lado u− =
u− + 0 = 0 + u− = (v1 · . . . · vm · u) + u−, por la Distribución del suma sobre la producto te-
nemos que (v1 · . . . · vm · u) + u− = ((v1 · . . . · vm) + u−) · (u + u−), pero u + u− = 1 por lo que
((v1 · . . . · vm) + u−) · (u + u−) = ((v1 · . . . · vm) + u−) · 1 = (v1 · . . . · vm) + u−. Por lo tanto
(v1 · . . . · vm) ≤ u− y así u− ∈ F, una contradicción. Por lo tanto F ∪ {u} cumple la propiedad de
intersección finita y por la Proposición 1.34, F ∪ {u} está contenido en un filtro G ̸= F, entonces
F ⊂ G. Por lo tanto F no es un filtro maximal.

b) ⇒ c) Ahora supongamos que u+v ∈ F, pero u, v ̸∈ F. Por b se tiene que u−, v− ∈ F, por ser
F un filtro tenemos que u− ·v− ∈ F y ya que u+v ∈ F, entonces 0 = 0+0 = (v− ·0)+(0 ·u−) = (0 ·
v−)+((v·v−)·u−) = ((u·u−)·v−)+(v·(v−·u−)) = (u·(u−·v−))+(v·(u−·v−)) = (u+v)·(u−·v−) ∈ F.
Entonces F no es un filtro (Pues 0 ̸∈ F), lo cual es absurdo. Por lo tanto u ∈ F ó v ∈ F.

c) ⇒ a) Ahora por contrarrecíproca. Supongamos que F es un filtro que no es maximal, en-
tonces existe F′ que contiene propiamente a F. Sea u ∈ F′/F y notemos que u+u− = 1 ∈ F ahora
bastaría notar que u− ̸∈ F, pues en caso contrario u− ∈ F′ y en consecuencia 0 = u · u− ̸∈ F′, una
contradicción. Por lo que existe un u ∈ B tal que u, u− ̸∈ F.

Proposición 1.38. Sea {ui, . . . , un} ⊆ B tal que u1 + . . . + un = 1 y ui · uj = 0 para i ̸= j.
Entonces u−1 = u2 + . . .+ un

Demostración: Sea w = u2 + . . . + un. Puesto que 0 es el elemento neutro de la suma, u−1 · w =
0 + (u−1 · w) y como u−1 · u1 = u1 · u−1 = 0. Usando la distribución del producto, se obtiene que
0+(u−1 ·w) = (u−1 ·u1)+(u−1 ·w) = u−1 ·(u1+w) = u−1 ·1 = u−1 . En consecuencia, u−1 = u−1 ·w . . . (1).

Puesto que w ·u1 = (u2+ . . .+un) ·u1 = (u2 ·u1)+ . . .+(un ·u1) = 0 y u1+u−1 = 1. Entonces
w = w · 1 = w · (u1 + u−1 ) = (w · u1) + (w · u−1 ) = 0 + (w · u−1 ) = (w · u−1 ) . . . (2). De (1) y (2),
podemos concluir que u−1 = u2 + . . .+ un.

Teorema 1.39. Sea B álgebra booleana y sea U un ultrafiltro de B. Si {u1, . . . , un} ⊆ B es un
conjunto tal que u1 + . . . + un = u ∈ U y ui · uj = 0 para i ̸= j, entonces existe un único
m ∈ {1, . . . , n} tal que um ∈ U.

Demostración: Probemos su existencia. Para ello supongamos que ui ̸∈ U para cada i ∈ {1, . . . , n}.
Entonces por ser U un ultrafiltro, u−i ∈ U para cada i ∈ {1, . . . , n}. Usando Leyes de Morgan, se
obtiene que u− = (u1 + . . . + un)

− = u−1 · . . . · u−n ∈ U. Esto implica que 0 = u · u− ∈ U, una
contradicción. Por lo tanto, existe m ∈ {1, . . . , n} tal que um ∈ U.

Probemos ahora la unicidad. Para ello, supongamos lo contrario. Sean m1,m2 ∈ {1, . . . , n}
tales que um1

, um2
∈ U entonces, 0 = um1

· um2
∈ U, lo cual es una contradicción. Por lo tanto,

existe un único m ∈ {1, . . . , n} tal que um ∈ U.

Nota 1.40. Sabemos que el conjunto potencia de cualquier conjunto X, con las operaciones bina-
rias de unión e intersección, es un álgebra booleana. Por el teorema anterior, si S = {s1, . . . , sn} ⊆
P(X) es una partición y U es un ultrafiltro en X, existe un único elemento sm ∈ S tal que sm ∈ U.
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En el año 1930, el matemático polaco-estadounidense Alfred Tarski demostró el lema del ultra-
filtro que establece que todo filtro está contenido en un ultrafiltro. A continuación presentaremos
una prueba del lema del ultrafiltro usando el lema de Zorn.

Lema 1.41. (Del Ultrafiltro)
Todo filtro F en B está contenido en un ultrafiltro.

Demostración:
Sean F un filtro sobre B y Z = {F′ |F ⊆ F′ y F′ es un filtro} un conjunto parcialmente orde-

nado por ⊆. Puesto que F ⊆ F, entonces F ∈ Z. Por lo tanto Z es no vacío.
Ahora probemos que toda cadena está acotada superiormente. Para ello, elíjase K una cadena

sobre el conjunto parcialmente ordenado (Z,⊆) y definamos al conjunto F∗ =
⋃
K. Probemos que

F∗ es un filtro:

Es claro que 0 ̸∈ F∗. Pues de lo contrario, 0 ∈ F∗, entonces existe un filtro F′ ∈ K que
contiene a 0, lo cual es absurdo. Por otro lado 1 ∈ F∗ pues 1 ∈ F′ para cada F′ ∈ K.

Ahora, sean u, v ∈ F∗. Luego, existen F1,F2 ∈ K tales que u ∈ F1 y v ∈ F2. Puesto que
K es una cadena, F1 ⊆ F2 ó F2 ⊆ F1. Podemos suponer sin pérdida de la generalidad, que
F1 ⊆ F2. Entonces u, v ∈ F2 y por lo tanto u · v ∈ F2 ⊆ K.

Ahora, sean u ∈ F∗ y v ∈ B tales que u ≤ v. Existe F′ ∈ K tal que u ∈ F′, pero u ≤ v. Por
lo tanto, v ∈ F′ ⊆ F∗

Hemos verificado así, que F∗ es un filtro. Como F ⊆ F′ para cada F′ ∈ K, entonces F ⊆ F∗ ∈ Z.
Aplicando el Lema de Zorn, existe un elemento maximal F ∈ Z que contiene al filtro F. En
consecuencia, F es un ultrafiltro.

Definición 1.42. Sea X un conjunto. Decimos que una familia de conjuntos C ⊆ P(X) tiene
carácter finito si cumple:

Para cada S ∈ C, todo subconjunto finito de S pertenece a C.

Si A ⊆ X y cada subconjunto finito de A pertenece a C, entonces A ∈ C.

Lema 1.43. (De Cowen-Engeler)
Sean X,Y conjuntos y sea ξ = {f : S −→ Y | f es una función y S ⊆ X} tales que:

(a) φ(x) = {f(x) | f ∈ ξ y x ∈ Dom(f)} es un subconjunto finito de Y , para cada x ∈ X.

(b) Para cada conjunto finito S ⊆ X, S = Dom(f) para algún f ∈ ξ.

(c) ξ tiene carácter finito. Es decir que f : S −→ Y pertenece a ξ si y solo sí f |S′ : S′ −→ Y
pertenece a ξ para cada S′ ⊆ S finito.

Entonces existe un elemento F ∈ ξ tal que Dom(F ) = X

Demostración: Consideremos el conjunto Fin(X) = {S ⊆ X |S es finito}. Para cada S ∈ Fin(X),
sea ΓS = {f ∈ ξ |S ⊆ Dom(f)}. Por (b), sabemos que ΓS es no vacío para cada S ∈ Fin(X).

Probemos que para cualesquiera S, T ∈ Fin(X), ΓS ∩ ΓT = ΓS∪T . Para ello, sea f ∈ ΓS ∩ ΓT ,
lo cual implica que S ⊆ Dom(f) y T ⊆ Dom(f). Por tanto, S ∪ T ⊆ Dom(f) y así f ∈ ΓS∪T .
Análogamente, si f ∈ ΓS∪T , entonces f ∈ ΓS ∩ ΓT . Podemos concluir, que γ = {ΓS |S ∈ Fin(X)}
tiene la propiedad de intersección finita, por la Proposición 1.31, existe un filtro F tal que γ ⊆ F

y, por el Lema del ultrafiltro, existe un ultrafiltro U que contiene a F.
Por otro lado, notemos que φ(x) = {f(x) | f ∈ Γ{x}}. Para cada y ∈ φ(x), sea Ky = {f ∈

Γ{x} | f(x) = y}. Por la condición (a), el conjunto {Ky | y ∈ φ(x)} es finito y no es difícil ver que
es una partición de Γ{x}.
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Por Teorema 1.37, para cada x ∈ X existe un único yx ∈ φ(x) tal que Kyx ∈ U. Denotando a
yx como F (x), tenemos que {f ∈ Γ{x} | f(x) = F (x)} ∈ U.

Veamos que F ∈ ξ. Para ello, sea S ⊆ X finito y definamos el siguiente conjunto:

Ψ =
⋂
x∈S

{f ∈ Γ{x} | f(x) = F (x)}

Por ser U un filtro y S un conjunto finito, Ψ ∈ U y en consecuencia Ψ ̸= ∅. Luego, para cualquier
f ∈ Ψ, f(x) ∈ Γ{x} para cada x ∈ X. Entonces f ∈ ξ y S es un subconjunto finito del dominio de
f . Puesto que ξ tiene carácter finito y f |S ∈ ξ se cumple que f |S ∈ ξ para cada subconjunto finito
S de X y por el carácter finito de ξ, F ∈ ξ.

Ahora que hemos establecido la definición de filtro y algunas de sus propiedades, presentamos
una noción que es dual a la definición de filtro.

Definición 1.44. Sea B un álgebra booleana. Decimos que I ⊆ B es un ideal si:

0 ∈ I, pero 1 ̸∈ I

Si u ∈ I, v ∈ B y v ≤ u, entonces v ∈ I.

Si u, v ∈ I, entonces u+ v ∈ I.

El siguiente resultados justifica por qué la noción de ideal es dual a la noción de filtro.

Proposición 1.45. Sean B un álgebra booleana y F un filtro sobre B. Entonces,

IF = {u ∈ B |u− ∈ F}

es un ideal.

Demostración:
Es claro que 0 ∈ IF y 1 ̸∈ IF, pues 0− = 1 ∈ F y 1− = 0 ̸∈ F.
Si u, v ∈ IF, entonces u−, v− ∈ F. Por ser F un filtro tenemos que (u+ v)− = u− · v− ∈ F. Por

lo tanto u+ v ∈ IF.
Sean u ∈ IF y v ∈ B tales que v ≤ u, entonces u · v = v. Por las Leyes de Morgan, u− + v− =

(u · v)− = v−, es decir que u− ≤ v−. Pero u− ∈ F y v− ∈ B, entonces v− ∈ F, con lo cual v ∈ IF.
Por lo tanto IF = {u ∈ B |u− ∈ F} es un ideal.

Análogamente se obtiene la siguiente proposición

Proposición 1.46. Sean B un álgebra booleana y I un ideal sobre B. Entonces,

FI = {u ∈ B |u− ∈ I}

es un filtro.

Ejemplo 1.47. Si B es un álgebra boolena, entonces I0 = {0}, es un ideal en B. En efecto:

Se tiene que 0 ∈ I0 y 1 ̸∈ I0.

Si u, v ∈ I0, entonces u = 0 = v, por lo tanto u+ v = 0 ∈ I0.

Sean u ∈ I0 y v ∈ B, tales que v ≤ u (u+ v = u), pero u = 0, entonces v = v + 0 = v + u =
u+ v = u = 0 ∈ I0. Por lo tanto, v ∈ I0.

Definición 1.48. Dada un álgebra booleana B, diremos que un ideal I ⊆ B es un ideal maximal
si no existe I′ ⊆ B filtro tal que I ⊊ I′. Por otro lado, diremos que I es un ideal primo, si para
cada u ∈ B se tiene que u ∈ I o bien u− ∈ I.
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El siguiente resultado establece que estas dos nociones son equivalentes. Más aún, coinciden
con una propiedad adicional, determinada por la multiplicación.

Proposición 1.49. Dado un ideal I, se tiene que las siguientes propiedades son equivalentes:

a) I es un ideal maximal.

b) I es un ideal primo sobre B.

c) Si u · v ∈ I, entonces u ∈ I ó v ∈ I.

Demostración: Sea F un ideal sobre B;
a) ⇒ b) Por contrarrecíproca. Supongamos que u, u− ̸∈ I, entonces u, u− ̸∈ FI esto pasa si y

solo sí FI no es un ultrafiltro. Entonces existe un ultrafiltro U tal que FI ⊆ U. Podemos suponer
sin perdida de la generalidad que u ∈ U, entonces u− ∈ IU. Además, para cada v ∈ I, se tiene que
v− ∈ U, lo cual implica que v = (v−)− ∈ IU. Por lo tanto I ⊊ IU, es decir I no es un ideal maximal.

b) ⇒ c) Ahora supongamos que u · v ∈ I. Entonces, u− + v− = (u · v)− ∈ FI. Puesto que I es
un ideal primo, para cada u ∈ B, u ∈ I ó u− ∈ I y en consecuencia u ∈ FI ó u− ∈ FI, es decir que
FI es un ultrafiltro. Por lo tanto como u− + v− ∈ FI, entonces u− ∈ FI ó v− ∈ FI lo cual implica
que u ∈ I ó v ∈ I.

c) ⇒ a) Por contrarrecíproca. Supongamos que I es un ideal que no es maximal, entonces
existe I′ que contiene propiamente a I, sea u ∈ I′/I y notemos que u · u− = 0 ∈ I ahora bastaría
notar que u− ̸∈ I, pues en caso contrario entonces u− ∈ I′ y así se tiene que 1 = u+ u− ̸∈ I′, una
contradicción. Por lo tanto, existe u ∈ B tal que u, u− ̸∈ I, pero u · u− ∈ I.

Proposición 1.50. Las siguientes propiedades son equivalentes:

a) El lema del ultrafiltro

b) El teorema del ideal primo: Todo ideal está contenido en un ideal primo.

Demostración:
a) ⇒ b) Sea I un ideal sobre B. Entonces FI es un filtro y, por el lema del ultrafiltro, FI está

contenido en un ultrafiltro digamos U. Luego, para cada u ∈ I, u− ∈ FI ⊆ U y consecuentemente
u = (u−)− ∈ IU. Por lo tanto, I ⊆ IU. Notemos por otro lado que IU es un ideal primo. Para ello
si u ∈ B, entonces u ∈ U ó bien u− ∈ U, entonces u ∈ IU ó u− ∈ IU. Por lo tanto IU es un ideal
primo, con ello I está contenido en un ideal primo.

b) ⇒ a) Es análogo

Definición 1.51. Dada un álgebra booleana B, decimos que A es una subálgebra booleana de B,
si A es cerrada bajo las operaciones +, ·,− y además 1,0 ∈ A.

Nuestro siguiente objetivo es probar que toda subálgebra booleana finitamente generada es
finita.

Proposición 1.52. Sea B un álgebra booleana y sea C = {Ai : i ∈ I} una familia de subálgebras
booleanas de B. Entonces

⋂
i∈I

Ai es una subálgebra booleana de B.

Demostración: Se cumple que 1,0 ∈ Ai para cada i ∈ I, con lo cual 1,0 ∈
⋂
i∈I

Ai. Por otro lado,

para cada x, y ∈
⋂
i∈I

Ai, x, y ∈ Ai para cada i ∈ I, entonces x−, x+ y, x · y ∈ Ai para cada i ∈ I.

Por lo tanto,
⋂
i∈I

Ai es una subálgebra de B.
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Definición 1.53. Definimos a la subálgebra generada por el conjunto X como la mínima subálgebra
que contiene a X y la denotaremos como ⟨X⟩.

Notemos que ⟨∅⟩ = {0,1}, pues para cada subálgebra A de B, se tiene que 0,1 ∈ A y no es
difícil ver que dicho conjunto es una subálgebra booleana.

También no es difícil probar que ⟨X⟩ =
⋂
{A |X ⊆ A y A es una subálgebra de B} = X. Pues,

⟨X⟩ ∈ X, entonces X ⊆ ⟨X⟩. Por otro lado, por la minimalidad de ⟨X⟩, se tiene que ⟨X⟩ ⊆ X. Por
lo tanto, ⟨X⟩ = X.

Nota 1.54. Sean B un álgebra booleana y X ⊆ B. Construimos de manera recursiva los siguientes
conjuntos: A0 = X ∪ {0,1}, y para cada n > 0 sean An = {x · y |x, y ∈ An−1} ∪ {x + y |x, y ∈
An−1} ∪ {x− |x ∈ An−1}. Definimos a X =

⋃
n∈NAn. Entonces:

0,1 ∈ X y X ⊂ X.

Para cada x, y ∈ X, entonces existen p, q ∈ N tales que x ∈ Ap, y ∈ Aq. Sin perdida de la
generalidad podemos suponer que p ≤ q, luego x, y ∈ Aq con lo cual x+ y, x · y, x− ∈ Ap+1 ⊂
X.

Es decir, X es una subálgebra booleana que contiene a X y, dado que ⟨X⟩ es la mínima con esa
propiedad, se obtiene que ⟨X⟩ ⊆ X.

Veremos por inducción que An ⊂ ⟨X⟩ para cada n ∈ N. En efecto, es claro que A0 ⊆ ⟨X⟩.
Supongamos que para k ∈ N, Ak ⊂ ⟨X⟩ y demostremos que Ak+1 ∈ ⟨X⟩. Dado que Ak+1 =
{x · y |x, y ∈ Ak} ∪ {x · y |x, y ∈ Ak} ∪ {x− |x ∈ Ak}, luego por hipótesis inductiva sabemos
que Ak ⊆ ⟨X⟩ por ende al ser ⟨X⟩ una subálgebra, entonces para para cada x, y ∈ Ak tenemos
que x · y, x + y, x− ∈ ⟨X⟩ con lo cual Ak+1 ⊂ ⟨X⟩. Por lo tanto, X = ⟨X⟩. Así obtenemos que
cada elemento de ⟨X⟩ puede escribirse como sumas finitas con productos finitos de elementos y
complementos de X.

Lema 1.55. Para un álgebra booleana B, si B′ es una subálgebra booleana y r ∈ B. Entonces la
subálgebra generada por el conjunto B′ ∪ {r} consiste de los elementos de B que se escriben de la
forma:

(p · r) + (q · r−)
donde p, q ∈ B′.

Demostración: Sea C = ⟨B′∪{r}⟩, sabemos por la nota anterior que C puede escribirse como sumas
finitas con productos finitos de elementos y complementos de B′. Sea C′ = {(p · r)+ (q · r−) | p, q ∈
B′}. Entonces r = (1 · r) + (0 · r−) ∈ C′, y para cada p ∈ B′, por Principio de absorción, se
tiene que p = p · (p + r−) = ((p · r) + p) · ((p + r−) · 1) = ((p · r) + p) · ((p + r−) · (r + r−)) =
((p · r) + p) · ((p · r) + r−) = (p · r) + (p · r−) ∈ C′, es decir que B′ ∪ {r} ⊆ C′, por otro lado para
cada (p1 · r) + (q1 · r−), (p2 · r) + (q2 · r−) ∈ C′:

((p1 · r) + (q1 · r−)) + ((p2 · r) + (q2 · r−)) = ((p1 · r) + (p2 · r)) + ((q1 · r−) + (q2 · r−)) =
((p1 + p2) · r) + ((q1 + q2) · r−) ∈ C′.

((p1 ·r)+(q1 ·r−))·((p2 ·r)+(q2 ·r−)) = ((p1 ·r)+(q1 ·r−))·(p2 ·r)+((p1 ·r)+(q1 ·r−))·(q2 ·r−) =
((p1 · r) · (p2 · r)) + ((q1 · r−) · (p2 · r)) + ((p1 · r) · (q2 · r−)) + ((q1 · r−) · (q2 · r−)) =
((p1 · p2) · r) + ((q1 · q2) · r−) ∈ C′.

Ya que ((p1 · r) + (q1 · r−)) · ((p−1 · r) + (q−1 · r−)) = ((p1 · p−1 ) · r) + ((q1 · q−1 ) · r−) = 0 y
((p1 ·r)+(q1 ·r−))+((p−1 ·r)+(q−1 ·r−)) = ((p1+p

−
1 )·r)+((q1+q

−
1 )·r−) = r+r− = 1, entonces

por la unicidad del inverso tenemos que ((p1 · r) + (q1 · r−))− = (p−1 · r) + (q−1 · r−) ∈ C′.

Es decir que C′ es una subálgebra booleana que contiene a ⟨B′ ∪ {r}⟩ y puesto que C es la
mínima con esa propiedad, entonces C ⊆ C′. No es difícil ver que C′ ⊆ B′ ∪ {r} y por consiguiente
C′ = C.
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Corolario 1.56. Toda subálgebra booleana finitamente generada es finita.

Demostración: Sean B un álgebra booleana y un conjuntoX ⊆ B finito. Probaremos por inducción
sobre n = |X| que |⟨X⟩| ≤ 22

n

:

Para n = 0, entonces X = ∅ con lo cuál |⟨X⟩| = |{0,1}| = 2 = 22
0

.

Para cada k ∈ N, por hipótesis inductiva supongamos que |⟨X⟩| ≤ 22
k

. Para |X| = k + 1,
elíjase x ∈ X. Por hipótesis inductiva, si X ′ = X\{x}, entonces |⟨X ′⟩| ≤ 22

n

, y por el Lema
1.58, se tiene que ⟨X⟩ = {(p · r) + (q · r−) | p, q ∈ ⟨X ′⟩} y así |⟨X⟩| = |{(p · r) + (q · r−) | p, q ∈
⟨X ′⟩}| ≤ |{p · r | p ∈ ⟨X ′⟩}+ {q · r− | q ∈ ⟨X ′⟩}| ≤ |{p · r | p ∈ ⟨X ′⟩}| |{q · r− | p, q ∈ ⟨X ′⟩}| ≤
22

k · 22k = 22
k+2k = 22(2

k) = 22
k+1

Por lo tanto toda subálgebra finitamente generada es finita.
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Capítulo 2

Campos algebraicamente cerrados
sin elección

En el capitulo anterior mostramos una prueba de la equivalencia del lema del ultrafiltro con
teorema del ideal primo en álgebras booleanas. También probamos el lema de Cowen-Engeler el cual
usaremos para demostrar que todo campo está contenido en un campo algebraicamente cerrado.
El libro Álgebra de Serge Lang, presenta una prueba de que todo campo K está contenido en un
campo algebraicamente cerrado (llamado clausura algebraica del campo K) usando el teorema de
Krull que establece:

"Todo ideal propio I de un anillo conmutativo R, está contenido en un ideal máximo de R"

Resulta que tal resultado es equivalente al Axioma de elección. Para evitar el Axioma de elección
emplearemos el lema de Cowen-Engerlen, para probar que todo ideal propio está contenido en un
ideal primo y probaremos que ambos resultados son equivalentes al lema del ultrafiltro. Lo cual nos
garantizara la existencia de la clausura algebraica del campo K.

De manera similar usando el lema de Zorn, se prueba la unicidad de la clausura algebraica
del campo K, en este caso optaremos por el teorema de tychonoff para espacios Hausdorff. Basta
mencionar que el teorema de Tychonoff es equivalente al Axioma de elección obteniendo el mismo
problema, pero al restringir el teorema de Tychonoff a espacios Hausdorff obtenemos una propiedad
mas débil que elección.

2.1. Algunas definiciones básicas
Nuestro siguiente objetivo es comprender que es un campo y que significa que sea algebraica-

mente cerrado. Para ello analicemos que son los grupos, los anillos, los polinomios y los ideales
junto con algunos resultados relacionados.

Definición 2.1. Sean S un conjunto distinto del vacío y ∗ operación binaria sobre S. Decimos
que (S, ∗) es un semigrupo si:

La operación ∗ es asociativa sobre S, es decir, que para cualesquiera a, b, c ∈ S, a ∗ (b ∗ c) =
(a ∗ b) ∗ c.

Definición 2.2. Sea (S, ∗) un semigrupo y T ⊆ S. Decimos que (T, ∗|T ) es un subsemigrupo
de (S, ∗), si (T, ∗|T ) es un semigrupo. En adelante, si (T, ∗|T ) es un subsemigrupo escribiremos
simplemente (T, ∗).

Ejemplo 2.3. Notemos que un álgebra booleana B con cualquiera de las dos operaciones +, · (ver
Definición 1.22) es un semigrupo.
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Definición 2.4. Sean M un conjunto distinto del vacío y ∗ una operación binaria. Decimos que
(M, ∗) es un monoide si:

(M, ∗) es un semigrupo.

Existe un elemento e ∈M tal que para cada u ∈M , u ∗ e = u = e ∗ u.

Ejemplo 2.5. Para cualquier conjunto X, denotamos a SX como el conjunto de todas las funciones
biyectivas sobre el conjunto X. Entonces SX con la composición como operación forma un monoide
cuyo elemento neutro es la función identidad en X.

Proposición 2.6. Si (M, ∗) un monoide, entonces existe un único elemento e ∈ M tal que para
cada u ∈M , u ∗ e = u = e ∗ u.

Demostración: Sean e, e′ ∈M tal que para cada u ∈M , u ∗ e = u = e ∗ u y u ∗ e′ = u = e′ ∗ u, en
particular e ∗ e′ = e = e′ ∗ e y e ∗ e′ = e′ = e′ ∗ e, por lo tanto e = e′, así concluimos que existe un
único elemento e ∈M tal que para cada u ∈M , u ∗ e = u = e ∗ u, a dicho elemento lo llamaremos
elemento neutro de M

Proposición 2.7. Dado un conjunto de índices I. Si (Si, ∗i) es un monoide para cada i ∈ I,
entonces

∏
i∈I

Si = S es un monoide con la operación ∗. Donde para cada (ai)i∈I , (bi)i∈I ∈ S, se

tiene que (ai) ∗ (bi) = (ai ∗i bi)

Demostración:
La operación ∗ está bien definida, pues cada ∗i es una operación binaria, y con ello para cada

(ai), (bi) ∈ S, entonces ai ∗i bi ∈ Si y así (ai ∗i bi) ∈ S.
Sean (ai), (bi), (ci) ∈ S, entonces ((ai) ∗ (bi)) ∗ (ci) = (ai ∗i bi) ∗ (ci) = ai ∗i (bi ∗i ci) =

(ai) ∗ (bi ∗i ci) = (ai) ∗ ((bi) ∗ (ci)).
Finalmente, definimos e ∈ S como e = (ei), donde ei es el elemento neutro de Si. Entonces

para cada (ai) ∈ S se tiene que (ai) ∗ e = (ai ∗i ei) = (ai) = (ei ∗i ai) = e ∗ (ai), Por lo tanto S es
un monoide.

Definición 2.8. Sean G un conjunto distinto del vacío y ∗ operación binaria. Decimos que (G, ∗)
es un grupo si:

(G, ∗) es un monoide.

Para cada g ∈ G, existe un elemento g′ ∈ G tal que g ∗ g′ = e = g′ ∗ g.

Ejemplo 2.9. Sean X un conjunto y Zp con p primo un grupo. Si consideramos a:

ZXp = {f : X −→ Zp},

ZXp es un grupo con la siguiente operación: Dados f, g ∈ ZXp y z ∈ X, (f ∗ g)(z) = [f(z)][g(z)].

Proposición 2.10. Si (G, ∗) un grupo, entonces para cada g ∈ G existe un único elemento g′ ∈ G
tal que g ∗ g′ = e = g′ ∗ g.

Demostración: Sean g′, g′′ ∈ M tal que para g ∈ G, g ∗ g′ = e = g′ ∗ g y g ∗ g′′ = e = g′′ ∗ g,
entonces g′′ = g′′ ∗ e = g′′ ∗ (g ∗ g′) = (g′′ ∗ g) ∗ g′ = e ∗ g′ = g′, por lo tanto g′ = g′′, así concluimos
que existe un único elemento g′ ∈ M tal que g′ ∗ g = e = g ∗ g′, a dicho elemento lo llamaremos
elemento inverso de g, y lo denotaremos como g−1.

Proposición 2.11. Si (G, ∗) un grupo, entonces para cada a, b ∈ G tenemos que (a ∗ b)−1 =
(b)−1 ∗ (a)−1 y (a−1)−1 = a.
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Demostración: Ya que (a∗ b)∗ (a∗ b)−1 = e y (a∗ b)∗ (b−1 ∗a−1) = a∗ (b∗ b−1)∗a−1 = a∗a−1 = e,
entonces (a ∗ b) ∗ (a ∗ b)−1 = (a ∗ b) ∗ (b−1 ∗a−1), luego (a ∗ b)−1 = (a ∗ b)−1 ∗ ((a ∗ b) ∗ (b−1 ∗a−1)) =
((a ∗ b)−1 ∗ (a ∗ b)) ∗ (b−1 ∗ a−1) = b−1 ∗ a−1.

Por la proposición anterior se sabe que el elemento inverso de a−1 es único, pero a es el inverso
de a−1 lo cual implica que (a−1)−1 = a

Definición 2.12. Decimos que un grupo G es abeliano si:

Para cada x, y ∈ G, x ∗ y = y ∗ x

Sea (G′, ∗) es un grupo. Si (G′, ∗) es un subsemigrupo de (G, ∗) tal que (G′, ∗) es un grupo
entonces (G′, ∗) es un subgrupo de (G, ∗), lo cual lo denotaremos por G′ ≤ G.

Proposición 2.13. Sean G un grupo y J un conjunto de índices. Si Hj ≤ G para cada j ∈ J ,
entonces H =

⋂
j∈J

Hj ≤ G

Demostración:
Afirmamos que H es un monoide. En efecto, si e es el elemento neutro de G, entonces e ∈ Hj

para cada j ∈ J , luego e ∈ H. Por lo tanto H es distinto del vacío. Sean a, b, c ∈ H ⊆ G, así
a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c. Por lo tanto (H, ∗) es un monoide.

Sea h ∈ H, por lo que para cada i ∈ J se tiene que h ∈ Hi y como cada Hi es un grupo, existe
h′ ∈ Hi tal que h ∗ h′ = e = h′ ∗ h. Por lo tanto H ≤ G.

En la proposición anterior, si (G, ∗) es abeliano, entonces para cada x, y ∈ H se tiene que
x ∗ y = y ∗ x. Por lo tanto H es también un grupo abeliano.

Definición 2.14. Dado un grupo (G, ∗) y H ≤ G. Dado un elemento g ∈ G definimos la clase
lateral izquierda (derecha) de g en H como el conjunto gH = {g∗h |h ∈ H} (Hg = {h∗g |h ∈ H}).

Proposición 2.15. Para H ≤ G y para cada g, g0 ∈ G, gH = g0H si y solo sí g−1
0 ∗ g ∈ H

Demostración: ⇒] Como e ∈ H, tenemos que g = g ∗ e ∈ gH = g0H, entonces existe h ∈ H tal
que g = g0 ∗ h, luego g−1

0 ∗ g = g−1
0 ∗ g0 ∗ h = h. Por lo tanto g−1

0 ∗ g = h ∈ H.
⇐] Si g−1

0 ∗ g ∈ H, luego existe h ∈ H tal que g−1
0 ∗ g = h, por lo que g = g0 ∗ h ∈ g0H, lo

cual implica que para cada h′ ∈ H tenemos que g ∗ h′ = (g0 ∗ h) ∗ h′ = g0 ∗ (h ∗ h′) ∈ g0H. Así
gH ⊆ g0H y análogamente obtenemos que g0H ⊆ gH. Por lo tanto gH = g0H.

De manera similar para cada g, g0 ∈ G, tenemos que Hg = Hg0 si y solo sí g ∗ g−1
0 ∈ H.

Definimos la relación ∼ sobre G como sigue:

g ∼ g0 si y solo sí g−1
0 ∗ g ∈ H

Proposición 2.16. La relación ∼ es de equivalencia.

Demostración: Para cada a ∈ G, a−1 ∗ a = e ∈ H, es decir que a ∼ a. Por lo tanto ∼ es reflexiva.
Sean a, b ∈ G tales que a ∼ b, luego a−1 ∗ b ∈ H, como H ≤ G, se tiene que b−1 ∗ a =

(a−1 ∗ b)−1 ∈ H. Por lo tanto ∼ es simétrica.
Ahora sean a, b, c ∈ G tal que a ∼ b y b ∼ c, por definición b−1 ∗ a ∈ H y c−1 ∗ b ∈ H, luego

c−1 ∗ a = (c−1 ∗ b) ∗ (b−1 ∗ a) ∈ H. Por lo tanto ∼ es transitiva.

Con lo anterior podemos definir al siguiente conjunto G/H = {gH | g ∈ G} que denota el
conjunto de clases de equivalencia de G bajo la relación ∼, lo cual por el Teorema 1.13, sabemos
que ∼ induce una partición en el conjunto G.

Definición 2.17. Decimos que un subgrupo H de G es normal, si para cada g ∈ G tenemos que
gH = Hg. Para cada a, b ∈ G definimos el siguiente conjunto aH ·bH = {x∗y |x ∈ aH y y ∈ bH}.
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Proposición 2.18. Sea (H, ∗) un subgrupo normal de (G, ∗). Entonces (G/H, ·) es un grupo.

Demostración: Sean aH, bH ∈ G/H, mostremos que aH · bH = (a ∗ b)H. Sea c ∈ aH · bH,
luego existen h, h1 ∈ H tales que c = (a ∗ h1) ∗ (b ∗ h). Puesto que H un subgrupo normal de
G, entonces h1 ∗ b ∈ Hb = bH, con lo cual existe h2 ∈ H tal que h1 ∗ b = b ∗ h2, entonces
c = (a ∗ h1) ∗ (b ∗ h) = a ∗ (h1 ∗ b) ∗ h = a ∗ (b ∗ h2) ∗ h = (a ∗ b) ∗ (h2 ∗ h) y en consecuencia
c ∈ (a ∗ b)H. Por otro lado sea d ∈ (a ∗ b)H, luego elíjase h ∈ H tal d = (a ∗ b) ∗ h. Como e ∈ H,
entonces (a ∗ b) ∗ h = (a ∗ e) ∗ (b ∗ h) ∈ aH · bH. Por tanto (a ∗ b)H = aH · bH.

Sean a, a′, b, b′ ∈ H tales que aH = a′H y bH = b′H, demostremos que (a ∗ b)H = (a′ ∗ b′)H.
Para ello sea c ∈ (a ∗ b)H, entonces existe h ∈ H tal que c = (a ∗ b) ∗ h. Puesto que a ∈ aH = a′H
y b ∈ bH = b′H, luego existen h′, h1 ∈ H tales que a = a′ ∗ h1 y b = b′ ∗ h′, con lo cual
a∗b = (a′ ∗h′)∗(b′ ∗h′) = a′ ∗(h1 ∗b′)∗h′...(1). Nuevamente por la normalidad de H, existe h2 ∈ H
tal que h1 ∗ b′ = b′ ∗ h2 y por (1), a ∗ b = a′ ∗ (b′ ∗ h2) ∗ h′ = (a′ ∗ b′) ∗ (h2 ∗ h′) ∈ (a′ ∗ b′)H. Por lo
que (a ∗ b) ∗ h ∈ (a′ ∗ b′)H, es decir que (a ∗ b)H ⊆ (a′ ∗ b′)H. Análogamente, (a′ ∗ b′)H ⊆ (a ∗ b)H,
de lo anterior se obtiene que (a ∗ b)H = (a′ ∗ b′)H. Por lo tanto · es una operación binaria en G/H.

Ya que ∗ es una operación asociativa. entonces para cada a, b, c ∈ G se tiene que (aH ·bH)·cH =
(a∗b)H ·cH = ((a∗b)∗c)H = (a∗ (b∗c))H = aH · (b∗c)H = aH · (bH ·cH). Por tanto la operación
· es asociativa.

Ahora proponemos a eH = H como el elemento neutro en (G/H, ·), pues para cada aH ∈ G/H
se tiene que aH ·H = (a · e)H = aH.

Puesto que (G, ∗) es un grupo, para cada a ∈ G, existe un elemento a−1 ∈ G que es inverso de
a. Luego aH · a−1H = (a ∗ a−1)H = eH = H. Por lo tanto (G/H, ·) es un grupo.

En la proposición anterior, si (G, ∗) es abeliano, entonces para cada aH, bH ∈ G/H, aH · bH =
(a ∗ b)H = (b ∗ a)H = bH · aH. Por lo tanto (G/H, ·) es abeliano.

Definición 2.19. Sean R un conjunto y +, · dos operaciones binarias que se les llamara adición
y multiplicación respectivamente, decimos que (R,+, ·) es un anillo si:

(R,+) es un grupo abeliano, con 0R como elemento neutro.

(R, ·) es un semigrupo.

La multiplicación es distributiva con respecto de la suma, es decir:

• Para cualesquiera a, b, c ∈ R, a · (b+ c) = (a · b) + (a · c)
• Para cualesquiera a, b, c ∈ R, (b+ c) · a = (b · a) + (c · a)

Decimos que un anillo (R,+, ·) es un anillo con uno si (R,+, ·) es un anillo y (R, ·) es un
monoide donde 1R es el elemento neutro.

Decimos que un elemento r ∈ R es unidad si existe r′ ∈ R, tal que r ·r′ = r′ ·r = 1R. De manera
similar a la Proposición 2.10, podemos probar que el inverso multiplicativo para cada unidad en
el anillo R es único.

En la definición anterior, si (R,+, ·) es un anillo con uno, entonces a los elementos 0R y 1R los
llamaremos elemento neutro de la adición y elemento neutro de la multiplicación respectivamente.

Decimos que (R′,+, ·) es un subanillo de (R,+, ·), si R′ ⊆ R y (R′,+, ·) es un anillo.

Proposición 2.20. En un anillo (R,+, ·), para cada a ∈ R, a · 0R = 0R.

Demostración: Notemos que 0R + 0R = 0R, entonces a · 0R = a · (0R + 0R) = a · 0R + a · 0R, luego
0R = a · 0R − a · 0R = (a · 0R + a · 0R)− a · 0R = a · 0R + (a · 0R − a · 0R) = a · 0R.

Definición 2.21. Sean (R,+, ·) un anillo y (S, ∗) un semigrupo, definimos al conjunto

R[S] = {f : S −→ R | f(s) ̸= 0R para un subconjunto finito de S}.
Con las siguientes operaciones sobre el conjunto R[S]:
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i) (f + g)(s) = f(s) + g(s).

ii) (f · g)(s) =
∑
j∗i=s

f(j) · g(i).

Definición 2.22. Si f es un elemento de R[S], denotaremos

sop(f) = {x ∈ S | f(x) ̸= 0R}.

Proposición 2.23. (R[S],+, ·) es un anillo.

Demostración: Veamos que +, · son operaciones binarias. Sean f, g ∈ R[S], entonces sop(f) y
sop(g) son finitos, demostremos que sop(f) ∪ sop(g) es finito.

Para ello, supongamos que sop(f + g) ̸⊆ sop(f) ∪ sop(g). + s ∈ sop(f + g)\(sop(f) ∪ sop(g)),
entonces (f + g)(s) ̸= 0R, pero f(s) = 0R y g(s) = 0R, lo cual implica que (f + g)(s) = 0R una
contradicción. En consecuencia sop(f + g) ⊆ sop(f) ∪ sop(g).

Por otro lado sea s ∈ sop(f ·g), entonces (f ·g)(s) = ∑
j∗i=s

f(j) · g(i) ̸= 0R, luego existen i ∈ sop(g)

y j ∈ sop(g) tales que j ∗ i = s. Como sop(f) y sop(g) son finitos, lo cual implica que el conjunto
de elementos de la forma f(j) · g(i) ̸= 0R es finito. Por consiguiente f · g es finito.

Sean f, g, h ∈ R[S], entonces (f + (g + h))(s) = f(s) + (g + h)(s) = f(s) + (g(s) + h(s)) =
(f(s)+g(s))+h(s) = ((f+g)(s))+h(s) = ((f+g)+h)(s) y (f · (g ·h))(s) = ∑

i∗j=s
f(i) · (g · h)(j) =∑

i∗j=s
f(i) · ( ∑

k∗l=j

g(k) · h(l)) = ∑
i∗(k∗l)=s

f(i) · (g(k) · h(l)), análogamente obtenemos que ((f · g)·h)(s) =∑
i∗(k∗l)=s

(f(i) · g(k)) · h(l) por la asociatividad de · obtenemos que ((f · g)·h)(s) = (f · (g · h))(s).

Notemos que f, g ∈ R[S], se tiene que (f + g)(s) = f(s) + g(s) = g(s) + f(s) = (g+ f)(s). En
particular si · es conmutativa se obtiene que (f · g)(s) = ∑

i∗j=s
f(i) · g(j) = ∑

i∗j=s
g(j) · f(i) = (g · f)(s).

Proponemos a 0 ∈ R[S] tal que 0(s) = 0R para cada s ∈ S como el elemento neutro con respecto
a la operación +. Pues (f + 0)(s) = f(s) + 0(s) = f(s) = 0(s) + f(s) = (0 + f)(s).

Para cada f ∈ R[S], definimos a f− : S −→ R tal que f−(s) = −f(s) (el inverso aditivo de
f(s) ∈ R). Luego (f + f−)(s) = f(s) + f−(s) = f(s)− f(s) = 0(s) = (f− + f)(s).

Veamos que · se distribuye sobre +. En efecto, pues (f · (g + h))(s) =
∑

i∗j=s
f(i) · (g+ h)(j) =∑

i∗j=s
f(i) · (g(j) + h(j)) =

∑
i∗j=s

(f(i) · g(j) + f(i) · h(j)) =
∑

i∗j=s
(f(i) · g(j)) + ∑

i∗j=s
(f(i) · h(j)) = (f ·

g)+ (f · h). Análogamente se obtiene que ((g+ h) · f)(s) = (g · f)+ (h · f).
Por lo tanto (R[S],+, ·) es un anillo.

En la proposición anterior, si (S, ∗) es un monoide cuyo elemento neutro es 1S , y (R,+, ·) es
un anillo con uno. Entonces, proponemos a 1 ∈ R[S] tal que 1(s) = 0 si s ̸= 1S y 1(1S) = 1R como
el elemento neutro con respecto a la multiplicación. Pues (f · 1)(s) = ∑

i∗j=s
f(i)1(j) pero 1(j) = 0 si

j ̸= 1S , entonces (f · 1) = f . Análogamente, obtenemos que f = (1 · f).
Al anillo (R[S],+, ·) le llamaremos simplemente anillo semigrupo. En caso de que (M, ∗) sea

un monoide y (R,+, ·) es un anillo con uno, entonces denominaremos al anillo (R[M ],+, ·) como
anillo monoide. A los elementos del anillo semigrupo (monoide) los llamaremos polinomios.

Para (R[S],+, ·) un anillo semigrupo (o monoide) y f ∈ R[S], si T = sop(f) entonces podemos
expresar al polinomio f como f =

∑
s∈T

f(s)·s. Lo anteriormente mencionado puede consultarlo en [4].

En particular como (N,+) es un monoide obtenemos el anillo de polinomios R[N] que denotare-
mos como R[X], cabe aclarar que la operación en (N,+) no necesariamente es la misma operación
suma que la del anillo (R,+, ·). Cada elemento en f ∈ R[X], sea n = máx{m ∈ N | f(m) ̸= 0}
entonces podemos expresar a cada polinomio f como f(x) =

n∑
i=1
ai · xi, donde ai = f(i). Diremos

que el polinomio f es de grado n.

23



Campos algebraicamente cerrados sin elección
2.1 Algunas definiciones básicas

Decimos que un polinomio f(x) = a0 + a1 · x+ . . .+ an · xn es mónico si an = 1R. Además
definimos al grado del polinomio f(x) como gr(f) = max{m ∈ N | f(m) ̸= 0}. Decimos que un
polinomio es lineal si es de la forma f(x) = a · x+ b, donde a, b ∈ R (es decir que gr(f) = 1).

Sea + una operación sobre el conjunto Nn tal que (x1, . . . , xn)+(y1, . . . , yn) = (x1+x2, . . . , xn+
yn). Entonces, (Nn,+) es un monoide, obtiendo el anillo de polinomios de n-variables R[Nn] deno-
tado como R[X1, . . . , Xn].

Definición 2.24. Sean (R,+, ·) y (R′,+, ·) anillos. Decimos que una función ϕ : R −→ R′ es un
morfismo de anillos si para cada x, y ∈ R, ϕ(x+ y) = ϕ(x)+ϕ(y) y ϕ(x · y) = ϕ(x)·ϕ(y).

Por otro lado ϕ es un monomorfismo de anillos si para cada f : R′′ −→ R y g : R′′ −→ R
morfismos de anillos tales que ϕ ◦ f = ϕ ◦ g entonces f = g.

Ejemplo 2.25. Dados dos anillos (R,+, ·) y (R′,+, ·), definimos una función 0 : R −→ R′ tal que
0(r) = 0R′ para cada r ∈ R, luego 0(r+ r′) = 0(r)+0(r′) = 0R′+0R′ = 0′R y 0(r · r′) = 0(r)·0(r′) =
0R′ ·0R′ = 0′R. Por lo tanto 0 es un morfismo de anillos

Proposición 2.26. Dados dos anillos (R,+, ·), (R′,+, ·) y un morfismo de anillos ϕ : R −→ R′,
entonces ϕ(0R) = 0R′ y −ϕ(r) = ϕ(−r).

Demostración: Ya que ϕ(0R) = ϕ(0R + 0R) = ϕ(0R)+ϕ(0R), entonces ϕ(0R) = 0R′ .
Ahora ya que ϕ(0R) = 0R′ , luego ϕ(r)+ϕ(−r) = ϕ(r − r) = 0R′ . Por lo tanto ϕ(−r) = −ϕ(r)

Sea R un anillo. Dado c ∈ R, definimos la función Evc : Z[X] −→ R tal que para cada f(x) ∈
Z[X], Evc(f(x)) = f(c). Probemos que Evc es un morfismo de anillos. Sean f(x), g(x) ∈ Z[X],
entonces Evc(f(x) + g(x)) = Evc((f + g)(x)) = (f + g)(c) = f(c) + g(c) = Evc(f(x)) +Evc(g(x))
y Evc(f(x) · g(x)) = Evc((f + g)(x)) = (f + g)(c) = f(c) + g(c) = Evc(f(x)) + Evc(g(x))

Proposición 2.27. Dados dos anillos (R,+, ·), (R′,+, ·) y un morfismo de anillos ϕ : R −→ R′,
entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

a) ϕ es un monomorfismo.

b) ϕ es inyectivo.

c) Ker(ϕ) = {0R} (Donde ker(ϕ) = {x ∈ R |ϕ(x) = 0R′}).

Demostración: a) ⇒ b) Por contradicción. Supongamos que ϕ no es inyectivo, por lo que existen
a, b ∈ R distintos tales que ϕ(a) = ϕ(b), sean Eva : Z[X] −→ R y Evb : Z[X] −→ R. Entonces
Eva(x) = a, Evb(x) = b y además ϕ(Eva(x)) = ϕ(a) = ϕ(b) = ϕ(Evb(x)), pero ϕ al ser monomor-
fismo, entonces Eva = Evb y en particular a = Eva(x) = Evb(x) = b, una contradicción. Por lo
tanto ϕ es inyectiva.

b) ⇒ c) Puesto que ϕ(0R) = 0R′ , luego {0R} ⊆ Ker(ϕ). Sea r ∈ Ker(ϕ) por consiguiente,
ϕ(r) = 0R′ = ϕ(0R), por ser ϕ inyectiva tenemos que r = 0R y con ello Ker(ϕ) ⊆ {0R}. Por lo
tanto Ker(ϕ) = {0R}.

c) ⇒ a) Ahora consideremos f : R′′ −→ R y g : R′′ −→ R morfismos de anillos tales que
ϕ(f(x)) = ϕ(g(x)), luego ϕ(f(x) − g(x)) = ϕ(f(x)) − ϕ(g(x)) = 0R′ y ya que Ker(ϕ) = 0R,
entonces f(x) − g(x) = 0R con lo cual f(x) = g(x) y así f = g. Por lo tanto ϕ es monomorfismo.

Definición 2.28. Dado un anillo (R,+, ·), decimos que un conjunto I ⊆ R es un ideal izquierdo
(derecho) si cumple que:

(I,+) es un subgrupo de (R,+).

Para cada r ∈ R y a ∈ I, entonces r · a ∈ I (a · r ∈ I).
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Decimos que I es un ideal (bilateral) si este es un ideal derecho e izquierdo.

Proposición 2.29. Dados dos anillos (R,+, ·), (R′,+, ·) y un morfismo de anillos f : R −→ R′,
entonces Ker(f) es un ideal del anillo (R,+, ·).

Demostración: En la demostración de b) ⇒ c) de la proposición anterior sabemos que 0R ∈ ker(f).
Ahora sean a, b ∈ Ker(f), luego f(a+ b) = f(a)+f(b) = 0R′+0R′ = 0R′ , entonces a+ b ∈ Ker(f),
Para cada a ∈ Ker(f), f(−a) = −f(a) = −0R = 0R, es decir que −a ∈ Ker(f). Por otro lado ya
que + es asociativo, tenemos que (Ker(f),+) es un subgrupo de (R,+).

Para cada r ∈ R y a ∈ Ker(f), f(r·a) = f(r)·f(a) = f(r)·0R′ = 0R′ , es decir que r·a ∈ Ker(f).
Análogamente a · r ∈ Ker(f). Por lo tanto Ker(f) es un ideal.

Al conjunto Ker(f) lo llamaremos como el kernel del morfismo f .

Definición 2.30. Decimos que ϕ : R −→ R′ es un epimorfismo de anillos, si para cada f : R′ −→
R′′ y g : R′ −→ R′′ morfismos de anillos tales que f ◦ ϕ = g ◦ ϕ, entonces f = g.

Proposición 2.31. Sea ϕ : R −→ R′ un morfismo de anillos suprayectivo, entonces ϕ es un
epimorfismo.

Demostración: Sean f : R′ −→ R′′ y g : R′ −→ R′′ morfismos de anillos tales que para cada x ∈ G,
f(ϕ(x)) = g(ϕ(x)) por la suprayectividad de ϕ para cada r′ ∈ R′, existe r ∈ R tal que ϕ(r) = r′,
luego f(r′) = f(ϕ(r)) = g(ϕ(r)) = g(r′), luego f = g. Por lo tanto ϕ es epimorfismo.

Nota 2.32. El recíproco de la proposición anterior no es verdadero. Pues tomando a los anillos
(Z,+, ·) y (Q,+, ·) con sus respectivas operaciones usuales (+, ·). Sea ι : Z −→ Q una función tal
que para cada z ∈ Z, i(z) = z. No es difícil probar que ι es un morfismo que no es suprayectivo.
Afirmamos que es un epimorfismo, pues para cada f : Q −→ R y g : Q −→ R morfismos de
anillos tales que f ◦ ι = g ◦ ι. Entonces, para cada z ∈ Z, f(z) = f(ι(z)) = g(ι(z)) = g(z). Con
ello, para cada a

b ∈ Q, tenemos que f(ab ) = f( 1ba) = f( 1b ) · f(a) = f( 1b ) · g(a) = f( 1b ) · g(b
a
b ) =

f( 1b ) · g(b) · g(
a
b ) = f( 1b ) · f(b) · g(

a
b ) = f( 1b b) · g(

a
b ) = f(1) · g(ab ) = g(1) · g(ab ) = g(1 · ab ) = g(ab ) y

con lo cual f = g. Por lo tanto ι es un epimorfismo que no es suprayectivo

Definición 2.33. Dados dos anillos (R,+, ·) y (R′,+, ·), decimos que ϕ : R −→ R′ es un isomor-
fismo de anillos si existe un morfismo de anillos g : R′ −→ R tal que ϕ ◦ g = IdR′ y g ◦ ϕ = IdR.

Si esto ocurre decimos que (R,+, ·) y (R′,+, ·) son isomorfos y lo denotamos como R ∼= R′.

Nota 2.34. Notemos que dicha función g en la definición anterior es única, pues supongamos
que existe otro morfismo de anillos g∗ : R′ −→ R tal que ϕ ◦ g∗ = IdR′ y g∗ ◦ ϕ = IdR, entonces
g = IdR ◦ g = (g∗ ◦ ϕ) ◦ g = g∗ ◦ (ϕ ◦ g) = g∗ ◦ IdR′ = g∗. A dicha función la denotaremos
simplemente como ϕ−1.

Además la composición de isomorfismos es también un isomorfismo. Para poder demostrar este
hecho, sean ϕ1 : R −→ R′ y ϕ2 : R′ −→ R′′ isomorfismos de anillos, entonces ϕ1 ◦ ϕ−1

1 = IdR′ ,
ϕ−1
1 ◦ ϕ1 = IdR, ϕ2 ◦ ϕ−1

2 = IdR′′ y ϕ−1
2 ◦ ϕ2 = IdR′ . Por lo tanto, (ϕ2 ◦ ϕ1) ◦ (ϕ−1

1 ◦ ϕ−1
2 ) =

ϕ2 ◦ (ϕ1 ◦ ϕ−1
1 ) ◦ ϕ−1

2 = ϕ2 ◦ ϕ−1
2 = IdR′′ y análogamente (ϕ−1

1 ◦ ϕ−1
2 ) ◦ (ϕ2 ◦ ϕ1) = IdR. Es decir

que ϕ2 ◦ ϕ1 es un isomorfismo

Proposición 2.35. Todo isomorfismo de anillos es un monomorfismo y un epimorfismo de anillos.

Demostración: Sea ϕ : R −→ R′ un isomorfismo, entonces existe ψ : R′ −→ R tal que ϕ◦ψ = IdR′

y ψ ◦ ϕ = IdR. Sean f : R′′ −→ R y g : R′′ −→ R morfismos tales que ϕ ◦ g = ϕ ◦ f , entonces
g = IdR ◦ g = (ψ ◦ ϕ) ◦ g = ψ ◦ (ϕ ◦ g) = ψ ◦ (ϕ ◦ f) = (ψ ◦ ϕ) ◦ f = IdR ◦ f = f , es decir que ϕ es
un monomorfismo. Análogamente obtenemos que ϕ es epimorfismo.

Proposición 2.36. Dados dos anillos (R,+, ·) y (R′,+, ·). Son equivalentes para un morfismo de
anillos f : R −→ R′ lo siguiente:
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a) f es un isomorfismo de anillos.

b) f es biyectiva (es decir que f es una función inyectiva y suprayectiva).

Demostración:
a) ⇒ b) Por la Proposición 2.27, f es inyectivo. Para probar que f es una una función supra-

yectiva, notemos que existe un morfismo de anillos g : R′ −→ R tal que f ◦ g = IdR′ y g ◦ f = IdR.
Con ello, para cada r′ ∈ R′, f(g(r′)) = (f ◦ g)(r′) = IdR′(r′) = r′ y puesto que g(r′) ∈ R, sea
r ∈ R tal que r = g(r′). Con lo cual, para cada r′ ∈ R existe r ∈ R, tal que f(r) = r′. Por lo tanto
f es suprayectiva. Así, podemos concluir que f es un morfismo biyectivo.

a) ⇒ b) Por la Proposición 2.27, desde que f es un morfismo inyectivo, entonces f es un
monomorfismo. Por la Proposición 2.31 f es un epimorfismo. Por lo tanto f es un isomorfismo de
anillos.

Nota 2.37. Decimos que un anillo (R,+, ·) se sumerge en un anillo (R′,+, ·), si existe un morfismo
inyectivo ϕ : R −→ R′.

Por ejemplo, el anillo (R,+, ·) se sumerge sobre el anillo de polinomios (R[X],+, ·), pues la
siguiente función es un morfismo inyectivo i : R −→ R[X] donde i(r) = r para cada r ∈ R.

Definición 2.38. Dados dos anillos (A,+, ·), (B,+, ·) tales que (A,+, ·) es subanillo de (B,+, ·).
Decimos que α ∈ B es una raíz para un polinomio f(x) ∈ A[X] si f(α) = 0R.

Ejemplo 2.39. Dado un anillo (R,+, ·). Sea un conjunto S ⊆ R, definimos:

I(S) = ∩{I ⊆ R | I es un ideal izquierdo, tal que S ⊆ I}.

Entonces I(S) es un ideal izquierdo.
Demostración:

Por la proposición 2.13, (I(S),+) es un subgrupo de (R,+). Sean r ∈ R y s ∈ I(S), entonces
para cada ideal I ′ ∈ {I ⊆ R | I es un ideal izquierdo} se tiene que sr ∈ I ′ y en consecuencia
sr ∈ I(S). Por lo tanto I(S) es un ideal izquierdo.

Notemos que I(S) es el menor ideal que contiene a S. Para ello supongamos que J es el minimo
ideal que contiene a S, luego J ⊆ I(S). Pero como J es ideal y J contiene a S, entonces por como
definimos a I(S), tenemos que I(S) ⊆ J . Por lo tanto I(S) = J

En particular, dado un elemento r ∈ R, denotamos al ideal principal derecho (izquierdo) ge-
nerado por el elemento r como el conjunto Rr = {a · r | a ∈ R} (rR = {r · a | a ∈ R}). Análoga-
mente, también definimos al ideal principal (bilateral) generado por el elemento r como el conjunto
(r) = {a · r · b | a, b ∈ R}.

De manera similar dado un anillo R podemos demostrar la existencia de un subanillo generado
por un conjunto S, denotado por R(S).

Sabemos que (R/I, ∗) es un grupo, donde para cada a + I, b + I ∈ R/I se tiene que (a + I) ∗
(b + I) = (a + b) + I. Definiendo otra operación • en R/I tal que (a + I) • (b + I) = (a · b) + I
tenemos el siguiente resultado:

Proposición 2.40. (R/I, ∗, •) es un anillo.

Demostración:
Desde que (I,+) es un subgrupo de (R,+) y (R,+) es un grupo abeliano, entonces (I,+) es

un subgrupo normal de (R,+) y así (R/I, ∗) es un grupo abeliano.
Sean r, r′, s, s′ ∈ R tales que r+ I = r′+ I y s+ I = s′+ I, entonces r− r′ ∈ I y s− s′ ∈ I, por

la definición de ideal s′ · (r− r′) ∈ I y (s− s′) · r ∈ I, luego como (I,+) es un grupo s · r− s′ · r′ =
s′ · (r−r′)− (s−s′) ·r ∈ I. Por lo tanto (s+I)• (r+I) = (s ·r)+I = (s′ ·r′)+I = (s′+I)• (r′+I).
Por lo tanto • es una operación binaria en R/I.
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Ya que la operación · es asociativa en R, tenemos que para cada a, b, c ∈ R, ((a+I)•(b+I))•(c+
I) = ((a·b)+I)•(c+I) = ((a·b)·c)+I = (a·(b·c))+I = (a+I)•((b·c)+I) = (a+I)•((b+I)•(c+I)).

Por la distribución de la suma sobre el producto en R, tenemos que para cada a, b, c ∈ I,
((a + I) • (b + I)) ∗ ((a + I) • (c + I)) = ((a · b) + I) ∗ ((a · c) + I) = ((a · b) + (a · c)) + I =
(a · (b+ c)) + I = (a+ I) • ((b+ c) + I) = (a+ I) • ((b+ I) ∗ (c+ I)).

En caso que (R,+, ·) sea un anillo con uno, entonces para cualquier r ∈ R, 1R · r = r · 1R = r,
Proponemos a 1R + I como elemento neutro de (R/I, •). Pues para cada r + I ∈ R/I, (r + I) •
(1R + I) = (r · 1R) + I = r + I.

Y particular si (R,+, ·) es un anillo con división, entonces para cada r ∈ R, existe un elemento
r′ ∈ R tal que r · r′ = 1R. Notemos que r′ + I es el inverso multiplicativo de r + I. En efecto,
(r + I) • (r′ + I) = (r · r′) + I = 1R + I = (r′ + I) • (r + I).

Nota 2.41. Definamos la siguiente función ν : R −→ R/I tal que ν(r) = r + I. Notemos que
ν(r + r′) = (r + r′) + I = (r + I) ∗ (r′ + I) = ν(r) ∗ ν(r′). Análogamente, ν(r · r′) = ν(r) • ν(r′),
Por lo tanto ν es un morfismo de anillos. Para cada r + I ∈ R/I, ν(r) = r + I es decir que ν es
un morfismo suprayectivo, lo cual implica que ν es un epimorfismo.

Teorema 2.42. (Primer teorema de isomorfismos)
Sea φ : R −→ R′ un morfismo de anillos con núcleo Ker(φ) = I. Entonces I es un ideal de R

y existe un único monomorfismo φ : R/I −→ R′ tal que φ = φ◦ν, donde ν es el morfismo natural.
En otras palabras el siguiente diagrama conmuta:

R

ν

��

φ // R′

R/I

∃!φ

==

Demostración:
La Proposición 2.29 nos dice que I es un ideal de R.
Definimos a φ tal que para cada r+ I ∈ R/I, φ(r+ I) = φ(r). Probemos que φ es una función,

para ello sean x+I, y+I ∈ R/I tal que x+I = y+I, entonces x−y ∈ I por lo que existe z ∈ I tal
que z = x−y. Así tenemos que x = z+y, con lo cual φ(x) = φ(x+I) = φ((z+y)+I) = φ(z+y) =
φ(z) + φ(y) y puesto que z ∈ I = Ker(φ), tenemos que φ(z) + φ(y) = 0 + φ(y) = φ(y + I).

Por otro lado tenemos que φ((r1+I)+(r2+I)) = φ((r1+r2)+I) = φ(r1+r2) = φ(r1)+φ(r2) =
φ(r1+ I)+φ(r2+ I) y además φ((r1+ I) · (r2+ I)) = φ((r1 · r2)+ I) = φ(r1 · r2) = φ(r1) ·φ(r2) =
φ(r1 + I) · φ(r2 + I). De aquí podemos afirmar que φ es un morfismo de anillos.

Notemos que φ hace conmutar el triangulo, pues para cada r ∈ R, φ ◦ ν(r) = φ(ν(r)) =
φ(r + I) = φ(r), es decir que φ = φ ◦ ν.

Notemos que φ es monomorfismo, pues sean x + I, y + I ∈ R/I tales que φ(x) = φ(x + I) =
φ(y+ I) = φ(y), entonces φ(x− y) = φ(x)− φ(y) = 0R′ , luego x− y ∈ Ker(φ) = I lo cual sucede
si y solo sí x+ I = y + I.

Veamos la unicidad de φ. Para ello sea σ : R/I −→ R′ tal que σ ◦ ν = φ. Luego por ser ν un
epimorfismo y ya que φ ◦ ν = φ = σ ◦ ν, entonces φ = σ. Por lo tanto φ es el único monomorfismo
que hace conmutar el triangulo.

Proposición 2.43. Sean I, J ideales en un anillo (R,+, ·). Entonces I +J = {i+ j | i ∈ I, j ∈ J}
es un ideal.

Demostración: Por ser I, J ideales, entonces 0R ∈ I y 0R ∈ J , entonces 0R = 0R + 0R ∈ I + J .
Por otro lado, para cada a = i1+ j1 ∈ I+J y b = i2+ j2 ∈ I+J (donde i1, i2 ∈ I y j1, j2 ∈ J),

por la conmutatividad de la operación suma, a+b = (i1+ i2)+(j1+j2) ∈ I+J . En consecuencia +
es una operación binaria, que hereda las propiedades asociativas y conmutativas del anillo. Ahora,
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probemos que cada elemento de I + J tiene un inverso aditivo. Para cada c = i + j ∈ I + J con
i ∈ I y j ∈ J , existen −i ∈ I y −j ∈ J , con ello −c = −i− j ∈ I + J . Por consiguiente (I + J,+)
es un grupo.

Dado c ∈ I+J , como c = i+ j con i ∈ I y j ∈ J , entonces para cada r ∈ R, r · i ∈ J y r · j ∈ J ,
luego r · c = r · i+ r · j ∈ I + J . Por lo tanto I + J es un ideal.

Nota 2.44. Dado un una familia de ideales derechos {Im}m∈M de un anillo (R,+, ·), definimos
al conjunto:

K =
∑
m∈M

Im = {
n∑
i=1

ri · ai | ri ∈ R, ai ∈ Ii}.

Usando un razonamiento análogo a la proposición anterior no es difícil ver que dicho conjunto es
de hecho un ideal.

Por otro lado, si J es el ideal generado por la unión de {Im}m∈M , entonces J es igual que K.
Por la minimalidad del ideal J , entonces J ⊆ K. Para probar la otra contención, sea y ∈ K y por
como está definido este conjunto, existen ri ∈ R y ai ∈ Ii tales que y =

n∑
i=1
ri · ai, Por lo tanto y ∈ J

y con ello J ⊆ K. Esto prueba que: ∑
m∈M

Im = I(
⋃
m∈M

Im).

Es decir, que cada elemento del conjunto K puede verse como una combinación lineal finita de
elementos de J .

2.2. Extensiones de campos
Definición 2.45. Dado un conjunto K, y dos operaciones binarias + (adición) y · (multiplicación).
Decimos que (K,+, ·) es un campo si:

(K,+, ·) es un anillo con 0K el elemento neutro de la suma y 1K es el elemento neutro del
producto (0K ̸= 1K).

(K, ·) es abeliano.

Para cada elemento x ∈ K\{0R}, existe y ∈ K tal que x · y = 1K .

Proposición 2.46. Los únicos ideales de un campo (F,+, ·) son {0F }, F .

Demostración: Claramente {0F } es un ideal de (F,+, ·). Ahora sea J un ideal distinto de {0F }
entonces existe r ∈ J tal que r ̸= 0F , entonces ya que F es un campo tenemos que r−1 ∈ F y en
consecuencia 1F = r · r−1 ∈ J . Por lo tanto, para cada r′ ∈ F tenemos que r′ = r′ · 1F ∈ J , es
decir F ⊆ J y así J = F .

Definición 2.47. Dado un campo (K,+, ·), decimos que un polinomio p(x) ∈ K[X] es un polino-
mio irreducible si cumple lo siguiente:

gr(p) > 0

Si p(x) = g(x)h(x), entonces gr(g) = 0 ó gr(h) = 0.

Decimos que un polinomio es reducible, si este no es irreducible.

Decimos que un polinomio f ∈ K[X], es mónico si su coeficiente principal es 1. Es decir que si
f(x) = an · xn + . . .+ a1 · x+ a0, entonces an = 1.

El siguiente resultado puede consultarlo en el capitulo IV , Teorema 1.1 en [10], dicha prueba
es libre de elección.
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Proposición 2.48. (algoritmo de la división)
Sean (R,+, ·) un anillo conmutativo y f, g ∈ R[X] distintos de cero. Entonces, existen q, r ∈

R[X] únicos tales que
f(x) = g(x)q(x) + r(x)

con 0 ≤ gr(r(x)) < gr(m(x)).

Definición 2.49. Decimos que un anillo conmutativo (R,+, ·) es dominio entero si para cuales-
quiera a, b ∈ R, tales que a · b = 0R entonces a = 0R ó b = 0R.

Decimos que un dominio entero (R,+, ·) es un dominio de ideales principales, si todo ideal I
es un ideal principal (es decir que para cada ideal I, existe un elemento r ∈ R tal que I = (r)).

Ejemplo 2.50. Todo campo es un dominio entero.
Demostración: Sean (K,+, ·) un campo y a, b ∈ K tales que a · b = 0K . Supongamos que a ̸= 0K ,
entonces a tiene elemento inverso. Con lo cual, b = 1K ·b = (a−1 ·a)·b = a−1 ·(a·b) = a−1 ·0K = 0K .
Por lo tanto (K,+, ·) es un dominio entero.

Proposición 2.51. Dado un dominio entero (R,+, ·), si c · a = c · b para cada c ̸= 0, entonces
a = b.

Demostración: Puesto que c · a = c · b, entonces c · (a− b) = c · a− c · b = 0, Pero c ̸= 0 y (R,+, ·)
es dominio entero, luego a− b = 0. Por lo tanto a = b.

Proposición 2.52. Sea F un campo, entonces F [X] es un ideal de dominios principales

Demostración: Descartando los casos triviales en que los ideales son de la forma {0F } = (0F ) y
(1F ) = F [X].

Consideremos al ideal J distinto de F [X] y {0F }. Puesto que N es un conjunto bien ordenado,
sea n = min{gr(f) | f(x) ∈ J} y elíjase a p(x) ∈ J tal que gr(p) = n, entonces (p(x)) ⊆ J . Ahora,
sea a(x) ∈ J tal que p(x) ∤ a(x), entonces por el algoritmo de la división existen r(x), q(x) ∈ F [X]
tales que p(x) = a(x)q(x)+r(x) y gr(r) < gr(p) con r ̸= 0. Por lo tanto r(x) = p(x)−a(x)q(x) ∈ J ,
una contradicción. Así obtenemos que p(x)|a(x) y por lo tanto J ⊆ (p(x)).

Proposición 2.53. Dado un campo (K,+, ·) y p(x) ∈ F [X]. Si p(x) es un polinomio irreducible
entonces (p(x)) es un ideal máximo.

Demostración: Por contrarrecíproca supongamos que (p(x)) no es un ideal máximo, luego existe
q(x) ∈ F [X] tal que (p(x)) ⊊ (q(x)) ⊊ F [X]. Esto implica que q(x), p(x) ̸∈ F (gr(p) ̸= 0 ̸= gr(q)),
además p(x) ∈ (q(x)), entonces existe r(x) ∈ F [X] tal que q(x)r(x) = p(x) (q(x) | p(x)), luego
tenemos que gr(p) = gr(q) + gr(r). Supongamos que gr(r) = 0, entonces r(x) ∈ F por lo que r es
unidad y consecuentemente q(x) = p(x)(r(x))−1 ∈ (p(x)), lo cual contradice que (p(x)) ⊊ (q(x)).
Por lo tanto gr(r) > 0, esto implica que p(x) es un polinomio reducible.

Proposición 2.54. Dado un anillo (R,+, ·), si J es un ideal máximo entonces R/J es un campo.

Demostración: Sea J + a ∈ R/J (donde a ̸∈ J) y consideremos al ideal K = J + (a), por la
maximalidad de J y que J ⊆ K, entonces tenemos que K = R. Esto implica que 1R ∈ K, luego
existen j ∈ J y r ∈ R tales que 1R = j + r · a, con lo cual J + 1R = J + (r · a) = (J + r) · (J + a).
Por lo tanto J + a tiene inverso multiplicativo y con ello R/I es un campo.

Decimos que (K ′,+, ·) es un subcampo de (K,+, ·), si K ′ ⊆ K y K ′ es un campo. De esta
manera decimos que (K,+, ·) es una extensión de campos de (K ′,+, ·) lo cual lo denotaremos
como K/K ′.

Teorema 2.55. (Primer teorema de kronecker) Dado un campo (F,+, ·) y f(x) ∈ F [X]. Entonces
existe una extensión de campos E de F tal que f(α) = 0 para α ∈ E.
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Demostración: Como F es un campo entonces F [X] es un dominio de factorización única. Sea
p(x) un polinomio irreducible tal que p(x)|f(x), luego (p(x)) es un ideal máximo en F [X] con lo
cual K = F [X]/(p(x)) es un campo.

Sea Ψ : F −→ K tal que Ψ(a) = a+(p(x)), luego Ψ es un morfismo, probemos que es inyectivo.
Sean a, b ∈ F tales que Ψ(a) = Ψ(b), entonces Ψ(a − b) = Ψ(a) − Ψ(b) = 0K y como los únicos
ideales de F son 0F y F , entonces Ker(Ψ) = F ó Ker(Ψ) = 0F , pero Ψ es disntinto al morfismo
nulo 0 y así Ker(Ψ) = {0F }. Por lo tanto Ψ es inyectivo. Luego Ψ|Ψ(F ) : F −→ Ψ(F ) es una
función biyectiva y por tanto es un isomorfismo.

Ahora sea E = K y α ∈ E. donde α = x + (p(x)) y consideremos a Ev(α) : F [X] −→ E tal
que Ev(α)(q(x)) = q(α), luego si p(x) = a0 + a1 · x+ . . .+ an · xn, entonces Ev(α)(p(x)) = p(α) =
a0 + a1 ·α+ . . .+ an ·αn = (a0 + p(x)) + a1 · (x+ (p(x))) + . . .+ an · (x+ (p(x)))n = (a0 + p(x)) +
(a1 ·x)+(p(x))+ . . .+(an ·xn)+(p(x)) = (a0+a1 ·x+ . . .+an ·xn)+(p(x)) = p(x)+(p(x)) = 0K .

Por lo tanto E es una extensión de campos de F con α ∈ E tal que f(α) = 0

Dado un campo (K,+, ·), definimos el K-espacio vectorial V como una estructura algebraica
(V,+, ·) donde + : V × V → V es la suma y · : R × V → V es la multiplicación escalar. Donde
(V,+) es un grupo abeliano y para cada r, r′ ∈ K, m,m′ ∈ V se tiene que:

(Elemento neutro) 1 ·m = m · 1

(Asociatividad) r · (r′ ·m) = (r · r′) ·m

(Propiedad distributiva) (r + r′) ·m = r ·m+ r′ ·m y r · (m+m′) = r ·m+ r ·m′

Definición 2.56. Sea V un K-espacio vectorial V . Decimos que un conjunto S ⊆ V es linealmente
independiente si para cada s1, . . . , sn ∈ S y k1, . . . , kn ∈ K son tales que k1 · s1 + . . .+ kn · sn = 0,
entonces ki = 0 para cada i ∈ {1, . . . , n}.

Por otro lado decimos que S ⊆ V genera a V , si para cada v ∈ V , existen s1, . . . , sn ∈ S y
k1, . . . , kn ∈ K son tales que v = k1 · s1 + . . .+ kn · sn.

Decimos S ⊆ V es una base, si S es linealmente independiente y genera a V . Con ello definimos
a la dimensión de V como DimK(V ) = |β| donde β es una base.

Ejemplo 2.57. Notemos que si K es una extensión de campo de E, entonces K es un E- espacio
vectorial. A la dimensión de F como K-espacio vectorial la denotaremos por [F : K] = DimK(F ) la
cual se le llamara grado de extensión. Decimos que K/F es una extensión finita si [F : K] = n ∈ N

Definición 2.58. Sea P un ideal propio en un anillo conmutativo (R,+, ·), se dice que es primo
si para cada a, b ∈ R tal que a · b ∈ P , entonces a ∈ P ó b ∈ P .

Proposición 2.59. Dado f(x) ∈ F [X] con (F,+, ·) un campo, si (p(x)) es primo entonces p(x)
es irreducible.

Demostración: Supongamos por contradicción que (p(x)) es reducible, entonces si gr(p) = 0
tenemos que p(x) ∈ F es decir que p(x) tiene inverso y con ello 1 ∈ (p(x)) lo cual contradice el
hecho de que (p(x)) es un ideal propio.

Por otro lado, suponiendo que gr(p) > 0. Por ser p(x) irreducible, existen a(x), b(x) ∈ F [X]
tales que p(x) = a(x) · b(x), gr(a) ̸= 0 y gr(b) ̸= 0. Entonces a(x)|p(x), entonces por ser (p(x)) un
ideal primo, a(x) ∈ (p(x)) de lo cual tenemos que p(x)|a(x). Con lo cual, a(x) = p(x) entonces b(x)
es una constante, lo cual contradice el hecho de que gr(b) ̸= 0. Por lo tanto p(x) es irreducible.

Definición 2.60. Dada una extensión de campos K/K ′. Decimos que α ∈ K es algebraico sobre
K ′ si existe f ∈ K ′[X] dinto del polinomio 0 tal que f(α) = 0.

Dado α ∈ K, definimos al conjunto K ′(α) como el mínimo subcampo que contiene a K ′ y a α.
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Nota 2.61. Sea Aα = {m ∈ N | f(x) ∈ K[X], gr(f) = m, f(x) ̸= 0, f(α) = 0 y f es mónico}.
Por el principio del buen orden de los números naturales, existe d ∈ N tal que d = min(Aα). Sea
m(x) = a0 + a1 · x + . . . + xd ∈ K[X] un polinomio mónico distinto de 0 y tal que m(α) = 0.
Demostremos que m(x) es único con las propiedades antes mencionadas. Para ello supongamos
que existe q(x) = b0 + b1 · x+ . . .+ xd ∈ K[X] polinomio mónico distinto de 0, tal que q(α) = 0 y
q(x) ̸= m(x). Sea h(x) = m(x) − q(x) = a0 − b0 + (a1 − b1) · x + . . . + (ad−1 − bd−1) · xd−1 ̸= 0,
entonces h(α) = m(α) − q(α) = 0 y gr(h) < d, considerando el siguiente polinomio p(x) =
(ad−1 − bd−1)

−1h(x), obtenemos un polinomio mónico distinto de 0 y tal que p(α) = 0, lo cual
contradice la minimalidad de d.

Ahora probemos que m(x) es irreducible en K[X]. Para ello, supongamos que no lo es, entonces
existen f, g ∈ K[X] tales que m(x) = f(x) · g(x), 0 < gr(f) < d y 0 < gr(g) < d. Con lo cual,
0 = m(α) = f(α)g(α) es decir f(α) = 0 ó g(α) = 0, una contradicción. Por lo tanto m es el único
polinomio mónico irreducible no cero y tal que m(α) = 0.

Para cada t(x) ∈ K[X] tal que t(α) = 0, afirmamos que gr(t) ≥ gr(m). Para ello, sea I =
{d(x) ∈ K[X] | d(α) = 0}. Demostremos que I es un ideal:

0 ∈ I; pues 0(α) = 0

Para cada q1, q2 ∈ K[X]; entonces (q1 + q2)(α) = q1(α) + q2(α) = 0 + 0 = 0, es decir que
q1 + q2 ∈ K[X].

Para cada r ∈ K[X], t ∈ K[X]; entonces s(α) = t(α) · r(α) = 0 · r(α) = 0

Ya que F [X] es un dominio de ideales principales, existe h(x) ∈ I tal que (h(x)) = I. Mostremos
que (m(x)) = I. Puesto que m ∈ I, luego existe r(x) ∈ I tal que m(x) = r(x) · h(x), por ser m(x)
irreducible se puede implicar que gr(r) = 0, es decir que r(x) = c ∈ K, por lo que m(x) = c · h(x).
Por tanto I = (h(x)) = (c−1m(x)) = (m(x)). Por ultimo para cada t ∈ K[X] tal que t(α) = 0,
entonces t ∈ I, con lo cual existe r(x) ∈ K[X] tal que t(x) = r(x)·m(x). Por lo tanto gr(t) ≥ gr(m)

Proposición 2.62. Sean E/F una extensión de campo y α ∈ E algebraico sobre F . Entonces
F (α) ∼= F [X]/(p(x)), donde p(x) ∈ F [X] es irreducible y p(α) = 0.

Demostración: Sea Φα : F [X] −→ E tal que Φα(f(x)) = f(α). Entonces, Ker(Φα) = {f(x) ∈
F [X] | f(α) = 0} y puesto que α es algebraico sobre F , Ker(Φα) ̸= {0}. Puesto que F es un campo,
F [X] es un dominio de ideales principales, con ello existe p(x) ∈ F [X] tal que (p(x)) = Ker(Φα).

Entonces por el primer teorema de isomorfismos, existe φ : F [X]/(p(x)) −→ E tal que φ ◦ ν =
Φα y F [X]/(p(x)) ∼= Rang(Φα) ⊆ E, así tenemos que el siguiente diagrama conmuta:

F [X]

ν

��

Φα // E

F [X]/(p(x))

∃!φ

::

Como E es un campo, entonces Rang(Φα) es un dominio entero lo cual sucede si y solo sí p(x)
es un ideal primo. Por lo que p(x) es irreducible.

Puesto que φ(f(x) + (p(x))) = f(α), entonces φ(x + (p(x))) = α y para cada c ∈ F, φ(c +
(p(x))) = c. Luego tenemos que F ⊆ Rang(Φα) y α ∈ Rang(Φα), entonces F (α) ⊆ Rang(Φα).

Ahora para cada extensión de campos K/F tal que α ∈ K, si ci ∈ F entonces c0+ c1 ·α+ . . .+
cn · αn ∈ K, para cada i ∈ {1, . . . , n}, Es decir que Rang(Φα) ⊆ K. En particular tenemos que
Rang(Φα) ⊆ F (α) por lo tanto F [X]/(p(x)) ∼= Rang(Φα) = F (α).

Teorema 2.63. Sea p(x) ∈ F [X] un polinomio irreducible de grado d. Entonces E = F [X]/(p(x))
es una extensión de campo de F de grado d. De hecho, E contiene una raíz α de p(x) y una base
de E como F -espacio vectorial.
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Demostración: Supongamos sin perdida de la generalidad que p(x) es un polinomio mónico. Sean
I = (p(x)) y α = x + I. Probemos que S = {1, α, α2, . . . , αd−1} es una base de E. Primero,
supongamos que S no es linealmente independiente, es decir que existen a1, . . . , ad ∈ F no todos
cero tales que a1 · 1 + a2 · α + a3 · α2 + . . . + ad · αd−1 = 0. Consecuentemente, si bi = a−1

d · ai
para cada i ∈ {1, . . . , n}, podemos definir un polinomio mónico de grado menor que d, f(x) =
b1 + b2 · x+ . . .+ bd · xd−1 y tal que f(α) = 0, esto contradice lo visto en la nota 2.61. Por tanto S
es linealmente independiente.

Notemos que cada elemento de E es de la forma f(x)+ I con f(x) ∈ F [X]. Por el algoritmo de
la división existen q(x), r(x) ∈ F [X] tales que f(x) = p(x)q(x)+r(x) donde 0 < gr(r) < d = gr(p).
Dado que f(x)− r(x) = p(x)q(x) ∈ I, entonces f(x) + I = r(x) + I. Podemos reescribir a r de la
siguiente manera r(x) = c0+c1 ·x+. . .+cd−1 ·xd−1 donde ci ∈ F para cada i ∈ {1, . . . , d−1}. Luego
r(α) = r(x+I) = (c0+I)+c1 ·(x+I)+. . .+cd−1 ·(x+I)d−1 = c0+I+c1 ·x+I+. . .+cd−1 ·xd−1+I =
(c0 + c1 · x+ . . .+ cd−1 · xd−1) + I = r(x) + I = f(x) + I = f(α). Por lo tanto S genera a E y así
S es una base para E.

Teorema 2.64. (Segundo teorema de Kronecker)
Sea f(x) ∈ F [X] donde (F,+, ·) es un campo. Entonces existe un campo E que contiene a F

como subcampo y tal que f(x) se escribe como producto de polinomios lineales es E[X].

Demostración:
Haremos la prueba por inducción sobre el grado de f . Si gr(f) = 1, entonces f(x) es lineal, así

que bastaria tomar a E = F .
Ahora supongamos que gr(f) > 1. Sea p(x) ∈ F [X] un polinomio irreducible y tal que f(x) =

p(x) · h(x), esto se puede ya que cada elemento de F [X] se puede escribir como producto de
irreducibles. Por el primer teorema de Kronecker existe un campo K tal que α ∈ K y p(α) = 0,
con ello p(x) = (x − α) · g(x) y así f(x) = (x − α) · g(x) · h(x). Por hipótesis inductiva existe un
campo F ⊆ E en el que g(x) · h(x) se descompone como un producto de factores lineales, es decir
que f se escribe como un producto de factores lineales en E.

Usando el lema de Zorn, podemos demostrar la existencia de un campo K, tal que cualquier
polinomio f ∈ K[X] pueda escribirse como producto de factores lineales, pues la relación de ser
subcampo de es un orden parcial que cumple las hipótesis del lema de Zorn.

Definición 2.65. Sea F un subcampo de E y sea f(x) ∈ F [X]. Decimos que f se escinde sobre
E, si existen α1, . . . , αn ∈ E, tales que f(x) = a(x− α1) · (a− α2) · . . . · (x− αn).

Sean F un subcampo de E y f(x) ∈ F [X]. Entonces E/F es llamado campo de descomposición
de f(x) sobre E, si f(x) se escinde sobre E pero no se escinde sobre ningún subcampo de E.

Teorema 2.66. Si F es un campo , entonces todo polinomio f(x) ∈ F [X] tiene un campo de
descomposición

Demostración: Por el segundo teorema de Kronecker, existe un campo K/F en el cual f(x) se en-
cinde. Sean α1, . . . , αn todas las raices del polinomio f en K y consideremos a E = F (α1, . . . , αn) =
∩{E′ ⊆ K |E′ es un campo, F ⊆ E′ y α1, . . . , αn ∈ E′} (dicho campo es el mínimo campo que
contiene a F y todas las raíces de f). Por lo que E es el campo de descomposición de f .

Nota 2.67. Sean φ : F −→ F ′ un isomorfismo de campos y φ∗ : F [X] −→ F ′[X] una función
definida como φ∗(a0 + a1 · x+ . . .+ an · xn) = φ(a0) +φ(a0) · x+ . . .+φ(an)x

n. Demostremos que
p(x) ∈ F [X] irreducible, si y solo sí p∗(x) = φ∗(p(x)) ∈ F ′[X] también lo es. Para ello, probemos
que φ∗ : F [X] −→ F ′[X] es un isomorfismo. Sean f, g ∈ F [X] tales que f(x) = a0+a1·x+. . .+an·xn
y g(x) = b0 + b1 · x + . . . + bm · xm, sin pérdida de la generalidad podemos suponer que m > n

y con ello sea aj = 0 para cada m ≥ j > n, así tenemos que φ∗((f + g)(x)) = φ∗(
m∑

i=1
(ai + bi) ·

xi) =
m∑

i=1
φ(ai + bi) · xi =

m∑
i=1

(φ(ai) + φ(bi)) · xi =
m∑

i=1
(φ(ai) · xi)+

m∑
i=1

(φ(bi) · xi) = φ∗(f)+φ∗(g). Por
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otro lado φ∗((f · g)(x)) = φ∗(
n+m∑
i=1

ri · xi), donde ri =
i∑

j=0
aj · bi−j, así se tiene que φ∗(

n+m∑
i=1

ri · xi) =
n+m∑
i=1

φ(ri) · xi =
n+m∑
i=1

φ(
i∑

j=0
aj · bi−j) · xi =

n+m∑
i=1

(
i∑

j=0
φ(aj) · φ(bi−j) · xi) = φ(f(x)) ·φ(g(x)). Es claro que

φ∗ es suprayectivo. Por otro lado, Ker(φ∗) = {t(x) ∈ F [X] |φ∗(t(x)) = 0} = {t(x) = c0 + c1 · x+
. . . + cn · xn = 0 |φ(t(x)) = 0}, al ser φ un monomorfismo y 0 = φ∗(t(x)) = φ(c0) + φ(c1) · x +
. . .+ φ(cn) · xn, entonces ci = 0 para cada i ∈ {1, . . . , n}. Por lo tanto Ker(φ∗) = {0}.

Luego por contrarrecíproca suponiendo que p∗(x) es reducible entonces existen f∗, g∗ ∈ F ′[X]
tales que φ∗(p(x)) = p∗(x) = f∗(x) · g∗(x) = φ∗(f(x) · g(x)), 0 < gr(f∗) < gr(p∗) y 0 < gr(g∗) <
gr(p∗). Entonces p(x) = f(x) · g(x), 0 < gr(f) < gr(p) y 0 < gr(g) < gr(p), es decir que p es
reducible. De manera similar obtenemos que si p∗ es irreducible, entonces p(x) es irreducible.

Lema 2.68. Sea φ : F −→ F ′ un isomorfismo de campos y φ∗ : F [X] −→ F ′[X] definida por
φ∗(a0 + a1 · x+ . . .+ an · xn) = φ(a0) + φ(a0) · x+ . . .+ φ(an)x

n. Sean p(x) ∈ F [X] irreducible,
p∗(x) = φ∗(p(x)) ∈ F ′[X]. Si β es una raíz de p(x) y β′ es una raíz de p∗(x), entonces existe
un único isomorfismo φ : F (β) −→ F ′(β′) que extiende a φ con φ(β) = β′. Es decir el siguiente
diagrama conmuta:

F (β)
ϕ // F ′(β′)

F
φ

//

OO

F ′

OO

Demostración: Como φ∗ es un isomorfismo y p∗ es irreducible. Entonces, φ∗ induce un isomorfismo
Ψ : F [X]/(p(x)) −→ F ′[X]/(p∗(x)) tal que para cada c ∈ F , Ψ(c + (p(x))) = c + (p∗(x)) y
Ψ(x + (p(x))) = x + (p∗(x)). Como β es algebraico sobre F y β′ es algebraico sobre F ′, por la
proposición 2.62, existen isomorfismos ϕ1 : F [X]/(p(x)) −→ F (β) y ϕ2 : F ′[X]/(p∗(x)) −→ F ′(β′)
de tal manera que ϕ1 fija a F y ϕ2 fija a F ′, obteniendo el siguiente diagrama:

F (β)

ϕ−1

��

F ′(β′)

F [X]/(p(x))
Ψ //

ϕ1

OO

F ′[X]/(p∗(x))

ϕ2

OO

F [X]
φ∗

//

ν1

OO

F ′[X]

ν2

OO

F
φ

//

OO

F ′

OO

Sea φ = (ϕ2◦Ψ)◦ϕ−1, entonces φ es un isomorfismo. Para cada c ∈ F ⊆ F (β), φ(c) = (ϕ2◦Ψ)◦
ϕ−1(c) = (ϕ2 ◦Ψ)(ϕ−1(c)) = (ϕ2 ◦Ψ)(c+(p(x))) = ϕ2(Ψ(c+(p(x)))) = ϕ2(φ(c)+ (p∗(x))) = φ(c).
Es decir que φ|F = φ.

Notemos que φ es único. Suponiendo que existe otro isomorfismo G : F (β) −→ F ′(β′) que
extiende a φ y tal que G(β) = β′, entonces G|F = φ. Puesto que IdF : F −→ F (β) es un
isomorfismo, en particular un epimorfismo. Como G ◦ IdF = G|F = φ = φ|F = φ ◦ IdF , entonces
G = φ. Por lo tanto existe un único isomorfismo φ : F (β) −→ F ′(β′) que extiende a φ, donde
φ(β) = β′.

Teorema 2.69. Sea f(x) ∈ F [X] un polinomio cualquiera y E su campo de descomposición sobre
F . Sea φ : F −→ F ′ un isomorfismo de campos y φ∗ : F [X] −→ F ′[X] definida como en el
lema anterior. Sea E′ el campo de descomposición de f∗ sobre F ′. Entonces existe un isomorfismo
Φ : E −→ E′ que extiende a φ, es decir el siguiente diagrama conmuta:
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E
Φ // E′

F
φ
//

OO

F ′

OO

Demostración: La prueba se hará por inducción sobre el numero n de raíces de f sobre E.
Si n = 1, entonces f es un polinomio lineal y con ello sea E = F . Así no es difícil ver que f se

escinde sobre F [X], de modo que f∗ se escinde sobre F ′[X]. Solo basta tomar a φ = Φ.
Ahora supongamos que para cada numero natural k existe un isomorfismo Φ : E −→ E′ que

extiende a φ.
Ahora, probemos que tal propiedad se cumple para n = k + 1. Sean p ∈ F [X] un polinomio

irreducible que divide al polinomio f y β1, . . . , βk+1 ∈ E raíces de f . Sea β una raíz de p en E
y consideremos una raíz β′ del polinomio p∗(x) = φ∗(p(x)) en E′. Por el lema anterior, existe un
único isomorfismo φ : F (β) −→ F ′(β′) tal que φ(β) = β′ y φ|F = φ.

Puesto que F ⊆ F (β) = Fβ , entonces F [X] ⊆ Fβ [X]. Consecuentemente, Fβ(β1, . . . , βk+1) =
F (β, β1, . . . , βk+1) = F (β1, . . . , βk+1) = E, es decir que E es el campo de descomposición de f sobre
Fβ . De manera similar E′ es el campo de descomposición de f∗ sobre F ′

β′ = F ′(β′). Por hipótesis
inductiva existe un isomorfismo Ψ que extiende a φ, es decir el siguiente diagrama conmuta:

E
Φ // E′

Fβ
φ
//

OO

F ′
β′

OO

También notemos que Φ extiende a φ:

E
Φ // E′

Fβ
φ
//

OO

F ′
β′

OO

F
φ
//

OO

F ′

OO

Proposición 2.70. Sean L/E y E/K extensiones finitas, entonces L/K es finita

Demostración: Sean [E : L] = m y [K : E] = n. Entonces, existen β1 ⊆ L base de L/E y
β2 ⊆ E base de E/K, con ello sean β1 = {α1, . . . , αm} y β2 = {γ1, . . . , γn}. Afirmamos que
β = {αi · γj | i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}} es base de L/K.

Probemos, que β genera a L/K. Para cada x ∈ L, existen a1, . . . , am ∈ E tales que x =
a1 · α1 + . . .+ am · αm (pues β1 es base de L/E). Análogamente, existen bi1 , . . . , bin ∈ K tales que
ai = bi1 · γ1 + . . . + binγn (pues β2 es base de E/K). Por lo cual, x =

m∑
i=1

(
n∑

j=1
bij · (αi · γj)) es decir

que β genera a L/K.
Ahora, demostremos que β es linealmente independiente. Para ello, sean

aij ∈ K tales que
m∑

i=1
(

n∑
j=1
aij · (αi · γj)) = 0, usando la propiedad distributiva

m∑
i=1

(
n∑

j=1
aij · (αi · γj)) =

∑m
i=1αi · (

∑n
j=1aij · γj) y como β1 es linealmente independiente para ca-

da i ∈ {1, . . . ,m}, ∑n
j=1aij · γj = 0. Análogamente, aij = 0 para cada j ∈ {1, . . . , n}. Por lo tanto

β es base de L/K y [E : L][K : E] = mn = [E : K].
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Las pruebas anteriores nos aseguran que las extensiones de un campo K donde f se escribe
como producto de polinomios lineales son isomorfos. Dichas pruebas las usaremos para demostrar
que las clausuras algebraicas de un campo K son isomorfas.

Definición 2.71. Sea E/F una extensión algebraica. Un polinomio irreducible p(x) es llamado
separable si no tiene raíces repetidas. Un polinomio f(x) es separable si cada uno de sus factores
irreducibles es separable.

Sea (E,+, ·) un campo que tiene a (F,+, ·) como subcampo. Un automorfismo de E es un
isomorfismo σ : E −→ E. Diremos que σ fija a F , si σ(α) = α para α ∈ F .

Proposición 2.72. Sean (F,+, ·) un subcampo de (E,+, ·), f(x) = xn + . . .+ a1 · x+ a0 ∈ K[X].
Tambien sea (K,+, ·) el campo de descomposición de f . Si σ : E −→ E es un automorfismo fija a
F , entonces σ permuta el conjunto de raíces Z = {z1, . . . , zn} de f .

Demostración: Si r ∈ K, es una raíz de f , entonces 0 = f(r) = rn+ . . .+ a1 · r+ a0. Puesto que σ
fija a F , 0 = σ(r)n+ . . .+σ(a1)σ(r)+σ(a0) = σ(r)n+ . . .+ a1σ(r)+ a0 = f(σ(r)) con ello σ(r) es
una raíz de f . Por lo tanto σ|Z : Z −→ Z es una función biyectiva (esto se debe porque σ lo es), y
como |Im(σ|Z)| = |Z| = |Dom(σ|Z)|, entonces σ|Z es biyectiva.

Lema 2.73. Sea E = F (β1, . . . , βn). Si σ : E −→ E es un automorfismo que fija a F . Si para
cada i ∈ {1, . . . , n} σ(βi), entonces σ = IdE

Demostración:
Haremos la prueba por inducción sobre n.
Si n = 1, entonces E = F (β1). Sea ak · βk1 + . . .+ a1 · β1 + a0 ∈ E. Entonces, σ(ak · βk1 + . . .+

a1 · β1 + a0) = σ(ak) · σ(βk1 ) + . . .+ σ(a1) · σ(β1) + σ(a0) = ak · βk1 + . . .+ a1 · β1 + a0. Por lo tanto
σ = IdE

Supongamos que se cumple la hipótesis para K = F (β1, . . . , βn−1). Sea E = K(βn) =
F (β1, . . . , βn−1)(βn) = F (β1, . . . , βn). Con ello, E es el menor campo que contiene a K y a βn. Sea
σ un automorfismo que fija a F , tal que σ(βi) = βi para cada i ∈ {1, . . . , n}. Sea am · βmn + . . .+
a1βn + a0 ∈ E con ai ∈ K. Entonces, por hipótesis inductiva σ(am · βmn + . . . + a1 · βn + a0) =
σ(am)·σ(βmn )+. . .+σ(a1)·σ(βn)+σ(a0) = am ·σ(βmn )+. . .+a1 ·σ(βn)+a0 = am ·βmn +. . .+a1βn+a0.
Por lo tanto σ = IdE

Proposición 2.74. Sea E/F un campo de descomposición de un polinomio separable f ∈ F [X]
(f(x) = a0 + a1 · x+ . . . + an · xn). Sean φ : F −→ F ′ un isomorfismo y f∗(x) = φ(a0) + φ(a1) ·
x+ . . .+ φ(an) · xn. Entonces existen [F : E] isomorfismos que extienden a φ.

E
Φ // E′

F
φ
//

OO

F ′

OO

Demostración: Haremos la prueba por inducción sobre [F : E].
Si [F : E] = 1, entonces E = F y bastaría tomar a Φ = φ.
Ahora si [F : E] > 0, supongamos que f(x) = p(x)g(x) donde p es un polinomio irreducible y

gr(p) = d.

Si d = 1. Por el segundo teorema de kronecker, existen E/K yK/F campos de descomposición
de p y g respectivamente. Como d = 1, p es lineal y así [F : K] = [E : K][K : F ] = [K : F ].
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Si d > 1, Sean β una raíz de p(x) y Ψ : E −→ E′ un isomorfismo que extiende a φ.
Entonces, Ψ(β) = β′ es una raíz de f y puesto f∗ es separable, por Proposición 2.72, p∗ tiene
exactamente d raíces β′ ∈ E′. Por Lema 2.68 y Lema 2.73, hay exactamente d isomorfismos
ϕ : F (β) −→ F ′(β) que extienden a φ, fijan a F y tales que φ(β) = β′ para cada β ∈ E. Por
un lado notemos que E es el campo de descomposición de f(x) sobre F (β) y E′ es el campo
de descomposición de f∗(x) sobre F ′(β′).

Dado que [F : E] = [F : F (β)][F (β) : E] = d[F (β) : E], entonces [F (β) : E] = [F :E]
d = k.

Entonces por hipótesis inductiva tenemos que los d isomorfismos ϕ tiene exactamente k
isomorfismos los extienden. Por lo tanto φ tiene exactamente [F : E] extensiones Φ.

E
Φ // E′

F (β)
ϕ

//

OO

F ′(β′)

OO

F
φ

//

OO

F ′

OO

Proposición 2.75. Dado un anillo (R,+, ·) y un ideal I del mismo anillo, entonces las siguientes
propiedades son equivalentes:

a) I es un ideal primo.

b) (R/I,+, ·) es un dominio entero.

Demostración:

a) ⇒ b) Sean a+ I, b+ I ∈ R/I tales que (a · b)+ I = (a+ I) · (b+ I) = I = 0R/I , esto pasa
si y solo sí a · b ∈ I. Pero I es un ideal primo, con lo cual a ∈ I ó b ∈ I, esto implica que
a+ I = 0R/I ó b+ I = I = 0R/I . Por lo tanto R/I es dominio entero.

b) ⇒ a) Sean a, b ∈ R tales que a · b ∈ I, entonces I = (a · b) + I = (a + I) · (b + I). Pero
R/I es dominio entero, con ello a + I = I ó bien b + I = I, esto implica que a ∈ I ó b ∈ I.
Así, I es un ideal primo.

Dado dominio entero (R,+, ·), definimos al conjunto R∗ = R\{0} y a la relación ∼ sobre el
conjunto R×R∗ tal que:

(a, b) ∼ (x, y) si y solo sí a · y = b · x

Proposición 2.76. La relación ∼ es de equivalencia.

Demostración:
Sea (a, b) ∈ R×R∗, puesto que · es una operación conmutativa, a · b = b · a lo cual sucede si y

solo sí (a, b) ∼ (a, b). Por lo tanto ∼ es reflexiva.
Sean(a, b), (x, y) ∈ R × R∗ tales que (a, b) ∼ (x, y), entonces a · y = b · x y en consecuencia

x · b = y · a, es decir que (x, y) ∼ (a, b). Por lo tanto ∼ es simétrica.
Sean (a, b), (x, y), (m,n) ∈ R×R∗ tales que (a, b) ∼ (x, y) y (x, y) ∼ (m,n), con lo cual tenemos

que a ·y = b ·x y x ·n = y ·m, luego (a ·n) ·y = (a ·y) ·n = (b ·x) ·n = b ·(x ·n) = b ·(y ·m) = (b ·m) ·y,
esto implica que a · n = b ·m, es decir que (a, b) ∼ (m,n). Por lo tanto ∼ es transitiva.
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Al cada clase de equivalencia del elemento (a, b) la denotamos por a
b y sea F = R × R∗/ ∼.

Luego definamos las siguientes operaciones + : F × F −→ F y · : F × F −→ F :

a

b
+
x

y
=
a · y + x · b

b · y
y
a

b
· x
y
=
a · x
b · y

Probemos que dichas operaciones están bien definidas, para ello sean (ab ,
c
d ), (

a′

b′ ,
c′

d′ ) ∈ F × F ,
tales que (ab ,

c
d ) = (a

′

b′ ,
c′

d′ ). Demostremos que a·d+b·c
b·d = a′·d′+b′·c′

b′·d′ y a·c
b·d = a′·c′

b′·d′ .
Puesto que (ab ,

c
d ) = (a

′

b′ ,
c′

d′ ), entonces a
b = a′

b′ y c
d = c′

d′ , por definición a · b′ = a′ · b y
c · d′ = c′ · d, por consiguiente (a · b′) · d · d′ = (a′ · b) · d · d′ y (c · d′) · b · b′ = (c′ · d) · b · b′, con ello
(a · b′) · d · d′ + (c · d′) · b · b′ = (a′ · b) · d · d′ + (c′ · d) · b · b′, usando la ley distributiva obtenemos
que (a · d+ b · c) · (b′ · d′) = (a′ · d′ + b′ · c′) · b · d lo cual sucede si y solo sí a·d+b·cb·d = a′·d′+b′·c′

b′·d′ .
Puesto que a·b′ = a′ ·b y c·d′ = c′ ·d, entonces (a·c)·b′ ·d′ = (a·b′)·c·d′ = (a′ ·b)·c′ ·d = (a′ ·c′)·b·d

lo cual sucede si y solo sí a·cb·d = a′·c′
b′·d′ .

Proposición 2.77. (F,+, ·) es un campo.

Demostración:
Probemos que (F,+) es un grupo abeliano. Anteriormente, demostramos que + es una ope-

ración cerrada sobre el conjunto F , bastaría ver las otras propiedades. Ahora, probemos que la
operación suma es asociativa, para ello sean u

v ,
a
b ,

c
d ∈ F , entonces u

v + (ab +
c
d ) =

u
v + (a·d+b·cb·d ) =

u·(b·d)+v·(a·d+b·c)
v·(b·d) = (u·(b·d)+v·(a·d))+(v·b)·c

(v·b)·d = (u·b+v·a)·d+(v·b)·c
(v·b)·d = (u·b+v·a)

v·b + c
d = (uv + a

b ) +
c
d . Ade-

más, a
b + c

d = a·d+b·c
b·d = c·b+d·a

d·b = c
d + a

b es decir que la operación suma es conmutativa. Ahora,
proponemos a 0R

1R
∈ F como el elemento neutro de la operación suma. Pues para cada a

b ∈ F , se
tiene que a

b +
0R
1R

= a·1R+b·0R
b·1R = a

b . Por otro lado, para cada a
b ∈ F , consideremos −a

b ∈ F , entonces
a
b +

−a
b = a·b+(−a)·b

b·b = 0R
b2 , pero b2 · 0R = 0R = 1R · 0R. Por lo tanto 0R

1R
= 0R

b2 .
Ahora, probemos que (F\{0}, ·) es un grupo abeliano. Demostremos que la multiplicación es

asociativa, pues para cualesquiera u
v ,

a
b ,

c
d ∈ F , tenemos que u

v · (ab · cd ) = u
v · a·cb·d = u·(a·c)

v·(b·d) =
(u·a)·c
(v·b)·d = (u·av·b )

c
d = (uv · ab ) ·

c
d , además a

b · cd = a·c
b·d = c·a

d·b = c
d · ab , es decir que la operación · es

conmutativa. Consideremos a 1R
1R

∈ F como elemento neutro de la multiplicación, pues para cada
a
b ∈ F , a

b ·
1R
1R

= a·1R
b·1R = a

b . Como (a · b) · 1R = 1R · (b · a) ( 1R1R = a·b
b·a ), entonces a

b ·
b
a = a·b

b·a = 1R
1R

.
Por lo tanto b

a ∈ F es el inverso multiplicativo de a
b ∈ F .

Ahora, demostraremos la distribución del producto sobre la suma. Para cada a
b ,

u
v ,

c
d ∈ F ,

a
b · (

u
v +

c
d ) =

a
b · (

u·d+c·v
v·d ) = a·(u·d+c·v)

b·(v·d) = a·(u·d)+a·(c·v)
b·(v·d) = a·(u·d)

b·(v·d) +
a·(c·v)
b·(v·d) = a·u

b·v + a·c
b·d = a

b ·
u
v +

a
b ·

c
d .

Por lo tanto (F,+, ·) es un campo al cual llamaremos campo de cocientes del dominio entero R.

Definimos la función φ : R −→ F tal que φ(r) = r
1R

. Entonces para cada x, y ∈ R, φ(x+ y) =
x+y
1R

= x·1R+y·1R
1R

= x
1R

+ y
1R

= φ(x)+φ(y), además φ(x · y) = x·y
1R

= x·y
1R·1R = x

1R
· x
1R

= φ(x) ·φ(y).
Esto prueba que φ es un morfismo de anillos. Probemos que φ es un monomorfismo. Para ello,
sean x, y ∈ R tales que x

1R
= φ(x) = φ(y) = y

1R
, entonces x = x · 1R = 1R · y = y. Por lo tanto φ es

morfismo inyectivo, es decir un monomorfismo y en consecuencia (R,+, ·) se sumerge en (F,+, ·).

Definición 2.78. Decimos que un campo es algebraicamente cerrado si para cualquier polinomio
f ∈ F [X], entonces F contiene todas las raíces de f .

En el libro Algebra del autor Serge Lang [10], se demuestra que todo campo está contenido en
un campo algebraicamente cerrado. Dicha prueba usa un resultado que establece que todo ideal
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propio de un anillo conmutativo (R,+, ·) está contenido en un ideal maximal, dicho resultado es
equivalente al Axioma de elección.

Para probar que todo campo está contenido en un campo algebraicamente cerrado sin usar
el Axioma de elección ó alguna de sus equivalencias. Usaremos el lema de Cowen-Engeler para
probar que todo ideal propio de un anillo conmutativo (R,+, ·) está contenido en un ideal primo.
Posteriormente, la prueba expuesta en el libro de Serge Lang se modificará por lo antes mencionado.

Para demostrar el siguiente resultado, es necesario definir el concepto de subsemigrupo parcial,
esta definición puede consultarla en [8].

Definición 2.79. Decimos que una relación p de A a B es una función parcial si para cada
(a, b), (a, c) ∈ p, entonces b = c. Es decir que hay como máximo un elemento b ∈ B tal que afb.

Decimos que una relación binaria ∗ de X ×X a X es una operación parcial si ∗ es una función
parcial.

Ejemplo 2.80. Consideremos el conjunto de los números impares 2Z + 1 y la + suma usual de
los números naturales, entonces + es una operación parcial sobre 2Z+ 1.

Definición 2.81. Dado un conjunto S y · una operación binaria parcial sobre S. Entonces decimos
que (S, ·) es un semigrupo parcial si para cualesquiera x, y, z ∈ S tales que x ·y, y ·z ∈ S, se cumple:

(x · y) · z ∈ S si y solo sí x · (y · z) ∈ S.

(x · y) · z = x · (y · z) si x · (y · z) ∈ S

Naturalmente, si (G, ∗) es un grupo y S ⊆ G, entonces (S, ∗|S) es un semigrupo parcial

Definición 2.82. Sea (R,+, ·) un anillo. Decimos que (I,+) es un ideal parcial izquierdo, si · es
una operación parcial de R× I a I y (I,+) es un semigrupo parcial tal que:

Para cualesquiera x, y ∈ I, si x+ y ∈ S entonces y + x = x+ y.

Análogamente, definimos de manera similar a los ideales parciales derechos y los ideales parciales
(bilaterales).

Teorema 2.83. Dado un anillo (R,+, ·) conmutativo con uno y un ideal propio I. Existe un ideal
primo P tal que I ⊆ P .

Demostración: Podemos suponer, sin perdida de generalidad que 1R ̸∈ I. Por otro lado, sea S =
{1R}, entonces (S, ·) es un subsemigrupo de (R, ·) tal que S ∩ I = ∅. Nuestro siguiente objetivo es
extender al ideal I a un ideal primo P . Para ello, construiremos una familia de funciones ξ tal que
para cada φ ∈ ξ, Dom(φ) ⊆ R, Rang(φ) = {0, 1} y:

a) Para cada a ∈ I, si a ∈ Dom(φ), entonces φ(a) = 0.

b) Si a, b, a− b ∈ Dom(φ) y φ(a) = 0 = φ(b), entonces φ(a− b) = 0.

c) Si a, ar ∈ Dom(φ) y φ(a) = 0, entonces φ(ar) = 0

d) Si 1R ∈ Dom(φ), entonces φ(1R) = 1.

e) Si x, y, xy ∈ Dom(φ) y φ(x) = 1 = φ(y), entonces φ(xy) = 1

Para cada subconjunto finito F de R, definimos a φF ∈ ξ tal queDom(φF ) = F . Entonces podemos
suponer que F es de la forma:

F = {x1, . . . , xq}
Si xi · xj ̸∈ I para cada i, j ∈ {1, . . . , q}, sea φF tal que φF (xi) = 1 para cada xi ∈ F , en

consecuencia φF cumple las condiciones a) − e). Ahora, si IF = F ∩ I y F = IF ∪ S, sea φF tal
que para cada xi ∈ IF , φF (xi) = 0, entonces φF cumple las condiciones a)− e). Por otro lado, si
existen i, j tales que xi · xj ∈ I, consideremos los siguientes conjuntos:
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RF el subanillo de R generado por el conjunto F y

IF el ideal generado por el conjunto IF del anillo RF .

Puesto que IF es el menor ideal del anillo RF que contiene al conjunto IF ⊆ I, entonces IF ⊆ I
y IF ∩ S = ∅. Consideremos el conjunto ΨF = {J ideal de RF | IF ⊆ J y J ∩ S = ∅}. Sean
JF ∈ ΨF el ideal que contiene la cantidad máxima de elementos del conjunto F = {x1, . . . , xq} y
PF = JF ∩F . Entonces, F\PF = (RF \JF )∩F y como JF es un ideal, (PF ,+) es un ideal parcial.
Ahora, suponiendo que F\PF = ∅, definimos a φF (x) = 0 para cada x ∈ F y entonces φF cumple
las condiciones a) − e). Por otro lado sí F\PF ̸= ∅, demostremos que (F\PF , ·) es un semigrupo
parcial. Supongamos que no es un semigrupo parcial, entonces existen y1, y2 ∈ F\PF tales que
y1 · y2 ∈ F y y1 · y2 ̸∈ F\PF . Esto implica que y1 · y2 ∈ JF . Por la maximalidad de JF puesto que
y1, y2 ̸∈ JF , se sigue que 1R ∈ I(JF ∪{y1}). Con lo cual, existen j1, . . . , jm ∈ JF y b1, . . . , bm, b ∈ R
tales que 1R = b1 ·j1+ . . .+bm ·jm+b ·y1. Consecuentemente 1R−b ·y1 = b1 ·j1+ . . .+bm ·jm ∈ JF ,
pero JF es un ideal, con ello y2 − b · y1 · y2 = (1R − b · y1) · y2 ∈ JF y b · y1 · y2 ∈ JF . Obteniendo
una contradicción, pues y2 ̸∈ JF . Por lo tanto y1 · y2 ∈ F\PF y con ello (F\PF , ·) es un semigrupo
parcial. Con el argumento anterior, definimos a φF (x) = 0 si x ∈ PF y φF (x) = 1 si x ∈ F\PF , en
consecuencia φF cumple las condiciones a) − e). Ahora, si F ′ es un conjunto finito φF ′ ∈ ξ sí es
alguna de las funciones definidas anteriormente ó bien φF ′ = φF |F ′ , donde φF ∈ ξ.

Para cada T ⊆ R, sea F = {F ⊆ T |F es finito}. Análogamente siguiendo la misma idea del
párrafo anterior, para cada F ∈ F obtenemos los siguientes conjuntos:

RF el subanillo de R generado por el conjunto F ,

IF el ideal generado por el conjunto IF = F ∩ I del anillo RF ,

ΨF = {J ideal de RF | IF ⊆ J y J ∩ S = ∅} y

JF ∈ ΨF el ideal que contiene la cantidad máxima de elementos del conjunto F .

Consideremos JT = I(
⋃
{JF |F ∈ F}) un ideal del anillo (R,+, ·). Ahora, demostremos que

JT ∩ S = ∅. Para ello, supongamos lo contrario es decir 1R ∈ JT , luego existen x1, . . . , xn ∈ JT
y r1, . . . , rn ∈ R tales que 1R = r1 · x1 + . . . + rn · xn. En consecuencia para cada i ∈ {1, . . . , n},
xi ∈ JFxi

para algún Fxi ∈ F . Con lo anterior definamos los siguientes conjuntos:

Q = {x1, . . . , xn, r1 · x1,−r2 · x2, . . . ,−rn · xn} ∪ {
m∑
i=1

ri · xi |m ∈ {1, . . . , n}} y

A =

n⋃
i=1

Fxi
∪Q

Entonces, A es finito y xi ∈ JFxi
⊆ JA. Con lo cual, φA(xi) = 0, φA(ri · xi) = 0 y 1 =

φA(1R) = φA(r1 · x1 + . . . + rn · xn) = 0 una contradicción. Esto prueba que JT ∩ S = ∅. Ahora,
podemos definir una función φT : T −→ {0, 1} tal que φT (x) = 0 si x ∈ T ∩ JT y φT (x) = 1 si
x ∈ T\JT . En consecuencia, φT cumple las condiciones a) − e). Entonces cada T ⊆ R decimos
que φT ∈ ξ si es alguna de las funciones que hemos definido anteriormente y en consecuencia ξ
cumple las condiciones del lema (De Cowen-Engeler). Por lo tanto, existe una función φ ∈ ξ tal
que Dom(φ) = R.

Ahora, probemos que φ−1(0) = P es un ideal primo que contiene a I. Claramente I ⊆ P ,
ahora supongamos que P no es un ideal primo, entonces existen x, y ∈ R tales que x · y ∈ P ,
pero x, y ̸∈ R\P . Con lo cual, 0 = φ(x · y) = 1 una contradicción. Análogamente, se prueba que
(R− P, ·) es un semigrupo de (R, ·) que contiene al conjunto S.

Corolario 2.84. Las siguientes propiedades son equivalentes:
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a) El lema del ultrafiltro

b) El lema de Cowen-Engeler

c) En un anillo (R,+, ·) todo ideal propio está contenido en un ideal primo.

d) El teorema del ideal primo

Demostración: Ya probamos a) ⇒ b), b) ⇒ c) y d) ⇒ a) solo bastaría probar que c) ⇒ d) lo
cual es sencillo por el hecho de que un álgebra booleana es un anillo con identidad.

El siguiente resultado fue probado por Bernhard Banaschewski [6] modificando la demostración
de Artin (Ver Teorema 2.5 pagina 231 de [10]).

Teorema 2.85. Todo campo (F,+, ·) está contenido en un campo algebraicamente cerrado.

Demostración: Sea S ⊆ F [X] un conjunto tal que S = {p(x) | gr(p(x)) ≥ 1} ∪ {1}. Entonces,
cada elemento f ∈ S lo representamos por xf . Además, es claro que (S, ·) es un monoide y
consecuentemente, (F [S],+, ·) forma un anillo monoide.

Sea J = I({f(xf ) | gr(f) ≥ 1}) el ideal generado por los polinomios f(xf ) ∈ F [S]. Afirmamos
que J es un ideal propio de F [S]. Pues suponiendo lo contrario, existen g1, . . . , gn ∈ F [S] tales que:

1 = g1 · fi(xf1) + . . .+ gn · fn(xfn)...(1)

Por definición de anillo monoide cada gi tiene una cantidad finita de variables digamos
xf1 , . . . , xfm . Reescribamos a cada variable xfi como xi, así tenemos que:

n∑
i=1

gi(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm)fi(xi) = 1

Luego aplicando el segundo teorema de kronecker existe una extensión de campos E donde
f1(x1) · . . . · fn(xn) se divide, así existen α1, . . . , αn ∈ E tal que αi es raíz de fi(xi). Luego al
ser xn+1 = . . . = xm = 0 y xi = αi para cada i ∈ {1, . . . , n} en la ecuación (1) obtenemos que
0 = 1, una contradicción y en consecuencia J es un ideal propio de F [S]. Entonces existe un ideal
primo P del anillo F [S] tal que J ⊆ P esto pasa si y solo sí F [S]/P es un dominio entero. Por
Proposición 2.77 existe el campo de cocientes K1 de F [S]/P . Notemos que xf + P es una raíz
de f(x). Pues f(xf + P ) = f(xf ) + P = P . Entonces cada polinomio en F [X] tiene una raíz en
K1, repitiendo el mismo proceso construimos una sucesión K1,K2, . . . ,Kn, . . . tal que Ki+1 es una
extensión de campo de Ki. Entonces, sea K =

⋃
i∈N
Ki. Demostremos que (K,+, ·) es un campo que

es algebraicamente cerrado.
Es claro que 1, 0 ∈ K1 ⊆ K. Ahora, para cualesquiera x, y ∈ K, existen n,m ∈ N tales que

x ∈ Kn y y ∈ Km, asumiendo que m ≤ n, entonces x, y ∈ Kn y así x+ y, x · y ∈ Kn ⊆ K. Por lo
que + y · son dos operaciones cerradas sobre K, la propiedad asociativa, conmutativa tanto de la
suma y como del producto se heredan al igual que la propiedad distributiva. Por lo que K es un
campo.

Ahora, probemos que K es algebraicamente cerrado. Para ello, sea f(x) ∈ K[X], entonces existe
n ∈ N tal que f(x) ∈ Kn[X], por construcción tenemos que f(x) tiene una raíz en Kn+1 ⊆ K. Por
lo tanto K es algebraicamente cerrado y F ⊆ K.

Si (F,+, ·) es un campo, decimos (K,+, ·) es una clausura algebraica de F , si este es un campo
algebraicamente cerrado que contiene a F .
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2.3. Unicidad de la clausura algebraica
Ahora probaremos que para cualquier campo (F,+, ·), las clausuras algebraicas de F son úni-

cas salvo isomorfismo. Para este fin necesitamos probar teorema de Tychonoff para espacios de
Hausdorff para ello definamos los siguientes conceptos y probemos algunos de sus resultados.

Definición 2.86. Sean X un conjunto y τ ⊆ P(X). Decimos que (X, τ) es un espacio topológico
si:

∅, X ∈ τ .

Para cada A,B ∈ τ , A ∩B ∈ τ .

Si A ⊆ τ , entonces
⋃
A ∈ τ

Al conjunto τ la llamamos simplemente topología de X, cada elemento de τ lo llamaremos conjunto
abierto o simplemente abierto.

Ejemplo 2.87. Para cualquier conjunto X, su conjunto potencia P(X) es una topología. Al espacio
topológico (X,P(X)) le llamaremos topología discreta.

Definición 2.88. Sea (X, τ) un espacio topológico, entonces:

Un conjunto E ⊆ X es cerrado en τ , si X\E ∈ τ .

Sea x un elemento del conjunto X. Un subconjunto V de X es una vecindad de x en el
espacio (X, τ) si podemos encontrar un A ∈ τ que satisfaga x ∈ A ⊆ V .

Proposición 2.89. Dado un espacio topológico (X, τ), entonces:

1. ∅, X son cerrados.

2. Si E,F son conjuntos cerrados, entonces E ∪ F es un conjunto cerrado.

3. Si E es una familia de conjuntos cerrados, entonces
⋂
E es cerrado.

Demostración:

1. Puesto que X\∅ = X ∈ τ y X\X = ∅ ∈ τ , entonces ∅, X son cerrados.

2. Sean E,F cerrados, luego X\E,X\F ∈ τ con lo cual X\(E ∪ F ) = (X\E) ∪ (X\F ) ∈ τ .
Entonces E ∪ F es cerrado.

3. Si E es una familia de conjuntos cerrados, entonces X\E ∈ τ para cada E ∈ E , entonces
X\(

⋂
E) =

⋃
E∈E

(X\E) ∈ τ . Entonces
⋂

E es cerrado.

Nota 2.90. Dado un conjunto E ⊆ X, definimos al conjunto E′ =
⋂
{F ⊆ X |F es cerrado en τ}

por la proposición anterior sabemos que es cerrado y además si C es el conjunto cerrado mas pe-
queño que contiene a E, entonces C ⊆ E′. Por otro lado, C ∈ {F ⊆ X |F es cerrado en τ} y con-
secuentemente E′ ⊆ C. Por lo tanto, C = E′, Al conjunto clXE =

⋂
{F ⊆ X |F es cerrado en τ}

le llamamos clausura del conjunto E en el espacio topológico (X, τ). Por otro lado si E es cerrado,
entonces no es difícil notar que E = clX(E).

Definición 2.91. Dado un espacio topológico (X, τ), decimos que:

Una colección U de subconjuntos de X es una cubierta de X, si X =
⋃

U . Además, si cada
elemento de U es un abierto en τ , decimos que U es una cubierta abierta de X.
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Sea U una cubierta de X, diremos que V es una subcubierta de U , si V está contenido en U
y además

⋃
V = X.

X compacto si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita

Nota 2.92. Sean X un conjunto finito y (X, τ) un espacio topológico. Probemos que (X, τ) es
compacto. Sea U es una cubierta abierta de X, entonces

⋃
U = X. Para cada x ∈ X, elíjase

Ux ∈ U tal que x ∈ Ux, con ello X ⊆
⋃
x∈XUx y puesto que X es finito, entonces {Ux}x∈X es una

subcubierta finita de U .

Definición 2.93. Sea F un filtro sobre (P(X),∪,∩), entonces:

F es libre si
⋂
F = ∅.

F converge a un punto x ∈ X, si toda vecindad de x pertenece al filtro F. Para denotar este
hecho, escribimos F −→ x.

Proposición 2.94. Sea (X, τ) un espacio topológico. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

a) X es compacto.

b) Todo filtro en X no es libre.

c) Todo ultrafiltro en X no es libre.

d) Todo ultrafiltro en X converge.

Demostración: a) ⇒ b) Supongamos por contradicción, que hay un filtro F que es libre. Por otro
lado, si F ∈ F entonces F ⊆ cl(F ), con lo cual cl(F ) ∈ F. Esto implica,

⋂
F∈F cl(F ) ⊆

⋂
F = ∅ y

como cl(F ) es un conjunto cerrado para cada F ∈ F, entonces X\cl(F ) ∈ τ , con ello:

X = X\∅ = X\(
⋂
F∈F

cl(F )) =
⋃
F∈F

(X\cl(F ))

Es decir {X\cl(F )}F∈F es una cubierta del conjunto X. Pero (X, τ) es compacto y por consi-
guiente existen F1, . . . , Fn ∈ F tales que:

X =

n⋃
i=1

X\cl(Fi) = X\
n⋂
i=1

cl(Fi)

Por lo tanto, ∅ =
n⋂

i=1
cl(Fi). Esto contradice el hecho de que F sea un filtro y por lo tanto F no

es libre.
b) ⇒ c) Como todo ultrafiltro es un filtro terminamos.
c) ⇒ d) Por c) se tiene que

⋂
U ̸= ∅. Sea x ∈

⋂
U, probemos que U −→ x. Suponiendo lo

contrario, existe una vecindad Vx que no pertenece a U, por ser U un ultrafiltro X/Vx ∈ U, en
consecuencia x ̸∈

⋂
U una contradicción. Por lo tanto U −→ x.

d) ⇒ a) Supongamos por contradicción, que (X, τ) no es compacto. Entonces, existe una
cubierta abierta U que no tiene subcubiertas finitas. Por lo tanto, para cada U1, . . . , Un ∈ U :

n⋃
i=1

Ui ̸= X, entonces
n⋂
i=1

(X\Ui) = X\(
n⋃
i=1

Ui) ̸= ∅

Es decir que {X\U}U∈U cumple la propiedad de intersección finita. Por Proposición 1.35, existe
un filtro F que contiene a U , y por el lema del ultrafiltro, F está contenido en un ultrafiltro U′.
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Ahora, demostremos que x ∈ U ′ para cada U ′ ∈ U′. Suponiendo lo contrario, existe U ′
0 ∈ U′

tal que x ̸∈ U ′
0. Con ello, sea U0 ⊆ X tal que U ′

0 = X/U0 y así U0 es una vecindad de x. Por d),
U′ −→ x, con lo cual U0 ∈ U′ y ∅ = U ′

0 ∩ U0 ∈ U′, una contradicción. Por lo tanto x ∈ U ′ para
cada U ′ ∈ U′, por consiguiente x ̸∈ U para cada U ∈ U , esto contradice el hecho de que U sea una
cubierta abierta. Por lo tanto (X, τ) es compacto.

Definición 2.95. Decimos que un espacio topológico (X, τ) es Hausdorff. si para cualesquiera
x, y ∈ X distintos, existen abiertos U, V tales que x ∈ U , y ∈ V y U ∩ V = ∅.

Un claro ejemplo de un espacio topológico que es un espacio de Hausdorff, es el espacio discreto.

Teorema 2.96. Sea (X, τ) un espacio topológico, si (X, τ) es Hausdorff, entonces todo ultrafiltro
U tiene exactamente un punto limite.

Demostración: Por contradicción, sean x, y ∈ X puntos limite distintos de un ultrafiltro U. Puesto
que (X, τ) es Hausdorff, existen abiertos U, V tales que x ∈ U , y ∈ V y U ∩V = ∅. Pero U −→ x y
U −→ y, luego U, V ∈ U. Pero ∅ = U ∩V ∈ U, una contradicción. Por lo tanto, U tiene exactamente
un punto limite.

Definición 2.97. Sea (X, τ) un espacio topológico. Decimos, que una subcolección B de τ es una
base para τ , si para cada elemento A ∈ τ , existe A ⊆ B tal que A =

⋃
A.

Proposición 2.98. Sea B una familia de subconjuntos de un conjunto X tal que:

X =
⋃
B,

Si B1 y B2 son elementos de B, y x ∈ B1∩B2, entonces existe B ∈ B tal que x ∈ B ⊆ B1∩B2.

Entonces, la colección τB = {A ⊆ X | existe A ⊆ B con A =
⋃

A} es una topología en X que
contiene a B como base.

Demostración: Por el primer inciso se tiene que X ∈ τB. Ya que ∅ ⊆ B, entonces
⋃

∅ = ∅ ∈ τB.
Naturalmente para cada familia A ⊆ B se tiene que

⋃
A ∈ τB.

Tomemos ahora A1, A2 ∈ τB. Para cada x ∈ A1 ∩ A2, existe un elemento Bx de B tal que
x ∈ Bx ⊆ B1 ∩ B2. Entonces, A1 ∩ A2 =

⋃
{Bx |x ∈ A1 ∩ A2}. Con lo cual, A1 ∩ A2 pertenece a

τB.

Definición 2.99. Dados dos espacios topológicos (X, τX) y (Y, τY ), decimos que una función
f : X −→ Y es continua si para cualquier abierto U de τY , f−1[U ] es abierto en X.

Si consideramos un espacio topológico (Y, τ) y una función f : X −→ Y , definimos un conjunto
τf = {f−1[U ] |U ∈ τ}. Entonces:

∅ = f−1[∅] ∈ τf y X = f−1[Y ] ∈ τf .

Para cualquier conjunto de índices J ,
⋃
j∈Jf

−1[Uj ] = f−1[
⋃
j∈JUj ] ∈ τf .

Para cualquier conjunto finito de índices J ,
⋂
j∈Jf

−1[Uj ] = f−1[
⋂
j∈JUj ] ∈ τf .

Por lo tanto, τf es una topología en X. Esta topología es la inducida por la función f .

Proposición 2.100. Sean (X, τX), (Y, τY ) dos espacios topológicos y f : X −→ Y una función
continua, entonces:

a) Si X es compacto, entonces f [X] es compacto.

b) Si F es un ultrafiltro, entonces F′ = {f [F ]}F∈F es un ultrafiltro.
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Demostración:
a) Sea U una cubierta abierta de f [X], entonces por la continuidad de f , {f−1[U ]}U∈U es una

cubierta abierta de X. Ya que X es compacto existen U1, . . . , Un tales que X =
n⋃

i=1
f−1[Ui]. Por lo

tanto f [X] =
n⋃

i=1
Ui. Por consiguiente, f [X] es compacto.

b) Afirmamos que {f [F ]}F∈F es un filtro. Pues ∅ = F−1[∅] y X = f−1[Y ], entonces Y ∈ F′,
pero ∅ ̸∈ F′.

Por otro lado sean U, V ∈ F′, entonces f−1[U ], f−1[V ] ∈ F y puesto que f−1[U ∩V ] = f−1[U ]∩
f−1[V ] ∈ F. En consecuencia, U ∩ V ∈ F′.

Ahora sea A ∈ F y C ⊆ Y tales que A ⊆ C, entonces f−1[A] ⊆ f−1[C] y f−1[A] ∈ F. En
consecuencia, f−1[C] ∈ F. Con lo cual, C ∈ F′.

Ahora supongamos que existe U ⊆ Y tal que U ̸∈ F′, entonces f−1[U ] ̸∈ F. Por ser F un
ultrafiltro, V = X\f−1[U ] ∈ F y con ello f [V ] ∈ F′. Pero f [V ] = f [X\f−1[U ]] = Y \F [U ]. Por lo
tanto F′ es un ultrafiltro.

Definición 2.101. Dada una familia de espacios topológicos {(Xα, τα)}α∈I , consideremos el con-
junto producto:

X =
∏
α∈J

Xα = {f : J −→
⋃
α∈J

Xα | para cada j ∈ J, f(j) ∈ Xj}.

Sea τ , es la topología de X generada por el conjunto β = {
∏
α∈J Uα |Uα ∈ τα, para cada α ∈

J}.
Definimos la función proyección πj : X −→ Xj, tal que para cada (ai)i∈I ∈ X, πj((ai)i∈I) = aj .

Corolario 2.102. Sea {(Xi, τi)}i∈I una familia de espacios topológicos. Con ello sea el producto
X =

∏
i∈I Xi y τ la topología de Tychonoff. Entonces la función proyección πj :

∏
i∈I Ai −→ Aj

es continua para cada j ∈ I.

Demostración: Por definición de proyección y a la naturaleza de la topología de Tychonoff, para
cada i ∈ I y cada abierto Ui de Xi, π−1

j [Ui] es abierto de X. Por lo tanto, la proyección πi : X −→
Xi es continua

Teorema 2.103. (Teorema de Tychonoff para espacios de Hausdorff)
Dada una familia {(Xα, τα)}α∈I de espacios topológicos no vacíos que son Hausdorff, Entonces

(X, τ) es compacto si y solo sí para cada i ∈ I se tiene que {(Xα, τα)}α∈I también lo es. (Donde
X =

∏
α∈I

Xα y τ es la topología de Tychonoff)

Demostración: ⇒] Sea (X, τ) es compacto. Puesto que la proyección de espacios topológicos es
continua, entonces πi : X −→ Xi es continua y como la imagen de compactos es compacta, entonces
tenemos que Xi es tambien compacto.

⇐] Sea {(Xi, τi)}i∈I una familia de espacios Hausdorff compactos y sea U un ultrafiltro en X.
Entonces, para cada i ∈ I se tiene que Ui = {A ⊆ Xi |π−1

i [A] ∈ U} es un ultrafiltro en Xi (donde
πi denota la i–esima proyección). Puesto que Xi es compacto y Hausdorff, entonces Ui converge a
un único punto xi. Por lo tanto U converge a x = (xi)i∈I .

Teorema 2.104. Dado un campo (F,+, ·), entonces su clausura algebraica es única salvo isomor-
fismo.

Demostración: Sean (K,+, ·), (E,+, ·) clausuras algebraicas del campo (F,+, ·). Para cada f ∈
F [X], sea (Kf ,+, ·) el mínimo subcampo de (K,+, ·) que contiene a F y a todas las raíces de f .
Análogamente, también definimos al subcampo (Ef ,+, ·). Notemos que si f divide a g, entonces
Kf ⊆ Kg y Ef ⊆ Kg. Además, K =

⋃
f∈F [X]Kf y E =

⋃
f∈F [X]Ef .
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Sea Hf = {φ : Kf −→ Ef |φ es un isomorfismo}, entonces por Proposición 2.69, Hf es dis-
tinto del vacío. Por otro lado, notemos que Hf es finito y en consecuencia, para cada f ∈ F [X],
(Hf ,P(Hf )) es un espacio topológico compacto que es Hausdorff.

Ahora, consideremos al conjunto H =
∏
f∈F [X]Hf y para p|q, sea:

Hpq = {(hf ) ∈ H |hp = hq|Ep
}

Por el teorema de Tychonoff para espacios Hausdorff se sabe que H es compacto sobre la
topología producto.

Por otro lado, probemos que H = {Hpq | p, q ∈ F [X]} tiene la propiedad de intersección finita.
Tomando un elemento φ ∈ Hg, restringiendo su dominio a Kf obtenemos que la imagen
de dicha función es Ep, es decir, Hpq es no vacío. Ahora, sean Hpq, Hp′q′ ∈ H, entonces
Hpq ∩ Hp′q′ = {(hf ) ∈ H |hp = hq|Ep} ∩ {(hf ) ∈ H |hp′ = hq′ |Ep′} = {(hf ) ∈ H |hp =
hq|Ep

y hp′ = hq′ |Ep′}. Sean g mínimo común divisor de p, p′ y g′ el mínimo común divisor
de q, q′, entonces {(hf ) ∈ H |hp = hq|Ep

y hp′ = hq′ |Ep′} = {(hf ) ∈ H |hg = hg′ |Eg
} =

Hgg′ ∈ H. Por lo tanto H tiene la propiedad de intersección finita, por el lema del ultrafiltro
y Proposición 1.34, existe un ultrafiltro U que contiene a dicho conjunto.

Por los dos incisos anteriores y el Teorema 2.96, existe exactamente un h ∈ H tal que U −→ h,
entonces (h) ∈

⋂
U ⊆

⋂
H, determina un único isomorfismo de campos h :

⋃
f∈F [X]Kf −→⋃

f∈F [X]Ef , es decir, K ∼= E.
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Capítulo 3

Lenguajes, estructuras y teorías

3.1. Preliminares
El objetivo de esta sección es probar la equivalencia del lema del ultrafiltro con el teorema de

compacidad de la lógica de primer orden. Consecuentemente, usando el teorema de compacidad, se
demostrarán algunos resultados de la teoría de modelos.

El Teorema de compacidad es uno de los resultados de la teoría de modelos. El caso numerable
del teorema de compacidad fue probado por Kurt Gödel en el año 1930 y el caso no numerable por
Anatoly Maltsev en 1936.

Definición 3.1. El lenguaje L del cálculo predicativo clásico consiste de:

Un conjunto de variables {xn : n ∈ ω}

Un conjunto {cα : α ∈ ω} de constantes.

Un conjunto f1, , . . . , fn de símbolos funcionales, donde fi es de aridad ai.

Un conjunto A1, . . . , Am de símbolos relacionales, donde Aj es de aridad rj.

Una colección {∨,∧,→,↔,¬} de símbolos denominados conectivos lógicos.

Un conjunto {∀,∃} de cuantificadores.

Dos símbolos llamados símbolos de agrupación “( , )” (También podemos ocupar como sím-
bolos de agrupación a “[ , ]” para evitar inconvenientes)

Para referirnos al lenguaje L, escribiremos L = {{A1, . . . , Am}, {f1, , . . . , fn}, {cα}α∈ω}

Definición 3.2. El conjunto TERM de términos es el menor conjunto X que cumple:

Para cada n ∈ ω, xn ∈ X (las variables son términos).

Si cα es una constante para algún α ∈ ω, entonces cα ∈ X.

Si fk es un símbolo funcional y t1, . . . , tak ∈ X, entonces fk(t1, . . . , tak) ∈ X.

Definición 3.3. El conjunto FORM de fórmulas bien formadas es el menor conjunto Y que
cumple:

Si Aj es un símbolo relacional y t1, . . . , trj ∈ TERM , entonces Aj(t1, . . . , trj ) ∈ Y .

Si t, s ∈ TERM , entonces t = s ∈ Y .
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Si φ,ψ ∈ Y y □ ∈ {∨,∧,→,↔}, entonces (φ□ψ) ∈ Y

Si φ ∈ Y , entonces ¬φ ∈ Y

Si φ ∈ Y , xm es una variable y ▽ ∈ {∀,∃}, entonces (▽xm)φ ∈ Y

Diremos que una fórmula φ es atómica si esta no contiene conectivos, ni cuantificadores; es
decir, si φ se escribe de alguna de las siguientes maneras: φ := t1 = tn ó φ := R(t1, . . . , tn). El
conjunto de fórmulas atómicas se denota por ATOM .

Teorema 3.4. (Principio de Inducción)
Sea A una propiedad. Entonces, A(t) se cumple para todo término t ∈ TERM , si:

1. Para cada variable xi (i ∈ ω), se cumple que A(xi).

2. Para cada constante ci (i ∈ ω), se cumple que A(ci).

3. Si t1, . . . , tak son términos, tales que A(ti) para cada i ∈ {1, . . . , ak}, y fk es un símbolo
funcional, entonces se cumple A(fk(t1, . . . , tak)).

Demostración:
Sea X = {t ∈ TERM : A(t)}. Entonces:

a) Toda variable xi (i ∈ ω), cumple que xi ∈ X.

b) Toda constante ci (i ∈ ω), cumple que ci ∈ X.

c) Si t1, . . . , tak ∈ X, entonces se cumple fk(t1, . . . , tak) ∈ X

Lo anterior garantiza que TERM ⊆ X ⊆ TERM .

Teorema 3.5. Sea B una propiedad, B(φ) se cumple para toda fórmula φ ∈ FORM si ocurre:

1. B(φ) para cada formula atómica φ.

2. Para cualesquiera φ,ψ ∈ FORM y □ ∈ {∨,∧,→,↔}, si B(φ), B(ψ), entonces B(φ□ψ).

3. Para cada φ ∈ FORM , si B(φ) entonces B(¬φ).

4. Para cada φ ∈ FORM , xm una variable y ▽ ∈ {∀,∃}, si B(φ) entonces B((▽xm)φ).

Demostración: Sea Y = {φ ∈ FORM : B(φ)}. Entonces:

a) Para cualesquiera fórmulas atómicas Aj(t1, . . . , trj ) y t = s, entonces Aj(x1, . . . , xrj ) ∈ Y y
t = s ∈ Y .

b) Si φ,ψ ∈ FORM , B(φ), B(ψ) y □ ∈ {∨,∧,→,↔}, entonces φ□ψ ∈ Y .

c) Si φ ∈ FORM y B(φ), entonces ¬φ ∈ Y .

d) Sean φ ∈ FORM y xm una variable. Si B(φ) y ▽ ∈ {∀,∃}, entonces (▽xm)φ ∈ Y .

Lo anterior garantiza que FORM ⊆ Y ⊆ FORM .

Denotaremos al conjunto de todas las constantes del lenguaje L como Cons, al conjunto de al
conjunto de todas las variables del lenguaje L como V ar.

La demostración de los siguientes resultados los puede consultar en [13]

Teorema 3.6. (Definición por Recursión sobre los términos)
Sean B ̸= ∅,
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H0 : V ar ∪ Cons −→ B,

Para cada k ∈ {1, . . . , n}, Hk : Bak −→ B.

Entonces existe una única función H : TERM −→ B tal que:

Para cada término t ∈ V ar ∪ Cons, H(t) = H0(t).

Para cada símbolo funcional fk y t1, . . . , tak términos, H(fk(t1, . . . , tak)) =
Hk(H(t1), . . . ,H(tak)).

Teorema 3.7. (Definición por Recursión sobre las fórmulas)
Sean

GATOM : ATOM −→ A,

Para cada conectivo □ ∈ {∨,∧,→,↔}, G□ : A2 −→ A,

G¬ : A −→ A,

G∀ : A× ω −→ A.

Entonces existe una única función G : FORM → A tal que:

Para cada φ ∈ ATOM , donde t1, t2 ∈ TERM G(φ) = GATOM (φ).

Para cada ψ, γ ∈ FORM y □ ∈ {∨,∧,→,↔}, G(ψ□γ) = G□(G(ψ), G(γ)).

Para cada ψ ∈ FORM , G(¬ψ) = G¬(G(ψ)).

Para cada ψ ∈ FORM , G((∀xn)ψ) = G∀(G(ψ), n).

Definición 3.8. Sea L′ el conjunto de todos los símbolos constantes, funcionales y relacionales
del lenguaje L. Un modelo o estructura A para un lenguaje L es un par ordenado (A, (·)A), donde
A es un conjunto distinto del vacio y (·)A : L′ → A es una función de interpretación tal que:

Si c símbolo constante, entonces (c)A ∈ A,

Si F símbolo funcional de aridad n y t1, . . . , tn ∈ L′ términos, entonces (F (t1, . . . , tn))
A =

FA(tA1 , . . . , t
A
n ) es una función n−aria en A.

Si R es un símbolo funcional de aridad n y t1, . . . , tn ∈ L′ términos, entonces
(R(t1, . . . , tn))

A = RA(tA1 , . . . , t
A
n )

A es llamado el universo de el modelo A.

Los modelos (o estructuras) son denotados por letras góticas A,B,C,D, ... y los universos (o
dominios) son denotados por letras latinas A,B,C,D, ...,

Ahora deseamos mostrar cómo usar fórmulas para expresar enunciados matemáticos sobre los
elementos de un modelo. Primero necesitamos ver cómo interpretar un término en un modelo.

Definición 3.9. Dada una interpretación A del modelo A, definimos una valuación v : TERM →
A como sigue:

1. si t = x es una variable, entonces v(t) = v(x) (Para ser mas prácticos denotemos la inter-
pretación de una variable x en un modelo A como v(t) = xA).

2. si t = c es un símbolo constante, entonces v(t) = cA.

49



Lenguajes, estructuras y teorías
3.1 Preliminares

3. si t = f(t1, ..., tn) es un símbolo funcional de aridad n, entonces v(t) = fA(v(t1), ..., v(tn)).

Definición 3.10. Dado un modelo A para el lenguaje L y una valuación v : TERM → A,
definimos la relación A ⊨ φ para cada sentencia φ en L, como sigue:

Si φ := t = s, entonces A ⊨ (t = s) sii v(t) = v(s);

Si φ := R(t1, ..., tn), entonces A ⊨ R(t1, ..., tn) sii (v(t1), ..., v(tn)) ∈ RA;

Si φ := γ ∧ ψ, entonces A ⊨ (γ ∧ ψ) sii A ⊨ γ y A ⊨ ψ;

Si φ := γ ∨ ψ, entonces A ⊨ (γ ∨ ψ) sii A ⊨ γ ó A ⊨ ψ;

Si φ := γ → ψ, entonces A ⊨ (γ → ψ) sii A ⊨ γ implica que A ⊨ ψ;

Si φ := γ ↔ ψ, entonces A ⊨ (γ ↔ ψ) sii A ⊨ γ sii A ⊨ ψ;

Si φ := ¬ψ, entonces A ⊨ ¬ψ sii A ̸⊨ ψ;

Si φ := (∃x)ψ, entonces A ⊨ (∃x)ψ(x) sii para algún a ∈ A, A ⊨ ψ(a);

Si φ(x) := (∀x)ψ(x), entonces A ⊨ (∀x)ψ(x) sii para cada a ∈ A, A ⊨ ψ(a);

Una teoría T para el lenguaje L es un conjunto tal que T ⊆ FORM .
A es un modelo de la teoría T si A ⊨ φ para cada φ ∈ T . La relación A ⊨ φ lee como: A

satisface φ, φ es verdadera en A ó φ se cumple en A, En el caso de que A sea un modelo de la
teoría T lo denotamos como A ⊨ T . en algunas ocasiones si x1, . . . , xn ∈ FV (φ) escribiremos que
A ⊨ φ[x1, . . . , xn] en lugar de A ⊨ φ.

Decimos que A = (A, (·)A) es un submodelo de B = (B, (·)B) si A ⊆ B y (·)B|A = (·)A. A la
situación antes descrita la escribimos como A ⊆ B.

Con lo anterior, dada una teoría T podemos definir una valuación v : TERM −→ {0, 1} tal
que v(φ) = 1 si para cada modelo A se tiene que A ⊨ φ. A dicha función la llamaremos T -esquema

Teorema 3.11. Sean A = (A, (·)A) y B = (B, (·)B) modelos para un lenguaje L, tales que A ⊆ B.
Sea φ una fórmula libre de cuantificadores y a ∈ An. Entonces:

A ⊨ φ(a) si y solo sí B ⊨ φ(a)

Demostración: La prueba se hará por inducción sobre la complejidad de la fórmula:

Si φ := t = t′, donde t, t′ ∈ TERM , entonces:

A ⊨ (t = t′) si y solo sí (t)A = (t′)A

Ya que A es un submodelo de B esto pasa si y solo sí (t)B = (t′)B

si y solo sí B ⊨ (t = t′)

Si φ := R(t1, ..., tn), donde R es un símbolo relacional de aridad n y donde t1, ..., tn ∈ TERM
el resultado es claro.

Si φ := ψ ∧ γ, donde ψ, γ ∈ FORM , entonces:

A ⊨ (ψ ∧ γ) si y solo sí A ⊨ ψ y A ⊨ γ

Por h.i. esto pasa si y solo sí B ⊨ ψ y B ⊨ γ

si y solo sí B ⊨ ψ ∧ γ
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Si φ := ¬ψ, donde ψ ∈ FORM , entonces:

A ⊨ (¬ψ) si y solo sí A ̸⊨ ψ
Por h.i. si y solo sí B ̸⊨ ψ

si y solo sí B ⊨ ¬ψ

Definición 3.12. Si T es una teoría y σ es una fórmula, decimos que T ⊨ σ si para cada A tal
que A ⊨ σ, entonces A ⊨ σ. Si sucede lo anterior decimos que σ es consecuencia de T .

Proposición 3.13. Sean Γ un conjunto de fórmulas y φ ∈ FORM . Entonces Γ ∪ {¬φ} es satis-
facible si y solo sí Γ ̸⊨ φ.

Demostración: ⇒] Supongamos que T = Γ ∪ {¬φ} es satisfacible. Para el T -esquema v :
FORM −→ {0, 1} se tiene que v(ψ) = 1 para cada ψ ∈ Γ y no puede suceder que v(φ) = 1,
en consecuencia v(φ) = 0. Por tanto para cada modelo A tal que A ⊨ T , entonces A ̸⊨ φ es decir
que T ̸⊨ φ.

⇐] Supongamos ahora que Γ ̸⊨ φ. Entonces del T -esquema tenemos que v(ψ) = 1 para cada
ψ ∈ Γ y v(φ) = 0. Lo anterior permite concluir que Γ ∪ {¬φ} es satisfacible.

Definición 3.14. Se dice que dos modelos A y B para un lenguaje L, son elementalmente equi-
valentes, si para cada sentencia φ ∈ FORM :

A ⊨ φ si y solo sí B ⊨ φ

Lo anterior se representa por A ≡ B.

Definición 3.15. Un conjunto de axiomas para T es una teoría T ′, que tiene los mismos modelos
de T (es decir, T ′ es lógicamente equivalente a T )

Omitiendo la mención explícita de los símbolos lógicos (incluyendo la infinidad de variables)
que están en L. podemos denotar a un modelo A para L como:

A = ⟨A, {H1, . . . ,Hm}, {S1, . . . , Sn}, {ak}k∈ω⟩

donde la interpretación de los símbolos en el lenguaje L está dada por (Ri)A = Hi, (Fj)A = Sj
y (ak)

A = ak

Ejemplo 3.16. Dado un lenguaje L = {{+, ·}, {0, 1}}, donde +, · son símbolos funcionales de
aridad 2 y {0, 1} son símbolos constantes, entonces podemos definir las siguientes teorías:

La teoría de grupos TG, con los siguientes axiomas:

(G1) (Asociatividad en la adición) (∀x, y, z)((x+ (y+ z)) = ((x+ y)+ z))

(G2) (Elemento neutro en la adición) (∀x)((x+0) = x) ∧ ((0+x) = x)), también pode-
mos escribirlo de la siguiente manera si no hay confusión (∀x)((x+0) = (0+x) = x)).

(G3) (Elemento inverso en la adición) (∀x)(∃y)((x+ y = 0) ∧ (y + x = 0)), también
podemos escribirlo de la siguiente manera si no hay confusión (∀x)(∃y)(x+y = y+x =
0).

Decimos que la teoría formal TAG es la teoría de los grupos abelianos (o conmutativos), si
TG ⊆ TAG y además anexamos el siguiente axioma:

(G4) (Conmutatividad en la adición) (∀x, y)((x+ y = y+ x)
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Una teoría formal TR que denota la teoría de anillos (con unidad), donde TAG ⊆ TR y
anexando los siguientes axiomas:

(R1) (Asociatividad del producto) (∀x, y, z)((x · (y · z)) = ((x · y) · z))

(R2) (Elemento neutro del producto) (∀x)((x·1) = x) ∧ ((1·x) = x)), también podemos
escribirlo de la siguiente manera si no hay confusión (∀x)((x·1) = (1·x) = x)).

(R3) (Propiedad distributiva del producto sobre la adición)
(∀x)(∀y)(∀z)((x · (y+ z) = (x · y)+ (x · z)).

El axioma R2 se puede omitir, obteniendo la teoría de los anillos sin uno, convenientemente
diremos que TR describe la teoría de anillos incluyendo el axioma R2.

Nota 3.17. Notemos que en los anillos con uno, no es necesario el axioma G4 pues a+(a+
b)+b) = (a+a)+(b+b) = (1+1)a+(1+1)b = (1+1)(a+b) = (a+b)+(a+b) = a+(b+a)+b
cancelando se obtiene que a+ b = b+ a

Decimos que la teoría formal TCR es la teoría de los anillos conmutativos si TR ⊆ TCR y
anexando el siguiente axioma:

(R4) (Conmutatividad del producto) (∀x)(∀y)(x · y = y · x)

Definimos la teoría formal TF que denota la teoría de campos (ó cuerpos), donde TCR ⊆ TF
y anexando los siguientes axiomas:

(K1) (Elemento inverso del producto) (∀x)(∃y)((x = 0) ∨ (¬(x = 0) ∧ (x · y = 1) ∧
(y · x = 1))), también podemos escribirlo de la siguiente manera si no hay confusión
(∀x)(∃y)((x = 0) ∨ ((x ̸= 0) ∧ x · y = y · x = 1).

(K2) ¬(0 = 1)

Definición 3.18. Sean S un conjunto y B una familia de funciones tales que f ∈ B si f : D −→
{0, 1} para cada D ⊆ S finito. Decimos que B es un desorden binario sobre S, si B satisface lo
siguiente:

Para cada P ⊆ S finito, existe g ∈ B tal que Dom(g) = P

Para cada g ∈ B y cada subconjunto finito D ⊆ S, entonces g|D ∈ B

Dada una función f : S −→ {0, 1}, entonces f es consistente con B si para cada D ⊆ S, se
tiene que fD ∈ B

Analicemos algunos resultados equivalentes al lema del ultrafiltro:

Proposición 3.19. Las siguientes propiedades son equivalentes:

a) Lema del ultrafiltro

b) Para cada desorden binario B sobre un conjunto S, existe una función f : S −→ {0, 1} que
es consistente con B.

c) Una teoría T es satisfacible si y solo si cada subconjunto Σ ⊆ T finito es satisfacible

d) Teorema del ideal primo
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Demostración: a) ⇒ b) Sea B un desorden binario sobre un conjunto S. Sea Fin(S) = {D ⊆
S |D es finito}. Para cada D ∈ Fin(S) sea:

AD = {g : S −→ {0, 1} | g|D ∈ B}

Desde que B es un desorden binario, para cualesquiera C,D ∈ Fin(S), AC∪D = {g : S −→
{0, 1} | g|C∪D ∈ B}. Dado que f = g|C∪D ∈ B, entonces g|C = f |C y g|D = f |D, con ello g|C , g|D ∈
B y así g ∈ AC∩AD, lo cual nos dice que C = {AP |P ∈ Fin(S)} tiene la propiedad de intersección
finita y en consecuencia existe un filtro F tal que C ⊆ F . Por el lema del ultrafiltro, existe un
ultrafiltro U que contiene a dicho filtro y entonces para cada s ∈ S, {g : S −→ {0, 1} | g(s) = 0} ∈ U
ó bien {g : S −→ {0, 1} | g(s) = 1} ∈ U , luego para cada s ∈ S podemos definir una función f tal
que As = {g : S −→ {0, 1} | g(s) = f(s)} ∈ U . Dado un conjunto finito P = {s1, . . . , sn}, entonces
n⋂
i=1

Asi ∈ U , pero
n⋂
i=1

Asi =

n⋂
i=1

{g : S −→ {0, 1} | g(si) = f(si)} = {g : S −→ {0, 1} | g(si) =

f(si) para cada i ∈ {1, . . . , n}} = f |P . Por lo tanto f es consistente con B.
b) ⇒ c) ⇒] Supongamos que T es satisfacible, entonces existe A, tal que A ⊨ φ para cada

φ ∈ T , entonces para cada Σ ⊆ T , se tiene que A ⊨ σ para cada σ ∈ Σ ⊆ T , particularmente si Σ
es finito. Por lo tanto, Σ es satisfacible.

⇐] Sea T una teoría y S ⊆ L el conjunto de todas las variables que aparecen en T . Asumiendo
que todo subconjunto finito Σ de T es satisfacible, hay un modelo A tal que A ⊨ σ, sin perdida de la
generalidad podemos definir la interpretación de dicho modelo como la función gΣ : SΣ −→ {0, 1}
de tal manera que Σ es satisfacible y donde SΣ denota al conjunto de todas las variables que
aparecen en Σ. Sea:

BT = {gΣ|P |Σ ∈ Fin(T ) y P ⊆ SΣ}

Luego BT es un desorden binario en S y por principio de consistencia existe una función f : S −→
{0, 1} consistente con B, la cual es una interpretación de T . Por lo tanto T es satisfacible

c) ⇒ d) Sea B un álgebra booleana y definimos un lenguaje L tal que {pu |u ∈ B} ⊆ L.
Además, sea ΣB un conjunto de fórmulas, que tiene como a elementos a:

p0,¬p1;

pu ∨ ¬p−u para cada u ∈ B;

(pu1
∧ . . . ∧ pun

) → pu1+...+un
para cada u1, . . . , un ∈ B;

(pu1
∨ . . . ∨ pun

) → pu1·...·un
para cada u1, . . . , un ∈ B;

Para probar que cada subconjunto finito de ΣB es satisfacible, sea Σ ⊆ ΣB y S = {pu | pu ∈ Σ}.
Puesto que ⟨S⟩ = S es un conjunto finito (ver Corolario 1.56 ), por la finitud del conjunto S,
podemos elegir un elemento u ∈ S\{1}, tal que para cada v ∈ S no puede suceder u < v < 1.
Probemos que Iu = {v ∈ B | v ≤ u} es un ideal primo. Sabemos por la Proposición 1.45, que Iu
es un ideal. Ahora, supongamos que Iu no es un ideal primo, entonces existe un ideal I tal que
Iu ⊊ I. Elíjase x ∈ I\Iu, entonces x ̸≤ u y con ello u < u+ x, lo cual es una contradicción. Por lo
tanto Iu es un ideal primo.

Por el inciso c), ΣB es una teoría satisfacible y por tanto la teoría tiene un modelo A. Sea
f : FORML −→ {0, 1} tal que f(φ) = 1 si y solo sí A ⊨ φ con ello definamos al conjunto
I = {u ∈ B | f(pu) = 1}, entonces:

f(p0) = 1 y f(p1) = 0; luego 1 ̸∈ I, pero 0 ∈ I.

f(pu) = 1− f(¬pu−); esto nos dice que para cada u ∈ B, u ∈ I ó u− ∈ I.

Si f(pu1) = f(pu2) = 1, entonces f(pu1 ∧ pu2) = 1; esto nos dice que si u1, u2 ∈ I, entonces
u1 + u2 ∈ I
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Si f(pu1
) = 1, entonces f(pu1

∨ pu2
) = 1; esto nos dice que si u1 ∈ I y u2 ∈ B, entonces

u1 · u2 ∈ I

Por lo tanto el conjunto I es un ideal primo de B.
c) ⇒ d) Es un resultado que ya vimos anteriormente.

Al inciso b) de la proposición anterior, se le conoce como principio de consistencia y por otro
lado, al inciso a) se le conoce como el teorema de compacidad.

3.2. Ultraproductos
Definición 3.20. Sea I un conjunto de índices. Para cada i ∈ I, sea Ai un modelo con universo
Ai. Definimos el producto cartesiano de estructuras A =

∏
i∈I

Ai como sigue:

∏
i∈I

Ai = {f : I →
⋃
i∈I

Ai | f(i) ∈ Ai} para mayor comodidad, podemos escribir
∏
i∈I

Ai = A

Para cualquier símbolo relacional de aridad n se tiene que RA(f1, . . . , fn) si y solo si
RAi(f1(i), . . . , fn(i)) para cada i ∈ I.

Para cualquier símbolo funcional de aridad n se tiene que FA(f1, . . . , fn) =
(FAi(f1, . . . , fn))i∈I

Para cualquier símbolo constante se tiene que cA = (cAi)i∈I .

A = ⟨A, {RA
j }j∈ω, {FA

j }j∈ω, {cAj }j∈ω⟩.

Notemos de la definición anterior, que I puede tener cualquier cardinalidad.

Nota 3.21. Sean I un conjunto no vacío y F ⊆ P(I). Se define la relación ∼F en F como sigue:

f ∼F g sii {i ∈ I|f(i) = g(i)} ∈ F

Proposición 3.22. Si F es un filtro sobre I, entonces ∼F es una relación de equivalencia sobre
A.

Demostración: Puesto que F es un filtro, se tiene que I ∈ F. Entonces, para cada f ∈ A, f ∼F

f sii I = {i ∈ I | f(i) = f(i)} ∈ F. De aquí ∼F es reflexiva.
Por otro lado, notemos que para cualesquiera f, g ∈ A se cumple que f ∼F g sii X = {i ∈

I | f(i) = g(i)} ∈ F sii X = {i ∈ I | g(i) = f(i)} ∈ F sii g ∼F f . Con ello, ∼F es simétrica.
Por último, veamos que ∼F es transitiva. Sean f, g, h ∈ A tales que f ∼F g y g ∼F

h. Lo anterior ocurre si y sólo si X = {i ∈ I | f(i) = g(i)} ∈ F y Y = {i ∈ I | g(i) = h(i)} ∈
F sii X ∩ Y ⊆ Z = {i ∈ I | f(i) = h(i)} ∈ F sii f ∼F h, por lo que ∼F es transitiva y por lo
anterior es una relación de equivalencia

Es bien sabido que toda relación de equivalencia induce una partición. Luego, para cada ele-
mento f ∈ A definimos f/F, la clase de equivalencia de f bajo la relación ∼F.

Lema 3.23. Sea F un filtro sobre el conjunto I y sea ∼F la relación antes mencionada. Entonces:

a) Si f1 ∼F g1, . . . , fn ∼F gn, entonces {i ∈ I |RAi(f1(i), . . . , fn(i))} ∈ F si y solo si {i ∈
I |RAi(g1(i), . . . , gn(i))} ∈ F

b) Si f1 ∼F g1, . . . , fn ∼F gn, entonces FA(f1(i), . . . , fn(i)) ∼F FA(g1(i), . . . , gn(i))

Demostración:
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a) ⇒] Sean A1 = {i ∈ I | f1(i) = g1(i))}, . . . , An = {i ∈ I | fn(i) = gn(i))} tales
que A1, . . . , An ∈ F y sea B = {i ∈ I |RAi(f1(i), . . . , fn(i))} ∈ F, sea i ∈ D =
A1 ∩ . . . ∩ An ∩ B así f1(i) = g1(i), . . . , fn(i) = gn(i) y RAi(f1(i), . . . , fn(i)). Por tan-
to, RAi(g1(i), . . . , gn(i)). Entonces, puesto que F es un filtro se tiene que D ∈ F, además
D ⊆ {i ∈ I |RAi(g(i), . . . , gn(i))} ∈ F.
⇐] es análogo.

b) Tomemos los mismos conjuntos A1, . . . An de la demostración anterior, entonces E =
A1 ∩ . . . ∩ An ∈ F. Consideremos el siguiente conjunto C = {i ∈ I |FAi(f1(i), . . . , fn(i)) =
FAi(g1(i), . . . , gn(i))}. Si i ∈ E, entonces f1(i) = g1(i), . . . , fn(i) = gn(i) y por lo tanto
FAi(f1(i), . . . , fn(i)) = FAi(g1(i), . . . , gn(i)). De aquí se sigue que E ⊆ C, pero como E ∈ F

y ya que F es un filtro, entonces C ∈ F

Definición 3.24. Sea F un filtro sobre un conjunto I, se definimos el modelo A/F de la siguiente
forma:

A/F =
∏
i∈I

Ai/F = ⟨
∏
i∈I
Ai/F, {Rj}j∈ω, {F j}j∈ω, {cj}j∈ω⟩,

donde:∏
i∈I

Ai/F = {f/F | f ∈
∏
i∈I

Ai}

R
A/F
j (f1/F, . . . , fn/F) = {i ∈ I |RAi

j (f1(i), . . . , fn(i))} ∈ F

F
A/F
j (f1/F, . . . , fn/F) = FA

j (f1(i), . . . , fn(i))/F

c
A/F
j = cAj /F

Al modelo anterior se le denomina producto reducido. En caso de que F es un ultrafiltro, se
dice que

∏
i∈I

Ai/F es un ultraproducto. Finalmente, si Ai = A, entonces
∏
i∈I

A/F se denomina una

ultrapotencia.

Lema 3.25. Para cada t ∈ TERM se tiene que tA/F(f1, . . . , fn) = tA(f1(i), . . . , fn(i))/F

Demostración: La demostración se hará por inducción sobre la complejidad del término:

Si t = c un símbolo constante, entonces;

tA/F(f1, . . . , fn) = cA/F = cA/F = tA(f1, . . . , fn)/F

Si t = x una variable, entonces:

tA/F(f1, . . . , fn) = xA/F = xA/F = tA(f1, . . . , fn)/F

Si t = F (t1, . . . , tn) es un símbolo funcional de aridad n, entonces:

tA/F(f1, . . . , fn) = FA/F(t1(f1, . . . , fn), . . . , tn(f1, . . . , fn)) =

Por definición FA/F(t
A/F
1 (f1, . . . , fn), . . . , t

A/F
n (f1, . . . , fn)) =

por H.I. FA/F(tA1 (f1, . . . , fn)/F, . . . , t
A
n (f1, . . . , fn)/F) =

FA(tA1 (f1, . . . , fn), . . . , t
A
n (f1, . . . , fn))/F
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Teorema 3.26. (De Łos: Fundamental de los Ultraproductos) Sean {Ai : i ∈ I} una familia de
modelos y U un ultrafiltro en I. Entonces, para cada fórmula φ ∈ L:∏

i∈I
Ai/U ⊨ φ si y solo si {i ∈ I |Ai ⊨ φ} ∈ U

Demostración: Para términos mas prácticos, denotemos a
∏
i∈I

Ai/U simplemente por A/F. La prue-

ba se hará sobre inducción sobre la complejidad de la fórmula.

Si φ := t = t′, donde t, t′ ∈ TERM , entonces:

A/F ⊨ (t = t′) si y solo sí (t)A/F = (t′)A/F.

si y solo sí (t)A/F = (t′)A/F

si y solo sí (t)A ∼F (t′)A

si y solo sí {i ∈ I | (t)Ai = (t′)Ai} ∈ U

si y solo sí {i ∈ I |Ai ⊨ (t = t′)} ∈ U

Si φ := R(t1, ..., tn), donde R es un símbolo relacional de aridad n y donde t1, ..., tn ∈ TERM
el resultado es claro.

Si φ := ψ ∧ γ, donde ψ, γ ∈ FORM , entonces:

A ⊨ (ψ ∧ γ) si y solo sí A ⊨ ψ y A ⊨ γ

si y solo sí Iψ = {i ∈ I |Ai ⊨ ψ} ∈ U y Iγ = {i ∈ I |Ai ⊨ γ} ∈ U

Iψ ∩ Iγ ∈ U si y solo sí Iψ ∩ Iγ = {i ∈ I |Ai ⊨ ψ y Ai ⊨ γ} ∈ U

si y solo sí {i ∈ I |Ai ⊨ ψ ∧ γ} ∈ U

Si φ := ¬ψ, donde ψ ∈ FORM , entonces:

A ⊨ (¬ψ) si y solo sí A ̸⊨ ψ
si y solo sí Iψ = {i ∈ I |Ai ⊨ ψ} ̸∈ U

I − Iψ ∈ U si y solo sí I − {i ∈ I |Ai ⊨ ψ} ∈ U

si y solo sí {i ∈ I |Ai ̸⊨ ψ} ∈ U

si y solo sí {i ∈ I |Ai ⊨ ¬ψ} ∈ U

Si φ := (∃x)ψ(x), donde ψ ∈ FORM , entonces:

A ⊨ (∃x)ψ(x) si y solo sí existe a = (a1/U, . . . , an/U, . . .) ∈ A tal que A ⊨ ψ(a)

si y solo sí existe ai/U ∈ Ai tal que Iψ = {i ∈ I |Ai ⊨ ψ(ai/U)} ∈ U...(1).

Por lo anterior, se cumple que Iψ = {i ∈ I |Ai ⊨ ψ(ai/U)} ⊆ {i ∈ I |Ai ⊨ (∃x)ψ(x)}.
Ahora, dado que U es un filtro, tenemos que {i ∈ I |Ai ⊨ (∃x)ψ(x)} ∈ U. Por otro lado, si
{i ∈ I |Ai ⊨ (∃x)ψ(x)} ∈ U, existe ai/U ∈ Ai para cada i ∈ I, de forma que {i ∈ I |Ai ⊨
ψ(ai/U)} ∈ U . Luego, por hipótesis inductiva existe a = (a1/U, ..., an/U) tal que A ⊨ ψ(a) y
por lo tanto A ⊨ (∃x)ψ(x).

Teorema 3.27. (De compacidad)
Una teoría T es satisfacible si y solo si cada subconjunto Σ ⊆ T finito es satisfacible.
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Demostración:
⇒] Supongamos que T es satisfacible, entonces existe A, tal que A ⊨ φ para cada φ ∈ T .

Entonces, si Σ ⊆ T es un subconjunto finito, se tiene que A ⊨ σ para cada σ ∈ Σ ⊆ T .
⇐] Enumeremos por {Σi : i ∈ I} a la colección de subconjuntos finitos de T . Supongamos que

para cada i ∈ I se cumple que Ai es un modelo para Σi. Para cada σ ∈ T , defínase Γσ = {i ∈ I |σ ∈
i}, la colección de los subconjuntos finitos de Σ que contienen a σ. Ahora, sea Γ = {Γσ |σ ∈ T }.
Afirmamos que Γ cumple la propiedad de intersección finita. En efecto, sean σ1, . . . , σn ∈ T ,

entonces Γσ1
, . . . ,Γσn

∈ Γ, lo cual implica que {σ1, . . . , σn} ∈
n⋂
i=1

Γσi
̸= ∅.

Ahora, ya que Γ es una familia que cumple la propiedad de intersección finita, existe F ⊆ P(I)
filtro en I, tal que Γ ⊆ F . Más aún, existe un ultrafiltro U tal que F ⊆ U . Ahora, si Σ ∈ Γσ,
se tiene que σ ∈ Σ y entonces existe por hipótesis un modelo AΣ tal que AΣ ⊨ σ, entonces
Γσ ⊆ {Σ |AΣ ⊨ σ}, entonces ya que U es un filtro {Σ |AΣ ⊨ σ} ∈ U. Ahora por el teorema (De
Łos) se tiene que {Σ |AΣ ⊨ σ} ∈ U si y solo si

∏
i∈I

Ai/U ⊨ σ, de aquí que
∏
i∈I

Ai/U ⊨ T

Notemos que en ningún momento hemos usado el axioma de elección o alguna de sus equiva-
lencias salvo para demostrar el lema del ultrafiltro. Miroslav Repický demostro [17] en 2015 que
existe un modelo donde el teorema del ideal primo se cumple, pero el axioma de elección falla.

Uno pensaría que el Teorema 3.28 bastaría para probar la equivalencia del Lema del ultrafiltro
con el axioma de elección, pero resulta que el teorema de Łos con el lema del ultrafiltro implican
el axioma de elección, lo cual no nos permitiría demostrar dicha equivalencia. Ahora, mostremos
dicho resultado que puede consultar en [2].

Proposición 3.28. El teorema de Łos y el lema del ultrafiltro implican el axioma de elección.

Demostración: Sea X un conjunto no vacío. Supongamos que X no tiene una función de elección,
luego consideremos al conjunto I = {Y ⊆ X |Y tiene una función de elección }∪{∅}. Veamos que
I es un ideal sobre P(X). En efecto:

∅ ∈ I y por suponer que X no tiene una función de elección, entonces X ̸∈ I.
Por otro lado, sean A ∈ I y B ∈ P(X) tales que B ⊆ A, luego A tiene una función de elección

f : P(A)\{∅} −→ A, y ya que P(B) ⊆ P(A), existe una función de elección g : P(B)\{∅} −→ B
para B tal que para cada C ⊆ B, g(C) = f(C) ∈ C, entonces B ∈ I.

Ahora, consideremos A,B ∈ I. Entonces, existen f : P(A)\{∅} −→ A y g : P(B)\{∅} −→ B
funciones de elección. Defínase la función h : P(A ∪B)\{∅} −→ A ∪B tal que:

h(C) =

 f(C ∩A) si C ∩A ̸= ∅

g(C) si C ∩A = ∅
Entonces, h es una función de elección de A ∪ B, pues dado S ∈ P(A ∪ B)\{∅}, si S ∩ A ̸= ∅,

entonces h(S) = f(S ∩ A) ∈ S ∩ A ⊆ S. Por otro lado al suponer que S ∩ A = ∅, entonces
h(S) = g(S) ∈ S ⊆ B. Por lo tanto I es un ideal. Por el teorema del ideal primo existe un filtro
I ′ que contiene a dicho ideal. Lo anterior ocurre si y solo si U = {A ∈ P(X) |X\A ∈ I ′} es un
ultrafiltro.

Ahora, consideremos al conjunto A = P(X)∪X y con ello definimos la siguiente relación R en
A:

tRy si y solo sí (y ∈ P(X) y t ∈ y) o bien (y = t y t ∈ X).

Así obtenemos los modelos Mx = M = ⟨A,R⟩, luego notemos que para cada y ∈ A, existe t ∈ X
tal que t ∈ y, es decir que Mx ⊨ (∀y)(∃t)(tRy), entonces {x ∈ P(X) |Mx ⊨ (∀y)(∃t)(tRy)} =
P(X) ∈ U , luego por el teorema de Łos ó Fundamental de los ultraproductos esto pasa si y solo
sí

∏
i∈I

Mi/U ⊨ (∀y)(∃t)(tRy), en particular sea IdA ∈
∏
i∈I

Mi, luego existe f ∈
∏
i∈I

Mi tal que
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RM/U(IdA/U, f/U) se satisface en
∏
i∈I

Mi/U, entonces cuando y ∈ U tenemos que {y | f(y) ∈ y} =

{y | f(y)Ry} = {y | f(y)R Id(y)} ∈ U, pero {y | f(y) ∈ y} ∈ I ′ una contradicción. Por lo tanto X
tiene una función de elección.

3.3. Algunas consecuencias del lema del ultrafiltro en teoría
de modelos

Definición 3.29. Sean A y B modelos. Definimos un morfismo entre L-estructuras como una
función α : A −→ B que cumple:

Para cualquier símbolo constante c ∈ L se tiene que α(cA) = cB.

Para cualquier símbolo funcional f de aridad n y a = (a1, . . . , an) ∈ A, se tiene que
α(fA(a)) = fB(α(a)).

Para cualquier símbolo relacional R de aridad n de L y a = (a1, . . . , an) ∈ A, tenemos que
si RM(a) se satisface, entonces RN(α(a)) también se satisface,

donde a = (a1, . . . , an) y α(a) denota a (α(a1), . . . , α(an)).

Decimos que α es una incrustación si es un morfismo inyectivo. Finalmente, decimos que un
morfismo entre L-estructuras g : A −→ B es un isomorfismo si existe otro morfismo f : B −→ A
que es el inverso de g. Escribiremos A ∼= B si existe un isomorfismo entre los modelos A y B

Proposición 3.30. Si dos modelos son isomorfos, entonces son elementalmente equivalentes.

Demostración: Haremos la prueba por inducción sobre la complejidad de la fórmula. Sean A y B
modelos isomorfos, entonces existe un isomorfismo g : A −→ B y con ello tenemos lo siguiente:

1. Si φ := (t1 = t2), entonces:

A ⊨ (t1 = t2) si y solo sí tA1 = tA2

A ∼= B si y solo sí tB1 = g(tA1 ) = g(tA2 ) = tB2

si y solo sí B ⊨ (t1 = t2)

2. Si φ := R(t1, ..., tn):

A ⊨ R(t1, ..., tn) si y solo sí (tA1 , ..., t
A
n ) ∈ RA

A ∼= B si y solo sí (tA1 , ..., t
A
n ) = (g(tA1 ), ..., g(t

A
n )) ∈ RB

si y solo sí B ⊨ R(t1, ..., tn)

3. Si φ := (¬θ), donde θ ∈ FORM :

A ⊨ (¬θ) si y solo sí A ̸⊨ θ
Por h.i. si y solo sí B ̸⊨ θ

si y solo sí B ⊨ (¬θ)

4. Si φ := (θ ∧ γ), donde θ, γ ∈ FORM :

A ⊨ (θ ∧ γ) si y solo sí A ⊨ θ y A ⊨ γ

Por h.i. si y solo sí B ⊨ θ y B ⊨ γ

si y solo sí B ⊨ (θ ∧ γ)
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5. Si φ := (∃x)θ, donde θ ∈ FORM :

A ⊨ (∃x)θ(x) si y solo sí para algun a ∈ A, A ⊨ θ(a)

Por h.i. si y solo sí para algún b ∈ B, B ⊨ θ(b)

si y solo sí B ⊨ (∃x)θ(x)

Por lo tanto si dos modelos son isomorfos, entonces son equivalentes.

Ejemplo 3.31. Sean G1 = (G1,+) y G2 = (G2,⊕) grupos. Entonces α : G1 −→ G2 definida por:

Para 0,1 ∈ L se tiene que α(0G1) = 0G2 y α(1G1) = 1G2 .

Para el símbolo funcional + ∈ L y (g1, g2) ∈ G1, se tiene que α(g1 + g2) = α(g1 +
G1 g2) =

α(g1)+
G2 α(g2) = α(g1)⊕ α(g2)

es un morfismo entre L-estructuras.

Notemos que α se comporta de manera similar a los morfismos que definimos en la sección ante-
rior. Similar a lo estudiado anteriormente, es posible verificar que dicho morfismo hereda algunas
propiedades.

Sea un conjunto X ⊆ A, expandimos al lenguaje L añadiendo nuevas constantes teniendo el
siguiente conjunto LX = L ∪ {cx |x ∈ X}. Luego expandamos al modelo A a un modelo AX =
⟨A, (·)AX ⟩ donde (·)AX es tal que cAX

x = x para cada x ∈ X. En particular en el caso de que A = X,
entonces obtenemos al modelo AA del lenguaje LA.

Definición 3.32. Sean A un modelo para L y X ⊆ A, definimos:

La teoría de A, como el conjunto Th(A) = {φ ∈ FORM |A ⊨ φ}

Diagrama elemental de A en X el conjunto Th(AX) = {φ ∈ FORM |AX ⊨ φ}.

Diagrama atómico de A en X el conjunto ∆A = {φ ∈ FORM |φ es una LX-fórmula y φ es
una fórmula atómica o la negación de una fórmula atómica}

Diagrama de A en X el conjunto ∆A = {φ ∈ FORM |φ es una LX-fórmula y φ no tiene
cuantificadores}.

Definición 3.33. Sean A = ⟨A, (·)A⟩ y B = ⟨B, (·)B⟩ modelos para un lenguaje L, decimos que
A es un submodelo elemental de B y B es una extensión elemental de A sí:

A ⊆ B;

Para cada fórmula φ[v0, . . . , vn] de L y para cada a0, . . . , an ∈ A:

A ⊨ φ[a0, . . . , an] si y solo sí B ⊨ φ[a0, . . . , an]

Definición 3.34. Decimos que una incrustación f : A −→ B de L-estructuras es elemental si
para toda fórmula φ[x0, . . . , xn] en L y cada (a0, . . . , an) ∈ An, se tiene que:

A ⊨ φ[a0, . . . , an] si y solo sí B ⊨ φ[f(a0), . . . , f(an)]

Es decir que A es un submodelo elemental de B si; A es un submodelo de B y hay una
incrustación elemental entre ambos modelos. Lo anterior lo denotamos como A ≺ B.

Definición 3.35. Sea T una teoría para un lenguaje L, decimos que T es una teoría completa, si
para cada φ ∈ FORM , T ⊨ φ ó T ⊨ ¬φ.
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Proposición 3.36. Sea A = (A, (·)A) un modelo para un lenguaje L y X ⊆ A. Entonces la teoría
Th(AX) es completa.

Demostración: Sea φ una L-fórmula. Suponiendo que Th(AX) ̸⊨ φ, entonces φ ̸∈ Th(AX). Por
definición de Th(AX), AX ̸⊨ φ, con lo cual AX ⊨ ¬φ. Por lo tanto, ¬φ ∈ Th(AX).

Proposición 3.37. Una teoría T es completa si y solo sí todos sus modelos son elementalmente
equivalentes.

Demostración: ⇒] En particular, sea A = (A, (·)A) un modelo para un lenguaje L y T es una
L-teoría completa. Afirmamos que T = Th(A). Sea φ ∈ T , al ser A un modelo de la teoría se tiene
que A ⊨ φ. Consecuentemente, Th(A) ⊨ φ, con lo cual φ ∈ Th(A). Ahora, supongamos que φ ̸∈ T ,
entonces al ser T una teoría completa ¬φ ∈ T y así A ⊨ ¬φ, con ello Th(A) ⊨ ¬φ, A ̸⊨ φ, es decir
φ ̸∈ Th(AA). Por lo tanto, Th(A) = T .

Luego, sean A y B modelos de T , entonces Th(A) = T = Th(B). Por tanto A ≡ B.
⇐] Supongamos que existe φ ∈ FORM tal que T ⊭ φ. Entonces, T ′ = T ∪ {¬φ} (T ⊨ ¬φ)

es satisfacible y en consecuencia hay un modelo A de T ′. Luego, para cada M modelo de T por
hipótesis se tiene que M es equivalente a A. Esto implica que, M ⊨ ¬φ y en consecuencia T ⊨ ¬φ.
Por lo tanto T es una teoría completa.

Lema 3.38. (Condición de Tarski-Vaught) Sea A y B para L tales que A ⊆ B. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

a) A ≺ B

b) Para cualquier fórmula ψ(v0, ..., vq), para cualquier i ≤ q y cuales quiera a0, ..., aq ∈ A:

Si hay algun b ∈ B tal que B ⊨ ψ[a0, ..., ai−1, b, ai+1, ..., aq]

Entonces hay algun a ∈ A tal que B ⊨ ψ[a0, ..., ai−1, a, ai+1, ..., aq]

Demostración: En el caso de que a) ⇒ b), la demostración es directa por definición.
por otro lado bastaría probar que b) ⇒ a), para ello demostremos que para cada φ(v0, ..., vr)

y para cualquier a0, ..., ar ∈ A, se tiene que:

A ⊨ φ[a0, ..., ar] si y solo si B ⊨ φ[a0, ..., ar]

Usando inducción sobre la complejidad de la fórmula, y por Lema 3.12 obtenemos si φ es una
fórmula libre de cuantificadores y para cada a ∈ An:

A ⊨ φ(a) si y solo sí B ⊨ φ(a)

Bastaría ver el caso en que φ = (∃vi)ψ:

A ⊨ (∃vi)ψ[a0, ..., aq] sii Existe algún a ∈ A tal que A ⊨ ψ[a0, ..., ai−1, a, ai+1, ..., aq]

Por h.i. sobre ψ,B ⊨ ψ[a0, ..., ai−1, a, ai+1, ..., aq]

Por b) Existe algún b ∈ B, tal que A ⊨ ψ[a0, ..., ai−1, b, ai+1, ..., aq]

Entonces B ⊨ (∃vi)ψ[a0, ...., aq]

De lo anterior, deducimos que A ⊨ (∃vi)ψ[a0, ...., aq] implica que B ⊨ (∃vi)ψ[a0, ...., aq]. De
manera análoga obtenemos que B ⊨ (∃vi)ψ[a0, ...., aq] implica que A ⊨ (∃vi)ψ[a0, ...., aq]. Por lo
tanto a) y b) son equivalentes.
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Teorema 3.39. Si una teoría T tiene modelos finitos arbitrariamente grandes, entonces tiene un
modelo infinito.

Demostración: Consideremos, nuevos símbolos constantes ci para cada i ∈ ω y expandimos al
lenguaje L de T a L′ = L ∪ {ci : i ∈ ω} y sea:

Σ = T ∪ {¬(ci = cj) : i ̸= j, donde i, j ∈ ω}

Sea S ⊆ Σ finito, notemos que tiene un modelo:

Si φ ∈ T ∩ S, terminamos pues como T tiene modelos finitos arbitrariamente grandes,
entonces existe un modelo U tal que U ⊨ φ.

Si φ ∈ S\T , luego φ = ¬(ci = cj), (con i, j ∈ ω), entonces sea U′ tal que (ci)
U′ ̸= (cj)

U′
, en

consecuencia U′ ̸⊨ ci = cj si y solo si U′ ⊨ ¬(ci = cj).

Sea K tal que para cada φ ∈ S, entonces K ⊨ φ si y solo si U ⊨ φ (si φ ∈ T ∩ S) ó U′ ⊨ φ (si
φ ∈ S\T ), entonces por teorema (De compacidad) Σ es consistente y admite un modelo U∗ que es
infinito (Donde U∗ ⊨ ¬(ci = cj), con i, j ∈ ω distintos), entonces U∗ ⊨ Σ y ya que T ⊆ Σ. Por lo
tanto U∗ ⊨ T

Teorema 3.40. (Ascendente de Löwenheim-Skolem-Tarski) Todo modelo infinito tiene extensiones
elementales arbitrariamente grandes.

Demostración: Sea A un modelo infinito (es decir su conjunto universo A es infinito).
Dado X un conjunto, y para cada x ∈ X definimos una nueva constante cx que no este en LA.

Sea L′ = LA ∪ {cx |x ∈ X}. Consideremos la teoría Γ para L′:

Th(A) ∪ {¬(cx = cy) |x, y ∈ X, x ̸= y}

Siguiendo la misma idea que la demostración del teorema anterior, se tiene por teorema (De
Compacidad), que Γ tiene un modelo, entonces existe B modelo para Γ y así B es un modelo para
Th(A) de aquí que existe una incrustación elemental f : A → B, entonces podemos identificar a A
con un submodelo elemental de B y la asignación x → (cx)

B es una función inyectiva de X a B.

Teorema 3.41. (Descendente de Löwenheim-Skolem-Tarski) Sea B un modelo para L y sea κ un
cardinal tal que |L| ≤ κ ≤ |B|. Entonces B tiene un submodelo elemental A de cardinalidad κ.

Además si X ⊆ B y |X| ≤ κ, entonces también se puede tener que X ⊆ A.

Demostración: Sin perdida de la generalidad, supongamos que |X| = κ y definamos conjuntos Xn

para n ∈ ω, tales que X = X0 ⊆ X1 ⊆ ... ⊆ Xn ⊆ . . . y tales que para cada fórmula φ(v0, ..., vq)
de L, cada i ≤ q y cada a0, ..., aq ∈ Xn tal que:

B ⊨ (∃vi)φ[a0, ..., aq]

Elegimos x ∈ Xn+1 tal que:

B ⊨ φ[a0, ..., ai−1, x, ai+1, ..., aq]

Ya que L ≤ κ y cada fórmula de L es una cadena finita de símbolos en L, hay al menos κ
fórmulas de L. Por lo tanto, hay como máximo κ elementos de B que deben agregarse a cada Xn y
así sin perdida de la generalidad cada |Xn| = κ. Sea A = ∪{Xn |n ∈ ω}, entonces |A| = κ, Desde
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que A es cerrado bajo funciones en B y contiene todas las constantes de B, entonces A da lugar
a un submodelo A ⊆ B. Dada una fórmula ψ(v0, ..., vq) de L, y a0, ..., aq ∈ A, si:

Si hay algun b ∈ B tal que B ⊨ ψ[a0, ..., ai−1, b, ai+1, ..., aq]

sii B ⊨ (∃vi)ψ[a0, ..., aq]

Pero a0, ..., aq ∈ A, entonces a0, ..., aq ⊆ Xj , para algún j ∈ ω, y por la construccion anterior
existe x ∈ Xj+1 tal que:

B ⊨ ψ[a0, ..., ai−1, x, ai+1, ..., aq]

Por el lema de la Condición de Tarski-Vaught se tiene que A ≺ B

Definición 3.42. Una teoría T es α-categórica para algún numero cardinal α, si para cada par de
modelos de la teoría, A = (A, (·)A) y B = (B, (·)B) tales que |A| = |B| = α entonces A ∼= B

Teorema 3.43. (Condición de Łos-Vaught) Sea T es una L-teoría que tiene solamente modelos
infinitos y T es α-categórica para un cardinal α ≥ |L|. Entonces T es una teoría completa.

Demostración: Sean A = (A, (·)A) y B = (B, (·)B) modelos de T , luego por hipótesis A y B
son infinitos. Sea β = max{|A|, |B|, α} y por el teorema ascendente de Löwenheim-Skolem-Tarski,
existen extensiones elementales A′ = (A′, (·)A′

) y B′ = (B′, (·)B′
) tales que |A′| = |B′| = β.

Por consiguiente, por el teorema descendente de Löwenheim-Skolem-Tarski, existen submodelos
elementales A′′ = (A′′, (·)A′′

) y B′′ = (B′′, (·)B′′
) tales que |A′′| = |B′′| = α.Puesto que T es

α-categórica, entonces:
A ≡ A′ ≡ A′′ ∼= B′′ ≡ B′ ≡ B

Entonces, por la Proposición 3.31, A′ = (A′, (·)A′
) y B′ = (B′, (·)B′

) son elementalmente equiva-
lentes, y en consecuencia, por la Proposición 3.38, T es una teoría completa.

Nota 3.44. Demostraremos, usando el teorema (De compacidad), que todo campo está contenido
en un campo algebraicamente cerrado. Para ello consideremos la teoría TACF = TF ∪{φn |n ∈ ω},
donde φn = (∀an)(∀an−1) . . . (∀a0)(∃x0)(an ·xn0 +an−1 ·xn−1

0 + . . .+a1 ·x0+a0 = 0), por el primer
teorema de Kronecker, dicha teoría es finitamente satisfacible y por teorema de compacidad, TACF
es satisfacible.

Ahora, probemos que TACF es una teoría que no admite modelos finitos. Supongamos que tiene
un modelo finito F = ⟨A, {+, ·}, {0,1}⟩. Podemos suponer sin perdida de la generalidad que, A =
{α1, . . . , αn} y sea f ∈ A[X] tal que f(x) = (x−αn) · . . . · (x−α1)+ 1. Pero, f(αi) ̸= 0, para cada
i ∈ {1, . . . , n}, una contradicción. Por lo tanto A es infinito.

Como TACF es una teoría que no admite modelos finitos. y por teorema 2.103, también es
α-categórica para cada α > ω y por la Condición de Łos-Vaught, TACF es una teoría completa.
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