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Resumen

En el presente trabajo se emplearan herramientas y conceptos de la teoria de matrices
aleatorias y caos cuantico para estudiar la transiciéon de una fase delocalizada a una locali-
zada en sistemas cudnticos unidimensionales representados por el modelo de Aubry-André
sin y con interacciones. Se investigardn propiedades estaticas del sistema, tales como la
estadistica de niveles o estados propios y el reflejo de estas en la evolucién temporal de la
probabilidad de supervivencia. Esta tltima corresponde a la probabilidad de encontrar al
sistema en su estado inicial en cierto tiempo. Mostramos que el comportamiento peculiar
de ciertas cantidades estaticas y dindmicas no es exclusivo de transiciones metal-aislante

inducidas por desorden.

Palabras clave: Localizacién de Anderson, sistemas de muchos cuerpos, localizacién

de muchos cuerpos, potencial de Harper, evoluciéon temporal.
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Introduccion

La localizacién de particulas cuanticas por un potencial aleatorio estatico, es uno de
los fenémenos mas intrigantes en la fisica. El ingrediente clave de la localizacién, la inter-
ferencia de onda, se introdujo en el documento seminal de P. W. Anderson, Ausencia de
difusion en ciertas redes aleatorias [1]. Allf se demostré que los electrones pueden estar
localizados por un potencial aleatorio, de modo que la difusién se suprime, incluso en una
situacion en la que las particulas clasicas se delocalizarian. La razén fundamental para
el efecto localizador de un potencial aleatorio sobre particulas cuanticas u ondas clésicas
es la interferencia multiple de componentes de onda dispersos por centros de dispersién
posicionados aleatoriamente.

Es interesante observar que la primera aplicacién de la idea de localizacion se referia a la
difusién de los electrones. Anderson consideré un modelo de electrones de enlace fuerte
en una red cristalina, con niveles de energia en cada sitio elegidos de una distribucién
aleatoria. La vision tradicional habia sido que la dispersién por el potencial aleatorio hace
que las ondas de Bloch pierdan un momento bien definido en la escala de la longitud del
camino libre medio. Sin embargo, se pensé que la funciéon de onda permanecia extendida
a lo largo de la muestra. Anderson sefialé que si el desorden es suficientemente fuerte,
las particulas estdn localizadas, ya que la envolvente de la funcién de onda 1), (r) centra-
da alrededor de alguna posicién ry con colas que decaen exponencialmente conforme la

distancia a ry aumenta,

ol ~ e (200 (1)

donde L, es la longitud de localizacion , una medida de la extensién espacial del



estado.

Se concluyé que los estados de un sistema tridimensional (3D) desordenado se encuen-
tran localizados si la magnitud del desorden es suficientemente grande. A este fendmeno
se le conoce como localizacién de Anderson [I]. En sistemas bidimensionales (2D) y unidi-
mensionales (1D) de tamano infinito los estados estdn localizados para cualquier magnitud
del desorden por lo que no existe una transicién metal-aislante como en el caso 3D [2] [3].
La localizacién de Anderson es uno de los fenémenos mas impactantes en la fisica de los
ultimos 50 anos [3]. Se ha verificado la presencia del fenémeno de localizacién de Anderson
en diversos sistemas fisicos, por ejemplo, se ha reportado evidencia experimental directa
para la localizacién de Anderson de la luz en experimentos épticos realizados sobre mate-

riales finos semiconductores de dispersién muy fuerte [4].

Por otro lado se ha reportado que la ausencia de transporte se atribuye a la locali-
zacion de Anderson de los modos normales de vibracién en el estudio del transporte de
la ecografia en dos dimensiones en la regién sub-Mega Hertz en una placa de aluminio
cuadrada no homogénea [5]. Ademds de que hay evidencia experimental de la observacién
de la localizacién exponencial de un condensado de Bose-Einstein (BEC) liberado en una
guia de onda unidimensional en presencia de una perturbacién controlada creada por laser
speckle [6]. El fenémeno de localizacién de Anderson ocurre en un contexto en que no
existen interacciones entre los distintos componentes del sistema. Entonces surgen ciertas
cuestiones como jel fendmeno de localizacién de Anderson persiste atin en la presencia de
interacciones? Esta pregunta estd presente en el trabajo original de Anderson [IJ, sin em-
bargo fue desatendida durante méas de 50 anos. Actualmente la respuesta es afirmativa, es
decir, existe una transicién entre una fase metdlica (ergédica) y una localizada en sistemas
cuénticos de muchas particulas [7, [8l ©]. A esta transicién se le conoce como localizacién
de muchos cuerpos (MBL, por sus siglas en inglés). El fenémeno de MBL ha sido observa-
do en experimentos con dtomos superfrios en redes épticas unidimensionales [10], 11]. En
contraste con la localizacién de Anderson, la transicién a una fase MBL ocurre en sistemas
1D, entonces una comparacién entre la transiciéon de Anderson (3D) y la transicién MBL

(1D) no es del todo natural y transparente.




El desorden no es esencial para que la localizacién ocurra. Se sabe que existen sistemas
unidimensionales cuasiperiddicos en los que la localizacién se puede presentar ain sin la
presencia de desorden. En particular el modelo de Aubry-André (MAA) que contiene un
potencial inconmensurable es una muestra de esto [12} [13].

Recientemente se ha extendido este modelo a uno que considera interacciones, el MAA
con interacciones, y se ha mostrado que la transicién persiste [14]. Se ha mostrado que en
la transicién metal-aislante de Anderson y recientemente en la transicion MBL [I5] [16] las
propiedades estédticas tanto del espectro energético como de los estados propios del siste-
ma se manifiestan en la evolucion temporal de cantidades, tales como la probabilidad de
supervivencia y la entropia de informacién de Shannon. Entonces es natural preguntarse,

si ocurrird algo similar en las transiciones que no son debidas al desorden.

Para este trabajo, las caracteristicas de nuestro estudio son las siguientes:
Consideramos un modelo de enlace fuerte de fermiones sin espines con un potencial quimi-
co cuasiperiddico que después de aplicar una transformacién de Jordan-Wigner, es equi-
valente a un modelo magnético de una cadena de espin 1/2 con un campo transversal

cuasiperiodico en la direccién z.

Se estudian las propiedades estaticas usando herramientas estadisticas de teoria de
matrices aleatorias (RMT por sus siglas en inglés) y la dindmica fuera equilibrio después
de un cambio de la amplitud del campo transversal.

Para ello, hacemos uso de la informaciéon que nos proporcionen las energias o valores pro-
pios y los estados propios del hamiltoniano. A partir del anélisis de los valores propios y
estados propios del sistema es posible determinar la transicién de una fase delocalizada
a una localizada al variar la amplitud del campo transversal. Dado que nuestros estudios
requieren todos los valores propios y estados propios, utilizamos la diagonalizacién exac-

ta de la matriz hamiltoniana correspondiente a los modelos que son de interés en esta Tesis.

Esta Tesis esta organizada en dos capitulos. El primero estd dedicado a introducir el
modelo de Aubry-André sin interacciones considerando todas las caracteristicas relevantes
para este trabajo, seguido, se comentard sobre la relevancia de la teoria de matrices aleato-

rias RMT (por sus siglas en inglés) para estudiar las propiedades estdticas y dindmicas del




MAA. La estadistica de valores propios sera el siguiente tema a discutir, complementado
por algunas otras propiedades estaticas, para culminar con las propiedades dindmicas pues
a lo largo del trabajo se notara su estrecha relacion entre si.

El segundo capitulo se centrard en el MAA con interacciones, y se mantendrd la estruc-
tura del primer capitulo, con la diferencia que las interacciones en el MAA proporcionara
importantes resultados, que por supuesto seran contrastados con los resultados para el
MAA sin interacciones. La interpretacion y comparacion de los resultados del MAA-sin

interacciones y el MA A-con interacciones dard lugar a las conclusiones de este trabajo.




Capitulo 1

Modelo de Aubry-André sin

interacciones

El fenémeno de localizacién también existe en sistemas no desordenados, como por
ejemplo en sistemas cuasiperiddicos. Un ejemplo bien conocido es el modelo de Aubry-
André [13], que es un modelo de una cadena unidimensional con un potencial cuasiperiédico
especifico conocido como el potencial de Harper [12]. Este modelo puede ser realizado
experimentalmente mediante gases atémicos ultra-frios en redes dpticas que tienen dos
ondas dpticas periddicas con diferentes longitudes de onda inconmensurables [17]. Para un
potencial cuasiperiédico débil, los estados propios se extienden, pero se localizan para un
potencial suficientemente fuerte. Se ha predicho un escenario similar para las particulas que
interactian: un potencial cuasiperiédico suficientemente fuerte conduce a la localizacion

de muchos cuerpos [14].

1.1. Modelo de Aubry-André

El modelo de Aubry-André (MAA) es un modelo de enlace fuerte de fermiones sin

espin en un potencial cuasiperiédico que depende del i-ésimo sitio [I8]:

h; = hcos(2nBi + &), (1.1)
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V5 —1
2
inverso de la razén dorada. h es el parametro de control que corresponde a la amplitud de

donde 8 es un numero irracional. En esta Tesis consideramos 3 = , esto es, el

un campo magnético y ¢ una fase inicial cuyo valor estd entre 0 y 27. El hamiltoniano del

modelo de Aubry-André es:

H =

no|

L-1 L
N GOl + ClCia + Y GG (1.2)
i=1 =1

En el hamiltoniano (1.2) C , C't son los operadores fermionicos de aniquilacién y creacién,
J es la constante de acoplamiento y L es el niimero de sitios. En esta Tesis se fija h =
1. Usando la transformacién de Jordan-Wigner [19] es posible escribir el hamiltoniano
anterior en términos de las matrices de Pauli.

Introducimos los operadores de subida y de bajada como:

i de .y o~ e

a, =Sy +15] y a; =57 15/, (1.3)
estos se encuentran en términos de los operadores de espin 1/2 , S7%* = 57¥* /2, siendo
a;%"* las matrices de Pauli para x,y y z respectivamente, donde:

Los operadores de espin se pueden escribir en términos de los operadores de subida y de

bajada como:

Sr=(@@l+a,)/% S!=@l-a)/2 S;=ala;—1/2. (1.5)

7

Es posible transformar las relaciones (1.3) en un nuevo conjunto de operadores que en

realidad son los operadores de Fermi, dicha transformacion es la siguiente:

i—1
a; = exp mZ@T@ Ci, (1.6)
J
i—1
al = Clexp —mZC}Cj ) (1.7)
J
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Entonces:

@L@ = ajai ) (1.8)

asi la transformacién inversa se obtiene simplemente como:

i—1
@:exp mZZi}Zij a; , (1.9)
j
1—1
Cl=adlexp |-m ) ala;| , (1.10)

J

Los operadores fermionicos satisfacen las relaciones:

[Ci,CT1 =4y, (1.11)
[Ci,Cj] =[C],.Cl1=0. (1.12)

Por lo tanto, parat=1,2,3,.... N — 1,
ClCiy1 =alas (1.13)

Entonces, haciendo uso de las expresiones (1.3), (1.5) y (1.13) podemos reescribir nuestro

hamiltoniano (1.2) como:

N

gLt 7 &
ZZ o; Jf+1+agaf+1 52 o; (1.14)
i=1 i=1

Este hamiltoniano corresponde a un modelo X X de espin 1/2 expresado en términos de
o;’¥*, que corresponden a las matrices de Pauli en z,y, z respectivamente para cada i-
ésimo sitio con un campo transversal en la direccién z dependiente de la posicién [20)].
La transformacién de Jordan-Wigner presentada en las expresiones (1.9) y (1.10) hace
evidente la equivalencia entre ambos modelos. E1l MAA es un modelo paradigmético para
estudiar las transiciones de localizacion-delocalizacion en sistemas unidimensionales, con
la transicién en h = h, = 1: (i) para h < h, el sistema se encuentra en una fase exten-
dida o delocalizada en el espacio real (de configuracién), (ii) para h > h. el sistema estd

localizado; (iii) en el punto critico h = h,. las funciones propias no estédn ni extendidas ni

localizadas|21] .
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T,Y,%
K2

Las matrices de Pauli o actuan solamente sobre un espin ubicado en el i-ésimo
sitio. Los acoplamientos estan limitados a espines vecinos cercanos. Una base natural para
este sistema es un conjunto de 2” estados donde el espin en cada sitio esta apuntando
hacia arriba o hacia abajo, es decir |11 {2 T3, .., 1), esta base se conoce como base de
sitios o base computacional.

Al término ooy | + a?afﬂ del hamiltoniano se le conoce como el termino flip-flop, pues

este intercambia la posicién de los espines de acuerdo a:

(Ufafﬂ + Jiygiy+1) i dit1) = 2 i tiga) - (1.15)

Por lo tanto, el término flip-flop intercambia estados que difieren sélo por la orientacién
de los espines en dos sitios adyacentes. En esta base el término flip-flop constituye los
elementos fuera de la diagonal de la matriz hamiltoniana, este término juega un papel
clave en la evolucién del sistema al mover las perturbaciones a través de la cadena. El
término o contribuye a la parte diagonal de la matriz hamiltoniana escrita en la base
de sitios. Este indica que la energia de un espin orientado hacia arriba es mayor que la

energia de un espin orientado hacia abajo debido a

o; [isdiv1) = [T diva) s (1.16)

mientras que

o [T dit1) = — [T div1) - (1.17)

El hamiltoniano (1.14) conmuta con el operador de espin total en la direccién z, S* =
ZL Sz, esto es, [H, gz] = 0. Esto significa que el sistema es invariable por una rotacién

i=1 i

alrededor del eje z, o de manera equivalente, S? se conserva.

En la figura se muestra un ejemplo de una cadena de particulas con espin 1/2.
Este sistema se puede pensar como un conjunto de particulas magnéticas con un estado

de espin, un tipo de momento angular intrinseco en un nivel cuéntico.

Como resultado de la conservacién de 5%, la matriz hamiltoniana de un sistema con
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$1fdttdd

Figura 1.1: Cadena de particulas de espin 1/2 con L = 8. Esta cadena tiene la caracteristica
que el espin total en la direccién z es nulo, es decir 5% = 0 [35].

L sitios estd compuesta de L 4+ 1 subespacios independientes, cada uno con un nimero
fijo N € [0, L] de espines hacia arriba. Por lo tanto, aunque la dimensién total del espacio
de Hilbert es de 27, podemos diagonalizar sélo un subespacio a la vez, cuyas dimensiones
estan dadas por D = ( £ ), es decir, el coeficiente binomial de L respecto a N. Cuando L es
par, el subespacio mds grande tiene N = L/2. En este trabajo, el estudio se concentra en el
subespacio mas grande para el cual S% = 0, cuya dimensién es igual a D = L!/(L/2)!2. La
localizacion en este sector de simetria garantiza la localizacién en sectores mas pequenos.
Por ultimo, las energias E' y los estados propios del hamiltoniano (1.14) ¥ = (Uy, Uy, ..., Up)
son obtenidos numéricamente resolviendo un problema de eigenvalores, es decir, H |¥) =
E|V), para H la matriz hamiltoniana, dicha matriz se obtiene calculando (1; Lit1 | H |Ti dit1 )-
Por ejemplo, para L = 2, el subespacio més grande para el cual 5% =0 es (T4, L1).
Entonces la matriz hamiltoniana se obtiene como:

L[ ERL L) L)

GrIHNE) GTTHELT)
Por lo anterior, es posible hacer uso de las herramientas computacionales con el fin de cons-
truir la matriz hamiltoniana para diversos valores de L a partir de la elaboraciéon de un
c6digo computacional. En concreto, se generd un cédigo computacional que permite crear y
obtener los valores propios y estados propios para matrices hamiltonianas correspondientes

a sistemas con L = 10,12, 14, 16 sitios por medio de la técnica de la diagonalizacién exacta.

Para realizar la estadistica de estados propios se recurrié a tomar promedios sobre
un cierto ntimero de estados iniciales y sobre realizaciones de desorden, desorden que

proviene de la fase ¢ introducida en el potencial cuasiperiédico (1.1) con la finalidad de
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Numero de estados tomados  Numero de

del

Tamano del sistema L ] ] respecto a la realizaciones
R mitad del espectro del desorden

Cuadro 1.1: Datos acerca del niimero de estados iniciales considerados y sobre el nimero
de realizaciones de desorden para cada tamano de los sistemas.

extraer informacién acerca del sistema que representa el MAA. Esta Tesis se concentra en
caracterizar la transicion de fase que presenta este sistema al variar el pardmetro h. Los
numeros de estados iniciales y realizaciones del desorden se exponen detalladamente en
la cuadro La fase ¢ es aleatoria, tomada de una distribucién uniforme entre [0, 27] .
Los resultados obtenidos seran comparados con valores tedricos provenientes de RMT. En
apartados siguientes se introducird y justificara el uso de RMT asi como su relevancia en la
comparacion y posterior interpretacion de resultados obtenidos a partir de la informacién

proporcionada por los valores propios y estados propios.

1.2. Propiedades Estaticas

La teoria de matrices aleatorias (RMT) se introdujo hace medio siglo para describir
las propiedades estadisticas de los niveles de energia de los nicleos atémicos complejos
[22]. Desde entonces, ha demostrado ser muy 1til en una gran variedad de campos dife-
rentes [23]. En el caos cudntico [24], RMT provee informacién acerca de las estadisticas
espectrales de los sistemas cuya contrapartida cldsica es cadtica, mientras que para ha-
miltonianos cuanticos cuya contraparte clasica es integrable, la conjetura de Berry-Tabor
[25] establece que su estadistica de niveles energéticos siguen una ley de Poisson. Bohigas,
Giannoni y Schmit conjeturaron [26] que el caso de hamiltonianos cudnticos con dindmica
clasica cadtica debe caer en uno de los tres conjuntos clasicos de RMT. Estos tres conjuntos
corresponden a matrices aleatorias hermitianas cuyas entradas se distribuyen independien-

temente, respectivamente, como variables aleatorias reales, complejas o cuaternionicas.

La teoria de matrices aleatorias supone que los detalles de la interacciéon de un sistema

no son importantes para las propiedades de las fluctuaciones de su espectro energético y

10
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que basta con conocer sus propiedades de simetria. Por este motivo se reemplaza el hamil-
toniano por una matriz cuyos elementos se eligen aleatoriamente. Los elementos de matriz
no se pueden fijar con completa libertad. Se debe obedecer la clase de universalidad del

hamiltoniano que se quiere representar.

Los hamiltonianos que poseen simetria bajo inversién temporal y simetria bajo rotacio-
nes se pueden representar por matrices reales invariantes bajo el grupo de transformaciones
ortogonales cuyas entradas provengan de una distribuccién normal. Al ensamble formado
por este tipo de matrices se le conoce como ensamble Gaussiano Ortogonal (GOE por sus

siglas en inglés).

El hamiltoniano (1.14) tiene las mismas simetrias que una matriz proveniente de GOE
[15] entonces se espera que las propiedades locales del espectro energético sean las mismas
que las predichas por RMT, por esta razén, el estudio que se realiza a continuacién es
comparado con los resultados proporcionados por este ensamble. En esta seccién se intro-
ducird la estadistica de niveles energéticos y algunas medidas de localizaciéon que hacen uso
de la informacién proporcionada por los estados propios del hamiltoniano sin involucrar

alguna evolucién temporal.

1.2.1. Estadistica de Niveles

La universalidad en el contexto de RMT significa que los ensambles de matrices aleato-
rias describen los niveles de energia de los sistemas cadticos reales a nivel estadistico, esto
es, sin importar los detalles del sistema. Antes de realizar cualquier anélisis de fluctuacio-
nes espectrales para comparar resultados con el valor tedérico correspondiente a la RMT
es necesario realizar un tratamiento al espectro de energias, este tratamiento se le conoce
como reescalado o bien un folding. Una manera de analizar las correlaciones del espectro
energético es por medio del calculo de P(s), denominada distribucién del espaciamiento
entre primeros vecinos. Esta distribucién tiene como finalidad medir las correlaciones de
corto alcance en el espectro. El espaciamiento entre primeros vecinos se define como s,

siendo s, = (€n4+1 — €n)/d , con J el espaciamiento medio entre niveles y €, las energias

11
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ordenadas de mayor a menor. Anteriormente se expuso que los sistemas integrables no
presentan repulsion entre los niveles mientras que los sistemas no integrables si. Para el

primer caso, la P(s) tiene la forma de la distribucién de Poisson, es decir:

Pp(s) = exp(—s) (1.19)

Una buena aproximacién a la P(s) correspondiente al GOE es la distribucién de Wig-

ner:

Py (s) = W—Sexp (—132> . (1.20)

Recientemente se ha propuesto una nueva cantidad equivalente a s, [27] definida como
sigue: Sea €, un conjunto ordenado de niveles de energia y s, = €,,+1 — €, €l espaciamiento

entre primeros vecinos, entonces la razén del espaciamiento de niveles consecutivos 7, esta

dada por:
~ min(sy, Sn—1) . 1
Tp=————% = min|r,,— |, (1.21)
max (s, Sn_1) Tn
donde
Sn
= . 1.22
r p— (1.22)

Esta cantidad tiene la ventaja de que no requiere el unfolding ya que las relaciones de es-
paciamientos entre niveles consecutivos son independientes del espaciamiento medio entre
niveles. Tal cantidad permite una comparacion mas transparente con los experimentos que
la distribucién tradicional del espaciamiento entre niveles. Por esta razén, muchos articu-
los y proyectos de investigacion recientes emplean esta cantidad en diferentes contextos de
sistemas de muchos cuerpos, como ejemplo para investigar numéricamente la localizacién
de muchos cuerpos [27, [30, [3T].

La distribucién de razones entre espaciamientos P(r) juega un papel importante en el
analisis de los espectros energéticos en hamiltonianos cuanticos de muchos cuerpos, existen
estimaciones analiticas de este, y estan restringidos a los principales ensambles incluyendo
el ensamble GOFE. En este trabajo usamos la distribucién de razones ya que la distribu-
cién P(s)y P(r) son equivalentes. Las funciones de distribucién para el caso de Poisson y

Wigner-Dyson son las siguientes [27]:

Pp(r) = ——— (1.23)
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Figura 1.2: El promedio de la razén entre espaciamientos de niveles consecutivos (7,)
para el modelo sin interacciones sobre un cierto nimero de realizaciones de acuerdo al
cuadro para L =10 (circulo), L =12 (cuadrado), L =14 (rombo), L =16 (estrella), el
valor calculado para el caso Poisson (7,) p = 2In2 — 1 =0.38629 (linea inferior) y el valor
calculado para el ensamble GOE (7,,) 5o = 4 — 2v/3 ~ 0.53590 (linea superior).

El valor de (7,) brinda informacién valiosa acerca de la distribucién que seguirdn los
valores propios, esta nos permite visualizar el comportamiento del sistema sin necesidad
de calcular las distribuciones P(r), ademds se puede utilizar con fines pricticos como
referencia para discriminar entre dindmicas cadticas y regulares (integrables)[27]. En la Fig.
(1.2), se muestra el promedio de la razén del espaciamiento de niveles consecutivos (7,), los
resultados se comparan con los casos teéricos del caso Poisson,(7,) p = 2In2 —1 ~0.38629
(linea inferior) y el ensamble GOE (7,) 50 = 4 — 2v/3 = 0.53590 (linea superior). Para
L =10 (circulo), L =12 (cuadrado), L =14 (rombo) y L =16 (estrella). Los valores de
(7n) oscilan cerca del valor promedio estimado de (7,), para valores de 0.2 < h < 3.0,
lo que parece indicar que el sistema permanece en un régimen integrable. Por lo tanto,

los resultados de la Fig. (1.2) no detectan la transiciéon de fase independientemente de la
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~

variacién del pardmetro h.

Figura 1.3: Distribucién de razones P(r) correspondientes una sola realizacién del desor-
den. Para L =10 en a), b) y ¢); L=12en d), e) y f); L =14 en g), h) y i); y L =16 en j),
k) y 1). Las magnitudes de h son: h = 0.2 para a), d), g) y j); h = 1.0 para b), e), h) y k);
h = 3.0 para c), f), i) y 1); Las lineas solidas corresponden a la distribucién de Poisson [Ec.

(1.23)] y la lineas negras discontinuas corresponden a la distribucién de Wigner-Dyson
[Ec. (1.24)].

En la Fig. (1.3) se aprecian las distribuciones de razones para distintos nimeros de
sitios y amplitudes de h. Se tiene conocimiento que para valores de h menores al valor del
punto critico h. = 1.0 el sistema se encuentra inmerso en una fase delocalizada [21], y para
valores de h mayores a h. el sistema ahora se encuentra dentro de una fase localizada, por
lo tanto, se espera que exista un cambio en la distribucién de razones que sigue las energias
del sistema, en particular para h = 0.2, 3.0 y sobre el punto critico h, = 1.0, pues que
ocurra esto, es un indicio de que existe una transicién de fase con respecto a la variacién de
h, no obstante la Fig. (1.3) no refleja ningin cambio en las distribuciones de razones para
L =10, 12, 14 y 16, pues la distribucién que siguen las energias del sistema es del tipo
Poisson independientemente del incremento del parametro h, algo que se adelantaba de la
Fig. (1.2). Sin embargo, estas afirmaciones no son del todo concluyentes, pues es posible

realizar otro tipo de andlisis al sistema que brinden informacién acerca de una transicién
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1.3. MEDIDAS DE LOCALIZACION

de fase, lo que se puede concluir es que la estadistica de niveles, es decir, el valor de (7,)
y la distribucién de razones P(r) no son capaces de identificar una transicién de fase del

sistema representado por el modelo de Aubry-André sin interacciones.

1.3. Medidas de localizacion

Los estados propios proveen mucha informacién acerca del sistema. Una forma de
estudiar la estructura de los estados propios en cierta base, es calculando la cantidad
conocida como la razén inversa de participacién (IPR) para el a-ésimo estado definida
como [PR* = Zf |C2|*, con D, la dimensién de la matriz hamiltoniana. Esta cantidad
contiene informacién acerca de la estructura de los estados propios [¥®) = Zf ce|e™)
escritos en la base de vectores |®™) de la base de sitios. Los coeficientes C& = (®"| ¥%)
corresponden a la proyeccion de los vectores de la base de sitios sobre los estados propios
U del hamiltoniano. El IPR® mide el nivel de delocalizacién de los estados propios en la
base elegida. Al investigar la localizacién en el espacio real, el estado inicial generalmente
corresponde a un vector de base del espacio de configuraciones. Se ha demostrado [I5] que

el IPR escala con respecto al tamano del sistema como:
IPR® ~ D7 (1.25)

El valor de v tiene un papel relevante [15], este ofrece informacién sobre la delocalizacién

de los estados de acuerdo a:

v=0 estados localizados
0 <~y <1 estados ni extendidos ni localizados (1.26)
y=1 estados extendidos o delocalizados

Otra cantidad que es ampliamente usada para medir el nivel de delocalizacién de
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CAPITULO 1 MODELO DE AUBRY-ANDRE SIN INTERACCIONES

estados cudnticos es la entropia de Informacién de Shannon:

D
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Figura 1.4: a) Comportamiento de la razén inversa de participacién promediada sobre un
cierto numero de realizaciones del desorden y estados iniciales con respecto a la dimensién
de los sistemas (I PR™) versus D [Cuadro para L =10, 12, 14 y 16 para h = 0.2 (circu-
lo), h = 1.0 (cuadrado) y h = 3.0 (rombo) en escala logaritmica. b) El comportamiento
de v para valores 0.2 < h < 3.0 . Las lineas discontinuas en a) corresponden a un ajuste
lineal, en b) la linea discontinua sirve como gufa para el lector.

En la Fig. (1.4) se muestra un andlisis de escalamiento del (I PR™) sobre realizaciones
del desorden con respecto a la dimensién de los sistemas Fig. (1.4) a). Tomando el loga-
ritmo natural de la expresién [Ec. (1.25)] se obtiene In(IPR™) ~ ~1In(D), esta expresién
muestra que el valor de v corresponde al valor de la pendiente de una recta obtenida de
un ajuste de potencias en una escala logaritmica. Para h = 0.2 (circulo) la pendiente toma
un valor 41 &~ 0.851, en h = 1.0 (cuadrado), 72 = 0.73 y h = 3.0 (rombo), v3 = 0.11,
estos valores ofrecen informacién acerca de una transiciéon de fase, ya que v; = 1 implica
para h = 0.2 que el sistema se encuentra inmerso en una fase delocalizada, en h = 1.0,
0 < 2 < 1 el sistema no se encuentra en una fase localizada ni delocalizada, y por tultimo,
para h = 3.0 y3 = 0.11 el sistema esta inmerso en una fase localizada. El valor de 7y permite

conocer para que valores de h se da una transicién de fase, en la Fig. (1.4) b) se muestra
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1.3. MEDIDAS DE LOCALIZACION

el comportamiento de - para los valores 0.2 < h < 3.0, para 0.2 < h < 1.0, v se mantiene
con valores cercanos a 1, por otra parte en 1.0 < h < 3.0, v comienza a tomar valores

cercanos a cero, sin embargo en h = h. = 1.0, v su valor oscila entre 0 y 1.

Figura 1.5: Comportamiento de las razones entre los resultados para GOE con la razén
inversa de participacién para el MAA sin interacciones a) y la entropia de informacién de
Shannon b) promediados sobre un cierto nimero de realizaciones de desorden y estados
iniciales de acuerdo al cuadro[I.I] con respecto a la magnitud del pardmetro h para L =10
(circulo), L =12 (cuadrado), L =14 (rombo), L =16 (estrella).

En la Fig. (1.5) se muestra [ PR / (IPR"™) con IPR“CF = 3D~ que corresponde
al valor calculado para GOE, para la cual todos los estados se encuentran delocalizados.
En Fig. (1.5) a) se muestra el comportamiento de IPR“CF /(IPR™) con respecto a h
en escala semi-logarftmica. Para valores de 0.2 < h < 1.0 , IPREOF/(IPR™) ~ 1 esto
implica que (IPR™) ~ 3D~!, es decir, el sistema se encuentra en una fase delocaliza-
da, mientras que para 1.0 < h < 3.0 se observa que IPRECF/(IPR™) < 1, o bien,
IPREOF < (IPR™), al ser el IPR una medida de la delocalizacién, esto tltimo indica
que los estados del sistema se encuentran mucho menos delocalizados. Para h = 1.0 se
puede apreciar un ligero cruce entre las curvas que representan los valores L =14 (rombo)

y L =16 (estrella) alrededor del punto critico h. = 1.0, para L =10 (circulo) y L =12
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CAPITULO 1 MODELO DE AUBRY-ANDRE SIN INTERACCIONES

(cuadrado) no se da este cruce con las demds curvas debido a, probablemente, efectos de
tamano finito.

En la Fig. (1.5) b) se compara el valor (St?) /SSPF y su comportamiento con respecto
a h para distintos valores de L. El valor de la entropia es maximo para GOE, en este
caso el valor es S$PF ~ In(0.48D). Los resultados de la entropfa para los cuatro valores
de L vuelven a interceptarse en un punto, el cruce en este punto ha sido usado para de-
tectar la transicion a la localizacién. Nuevamente para la region 0.2 < h < 1.0 implica
SEOF ~ (S%9) y para 1.0 < h < 3.0 implica (Sg2) < SSOF, por ultimo, el cruce de las
curvas se encuentra en h = 1.0 que corresponde al punto critico. El analisis de la estructura

del estado de la base de sitios sera de utilidad para nuestro estudio, méas adelante de las

propiedades dinamicas.
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Figura 1.6: Se muestran los valores de PR = 1/IPR para los a-ésimos estados para una
séla realizacién de desorden. Para L =10 en a), b) y ¢); L =12 en d), e) y f); L =14 en
g), h) yi); y L =16 en j), k) y 1). Las magnitudes de h son: h =0.2 para a), d), g) vy j);
h =1.0 para b), e), h) y k); h =3.0 para c), ), i) y 1); Las lineas rojas corresponden al
valor teérico PR = 1/IPR“°F = D/3.

La estructura de los estados propios puede ser apreciada calculando el ITPR™ para
todos los a-ésimos estados. Para el caso de GOE, todos los estados se encuentran deloca-

lizados, el valor en el que oscila es IPREOF = 3D~ entonces el IPR® también brinda
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1.4. PROPIEDADES DINAMICAS

informacién sobre la fase en la que se encuentra el sistema. En la Fig. (1.6) se muestra la
estructura de los estados propios para valores de h = 0.2, 1.0 y 3.0 . En los paneles en la
Fig. (1.6) en a), d), g) v j) el PR, se mantiene cerca del valor tedrico correspondiente a
GOE. Para L =10, 12, 14 , 16 y corresponde a h = 0.2 en los paneles c), ), i) y 1) de la
Fig. (1.6) los PR se alejaron bastante al valor predicho para GOE, estos tienden a cero
para h = 0.3 en los paneles b), e), h) y k) de la Fig. (1.6) los valores de PR,, se alejan del
predicho, pero no suficiente como para argumentar que tienden a cero. Nuevamente, este

andlisis concuerda con lo argumentado anteriormente.

Tanto el ITPR™ como los andlisis de escalamiento para obtener a -, la entropia de
Shannon Sgp, y los resultados del PR® para todos los a-ésimos estados son cantidades
que permiten medir la delocalizacion de los estados del sistema, en este caso del MAA sin
interacciones, estas son propiedades estaticas que requieren el uso de la informacién que
otorgan los estados propios, a diferencia de la estadistica de niveles energéticos. El estudio
de la estructura de los estados propios logré identificar la transicién de fase del MAA sin
interacciones al variar la amplitud del parametro h, esto implica que para la regién para
la cual 0.2 < h <1.0 el sistema se encuentra en una fase delocalizada y para la regién 1.0
< h <3.0 el sistema se encuentra en una fase localizada, siendo h = h, = 1.0 el punto

critico.

1.4. Propiedades Dinamicas

Para estudiar la dinamica, se considera como estado inicial a un estado de la base de
sitios, [W(0)) = [®"0) ="  CZo |®,). Se investigard el comportamiento de la probabilidad

de supervivencia definida como [15] [34]:

2
Wo(t) = > |Cio|? exp(—iEat)| (1.28)

esta cantidad representa la probabilidad de encontrar al sistema en su estado inicial en el

tiempo t.

La Ec. (1.28) puede ser escrita como una integral:
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, (1.29)

donde:

Py (E) = Z |C0|25(E — E,) (1.30)
que es la distribucién de energias ponderado por las componentes |C70|? del estado
inicial, esta es llamada la densidad local de estados o bien LDOS por sus siglas en inglés.

La varianza de LDOS es:

Tny = D |CL P (Ba = Eny ) (1.31)

con E,, = (¥(0)| H|¥(0)) la energia correspondiente al estado inicial.

Expandido la Ec. (1.28) para tiempos cortos, t < o, 01, independientemente del modelo
o del estado inicial, la probabilidad de supervivencia muestra un decaimiento cuadratico
en t:

W (t) =1 =02 t*. (1.32)

Seguido del decaimiento cuadratico universal, inicialmente la evolucién de la probabi-
lidad de supervivencia es controlada por la forma de la envolvente de LDOS. Para el caso

de GOE , la envolvente de LDOS es semicircular:

pos (B) = — 1-( E )2. (1.33)

MO, 20p,

Entonces, integrando la Ec. (1.28) se obtiene el decaimiento inicial de la probabilidad

de supervivencia como:

_ J12(Unot)

Wno(t) - (Un t)2 ’ (134)

donde J?(t) es una funcién de Bessel de primer tipo. Durante este decaimiento, la
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envolvente de la oscilaciones de la funcién de Bessel decae como ¢ 3. Este comportamiento
puede ser obtenido a través del estudio de la Ec. (1.34) considerando o,, 01 < t. Entonces,
el decaimiento de la envolvente para tiempos largos para la probabilidad de supervivencia

esta dado por

W, (t) oct73 . (1.35)

T T T T TIm T T T TTIm
10°
-4 | Lol Ll | Lol LLiu | Lol Ll
10
10" 10° 10’ 10°

t

Figura 1.7: Evolucién temporal de la probabilidad de supervivencia para el caso de GOE.
La probabilidad es promediada sobre 300 matrices de dimensién D = 8192 y 80 estados
iniciales iniciales. Se observa el decaimiento cuadrético (rojo), el decaimiento como t~3 y
la saturacién de (Wgog(t)) que coincide con el I PR para tiempos suficientemente largos.

La razén inversa de participacién del estado inicial IPR™ coincide con la probabilidad

de supervivencia después de la saturacién cuando el tiempo tiende a infinito,
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Wao (0) = (T [C24) + (T ICRPICHI exp ((Ep — Ea)t))

~ (X, |Caol*) = (IPR™).

(1.36)

En el caso de los sistemas cadticos, las correlaciones entre los valores propios se reflejan
en la evolucién de la probabilidad de supervivencia en forma de un descenso por debajo
del punto de saturacién, conocido como hoyo de correlacion. En la Fig. (1.7) se muestra
(Weor(t)) para el caso de matrices provenientes de GOE, en esta figura se aprecia el
decaimiento cuadratico universal (rojo), seguido de un decaimiento que se rige por la
funcién de Bessel J(0,,t) y como la envolvente de este comportamiento decae como t~3

(azul). Por tltimo, se puede observar como (Weog(t)) se satura tiempos largos (verde).

Comenzamos analizando cémo la estructura del estado inicial escrito en la base de
vectores propios de energia depende de h. El anilisis se ejecuta para un 10 % de vectores
de la base de sitios |®,,) que tienen una energia F,, més cercana a centro del espectro. Los
promedios se realizan en estos estados y en varias realizaciones de desorden de acuerdo a

la cuadro [[L1]

En la Fig. (1.8) se muestra la evolucién temporal de la probabilidad de supervivencia
sobre un estado inicial con energia mas cercana a cero comparadas con los valores del
(IPR™) correspondiente a cada curva. En la Fig. (1.8) a) para h = 0.2, la probabilidad
de supervivencia manifiesta fluctuaciones para tiempos largos y se mantienen cuando el
tiempo es suficientemente largo, ademds el valor de (W, (t)) disminuye a lo largo del
tiempo conforme aumenta el tamafio de L, con L =10 (negra), 12 (naranja), 14 (verde) y
16 (azul), lo que se destaca de esta figura y en las siguientes, es que para tiempos suficien-
temente largos (103 — 10°) la probabilidad de supervivencia se satura y (W, (¢)) oscila
alrededor del (IPR™) calculado para el correspondiente nimero de L para cada h tal y

como se mostré en la Ec. (1.29).
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Figura 1.8: Evolucién temporal de la probabilidad de supervivencia para un estado inicial
promediado de acuerdo al cuadro para L =10 (negra), 12 (naranja), 14 (verde) y 16
(azul), con h = 0.2 (a), h = 1.0 (b) y h = 3.0 (c); Las lineas discontinuas representan
el valor del (IPR™) correspondiente al estado inicial y para cada magnitud de h de la
probabilidad de supervivencia sobre un estado inicial promediado sobre realizaciones del
desorden para L =16 (d) con h = 0.2 (negra), h = 1.0 (azul) y h = 3.0 (verde). Las lineas
discontinuas corresponden al valor promedio del (IPR™) correspondiente a cada valor de
h.

En la Fig. (1.8) b) para h = 1.0 se muestra un draméatico cambio en la evolucién
temporal de la probabilidad de supervivencia. Se puede observar que los valores de la pro-
babilidad en la Fig. (1.8) b) se incrementan para cada curva en comparacién con las curvas
de la Fig. (1.8) a), ademas de esto, se puede observar que en tiempos largos (10* — 10?)
la probabilidad experimenta un decaimiento como ley de potencias, un comportamiento
bastante interesante en el contexto de la manifestacion de las correlaciones del espectro
energético y de las componentes del estado inicial, sin embargo este andlisis se reservara
para el siguiente capitulo debido a que el MAA con interacciones es méas rico en este
sentido, no obstante este decaimiento también se atribuye al hecho de que el sistema se
encuentra sobre el punto critico. Nuevamente en tiempos suficientemente largos, la pro-
babilidad se satura y oscila alrededor del (I PR™) correspondiente para cada valor de L.

Para la Fig. (1.6) ¢) también se notan cambios importantes en los valores de la proba-
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bilidad de supervivencia, pues en este caso se incrementan bastante en comparaciéon con
las figuras anteriores, los valores de (IPR™) para cada curva coinciden para cuando las
curvas (W, (t)) se saturan. Por tdltimo en la Fig. (1.8) d) se muestran tres curvas para

L =16 y distintos valores de h.

Para h = 0.2 (negra), la probabilidad de supervivencia toma valores pequenos y esta
aumenta para h = 1.0 (azul) y sigue aumentando para h = 3.0 (verde). Para tiempos largos
el (IPR™) correspondiente a cada curva se mantiene sobre los valores de saturacién de
(Wi (t)). Estas curvas son de gran importancia para este trabajo porque no sélo ofrecen
informacién sobre la evolucién temporal del estado inicial, sino que reflejan la manifesta-
cién de las propiedades estaticas como el IPR™ y no sélo eso, confirma lo analizado en la
seccién anterior. Como la probabilidad de supervivencia tiende al (IPR™) para tiempos
suficientemente largos y (W, (t)) aumenta con respecto al valor de h, entonces el (IPR™)
también aumenta. En h = 0.2 el valor de (IPR™) correspondiente a cada curva son mucho
menores en comparacién con los valores de (IPR™) para el caso de h = 3.0. Para h =
1.0 los valores del (IPR™) se encuentran en un valor intermedio, estas afirmaciones se
visualizan mejor para el caso de la Fig. (1.8) d). Dado que el (IPR™) es utilizado como
una medida de delocalizacién y contrastando con lo visto en la seccién anterior para la
Fig. (1.8) en el panel a) para h = 0.2 el estado inicial se mantiene delocalizado, en el panel
¢) para h = 3.0 el estado inicial se encuentra localizado y para el panel b) con h = 1.0 el

estado inicial no esta ni delocalizado ni localizado.

En resumen, este capitulo tuvo como objetivo estudiar al modelo de Aubry-André sin
interacciones por medio de la estadistica del espectro de energias, la estructura de los esta-
dos propios y las propiedades dindmicas. A lo largo de las secciones se mostro la estrecha
relacion que existe entre estas propiedades, en particular, la manifestacién de propiedades
estaticas en las dindmicas. Se mostré que el promedio de la razén del espaciamiento de
niveles consecutivos (7,) Fig. (1.2) no es capaz de identificar una transicién de fase del
MAA sin interacciones con respecto a la variacién de la magnitud del pardmetro h de 0.2
a 3.0 ya que los valores de (7,) oscilan alrededor del valor tedrico para el caso Poisson,

esto implica que la distribucién de razones que sigue el espectro de energias es de una es-
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tadistica de tipo Poisson, este hecho queda expuesto en la Fig. (1.3). De acuerdo a estudios
previos [21], 29] se conjetura que los resultados de estudiar al espectro energético dejan

claro que no ofrecen informacién sobre una transicién de fase del MAA sin interacciones.

Por otro lado, estudiar las propiedades estaticas a partir de la informaciéon que pro-
veen los estados propios fue de gran utilidad para este trabajo. El IPR y la entropia de
Shannon son dos cantidades que en principio miden la localizacion de los estados en cierta
base, en particular, el calculo del IPR y su relaciéon con el tamano del sistema ofrece un
estudio de escalamiento que a su vez proporciona informacion acerca de una transicién de
fase, informacién que no provee el estudio del espectro de energfas. De acuerdo a Fig. (1.4)
donde se muestra el analisis de escalamiento por medio del valor de v y el comportamiento
de este con respecto a h. Si v = 1, los estados estan delocalizados, si v = 0 entonces los
estados se encuentran localizados, para 0 < v < 1 los estados se encuentran sobre la regién
critica. Se mostré que para una magnitud de h [Fig. (1.5)], 0.2 < h < 1.0 los estados del
sistema se encuentran delocalizados en la base de sitios mientras que en 1.0 < h < 3.0 los
estados estan localizados en dicha base y alrededor del punto A = 1.0 los estados no se
encuentran localizados ni delocalizados siendo este valor de h el punto critico. La Fig. (1.6)
refuerza las afirmaciones anteriores, en particular mostrando la estructura de los estados
propios y su comportamiento respecto a la magnitud de h.

Por tltimo, el cédlculo de la probabilidad de supervivencia del estado inicial, muestra un
comportamiento interesante cuando el tiempo es suficientemente grande, esta cantidad co-
mienza a saturarse y se mantiene fluctuando alrededor del valor del (IPR™) [Fig. (1.8)],
lo que demuestra que esta propiedad estatica se manifiesta en la probabilidad de supervi-

vencia y por tanto ofrece informacion sobre la localizacién del estado inicial del sistema.
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Capitulo 2

Modelo con Interacciones

En este capitulo se considera el modelo de Aubry-André con interacciones el cial
puede ser representado como un modelo magnético de una cadena de espin 1/2 con un
campo transversal cuasiperiédico en la direccién z y con inclusiéon de interacciones del
tipo Ising. Se aplicard el mismo anélisis hecho en el capitulo anterior al modelo de Aubry-
André con interacciones con la finalidad de comparar con nuestros resultados previos.
Nuevamente, este apartado esta orientado a estudiar la localizacién en el espacio real y la
caracterizacion de una transiciéon de fase. Para ello se hace uso de las herramientas de la
teorfa de matrices aleatorias (RMT) para estudiar las propiedades estdticas, medidas de
localizacion y propiedades dindmicas anteriormente vistas resaltando la manifestacion de

las propiedades estaticas en las propiedades dinamicas.

2.1. Modelo de Aubry-André con Interacciones.

Se considera un modelo XXZ el cual es una cadena de espin 1/2 con interacciones del
tipo Ising entre primeros vecinos, con un potencial cuasiperiédico en la direccién z que

depende del i-ésimo sitio, es decir:

L-1

H =

]

L
J
[oFof 4 + olol | + Acfof ] + 5 Z hioi,q (2.1)
i=1

i=1
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T,y,2
K2

Este hamiltoniano esta escrito en términos de o , que corresponden a las matrices
de Pauli en z,y, z respectivamente para cada i-ésimo sitio [20], donde J es la constante de
acoplamiento, L el nimero de sitios del sistema cudntico, h; el potencial de Harper [Ec.
(1.1)] y A = J,/J el pardmetro que modula que tan fuertes son las interacciones a lo largo
de la cadena. El hamiltoniano [Ec. (2.1)] es el modelo de Aubry-André con interacciones.
La diferencia del hamiltoniano [Ec. (1.14)] y el hamiltoniano [Ec. (2.1)] es el término de
interaccion de Ising o707, | que contribuye a la parte diagonal de la matriz Hamiltoniana

escrita en la base sitios. Indica que un par de espines adyacentes paralelos tienen una

energia diferente de un par de espines antiparalelos ya que:
oo [T Tigr) = [T Tig1) (2.2)

mientras que

oo [T dit1) = — [T bit1) - (2.3)

Con estos cambios el hamiltoniano [Ec. (2.1)] mantiene las propiedades comentadas en
la seccién 1.1, es decir, S* se conserva. Nuevamente el an4lisis se enfoca en el subespacio
més grande para el cual $7 = 0 cuya dimensién es D = L!/(L/2)">. A partir de un
c6digo computacional, se construyo la matriz Hamiltoniana correspondiente al caso con
interacciones para L= 10,12, 14, 16. En este trabajo se tomo J, = J = 1, entonces A = 1;
Por medio de la diagonalizacién exacta se obtuvieron los valores propios y vectores propios
los cuales seran promediados de acuerdo a un cierto nimero de realizaciones de desorden
y, en los casos aplicables, también en promedio sobre estados iniciales especificados de

acuerdo al cuadro [L1]

2.2. Propiedades Estaticas

Anteriormente se introdujo el estudio de la estadistica de niveles y el promedio de
la relacion del espaciamiento de niveles consecutivos del modelo sin interacciones con
la finalidad de estudiar las caracteristicas del espectro y determinar el régimen en el

que se encuentra el sistema de acuerdo a la magnitud de h. Retomando la teoria, se
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expuso que la estadistica de las energias de los sistemas que se encuentran en un régimen
regular o integrable siguen una distribucién del tipo Poisson, ya que sus energias no estan
correlacionadas y no esta prohibido el cruce de energias. En contraste, para los sistemas
cuyas energias estan correlacionadas entre si y existe repulsion entre niveles entonces la
estadistica que sigue el espectro es del tipo Wigner-Dyson y este es un indicador de un
régimen caodtico. Es necesario tener presente la importancia que tiene estudiar la estadistica
del espectro, pues el MAA con interacciones presenta caracteristicas aiin mas interesantes

que para el caso sin interacciones.
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0.55 —
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Figura 2.1: El promedio de la razén del espaciamiento de niveles consecutivos para el
modelo con interacciones (7,) sobre un cierto nimero de realizaciones de desorden de
acuerdo al cuadro para L =10 (circulo), L =12 (cuadrado), L =14 (rombo), L =16
(estrella). El valor calculado para el ensamble Poisson (7,) » = 2In2 — 1 = 0.38629 (linea
negra) y el valor calculado para el ensamble GOE (7,) 5o = 4 — 2V/3 ~ 0.53590 (linea
roja).

En la Fig. (2.1) se muestra el promedio de la razén del espaciamiento de niveles con-
secutivos (r,) correspondiente al modelo con interacciones, los resultados se comparan
con los casos tedricos de Poisson,(7,) p = 2In2 — 1 = 0.38629 (linea negra) y el ensamble
GOE () cop = 4 — 2v/3 = 0.53590 (linea roja). Para 0.2 < h < 0.8 se observa que los

valores de (7,) para L =14 (rombo) y L =16 (estrella) se encuentran por debajo de la
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linea teérica del ensamble GOE (7,)p pero cerca de esta, lo que nos indica que para
esta region la estadistica que siguen los valores propios es del tipo Wigner-Dyson lo que
implica repulsion entre niveles y que las energias estan correlacionadas, algo propio de los
hamiltonianos cuya dindmica es cadtica [27, [29], por otra parte para 1.6 < h < 3.0 los
valores de () para L =14 (rombo) y L =16 (estrella) se encuentran muy cercanos a la
linea tedrica del caso Poisson (7,) p, para esta regién los valores propios no estan correla-
cionados y no presentan repulsién entre niveles energéticos, por ello se espera que sigan
una distribucién del tipo Poisson, tipico de un régimen regular [27, 29]. En el intervalo
0.8 < h < 1.6 se aprecia que los valores de (r,) para L =14 (rombo) y L =16 (estrella)
se alejan de la curva tedrica para GOE para acercarse a la linea tedrica para Poisson
manteniéndose entre estas, es justo en este intervalo donde se aprecia una transicién de
un régimen cadtico a uno regular y se espera que los valores propios no presenten una
estadistica de Poisson ni una de Wigner-Dyson. Los valores de (r,,) para L =10 (circulo)
y L =12 (cuadrado) presentan un comportamiento similar en los intervalos antes mencio-
nados pero presentan fluctuaciones que pueden nublar la interpretacién de los resultados,

estas fluctuaciones pueden se debidas a efectos de tamano finito.

En la Fig. (2.2) se muestra la distribucién de razones P(r) para L =16 y tres valores
de h los cuales fueron escogidos debido al andlisis de la Fig. (2.1). En la Fig. (2.2) a) la
distribucién de razones sigue la distribucién de Wigner-Dyson para h = 0.2, lo que indica
que para este valor de h los niveles energéticos estén correlacionados y que ademaés el
sistema muestra un régimen cadtico, en contraste, para h = 3.0 Fig. (2.2 )b) la distribucién
que siguen las energias es del tipo Poisson, aqui el sistema sigue un régimen integrable o
regular puesto que las energias no se encuentran correlacionadas. Por tultimo para h = 1.4
Fig. (2.2) c) la estadistica que siguen las razones no es del tipo Poison ni Wigner-Dyson
lo que implica que el sistema no es ni cadtico ni regular y que se encuentra cerca del
punto de transicién. Estas figuras confirman lo observado en la Fig. (2.1) y concluyen que
el modelo Aubry-André con interacciones muestra un comportamiento en su dindmica de
manera cadtica para valores de la magnitud de h en 0.2 < h < 0.8. Después el sistema se
encuentra dentro de un régimen regular para 1.6 < h < 3.0 y alrededor de 0.8 < h < 1.6

el sistema se encuentra en una transicion de un régimen cadtico a un régimen regular.
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0 2 4 6 8 10
r

Figura 2.2: Distribucién de razones P(r) para el modelo con interacciones para L =16 para
una séla realizacién del desorden. Las magnitudes de h son: h = 0.2 para a); h = 1.4 para
b); h = 3.0 para c); Las lineas negras corresponden a la distribucién de Poisson (Ec. 1.23)
y la distribucién de Wigner-Dyson (Ec. 1.24).

2.3. Medidas de Localizacién

Esta seccién tiene como objetivo estudiar la localizacién de los estados del modelo de
Aubry-André con interacciones en la base de sitios, para ello se recurre a calcular ciertas

cantidades ya definidas en el Capitulo 2.

El IPR es una cantidad que permite medir el grado de localizacion de los estados del
sistema, en este caso el que representa el MAA con interacciones. Los estados propios de
matrices aleatorias son vectores aleatorios y por lo tanto completamente delocalizados.
Cuando estas matrices pertenecen a GOE, las componentes de sus estados propios son
numeros aleatorios no correlacionados que provienen de una distribucién Gaussiana satis-
faciendo TPR® ~ 3D~ 1.

Calculando el (IPR™) promedio y de acuerdo a un andlisis de escalamiento del (IPR™)
con respecto del tamano del sistema se puede determinar el valor de +, el cual es otro

pardmetro que permite medir la localizacién del sistema (Ec. 1.25). En la Fig. (2.3) se
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Figura 2.3: El comportamiento de 7 correspondiente al modelo con interacciones para
valores 0.2 < h <3.0; El parametro v fue obtenido a partir del analisis de escalamiento
[Eq. (1.24)] usando el (IPR™).

muestra el comportamiento que tiene «y con respecto de h para el MAA con interacciones.
De acuerdo a (Ec. 1.26) para 0.2 < h < 0.8, v = 1, lo que indica que esta regién los estados
del sistema se encuentren delocalizados, en el intervalo 1.6 < h < 3.0, v = 0, en esta region
los estados del sistema se encuentran localizados en la base de sitios, sin embargo para 0.8
< h < 1.6 los estados del sistema no se encuentran ni localizados ni delocalizados, lo que

corresponde tipicamente al punto critico en una transiciéon de fase.

La Fig. (2.4) muestra el comportamiento con respecto de h de dos cantidades nor-
malizadas que son importantes para medir la localizacion de los estados del MAA con
interacciones en la base de sitios, la razén inversa de participacion I PR y la entropia de
Shannon Sgj,, ambas cantidades promediadas sobre un cierto nimero de realizaciones del
desorden y estados iniciales de acuerdo al cuadro
En la Fig. 2.4 a) se muestra el comportamiento de IPRE?F / (IPR™) con respecto a h
para L =10, 12, 14 y 16 con IPRS9F = 3D~ el valor calculado para el caso FRM,

para el cual todos los estados se encuentran delocalizados. En el intervalo 0.2 < h <
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Figura 2.4: Comportamiento de las razones entre los resultados para GOE con la razon
inversa de participacién a) y la Entropia de informacién de Shannon b) promediados sobre
un cierto niimero de realizaciones de desorden y estados iniciales de acuerdo al cuadro
con respecto a la magnitud del pardmetro h para L =10 (circulo), L =12 (cuadrado),
L =14 (rombo), L =16 (estrella).

0.8 la razén IPRYCF/(IPR™) ~ 1 lo que implica que ITPR“?F y (IPR"™) son simi-
lares, es decir, que en este intervalo los estados del sistema se encuentran delocalizados,
por otra parte para el intervalo 1.6 < h < 3.0 se observa que IPRE°F/(IPR™) < 1 o
bien TPRYCF < (IPR™), esto indica que el sistema se encuentra inmerso en la fase
localizada. En el intervalo 0.8 < h < 1.6 se observa que la cantidad ITPREOF / (IPR™)

disminuye lentamente durante este intervalo, esto puede atribuirse a una transicién de fase.

En la Fig. (2.4) b) se muestra el comportamiento de (Sg2) /SSPF con respecto a h
para L =10, 12, 14 y 16, con SEhOE ~ In(0.48 D) que es el valor tedrico calculado para el
caso GOE para el cual el valor de la entropia es maximo; En el intervalo 0.2 < h < 0.8 se
aprecia que (S%9) /SSOF = 1, o bien (%)) = SSOE, lo que nos indica que el valor (S%9)

calculado es similar al valor teérico para GOE, es decir, en este intervalo los estados del

sistema se encuentran en una fase delocalizada; En el intervalo 1.6 < h < 3.0 se observa
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que (S%9) /SEPF < 1, entonces (Sg2) < SGPF. es decir la entropfa decrece y es menor
que para el caso GOE. Se puede observar que alrededor del valor para h = 1.6 existe un
cruce para L =14 y L =16, este cruce esta relacionado con el punto critico para el cual el

sistema presenta una transiciéon de fase.

2.4. Propiedades Dinamicas

En la Fig. (2.5) se muestra la probabilidad de supervivencia del estado inicial (W, (t))
para diferentes valores de h. El decaimiento inicial es muy rapido; para una magnitud
pequenia de h la evolucién inicial decae de forma Gaussiana, (W, (t)) = exp (—o3t?), en

donde g es la varianza del estado inicial en la base de estados propios del hamiltoniano.
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Figura 2.5: Evolucién temporal del promedio sobre realizaciones de la probabilidad de
superviviencia sobre un estado inicial promediado de acuerdo al cuadro [I.I] para h = 0.2
(a), h=1.0(b) y h =3.0 (c), y L =10 (negro), L =12 (rojo), L =14 (verde) y L =16 (azul);
Las lineas discontinuas (violeta)representan las curvas (W,,) o t~7 correspondientes a
cada magnitud de h; v = 1.014 (a), 0.42 (b), 0.11 (c) .

A medida que h se incrementa este decaimiento se reduce dejando un decaimiento
cuadratico. Independientemente de qué tan rapida pueda ser la evolucién inicial, la pro-

babilidad de supervivencia decae a largo plazo y necesariamente es mas lenta hasta con-
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vertirse en una ley de potencias [15] 29, [32], (W, (t) o t~7).

El exponente del decaimiento de la ley de potencias de (W, (t)) contiene informacién
importante acerca del sistema [I5], pues este coincide con el pardmetro v obtenido del
analisis de escalamiento el cual es indicador del nivel de localizacion del estado inicial y
provee de informacién acerca de las correlaciones entre las componentes |C,OL‘O|2. Cuando
los estados propios del sistema estan extendidos, son similares a vectores aleatorios, algo
tipico de un régimen cadtico, entonces las componentes |Cf;o|2 son numeros aleatorios no
ozo ‘2

correlacionados, conforme aumenta la magnitud de h, las componentes |C'% |? gradualmen-

te aumentan sus correlaciones entre si.

Para tiempos largos se puede apreciar que después de la rapida evolucién inicial, las
oscilaciones aparecen y a medida que la magnitud de h aumenta, las oscilaciones se incre-
mentan. En la Fig. (2.5) a) para h =0.2, el ajuste cuenta con un valor de v = 1, esto de
acuerdo con el andlisis de escalamiento hecho previamente indica que para h pequena el
estado inicial se encuentra delocalizado, esto implica que las componentes del estado ini-
cial no estan correlacionados y el sistema se encuentran dentro de un régimen cadtico, en
contraste con esto en la Fig. (2.5) c¢) para h = 3.0 el estado inicial se encuentra localizado,
ya que v = 0, es decir, las componentes de los estados del sistema incluido el estado inicial
se encuentran correlacionadas y el sistema estd dentro de un régimen regular; por tltimo
en la Fig. (2.5) b) el estado se encuentra en una transicién de fase de un régimen caético

a uno regular ya que 0 < v < 1.

En resumen el estudio de la probabilidad de supervivencia y su decaimiento como ley
de potencias para tiempos largos permitio caracterizar al sistema en ciertos regimenes, asi

como de ofrecer informacion acerca de la estructura de los estados del sistema.

Algo similar ocurre con la probabilidad de supervivencia para tiempos suficientemente
largos. En la Fig. (2.6) se muestra el promedio sobre un cierto nimero de estados iniciales
y realizaciones del desorden [ver cuadro de la probabilidad de supervivencia (Wp, (1)),

para L = 10, 12, 14 y 16 y diferentes valores de la magnitud de h.
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Figura 2.6: Evolucién temporal del promedio sobre realizaciones y estados iniciales de la
probabilidad de supervivencia de acuerdo a la cuadro para L =10 (a), L =12 (b),
L =14 (¢) y L =16 (d), con h = 0.2 (negro), h = 1.0 (rojo) y h = 3.0 (verde); Las lineas
discontinuas (azul) representan el valor del (IPR") correspondiente a cada tamano del
sistema y magnitud de h.

En los cuatro paneles de la Fig. (2.6) se observa que cuando el tiempo es suficientemen-
te grande, (W, (t)) comienza a saturarse manteniendo fluctuaciones a lo largo del tiempo
y su valor coincide con su (IPR™) de acuerdo a Ec. (1.29). La relacién que existe entre
el IPR, el parametro v y la probabilidad de supervivencia ofrece informacién acerca de
las correlaciones de los estados del sistema, que, a partir de esta informacién nos permite
caracterizar la transicién de fase del sistema y también de asociarlo a un comportamiento
regular o caético. La cantidades (IPR™) y 7 no son las dnicas que se manifiestan en
la evolucién temporal de la probabilidad de supervivencia ya que el comportamiento del
espectro energético tiene influencia sobre (W, (¢)) . En la Fig. (2.6) d) se comparan las
curvas de (W, (t)) para tres magnitudes de h correspondientes a L =16; Para h = 0.2
(negro) (W, (t)) comienza a saturarse para valores del tiempo entre (10> < t < 10°)
y su valor fluctia alrededor de (IPR™) respectivo. Para h = 1.4 (rojo) se muestra un

cambio en la evolucién de la probabilidad de supervivencia, pues los valores de la proba-
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bilidad cuando esta se satura se incrementan ligeramente en comparacién con el caso para
h = 0.2 (negro), nuevamente en tiempos largos (W, (¢)) oscilan alrededor de el corres-
pondiente (IPR™). Para h = 3.0 (verde) los valores de la probabilidad de supervivencia
se incrementan atiin més que los casos anteriores, nuevamente cuando (W, (t)) se satura,
la probabilidad de supervivencia coincide con el (IPR™) correspondiente. Algo similar
ocurre para L = 10 [Fig. (2.6) a)], L = 12 [Fig. (2.6) b)] y L = 14 [Fig. (2.6) c)] pues
los valores del (IPR™) correspondientes a cada caso de h coinciden cuando las curvas

(Wi, (t)) se saturan.

En la probabilidad de supervivencia no solo se manifiesta la estructura de los esta-
dos propios del sistema [15], también las caracteristicas del espectro energético generan la
aparicién de un pozo en (W, (t)) para tiempos largos, este pozo se le denomina hoyo de
correlaciones [33] y es una manifestacién directa de las correlaciones del espectro energéti-
co sobre una cantidad dindmica, que en este caso es la probabilidad de supervivencia. La
profundidad de este pozo es grande para valores pequenos de h para los cuales los correla-
ciones del las energias del sistema son grandes y las correlaciones de las componentes del
estado inicial son pequenas, el hoyo de correlaciones comienza a desaparecer conforme h
aumenta y por tanto las correlaciones del espectro energético disminuyen y las correlacio-

nes de [C, |* del estado inicial aumentan.

Lo que se aprecia en las Fig. (2.5) y Fig. (2.6) es la influencia que tienen tanto el
espectro energético representado por el hoyo de correlaciones [16] y la estructura de es-
tados propios caracterizado en la saturacion de la probabilidad de supervivencia. Para h
pequena, el analisis de la distribucion de razones indica que las energias del sistema estan
correlacionadas, estas correlaciones generan que el hoyo sea profundo, por otra parte el
decaimiento como ley potencias para h pequena es mas pronunciado e implica que las

componentes del estado inicial ‘030‘2 no se encuentran correlacionados, esto influye en
la saturacién de la probabilidad para tiempos muy largos ya que esta presenta muchas
fluctuaciones y es mucho menor que para valores de h mas grandes. En contraste para
valores de h grandes, la distribucién de razones muestra que el espectro de energias sigue

una distribucién de Poisson, es decir, las energias no estdn correlacionadas entre si, eso
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tiene efecto en el hoyo de correlaciones que comienza a disminuir su profundidad conforme
aumenta el valor de h hasta desaparecer, no obstante el decaimiento de (W, (t)) es menos
pronunciado e implica que las componentes del estado inicial estén correlacionadas y esto
se observa en la saturacion de la probabilidad de supervivencia ya que las fluctuaciones

disminuyen y los valores de la saturacién de (W, (t)) aumentan.

El andlisis de las Figs. (2.5) y (2.6) refuerzan las conclusiones de la seccién 2.3. Dado
que la probabilidad de supervivencia tiende al (IPR™) para tiempos suficientemente lar-
gos y el valor de (W, (t)) aumenta con respecto al valor de h entonces el (IPR™) también

aumenta.

Tomando en cuenta que el (IPR™) es utilizado como una medida de localizacién; Los
paneles de la Fig. (2.6) a), b) ¢) y d) indican que el estado inicial del sistema para h = 0.2
(negro) se encuentra delocalizado, para h = 3.0 (verde) el estado se encuentra localizado y
para h = 1.4 el estado inicial no esta localizado ni delocalizado. Por otra parte se aprecia
que los valores del (IPR™) asi como (W,,(t)) disminuyen de acuerdo al aumento en el
tamanio del sistema, este efecto se puede atribuir a los efectos de tamano finito, pues estos

efectos se han observado en las Figs. (2.1), (2.3) y (2.4) para L =10y L =12.

El estudio llevado a cabo en este capitulo no es distinto del anterior, sin embargo los
resultados son mas interesantes. El andlisis de la relacién del espaciamiento de niveles con-
secutivos (7,) correspondiente al modelo de Aubry-André con interacciones muestra una
transicién de los valores (7,), estos se mantienen cerca del valor tedrico correspondiente
al GOE para posteriormente descender al valor del tedrico para el caso Poisson respecto
al incremento de la magnitud de h Fig. (2.1). Para 0.2 < h < 0.8 los valores de (7,) se
mantienen cerca del valor predicho para GOE, esto indica que la energias se encuentran
correlacionadas entre si y que existe repulsion entre niveles energéticos, ademas las dege-
neraciones del espectro son menores y por lo tanto se espera que la distribucién de razones
que siga las energias del sistema del tipo Wigner-Dyson. Por otra parte para 1.6 < h <
3.0 los valores de (7,,) se ubican cerca del valor predicho para el caso Poisson, ahora el es-

pectro muestra muchas degeneraciones lo que implica que no exista repulsion entre niveles
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energéticos y que las energias no estén correlacionadas, esto implica que la distribucién de
razones del espectro de energias siga una distribucién de Poisson. La Fig. (2.2) confirma
lo anterior, para h = 0.2 la distribucién de razones del espectro es del tipo Wigner-Dyson
que ademsds es tipico de un régimen cadtico, por otro lado, para h = 3.0 la distribucién
de razones es del tipo Possion, esto implica un régimen integrable, sin embargo para h =
1.4 la distribucién de razones es intermedia, lo que indica que existe una transicién de
un régimen a otro. En conclusion el sistema se encuentra dentro de un régimen cadtico
para valores de h entre 0.2 y 0.8, para h entre 1.6 y 3.0 el sistema se encuentra en un régi-

men regular y para h entre 0.8 y 1.6 se da la transicién de un régimen cadtico a uno regular.

El analisis de escalamiento [Fig. (2.3)] muestra el comportamiento de v respecto al
incremento en la magnitud de h, para h entre 0.2 y 0.8 los estados del sistema estan delo-
calizados, ademds como v =~ 1 indica que estos estados son cadticos, en h entre 1.6 y 3.0
los estados se encuentran localizados, mientras que para h entre 0.8 y 1.6 se observa una
transicién de fase. Las medidas de localizacién ofrecen informacién similar [Fig. (2.4)].
Por 1ltimo, la probabilidad de supervivencia del estado inicial presenta ciertas carac-
teristicas que demuestran la manifestacién de las propiedades estaticas en las propiedades
dindmicas. Para tiempos largos, la probabilidad de supervivencia decae como una ley po-
tencias, de la forma W, (t) o< t~7 Fig. (2.5), siendo v la pendiente resultante del anélisis
de escalamiento, este parametro en conjunto con la probabilidad de supervivencia indica
que el estado inicial del sistema se encuentra delocalizado para valores de h pequenios Figs.
(2.3-2.5) y ademds se encuentra en un régimen cadtico, para valores h grandes, el estado
inicial se encuentra localizado e inmerso en un régimen regular y para h=1.4 el sistema se

encuentra en una transicion de fase.

Se analiz6 la influencia de las correlaciones del espectro energético y de las compo-
nentes de los estados propios del sistema en la evolucién temporal de la probabilidad de
supervivencia, se encontré una relacién entre estas dependiendo de la magnitud de h; a
medida que h es pequena (0.2 < h < 0.8) (Fig. 2.3) las correlaciones de las energias son
grandes y se manifiestan en la aparicién del hoyo de correlaciones, sin embargo las com-

ponentes de los estados propios del sistema no se encuentran correlacionados, esto se ve
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reflejado en el decaimiento en ley de potencias el cual es méds pronunciado para tiempos
largos e implica que en la saturacion de la probabilidad se observen grandes fluctuaciones.
Por otra parte para valores de h grandes (1.6 < h < 3.0), las correlaciones del espectro
son mucho menores y el hoyo de correlaciones desaparece, no obstante las correlaciones de
las componentes de los estados aumentan lo que provoca que el decaimiento en la ley de
potencias sea menor y en la saturacién de la probabilidad que ademéas aumenta las fluc-
tuaciones se reducen bastante Para valores intermedios de h (0.8 < h < 1.6) la influencia
de las correlaciones del espectro energético y de las componentes de los estados también
se reflejan en (W, (t)), sin embargo sus efectos son intermedios entre los dos casos ante-
riores. Para tiempos suficientemente grandes, la probabilidad de supervivencia se satura y
su valor fluctia alrededor del valor del IPR [Fig. (2.6)]. En resumen, cuando la magnitud
de h es pequena, el sistema esta en un régimen cadtico, para valores de h mas grandes, el
sistema pasa a un régimen regular, y para magnitudes de h intermedias el sistema esta en

transicion.
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Conclusiones

El objetivo de este trabajo fue caracterizar la transicién de una fase delocalizada a una
fase localizada de un sistema cuantico unidimensional ciasiperiddico representado por el
modelo de Aubry-André. Los dos capitulos que conforman la estructura de la Tesis estén
destinados a estudiar ciertas propiedades estaticas y dindmicas del modelo de Aubry-
André sin interacciones y del modelo con interacciones con la finalidad de comparar los
resultados entre estos dos casos. Para ambos modelos fueron estudiadas la estadistica del
espectro energético, las medidas de localizacién y las propiedades dindmicas para cuatro
tamanos del sistema, L = 10, 12, 14 y 16 con la finalidad de caracterizar la transicién

metal-aislante con respecto a la variacion de la magnitud de h.

El estudio de la estadistica de energias, comenzando con la relacién del espaciamiento
de niveles consecutivos (7,,) tuvo la tarea de brindar informacién sobre las correlaciones
del espectro energético, con la finalidad de discriminar entre un régimen caético o uno re-
gular o integrable, pues la ventaja de esta cantidad radica en la posibilidad de identificar
el tipo de distribucién que siguen las energias sin la necesidad de calcular la distribucion
de razones P(r). Para nuestro primer caso (MAA sin interacciones) la relacién del espacia-
miento de niveles consecutivos y en conjunto con la distribucién de razones no identificé
ninguna transicién de fase ya que se obtuvo que para todos los valores de h entre 0.2
< h < 3.0 el espectro energético sigue una distribucién de Poisson. En contraste, para
nuestro segundo caso (MAA con interacciones) el andlisis de (7,,) y de la distribucién de
razones mostré un comportamiento mas interesante, esto es, se identifico una transicién
de fase. Para magnitudes entre 0.2 < h < 0.8, las energias siguen una distribucién de

Wigner-Dyson lo que para estos valores de h ubican al sistema dentro de una régimen
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cadtico o dentro de una fase delocalizada, para valores de h mas grandes, 1.6 < h < 3.0 el
espectro de energias se mantiene dentro de una fase localizada y mantiene un régimen in-

tegrable. Se observo que el sistema se encuentra en una fase intermedia para 0.8 < h < 1.6 .

Las medidas de localizacion fueron grandes herramientas usadas en ambos casos para
caracterizar la transicion de fase del sistema haciendo uso de la informacién proporciona-
da de los estados propios del sistema. Fueron calculadas la razén inversa de participacién
o IPR y la entropia de Shannon con la intencién de estudiar la estructura de los esta-
dos propios y la localizacién sobre el espacio real representado por la base de sitios. El
escalamiento del IPR con respecto a la dimensién del sistema nos permitié calcular la
cantidad 7 cuyo comportamiento con respecto de h brinda informacién valiosa sobre los
estados del sistema. Para el MAA sin interacciones se observé que para 0.2 < h < 1.0
los estados del sistema se encuentran delocalizados en la base de sitios mientras que en
1.0 < h < 3.0 los estados estan localizados en dicha base. Alrededor del punto h = 1.0
los estados no estan localizados ni delocalizados siendo este valor de h el punto critico
[21]. Para el MAA con interacciones se encontré que para h entre 0.2 y 0.8 los estados
del sistema estan delocalizados. En h entre 1.6 y 3.0 los estados se encuentran localiza-

dos. Para h entre 0.8 y 1.6 se observa una fase intermedia entre la localizada y la extendida.

El estudio de la probabilidad de supervivencia (W,,(t)) tuvo resultados interesantes
y es esta cantidad la que refleja la influencia de propiedades estaticas, esto es, la infor-
macién proporcionada por el espectro energético y la estructura del estado inicial en la
base formada por los estados propios del hamiltoniano que dicta la evolucién del sistema.
En el MAA sin interacciones, el comportamiento de la probabilidad de supervivencia para
tiempos suficientemente largos mostré que en la saturacién los valores de la probabilidad
coinciden con el valor del (IPR™), sin embargo las fluctuaciones son muy grandes y, a
excepcion del punto critico, no hay un decaimiento como ley de potencias que sea evidente
para los tamanos de sistema considerados.
En contraste, en el MAA con interacciones, las correlaciones del estado inicial del sistema
se manifiestan en el decaimiento como ley de potencias sobre la probabilidad de supervi-

vencia para tiempos largos, comenzado con oscilaciones que se van incrementando con el
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aumento en la magnitud de h; la potencia de este decaimiento tiende a 1 cuando la mag-
nitud de h es pequena entre 0.2 y 0.8. Cuando la magnitud de h es grande, entre 1.6 y 3.0,
entonces las correlaciones de las componentes de los estados propios del sistema aumentan
y el decaimiento en ley de potencias es menor pues la potencia de este decaimiento tien-
de a cero, esto estd acompafiado con un incremento significativo en las oscilaciones para
tiempos largos, no obstante, cuando la probabilidad se satura, las fluctuaciones se reducen
considerablemente y oscilan alrededor del valor del (IPR™) pues es debido a que el espec-
tro de energias no tiene correlaciones entre niveles energéticos. Nuevamente para h entre
0.8 y 1.6 las correlaciones de las componentes de los estados propios y de las energias del
sistema se ven reflejadas en la probabilidad de supervivencia pero no permiten identificar

a que fase pertenecen, es decir, para estos valores de h el sistema se encuentra en transicion.

La aparicién del hoyo de correlaciones es un ejemplo importante de la influencia que
tienen las caracteristicas del espectro energético sobre la probabilidad de supervivencia,
una cantidad dinamica. La profundidad de este es grande cuando h es pequena y disminuye
a medida que h aumenta. El estudio a detalle del hoyo de correlaciones brinda informacién
acerca de la presencia de la repulsién entre niveles. En este trabajo el andlisis del hoyo de
correlaciones fue breve y es posible retomarlo en trabajos futuros.

Esta Tesis tiene como enfoque mostrar la utilidad de la probabilidad de supervivencia,
una propiedad dindmica, para caracterizar a un sistema, esto puede ser de gran utilidad
para experimentos que no tienen acceso al espectro energético, como aquellos con dtomos

superfrios en redes 6pticas y iones atrapados [10} 1] .

Consideramos que es posible publicar los resultados de este trabajo en alguna revista

especializada.
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