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Introduccion.

Desde tiempos antiguos el estudio de la interaccién de la luz con la materia ha despertado la
curiosidad humana, teniendo en cuenta que dentro de la Grecia clésica, quiza, Euclides fue quien
més avanzé en el estudio de la luz y la éptica [1]. Especialmente lo que llama nuestra atencién
es la aplicacion que puedan tener para realizar exploraciones que no podriamos conseguir con los
sentidos del cuerpo humano, desde asomarnos fuera de nuestro planeta hasta“mirar”la estructura
interna de la materia de una manera distinta. Con el empleo de la radiacién electromagnética
para realizar distintos analisis en materiales se ha logrado una mayor comprensién acerca de sus
propiedades tales como: absorcién, transmision o reflexién de la misma. Gran parte del avance en
nuestra tecnologia se ha derivado de tal entendimiento.

Refiriéndonos a las propiedades 6pticas de los materiales, se ha abierto un desafio, el objetivo
es controlarlas para disenar materiales que respondan a més de un intervalo de frecuencias, que se
propaguen sélo en algunas direcciones o confinar la radiacién en cierto volumen, un buen candidato
para esto es el llamado cristal foténico. De aqui la motivacién para realizar este trabajo.

Los cristales fotonicos son los analogos electromagnéticos de los cristales reales, estdn compues-
tos por medios macroscépicos de diferentes constantes dieléctricas (e, u). La periodicidad de la
permitividad eléctrica (€) o la permeabilidad magnética (1) es posible en una, dos o tres dimensio-
nes [2, 3]. En los cristales foténicos existe un rango de frecuencias donde la propagacién de las ondas
electromagnéticas estd prohibida, éstas se denominan bandas foténicas prohibidas en analogia a
las bandas de energia prohibidas para los electrones en los sélidos. Para la construccion de cristales
foténicos es posible utilizar dieléctricos, metales, materiales no lineales, materiales ferromagnéticos,
entre otros [4, 5]. A su vez, los cristales foténicos pueden ser descritos formalmente con la teoria
electromagnética de Maxwell, debido a esto se convierten en sistemas de caracteristicas escalables,
es decir, que las propiedades electromagnéticas de un cristal microscépico cuyo trabajo sea en el
rango espectral visible se mantiene si el cristal se escala a un tamano microscépico en el rango de
las microondas [9]. Es posible resolver las ecuaciones de Maxwell a través de una gran variedad
de métodos, tanto analiticos como numéricos, en este trabajo utilizaremos el Método de la Matriz
de Transferencia (MMT) que nos permite relacionar el campo eléctrico (E) y el campo magnético
(é) a lo largo de toda la estructura para describir las propiedades 6pticas del sistema.

Entre las aplicaciones para cristales foténicos de hoy en dia estan los cables de fibra optica
que ya han revolucionado las telecomunicaciones. Otros ejemplos de aplicaciones futuras son las
computadoras de alta rapidez, técnica laser y espectroscopia muestran la gran ventaja en el avance
de los materiales. A pesar de un comienzo dificil a finales de 1980 y mucho escepticismo acerca de
la creacion de una estructura de cristal artificial capaz de manipular los haces de luz de la misma
manera como lo hacen los semiconductores, por parte de la comunidad foténica de investigacion,
el campo de los cristales foténicos ha prosperado [6, 7, 8].

Por otro lado tenemos a los cuasicristales sélidos, estos sistemas develan un detalle importante
que ha pasado desapercibido durante varios siglos por la humanidad: el orden no implica necesa-
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XIV Introduccion.

riamente una repeticién periddica, es decir, periodicidad y orden no son sinénimos [10]. La primera
observacion de un cuasicristal se realizé en abril de 1982, fue a través de los patrones de difraccién
que los investigadores pudieron descubrir diferencias entre cuasicristales y cristales [11].

El concepto de cuasicristal trae una nueva idea fisica en la estructura de la materia y la simetria.
Los cuasicristales pueden definirse como un estado intermedio entre sistemas con propiedades pe-
riédicas y no periédicas ya que poseen cierta simetria, como es la simetria rotacional (por ejemplo
simetria rotacional de orden 5), presentan orden de largo alcance, esto significa que las mismas
unidades estructurales aparecen una y otra vez, aunque esto no conduce a la simetria de traslacién
que presentan las estructuras cristalinas comunes. A los cuasicristales se les asocia el tener orden
de orientacién perfecta sin periodicidad traslacional en su estructura [12, 13, 14]. Las propiedades
inusuales de esta nueva estructura sélida ha llamado en gran manera la atencién de los investi-
gadores A partir del descubrimiento de los cuasicristales se han planteado varias interrogantes,
;,Coémo crecen estos sistemas? ;Cudl es su estructura atémica y cémo describirla? ;Cuéles son
sus propiedades fisicas? Muchas de estas preguntas siguen sin tener una respuesta definitiva, en
realidad se sabe muy poco. En esta tesis se hara enfoque sobre las propiedades épticas de un tipo
especial de cuasicristales: los cuasicristales foténicos unidimensionales (PQC-1D), en este tipo de
estructuras la variacién de las constantes dieléctricas se presenta en una sola direcciéon llamada
eje de periodicidad [15, 16]. En general, los cuasicristales foténicos presentan algunas propiedades
similares a las de los cuasicristales sélidos, hoy en dia se continta el estudio de su diseno y carac-
teristicas. Muchos estudios en Fisica se han dedicado a comprender y analizar las propiedades de
sistemas cuasiperiédicos en los dltimos 15 afios [17, 18]. El interés es debido a que estos sistemas
manifiestan estados electrénicos singulares, exhiben espectros de energia con alta fragmentacién y
caracter fractal.

En las dos ultimas décadas los metamateriales han atraido la atencién de los investigadores,
desde la propuesta inicial hecha por Veselago en 1968 [19] acerca de un tipo especifico de metamate-
riales, los metamateriales con indice de refraccién negativo (n < 0), a esta clase de metamateriales
también se les conoce como NIMs (negative-index metamaterials), LHM (left-handed materials)
o NRI (negative refractive index) por sus siglas en inglés. Ha resultado ser un tema de gran con-
troversia la existencia de materiales izquierdos pues en éstos la permeabilidad magnética (u) y la
permitividad eléctrica (€) toman valores negativos simultdneamente en el mismo rango de frecuen-
cias dando como resultado propiedades 6pticas novedosas. La propiedad de la refraccién negativa
que poseen los NIMs hace posible que éstos puedan ser utilizados para la construcciéon de una
superlente, consiguiendo asi un una imagen enfocada con suma perfeccion, la refraccién negativa
hace posible también que los NIMs exhiban la inversion del efecto Doppler y la inversién del efec-
to Cerenkov [20, 21, 22, 23]. Aunque la propuesta de estos materiales resulté de una curiosidad
cientifica su construccion llegé a ser realizada en el afio 2000 por el grupo de Pendry [24, 25, 26, 27].
Desde entonces cientos de investigaciones han aportado conocimientos importantes de los NIMs,
abriendo asi una nueva era a las aplicaciones 6pticas.

Entre las aplicaciones de mayor interés que muestran los NIMs, esta la propiedad de reflexién
omnidireccional, que se presenta cuando son usados en la construccién de cristales foténicos, esto
significa que la luz es reflejada para un rango de frecuencias a todos los dngulos y para las pola-
rizaciones TE (transversal eléctrica) y TM (transversal magnética), esta condicién se logra en los
cristales tradicionales gracias a la dispersién de Bragg, sin embargo, con la presencia de los NIMs
es posible lograrlo gracias a la condiciéon de gap-cero, lo cual ocurre cuando para la celda unitaria
que forma la estructura se cumple la condicién (n) = (n1d; + nads)/(dy + dz) = 0, donde n; y no
son los indices de refracciéon de cada uno de los materiales y di, d2 son los anchos de cada una de
las peliculas que forman la celda unitaria, estos gaps han sido propuestos y estudiados por varios
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autores [28, 29, 30, 31].

En este proyecto se pretende hacer un estudio de bandas bajo la condiciéon de gap-cero de
diversas estructuras cuasiperiddicas, tipo cristal fotonico unidimensional donde se alternan capas
de NIM con dieléctrico, también se estudiaran los gaps de Bragg. La existencia de los gaps de
Bragg en estructuras cuasiperiédicas tiene sustento ya que se define una celda unitaria en términos
de uno de los nimeros de generaciéon de la relacién de recurrencia y ésta es la que se repite
periodicamente, como se ha mencionado, la combinacién NIM-dieléctrico permite lograr que se
cumpla la condicién (n) = 0. La celda unitaria de estas estructuras cuasiperiddicas se modela a
partir de cuatro diferentes sucesiones binarias: la sucesién de Fibonacci, la sucesién derivada del
Conjunto de Cantor, la sucesién de Thue-Morse y la sucesién de Rudin-Shapiro [32, 33, 34, 35, 36].A
continuacién se da un breve descripcién de los capitulos desarrollados en esta tesis.

El capitulo 1 contiene teoria acerca de los cristales foténicos, su propuesta, desarrollo, carac-
teristicas y propiedades, en este capitulo ademéas se muestran algunas aplicaciones recientes de los
cristales fotonicos y se describe explicitamente el desarrollo algebraico del Método de la Matriz de
Transferencia para resolver las ecuaciones de Maxwell en un sistema multicapas, seguido de esto
se explica en qué consisten las polarizaciones transversal eléctrica (TE) y transversal magnética
(TM), finalmente se muestra el cdlculo para la estructura de bandas.

El capitulo 2 se centra en la teoria elemental de cuasicristales tanto sélidos como foténicos, se
describen sus propiedades, aplicaciones y posible diseno, aqui se detallan las relaciones de recurren-
cia de Fibonacci, Cantor, Thue-Morse y Rudin-Shapiro las cuales generan las celdas unitarias para
las estructuras cuasiperiddicas de nuestro sistema multicapas, ademas en este capitulo se muestran
algunas primeras iteraciones para la construccién de tales celdas.

En cuanto al capitulo 3 se plantea el concepto de metamaterial electromagnético, se estudian
las propiedades de los NIMs, caracteristicas y diseno, en esta seccién se da una definiciéon para los
metamateriales y se aclara que los metamateriales no sélo son los NIMs, debido a que éstos tienen
diferentes caracteristicas, como los metamateriales muy variados abarcan un rango mayor que los
NIMs.

En el capitulo 4 se muestran los resultados obtenidos de este trabajo, la relacion de dispersién
de las distintas estructuras, las bandas proyectadas, los gaps-cero omnidireccionales y los espectros
de transmisién asi como los modelos de las celdas unitarias para cada diagrama.

Finalmente en el capitulo 5 se presentan las conclusiones sobre los resultados de este trabajo.






Capitulo 1

Cristales fotonicos.

Los cristales foténicos son una nueva clase de materiales 6pticos que pueden ser construidos
artificialmente, aunque también se encuentran de forma natural en épalos y en los colores iridis-
centes de algunas especies [8]. Para entender de un modo més claro qué es un cristal foténico
evoquemos algunas de las caracteristicas que poseen los cristales reales. Refiriéndonos al potencial,
las estructuras cristalinas reales presentan un potencial periédico debido a su regularidad en las
redes atémicas, tanto los constituyentes del cristal real como su geometria dictan las propiedades
de conducciéon del mismo, ademas cumpliendo ciertos criterios los electrones pueden viajar a través
de un potencial periddico sin dispersién [2]. Es posible también que los electrones no se propaguen
con ciertas energias en algunas direcciones, estas regiones son conocidas como bandas de energia
prohibidas (gaps). Si el potencial en la red es muy fuerte resulta un gap completo, como sucede en
los semiconductores, éstos poseen un gap completo que se encuentra entre las bandas de valencia
y de conduccién de energia.

Entendido lo anterior podemos decir que un cristal foténico es el andlogo electromagnético de
un cristal real, en el cristal foténico los 4&tomos o moléculas se sustituyen por medios macroscépicos
con diferentes constantes dieléctricas, la distribucién espacial de la constante dieléctrica origina las
bandas para los fotones y el potencial periédico se sustituye por una funcién dieléctrica periédica (o
equivalentemente, un indice de refraccién periédico). Esta variacién periédica puede tener lugar en
una, dos o tres direcciones y es lo que define la forma de un cristal foténico. Tanto la periodicidad
como las dimensiones fisicas pertenecientes a las zonas en que varia la constante dieléctrica estan
relacionadas con la longitud de onda de los fotones que se propagan, exigiendo en estas zonas
dimensiones nanométricas para fotones con energias dentro del espectro visible e infrarrojo, dichas
regiones son las utilizadas en la técnica de telecomunicaciones, por lo que estos arreglos son de
gran interés.

1-D 2-D 3-D

Figura 1.1: Ejemplos de cristales foténicos en 1,2 y 3 dimensiones. Los colores
distintos representan constantes dieléctricas diferentes.
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Si las constantes dieléctricas de los materiales en el cristal son suficientemente diferentes y si la
absorcion de la luz por los materiales es minima, entonces las refracciones y reflexiones de la luz de
todas las diversas interfases pueden producir los mismos fenémenos para fotones que el potencial

NN

atémico produce para los electrones.

N

s
L !
-
\g MR W
w9 L L Y

Figura 1.2: Bandas prohibidas foténicas naturales ocurren en las alas de algunas mariposas (izquierda)
y en épalos (derecha). En ambos casos la banda prohibida es incompleta, ésta produce los colores iridis-
centes. La figura del centro muestra la micrografia del ala fracturada de una mariposa verde iridiscente.
(Fuente: Eli Yablonovitch, Photonic Crystals: semiconductors of light, Scientific American, Inc., 2001.)

Es posible disenar y construir cristales foténicos con bandas en donde se evite la propagacién de
la luz para ciertas direcciones con frecuencias especificas. El grupo de Yablonovitch hizo con éxito
el primer cristal foténico con banda prohibida en 1991 utilizando una variante de la estructura
del diamante ahora llamado yablonovite. La existencia y propiedades de una banda electrénica
dependen fundamentalmente del tipo de los atomos en el material y su estructura cristalina, ma-
teriales de banda fotdonica prohibida implican estructuras similares pero a escalas mas grandes. Un
ejemplo tipico serfa un bloque de vidrio especial perforado (matriz) con orificios cilindricos poco
espaciados, cada uno con un didmetro de 400 nanémetros, estas aberturas son los andlogos a los
atomos en un semiconductor. En general, aunque no siempre, la separacién de la matriz debe ser
razonablemente cerca de la longitud de onda de la luz o las ondas electromagnéticas que se desee
controlar. Los haces superpuestos se reforzaran o cancelaran el uno al otro de acuerdo a la longitud
de onda de la luz, su direcciéon de desplazamiento a través del cristal, el indice de refraccién del
vidrio, el tamano y la disposicién de todos los agujeros [6].

Si para algtin rango de frecuencias, un cristal foténico prohibe la propagacién de ondas elec-
tromagnéticas de cualquier polarizacién sin importar en que direccién viaja ni la fuente de donde
provenga, podemos decir que el cristal tiene una banda fotonica prohibida completa, éste sera ob-
viamente un reflector omnidireccional, pero lo contrario no es necesariamente cierto. El criterio
para la reflexién omnidireccional es que exista una regién de frecuencia en la cual las bandas pro-
yectadas del cristal no tengan estados con w > ck, [7]. La propiedad de omnidireccionalidad hace
posible que los cristales foténicos puedan ser aplicados como espejos dieléctricos, para construir
un espejo como éste la longitud de onda incidente debe ser adecuada en las capas de material
para que la onda de luz se refleje parcialmente en cada interfaz de la capa y, con la condicién de
que el espaciamiento es periddico, resultaran multiples reflexiones de la onda incidente las cua-
les se interferiran destructivamente eliminando asi la ola progresiva de propagacién, reflejandose
completamente. La ventaja de un espejo dieléctrico, comparado con los espejos metalicos, es que
no presentan problemas de absorcion y si ademas su geometria es como la de un cristal foténico
unidimensional sera altamente unidireccional, ya que existe el angulo de Brewster que los vuelve
trasparentes a cierto dngulo de incidencia [39].
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1.1. METODO DE LA MATRIZ DE TRANSFERENCIA.

Los cristales foténicos pueden ser descritos formalmente con la teoria electromagnética de Max-
well, debido a esto se convierten en sistemas de caracteristicas escalables y de facil acceso experi-
mental. El hecho de que el sistema sea escalable quiere decir que las propiedades electromagnéticas
de un cristal microscdpico cuyo trabajo sea en el rango espectral visible se mantienen si el cristal se
escala a un tamano microscépico en el rango de las microondas [9]. Para calcular las propiedades
Opticas de los cristales foténicos partimos de las ecuaciones de Maxwell y usamos el Método de la
Matriz de Transferencia (MMT) como se muestra en la siguiente seccién.

1.1. Método de la Matriz de Transferencia.

Usando el Método de la Matriz de Transferencia es posible calcular las amplitudes de transmi-
sién o reflexién de una onda o particula [37, 38]. Los modos de propagacién en un medio homogéneo
(una capa en nuestro caso) son ondas planas de la forma e:vp(iE -7), los modos en un medio periédi-
co son conocidos como modos de Bloch. Un modo de Bloch es una onda plana con propagacién
constante k& modulada por una funcién periddica la cual tiene la propiedad de onda estacionaria
[37].

Onda

estacionaria Onda
- - < N\ viajera

Figura 1.3: Onda estacionaria.

En lo que sigue nos restringiremos a cristales foténicos unidimensionales, éstos son estructuras
dieléctricas en donde las propiedades 6pticas varian periédicamente en una direccién llamado eje
de periodicidad, que en nuestro caso serd el eje z. Para nuestro andlisis asumimos que el medio es
isétropo, homogéneo y lineal, es decir que cumple la relacién: D = ¢E. Al combinar las ecuaciones
de Maxwell para un medio como este se obtiene la ecuacion de onda para el campo eléctrico que
se puede escribir como:

97 eu82ﬁ_

donde la velocidad de propagacién v puede relacionarse con los parametros c, €, u:

(1.2)

asi para la ecuacién de onda tenemos:

VE - ———2=0. (1.3)
Las soluciones a esta ecuacién son de la forma:

E = Bpetkr—wt) | (1.4)

Sabemos también que para la velocidad de fase se cumple v = w/k igualando este resultado con la
Ec. (1.2) podemos obtener una relacién para k?:
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k> = Zep . (1.5)

L 19°B
2
VB 5on =0, (1.6)
con soluciones de la forma:
B = Byeikr=wt) | (1.7)

Consideremos dos casos para la incidencia de la luz sobre la interfase en la estructura de estudio:

» Polarizacién transversal eléctrica (TE).

» Polarizacién transversal magnética (TM).

y

Figura 1.4: Modos electromagnéticos TM y TE para una configuracién de multicapas.

Una onda electromagnética polarizada indica por convencién que el campo eléctrico oscila en un
plano determinado. La polarizacion es transversal eléctrica cuando el campo eléctrico es ortogonal
al plano de incidencia, en cambio, si ocurre que el campo eléctrico es paralelo al plano referido
entonces la polarizacién sera transversal magnética puesto que el campo magnético es ortogonal
al plano de incidencia. En la literatura también podemos hallar que se hace referencia al modo
TE como polarizacién S debido a que en alemén senkretch significa “perpendicular”, al modo TM
también se le conoce como polarizacion P, que del mismo modo tiene sus origenes en el idioma
germdnico, dénde parallel es “paralelo”[37].

1.2. Polarizacion Transversal Eléctrica.

Sean los vectores E, B y k para la polarizacién transversal eléctrica de la siguiente forma:

E = (0,-E,,0),
B = (B,,0,-B.),
ko= (ks,0,k.) . (1.10)

Para ilustrar la orientacién de los campos electromagnéticos dados se muestra la Fig. (1.5). Deno-
tamos a k, = By a k, = ®. De donde se puede escribir:
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k? = B2+ 02 . (1.11)

A partir de la Fig. (1.5) notamos que 8 = ksin# elevando al cuadrado ambos miembros de esta
ecuacién y sustituyendo k? de la Ec. (1.5) llegamos a la siguiente expresién para [3:

2 w? 5
B° =ep—5sin“ 0, (1.12)
c

donde, por las condiciones de frontera, la componente 32 se conserva al atravesar la interfase.

X
(d—)
z Ha Hp Ha Hp
. 6 &q &p &g &p
y B K
E z' z

Figura 1.5: Polarizacién transversal eléctrica.

Ahora deduciremos una expresién que relacione la componente tangencial del campo magnético
B, con la componente normal del campo eléctrico £, esto nos serd de gran utilidad para conectar
los campos en la interfase de las capas que componen al arreglo. Considerando que los campos se
propagan como ondas monocromdticas [40], ondas que tienen un perfil de onda sinusoidal, las Ecs.
(1.8) y (1.9) quedan expresadas por:

E = —EeiFr-e; (1.13)
B = Byeikm=wt); 4 g pikm-wt)f (1.14)

Para el caso en que no hay densidad de corriente, esto es J = 0, dos de las ecuaciones de Maxwell
toman el perfil [41]:

V-B=0, (1.15)
=~ €l OF
VXB=——/— 1.16
x il (1.16)
de donde, aplicando la Ec. (1.15) a la Ec. (1.14) tenemos:
B
B,=-B,. 1.1
3 (1.17)

Del mismo modo si aplicamos la Ec. (1.16) a la Ec. (1.14) tenemos, de un lado:

V x B = i(8B.eF ™%t — dB,eF Tt | (1.18)
y por otro:
nE e i,
?a = 7Z?CUEy€ (k t)] , (].].9)
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igualando las Ecs. (1.18) con (1.19) podemos despejar B,, al introducir este valor dentro de la Ec.
(1.17) y despejando tenemos:

wWEL )
B (q,2 +ﬁ2> o e

que se puede reescribir de las Ecs. (1.5) y (1.11):

C

B, = —3E, , 1.21
2= OE, (1.21)

o anédlogamente, si definimos ¥ = ¢ ®/w, como la impedancia del sistema, tenemos:

B, =YE,, (1.22)

Ahora bien, tanto el campo eléctrico como el campo magnético consisten en ondas viajeras que
pueden expresarse como [40]:

—E, = A" 4 Age 7 | (1.23)

Bac _ Y(Alei¢z+A28—i<I>z) ,
B, = Y(A1e"® — Aje %) . (1.24)

Los signos de las amplitudes han sido colocados de acuerdo al sistema de coordenadas esquemati-
zado en la Fig. (1.5). En representaciéon matricial las Ecs. (1.23) y (1.24) pueden expresarse de la

siguiente forma:
E -1 -1 Aqet®?
(5) - (v 3 )(ase) 12

donde z indica la posicién de la interfase en la estructura. La Ec. (1.25) también puede escribirse

como:
E, ei®(z—2") 0 Alei‘I’zl
( By ) - B( 0 e—i®(z=2") Age—i®?’ ) (1.26)

donde:

-1 -1
B= . 1.27
(v ) (127)
En la funcién exponencial se ha colocado z— 2’ para indicar que conectamos las ondas en los puntos
z y z'. Si definimos d = z — 2/, la matriz de traslacién T(d) queda expresada como sigue:

ei‘b(d) 0
T(d) = ( 0 o—i®(d) > ) (1.28)

donde T'(d) es conocida como la matriz de traslacién. La Ec. (1.26) también se cumple para 2/, de
esta manera:
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Ey A1€i<I>z'
( BI )Z/ ( AQe_zq)Z , ’ ( 9)
multiplicando por B~! a la izquierda en ambos lados de la Ec. (1.29):
B E Alez@z/
B! v = -y . 1.30
< B‘T )z/ ( A2€_Z(I>z ) ’ ( )

Note que B~! existe puesto que el det(B) # 0 y la impedancia Y = ¢ ®/w nunca toma el valor de
cero. Sustituyendo la Ec. (1.30) en la Ec. (1.26) tenemos:

( lgz ) =B T(d) B™* ( gz ) (1.31)

z

Donde B~ tiene la siguiente forma:

B! = % ( :iﬁ _11 ) . (1.32)
Realizando el producto de B T(D) B! en la Ec. (1.31) se tiene que:
( E, ) _ < ;os@d) — L sin(®d) ) ( E, ) , (133)
B, ), —1Y sin(®d) cos(Pd) B. ),
donde se puede definir la matriz:
m=( g inag ) (130

siendo m la matriz de transferencia. Puesto que estamos interesados en estudiar una estructura
periédica de multicapas, la matriz de transferencia m; llega a ser:

S cos(®;d) —YLJ sin(®;d) (1.35)
! —iYjsin(®;d)  cos(®;d) 7 '

donde el subindice j indica a la matriz de transferencia para la j-ésima capa, asi para conectar
los campos a través de toda la estructura comenzando en z = 0 hasta z = L, la longitud total del

sistema:
( E, ) :M( Ey ) ’ (1.36)
Bx z=L Bz z2=0

donde la matriz de transferencia M para toda la estructura es:
n
M=T]m;. (1.37)
j=1

Para obtener los coeficientes de transmisién y reflexién evaluamos las Ecs. (1.23) y (1.24) en
z =0y z= L, ademés consideramos que la amplitud del campo incidente esta normalizada. Para
z=0,4; =1y Ay = R, la onda reflejada esta dada por:
Ey (z2=0) = —-1-R, (1.38)
B,(z=0) = Yy(l-R). (1.39)
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Ahora para z = L, A; =0y As =T, la onda transmitida estd dada por:

E,(z
B.(z

L) = —Te®inl | (1.40)
L) = Y Tetnl (1.41)

donde j + ¢ indica que estamos fuera del cristal. Observe para la onda transmitida la componente
B, es siempre positiva por ello colocamos Y11 en lugar de —Y41, el tinico cambio de signo ocurre
cuando analizamos la onda reflejada, la funcién exponencial positiva o negativa indica que las ondas
viajan a la derecha o a la izquierda del eje x, respectivamente. Sustituyendo las Ecs. (1.38) hasta
(1.41) dentro de la Ec. (1.36) se obtiene la relacién matricial:

il > ( _1-R >
o - M , (1.42)
(vt . \wa-nr)_,
la matriz M se puede expresar, de manera general como:
My, Mo >
M = . 1.43
( My Maa ( )

Finalmente resolviendo el sistema de ecuaciones para T'y R obtenemos:

T — (My1 + M12Yy) (MaoYy — May) — (Mi12Yy — My1)(Ma1 + MasYo) (L.40
(M1 + M12Yy)Yj 1@l 4 (Myy + Moy Yp)ei®iti L , .
(M12Yo — Mi1)Yjpie®itth 4 (MaoYy — Moy )e'®i+it

(M1 + M12Y0)Yj 1€l 4+ (Myy + MaoYp)ei®itrl

R =

(1.45)

donde Ty R son los coeficientes de reflexién y transmision respectivamente.

1.3. Polarizacion Transversal Magnética.

En la Fig. (1.6) se observa que para la polarizacién transversal magnética, los vectores E, B y k
se expresan como sigue:

E = (E,0,—-E.), (1.46)
B = (0,B,,0), (1.47)
E o= (ks,0,k2) . (1.48)

Del mismo modo que para la polarizacién S designaremos: k, = 8y k, = @, tanto § como ¢
cumplen las Ecs. (1.11) y (1.12). Las ondas propagantes, resultado de resolver las Ecs. (1.3) y (1.6),
en el medio que corresponden al campo electromagnético estan dadas por:

E = (Byi — B k)Rt (1.49)

B = B el (1.50)

Considerando que el medio es homogéneo, lineal y que no hay densidad de carga, dos de las
ecuaciones de Maxwell tienen la expresion:

V-E=0, (1.51)
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X
4
z Ha Hp Ha Hp
. 8 £, &p &4 &p
y E K
B z' z

Figura 1.6: Polarizacién transversal magnética.
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Anslogamente al célculo realizado para la polarizacién S, se puede obtener:

€ wk,

_ 1.53
Y c ) ) ( )
By, =YFE,, (1.54)
donde se define a Y como la impedancia:
€w
Y=——. 1.55
32 (1.55)

Tanto el campo eléctrico como el campo magnético que consisten en ondas viajeras pueden expre-
sarse como [40]:
E, = A1e"®* — Aye %% | (1.56)

B, = Y (A1 4 Age™%7) | (1.57)

donde se ha colocado —As en la Ec. (1.56) porque la componente E, es negativa para la onda
reflejada. Al hacer el desarrollo matematico adecuado obtenemos la matriz de transferencia para
la j-ésima capa:

B cos(®;d) Lj sin(®;d)
= ( 1Y sin (®;d) Ycog(éjd) ) : (1.58)

Para conectar los campos a través de toda la estructura desde z = 0 hasta z = L:

(m)_=v(5)_, (159

donde la matriz de transferencia M es la correspondiente a la Ec. (1.37). Para obtener los coefi-
cientes de transmisién y reflexién evaluamos las Ecs. (1.56) y (1.57) en z = 0y z = L, teniendo
en cuenta que los signos en estas ecuaciones pueden cambiar en el analisis de la onda incidente,
transmitida o reflejada. Para los siguientes resultados consideramos que la amplitud del campo
incidente esta normalizada. Para z = 0, A; = 1y As = R, la onda reflejada estd dada por:

E,(2=0) = 1-R, (1.60)
By(:=0) = Yy(1+R), (1.61)
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ahora con z = L, A1 =0y Ay =T, la onda transmitida estda dada por:

E,(z=L1) = Te®inl (1.62)
By(z=L) = Yj Te®+k, (1.63)

Sustituyendo las Ecs. (1.60) a la (1.63) en la Ec. (1.59) y resolviendo el sistema de ecuaciones
resultante para T'y R tenemos:

(M1 — Mi2Yo) (Mo + M2oYo) — (Mi1 + Mi2Yo) (M2 — M2oYo)
(M1 — M12Yo)Yjaet®sath — (M1 — M2oYo)Yjaet®itth ’

(My1 + MipYy)Yj1e el — (Myy 4+ MyoYy)Yjae Pl

(Myy — My3Yo)Y, 1ei®iril — (Myy — MyyYy)Yjqei®inil

T

(1.64)

R

(1.65)

en estas relaciones 1" corresponde al coeficiente de transmision y R al coeficiente de reflexién.

1.4. Ondas de Bloch y estructura de bandas.

La propagacién de ondas en un medio periédico es muy similar al movimiento de electrones en
un sélido cristalino. De hecho, la formulaciéon del modelo de Kroning-Penney, utilizado en la teoria
elemental de bandas en sélidos, es idéntica a la usada para la radiacion electromagnética en un
medio periédico de capas, asi también conceptos como las ondas de Bloch y las bandas prohibidas
[42]. Para un sistema periédico la onda de Bloch expresada como vector columna o matricial, es

= I¢ , (1.66)
< By z+L YBy z

donde I es la matriz identidad, L la longitud de la estructura y K el vector de onda de Bloch.
Partiendo de la Ec. (1.36) definimos:

=M , (1.67)
< By z+L YBy z

igualando las Ec. (1.66) y (1.67) y factorizando, se tiene:

simplemente:

(M — IetRh) ( YEny > =0. (1.68)

Para que la solucién del sistema en la Ec. (1.68) sea distinta de la trivial, es necesario que se cumpla
det(M — etP'F) = 0, entonces:

M11 — eiKL M12
. = 1.
det ( Mo My, — oiKT 0, (1.69)

al desarrollar el determinante y utilizar la siguiente propiedad [43]:

det(M) = [ ] det(m;) =1 (1.70)
j=1
obtenemos la siguiente relaciéon:
1 — (Myy + Mag)e®E 4 e2KL — ¢ (1.71)

10
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Multiplicando ambos lados de la Ec. (1.71) por exp(—iK L) y usando la fé6rmula de Euler para
expresar el coseno en términos de exponenciales complejas, tenemos:

QCOS(KL) - (M11 + M22) =0. (172)

Como es conocido del algebra lineal la traza de una matriz cuadrada M esta definida como la suma
de los elementos de la diagonal principal, asi:

cos(KL) = %tr(M), (1.73)

al desarrollar el lado derecho de la Ec. (1.73) para un sistema de dos capas se obtiene:

(Y2 N Yl) sin(ydy) sin(ads) (1.74)

cos(K L) = cos(¢1d1) cos(pada) — ; i Y,

2
El conjunto formado por todos los valores que puede tomar la funcién coseno estd entre +1, por
ello la Ec. (1.73) debe ser tal que:

‘;tr(M)‘ <1. (1.75)
La estructura de bandas para un medio periédico tipico es obtenida de esta ecuacién. El régimen
donde se cumple la Ec. (1.75) corresponde a la parte real de K y por tanto a las ondas de Bloch
que se propagan en el medio, sin embargo, cuando no se cumple la condicién anterior K tiene
una parte imaginaria por lo que la onda de Bloch es evanescente. Estas son las llamadas bandas
prohibidas del sistema periddico.

11






Capitulo 2

Cuasicristales.

Tradicionalmente, los medios épticos se clasifican de forma sencilla como periédicos o no pe-
riddicos, sin la necesidad de otras distinciones. Sin embargo, el término “no periédico” abarca una
gama muy amplia de conceptos que describen estructuras complejas caracterizadas por diferentes
grados de orden. Por lo tanto, la dicotomia rigida entre estructuras periddicas y no periédicas es
inadecuada y necesita ser reformada. Es en este apartado que los cuasicristales hacen su aparicion,
de manera elemental podemos decir que los cuasicristales son caso intermedio entre los sistemas
con propiedades periddicas y no peridédicas, no obstante investigaremos una definicién mas deta-
llada para los mismos. Con el fin de obtener una mejor compresién acerca del término cuasicristal
evoquemos a una definicién para los cristales, para esto en Tablas para cristalografia uno puede
encontrar lo siguiente [45]:

“Los cristales son objetos reales finitos en el espacio fisico, los cuales pueden ser idea-
lizados por estructuras periddicas tridimensionales infinitas en un punto del espacio.
La periodicidad tridimensional significa que hay traslaciones entre las operaciones de
simetria del objeto con los vectores de traslacion que abarcan el espacio tridimensional.”

La descripcién anterior es un modelo idealizado de un cristal real. Cuando un cristal se somete a
rayos X, difraccién de electrones o neutrones, se observa interferencia constructiva entre los rayos
eldsticamente dispersos a partir de dtomos dispuestos en planos cristalograficos [13]. Basdndonos
en los patrones de difraccion de rayos X, se sabe que un cristal se compone de particulas, es decir,
colecciones de iones, atomos y moléculas, que estdan dispuestas regularmente en el espacio. Un
cristal se dice que es periddico si y sélo si el nimero minimo de vectores necesarios para generarlo
es igual a la dimensionalidad del cristal. La periodicidad microscépica por lo tanto resulta ser
suficiente, aunque no es una condicién necesaria para la existencia de un estado cristalino [15].

A inicios de los setenta, cuando parecia que finalmente se tenia una visién completa del es-
tado solido, se pensaba que simetrias ante rotaciones por angulos como 72°, llamadas de orden
cinco porque corresponden a 360° /5 (simetria pentagonal), 360°/7, 360° /8, por mencionar algunas
quedaban prohibidas debido a que resulta imposible llenar un plano con pentagonos, heptdagonos,
dado que siempre quedan huecos. La prediccién de la cristalografia cldsica es clara: no pueden
existir cristales con simetrias como cinco, siete, ocho, nueve, etc., y mucho menos un patrén de
difraccién formado por puntos luminosos discretos con dichas simetrias, sin embargo, la realidad
se mostré reacia a tal afirmacién de imposibilidad [10].

La primera observacién de un cuasicristal se realizé en abril de 1982 [11]. Mientras que D.
Shechtman estaba trabajando en la Oficina de Normas de EE.UU. como académico invitado, se
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observé una imagen de la microscopia electronica para una aleaciéon de aluminio y manganeso
que habia sido enfriada rapidamente, dicha imagen mostraba simetria de orden cinco y reflexiones
de Bragg agudas, el resultado no pudo ser entendido dentro de los dos primeros anos desde el
descubrimiento, no obstante Shechtman recibié gran apoyo por parte de I. Blech uno de sus colegas
en Israel, juntos redactaron un documento relativo a los resultados experimentales y lo enviaron
a una revista, pero fue rechazado, después se presentaron a otra revista pero tampoco pudo ser
publicado. El cientifico J.W. Cahn, quien dio alojamiento a Shechtman en la Oficina de Normas
recomendd la racionalizacion de papel, dejando de lado los detalles del modelo y la limitacion de
unicamente los resultados experimentales [14]. Después de consultar con D. Gratias, un cristalégrafo
matematico en el Centro Nacional de Investigacién Cientifica de Francia, el grupo presenté un breve
articulo a Physical Review Letters en octubre de 1984, mas de dos anos después de la primera
experiencia de Shechtman, el 5 de noviembre del mismo afno fue anunciado el descubrimiento de
los cuasicristales por Shechtman, I. Blech, D. Gratias, and J.W. Cahn [56].

Una década antes del descubrimiento Penrose propuso un modelo matematico para los cuasi-
cristales, él imaginé cémo teselar un plano de manera no periddica, usando las piezas mas sencillas
posibles, finalmente logré encontrar dos rombos como celdas bésicas, llamados delgado y gordo
esta configuracion sirve para describir una simetria bidimensional con simetria pentagonal como
se muestra en la Fig. (2.1) [10].

kot

(b)

Figura 2.1: (a) Mosaico de Penrose, se forma mediante la unién de dos tipos de rombos; delgado
y gordo. (b) Rombos delgado y gordo, los dngulos internos de los rombos son miltiplos de
360° /10 exhibiendo asi de manera local la simetria rotacional de orden cinco en el mosaico de
Penrose, observe las estrellas pentagonales en éste.

Pues bien, ahora podemos dar una respuesta més detallada a la pregunta ; qué es un cuasicristal?
Como se menciond, los cuasicristales son un caso intermedio entre los sistemas con propiedades
periddicas y no periédicas ya que poseen cierta simetria, orden de largo alcance, sus patrones de
difraccién no muestran simetria cristalografica pero muestran claramente simetria rotacional (la
simetria pentagonal es un ejemplo). Los cuasicristales se asocian con tener orden de orientacién
perfecta sin periodicidad traslacional en su estructura.

En cuasicristales el orden de largo alcance significa que las mismas unidades estructurales
aparecen una y otra vez, aunque esto no conduce a la simetria de traslacién. Fue a través de
los patrones de difracciéon que las personas descubrieron diferencias entre los cuasicristales y los
cristales, al igual que otros cristales aperiddicos, la cuasiperiodicidad induce nuevos grados de
libertad, lo cual puede explicarse de la siguiente manera [14]: A menudo los indices de Miller (hkl)
en cristalografia y fisica del estado sélido se utilizan para describir la estructura de los cristales,
estos indices pueden explicar los espectros de difraccién de todos los patrones de cristales, el
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ntmero N de vectores base para el cristal es idéntico al niimero de las dimensiones d del cristal,
empero, debido a que los cuasicristales tienen simetria cuasiperiédica de traslacién (o simetrias
orientacionales no permitidos por la regla de la cristalografia), los indices de Miller no puede ser
utilizados y en su lugar tenemos que emplear un total de seis indices [13]. Esta caracteristica
implica la necesidad de introducir espacios de mayores dimensiones para caracterizar la simetria
de los cuasicristales. Una estructura cuasiperiddica es peridédica en un espacio de dimensionalidad
superior a la que pertenece ésta.

Los cuasicristales también se pueden clasificar de acuerdo a su orientacién atémica: cuasicris-
tales unidimensionales son aquellos en los que la disposicién atémica es cuasiperiddica en una
direccién, y periédica en las otras dos direcciones. En los cuasicristales bidimensionales el orden
atémico es cuasiperiédico en dos direcciones y periédico en el otro (simetrias de rotacién penta-
gonal, octogonal, decagonal). Los cuasicristales tridimensionales se comportan de una manera tal
que la disposicién de los dtomos presenta cuasiperiodicidad en las tres direcciones como se observa
en los cuasicristales icosaédricos [14]. El método de la teoria de grupos es el mas apropiado pa-
ra describir la simetria de los cuasicristales, sin embargo, para nuestros fines éste analisis no es
necesario.

2.1. Propiedades de los cuasicristales.

Es pertinente dar una breve discusién acerca del cardcter estructural y las propiedades fisicas de
los cuasicristales. Desde que en 1984 se encontré que una aleacién metdlica de Al — Mn presentaba
un patrén de difraccion el cual mostraba orden de largo alcance con simetria pentagonal Fig. (2.2),
se han encontrado muchos otros compuestos con simetrias exdticas. La mayor parte de ellos son
de aluminio aleado con metales de transicién, tales como Pd, Cu, C'o, entre otros [10].

Figura 2.2: Patrén de difraccién de electrones de una aleacién de aluminio y manganeso obtenido por
Shechtman et al. [56]. Los puntos brillantes muestran que la aleacién no es amorfa, pero ordenada.
La simetria pentagonal exhibida en este patrén de difraccién no sucede para algin cristal periédico.
Por lo tanto, la aleacién debe ser a la vez aperiddica y ordenada.

El orden estructural cuasiperiédico parece ser mucho méas complejo que el orden periddico, sin
embargo, las observaciones experimentales indican que la formacién y crecimiento de cuasicristales
es més rapida que la de los cristales. Las fases cuasicristalinas pueden obtenerse facilmente por soli-
dificacién rapida tales como melt spinning (técnica utilizada para el enfriamiento extremadamente
rapido de liquidos) o splat cooling (forma rapida de solidificacién), con velocidades de enfriamiento
mayores a 10°K/s. A méas altas velocidades de enfriamiento se forman metales amorfos, en velo-
cidades intermedias de enfriamiento se forman cuasicristales, mientras que para la formacién de
cristales se requiere de un tiempo mayor.
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Algunos de los cuasicristales obtenidos por técnicas de solidificacién rapida son estables, sin
embargo, la mayoria de ellos son meta estables y se transforman en fases cristalinas durante el
recocido térmico [16]. Para explicar la formacién de un estado cuasicristalino se han planteado
varias ideas, algunos investigadores sugieren, por ejemplo, que debido a las altas velocidades de
enfriamiento los atomos de la muestra no tienen tiempo para reorganizarse de manera global
forméndose asi el cuasicristal, el mismo Penrose dijo que se trataba de una manera nueva en la
cual crecian los materiales, basado en un colapso subito de una funcién de onda total cudntica de
los 4tomos [60].

El primer hecho incontrovertible es que los cuasicristales no son buenos conductores; su con-
ductividad es muy cercana a la de semiconductores amorfos. Esto no deja de ser sorprendente
dado que al formar una aleacion de metales, resulta que se obtiene un material cuya resistividad es
varios ordenes de magnitud mayor a la de sus elementos constituyentes. Mas atin, en los metales,
la resistividad aumenta con la temperatura, en los cuasicristales sucede exactamente lo contrario.
Este comportamiento es totalmente anémalo si se compara con los metales ordinarios, aislantes y
semiconductores [10].

En el caso cuasicristalino ocurre un fenémeno bien conocido en la fisica de cristales: las brechas
energéticas se abren cuando un electrén que trata de propagarse se difracta, produciéndose una
onda estacionaria, para que esta condicién ocurra la longitud de onda del electrén debe corresponder
con algin periodo caracteristico del cristal, el cual a su vez corresponde a un punto de difracciéon en
el espacio reciproco, en cambio se sabe que presentan estados extendidos, por lo cual aun existen
ciertos desacuerdos con la teoria. Por otro lado, si tomamos cualquier cuasicristal, la relacién de
dispersién es densa en gaps, que en su mayoria son muy estrechos [16].

La alta simetria rotacional de los cuasicristales puede servir en el diseno de estructuras que
requieran esta propiedad. Por ejemplo, ultimamente se han buscado materiales con una brecha
fotonica que permita transmitir luz en un rango pequenio de longitudes de onda sin grandes pérdi-
das, teniendo posibilidad de ser utilizados en la industria de las computadoras. Los materiales que
mejor muestran esta propiedad son los que tienen una zona de Brillouin muy simétrica, derivadas
de un grupo puntual con alta simetria. Las estructuras cuasiperiédicas presentan dicha caracteristi-
ca, y por eso son candidatas ideales para este fin [59]. Ademads esta simetria favorece separaciones
de banda omnidireccionales; el denso conjunto de reflexiones de Bragg hace que domine la dis-
persién muiltiple; asi en las estructuras cuasiperidédicas hay una mezcla de luz propagante y luz
localizada (estados criticos). Este comportamiento es una reminiscencia de los estados criticos en
la transicién de aislante-metal en el modelo de Anderson, que no son ni ampliados ni localizados,
pero si similares y multifractales [61, 62]. En la literatura revisada hasta ahora la existencia de
estados electrénicos localizados frente a estados electrénicos extendidos en los cuasicristales no se
ha aclarado por completo [67].

A continuacién examinaremos un tipo especial de cuasicristales, los cuasicristales fotonicos.

2.2. Cuasicristales fotonicos.

Los cuasicristales fot6nicos (PQC-Photonic Quasicrystals) pueden considerarse como otra forma
de desviacion correspondiente al caso ideal de un cristal foténico, presentan algunas propiedades
similares a las de los cuasicristales sélidos descritos en la seccién anterior. La investigacién tedrica
de cuasicristales foténicos comenzd a mediados de los noventa y actualmente se continia el estudio
de sus caracteristicas y disenio. Teselados de Arquimedes son estructuras periédicas bidimensionales
cuyas propiedades han resultado ser muy similares a los de PQC, un teselado de Arquimedes se
construye a partir de un poligono regular convexo de uno o varios tipos, estos poligonos son los que
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cubren al plano sin ningin solapamiento entre ellos, todos los vértices son estrictamente idénticos
y en éstos se encuentran los “4tomos”de la estructura.

Existen once teselados de Arquimedes diferentes, incluyendo la red tradicional de Bravais. Los
teselados asi definidos se denominan teselados semi-regulares o de Arquimedes, en la Fig. (2.3) se
representa uno de los tres mosaicos mas elementales de Arquimedes, debido a la periodicidad que
presentan estas estructuras se puede definir en ellas una celda primaria y una zona de Brillouin
[15].

Primera zona de Brillouin

Figura 2.3: Izquierda. Cristal foténico semi-regular construido de un teselado de Arquimedes esta
estructura presenta una simetria rotacional de orden 12. Derecha. Zona de Brillouin asociada a
una red triangular con un total de 7 4tomos en su celda primaria. Para la red triangular mostrada
del lado izquierdo de la figura la celda primaria es representada con trazos cortos de una linea,
mientras que los enlaces que conectan los “a4tomos” estan representados con una linea sélida.

Un método muy simple para la construccién de PQC se representa en la Fig. (2.4), esta es la
idea del llamado método de corte y proyeccion. Se toma una red cristalina de dimensién mayor, y
se escoge un subconjunto de puntos a proyectar mediante un criterio determinado. En general, el
método requiere del uso de computadoras para saber precisamente qué puntos se proyectaran de
la red con dimensién mayor [12].

La estructura considerada aqui es una rejilla G con simetria cuadrada. Un cuasicristal unidi-
mensional puede ser derivado de la rejilla G, considerando todas las intersecciones de esta rejilla
con una linea recta (A), la cual tiene una pendiente con valor irracional. Los puntos de inter-
seccién asi generados son distribuidos de acuerdo a un patrén cuasiperiédico. En la practica, un
PQC pueden construirse alternativamente apilando capas dieléctricas con permitividades €; y €o
respectivamente, de tal manera que el espesor de las capas variara con el distancia entre los puntos
de interseccién sucesivos representados en la Fig. (2.4). Cuasicristales como el ejemplo descrito son
estructuras deterministas, perfectamente ordenadas que no presentan ninguna simetria traslacional.

Los PQC también pueden presentar simetria rotacional de orden N = 8,10 o 12 un orden
alto comparado con el orden maximo N = 6 para redes de Bravais. Estas expectativas llevaron a
propuestas de cuasicristales foténicos con una orden de simetria rotacional de hasta N = 18 [15].

Desde un punto de vista metodoldgico, los PQC presentan las mismas dificultades que los
cuascristales sélidos. Por lo tanto, como consecuencia de la falta de periodicidad, métodos de
célculo disponibles en el espacio reciproco, como es la expansién del campo en un nimero limitado
de ondas planas, no se puede aplicar directamente a cuasicristales. Un método posible para superar
esta limitacion consiste en utilizar un truncamiento finito del cuasicristal infinito y en repetir
periddicamente este truncamiento. En una estructura periddica asi construida se puede esperar
que sus propiedades se aproximen a las propiedades del cuasicristal original. Sin embargo, en el
caso de cuasicristales de estado sélido, se ha demostrado que las propiedades de aproximaciones
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Figura 2.4: Cuasicristal en una dimensién.

no convergen sisteméaticamente, incluso cuando el tamano de las celda unitaria de la estructura
se incrementa. Note que la ausencia de una invariancia traslacional en estructuras cuasiperiddicas
resulta en un mayor grado de complejidad para los calculos. Ademads, puesto que cada sitio en
un cristal de este tipo es diferente, las propiedades de las interfaces de los defectos tienden a ser
dependientes de la ubicacién exacta de los mismos. Cuando las particulas forman una estructura
aleatoria densa, los efectos inducidos por las interferencias se vuelven extremadamente fuertes, y la
propagacion de la luz es casi imposible, como se ha mencionado, fuertes fenémenos de localizacién
pueden ocurrir a veces sobre superficies rugosas al azar por ello la densidad de estados de los
cuasicristales foténicos atn sigue siendo un tema muy debatido. Existen diversas formas de generar
cuasicristales y para ello son usadas relaciones de recurrencia que permiten crecer materiales con
las caracteristicas de un cuasicristal tal como se ha discutido en esta seccion, a continuacién se
hard una descripcién de algunas (por lo menos las méas estudiadas) relaciones de recurrencia que
generan las celdas unitarias cuasiperddicas para modelar un cuasicristal foténico unidimensional.

2.3. Sucesion de Fibonacci

La sucesiéon de Fibonacci es uno de los temas mas sorprendentes de la Matemadtica, existen
multitud de aplicaciones en los que aparece esta construccién matematica y debe su nombre a
Leonardo Fibonacci de Pisa, a pesar de ser un matematico brillante, es conocido principalmente
por tal sucesion de niimeros enteros en la que cada término es igual a la suma de los dos anteriores.

Fy=0,Fi=F=1 F,=2 F,=3, F5=25,... (2.1)

en general:
Fn+1:Fn+Fn,1; n>0, F():O, F1:]. . (22)

En su libro Liber Abaci (Libro del dbaco) publicado en 1202, plantea la siguiente pregunta: ;{ Cudntos
pares de conejos se producirdn en un ano, partiendo de un solo par, si en cada mes cada par lleva un
nuevo par que es productivo a partir del segundo mes? Cada mes crecen algunos pares de conejos
bebé y deben ser anadidos al nimero de pares adultos del mes anterior. Cada par de adultos del
mes anterior produce un par bebé para que el nimero actual de parejas bebé sea el mismo que el
nimero de pares adultos del mes anterior. Excepto por el punto de partida, en la tabla (2.1) puede
comprobarse facilmente que el nimero de parejas coincide con los nimeros de Fibonacci [55].
Algunas propiedades y resultados que surgen a partir de esta sucesién son:
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MESES
Inicio | 1 | 2 | 3 516 | 718910 | 11| 12
Parejas adulto 1 11235 8 | 13|21 |34 ]| 55| 89 | 144 | 233
Parejas bebé 0 1112|135 |8 |13]21 |34 55 | 8 | 144
No. de parejas 1 23|58 13]21 |34 55|89 | 144 | 233 | 377

Tabla 2.1: Pares de conejos producidos durante un ano.

34
55

13

&
14
(b)

Figura 2.5: La estructura matemadtica de Fibonacci se presenta de
forma recurrente en la naturaleza.

Uniendo rectangulos de dimensiones igual a los términos correlativos de la sucesién de Fibo-
nacci, formamos la llamada espiral de Fibonacci.

La suma de diez elementos consecutivos cualesquiera de la sucesion de Fibonacci es igual a
11 veces el séptimo elemento de ese grupo, un ejemplo de esto se muestra en la Ec. (2.3). No
es necesario comenzar por el primer término de la sucesion.

1+1+2+43+5+8+13+21+34+55=143=11x13. (2.3)

En el reino vegetal aparece en la implantacién espiral de las semillas en ciertas variedades de
girasol, las semillas se distribuyen en forma de espirales logaritmicas, unas en sentido horario
y otras en sentido anti-horario, si contamos el nimero de espirales que hay en un sentido y
las que hay en el otro aparecen términos de Fibonacci consecutivos. Igual sucede en las pinas
de los pinos.

La relacién maés sorprendente de todas, es su correlaciéon con el nimero de oro ®. La razon
entre dos nimeros sucesivos de Fibonacci converge a éste ntimero irracional pero no trascen-
dental (como 7, por ejemplo) conocido como la razén dorada:
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F,
lim —F — & = 1.61803 ... (2.4)

n—oo n

Para realizar el andlisis de las propiedades Opticas en la estructura tipo Fibonacci se puede
construir matematicamente la celda unitaria de la siguiente forma:

Sm(AvB) = Smfl(AaB)Sm72(AaB) ) (25)
con m > 2y las condiciones iniciales: So(A, B) = B, S1(A, B) = A. Los arreglos iniciales para las

celdas unitarias correspondientes a la estructura de Fibonacci descrita por la Ec. (2.5) se muestra
en la Fig. (2.6).

S2: A B

so: B

|:> S3: A B A

S4: A B A A B

Figura 2.6: Construccién de la celda unitaria para la estructura de Fibonacci.

En la actualidad se han estudiado, principalmente, estructuras que se basan en la sucesion de
Fibonacci [68]. La primera fabricacién de semiconductores basados en esta sucesién fue realizada
por Merlin y compafieros de trabajo [64]. Experimentalmente se han crecido multicapas siguiendo
esta relacion, de los estudios se ha encontrado que el espectro de energia es autosimilar y que
las bandas de energia se dividen en tres sub-bandas sucesivamente, produciendo de este modo un
espectro singular, que en el limite infinito se reduce al espectro de Cantor, con densas brechas
de energia en todas partes [65, 66, 67]. Por otro lado, en un estudio mds realista se dijo que
el espectro de Fibonacci pudo ser observado, pero no claramente, sélo para algunos rangos de
energia, también fue encontrada baja conduccion y altas bandas de valencia para tal sistema, las
cuales exhibieron una selectiva localizacién espacial en las capas més gruesas del material (GaAs)
[33, 34]. Por otro lado, J. E. Zarate y V. R. Velasco reportaron que el espectro electrénico de
heteroestructuras cuasiperiédicas finitas reales obtenidas a partir del compuesto AlAs — GaAs
no mostraron la fragmentacién caracteristica vista en modelos simples unidimensionales [32], y es
debido a esto atin no se tiene una conclusién concreta.

2.4. Swucesion de Cantor.

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) naci6 en San Petesburgo (Rusia) e ini-
cié su estudio matemédtico en Alemania. Sus profesores mateméticos fueron Kummer, Kronecker
y Weierstrass, como los dos primeros trabajaban en Aritmética, Cantor también se decanté por
esta area de trabajo, fue ahi donde aparecieron las primeras ideas sobre teoria de conjuntos. En
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1874 surgi6 el primer trabajo revolucionario de Cantor sobre la teoria de conjuntos, en este articulo
Cantor consideraba dos clases diferentes de infinitos, los infinitos numerables y los no numerables.

Entre las ideas de Cantor esta la formulacién del conjunto que lleva su nombre, el cual es de
nuestro interés debido a que la relacién de recurrencia descrita a continuacién estd basada en éste
conjunto. En la literatura es conocido que el conjunto de Cantor retine las caracteristicas mas apa-
rentemente contradictorias e interesantes, para describirlo formalmente se necesita un tratamiento
matematico riguroso y conocimiento basico en topologia. Muchos mateméticos, e incluso Cantor
mismo por un tiempo, dudaban de que un conjunto “loco” como este existiera, pero lo hace y su
construccién geométrica es en realidad bastante sencilla.

n=1
n=2
—_ =3
— e — — — — n=4
autosimilaridad
Figura 2.7: Primeras iteraciones del conjunto de Cantor.
Comenzamos con el intervalo unidad I = [0,1] y hacemos un nuevo conjunto de acuerdo a

las siguientes instrucciones: primero removemos el intervalo abierto (1/3,2/3) que es el tercio
intermedio de I, el conjunto de puntos que queda después de este primer paso sera llamado C1,
éste conjunto es la unién [0,1/3] U [2/3,1]. En el segundo paso quitamos los tercios intermedios
de los dos segmentos de C , esto es, eliminar [1/9,2/9] U [7/9,8/9] de esta forma el conjunto
Cy=10,1/9]U[2/9,3/9] U [6/9,7/9] U[8/9,1] es lo que queda después de los dos primeros pasos.
Eliminando el tercio intermedio de los cuatro segmentos que quedaron de Cy se obtiene Cj, y
asi sucesivamente, el conjunto limite C = C, es acertadamente llamado polvo de Cantor por B.
Mandelbrot. Los primeros cuatro pasos de la construccién geométrica del conjunto de Cantor se
ilustran en la Fig. (2.7), note que no hay manera de dibujar el resultado final, los elementos del
conjunto de Cantor forman un conjunto autosimilar, esta propiedad es caracteristica de los objetos
fractales [52, 53, 72].

SO: B

S1: |'B A B

S2: B A B A A A B A B

Figura 2.8: Construccién de la celda unitaria para la estructura de Cantor.
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Se ha observado que en ausencia de absorcién la cuasiperiodicidad conduce a espectros de
frecuencia tipo Cantor, de hecho esto se relaciona con la pérdida de la coherencia espacial de largo
alcance que presentan estos sistemas, también se ha encontrado autosimilaridad en el coeficiente
de transmisién para los cuasicristales sélidos en una dimensién [71, 73].

Para interpretar la heteroestructura unidimensinal formada de acuerdo al conjunto de Cantor
asignamos al intervalo intermedio eliminado en la construccién geométrica el bloque A y lo restante,
es decir, los intervalos de los extremos, se asocian cada uno con el bloque B. En la Fig. (2.8) se
muestran los primeros 6rdenes de generacién para la estructura Cantor.

2.5. Sucesion de Thue-Morse.

La secuencia de Thue-Morse es una secuencia binaria que debe su nombre a los matemaéticos
Axel Thue (1863-1922) y Harold Calvin Marston Morse (1892-1977), esta sucesién tiene muchas
propiedades notables, es posible construirla de forma recursiva anadiendo para cada sub-secuencia
la sub-secuencia anterior, como sigue:

= 0
= 01
= 0110

= (01101001

También puede ser derivada de los niimeros de Fibonacci, por ejemplo, si en los conejos de Fibonacci
de la Fig. (2.5) designamos a cada par de conejos jévenes el simbolo 0 y a cada par maduro 1 se
obtiene la sucesién de Thue-Morse [55].

En una dimensién esta secuencia imita la auto-organizacién de la materia, como el crecimiento
de los cristales, sin embargo, cuando la secuencia se auto-genera lo hace de manera aperiédica,
imitando por lo tanto no el crecimiento de un cristal periédico, pero si un nuevo proceso de
solidificacién recientemente descubierto. Sorprendentemente, aunque la secuencia Thue-Morse es
aperiédica, la autosimilitud de la secuencia induce correlaciones de largo alcance y tiene un espectro
parecido a la de una secuencia periddica. Esto es cierto incluso para las secuencias aleatorias.

Refiriéndonos a cuasicristales solidos en una dimensién se ha encontrado que el espectro de
energias de una cadena determinada por la secuencia de Thue-Morse presenta un espectro de
energfa tipo Cantor [74]. En cuanto a cuasicristales fotdnicos se han realizado estudios sobre plas-
mones polaritones en estructuras de este tipo [75].

Para el modelo de la celda unitaria en la estructura Thue-Morse tenemos que el m-ésimo
orden de la red S,, puede ser generado por dos simbolo A y B de acuerdo a la regla de iteracion:
S = Sm—1U Sm_1 , de esta manera se van construyendo generaciones sucesivas de la secuencia
aperiédica. Donde U significa unién del conjunto S,, 1 con §m,1. Partiendo de la condicién inicial
Sy = A y con el acuerdo de que §0 significa cambiar A por B tenemos la secuencia:

S1 = Syu §0 =AB,
Sy = S;US, = ABBA, (2.6)
Sy = S,US,=ABBABAAB ...

Esquemadticamente en la Fig. (2.9) se muestran estas primeras iteraciones de la celda unitaria para
construir el cuasicristal unidimensional basado en la secuencia de Thue-Morse.
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S1: A

S2: A A

Figura 2.9: Construccién de la celda unitaria para la estructura de Thue-Morse.

2.6. Sucesion de Rudin-Shapiro.

La secuencia matematica de Rudin-Shapiro fue obtenida independientemente por H. S. Shapiro
y W. Rudin. Walter Rudin (1921-2010) fue un matematico estadounidense, la mayor parte de su
carrera fue profesor de matemédticas en la Universidad de Wisconsin-Madison. Harold Seymour
Shapiro (nacido en 1928 en Brooklyn, Nueva York) es un profesor emérito de las matemdticas en
el Royal Institute of Technology en Estocolmo, Suecia [76, 77, 78].

Al igual que la sucesién de Thue-Morse en una dimensién la sucesién de Rudin-Shapiro no es
aleatoria e imita la auto-organizacién de la materia, por ejemplo el crecimiento de los cristales [55].
Con dos letras del alfabeto se puede obtener la secuencia de Rudin-Shapiro aplicando simplemente
la regla de sustitucién [79, 80]:

BB — BBBA, BA— BBAB,

AB — AABA, AA — AAAB. 27)

El k-ésimo orden de generacién de esta secuencia contiene 2% elementos (A,B) y es hallado al
aplicar la regla de sustitucién (2.7) k — 1 veces. En la Fig. (2.10) se han ilustrado los primeros
Ordenes para la secuencia de Rudin-Shapiro partiendo de BB como primer término de la secuencia.

S1:
S2: A
S3: A A

Figura 2.10: Construccién de la celda unitaria para la estructura de Rudin-Shapiro.

23



CAPITULO 2. CUASICRISTALES.
2.6. SUCESION DE RUDIN-SHAPIRO.

Algunos investigadores aseguran que estructuras tipo Rudin-Shapiro se caracterizan por tener
gaps muy estrechos y manifestar naturaleza multifractal en su espectro, también esperan que las
estructuras Rudin-Shapiro compartan la mayor parte de sus propiedades fisicas con los sistemas
desordenados al azar, incluyendo la presencia de estados épticos localizados (como los estados de
Anderson) [81], de hecho en 2008 L. Dal Negro, N.N. Feng y A. Gopinath hallaron que arreglos
de este tipo presentan densidad de estados singular, similar a la comportamiento de los sistemas
aleatorios [82]. Contrario a lo anterior otros investigadores sostienen que un potencial descrito por
la sucesién de Rudin-Shapiro unidimensional no es suficiente para tener localizacién de estados y
que el espectro no es exactamente autosimilar, ademas la abundancia de las correlaciones de corto
alcance, cuyo efecto principal es reducir el grado de desorden y localizacién, favorece la existencia
de estados extendidos y complica significativamente el anélisis tedrico pero desde un punto de vista
experimental un cristal foténico Rudin-Shapiro podria ser un modelo interesante para ralentizar
la luz [83, 84, 85, 86].
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Capitulo 3

Metamateriales.

En las dltimas dos décadas se ha considerado una nueva clase de materiales isotrépicos lla-
mados metamateriales (MTMs), estructuras totalmente artificiales que poseen caracteristicas no
observadas en la naturaleza, por lo que han suscitado gran interés tanto de la comunidad cientifica
como de potenciales usuarios, ya que los metamateriales son generalmente estructuras periddicas.
En cuanto a sus propiedades electromagnéticas los MTMs pueden exhibir permitividad eléctrica e
y permeabilidad magnética p con signos arbitrarios, como se muestra en la Fig. (3.1), en particu-
lar, tanto € como p pueden ser simultaneamente negativos en el mismo rango de frecuencias, esta
propiedad corresponde a un material transparente con indice de refraccién negativo, n < 0, a estos
materiales también se les conoce como NIMs (negative-index metamaterials), LHM (left-handed
materials) o NRI (negative refractive index) por sus siglas en inglés.

Las propiedades inusuales de los MTMs estéan originadas en la respuesta resonante de las uni-
dades que los componen y por este motivo, sus parametros constitutivos efectivos dependen fuer-
temente de la frecuencia. Los fendmenos presentes en estos arreglos expanden el horizonte de
aplicaciones, eliminando algunos limites establecidos tradicionalmente [87, 99].

3.1. Una breve resena historica.

Al hablar de MTMs es indispensable apreciar los trabajos que sentaron las bases para la in-
vestigacién y desarrollo en estas estructuras modernas. Compartimos la opiniéon de W. Cai y V.
Shalaev quienes citan tres articulos seminales en el drea de MTMs [88]. En primer lugar estd el
papel de Veselago con su propuesta de materiales zurdos (LHM) [19]. En este articulo Veselago
estudia los fendmenos presentes en una sustancia hipotética zurda, esto es, un medio en el cual los
vectores de campo E , B y el vector de onda k forman un sistema de mano izquierda. El documento
también muestra de forma explicita los parametros de los materiales necesarios para conseguir un
material que posea al mismo tiempo valores negativos para la permitividad y la permeabilidad. En
sus inicios esta propuesta no fue apreciada porque se sabia que naturalmente no existian materiales
magnéticos con con permeabilidad negativa, u < 0, en el rango éptico, contrario para materiales
con permitividad negativa, € < 0, (como el oro, la plata, entre otros metales) [20, 89]. En segundo
lugar esta el articulo relacionado con la primera demostracion experimental de un metamaterial
por D. R. Smith, Willie J. Padilla, D. C. Vier, S. C. Nemat-Nasser y S. Schult, lo cual representa
un gran salto desde una prediccién tedrica hasta la validacién experimental [90]. En tercer lugar
se encuentra el articulo de J. B. Pendry con la realizacién de una lente perfecta en el rango de las
microondas [24].
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de refraccién negativo. ferromagnético.

Figura 3.1: Diagrama (u—e€). Los dos ejes corresponden a las partes reales de la permeabilidad
magnética y la permitividad eléctrica.

Casualmente, los tres articulos que inauguraron el campo de los metamateriales se centraron
en MTMs con refraccién negativa, este hecho es la principal razén por la que durante los primeros
anos de la oleada de interés en estas estructuras, la palabra metamaterial era casi sinénimo de
material de zurdo. Hoy en dia los MTMs son aquellos materiales diseniados artificialmente con
propiedades electromagnéticas sin precedentes que no tienen origen natural, a éstos también se les
conoce como MTMs épticos debido a que son operados en las frecuencias de luz.

La actividad creciente en la investigacién de los MTMs son el resultado de la combinacién de
una gran cantidad de técnicas de nano-fabricacién con avances en las imégenes a nanoescala, diseno
electromagnético computacional y simulaciones, no obstante, esta rama de trabajo se encuentra
todavia en sus inicios. Los MTMs 6pticos de hoy estan lejos de ser perfectos dado que ain son
altamente disipativos, dispersivos y anisotrépicos, sin embargo, éstos traen la promesa de crear
completamente nuevas perspectivas para el control y la manipulacion de los fotones y proporcionan
beneficios potenciales en diversos campos, incluyendo deteccién éptica, antenas miniatura, nuevas
guias de onda, imédgenes sub-longitud de onda, la fotolitografia nano-escala y circuitos foténicos
[88].
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a c n=-1

_ ANV
%u/\ﬁ’

Ondas propagantes

————————— Ondas evanescentes

Figura 3.2: Limitacién de una lente convencional y la idea de una lente basada en un bloque de
material con refraccién negativa. (a) Una lente convencional colecta sélo ondas propagantes. (b)
Pérdida de ondas evanescentes en un sistema de imagen convencional. (¢) La capacidad de enfoque
en un bloque de NIM. (d) El aumento de la amplitud en las ondas evanescentes respectivas al bloque
de NIM y la restauracién tanto de las ondas propagantes como de las ondas evanescentes. (Fuente:
W. Cai and V. Shalaev, Optical Metamaterials: Fundamentals and Applications, Springer, 2010.)

3.2. Definicion y diseno de metamateriales.

Como se ha mencionado, es posible construir medios materiales de forma artificial con casi cual-
quier propiedad que deseemos y los llamamos metamateriales. El prefijo “meta” (ueTa en griego)
significa més alla y en este sentido el nombre “metamateriales”significa que éstos son sistemas que
van mas alld de los materiales convencionales, como esta rama de investigacién se halla atin en
desarrollo, no existe todavia una definicién tinica establecida. Apoyando la propuesta de Vladimir
Shalaev en cuanto a la definicién de metamaterial, tenemos lo siguiente [88]:

“Un metamaterial es un material estructurado artificialmente que obtiene sus propie-
dades a partir de las unidades que lo componen en lugar de los materiales que lo
constituyen. Un metamaterial tiene una escala de inhomogeneidad mucho menor que la
longitud de onda de interés, y su respuesta electromagnética es expresada en términos
de parametros materiales homogeneizados.”

La idea fundamental detras de los MTMs es entonces que sus propiedades quedan establecidas a
partir de una unidad de estructura, la cual designaremos como meta-dtomo, éste puede ser adaptado
en forma y tamano, al modificar las dimensiones de la celda unitaria asi como la frecuencia de
operacion se tendrd un metamaterial con caracteristicas diferentes. A pesar de que hablaremos
tnicamente de MTMs electromagnéticos, la idea de metamaterial puede ser extendida a cualquier
fenémeno ondulatorio. De acuerdo a la definicién anterior, para lograr una vista homogénea de
las propiedades electromagnéticas del medio con una permitividad y permeabilidad efectivas, los
meta-dtomos deben ser mucho més pequenios que la longitud de onda de interés, a < A, donde a
es la constante de red [25].

Existe una condicién de homogeneidad efectiva, la cual asegura que el fenomeno de refrac-
cién serd dominante sobre el fendémeno de dispersién cuando una onda se propague dentro de un
metamaterial, esta condicién puede ser expresada como sigue [87]:

p <

>

; (3.1)
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(a) (b)

Figura 3.3: Diferencia entre la dispersién de Bragg y el régimen de la longitud de onda. (a)
Régimen de Bragg, p = )\y/2 usualmente prevalece en cristales foténicos. (b) Régimen de longitud
de onda amplia, p K A4, prevalece en MTMs. (Fuente: C. Caloz, T. Itoh, Electromagnetic
Metamaterials: Transmission Line Theory and Microwave Applications, John Wiley and Sons,
2006.)

donde p es la la distancia promedio entre los meta-dtomos. Cabe mencionar que en algunos casos
los cristales foténicos también pueden ser descritos con propiedades homogeneizadas a pesar de
que sus componentes tienen un tamano comparable con la longitud de onda.

Enfocdndonos a los NIMs, los cuales son sélo un tipo de MTMs, existen hoy en dia una amplia
gama de elementos estructurales entre los que podemos citar los mostrados en la siguiente lista:

Figura 3.4: Anillos resonadores con diferentes estructuras.

= Resonador de anillo cortado o SRRs por sus siglas en inglés (Split-Ring Resona-
tor). Este tipo de material tiene la ventaja de ser plano, de tal manera puede ser elaborado
mediante fotolitografia para dimensiones relativamente grandes y nanolitografia de dimen-
siones nanométricas, por esta razén se ha estudiado intensamente. Una multitud de variantes
han surgido, algunos de ellos se presentan en la Fig. (3.4), propuestos por primera vez en 1999
por J. B. Pendry, A. J. Holden, D. J. Robbins, y W. J. Stewart, quienes sugirieron un anillo
resonador como un meta-dtomo para tener una permeabilidad distinta de uno, lo cual es
necesario para obtener un indice de refraccién negativo, tal estructura tuvo éxito en el rango
de las microondas. Este anillo resonador es el meta-dtomo més famoso y es un simbolo para
los metamateriales en general [21, 25]. Los enfoques para trasladarse a longitudes de onda
en el espectro visible se basaron inicialmente en este arreglo con tamanos reducidos de la
celda unitaria, este enfoque funciona hasta 200 THz, sin embargo, esta escala se rompe para
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frecuencias mas altas porque para longitudes de onda mas cortas que el rango de 200 THz, el
metal comienza a desviarse considerablemente de una conductividad ideal, lo que conduce a
una ley de escala modificada donde la frecuencia se acerca a una constante y se independiza
el tamafnio del SRR [91]. Para crear un metamaterial en longitudes de onda dpticas, se debe
tratar con periodicidades alrededor de 300 nm y tamanos de aproximadamente 30 nm [22].
Este limite de escala combinado con las dificultades de fabricacién nos lleva al desarrollo de
disenos alternativos mas adecuados para THz y el régimen 6ptico.

(b)

Figura 3.5: (a) Swiss roll. (b) Conical Swiss rolls. Para las dos unidades estructurales se muestran
la vista lateral (a la izquierda) y la vista superior (a la derecha).

= Swiss roll. Un swiss roll (rollo suizo) se compone de un mandril cilindrico central Fig. (3.5),
sobre el cual se enrolla una espiral conductora con un respaldo aislante, de modo que no
hay contacto eléctrico entre las capas. Cuando se aplica un campo magnético alterno a lo
largo del eje del cilindro, se induce una corriente en la ldmina conductora. Sin embargo, la
corriente no puede fluir libremente, porque la hoja no es continua; sélo puede fluir en virtud
de la auto-capacitancia de la estructura lo que permite que el circuito de corriente alterna se
complete [92].

= Conical Swiss rolls. Se concede una atencién especial para estas unidades estructurales
(bollos suizos cénicos) mostrados en la Fig.(3.5), que exhiben tanto una alta y negativa
permeabilidad y también concentran el flujo magnético en el dominio de la frecuencia de
radio y microondas, sin ser perturbado por un continuo e intenso campo magnético [93, 94].

= Malla de alambre. Son estructuras metal-dieléctricas que han demostrado poseer bandas
prohibidas a bajas frecuencias desde la frecuencia cero hasta la frecuencia de corte que se
puede atribuir al movimiento de los electrones en los alambres de metal. Este elemento
estructural consiste en un arreglo de alambres muy delgados a escala de sub-longitud de
onda, como se presenta en la Fig. (3.6) [95].

= Tiras metdalicas. Para alcanzar una respuesta magnética en el rango visible una variante
del diseno de tiras metdlicas combinadas Fig. (3.6) resulté exitoso, fue utilizado por el grupo
de Purdue, este arreglo mostré la primera respuesta magnética en la parte roja del estectro
y cruzé todo el rango visible [96, 97].

29



CAPfTULO 3. METAMATERIALES.
3.3. PROPIEDADES DE METAMATERIALES CON INDICE DE REFRACCION NEGATIVO.

H E Y @—x
I
<«—w—> !
silver d
t /
/—"v - ¥
y

—
[
~

< p

thick glass substrate

Y

(b)

Figura 3.6: (a) Celda unitaria ideal para el arreglo de nano-tiras de plata acopladas, éstas se
encuentran separadas por aluminio, w es el ancho de las tiras de plata y del aluminio, t es el
espesor de ambas tiras y d es el espesor del separdor, las tiras son infinitas en y y periédicas en
x con periodo p. (b) Arreglo de alambres metdlicos muy largos y delgados de radio r y periodo
de red a.

3.3. Propiedades de metamateriales con indice de refracciéon
negativo.

Los MTMs abarcan un rango mayor que los NIMs, sin embargo, los NIMs han sido més popu-
lares debido a sus propiedades excepcionales de refraccion negativa.
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Figura 3.7: Triada de vectores (F?, H , E) y vector de Poynting S para una onda electromagnética,
S representa la direccién del flujo de energfa. (a) En un medio convencional, donde € > 0,y > 0.
(b) En un medio izquierdo, donde € < 0, 1 < 0.

Una de las propiedades fundamentales de los NIMs es la orientacién antiparalela de la velocidad
de fase (o vector de onda) y la velocidad de energfa (o vector de Poynting). Esta propiedad se sigue
directamente de las ecuaciones de Maxwell. Como se ha visto el campo eléctrico E y el campo
magnético H pueden ser descritos por E = Eq exp [i(k -7 — wt)] y H = Hy exp [i(k - 7 — wt)],
respectivamente, donde k es el vector de onda. Sustituyendo los campos E y H dentro de las
ecuaciones Maxwell y tomando en cuenta las relaciones constitutivas:

30



CAPfTULO 3. METAMATERIALES.
3.3. PROPIEDADES DE METAMATERIALES CON INDICE DE REFRACCION NEGATIVO.

VxE = i%uﬁ : (3.2)

VxH = —i%eﬁ , (3.3)

D = ¢E, (3.4)

B = uH, (3.5)

obtenemos: "

ExE:zuH’, (3.6)

kx H=—2ek (3.7)

C

Las Ecs. (3.6) y (3.7) sugieren que si € y p tienen valores positivos en el mismo rango de frecuencias,

los vectores E, H y k forman un triplete de mano derecha como se muestra en la Fig. 3.7(a) y el
indice de refraccién es positivo. El vector de Poynting usualmente es definido como:

- C - ﬂ
= _ExH :
S L ExH, (3.8)

el cual es paralelo a E, sin embargo, si se cumple la condicién € < 0y p < 0 en el mismo rango de
frecuencias, los vectores E , H y k forman un triplete de mano izquierda como se muestra en la Fig.
3.7(b) y el signo del indice de refraccién es negativo, asi el vector de Poynting ,g, en los NIMs es
antiparalelo al vector de onda E, lo cual significa que la velocidad de fase definida como v = w/k
y la velocidad de energia tienen direcciones opuestas una de la otra, es decir, cuando una onda se
propaga, la fase avanza desde el detector hacia la fuente, mientras que la energia es obviamente
transferida en direccién opuesta, a continuaciéon se muestra el efecto de los NIMs sobre algunos
fenémenos fisicos.

= Inversién del efecto Doppler. En un medio convencional las ondas sonoras exhiben el
efecto Doppler cuando el observador de la onda, la fuente de la onda, o ambos, se desplazan
respecto al medio de propagacién. En el efecto Doppler, la frecuencia ondulatoria que se
observa es mayor o menor que la frecuencia emitida por la fuente de la onda [98]. En cambio
cuando las ondas se propagan a través de un NRI el vector de onda cambia su signo con
respecto a la situacién considerada normal, es decir, los vectores de onda y velocidad son
antiparalelos cuando la fuente se aproxima al observador, alterando el resultado percibido
por parte del observador. En la Fig. (3.8) se ilustra la diferencia que existe entre ambos casos.
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Figura 3.8: Efecto Doppler: (a) en un medio convencional, (b) en un medio con refraccién negativa.
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= Inversién del efecto Cherenkov. La radiacién Cherenkov es el cono de radiacién elec-
tromagnética producido cuando una particula cargada pasa a través de un medio dieléctrico
con una velocidad mayor que la velocidad de fase de la luz en ese medio. Las particulas car-
gadas polarizan las moléculas del medio y éstas giran rdpidamente a su estado fundamental
emitiendo radiaciéon en el proceso. La radiacién emitida dentro del cono tiene angulos de
salida originados en la particula cargada, dado que el dngulo de salida depende del signo
del indice de refraccién, el uso de metamateriales puede invertir el resultado, tal verificacién
experimental ya ha sido reportada [23].

= Ley de Snell inversa. El cambio en el indice de refraccion afecta de manera directa a la ley
de Snell. El dngulo de refraccion se invierte con respecto a la situaciéon convencional cuando
una onda electromagnética cruza la interfase entre dos medios que poseen signos opuestos en
sus indices de refraccién, Fig. 3.9(b).

= Difraccién sub-longitud de onda. El limite de difraccion de Abbe impone una res-
triccion al minimo tamano de los objetos que puede resolver una lente convencional basada
en materiales de indice positivo con superficies curvadas. La informacion contenida en los
tamanos mas pequenos,por debajo de la longitud de onda, se transporta mediante ondas eva-
nescentes. Estas ondas no contribuyen a la formacion de la imagen, ya que se ven fuertemente
atenuadas con la distancia, quedando asi confinadas a la vecindad del objeto. Un material de
indice negativo con el suficiente espesor es capaz de amplificar las ondas evanescentes. En la
Fig. (3.2) se muestra una comparacién entre un sistema formado por una lente convencional
y otro por una lente de indice negativo.

= Capa de invisibilidad. La propiedad de que en un metamaterial tanto pu como € sean
negativos también podria hacer a un objeto invisible, Fig. (3.10). La primera capa de invisi-
bilidad fue disenada y construida por Schuring, Smith y Pendry en 2006 para el rango de las
microondas [26]. Actualmente las Fuerzas Armadas de distintos paises dedican importantes
esfuerzos de investigaciéon y recursos econémicos para conseguir reducir la detectabilidad de
sus plataformas frente a los sensores utilizados por el oponente [99].

= Gaps fotdnicos. Para determinadas frecuencias, la permitividad eléctrica € y la permeabi-
lidad magnética u se anulan debido a que los metamateriales tienen una respuesta espectral
altamente dispersiva. Para estas frecuencias el indice de refraccién del metamaterial resulta
nulo por lo que es esperable que las ondas electromagnéticas se reflejen completamente al
encontrarse con un medio de dichas caracteristicas.

Estructuras que contienen bloques de materiales con indice de refracciéon positivo y negativo
presentan nuevos tipos de gaps foténicos que no estan basados en mecanismos de interferencia
como los gaps de Bragg que son consecuencias intrinsecas de la periodicidad. Como primer ejemplo
tenemos el gap que surge de manera natural cuando el volumen del indice de refraccion efectivo
promedio es igual a cero, a este tipo de bandas también se les conoce como “stop-bands”. Se
ha demostrado que el gap-cero promedio es invariante ante el cambio de escala e insensible al
desorden [103], tanto como se cumpla la condicién (n) = 0. Este gap también tiene la propiedad
de omnidireccionalidad, Fig. (3.11).

En segundo lugar tenemos al gap que aparece como una consecuencia directa del comporta-
miento singular cerca de la resonancia de la permeabilidad magnética y la permitividad eléctrica
efectiva de todos los metamateriales disponibles [104].
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Do | D

@RHM 2 | LHM

Figura 3.9: Refraccién de una onda electromagnética en la interfase de dos medios di-
ferentes. (a) Los dos medios tienen refraccién positiva. (b) El medio 1 tiene refraccién
positiva y el medio 2 tiene refraccién negativa.
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/

Figura 3.10: Una representacién bidimensional de la transformacién del espacio que co-

rresponde a una capa esférica. (Fuente: Ben Wood, Metamaterials and invisibility, C. R.
Physique 10, 379-390, 2009.)
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Figura 3.11: La relacién de dispersién para este cristal foténico compuesto por capas de aire y
de NIM muestra que el gap de Bragg se desplaza hacia arriba en la frecuencia, sin embargo, el
gap (n) = 0 se mantiene sin cambios en 2.3 GHz. (Fuente: Jensen Li, Lei Zhou, C. T. Chan, and
P. Sheng, Phys. Rev. Lett., Vol. 90, 2003.)
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Resultados.

Los resultados que se muestran a continuacién fueron obtenidos utilizando el Método de la
Matriz de Transferencia en donde las celdas se modelan a través de una combinaciéon de capas
indicadas por los sfimbolos (A,B), A indica a la capa modelada como dieléctrico (aire) y B representa
a la capa de metamaterial con indice de refraccién negativo (NIM), los anchos de las capas son
iguales, éstas se alternan siguiendo diferentes relaciones de recurrencia, como son la de Fibonacci,
Cantor, Thue-Morse y Rudin- Shapiro, para un numero de generacién dado, en cada caso se
construye una celda unitaria que puede contener un ntimero grande de capas, estas celdas se repiten
periédicamente de tal forma que simula a un cuasicristal foténico unidimensional (PQC-1D). En
este proceso se hizo incidir luz en el plano de interseccién aire-NIM para las distintas estructuras,
se trabajé en la regién de frecuencias donde se cumple que p < 0 y € < 0 simultdneamente, esta
regién se ha ilustrado en la Fig.(4.1) y corresponde al rango de 0 GHz — 1 GHz.

—10¢

Permitividad

—15¢

---- Permeabilidad

-20 . .
2 3 4 5
Frecuencia (GHz)

Figura 4.1: Célculo de los parametros efectivos € y p.

El indice de refraccién del medio B puede ser descrito como:

np(w) = —vepw) - ppw)
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donde la frecuencia angular w/27 se encuentra en unidades de GHz, el signo ‘-’ corresponde a un
medio zurdo, este hecho hace posible que en el sistema de nuestro estudio se cumpla la condicién
de gap-cero o indice de refracciéon promedio cero (n) = 0 tal condicién se puede expresar como
[101]:
(nAdB + TLBdB)
(da +dp)

da y dp indican a los anchos de las peliculas del dieléctrico y del NIM, respectivamente, na y np
a los indices de refraccién en cada medio.

Como primer paso se hizo la reproduccion de resultados del articulo de E. Reyes-Gomez, N.
Raigoza, S. B. Cavalcanti, C. A. A. de Cervalho, L. E. Olivera [68], ésto con el fin de verificar
nuestro algoritmo. Los parametros efectivos del NIM estan dados por:

=0, (4.2)

2

we

EB(W) = €0 — w2’ (43)
2
wm

pp(w) = po — 2 (4.4)

las frecuencias de plasma toman los valores de: we/2m = 3 GHz y w,,, /27 = 1 GHz, en cuanto a €
y uo les fue asignado el valor de 1.

El modelo de eg(w) y pp(w) son los propuestos por [68], un modelo més realista para estos
pardmetros efectivos es mostrado en [87] para dos arreglos metdlicos, un alambre delgado y un
resonador de anillo cortado, respectivamente.

Al sustituir en la Ec. (4.2) los pardmetros propuestos por [68] ng = —/ep(w)up(w) para la
cada capa de NIM y n4 = \/éguo para la capa de aire, tenemos:

Veotoda

/N
a

=}

|

I
N0 N
N\
=

|

m‘ N
"
=¥

()

|

2 2 2,2
€oWm, Howe WeWm
(60#0 2 w2 T > dp® (€otto)da”
dA2 4 2 2 2 2.2
1- 1z (eopro)w”™ — (wieo + wipho)w” + we wm” = 0. (4.5)
B
Reemplazando dy = dg =dy ¢p = 1,40 = 1 en la Ec. (4.5) se obtiene:
(w72n + wg)WQ - we2wm2 =0 (46)
Al resolver esta ecuacién cuadritica para w = 27v y sustituir los valores w./2mr = 3 GHz y
wm /27 = 1 GHz se llega al siguiente valor para v:
v=094GHz . (4.7)

El valor de v = 0.94 GHz nos indica el rango de frecuencias del gap-cero en la estructura de bandas
del sistema, como los arreglos de nuestro interés contienen NIMs es de esperarse esta dependencia
inherente en la frecuencia, tal propiedad se origina del hecho de que los NIMs son estructuras
resonantes, esto es, 4 < 0 y € < 0 ocurren en las proximidades de las resonancias eléctrica y
magnética. Como resultado el indice de refraccién es negativo solo en un rango de frecuencias
limitado, de hecho, el mismo material puede actuar como un NIM en un rango de frecuencias y
como un material convencional de refraccién positiva en otras frecuencias Fig.(4.1).
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4.1. Resultados para la estructura tipo Fibonacci.

En este apartado se realiza la reproduccién de resultados de E. Reyes-Gémez, et al. [68], en
la Fig. (4.2) se muestra la relacién de dispersién para los 6rdenes 4 y 6 de Fibonacci. Las celdas
unitarias correspondientes a estos érdenes son:

Sy = ABAAB, (4.8)
S¢ = ABAABABA ABAAB (4.9)

donde A indica a la capa modelada como aire y B a la capa modelada como NIM en la estructura.
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Figura 4.2: Modo TE. Relacién de dispersién v = v(k) a un dngulo de incidencia § = 15°. (a) Orden
de generacién 4 de Fibonacci, (c) orden de generacién 6 de Fibonacci.

En las Figs.4.2(b) y 4.2(d) se muestra un reescalamiento en el rango de frecuencias 0.995 GHz —
1.000 GHz como resultado de esto se obtuvo el gréfico reportado por [68] para el modo TE. Al
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aumentar el orden de generacién observamos que la relacién de dispersién muestra desdoblamientos
mayores como se observa al comparar las Figs.4.2(a) y 4.2(c), los gaps que presenta la relacién

de dispersién son muy estrechos como se ha reportado [16]. Los desdoblamientos de las bandas
muestran autosimilaridad.
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Banda proyectada (GHz)
o o
w (¢,
1 1
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(a) Bandas proyectadas para polarizacién TE(derecha) y TM (izquierda), orden de
generacion 6.
0.9500

0.9495

0.9490

ettt REEEERRH

0.9485

0.9480

0.9475

Banda proyectada (GHz)

0.9470

(b) Reescalamiento, (n(w)) = 0.

Figura 4.3: Diagrama de bandas proyectadas para un PQC-1D tipo Fibonacci.

La Fig.(4.3) presenta la evolucién de las bandas permitidas en funcién de 6, en este gréfico se
muestra el gap-cero omnidireccional, el cual tiene un ancho A = 6.65 x 10~* GHz, esta brecha
se ubica alrededor de 0.94 GHz, que corresponde a la frecuencia donde se cumple la condicién de
gap-cero Ec. (4.2). La Fig.4.3(b) muestra una ampliacién en esta zona de frecuencias, los dngulos
negativos se utilizaron solamente para fines de graficado, el rango que indica a las bandas proyec-
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tadas para polarizacién TM es de —90° a 0° y el rango respectivo a las bandas proyectadas para
polarizacién TE es de 0° a 90°.
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Figura 4.4: Bandas proyectadas para polarizacién TE, estructura tipo Fibonacci, or-
den de generacién 6.

En la Fig. (4.4) se presenta un reescalamiento de las bandas proyectadas para la polarizacién
TE, las cuales se hallan sobre el gap-cero omnidireccional mostrado en la Fig. (4.3) en el rango de
frecuencias 0.9487 GHz — 1.0000 GHz.

La Fig.4.5(a) muestra como se abren las bandas generando pequenos gaps, esto es consecuencia
de la ruptura de la periodicidad ocasionada por la relacion de recurrencia, este diagrama se obtuvo
en el rango de frecuencias 0.9487 GHz — 1.0000 GHz, el niimero de bandas permitidas que aparecen
se muestra en la tabla (4.1), en ésta se observa que las bandas proyectadas de la Fig.4.5(a) se
desdoblan de acuerdo a la relacién de recurrencia de los nimeros de Fibonacci.

Orden de Fibonacci S, | No. de bandas | No. capas
S 1 2
Ss 1 3
Sy 2 5
Ss 3 8
Se 5 13
S 8 21

Tabla 4.1: Desdoblamiento de bandas proyectadas para un PQC-1D
tipo Fibonacci (0.9487 GHz — 1.0000 GHz).

Finalmente se muestra en la Fig.4.5(b) el espectro de transmisién correspondiente a la a la Fig.
(4.4), en este espectro no se toma en cuenta la absorcién del material.
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(a) Estructura de bandas para polarizacién TE en funcién del ndmero de generacién para
Fibonacci.
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(b) Espectro de transmisién para polarizacién TE correspondiente a la estructura tipo Fi-
bonacci, nimero de generacién 6.

Figura 4.5: Ambos diagramas fueron calculados para un dngulo de incidencia 6 = 60°.
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4.2. Resultados para la estructura tipo Cantor.

Aunque el conjunto de Cantor en su construccién geométrica parece muy sencillo en realidad
es un objeto fractal en si mismo, esta propiedad fractal se muestra en los siguientes diagramas. En
la Fig.(4.6) se observa como el desdoblamiento de las bandas tiene un patrén que se repite a menor
escala, si se aumenta el orden de generacién para la estructura de Cantor la relacién de dispersiéon
es densa en gaps estrechos y el carater fractal es mas notorio.
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Figura 4.6: Modo TE. Relacién de dispersién v = v(k) a un dngulo de incidencia 8 = 15°. (a) Orden
de generacién 2 de Cantor, (c) orden de generacién 4 de Cantor.

Las Figs.4.6(b) y 4.6(d) muestran ampliaciones en la zona de frecuencias 0.995 GHz—1.000 GHz
y 0.20 GHz—0.34 GHz, respectivamente.

La Fig. (4.7) es generada para el orden 3 de Cantor, la celda unitaria que forma esta estructura
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generacion 3.
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Figura 4.7: Diagrama de bandas proyectadas para un PQC-1D tipo Cantor.
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tiene un total de 27 capas y es de la forma:
S3: BABAAABAB AAAAAAAAA BABAAABAB . (4.10)

Cada orden de generacién en la estructura de Cantor crece como 3" donde n es el nimero
de Cantor (n = 0,1,2,...), el orden n = 0 indica que hay una sola capa de material el cual es
modelado como una capa de NIM representada por el simbolo B para los cédlculos en esta seccién.
El diagrama de bandas Fig. (4.7) correspondiente a esta celda unitaria muestra la evolucién de las
bandas permitidas en funcién de 6, en esta figura se expone el gap-cero omnidireccional, el cual
posee un ancho de A = 1.078 x 10~3 GHz y se ubica alrededor de 0.94 GHz.
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Figura 4.8: Bandas proyectadas para polarizaciéon TE, estructura tipo Cantor, nimero de
generacion 3.

En la Fig. (4.8) se presenta un reescalamiento de las bandas proyectadas correspondientes a
la polarizacién TE que se hallan sobre el gap-cero omnidireccional mostrado en la Fig. (4.7), esta
ampliacién se realizo en el rango de frecuencias 0.9488 GHz — 1.000 GHz, observe que el ancho de
la banda prohibida (resaltada con la circunferencia punteada) disminuye a medida que aumenta 6
hasta desaparecer por completo en las cercanias de 6 ~ 46° donde los bordes se cruzan y la banda
aumenta su ancho repentinamente, este cruce es debido a la condicién de igualdad de impedancias

m = ne [87]:
[ K
i = 4] — 4.11
i ‘. , ( )

donde 7; es la impedancia intrinseca del medio ¢ (i = 1,2). Este cruce que presenta la banda
prohibida fisicamente muestra que a pesar de haber capas de NIM en la estructura, la luz se
transmite en ésta como si lo hiciera en un medio trasnparente para algunas regiones.
En la Fig. (4.9) se muestra la fragmentacién del ancho de las bandas proyectadas en el rango
de frecuencias 0.9488 GHz — 1.000 GHz, en funcién del nimero de generacion para Cantor.
Finalmente en la Fig.(4.10) se presenta el espectro de transmisién, correspondiente a la Fig.
(4.8) para un angulo de incidencia dado sin considerar absorcién del medio.
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Figura 4.9: Estructura de bandas para polarizacién TE en funcién del nimero de generacién
para Cantor a un éangulo de incidencia 8 = 60°.
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Figura 4.10: Espectro de transmisién para polarizacién TE correspondiente a la es-
tructura tipo Cantor, nimero de generacién 4 a un angulo de incidencia 6 = 60°.
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4.3. Resultados para la estructura tipo Thue-Morse.

La secuencia binaria de Thue-Morse en una dimensién es autosimilar, esta propiedad también se
observa en el desdoblamiento de las bandas mostradas en las Fig. (4.11) las cuales fueron obtenidas
a partir de celdas unitarias basadas en esta secuencia.
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Figura 4.11: Modo TE. Relacién de dispersién v = v(k) a un dngulo de incidencia 6§ = 60°. (a)
Orden de generacién 4 de Thue-Morse, (c¢) orden de generacién 6 de Thue-Morse.

Al aumentar el nimero de generaciéon de Thue-Morse el desdoblamiento de las bandas crece
considerablemente, debido a esto en la Fig.4.11(c) se optd por graficar en un rango de frecuencias
donde se apreciara de un modo més claro el desdoblamiento de las bandas para la estructura
generada a partir del orden 6 de Thue-Morse, el rango de frecuencias elegido fue el mismo que el
respectivo al reescalamiento en la Fig.4.11(b) de 0.960 GHz — 1.000 GHz, una vez obtenido este
gréafico se realizé un reescalamiento en el rango de frecuecias 0.9906 GHz — 0.9912 GHz, el cual se
muestra en la Fig.4.11(d), las bandas presentadas aqui mostraron un comportamiento fractal.
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Figura 4.12: Diagrama de bandas proyectadas para un PQC-1D tipo Thue-Morse.
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La celda unitaria para la Fig.4.12(a) contiene 32 capas y es generada para el orden 5 de Thue-
Morse, esta celda se puede modelar como sigue:

Ss = BAAB ABBA ABBA BAAB ABBA BAAB BAAB ABBA | (4.12)

en este tipo de estructuras cada orden de generacién crece como 2™ donde m indica al nimero de
Thue-Morse (m = 1,2,3,... ). En la Fig. (4.12) se muestra el gap-cero omnidireccional, indicado
con la linea punteada, esta brecha tiene un ancho A = 4.09 x 10~* GHz y se ubica alrededor de
0.94 GHz como puede observarse en la Fig.4.12(b).
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Figura 4.13: Bandas proyectadas para polarizacion TE, estructura tipo Thue-Morse,
numero de generacién 5.

En la Fig. (4.13) se presenta un reescalamiento de las bandas correspondientes a la polarizacién
TE las cuales se encuentran sobre el gap-cero omnidireccional en la Fig. (4.12) y han sido calculadas
para el rango de frecuencias 0.95 GHz — 1.00 GHz.

No. de Thue-Morse S,,, | No. de bandas | No. capas
S1 1 2
So 1 4
Ss 2 8
Sy 3 16
Ss 5 32
Se 8 64

Tabla 4.2: Desdoblamiento de bandas proyectadas para un PQC-1D
tipo Thue-Morse (0.9487 GHz — 1.0000 GHz).

La Fig.4.14(a) muestra el ancho de las bandas proyectadas para nimeros consecutivos de Thue-
Morse en el rango de frecuencias 0.95 GHz — 1.00 GHz, observe que los anchos de banda de las
Figs. (4.13) y 4.14(a) son iguales a un dngulo de incidencia § = 60° para el orden 5 de Thue-Morse.
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Finalmente la Fig.4.14(b) muestra el espectro de transmision, sin considerar absorcién del
material, correspondiente a la Fig. (4.13), a un dngulo de incidencia fijo.
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(a) Estructura de bandas en funcién del nimero de generacién para Thue-Morse
a un angulo de incidencia 6 = 60°.
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(b) Espectro de transmisién para una estructura tipo Thue-Morse S5 a un
angulo de incidencia 6 = 30°.

Figura 4.14: Ambos diagramas fueron calculados para polarizacién TE.
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4.4. Resultados para la estructura tipo Rudin-Shapiro.

La sucesién de Rudin-Shapiro es considerada como una sucesién autosimilar en una dimension,
este comportamiento fractal también se observa en el desdoblamiento de las bandas mostrados en
la Fig. (4.15) obtenidas a partir de una estructura cuya construccién esta basada en esta secuencia
binaria.
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Figura 4.15: Modo TE. Relacién de dispersién v = v(k) a un dngulo de incidencia 8 = 60°. (a)
Orden de generacién 3 de Rudin-Shapiro, (c) orden de generacién 5 de Rudin-Shapiro.

De las Figs.4.15(a) y 4.15(c) se observa como el desdoblamiento de bandas es mayor al aumentar
el orden de generacién para la estructura de Rudin-Shapiro, el modelo para las celdas unitarias en
este diagrama de bandas es el siguiente:

Ss BBBA BBAB BBBA , (4.13)
S; = BBBA BBAB BBBA AABA BBBA , (4.14)

49



CAPITULO 4. RESULTADOS.
4.4. RESULTADOS PARA LA ESTRUCTURA TIPO RUDIN-SHAPIRO.

Banda proyectada (GHz)

-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80

0
(a) Bandas proyectadas para polarizacién TE (derecha) y TM (izquierda), orden de generacién
5.
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(b) Reescalamiento, (n(w)) = 0.

Figura 4.16: Diagrama de bandas proyectadas para un PQC-1D tipo Rudin-
Shapiro.
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donde A representa a la capa modelada como aire y B a la capa modelada como NIM. Las
Figs.4.15(b) y 4.15(d) muestran una ampliacién en el rango de frecuencias 0.955 GHz — 0.990GHz.

Cada orden de generacion en este modelo crece como 4" donde r indica al nimero de Rudin-
Shapiro (r =1,2,3,...), los dngulos con valores negativos son utilizados aquf tinicamente para fines
de graficado, esto es, el rango —90° a 0° indica al caso de bandas proyectadas para polarizacién
TM y el rango de 0° a 90° inidica a las bandas proyectadas para en caso de la polarizacién TE.
En la Fig. (4.16) se muestra el gap-cero omnidireccional, indicado con la linea punteada, el cual
tiene un ancho A = 2.57 x 10~* GHz y se ubica alrededor de 0.94 GHz, la Fig.4.16(b) muestra una
ampliacién en el rango de frecuencias 0.9482 GHz — 0.9488 GHz para este gap-cero omnidireccional.
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Figura 4.17: Bandas proyectadas para polarizacién TE, orden de generacién 5 para
una esttructura tipo Rudin-Shapiro.

En la Fig. (4.17) se presenta un reescalamiento de las bandas correspondientes a la polarizacién
transversal eléctrica (TE) calculadas para el rango de frecuencias 0.95 GHz — 1.00 GHz, estas
bandas son las que se encuentran sobre el gap-cero omnidireccional ya mostrado en la Fig. (4.16).

En la Fig. (4.18) se muestra el ancho de las bandas proyectadas en el rango de frecuencias 0.96
GHz — 1.00 GHz esto se realizé para corroborar nuestros resultados y analizar la fragmentacion
del ancho de banda conforme crece el nimero de Rudin-Shapiro a un angulo de incidencia dado.
Observe que el ancho de banda en la Fig. (4.17) para un dngulo de incidencia 8 = 60° y el ancho
de banda mostrado en la Fig. (4.18) para un orden de generacién 5 son iguales.

Finalmente la Fig. (4.19) muestra el espectro de transmisién correspondiente a la Fig. (4.17)
observe como la transmision de luz disminuye considerablemente en este rango de frecuencias si lo
comparamos con las Figs.4.5(b), 4.10(b) y 4.14(b). Este espectro de transmisién fue calculado sin
considerar absorciéon del material.
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Figura 4.18: Estructura de bandas para polarizacién TE en funcién del nimero de generacién para
Rudin-Shapiro para un édngulo de incidencia 6 = 60°.
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Figura 4.19: Espectro de transmisién para polarizacién TE correspondiente a la estructura tipo
Rudin-Shapiro, nimero de generacién 5 para un dngulo de incidencia 6 = 60°.
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Capitulo 5

Conclusiones.

En este trabajo se ha hecho una revisién y analisis de cuasicristales foténicos para diversas
relaciones de recurrencia, al menos las mas discutidas en las literatura hasta ahora. Para ello se
hizo una descripcién de los métodos matematicos usados en los calculos, se definieron las diversas
relaciones de recurrencia y se describié como se aplican éstas en la construccion de los cuasicristales.
Las estructuras fueron construidas con capas alternadas de dieléctricos y metamateriales con indice
de refraccién negativo, estos ultimos por su reciente creacion fueron descritos en un capitulo. De
lo anterior podemos establecer las siguientes conclusiones:

1.- Se observé un comportamiento fractal en las estructuras de bandas de todos los cuasicristales
analizados aqui.

2.- Al aumentar el orden de generacién para todas las estructuras el numero de bandas que se
desdobla es mayor y los gaps que aparecen en éstas son en su mayoria densos y estrechos, solo para
la Fig. (4.15) el ancho de los gaps es mayor cuando se aumenta el orden de generacion.

3.- Las bandas proyectadas para la polarizacion TE y TM para la estructura de Fibonacci
tiene gaps muy estrechos en general, Fig. (4.3), contrario los gaps de Rudin-Shapiro Fig. (4.16) los
cuales resultaron ser més anchos, éstos van aumentando su grosor conforme crece la frecuencia en
el rango de 0.1 GHz — 0.85 GHz. Ambas estructuras fueron realizadas para el orden de generacién
5, s6lo que para Fibonacci este orden corresponde a una celda unitaria con 13 capas componentes,
en cambio, para Rudin-Shapiro la celda unitaria contiene 20 capas, observe que a pesar de que
esta ultima celda unitaria tiene mas capas los gaps no son tan estrechos como los que aparecen en
el diagrama de bandas proyectadas de Fibonacci.

4.- Las cuatro estructuras cuasiperiédicas exhibieron un gap-cero omnidireccional alrededor de
0.94 GHz. El hecho de que el gap-cero omnidireccional aparezca en la vecindad de 0.94 GHz es
consecuencia de la Ec. (4.2).

5.- La estructura que presenté el gap-cero omnidireccional de un grosor mayor fue la estructura
de Cantor, esto quiere decir que para un rango mayor de frecuencias la estructura de Cantor tiene
un comportamiento de reflector omnidireccional. Este hecho consideramos obedece a que las con-
diciones de la estructura llevan a reducir el niimero de frecuencias permitidas para la propagacién
y por tanto el gap es mayor.

6.- Las estructuras también manifestaron gaps de Bragg los cuales cambian en tamano y posicién
al variar el angulo de incidencia, el tipo de polarizacién y el orden de generacién para las diferentes
estructuras.

7.- De la Fig.4.5(a) y la tabla (4.1) se observa que los anchos de las bandas se desdoblan de
acuerdo al nimero total de capas S,,_2, note ademas que de la tabla (4.2) se deduce que los anchos
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de banda de Thue-Morse se desdoblan de acuerdo a los nimeros de Fibonacci, lo cual se deriva del
hecho de que la sucesién de Thue-Morse se puede obtener a partir de la sucesiéon de Fibonacci.

8.- Los espectros de transmisién de Fibonacci y de Rudin-Shapiro Figs.4.5(b) y 4.19 comparten
la propiedad de que conforme la frecuencia aumenta el coeficiente de transmisién disminuye.
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