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Formulación de Faddeev-Jackiw para una Teoŕıa BF Cuatridimensional y Relatividad General en Tres Dimensiones.

Resumen

El objetivo de esta tesis es estudiar dos tipos de teoŕıas: una teoŕıa BF en cuatro

dimensiones y una acción tipo Holst en tres dimensiones. Estas teoŕıas son ejemplos de

teoŕıas singulares y para analizarlas se aplicaron dos métodos: el algoritmo de Dirac y el

formalismo de Faddeev-Jackiw [FJ]. El método de Dirac se enfoca en estudiar las simetŕıas

presentes en la teoŕıa desde un punto de vista Hamiltoniano, mientras que el formalismo de

Faddeev-Jackiw, se enfoca en construir un tensor simpléctico mediante el cual se obtienen las

simetŕıas del sistema y los paréntesis generalizados de FJ, que bajo una elección apropiada

de la norma, son equivalentes a los de Dirac. Respecto al método de Dirac se reporta el

número de grados de libertad, el conjunto completo de constricciones y su clasificación, las

transformaciones de norma y los paréntesis de Dirac. Por otra parte, con el formalismo de

FJ también se obtuvo el conjunto completo de constricciones de FJ, las transformaciones

de norma, conteo de grados de libertad y los paréntesis generalizados de FJ. Finalmente, es

importante mencionar que se comprobó la equivalencia entre los resultados obtenidos con

ambos métodos, en particular, se destaca la igualdad de los paréntesis de Dirac y FJ.



Faddeev-Jackiw Formulation for a Fourdimensional BF Theory and General Relativity in Three Dimensions

Abstract

In this work two theories are studied: a four dimensional BF theory and a three dimen-

sional Holst-like action. These theories are examples of singular systems and we perform

our analysis by using two approaches: the Dirac algorithm and the FJ formalism. The Dirac

method is based on the identification of the constraints for studying the symmetries of the

theory. On the other hand, the FJ approach is based on the construction of a symplectic

tensor where the relevant symmetries of the theory can be identified from it.

With respect to the Dirac method, the complete set of constraints, the gauge transforma-

tions and the Dirac brackets are reported. Furthermore, with respect to the FJ formalism,

the complete set of FJ constraints, the gauge transformations and the generalized brackets

are identified. We show that the generalized FJ and the Dirac brackets coincide to each

other.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El siglo pasado vio el nacimiento de dos teoŕıas importantes que la humanidad ha

descubierto, aun cuando en sus inicios ambas teoŕıas tuvieron importantes detractores, hoy

en d́ıa son dos pilares fundamentales de la f́ısica, del desarrollo técnico y la investigación

de frontera [1]. Estamos hablando de la Mecánica Cuántica y la Relatividad General. La

Mecánica Cuántica se ocupa del estudio de la materia y las interacciones a escala mi-

croscópica (≈ 10−9 m). Por otro lado, la Relatividad General es una descripción de la

gravedad como una consecuencia de la geometŕıa del espacio-tiempo la cual adquiere una

curvatura debido a la presencia de materia y enerǵıa en el Universo. Dicha teoŕıa fue pro-

puesta por A. Einstein en 1915.

En particular, la aplicación y desarrollo de la Mecánica Cuántica ha permitido el estudio de

las interacciones fundamentales (el electromagnetismo, las fuerzas nucleares fuerte y débil)

derivando en importantes descubrimientos sobre el comportamiento de la naturaleza a es-

cala microscópica e incluso nuevos estados de la materia (e.g. el efecto Ahanorov-Bohm,

efecto Compton, efecto Zeeman, condensado de Bose-Einstein, etc. [2]).

Actualmente existe una necesidad a nivel teórico por un esquema que combine consisten-

temente la Mecánica Cuántica y la Relatividad General. Por dar unos ejemplos sobre

situaciones en los que se necesita una formulación cuántica de la gravedad se puede men-

cionar a la cosmoloǵıa y el estudio de agujeros negros, ya que no se tiene un entendimiento

fundamental del Universo temprano (en particular las condiciones iniciales del Universo

en los momentos inmediatos al Big Bang) y de los estados finales de la evolución de un

agujero negro [3], aśı como una comprensión de los procesos que ocurren en su interior y

en su cercańıa. Una motivación adicional es el problema del tiempo que tiene su origen en

1



2 Caṕıtulo 1: Introducción

el papel que juega el tiempo en la Mecánica Cuántica y la Relatividad General [3] ya que

en cada teoŕıa el concepto de tiempo es concebido de una forma totalmente diferente y de

hecho incompatible; ya que en la Mecánica Cuántica el tiempo es un elemento externo que

no es descrito en términos de operador alguno y únicamente juega el papel de parámetro

de evolución en las ecuaciones. En contraste, en la teoŕıa de la Relatividad General el

tiempo (en concreto el espacio-tiempo) es un ente cuya dinámica está determinada por las

ecuaciones de Einstein y las condiciones de materia y enerǵıa presente en el Universo. Por

lo tanto, se necesita una modificación en la concepción del tiempo para hacerlo compatible

con ambas teoŕıas. Se piensa que una teoŕıa cuántica de la gravedad conciliaŕıa ambas

concepciones del tiempo [3].

Sin embargo, el estudio de la gravedad a escala microscópica (los efectos de una gravedad

cuántica seŕıan importantes a escala de Planck lp ≈ 1.616 × 10−35m [4]) ha implicado un

reto enorme para la f́ısica teórica, un reto que no ha sido superado, aun cuando ha habido

importantes adelantos. Entre las dificultades que se encuentran para lograr la unificación

entre ambas teoŕıas se tiene la incompatibilidad conceptual y matemática con las que han

sido formuladas, por lo que las pasadas décadas han sido de intenso trabajo teórico, en

particular, mucho del trabajo desarrollado se ha enfocado en estudiar las simetŕıas que

están presentes en una teoŕıa singular a nivel clásico y cuántico. Una teoŕıa singular es

aquella en la que se tienen más variables dinámicas de las que f́ısicamente son necesarias

para describir la teoŕıa. Ejemplos de teoŕıas singulares son el modelo estándar de la f́ısica

de part́ıculas, la teoŕıa electromagnética y en particular la teoŕıa de la Relatividad General.

En muchos casos este tipo de teoŕıas presentan un tipo especial de simetŕıa llamada de

norma la cual relaciona estados f́ısicamente equivalentes. Es importante mencionar que no

todas las teoŕıas singulares son de norma más todas las teoŕıas de norma son singulares.

Para estudiar este tipo de teoŕıas se tienen dos formalismos conocidos: el de Dirac y de

Faddeev-Jackiw [FJ].

El formalismo de Dirac es una generalización del formalismo Hamiltoniano usual mediante

el cual se estudian las simetŕıas del sistema cuando existen constricciones. Por otro lado,

el formalismo de FJ trata a las teoŕıas singulares desde un punto de vista simpléctico, este

método tiene la ventaja de ser menos tedioso en comparación con el método de Dirac, ya

que no es necesario realizar la clasificación de las constricciones y los resultados encontrados

son equivalentes con los obtenidos en el formalismo de Dirac.

En esta tesis se estudiaron dos teoŕıas cuya importancia reside en su relación con Relativi-
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dad General. La primera de ellas es una teoŕıa BF en cuatro dimensiones con grupo de

simetŕıa SO(3, 1), la cual es un ejemplo de teoŕıa topológica, i. e., sin grados de libertad

f́ısicos, definida en términos de una variable auxiliar B y la curvatura de la conexión de-

notada por F . Esta teoŕıa es interesante ya que comparte caracteŕısticas importantes con

Relatividad General por ejemplo que pueda definirse sin la introducción de una estructura

métrica preestablecida y ser invariante ante difeomorfismos. Es importante mencionar que

en [5] se realizó un análisis a esta teoŕıa mediante el formalismo de Dirac estricto, sin em-

bargo, en dicho trabajo no se reportan los paréntesis de Dirac debido a la naturaleza no

compacta del grupo SO(3, 1). En esta tesis, se procedió a romper el grupo de simetŕıa

interno pasando de SO(3, 1) a SO(3) con lo cual se trabajó con un grupo compacto lo que

simplificó los cálculos permitiendo calcular los paréntesis de Dirac de forma más sencilla.

Para realizar dicho análisis, se utilizaron variables tipo Ashtekar. Los resultados obtenidos

no hab́ıan sido reportados en la literatura anteriormente y pueden consultarse en el art́ıculo

publicado [6].

La segunda parte del trabajo se basó en una formulación tipo Holst de Relatividad General

en tres dimensiones. La formulación de Holst consiste en una modificación a la acción de

Hilbert-Palatini (SHP ) para Relatividad General en cuatro dimensiones [7]. Esta modi-

ficación consiste en una combinación lineal de la acción de Hilbert-Palatini SHP más el

término topológico de Holst SH (el cual solo está definido en cuatro dimensiones). En con-

creto, la acción de Holst es definida por SHolst ≡ SHP + γ−1SH . Para cada valor de γ 6= 0

la acción de Holst genera una familia de acciones clásicamente equivalentes a Relatividad

General en el sentido de que todas tienen como ecuaciones de movimiento a las ecuaciones

de Einstein, esto se debe a que el término de Holst no tiene contribución a nivel de las ecua-

ciones de movimiento. Sin embargo, la acción de Holst tiene la propiedad de que a partir de

ella se pueden obtener dos de las formulaciones Hamiltonianas de Relatividad General más

importantes propuestas con el objetivo de lograr una cuantización de la misma, estas son

la formulación de Ashtekar y la formulación de Barbero, que se obtienen al considerar los

casos particulares γ = i y γ = 1 respectivamente [7] [8]. Sin embargo, en principio cualquier

otro valor del parámetro γ es válido, aśı pues ¿qué significado f́ısico tiene el parámetro γ? y

¿cuál es el valor real de γ? Estas preguntas carecen de respuesta hasta el momento, siendo

lo anterior preguntas aún abiertas en la f́ısica [9].

Con esto como contexto, en esta tesis investigamos una acción tipo Holst en tres dimen-
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siones con el propósito de ver cómo el parámetro γ modifica el álgebra de constricciones

y los paréntesis de Dirac, con el objetivo de sentar las bases a un análisis posterior que

permita dar una interpretación f́ısica a este parámetro. El sistema que se analizó fue la

acción de Hilbert-Palatini en 3 dimensiones acoplada al término de Chern-Simons SCS :

S ≡ SH + γ−1SCS [10]. Como ya se mencionó, el término de Holst solo está definido en

cuatro dimensiones por lo que una propuesta para estudiar una acción similar a la acción de

Holst en tres dimensiones es acoplar a la acción de Palatini el término de Chern-Simons. La

acción aśı propuesta comparte una propiedad importante con la acción de Holst, esta es que

la inclusión del término de Chern-Simons no modifica las ecuaciones de movimiento clásicas

obtenidas de la acción de Palatini, sin embargo, como veremos el parámetro γ tendrá una

contribución en los paréntesis de Dirac y de FJ. En esta tesis se realizó el análisis de Dirac

y de FJ comparando luego los resultados obtenidos por ambos métodos y comprobando

la correspondencia que existe entre ellos. Finalmente, es importante mencionar que estos

resultados no hab́ıan sido reportados en la literatura y fueron publicados en [11] siendo un

aporte original.

El trabajo está dividido de la siguiente forma: el primer y segundo caṕıtulo están dedi-

cados a desarrollar los formalismos de Dirac y de FJ, mostrando la relación entre ambos

formalismos. En el caṕıtulo tres se estudió una acción BF en cuatro dimensiones haciendo

uso de un cambio de variables tipo Ashtekar. Esta teoŕıa se analizó mediante el formalismo

de Dirac en el esquema estricto obteniendo el número de grados de libertad, las constric-

ciones del sistema y su clasificación, identificando los generadores de las transformaciones

de norma y los paréntesis de Dirac. Por otro lado, se realizó el análisis de FJ identificando

el conjunto de constricciones de FJ, las transformaciones de norma que se obtienen a partir

de los vectores nulos del tensor simpléctico, el conteo de grados de libertad y los paréntesis

generalizado de FJ los cuales coinciden con los paréntesis de Dirac.

La última parte de la tesis, está dedicada al análisis de una teoŕıa tipo Holst en tres dimen-

siones, definida por la acción de Hilbert-Palatini en el formalismo a primer orden acoplada

al término de Chern-Simons mediante un parámetro tipo Barbero-Immirzi. Como en el

caso anterior, esta teoŕıa se analizó mediante los formalismos de Dirac y de FJ, ambos en el

esquema estricto. En el caso del formalismo de Dirac se obtuvo la estructura completa de

las constricciones, el número de grados de libertad, la clasificación de las constricciones, las

transformaciones de norma y los paréntesis de Dirac, hallando que dependen del parámetro

de Barbero-Immirzi. Esta teoŕıa también fue analizada mediante el formalismo de FJ, cal-
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culando las constricciones de FJ, el número de grados de libertad, las transformaciones de

norma y los paréntesis generalizados de FJ.



Caṕıtulo 2

Algoritmo Dirac-Bergmann

Las teoŕıas que describen las interacciones fundamentales de la f́ısica, tal como la

teoŕıa electrodébil, la relatividad general, la teoŕıa electromagnética o el modelo estándar

son teoŕıas con un tipo especial de simetŕıa llamada simetŕıa de norma. En este tipo de

sistemas el número de variables dinámicas utilizadas para describir el sistema es mayor que

el número de variables requeridas f́ısicamente, por lo tanto, la teoŕıa está formulada en

términos de algunas variables sin relevancia f́ısica. La presencia de variables no f́ısicas está

relacionada a la existencia de simetŕıas de norma, que están definidas por transformaciones

de las variables dinámicas que no afectan el estado f́ısico del sistema. Sistemas f́ısicos de

este tipo son llamados singulares y su análisis demanda una generalización del método

Hamiltoniano usual ya que están caracterizados por la presencia de constricciones entre las

variables dinámicas.

2.1 Sistemas singulares clásicos

En esta sección se explicará lo que es un sistema singular y el método desarrollado

por Dirac y Bergmann para su análisis [12] [13]. Como punto de partida se considerará

un sistema clásico con un número finito de grados de libertad descrito por las coordenadas

generalizadas qi (i = 1, ..., N) y la función Lagrangiana

L = L(qi(t), q̇i(t)), (2.1)

donde dqi
dt ≡ q̇i representa el conjunto de velocidades generalizadas. En este caṕıtulo se

explicará el método de Dirac estricto el cual consiste en considerar a todas las variables

6
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que definen al sistema como variables dinámicas asociándoles un momento canónico con-

jugado, en contraste con el llamado esquema reducido en el cual se considera únicamente

como variables dinámicas a aquellas cuya derivada temporal aparezca expĺıcitamente en el

Lagrangiano. Ya que en el esquema estricto se considera a la totalidad de las variables

dinámicas los cálculos pueden complicarse en comparación con el esquema reducido, sin

embargo se tiene la ventaja de trabajar con el espacio fase completo permitiendo conocer la

estructura simpléctica completa aśı como la forma correcta de las constricciones y simetŕıas

del sistema. Por otro lado en el esquema reducido se trabaja con un espacio fase reducido

lo que puede simplificar algunos cálculos, pero es probable que se pierda información im-

portante en el proceso y por lo tanto no se obtengan las simetŕıas correctas del sistema. En

este caṕıtulo se desarrollará el método de Dirac estricto.

El caso más general es considerar que el Lagrangiano L dependa expĺıcitamente del parámetro

de evolución t, sin embargo se sabe que los Lagrangianos que describen las interacciones

fundamentales de la f́ısica no dependen expĺıcitamente de t, de modo que en lo que sigue

solo se considerará este tipo de Lagrangianos.

La dinámica del sistema está determinada por el principio de mı́nima acción o principio

de Hamilton el cual establece que

El movimiento de un sistema partiendo de la configuración 1 a una configuración 2 es tal

que la acción del sistema [12] [14]

S ≡
∫ t2

t1

dtL (q(t), q̇(t)) , (2.2)

tiene un valor estacionario para la trayectoria real del sistema,

donde se ha supuesto que los puntos inicial y final son fijos durante la evolución, δqi(t1) =

δqi(t2) = 0. El principio de Hamilton se puede reexpresar diciendo que el movimiento del

sistema es tal que la variación de la acción S para tiempos fijos t1 y t2 es cero

δS = δ

∫ t2

t1

L(q, q̇)dt = 0. (2.3)

Las condiciones bajo las cuales la acción es estacionaŕıa están dadas por las ecuaciones de

Euler-Lagrange

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0, i = 1, ..., N. (2.4)
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las cuales pueden ser reescritas como [12] [13]

q̈j
∂2L

∂q̇j q̇i
=
∂L

∂qi
− q̇j

∂2L

∂qj∂q̇i
, (2.5)

entendiendo que en la expresión anterior (y en todo el trabajo) se está utilizando la notación

de Einstein, es decir, suma impĺıcita sobre ı́ndices repetidos. De esta manera, es claro que

las aceleraciones q̈ pueden ser determinadas uńıvocamente en términos de coordenadas y

velocidades generalizadas si y solo si la matriz

Hij ≡
∂2L

∂q̇j∂q̇i
(2.6)

es invertible, si este es el caso se dirá que el sistema es regular y se podrá determinar la

evolución del sistema de manera única dadas las condiciones iniciales. Por otra parte, si el

determinante es cero, no todas las aceleraciones podrán ser determinadas uńıvocamente en

términos de coordenadas y velocidades generalizadas, por lo que la solución a las ecuaciones

de movimiento contendrá funciones arbitrarias del tiempo. El caso de interés para sistemas

con simetŕıa de norma es aquel donde la matriz H es singular. Es importante mencionar que

no todas las teoŕıas singulares son de norma pero todas las teoŕıas de norma son singulares.

2.2 Constricciones primarias

Estamos interesados en obtener una formulación Hamiltoniana para sistemas sin-

gulares y como es usual el primer paso es realizar la transformada de Legendre respecto a

las velocidades. Para esto se define el momento canónico como

pi =
∂L

∂q̇i
(i = 1, ..., N) , (2.7)

se puede pensar en la definición anterior como un conjunto de transformaciones entre mo-

mentos p y velocidades q̇ de modo que en un sistema regular estas relaciones son invertibles

por lo que es posible escribir el conjunto de velocidades generalizadas q̇ como función de

q y p. La condición bajo la cual esto es posible la da el teorema de la función inversa, el

cual establece que el conjunto de transformaciones p = p(q, q̇) será invertible si y solo si el

determinante de la matriz Jacobiana es diferente de cero∣∣∣∣∂pi∂q̇j

∣∣∣∣ 6= 0, (2.8)
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o en términos de la definición de momento (2.7)∣∣∣∣ ∂2L

∂q̇i∂q̇j

∣∣∣∣ 6= 0, (2.9)

es decir, la misma condición que se estableció para la matriz H en (2.6). En el caso regular el

Hamiltoniano del sistema se define mediante la transformada de Legendre H(q, p) ≡ piq̇i−L
[12] [14], que es una función de las coordenadas q y momentos p gracias a la eliminación de

todas las velocidades q̇ utilizando las transformaciones inversas a (2.7). Al espacio definido

por el conjunto de pares q y p se le llama espacio fase Γ. La dinámica del sistema estará

determinada por las ecuaciones de Hamilton:

q̇i =
∂H

∂pi
, (2.10)

ṗi = −∂H
∂qi

, (2.11)

las cuales se pueden deducir del principio de Hamilton escribiendo la acción del sistema

como

S =

∫
dt
[
piq̇i −H

]
. (2.12)

Sin embargo, las teoŕıas f́ısicas que describen las interacciones fundamentales de la natu-

raleza (en particular Relatividad General) son descritas por Lagrangianos singulares, este

tipo de sistemas se caracterizan por la existencia de constricciones en el sistema, esto es,

relaciones entre las variables del espacio fase Γ.

Un sistema es singular si el determinante de la matriz H definida en (2.6) es cero y se

supondrá que su rango es M ′ [13]. Por construcción dicha matriz es de tamaño N × N ,

siendo N el número de coordenadas generalizadas, por lo tanto, si H es singular el rango de

la matriz será M ′ < N . En este caso el conjunto de relaciones (2.7) no serán independientes

entre śı y no será posible determinar todas las velocidades generalizadas como funciones de

q y p, es decir, existirá un conjunto de relaciones de la forma

φm(q, p) = 0, m = 1, ...,M, (2.13)

que se obtienen directamente de la definición de los momentos (2.13) y en general M ′ ≤M .

Relaciones de la forma (2.13) son llamadas constricciones primarias [13] ya que se derivan

directamente de la definición de momentos.

Ya que el rango de la matriz H es igual a M ′, habrá M ′ ecuaciones independientes en (2.13),
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las cuales definirán el subespacio de constricciones Γ1 ⊆ Γ de dimensión 2N −M ′ sobre el

cual el sistema evolucionará en el tiempo.

Se debe imponer cierta condición sobre la forma de las constricciones primarias para garan-

tizar la independencia entre las constricciones primarias. Se supondrá que las constricciones

primarias φm satisface la condición de regularidad [12] [13]:

Todas las constricciones primarias φ son independientes, i. e., el Jacobiano ∂φm

∂(q,p) es de

rango M ′ en Γ1.

2.3 Ecuaciones débiles y fuertes

La existencia de constricciones en el sistema motiva a reconsiderar el concepto

de igualdad cuando se aplica a relaciones que involucran funciones del espacio fase. Para

ejemplificar este punto consideremos, por simplicidad, que se tiene una constricción de la

forma

x = 0, (2.14)

es claro que el paréntesis de Poisson entre el momento canónico px con el lado izquierdo

de esta ecuación es diferente al paréntesis de Poisson con el dado derecho (1=0). Este

simple ejemplo muestra que si se sustituye a x por 0 en alguna expresión antes de calcular

el paréntesis de Poisson de interés, en este caso con px, conducirá a resultados incorrectos.

Por lo tanto ecuaciones de la forma x = 0 deben usarse con cuidado y tienen un nombre

y una notación especial, llamada igualdad débil [13] [15]. Por esto al hablar de igualdades

entre funciones del espacio fase será necesario especificar el subespacio de constricciones en

el cual la igualdad es válida y en lo sucesivo el śımbolo ≈ se usará para indicar una igualdad

que es únicamente válida en el subespacio en que las constricciones se anulan. En general

si una función del espacio fase F (q, p) únicamente se anula en el subespacio Γ1 se dirá que

es débilmente igual a cero:

F (q, p) ≈ 0⇔ F (q, p) |Γ1= 0. (2.15)

Por otra parte se dirá que una función es fuertemente igual a cero si

F = 0⇔ F |Γ1= 0 y

(
∂F

∂qi
,
∂F

∂pi

)∣∣∣∣
Γ1

= 0. (2.16)
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Una función que es débilmente cero puede ser escrita como una combinación lineal de

constricciones: G ≈ 0⇒ G = giφi [13], donde gi son funciones arbitrarias del espacio fase.

2.4 Hamiltoniano canónico

El siguiente paso en el análisis es introducir el Hamiltoniano canónico H0 [13], lo

cual se obtiene mediante la transformada de Legendre usual

H0 (q(t), p(t)) ≡ q̇ipi − L (q, q̇) . (2.17)

Es importante mencionar que q̇ se introducen en H0 solo mediante la combinación p(q, q̇)

definida por (2.13), por lo cual H0 es solo función de q y p. Para verificar esto se calcula el

cambio δH0 inducido por la variación arbitraria de las variables

δH0 = q̇iδp
i + δq̇ip

i − δq̇i
∂L

∂q̇i
− δqi

∂L

∂qi

= q̇iδp
i − δqi

∂L

∂qi
, (2.18)

donde se ha utilizado la definición de los momentos. Esto demuestra que efectivamente H0

es una función únicamente de p y q.

Para determinar el efecto que produce la existencia de constricciones en la dinámica del

sistema se calcularán las ecuaciones de movimiento, para esto se escribe la acción S en

términos del Hamiltoniano

S =

∫ (
q̇ip

i −H0

)
dt, (2.19)

y cuya variación es

δS = δ

∫ (
q̇ip

i −H0

)
dt

=

∫ [
δqi

(
−ṗi − ∂H0

∂qi

)
+ δpi

(
q̇i −

∂H0

∂pi

)]
dt = 0, (2.20)

en esta expresión δq y δp no son independientes entre śı ya que deben ser consistentes con

las constricciones primarias halladas

δφm(q, p) = δqi
∂φm

∂qi
+ δpi

∂φm

∂pi
= 0, (2.21)
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de modo que se tienen las siguientes condiciones (2.20) y (2.21):

δqi

(
−ṗi − ∂H0

∂qi

)
+ δpi

(
q̇i −

∂H0

∂pi

)
= 0, (2.22)

δqi
∂φm

∂qi
+ δpi

∂φm

∂pi
= 0, (2.23)

dichas condiciones deben cumplirse para sistemas singulares. Comparándolas se obtienen

las siguientes ecuaciones de movimiento que también son consistentes con las constricciones

del sistema

q̇i ≈
∂H0

∂pi
+ λm

∂φm

∂pi

≈ ∂H1

∂pi
, (2.24)

ṗi ≈ −∂H0

∂qi
− λm

∂φm

∂qi

≈ −∂H1

∂qi
, (2.25)

donde se ha definido el Hamiltoniano primario [13]

H1 ≡ H0 + λmφ
m, (2.26)

λm son funciones arbitrarias del espacio fase y son llamadas multiplicadores de Lagrange.

Se define el paréntesis de Poisson entre dos funciones del espacio fase F (q, p) y G(q, p) como

es usual [14]

{F,G} ≡ ∂F

∂qi

∂G

∂pi
− ∂F

∂pi
∂G

∂qi
. (2.27)

Con esto las ecuaciones de Hamilton (2.24) y (2.25) se escriben de manera más concisa como

ṗi =
{
pi, H1

}
(2.28)

≈
{
pi, H0

}
+ λm

{
pi, φm

}
,

q̇i = {qi, H1} (2.29)

≈ {qi, H0}+ λm {qi, φm} .

En general, la evolución temporal de cualquier función del espacio fase F (q, p) se escribe

como

Ḟ = {F,H1}

≈ {F,H0}+ λm {F, λm} . (2.30)
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2.5 Condición de consistencia y constricciones secundarias

Como se ha visto la existencia de constricciones en la teoŕıa determina su dinámica

y en este sentido define la naturaleza del sistema, por lo tanto es lógico esperar que las

constricciones encontradas se conserven durante la evolución del sistema lo cual garantiza

que el sistema con el que se inicia sea el mismo con el que se trabaja luego de su evolución.

Con lo anterior en mente se impone sobre las constricciones la condición de que deben

conservarse durante la evolución del sistema (Condición de Consistencia) [13] al menos

sobre el subespacio Γ1 y ya que el generador de evolución temporal es el Hamiltoniano

primario esta condición se establece como

φ̇m = {φm, H1}

≈ {φm, H0}+ λm′

{
φm, φm

′
}
≈ 0. (2.31)

La imposición de esta condición sobre las constricciones primarias conduce (para cada cons-

tricción φ) a una de las siguientes posibilidades

1. La condición de consistencia se reduce a una identidad, 0 ≈ 0, es decir, se satisface

automáticamente luego de usar las constricciones primarias.

2. Se reduce a una ecuación que es independiente de los multiplicadores de Lagrange

λ y de las constricciones primarias, implicando nuevas relaciones entre las variables

dinámicas del sistema que llamaremos constricciones secundarias: ϕ(q, p) ≈ 0.

3. La condición de consistencia impone una restricción sobre alguno de los multipli-

cadores de Lagrange λ.

Si se encuentran constricciones secundarias en la teoŕıa se define el Hamiltoniano secundario

H2 por medio de nuevos multiplicadores de Lagrange

H2 = H0 + λmφ
m + αlϕ

l, (2.32)

siendo l = 1, ..., L el número de constricciones secundarias que se encontraron y αl un nuevo

conjunto de multiplicadores de Lagrange. Estas constricciones definen un nuevo subespacio

Γ2 de Γ, tal que Γ2 ⊆ Γ1. La noción de igualdad débil o fuerte se define ahora respecto

al subespacio Γ2. Las constricciones secundarias también deben satisfacer la condición de

consistencia, esta vez dada en términos del Hamiltoniano secundario en una forma similar
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a (2.31). La imposición de la condición de consistencia sobre las constricciones secundarias

conducirá a un nuevo conjunto de constricciones o permitirá determinar alguno de los mul-

tiplicadores de Lagrange, etc. El procedimiento es finito de modo que al final la condición

de consistencia no dará nueva información ya que su imposición conducirá a identidades

del tipo 0 ≈ 0 o bien habrá permitido determinar el valor de todos los multiplicadores de

Lagrange.

La distinción entre constricciones primarias y secundarias o superiores no es importante y

en lo siguiente no se hará distinción entre ellas.

El conjunto completo de constricciones halladas se denotará por {φs} (s = 1, ..., S) siendo

S el número total de constricciones. El total de constricciones definirá un nuevo subespacio

Γs ⊆ ... ⊆ Γ1 ⊆ Γ del espacio fase y será respecto a este nuevo subespacio que la noción de

igualdad fuerte y débil tendrá sentido.

El generador de evolución temporal ya tendrá en cuenta la información de todas las con-

stricciones presentes en el sistema mediante una combinación lineal de las constricciones [13]

Hs ≡ H0 + λsφ
s (2.33)

y nuevamente se impondrá la condición de consistencia sobre las constricciones φs:

φ̇s
′ ≈

{
φs

′
, H0

}
+ λs

{
φs

′
, φs
}
≈ 0, (2.34)

lo anterior se puede pensar como un conjunto de ecuaciones inhomogéneas en los multipli-

cadores λ. Suponiendo que (Va)s (q, p), donde el sub́ındice a denota las componentes de Vs,

son todas las soluciones independientes de la ecuación homogénea

(Va)s

{
φs

′
, φs
}
≈ 0, (2.35)

y U(q, p) son soluciones particulares de la ecuación inhomogénea (2.34), por lo tanto, en

general los multiplicadores de Lagrange serán de la forma

λs = Us + va (Va)s , (2.36)

siendo va coeficientes arbitrarios. Sustituyendo lo anterior en la ecuación (2.33) se define el

Hamiltoniano Total HT el cual generará la evolución de cualquier variable dinámica

HT ≡ H ′ + vaφ
a, (2.37)
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donde

H ′ = H0 + Usφ
s, (2.38)

φa = (Va)s φ
s. (2.39)

Como se ha visto, en sistemas singulares es posible que el Hamiltoniano Total contenga en

su definición funciones arbitrarias del tiempo va. Por lo tanto, la evolución de las variables

dinámicas no está determinada uńıvocamente por las condiciones iniciales.

En este punto es importante mencionar que la condición de consistencia no solo tiene

implicaciones en el formalismo, permitiendo fijar algunos multiplicadores de Lagrange o

generando nuevas constricciones, también a nivel f́ısico su imposición implica la existencia

de simetŕıas en el sistema. Como se sabe, el hecho de que una función del espacio fase sea

tal que su paréntesis de Poisson con el generador de evolución temporal (en este caso HT )

sea cero implica la existencia de una constante de movimiento y por tanto la existencia de

una simetŕıa en el sistema [13].

2.6 Constricciones de primera y segunda clase

En este punto es conveniente definir lo que se entenderá como cantidades de

primera y segunda clase [13] [16]:

Definición: Se dice que una función del espacio fase F es de primera clase si el paréntesis

de Poisson de dicha función con todas las constricciones es débilmente cero

{F, φs} ≈ 0, (2.40)

de otra forma se dirá que la función es de segunda clase.

Si una cantidad R(q, p) es de primera clase, se satisface la igualdad

{R,φs} = Rsrφ
r ≈ 0, (2.41)

donde Rsr son funciones arbitrarias del espacio fase. De esto se deduce que el paréntesis de

Poisson de dos constricciones de primera clase R y S es también de primera clase:

{{R,S} , φs} = {{R,φs} , S} − {{S, φs} , R}

= Rsr {φr, S}+ {Rsr, S}φr − Ssr {φr, R} − {Ssr , R}φr

≈ 0. (2.42)
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Se puede demostrar que H ′ y φa = (Va)s φ
s son de primera clase. Para comprobar esto se

calcula

{
H ′, φs

}
≈

{
H ′, φs

}
+ va (V a)s′

{
φs

′
, φs
}

≈ {HT , φ
s}

≡ −φ̇s ≈ 0, (2.43)

se ha sumado un cero débil de la forma va (V a)s′
{
φs

′
, φs
}
≈ 0, lo cual es cierto ya que V a

son soluciones generales de la ecuación homogénea (2.35). La última linea se cumple ya que

todas las constricciones satisfacen la condición de consistencia. Esto demuestra que H ′ es

de primera clase

Por otro lado, considérese el paréntesis de Poisson entre todas las constricciones halladas

φs y consideremos nuevamente el conjunto de soluciones V a, luego

0 = (Va)s

{
φs, φs

′
}

≈
{
φa, φs

′
}
, (2.44)

lo cual demuestra que φa = (V a)sφ
s es de primera clase. Este resultado es importante y en

lo siguiente se hará referencia a ello.

Una vez determinado el total de las constricciones del sistema nos preguntamos cuántas

y cuáles son las constricciones de primera clase presentes en la teoŕıa. Para este fin se

construye una matriz cuyas entradas están dadas por el paréntesis de Poisson entre todas

las constricciones

Wmn ≡ {φm, φn} , (2.45)

y de tamaño S×S, siendo S el número total de constricciones que presenta el sistema. Esta

matriz permite no solo conocer el número de constricciones de primera clase sino también

su forma. Si detW ≈ 0 la matriz tendrá rango R < S y nulidad S−R. Por lo tanto existirán

S −R vectores nulos Va, a = 1, ..S −R, los cuales por definición cumplen que

{φm, φs} (Vs)a = 0, (2.46)

esto es

{φm, φs (Vs)a} ≈ 0, (2.47)
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por lo tanto, se tiene un conjunto de constricciones de primera clase dadas por φs (Vs)a ≡ γa,
como ya se hab́ıa demostrado antes. Por otra parte, habrá R constricciones de segunda clase

denotadas por χ.

El álgebra entre las constricciones de primera y segunda clase debe ser de la forma

{γa, γb} = Acabγc +Bde
abχdχe, (2.48)

{γa, χb} = Ccabγc +Dd
abχd, (2.49)

donde A, B, C, D son funciones del espacio fase. En (2.48) solo pueden aparecer términos

cuadráticos en χ para que se cumpla que el paréntesis de Poisson entre dos constricciones

de primera clase sea también de primera clase [13].

2.7 Transformaciones de norma

Una vez realizada la clasificación de las constricciones en primera y segunda clase

se verá que consecuencia tiene su existencia en la dinámica del sistema. Se define el Hamil-

toniano Extendido, en el que ya se hace una distinción expĺıcita entre constricciones de

primera y segunda clase

HE = H0 + Umχ
m + vaγ

a

= H ′ + vaγ
a, (2.50)

donde U es el conjunto de multiplicadores que pudieron determinarse, mientras que va son

funciones arbitrarias del espacio fase. La evolución de las variables dinámicas está restrin-

gida al subespacio ΓE definido por las constricciones de primera y segunda clase y está es

generada por el Hamiltoniano Extendido HE , de modo que para una función del espacio

fase F (q(t), p(t)) se tiene

Ḟ = {F,HE} ≈
{
F,H ′

}
+ va {F, γa} . (2.51)

Esto muestra que la evolución del sistema presenta una arbitrariedad debido a la presencia

de los coeficientes arbitrarios va. Sin embargo la mecánica clásica es determinista por lo

tanto esta arbitrariedad no puede tener significado f́ısico. Es decir, dados dos estados con

las mismas condiciones iniciales pero diferentes conjuntos va deben ser f́ısicamente equiva-

lentes, se dirá que estos sistemas son equivalentes de norma [13].
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Consideremos una función del espacio fase F (q(t), p(t)), con unas condiciones iniciales

F (0) ≡ F (q(0), p(0)) y su cambio luego de un tiempo δt además de dos conjuntos diferentes

de funciones {va} y {v′a}. El valor de F (t) después de un corto intervalo de tiempo δt se

puede calcular expandiendo en serie alrededor de t = 0 y a primer orden en δt

Fv(δt) = F (0) + δtḞ = F (0) + δt {F,HT }

≈ F (0) + δt
[{
F,H ′

}
+ va {F, φa}

]
(2.52)

por otro lado, para la misma variable y mismas condiciones iniciales, pero diferente conjunto

v′a lo anterior es

Fv′(δt) ≈ F (0) + δt
[{
F,H ′

}
+ v′a {F, φa}

]
. (2.53)

La diferencia entre ambos estados es de la forma

δF = Fv − Fv′ ≈
(
va − v′a

)
δt {F, γa}

= εa {F, γa}

≈ {F, εaγa} (2.54)

donde εα ≡ (va − v′a) δt. El cambio δF no es f́ısico por hipótesis, aśı que Fv′(δt) = Fv(δt)−
δF corresponde al mismo estado f́ısico. Se llega a la conclusión de que las constricciones

de primera clase generan transformaciones no f́ısicas de las variables dinámicas, conocidas

como transformaciones de norma [13], que no alteran el estado f́ısico del sistema y este

cambio es generado por la combinación lineal de constricciones de primera clase εaγ
a.

Para variables dinámicas invariantes de norma (variables tales que su paréntesis de Poisson

con los generadores de norma γ es débilmente cero), la evolución dada por H ′, HT y HE es

la misma. Para cualquier otra variable se debe utilizar HE para tomar en cuenta toda la

simetŕıa de norma.

Las ecuaciones de movimiento para el formalismo extendido pueden derivarse de un principio

de acción extendido

SE [q, p, v] =

∫ [
q̇ipi −H ′ − vaφa

]
dt, (2.55)

del cual se derivan las ecuaciones de movimiento

Ḟ ≈ {F,HE} , (2.56)

φ ≈ 0. (2.57)
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Una vez que se ha hecho la clasificación entre constricciones de primera y segunda clase se

procede a realizar el conteo de grados de libertad [13].

Definición: Los grados de libertad de un sistema son el número de variables f́ısicas in-

dependientes necesarias para describir al sistema.

En este contexto, el conteo de grados de libertad se realiza de la siguiente manera

GL =
1

2
[(Núm. de variables dinámicas)− 2 (Núm. de constricciones de primera clase)

− (Núm. de constricciones de segunda clase)] , (2.58)

en esta fórmula el factor 1
2 se incluye porque se está considerando como variables dinámicas

el conjunto completo de coordenadas generalizadas q y sus correspondientes momentos

canónicos p. Se cuenta dos veces el número de constricciones de primera clase debido al

doble carácter de éstas, como constricciones del sistema y como generadores de simetŕıas

de norma.

2.8 Condiciones de norma

Como se ha podido comprobar la existencia de constricciones de primera clase im-

plica una ambigüedad en la evolución del sistema permitiendo la existencia de un conjunto

de estados f́ısicos equivalentes entre śı y relacionados por una transformación de norma.

Geométricamente se interpreta que estos estados definen un subespacio en el espacio fase

donde cada punto representa un estado f́ısicamente equivalente y relacionados entre ellos

por medio de una transformación de norma.

Es posible eliminar esta ambigüedad en la dinámica del sistema al imponer ciertas condi-

ciones sobre las variables dinámicas con el objetivo de que haya una correspondencia uńıvoca

entre las condiciones iniciales y el estado final del sistema. A este proceso se le conoce como

fijación de la norma. Por medio de este procedimiento se elimina cualquier libertad de

norma f́ısicamente irrelevante en la descripción del sistema.

El conjunto de condiciones de norma [13] se introduce como nuevas constricciones en el

sistema

Ωα(q, p) ≈ 0, α = 1, ..., Ncn, (2.59)

donde Ncn es el número de condiciones de norma introducidas. Un buen conjunto de

condiciones de norma debe cumplir con los siguientes requerimientos
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1. El número de constricciones de primera clase es igual al número de condiciones de

norma,

2. Deben fijar totalmente la norma, es decir, no existirá ninguna constricción de primera

clase γa tal que {Ωα, γ
a} va ≈ 0 a menos que va = 0.

Es decir que el conjunto de constricciones de primera clase junto con las condiciones de

norma forman un conjunto de constricciones de segunda clase.

La forma en que se definen estas condiciones no viene dada por el propio formalismo sino

que debe ser introducida de manera conveniente. Las condiciones anteriores solo garantizan

que la norma es correctamente fijada, mientras que la cuestión de su validez global es en

general un problema abierto. En algunos casos la geometŕıa del problema puede ser tal que

condiciones de norma globales no existan.

2.9 Paréntesis de Dirac

Es posible definir un análogo al paréntesis de Poisson que tome en cuenta la

clasificación de constricciones, a este nuevo paréntesis se le conoce como paréntesis de

Dirac [13] [17]. Es el paréntesis de Dirac el cual será promovido a conmutador en el proceso

de cuantización. Para dos funciones F y G del espacio fase el paréntesis de Dirac se define

como

{F,G}D ≡ {F,G} − {F, χ
m}C−1

mn {χn, G} , (2.60)

donde (Cmn)−1 es la matriz inversa de Cmn cuyas entradas están dadas por el paréntesis de

Poisson entre las constricciones de segunda clase: Cmn ≡ {χm, χn}. Es importante notar

que esta matriz es antisimétrica por definición y con determinante diferente de cero, ya que

χm son de segunda clase, lo que implica que su dimensión es par.

El paréntesis de Dirac cumple con las siguientes propiedades

1. Antisimetŕıa: {A,B}D = −{B,A}D,

2. Linealidad: {C,αA+ βB}D = α {C,A}D + β {C,B}D,

3. {A,BC}D = {A,B}C +B {A,C}D,

4. Identidad de Jacobi: {A, {B,C}D}D + {B, {C,A}D}D + {C, {A,B}D}D = 0,
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y adicionalmente con

5 Para cualquier función F y χm: {F, χm}D = 0,

6 Para G de primera clase y cualquier F : {F,G}D ≈ {F,G}.

Las ecuaciones de movimiento se escriben como

Ḟ = {F,HE}D . (2.61)

Como se ha visto, el método de Dirac es una generalización del formalismo Hamiltoniano

usual para el caso en que el sistema presenta constricciones. Con él se puede conocer la

dinámica del sistema a través del Hamitoniano Extendido, el número de grados de liber-

tad del sistema y los paréntesis de Dirac los cuales son una generalización del paréntesis

de Poisson. La importancia de este formalismo no puede subestimarse y su utilidad se

ha comprobado muchas veces al haberse aplicado con éxito a teoŕıas BF [5], el electro-

magnetismo [18] o Relatividad General [19], etc. En los siguientes caṕıtulos se aplicará el

formalismo de Dirac estricto a una teoŕıa BF en cuatro dimensiones y a una acción tipo

Holst en tres dimensiones.



Caṕıtulo 3

Formalismo de Faddeev - Jackiw

para sistemas singulares

El método de Faddeev-Jackiw [FJ] [20] [21] permite analizar sistemas singulares

desde un enfoque más accesible que el método de Dirac, ya que en este formalismo no

existe distinción entre constricciones primarias y secundarias, ni es necesario realizar la

clasificación de constricciones en primera y segunda clase, cuestión que resulta tediosa en

muchos casos. El formalismo de FJ es un método en el cual toda la información relevante

del sistema esta codificada en la construcción de una matriz simpléctica y sus vectores nulos.

Este método permite obtener toda la información f́ısica relevante del sistema tal como el

número de grados de libertad, las constricciones del sistema, transformaciones de norma,

los paréntesis generalizados de FJ, etc.

El formalismo de FJ se aplica a Lagrangianos lineales en las velocidades generalizadas.

Es importante mencionar que siempre es posible llevar Lagrangianos cuadráticos en las

velocidades a una forma lineal mediante la introducción de variables auxiliares y que serán

consideradas nuevas variables simplécticas. El método ha sido utilizado con éxito para

analizar teoŕıas BF [6], el invariante de Euler [22], Relatividad General en la formulación

de Bonzom -Livine [23], la teoŕıa de Maxwell [24], etc.

22
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3.1 Lagrangiano lineal en las velocidades

El formalismo de FJ está formulado para Lagragianos lineales de la forma

L = a(ξ)ξ̇ − V, (3.1)

donde ξ denota el conjunto total de variables dinámicas que describen al sistema.

El procedimiento para llevar a una forma lineal en las velocidades el Lagrangiano de un

sistema que en un comienzo es cuadrático en éstas se basa en la transformada de Legen-

dre que es usada para pasar al formalismo Hamiltoniano [25] ya que para un sistema con

coordenadas q y momentos p el Hamiltoniano asociado se calcula como H = q̇p − L [14],

esta relación implica que L = q̇p−H, es decir, una vez que se conoce el Hamiltoniano del

sistema H, éste permitirá escribir una versión lineal en las velocidades del Lagrangiano L,

esto puede parecer redundante para un sistema regular, sin embargo, para sistemas singu-

lares se verá que este formalismo permite un análisis menos tedioso en términos de cálculo

que el método de Dirac.

Es importante mencionar que una vez introducido este conjunto de nuevas variables (obtenidas

v́ıa la relación p = ∂L
∂ξ̇

), se deberá considerar al mismo nivel que el conjunto de coordenadas

generalizadas originales, es decir, una vez que han ayudado a definir un Lagrangiano de la

forma (3.1) tanto q como p (o alguna otra variable auxiliar introducida) se considerarán

variables simplécticas al mismo nivel.

Para ilustrar la forma en que se lleva un lagrangiano cuadrático en las velocidades a una

forma lineal [25], considérese un Lagrangiano dependiente de un conjunto de N coordenadas

generalizadas qi y sus velocidades q̇i de la forma

L(q, q̇) =
1

2
q̇iq̇

i − V (q). (3.2)

El momento canónico conjugado a las coordenadas es por definición pi ≡ ∂L
∂q̇i

= q̇i. Luego

el Hamiltoniano H es de la forma

H(q, p) = q̇ip
i − L =

1

2
pip

i + V (q). (3.3)

Una vez que se conoce el Hamiltoniano H, la transformada de Legendre nos permite escribir

una versión lineal en las velocidades del Lagrangiano simpléctico

L(q, q̇, p) = q̇ip
i −H

= q̇ip
i − 1

2
pip

i − V (q). (3.4)
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Para lograr esto se necesitó la introducción de funciones auxiliares (en este caso los mo-

mentos canónicos) que ampĺıan el número de variables que describen el sistema, pasando

de un conjunto (qi, q̇i) a un conjunto (qi, q̇i, p
i). Finalmente veamos que este procedimiento

no afecta la dinámica del sistema. Las ecuaciones de Euler-Lagrange que se obtienen del

Lagrangiano (3.4) son

ṗi − ∂V

∂qi
= 0,

q̇i − pi = 0..

Este conjunto de ecuaciones acopladas son equivalentes a las que se obtienen del Lagrangiano

original (3.2). 1

3.2 Formalismo de Faddeev-Jackiw

Consideremos un Lagrangiano lineal en las velocidades de la forma [21] [26] [27]

L(0)
(
ξ, ξ̇, ∂iξ

)
= a

(0)
A (ξ) ξ̇(0)A − V (0) (ξ) , (3.5)

donde ξ(0) denota el conjunto total de N variables simplécticas que describen al sistema

(coordenadas generalizadas qi′ y momentos canónicos πi
′′

u otro conjunto de variables

dinámicas),

ξ(0) ≡
(
ξ(0)A

)
=
(
qi′ , π

i′′
)
, (3.6)

los ı́ndices toman valores A = 1, ..., N , i′ = 1, ..., n′ y i′′ = 1, ..., n′′ tal que n′ + n′′ = N .

Aqúı V (0) es llamado potencial simpléctico y a
(0)
A es función de ξ(0) y se le conoce como una

1-forma.

Las ecuaciones de Euler -Lagrange que emergen de la variación de un Lagrangiano de la

forma anterior se pueden escribir como [21]

f
(0)
AB ξ̇

(0)B =
∂V (0) (ξ)

∂ξ(0)A
, (3.7)

donde

f
(0)
AB =

∂a
(0)
B

∂ξ(0)A
−

∂a
(0)
A

∂ξ(0)B
. (3.8)

1Por supuesto este es un ejemplo muy particular pero ilustrativo y en general uno puede tener un la-
grangiano de cualquier forma L(qi, q̇i), a partir del cual se obtienen los momentos canónicos ṗi y se calcula el
Hamiltoniano del sistema (o el Hamiltoniano canónico Hc en caso de que el sistema presente constricciones)
H = q̇ip

i − L y por tanto el Lagrangiano lineal es L = q̇ip
i −H.
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f (0) es una matriz antisimétrica de tamaño N ×N llamada matriz simpléctica (en el caso

regular f (0) toma la forma de la matriz simpléctica, usualmente denotada por J). Por

supuesto hay dos casos posibles: que f (0) sea regular o singular.

Si el determinante de f (0) es diferente de cero se dirá que el sistema es regular y existirá la

matriz inversa
[
f (0)

]−1
a f (0), si este es el caso se podrán conocer de forma uńıvoca todas

las velocidades

ξ̇A =
[
f (0)−1

]
AB

∂V (0) (ξ)

∂ξB
, (3.9)

es decir las ecuaciones de movimiento del sistema (y por tanto su dinámica) están bien

definidas y dadas ciertas condiciones iniciales se podrá conocer su estado a cualquier tiempo

posterior sin ambigüedades.

Es fácil comprobar que en el caso regular el Hamiltoniano correspondiente al Lagrangiano

(3.5) está dado por V (0). En este caso las variables simplécticas son las coordenadas genera-

lizadas y momentos conjugados ξA = (qi, pi) donde i = 1, ..., n y A = 1, ..., 2n. La evolución

temporal de las variables simplécticas está dada por

ξ̇(0)A =
{
ξ(0)A, H

}
=
{
ξ(0)A, V (0)

}
≡

n∑
i=1

[
∂ξ(0)A

∂ξ(0)i

∂V (0)

∂ξ(0)n+i
− ∂ξ(0)A

∂ξ(0)n+i

∂V (0)

∂ξ(0)i

]

=
n∑
i=1

[
∂ξ(0)A

∂ξ(0)i
δBn+i −

∂ξ(0)A

∂ξ(0)n+i
δBi

]
∂V (0)

∂ξ(0)B

=
n∑
i=1

[
∂ξ(0)A

∂ξ(0)i

∂ξB

∂ξ(0)n+i
− ∂ξ(0)A

∂ξ(0)n+i

∂ξB

∂ξ(0)i

]
∂V (0)

∂ξ(0)B

=
{
ξ(0)A, ξ(0)B

} ∂V (0)

∂ξ(0)B
. (3.10)

Comparando (3.9) y (3.10):

ξ̇(0)A =
[
f (0)

]−1

AB

∂V (0)

∂ξ(0)B
=
{
ξ(0)A, ξ(0)B

} ∂V (0)

∂ξ(0)B
, (3.11)

se implica que existe una relación entre las entradas de la matriz inversa
[
f (0)

]−1
y el

paréntesis de Poisson de las variables simplécticas (en el caso de sistemas con constricciones

la relación que se establece es con el paréntesis de Dirac). Esto motiva a definir el paréntesis

generalizado de Faddeev - Jackiw como{
ξ(0)A, ξ(0)B

}
FJ
≡
[
f (0)−1

]
AB

. (3.12)



26 Caṕıtulo 3: Formalismo de Faddeev - Jackiw para sistemas singulares

Sin embargo el caso de interés para teoŕıas de norma es aquel donde el det
[
f

(0)
AB

]
= 0, es

decir, cuando el sistema es singular [20] [21], lo cual implica la existencia de constricciones

en la teoŕıa, esto es, un conjunto de relaciones independientes entre śı de las variables

simplécticas. En cierto sentido se puede pensar que todo el formalismo está desarrollado

con el objetivo de poder construir un tensor simpléctico [f
(0)
AB]−1, ya que sus componentes

están relacionadas con los paréntesis de Dirac y en última instancia estos paréntesis serán

promovidos a conmutadores en el proceso de cuantización del sistema de interés. Ya que

f (0) es singular, tendrá un rango R (R < N) y nulidad M = N −R, siendo N el número de

variables simplecticas del sistema, es decir existirán M vectores nulos v
(0)
m (m = 1, ..,M) de

la matriz f (0) tal que (
v(0)
m

)
A
f

(0)
AB = 0. (3.13)

Multiplicando a la ecuación (3.7) por la izquierda por v
(0)
m

0 =
(
v(0)
m

)
A
f

(0)
AB ξ̇

(0)B =
(
v(0)
m

)
A

∂v(0)

∂ξ(0)A
, (3.14)

es decir se tiene un conjunto de M constricciones de la forma [20] [21]:

Ω(0)
m (ξ) =

(
v(0)
m

)
A

∂V (0)

∂ξ(0)A
= 0. (3.15)

De manera similar a lo que ocurre en el formalismo de Dirac se impone que la evolución

temporal de las constricciones Ω(0) sea nula (condición de consistencia) [21]

Ω̇(0)
m =

∂Ω
(0)
m

∂ξ(0)A
ξ̇(0)A = 0. (3.16)

La información relevante del sistema está dada por las ecuaciones (3.7) y (3.16), i. e., las

ecuaciones de movimiento que implican la existencia de constricciones y la conservación de

dichas constricciones:

f
(0)
AB ξ̇

(0)B =
∂V (0)

∂ξ(0)A
,

∂Ω
(0)
m

∂ξ(0)B
ξ̇(0)B = 0. (3.17)

Es posible escribir ambas ecuaciones en una sola expresión al definir la matriz

f̄
(0)
AB ≡


f

(0)
AB

∂Ω
(0)
m

∂ξ(0)B

 , (3.18)
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y el vector

ZA ≡


∂V (0)

∂ξ(0)A

0

 , (3.19)

donde f̄ (0) es un matriz de tamaño (N +M)×N y Z es un vector de tamaño 1×N . Con

estas definiciones las ecuaciones (3.17) se escriben como

f̄
(0)
AB ξ̇

(0)B = ZA (ξ) . (3.20)

Aun cuando f̄ (0) no es una matriz cuadrada, ésta puede tener un conjunto de vectores

nulos v̄
(0)
m̄

(
m̄ = 1, ..., M̄ 6 N

)
los cuales proporcionan información sobre la existencia de

constricciones adicionales en la teoŕıa [21]. Multiplicando por la izquierda a la ecuación

(3.20) por v̄
(0)
m̄ se obtiene un conjunto de relaciones de la forma

Ω
(1)
m̄ ≡

(
v̄

(0)
m̄

)
A
ZA |Ω(0)=0= 0. (3.21)

La sustitución
(
v̄

(0)
m̄

)
A
ZA |Ω(0)=0 implica que las constricciones Ω

(0)
m ya no aparecerán en el

desarrollo posterior. Una vez que se toman en cuenta las constricciones Ω(0) la condición

(3.21) puede conducir a identidades de la forma 0 = 0 o a un nuevo conjunto de constric-

ciones Ω(1), si ocurre este último caso se impone nuevamente la condición de consistencia

sobre estas nuevas constricciones: Ω̇(1) = 0, definiendo una nueva matriz ¯̄f (1) de una manera

similar a f̄ (0) y un nuevo vector Z̄. Calculando los vectores nulos de ¯̄f (1) y contrayéndolos

con Z̄ se podrán obtener identidades o nuevas constricciones a las cuales se les impondrá

la condición de consistencia, etc. El proceso es finito y continúa hasta que la condición de

consistencia no genere nuevas constricciones.

Luego de un número n de pasos se ha determinado un total de M ′ constricciones del sis-

tema (su evolución temporal no implica nuevas constricciones): Ω
(n)
m′ (m′ = 1, ...,M ′). La

información de las constricciones encontradas se agrega al Lagrangiano v́ıa un conjunto de

multiplicadores de Lagrange λ
(n)
m′ , esto es [20] [21]

L(n) = a
(0)
A ξ̇(0)A + λ̇

(n)
m′ Ω(n)m′ − V (n) (ξ) , (3.22)

donde V (n) ≡ V (0) |Ω(0)=0,Ω(1)=0,...,Ω(n)=0. Se considerará al conjunto de multiplicadores de

Lagrange λ como nuevas variables simplécticas adicionales, como consecuencia el conjunto
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de variables simplécticas se ampĺıa y se denotará por ξ(n):

ξ(n) ≡
(
ξ(0), λ(n)

)
, (3.23)

siendo un conjunto de (N +M ′) variables. Aśı mismo del Lagrangiano (3.22) se identifica

una nueva 1-forma ampliada

a(n) ≡
(
a(0),Ω(n)

)
. (3.24)

Una vez que se ha determinado la forma final del Lagrangiano del sistema dado por (3.22) se

calculan las ecuaciones de Euler-Lagrange las cuales determinarán la dinámica del sistema

esta vez en términos del conjunto ampliado de variables simplécticas ξ(n). Las ecuaciones

de Euler-Lagrange que se derivan del Lagrangiano (3.22) están dadas por [20] [21]

f
(n)
AB ξ̇

(n)B =
∂V (n)

∂ξ(n)A
, (3.25)

en este caso A,B = 1, ..., N,N + 1, ..., N + M ′. La matriz simpléctica asociada f
(n)
AB =

∂a
(n)
B

∂ξ(n)A −
∂a

(n)
A

∂ξ(n)B tiene la forma expĺıcita:2

f (n) =

 f (0) ∂Ω
∂ξ

−
(
∂Ω
∂ξ

)T
0

 . (3.26)

En el caso de que esta matriz sea regular existirá su inversa
[
f (n)

]−1
y a partir de ésta se

definirán los paréntesis generalizados de Faddeev-Jackiw[
f (n)

]−1

AB
≡
{
ξ(n)A, ξ(n)B

}
FJ

. (3.27)

Es importante mencionar que los paréntesis generalizados de Faddeev - Jackiw coinciden

con los paréntesis de Dirac obtenidos en el formalismo de Dirac al trabajar en el esquema

completo [21].

2Esto da la justificación para la introducción de los multiplicadores de Lagrange en la ecuación (3.22)

en la forma de derivadas temporales λ̇(n). Supóngase que se introdujeran en la forma L(n) = a
(0)
i ξ̇(0)i +

Ω
(n)

m′ λ
(n)m′

− V (n). En ese caso las ecuaciones de Euler-Lagrange que se obtendŕıan seŕıan

f (0)ξ̇ =
∂V (n)

∂ξ
,

Ω(n) = 0,

lo cual, por supuesto, es correcto. Sin embargo f (0) sigue siendo singular y por lo tanto esto no permite
determinar ni los paréntesis de FJ ni permite determinar la evolución del sistema de manera sencilla.
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Sin embargo, si aun después de obtener el conjunto completo de constricciones la matriz

f (n) continúa siendo singular implicará la existencia de simetŕıas de norma de modo que

será necesario fijar la norma con el objetivo de poder invertir la matriz simpléctica, es decir,

se deben elegir ciertas condiciones sobre las variables dinámicas de modo que estas condi-

ciones introducidas como nuevas constricciones hagan a la matriz simpléctica regular. La

elección de dichas condiciones es hasta cierto punto arbitraria ya que la única condición que

se exige es que permitan invertir la matriz f (n). Dichas condiciones de norma se agregan al

formalismo de manera similar a las constricciones Ω(n), es decir, mediante multiplicadores

de Lagrange, que ampĺıan el conjunto de variables simplécticas y la 1-forma, para luego cal-

cular la matriz simpléctica y su inversa, permitiendo identificar los paréntesis generalizados

de Faddeev-Jackiw.

La correspondencia entre las entradas de la matriz inversa
[
f (n)

]−1
, i.e., los paréntesis ge-

neralizados de Faddeev - Jackiw, con los paréntesis de Dirac es una de las caracteŕısticas

más importantes del formalismo de FJ. Esta relación se expresa en la siguiente proposición

Proposición: Si f (n) es regular entonces las entradas de la matriz inversa corresponden

con los paréntesis de Dirac entre las variables simplécticas:[
f (n)

]−1

AB
=
{
ξ(n)A, ξ(n)B

}
D
. (3.28)

Hay que señalar que este resultado es válido siempre que se trabaje en el esquema completo

del formalismo de Dirac [28] [29].

En este contexto, el conteo de grados de libertad se realiza como

Grados de libertad = Número de Variables Dinámicas

−Número de Constricciones Independientes, (3.29)

por supuesto en el conteo se deben tomar en cuenta las condiciones de norma en caso de

que haya sido necesario introducirlas para poder hacer invertible la matriz simpléctica.

El formalismo de FJ permite determinar las transformaciones de norma, las cuales dejan

invariante la acción del sistema [30]

Proposición: Sean
(
v

(n)
l

)
A

vectores nulos de f (n) (ecuación (3.26)), entonces

δξA = εl

(
v

(n)
l

)
A
, (3.30)
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donde l = 1, ..., L (número de vectores nulos) y A = 1, ..., N + M ′ (número de variables

simplécticas), son un conjunto de transformaciones que dejan invariante la acción del sis-

tema.

Demostración: Sea el conjunto de variables simplécticas ξ(n) =
(
ξ(0), λ(m)

)
y la 1-forma

a(n) =
(
a(0),Ω(m)

)
. El Lagrangiano del sistema se escribe como (3.22):

L(n) = a
(n)
A ξ̇(0)A − V (n). (3.31)

y por tanto la acción del sistema

S[ξ, ξ̇, λ̇] =

∫
dtL(n). (3.32)

El cambio de la acción bajo una variación infinitesimal de las variables δξ está dado por

δS =

∫
δL(n)dt =

∫
δξ(n)A

[
f

(n)
AB ξ̇

(n)B − ∂V (n)

∂ξ(n)A

]
dt, (3.33)

si δξA = εl

(
v

(n)
l

)A
, donde

(
v

(n)
l

)A
son los vectores nulos de f

(n)
AB

δI =

∫
εl

[(
v

(n)
l

)A
f

(n)
AB ξ̇

(n)B −
(
v

(n)
l

)A ∂V (n)

∂ξ(n)A

]
dt

=

∫
(−εl)

(
v

(n)
l

)A ∂V (n)

∂ξ(n)A
dt

=

∫
(−εl) Ω

(n)
l dt = 0, (3.34)

lo cual demuestra la proposición.

Se concluye este caṕıtulo con un pequeño comentario sobre el formalismo de FJ. Como

se ha visto es un método alternativo al formalismo de Dirac para tratar con teoŕıas singu-

lares aun cuando en este caso el Lagrangiano debe tener una forma lineal en las velocidades

generalizadas, se ha mostrado que es posible obtener una versión de esta forma de cualquier

Lagrangiano al introducir nuevas variables. Por otro lado, en términos de cálculo es más

simple ya que no se requiere de clasificar las constricciones del sistema en primer y se-

gunda clase como ocurre en el formalismo de Dirac, sin embargo se comprueba que los

resultados obtenidos en este formalismo encuentran su correspondencia en el formalismo
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de Dirac. De esta manera el formalismo de FJ es una opción para analizar las teoŕıas sin-

gulares complementando el estudio que se desarrolla con el método de Dirac y su utilidad

ha sido comprobada en el análisis de teoŕıas singulares [6] [11] [22] [23]. En los siguientes

caṕıtulos se aplicará este método a una teoŕıa BF en cuatro dimensiones y posteriormente

a una acción tipo Holst en tres dimensiones, comparando los resultados obtenidos con este

método y mediante el formalismo de Dirac.



Caṕıtulo 4
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simpléctico a una Teoŕıa BF en

3+1 dimensiones con variables tipo

Ashtekar

Las teoŕıas BF son las únicas teoŕıas topológicas conocidas que pueden formularse

consistentemente en una variedad M de cualquier dimensión n [31]. Su nombre hace refe-

rencia a que en su definición están involucradas la curvatura de la conexión que usualmente

se denota por F la cual es una 2-forma, y una (n − 2) - forma B. La importancia de este

tipo de teoŕıas reside en dos hechos relevantes desde el punto de vista del estudio de la

Relatividad General; por una parte comparte similitudes con dicha teoŕıa, como es que se

puede definir sin la necesidad de establecer una métrica de fondo o cualquier estructura

geométrica fija implicando que las teoŕıas son covariantes ante difeomorfismos. Por otra

parte, se sabe que es posible reformular a RG como una teoŕıa BF con constricciones

extra, llamadas condiciones de simplicidad, las cuales una vez resueltas permiten recobrar

la acción de Hilbert-Palatini, enfoque que se le debe a J. Plebañski [32] y que se abordará

más adelante.

En la primera parte de este caṕıtulo, se expondrá la forma general de las teoŕıas BF , su

dinámica y sus propiedades teniendo un interés especial por las teoŕıas en tres y cuatro

dimensiones. En la segunda parte, se expondrá el análisis canónico realizado a una teoŕıa

32
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BF en cuatro dimensiones utilizando variables tipo Ashtekar [7]. Entre los resultados que

se obtuvieron está el conjunto completo de constricciones de la teoŕıa y su clasificación

aśı como el álgebra entre ellas, los paréntesis de Dirac, las transformaciones de norma y

el conteo de grados de libertad. En este análisis se trabajó con el esquema estricto del

formalismo de Dirac, es decir considerando como variables dinámicas al conjunto completo

de variables que definen la teoŕıa. El análisis aqúı desarrollado no hab́ıa sido reportado en

la literatura y ha sido publicado en la referencia [6].

4.1 Teoŕıas BF

Las teoŕıas BF son ejemplos de teoŕıas topológicas, es decir, sistemas que no

presentan grados de libertad f́ısicos por punto [33], caracteŕıstica que comparten con Rela-

tividad General en tres dimensiones, la cual es topológica. Las teoŕıas BF son las únicas

teoŕıas topológicas conocidas que pueden ser definidas en una variedad de cualquier di-

mensión teniendo un interés particular en tres y cuatro dimensiones debido a su relación

con Relatividad General [31] [34] [35]. Una teoŕıa BF en un espacio-tiempoM de dimensión

arbitraria n tiene como variables dinámicas la 1-forma de conexión AIJ = AIJµ dx
µ y una

(n−2)-forma BIJ . En lo sucesivo se usará la siguiente notación µ, ν... = 0, 1, 2, ... correspon-

diendo a ı́ndices de espacio-tiempo mientras que I, J,K... = 0, 1, 2, 3, ... indicarán ı́ndices de

grupo interno. Se define la 2-forma curvatura de la conexión F IJ = 1
2F

IJ
µν dx

µ ∧ dxν donde

F IJµν = ∂µA
IJ
ν − ∂νAIJµ +AIKµ A J

νK −AJKµ A I
νK .

En general la acción que define una teoŕıa BF tiene la siguiente forma

SBF [A,B] =

∫
M
tr[B ∧ F ], (4.1)

y las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtienen variando la acción anterior

0 = δSBF = δ

∫
M
tr[B ∧ F ]

=

∫
M
tr[δB ∧ F +B ∧ δF ]

=

∫
M
tr[δB ∧ F +B ∧DδA]

=

∫
M
tr[δB ∧ F + (−1)n−1DB ∧ δA], (4.2)

donde el operador D indica la derivada covariante. En el segundo paso se ha utilizado la

identidad δF = DδA. Ya que B y A son independientes, la variación anterior conduce a las
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ecuaciones Euler-Lagrange [34]

F = 0,

DB = 0. (4.3)

La ecuación de movimiento F = 0 implica que la variedad es localmente plana es decir que

localmente luce como el espacio de Minkowski.

4.2 Teoŕıa BF en 3 dimensiones

Como se mencionó se tiene un interés especial en las teoŕıas BF formuladas en

tres y cuatro dimensiones. Como se explicará a continuación es fácil ver que Relatividad

General en tres dimensiones es un caso particular de una teoŕıa BF [36]. Para ver esto

recordemos la forma en que está formulada la acción de Palatini en tres dimensiones y

comparémosla con una teoŕıa BF . Desde el punto de vista de la formulación de Palatini en

la cual la acción de Einstein-Hilbert se reescribe en términos de una tŕıada de 1-formas eIµ

y la 1-forma de conexión AIµ cuya curvatura es una 2-forma denotada por F Iµν con grupo de

simetŕıa SO(2, 1). En esta formulación, la métrica es una cantidad que se deriva como

gµν = eIµe
J
ν ηIJ , (4.4)

donde se supone que gµν es regular, es decir que su determinante es diferente de cero. En

tres dimensiones, la acción de Hilbert-Palatini es de la forma

S[e,A] =

∫
tr[e ∧ F [A]], (4.5)

y tiene las ecuaciones de movimiento Dµe
I
ν = 0 y F IJµν = 0. La ecuación F IJµν = 0 implica

que la conexión es plana y conduce a las ecuaciones de Einstein en tres dimensiones una

vez que la condición de no torsión Dµe
I
ν = 0 es resuelta y se usa esta solución en F IJµν = 0.

Considerando ahora la acción (4.1) definida en un espacio-tiempo M de dimensión n = 3,

la acción estará definida en términos de una 1-forma BI , la 1-forma de conexión AI y su

curvatura F I [A]. La variación de la acción (4.1) implica que DB = 0 y F = 0. Comparando

las ecuaciones de movimiento de ambas teoŕıas se encuentra que tienen la misma forma por

lo que se puede pensar que una teoŕıa BF en 3 dimensiones con grupo de simetŕıa SO(2, 1)

es solo una formulación alternativa de Relatividad General lorentziana, siendo B el análogo

de la tŕıada eI , sin embargo, se debe notar que no se ha supuesto que el determinante de
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B sea diferente de cero y dado que es el análogo de la tŕıada eI se puede pensar que las

teoŕıas BF incluyen el caso de una métrica gµν degenerada. Por lo tanto, una teoŕıa BF

en tres dimensiones con grupo de norma SO(2, 1) es una generalización de la acción de

Hilbert-Palatini para el caso de métricas degeneradas.

Una generalización inmediata es escribir una teoŕıa BF en cuatro dimensiones con grupo

de Lorentz como grupo interno. En 4 dimensiones una teoŕıa BF está definida por

S[A,B] =

∫
M
BIJ ∧ FIJ =

1

4

∫
εµνρσBIJ

µνFρσIJd
4x, (4.6)

donde la 2-forma BIJ = 1
2B

IJ
µνdx

µ ∧ dxν , FIJ(A) = 1
2FµνIJdx

µ ∧ dxν con F IJµν = ∂µA
IJ
ν −

∂νA
IJ
µ +AIKµ A J

νK −AJKµ A I
νK , εµνρσ es el śımbolo de Levi-Civita totalmente antisimétrico.

I, J, ... = 0, 1, 2, 3 son ı́ndices de Lorentz que pueden subirse y bajarse con la métrica de

Minkowski ηIJ = (−1, 1, 1, 1). Se volverá a esta acción en la siguiente sección.

4.3 Relatividad General obtenida de una teoŕıa tipo BF

Partiendo de una teoŕıa BF es posible obtener la acción de Hilbert-Palatini si

se imponen constricciones adicionales sobre las variables BIJ
µν , estas constricciones son lla-

madas condiciones de simplicidad. Este hecho fue observado por primera vez por Jerzy

Plebañski [37] [38] [39] [40] [41]. Para mostrar esto se introduce una acción tipo BF en

cuatro dimensiones

S[e,A, φ] =

∫
BIJ ∧ FIJ [A] +

1

4
φµνρσCµνρσ[B] (4.7)

con grupo de simetŕıa SO(3, 1) o SO(4). Aqúı AIJ es la 1-forma de conexión, F IJ es la

curvatura de la conexión, eI es la 1-forma tétrada, Cµνρσ[B] es una constricción adicional

que se impone sobre las variables B y los φµνρσ multiplicadores de Lagrange tales que

φµνρσ = φ[µν][ρσ] y sobre los que se impone la condición adicional εµνρσφ
µνρσ = 0 [38].

Las ecuaciones de movimiento que se derivan de la acción (4.7) son [42]

δS

δA
= DB = 0, (4.8)

δS

δB
= F + φµνρσ

δCµνρσ

δB
= 0, (4.9)

δS

δφ
= C[B] = 0. (4.10)

Como se puede ver de las ecuaciones de movimiento la variación de la acción (4.7) respecto

al multiplicador φµνρσ impone una constricción sobre las variables BIJ , en particular se
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impone la constricción εµνρσBIJ
µνB

KL
ρσ = V

4!ε
IJKL [37], a esta condición se le conoce como

condición de simplicidad y a V se le llamará volumen cuatridimensional. Cuando V 6= 0

se dice que se satisface la condición de no degeneración. Por otro lado, también es posible

escribir V en términos deBIJ al contraer con εµνρσ la constricción de simplicidad, obteniendo

V = 1
24ε

µνρσεIJKLB
IJ
µνB

KL
ρσ .

Las condiciones de simplicidad y no degeneración se satisfacen simultáneamente si existe

una tétrada de 1-formas eI = eIµdx
µ no degenerada de tal modo que BIJ pueda escribirse

en alguna de las dos formas [37]

BIJ = ±eI ∧ eJ sector topológico, (4.11)

BIJ = ±1

2
εIJKLe

K ∧ eL sector f́ısico. (4.12)

Esto establece una relación entre la acción BF y la acción de Palatini. La solución (4.12)

representa el sector f́ısico de las soluciones y es tal que al sustituir BIJ = ±1
2ε
IJ
KLe

K ∧ eL

en la acción (4.7) se obtiene la acción de Hilbert-Palatini [37] tal como se deseaba. Por

otro lado a la solución (4.11) se conoce como sector topológico ya que al sustituir en (4.7)

conduce a una teoŕıa topológica, sin grados de libertad locales, de hecho la acción toma la

forma del término de Holst del cual se hablará más adelante. Cabe mencionar que en [43] se

demuestra que el término de Holst corresponde a una teoŕıa topológica y que dicho término

al escribirlo en términos de variables de Ashtekar da un camino para entender los grados

de libertad presentes en la entroṕıa de agujeros negros que aparece en Gravedad Cuántica

de Lazos.

4.4 Part́ıcula libre escrita como una acción tipo BF

Esta sección tiene dos objetivos. El primero es mostrar la utilidad de las teoŕıas

BF como una forma alternativa de reformular ciertas teoŕıas de interés, para mostrar esto

se estudiará el sistema f́ısico más sencillo de todos: el de part́ıcula libre formulada como una

teoŕıa tipo BF . Por otro lado este sencillo sistema también sirve para ilustrar los métodos

de Dirac y de Faddeev-Jackiw, aśı como su equivalencia.

Como se sabe, una part́ıcula libre se caracteriza por la acción

S =

∫
dt

1

2
ẋiẋi, (4.13)
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donde i = 1, 2, 3, y tiene como ecuaciones de movimiento d
dt ẋi = 0, lo cual implica que

ẋ es constante en el tiempo, un resultado que se conoce de mecánica clásica elemental.

Considérese ahora una acción tipo BF dependiente de las coordenadas x y de una variable

auxiliar B de la forma

S[x,B] =

∫
[Biẋi −

1

2
BiBi]dt, (4.14)

esta acción tiene como ecuaciones de movimiento Ḃi = 0 y ẋi−Bi = 0, combinando ambas

ecuaciones se obtiene ẍ = 0 es decir ẋ es constante, un resultado que ya se conoćıa y se

esperaba.

Este sistema tan simple nos da un ejemplo de la utilidad de las teoŕıas BF permitiendo

recuperar casos de interés f́ısico al considerar a la variable B como una variable auxiliar

sobre la que se pueden imponer condiciones adicionales, si bien es cierto que en este caso

eso no fue necesario ya que las propias ecuaciones de movimiento implican que B está

relacionada con el momento del sistema.

Partiendo de la acción (4.14) se desarrollará el formalismo de Dirac, para esto se asocia a

cada variable dinámica xi y Bi (6 en total) un momento conjugado pi, πi, tal que se cumplen

las relaciones
{
xi, p

j
}

= δji y
{
Bi, π

j
}

= δji .

Por otro lado, por definición el momento canónico se calcula como pi = ∂L
∂ẋi

= Bi y πi =

∂L
∂Ḃi

= 0, por lo tanto se tienen las siguientes constricciones primarias

φi ≡ pi −Bi ≈ 0, (4.15)

Φi ≡ πi ≈ 0. (4.16)

El Hamiltoniano primario H1 es por tanto H1 = 1
2pip

i + λi
(
pi −Bi

)
+ Λiπ

i, donde λi

y Λi son multiplicadores de Lagrange. La condición de consistencia fija el valor de los

multiplicadores λ = 0, Λ = 0 y no se obtienen nuevas constricciones. Además es claro que

las constricciones (4.15) y (4.16) son de segunda clase. Al calcular el número de grados de

libertad se encuentra GL = 1
2 [12− 6] = 3 como era de esperarse. Ya que las constricciones

son de segunda clase y se podrá calcular el paréntesis de Dirac, para lo cual se define una

matriz cuyas entradas están dadas por Cij ≡ {χi, χj}, donde χi son las constricciones de

segunda clase y posteriormente se determina su inversa C−1. En este caso

[C−1]ij =

 0 ηij

−ηij 0

 . (4.17)
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El paréntesis de Dirac para dos funciones del espacio fase está definido por {A,B}D =

{A,B} − {A,χi}C−1
ij {χj , B}, esto es:

{
xi, p

j
}
D

= δji , (4.18){
Bi, π

j
}
D

= δji , (4.19){
xi, B

j
}
D

= δji (4.20)

notemos que una diferencia en relación a los paréntesis de Poisson usuales definidos al

comienzo del análisis consiste en que el paréntesis de Dirac entre x y B es diferente de cero,

lo cual tampoco es tan sorprendente ya que B está relacionado con el momento canónico

de x.

Ahora se realizará el análisis de FJ a la acción (4.14) identificando el Lagrangiano

L = Biẋi −
1

2
BiBi ≡ Biẋi − V, (4.21)

las variables dinámicas ξ = (xi, Bi), la 1-forma a = (Bi, 0) y el potencial simpléctico

V = 1
2B

iBi. Se calcula la matriz simpléctica fij ≡ ∂aj
∂ξi
− ∂ai

∂ξj
comprobando que es regular y

por lo tanto la teoŕıa no presenta constricciones de FJ. Su inversa es la siguiente:

[f−1]ij =

 0 ηij

−ηij 0

 . (4.22)

y como se ha mencionado, las entradas de la matriz f−1 se identifican con los paréntesis de

FJ entre las variables simplécticas y éstas a su vez están relacionadas con el paréntesis de

Dirac entre las variables simplécticas obtenidas en el formalismo de Dirac, en particular

{xi, Bj}FJ = ηij . (4.23)

Comparando (4.20) y (4.23) se comprueba que son iguales, tal como se esperaba.

Como se ha visto en este sencillo ejemplo el formalismo de Dirac y el de FJ conduce a

resultados similares por dos v́ıas diferentes y queda claro que el formalismo de FJ es menos

tedioso en términos de cálculos respecto al de Dirac. En la siguiente sección se aplicarán

ambos formalismos en el estudio de un sistema mucho más complicado como lo es una

teoŕıa BF en 4 dimensiones con grupo de simetŕıa SO(3, 1), y se compararán los resultados

obtenidos en ambos formalismos.
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4.5 Análisis simpléctico a una teoŕıa BF 3+1 dimensional

En esta sección se desarrollará el análisis de FJ aplicado a una teoŕıa BF en 4

dimensiones con grupo de simetŕıa SO(3, 1). Con el objetivo de trabajar con un grupo

compacto se romperá el grupo de Lorentz, el grupo resultante es SO(3). Es importante

mencionar que en [5] se realizó un análisis canónico a una teoŕıa BF con grupo de simetŕıa

SO(3, 1), sin embargo, en ese art́ıculo los paréntesis de Dirac no se reportan ya que al

trabajar con el grupo SO(3, 1) las constricciones de Dirac no tiene una estructura simple y

esto dificulta la construcción de tales paréntesis. Por lo tanto, los resultados reportados en

esta sección son un aporte original a la literatura.

Entre los resultados obtenidos más importantes se reporta el conjunto completo de cons-

tricciones de FJ, el conteo de grados de libertad, y mediante la correcta fijación de la norma

se pudieron determinar los paréntesis generalizados de FJ, los cuales se compararán con los

paréntesis de Dirac obtenidos en la siguiente sección.

El punto de inicio del análisis es la acción de una teoŕıa BF cuatridimensional

S[AIJµ , B
KL
αβ ] = Ξ

∫
M
F IJ ∧BIJ , (4.24)

donde Ξ es una constante, BIJ = 1
2B

IJ
αβdx

α ∧ dxβ es un conjunto de seis 1-formas valuadas

en SO(3, 1), la 2-forma de curvatura F de la conexión de Lorentz es definida como FµνIJ =

∂µAνIJ −∂νAµIJ +AµIKA
K
ν J −AµJKA K

ν I . La notación que se usará es I, J,K... = 0, 1, 2, 3

para ı́ndices de Lorentz internos que pueden subir o bajar mediante la métrica interna ηIJ =

(−1, 1, 1, 1), xµ son las coordenadas que etiquetan puntos de una variedad 4-dimensional

M , y α, β, µ, ... = 0, 1, 2, 3 son ı́ndices de espacio-tiempo.

Mediante la descomposición 3 + 1 y rompiendo el grupo de Lorentz a SO(3) se obtiene la

siguiente densidad Lagrangiana

L = Ξ

∫
d3xηabc

[
B 0i
ab Ȧc0i +

1

2
B ij
ab Ȧcij (4.25)

+
1

2
A0ij

(
∂cB

ij
ab +B il

ab A
j
c l + 2B 0i

ab A
j

c0

)
+A00i

(
∂cB

0i
ab +B 0j

ab A i
c j +B ij

ab Ac0j

)
+B 0i

0a

(
∂bAc0i − ∂cAb0i +Ab0jA

j
c i +A j

c0 Abij

)
+

1

2
B ij

0a

(
∂bAcij − ∂cAbij +AbilA

l
c j +Abi0A

0
c j −AbjlA l

c i −Abj0A 0
c i

)]
,
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donde a, b, c, ... = 1, 2, 3, ε0abc = ηabc y i, j, k, l... = 1, 2, 3 son ı́ndices que pueden subir y

bajar mediante la métrica eucĺıdea ηij = (1, 1, 1).

Al introducir el siguiente cambio de variable [7]

Aaij ≡ −εijkA k
a ,

A0ij ≡ −εijkA k
0 ,

Babij ≡ −εijkB k
ab ,

B0aij ≡ −εijkB k
0a ,

Aai ≡ Υai, (4.26)

el Lagrangiano toma la siguiente forma

L = ΞηabcB 0i
ab Ȧc0i + ΞηabcBabiΥ̇

i
c

−
[
−A i

0

(
∂c

(
ΞηabcBabi

)
+ Ξηabcεj ikBabjΥ

k
c − ΞηabcεjkiB

0j
ab A k

c0

)
−A00i

(
∂c

(
ΞηabcB 0i

ab

)
− Ξηabcεi jkB

0j
ab Υ k

c − ΞηabcεijkBabkAc0j

)
−ΞηabcB 0i

0a

(
∂bAc0i − ∂cAb0i + ε jk

i Ab0jΥck − εijkA j
c0 Υ k

b

)
−ΞηabcB0ai

(
∂bΥ

i
c − ∂cΥ i

b + εi jkΥ
j
b Υ k

c − εijkAb0jAc0k
)]
. (4.27)

De lo anterior, se identifica el Lagrangiano simpléctico

(0)

L = ΞηabcB 0i
ab Ȧc0i + ΞηabcBabiΥ̇

i
c −

(0)

V , (4.28)

claramente (4.28) es lineal en las velocidades generalizadas y
(0)

V es el potencial simpléctico

dado por

(0)

V = −A i
0

(
∂c

(
ΞηabcBabi

)
+ Ξηabcεj ikBabjΥ

k
c − ΞηabcεjkiB

0j
ab A k

c0

)
−A00i

(
∂c

(
ΞηabcB 0i

ab

)
− Ξηabcεi jkB

0j
ab Υ k

c − ΞηabcεijkBabkAc0j

)
−ΞηabcB 0i

0a

(
∂bAc0i − ∂cAb0i + ε jk

i Ab0jΥck − εijkA j
c0 Υ k

b

)
−ΞηabcB0ai

(
∂bΥ

i
c − ∂cΥ i

b + εi jkΥ
j
b Υ k

c − εijkAb0jAc0k
)
. (4.29)

Del Lagrangiano (4.28) se identifica el siguiente conjunto de variables simplécticas ξ(0) =(
Aa0i, B

0i
ab ,Υ i

a , Babi, A
i

0 , A00i, B
0i

0a , B0ai

)
y la 1-forma a(0) =

(
ΞηabcB 0i

ab

, 0,ΞηabcBabi, 0, 0, 0, 0, 0
)
. La matriz simpléctica definida como f

(0)
AB = δaB

δξA
− δaA

δξB
, (A,B =
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1, ..., 8) está dada por

(0)

f =



0 −Ξηabcδij 0 0 0 0 0 0

Ξηabcδij 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −Ξηabcδij 0 0 0 0

0 0 Ξηabcδij 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


δ3(x− y),

donde x y y ∈ <3. Es obvio que f (0) es singular y por lo tanto existirán constricciones. La

matriz
(0)

f tiene el siguiente conjunto de 4 vectores nulos

v(0) µ
1 =

(
0, 0, 0, 0, V Ai

0 , 0, 0, 0
)
, (4.30)

v(0) µ
2 =

(
0, 0, 0, 0, 0, V A00i , 0, 0

)
, (4.31)

v(0) µ
3 =

(
0, 0, 0, 0, 0, 0, V B0i

0a , 0
)
, (4.32)

v(0) µ
4 =

(
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, V B0ai

)
, (4.33)

donde V Ai
0 , V A00i , V B0i

0a y V B0ai son funciones arbitrarias. Usando estos vectores nulos se

encuentran las siguientes constricciones

(0)

Ω i =

∫
d3xV Ai

0
δ

δA i
0

∫
d3y

(0)

V (ξ)

= ∂c

(
ΞηabcBabi

)
+ Ξηabcεj ikBabjΥ

k
c − ΞηabcεjkiB

0j
ab A k

c0 ,

(0)

Ω
00i =

∫
d3xV A00i

δ

δA00i

∫
d3y

(0)

V (ξ)

= ∂c

(
ΞηabcB 0i

ab

)
− Ξηabcεi jkB

0j
ab Υk

c − ΞηabcεijkBabkAc0j ,

(0)

Ω
0a

0i =

∫
d3xV B 0i

0a
δ

δB 0i
0a

∫
d3y

(0)

V (ξ)

= Ξηabc
(
∂bAc0i − ∂cAb0i + ε jk

i Ab0jΥck − εijkA j
c0 Υ k

b

)
,

(0)

Ω
0ai =

∫
d3xV B0ai

δ

δB0ai

∫
d3y

(0)

V (ξ)

= Ξηabc
(
∂bΥ

i
c − ∂cΥ i

b + εi jkΥ
j
b Υ k

c − εijkAb0jAc0k
)
. (4.34)

Se observa que estas constricciones son las constricciones secundarias obtenidas mediante el

método de Dirac (ver la siguiente sección). Para ver si existen más constricciones se calcula
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la matriz f̄ y el vector Z: f̄AB ξ̇
(0)B = ZA(ξ), donde

f̄ =

 f
(0)
AB

δΩ
(0)
A

δξ(0)B

 y Z =



δ V(0)

δξ(0)B

0

0

0

0


. (4.35)

La matriz f̄ está dada expĺıcitamente como

f̄ =



0 −Ξηabcδij 0

Ξηabcδij 0 0

0 0 0

0 0 Ξηabcδij

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

−ΞηabcεjkiB
oj

ab −ΞηabcεkjiA
j

c0 Ξηabcεj ikBabj

−ΞηabcεikjBabj Ξηabc
(
δik∂c − εi jkΥ

j
c

)
−Ξηabcεi jkB

0j
ab

2Ξηabc
(
δki ∂c − ε

kj
i Υbj

)
0 2Ξηabcε jki Ab0j

−2ΞηabcεijkAb0j 0 2Ξηabc
(
δik∂b + εi jkΥ

j
b

)
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

−Ξηabcδij 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

Ξηabc
(
δki ∂c + εkijΥ

j
c

)
0 0 0 0

−ΞηabcεijkAc0j 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0



δ3(x− y), (4.36)
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Como se esperaba la matriz f̄ no es cuadrada, sin embargo tiene los siguientes vectores

nulos

~V1 =
(
εkjiA

j
c0 V

i,−εjkiB 0j
ab V i, ∂cV

k + εkijΥ
i
cV

j , εjikBabjV
i, 0, 0, 0, 0, V i, 0, 0, 0

)
,

~V2 =
(
∂cVk − εi kjΥj

cVi, ε
ikjBabjVi, ε

kijAc0jVi, ε
k
jiB

0j
ab V i, 0, 0, 0, 0, 0, Vi, 0, 0

)
,

~V3 =
(

0, 2
(
∂bV

k − ε kj
i ΥbjV

i
)
, 0, 2ε jk

i Ab0jV
i, 0, 0, 0, 0, 0, 0, V i, 0

)
,

~V4 =
(

0, 2εijkAb0jVi, 0, 2
(
∂bV

k + εkjiΥ
j
bV

i
)
, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, Vi

)
.

Por otro lado el vector Z es

Z(ξ) =

 δ
(0)

V (ξ)
δξB

0

 =



Ξηabcε k
j iA

i
0 B

0j
ab + ηabcεikjA00iBabj + 2Ξηabc∂bB

0k
0a

−2Ξηabcε kji B 0i
0a Υcj + 2ΞηabcεijkB0aiAb0j

ΞηabcεkijA
j

0 A
i

c0 + Ξηabc∂cA00k + Ξηabcεj kiA00jΥ
i
c

−Ξηbcaεj ikA
i

0 Bbcj + Ξηbcaεi jkA00iB
0j

bc − 2Ξηbcaε jki Ac0jB
0i

0b

−2Ξηbca∂cB0bk − 2εi jkΥ
j
bB0ai

Ξηabc∂cA
k

0 − ΞηabcεkjiA
j

0 Υi
c + ΞηabcεjikA00jAc0i

(0)

Ω k

(0)

Ω 00k

(0)

Ω 0a
0k

(0)

Ω 0ak

0

0

0

0



.
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La contracción de los vectores nulos con Z, ~ViZ(ξ) = 0, implica identidades. Por ejemplo,

la contracción de ~V1 con Zk(ξ) conduce a

~V1Z(ξ) = εjikA
i

0 V
k
[
∂c

(
ΞηabcBabj

)
+ ΞηεmjklBabmΥl

c + ΞηabcεpljB
0p

ab A
l
c0

]
+εikjA00iV

k
[
Ξηabc∂cB

0j
ab − Ξηabcεj mi BabmA

l
c0 − ΞηεjnlB

0n
ab Υl

c

]
−εijkB0aiV

k
[
Ξηabc

(
∂bΥ

j
c − ∂cΥ

j
b

)
+ ΞηabcεjplΥ

p
bΥ

l
c − ΞηabcεjplA

p
b0 A

l
c0

]
−εijkB 0i

0a V
k
[
Ξηabc

(
∂bA

j
c0 − ∂cA

j
b0

)
+ εjmlΥ

l
cA

m
b0 − εjmlΥl

bA
m

c0

]
= εjikA

i
0 V

kΩ
(0)
j + εikjA00iV

kΩ(0)00j − εijkB0aiV
kΩ(0)0aj − εijkB 0i

0a V
kΩ

(0) j
0c0

= 0, (4.37)

observando que el lado derecho se anula porque es una combinación lineal de constricciones.

Por lo tanto no hay más constricciones de FJ.

Se agregan las constricciones dadas en (4.34) al Lagrangiano simpléctico usando los siguien-

tes multiplicadores de Lagrange A i
0 = Ṫ i, A00i = Λ̇i, B

0i
0a = ς̇ia

2 , B0ai = χ̇ai

2 , con lo cual el

Lagrangiano toma la siguiente forma

(1)

L = ΞηabcB 0i
ab Ȧc0i + ΞηabcBabiΥ̇

i
c − Ṫ i

(0)

Ω i − Λ̇i
(0)

Ω
00i − ς̇ i

a

2

(0)

Ω
0a

0i

− χ̇ai
2

(0)

Ω
0ai −

(1)

V , (4.38)

donde V(1) = V(0) |(0)
Ω i,

(0)

Ω 00i,
(0)

Ω 0a
0i,

(0)

Ω 0ai=0
= 0, resultado que ya se esperaba por la cova-

rianza general de la teoŕıa tal como ocurre en Relatividad General.

Del Lagrangiano (4.38) se identifica el siguiente conjunto de variables simplécticas y la

1-forma

(1)

ξ =
(
Ac0i, B

0i
ab ,Υ

i
c, Babi, T

i,Λi, ς
i
a , χai

)
,

a(1) =

ΞηabcB 0i
ab , 0,Ξη

abcBabi, 0,−
(0)

Ω i,−
(0)

Ω
00i,−

(0)

Ω 0a
0i

2
,−

(0)

Ω 0ai

2

 .
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Ahora la matriz simpléctica tiene la siguiente forma

(1)

f =



0 −Ξηabcδij 0 0

Ξηabcδij 0 0 0

0 0 0 −Ξηabcδij

0 0 Ξηabcδij 0

−Ξηabcε k
j iB

0j
ab −ΞηabcεkjiA

j
c0 Ξηabcεj ikBabj ΞηabcD k

c i

−ΞηabcεikjBabj Ξηabcd i
c k Ξηabcεi jkB

0i
ab ΞηabcεijkAc0j

Ξηabcd k
bi 0 Ξηabcε j

i kAb0j 0

−ΞηabcεijkAb0j 0 Ξηabcd i
b k 0

Ξηabcε kj iB
0j

ab ΞηabcεikjBabj Ξηabcd k
ai ΞηabcεijkAb0j

ΞηabcεkjiA
j

c0 −Ξηabcd i
c k 0 0

−ΞηabcεjikBabj ΞηabcεijkB
0i

ab −Ξηabcε j
i kAb0j −ΞηabcD i

b j

−ΞηabcD k
c i ΞηabcεijkAc0j 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


δ3(x− y),

donde se ha usado la notación D i
al = δil∂a + ε ik

l Υak y d l
ai = δli∂a − ε lk

i Υak. Esta matriz

es singular, sin embargo ya se han encontrado todas las constricciones de la teoŕıa, por lo

tanto la teoŕıa presenta simetŕıa de norma. Con el objetivo de calcular el tensor simpléctico

se fija la norma de la siguiente manera

A i
0 = 0,

A00i = 0,

B 0i
0a = 0,

B0ai = 0,

esto significa que Ṫ i = 0, Λ̇i = 0, ς̇ ia = 0 y χ̇ai = 0. Para fijar estas condiciones de norma

se introduce otro conjunto de multiplicadores de Lagrange βi, α
i, ρai , σ

i
a, con esto el La-
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grangiano toma la forma

(2)

L = ΞηabcB 0i
ab Ȧc0i + ΞηabcBabiΥ̇

i
c −

[
(0)

Ω i − βi
]
Ṫ i −

[
(0)

Ω
00i − αi

]
Λ̇i

−

 (0)

Ω 0a
0i

2
− ρai

 ς̇ ia −
 (0)

Ω 0ai

2
− σai

 χ̇ai, (4.39)

de donde se identifica un nuevo conjunto de variables simplécticas

(2)

ξ =
(
Aa0i, B

0i
ab ,Υi

a, Babi, T
i,Λi, ς

i
a, χai, βi, α

i, ρai , σ
ai
)

y la 1-forma

a(2) =

(
ΞηabcB 0i

ab , 0,ΞηabcBabi, 0,−
[

(0)

Ω i − βi
]
,−
[

(0)

Ω
00i − αi

]
,

−

 (0)

Ω 0a
0i

2
− ρi

 ,−
 (0)

Ω 0ai

2
− σi

 , 0, 0, 0, 0
 .
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Por lo tanto, la matriz simpléctica relevante es de la siguiente forma

(2)

f =



0 −Ξηabcδij 0 0 Ξηabcε i
j kB

oj
ab

Ξηabcδij 0 0 0 ΞηabcεijkA
j

c0

0 0 0 −Ξηabcδij −Ξηabcεj kiBabj

0 0 Ξηabcδij 0 −Ξηabcεi jkΥk
c

−Ξηabcε i
j kB

0j
ab −ΞηabcεijkA

j
c0 Ξηabcεj kiBabj Ξηabcεi jkΥk

c 0

−ΞηabcεkijBabj Ξηabcd i
c l −ΞηabcεkjiB

0j
ab −ΞηabcεkjiAc0j 0

−Ξηabcd i
bl 0 −Ξηabcε jk

i Ab0j 0 0

−ΞηabcεkjiAb0j 0 Ξηabcd l
b i 0 0

0 0 0 0 δij

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

ΞηabcεkijBabj Ξηabcd i
bj ΞηabcεkjiAb0j 0 0 0 0

−Ξηabcd i
c l 0 0 0 0 0 0

ΞεkjiB
0j

ab Ξηabcε jk
i Ab0j −Ξηabcd l

b i 0 0 0 0

ΞηabcεkjiAc0j 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −δij 0 0 0

0 0 0 0 −δij 0 0

0 0 0 0 0 −δab δij 0

0 0 0 0 0 0 −δab δij
0 0 0 0 0 0 0

δij 0 0 0 0 0 0

0 δab δ
i
j 0 0 0 0 0

0 0 δab δ
i
j 0 0 0 0



δ3(x− y),(4.40)

donde d l
ai ≡ δli∂a − ε lk

i Υak. La matriz es regular y su inversa está dada por
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(2)

f −1 =



0 1
2Ξηbgcδ

i
j 0 0 0 0 0 0

− 1
2Ξηbgcδ

i
j 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1
2Ξηabcδ

i
j 0 0 0 0

0 0 − 1
2Ξηabcδ

i
j 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

εijlA
j

c0 −ε l
j kB

0j
ab −εl jkΥk

c −εj klBmnj −δij 0 0 0

0 −εkljBabj εkjlAc0j − 1
2δ
ab
mnε

j
k lAb0j 0 −δij 0 0

0 − 1
2δ
ab
mnD

l
bi 0 − 1

2δ
ab
mnD

k
b l 0 0 −δab δij 0

0 − 1
2δ
ab
mnε

kjlAb0j 0 0 0 0 0 −δab δij

−εijlA j
c0 0 0 0

ε l
j kB

0j
ab εkljBabj

1
2δ
ab
mnD

l
ai

1
2δ
ab
mnε

kjlAboj

εl jkΥk
c −εkjlAc0j 0 0

εj klBmnj
1
2δ
ab
mnε

j
k lAb0j

1
2δ
ab
mnD

k
a l 0

δij 0 0 0

0 δij 0 0

0 0 δab δ
i
j 0

0 0 0 δab δ
i
j

0 Ξ
2H

mi q
j l −Ξ

2E
ai
j

Ξ
2F

m l
i

−Ξ
2H

mi q
j l ΞηabcεijkBabkAc0j 0 Gmjpi

Ξ
2E

ai
j 0 0 0

Ξ
2F

m l
i −Gkjpi 0 0



δ3(x− y), (4.41)

donde se han definido

D i
al ≡ δil∂a + ε ik

l Υak,

Eaij ≡ ηabcεijpε
plkAb0lAc0k + ηabcεl pjε

i
klΥ

k
bΥ

p
c ,

Fm l
i ≡ ηmncεijkε

kplA j
c0 An0p,

Gmjpi ≡ ηmncεj p
k ε

li
j An0lΥ

k
c ,

Hmi q
j l ≡ ηabcδmnab ε

i
jkε

qp
lAn0pΥ

k
c .

Del tensor simpléctico (4.41) se identifican los paréntesis generalizados de FJ dados por

{ξ(2)
i (x), ξ

(2)
j (y)}FD = [f

(2)
ij (x, y)]−1, (4.42)
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por lo tanto se tiene

{
Ac0i(x), B 0j

ab (y)
}
FJ

=
1

2Ξ
ηabcδ

j
i δ

3(x− y), (4.43){
Υi
c(x), Babj(y)

}
FJ

=
1

2Ξ
ηabcδ

i
jδ

3(x− y), (4.44)

Los paréntesis anteriores se compararán con los paréntesis de Dirac obtenidos en la siguiente

sección, encontrando que coinciden. Es importante mencionar que en el formalismo de FJ

se encontraron menos constricciones que las que se encontraron mediante el formalismo de

Dirac, en ese sentido el formalismo de FJ es más económico.

Finalmente se realiza el conteo de grados de libertad. En el formalismo de FJ no hay una

clasificación de las constricciones, todas están al mismo nivel, de modo que el conteo se rea-

liza como sigue: Grados de libertad = variables dinámicas− constricciones independientes.

Hay 18 variables canónicas dadas por (Acoi,Υ
i
a) y por otro lado se encuentra que existe

reductibilidad en las constricciones halladas: ∂a Ω(0) 0ai = εij
kΥak Ω(0) 0aj+εij

kAa0k Ω(0) 0a
0j

y ∂a Ω(0) 0a
0i = εi

jkΥak Ω(0) 0a
0j + εi

k
jAa0k Ω(0) 0aj , encontrando que hay 18 constricciones

independientes. Por lo tanto la teoŕıa tiene 0 grados de libertad tal como se esperaba [33].

4.6 Análisis Canónico de una teoŕıa BF en 3+1 dimensiones.

Comenzando con la acción (4.24), realizando la descomposición 3+1 en ı́ndices de

espacio-tiempo y rompiendo el grupo de Lorentz SO(3, 1) a SO(3) se obtiene la Lagrangiana

(4.26):

L = Ξ

∫
ηabc

[
B 0i
ab Ȧc0i +

1

2
B ij
ab Ȧcij (4.45)

+
1

2
A0ij

(
∂cB

ij
ab +B il

ab A
j
c l + 2B 0i

ab A
j

c0

)
+A00i

(
∂cB

0i
ab +B 0j

ab A i
c j +B ij

ab Ac0j

)
+B 0i

0a

(
∂bAc0i − ∂cAb0i +Ab0jA

j
c i +A j

c0 Abij

)
+

1

2
B ij

0a

(
∂bAcij − ∂cAbij +AbilA

l
c j +Abi0A

0
c j −AbjlA l

c i −Abj0A 0
c i

)]
d3x,

aqúı a, b, c, ... = 1, 2, 3, ε0abc ≡ ηabc y i, j, k, ... = 1, 2, 3 son ı́ndices de grupo que pueden ser

subidos y bajados con la métrica eucĺıdea ηij = (1, 1, 1). Consideremos el siguiente cambio
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de variables [7]

Aaij ≡ −εijkA k
a ,

A0ij ≡ −εijkA k
0 ,

Babij ≡ −εijkB k
ab ,

B0aij ≡ −εijkB k
0a ,

Aa0i ≡ Aa0i,

Aai ≡ Υai,

A i
0 ≡ −T i,

A00i ≡ −Λi,

B 0i
0a ≡ −1

2
ς i
a ,

B0ai ≡ −1

2
χai, (4.46)

con lo cual el Lagrangiano toma la siguiente forma

L = L [Aa0i,Υai, Ti,Λi, ςai, χai, Bab0i, Babi]

=

∫ [
ΞηabcB 0i

ab Ȧc0i + ΞηabcBabiΥ̇
i
c

−T i
(
∂c

(
ΞηabcBabi

)
+ Ξηabcεj ikBabjΥ

k
c − ΞηabcεjkiB

0j
ab A k

c0

)
−Λi

(
∂c

(
ΞηabcB 0i

ab

)
− Ξηabcεi jkB

0j
ab Υ k

c − ΞηabcεijkBabkAc0j

)
−1

2
Ξηabcς i

a

(
∂bAc0i − ∂cAb0i + ε jk

i Ab0jΥck − εijkA j
c0 Υ k

b

)
−1

2
Ξηabcχai

(
∂bΥ

i
c − ∂cΥ i

b + εi jkΥ
j
b Υ k

c − εijkAb0jAc0k
)]
d3x.
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Los momentos canónicos de las variables dinámicas están dadas por

pa0i ≡ ∂L

∂Ȧa0i

= ΞηabcB 0i
bc ,

πai ≡ ∂L

∂Υ̇ai

= ΞηabcB i
bc ,

T̂ i ≡ ∂L

∂Ṫi
= 0,

Λ̂i ≡ ∂L

∂Λ̇i
= 0,

ς̂ai ≡ ∂L

∂ς̇ai
= 0,

χ̂ai ≡ ∂L

∂χ̇ai
= 0,

pab0i ≡ ∂L

∂Ḃab0i
= 0,

pabi ≡ ∂L

∂Ḃabi
= 0, (4.47)

cumpliendo con los siguientes paréntesis de Poisson fundamentales entre los campos

{
Υai(x), πbj(y)

}
=

1

2
δbaδ

j
i δ

3(x− y),{
Aa0i(x), pb0j(y)

}
=

1

2
δbaδ

j
i δ

3(x− y),{
Ti(x), T̂ j(y)

}
=

1

2
δji δ

3(x− y),{
Λi(x), Λ̂j(y)

}
=

1

2
δji δ

3(x− y),{
ςai(x), ς̂bj(y)

}
= δbaδ

j
i δ

3(x− y),{
χai(x), χ̂bj(y)

}
= δbaδ

j
i δ

3(x− y),{
Bab0i(x), pde0j(y)

}
=

1

4

(
δdaδ

e
b − δeaδdb

)
δji δ

3(x− y),{
Babi(x), pdej(y)

}
=

1

4

(
δdaδ

e
b − δeaδdb

)
δji δ

3(x− y). (4.48)
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De la definición de momentos se identifican las siguientes 60 constricciones primarias

φa0i
1 ≡ pa0i − ΞηabcB 0i

bc ≈ 0,

φai2 ≡ πai − ΞηabcB i
bc ≈ 0,

φi3 ≡ T̂ i ≈ 0,

φi4 ≡ Λ̂i ≈ 0,

φai5 ≡ ς̂ai ≈ 0,

φai6 ≡ χ̂ai ≈ 0,

φab0i7 ≡ pab0i ≈ 0,

φabi8 ≡ pabi ≈ 0. (4.49)

El Hamiltoniano Canónico de la teoŕıa está dado por

Hc =

∫ [
Ȧa0ip

a0i + Υ̇aiπ
ai + ṪiT̂

i + Λ̇iΛ̂
i + ς̇aiς̂

ai + Ḃab0ip
ab0i + Ḃabip

abi − L
]
d3x

=

∫ [
T i
(
∂aπ

a
i − ε

jk
i πajΥak − εijkpa0jA k

a0

)
+Λi

(
∂ap

a0i − εi jkpa0jΥ k
a − εijkπakAa0j

)
+

1

2
Ξηabcς i

a

(
∂bAc0i − ∂cAb0i + ε jk

i Ab0jΥck + εijkA
j

c0 Υ k
b

)
+

1

2
Ξηabcχai

(
∂bΥ

i
c − ∂cΥ i

b + εi jkΥ
j
b Υ k

c − εijkAb0jAc0k
)]
d3x, (4.50)

sumando las constricciones primarias se obtiene el Hamiltoniano Primario

H1 =

∫ [
T i
(
∂aπ

a
i − ε

jk
i πajΥak − εijkpa0jA k

a0

)
+Λi

(
∂ap

a0i − εi jkpa0jΥ k
a − εijkπakAa0j

)
+

1

2
Ξηabcς i

a

(
∂bAc0i − ∂cAb0i + ε jk

i Ab0jΥck + εijkA
j

c0 Υ k
b

)
+

1

2
Ξηabcχai

(
∂bΥ

i
c − ∂cΥ i

b + εi jkΥ
j
b Υ k

c − εijkAb0jAc0k
)

+λa0i

(
pa0i − ΞηabcB 0i

bc

)
+ λai

(
πai − ΞηabcB i

bc

)
+ αiT̂

i + βiΛ̂
i

+θaiς̂
ai + µaiχ̂

ai + λab0ip
ab0i + λabip

abi
]
d3x, (4.51)

donde λa0i, λai, αi, βi, θai, µai, λab0i, λabi son multiplicadores de Lagrange que implican las

constricciones primarias. Imponiendo la condición de consistencia sobre constricciones pri-
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marias se identifican las siguientes 24 constricciones secundarias

φ̇i3 ≈ 0⇒ ϕi3 ≡ −1

2

[
∂aπ

ai − εijkπajΥak − εi jkpa0jA k
a0

]
≈ 0, (4.52)

φ̇i4 ≈ 0⇒ ϕi4 ≡ −1

2

[
∂ap

a0i − εi jkpa0jΥ k
a − εijkπakAa0j

]
≈ 0, (4.53)

φ̇ai5 ≈ 0⇒ ϕai5 ≡ −Ξ

2
ηabc

(
∂bA

0i
c − ∂cA 0i

b − εijkAb0jΥck + εijkAc0jΥbk

)
≈ 0, (4.54)

φ̇ai6 ≈ 0⇒ ϕai6 ≡ −Ξ

2
ηabc

[
∂bΥ

i
c − ∂cΥ i

b + εijkΥbjΥck − εijkAb0jAc0k
]

≈ 0, (4.55)

y los siguientes 36 multiplicadores de Lagrange

λ 0i
ab ≈ 1

2Ξ

(
ηabcε

i
jkT

jpc0k − ηabcεijkΛjπck + Ξ∂bς
i

a − Ξ∂aς
i

b − Ξεi kj ς
j

a Υbk

+Ξεi kj ς
j
b Υak + εijkχajAb0k − εijkχbjAa0k

)
, (4.56)

λ i
ab ≈ 1

2Ξ

(
ηabcε

i k
j T jπck + ηabcε

ij
kp
c0kΛj − Ξεi kj ς

j
a Ab0k + Ξεi kj ς

j
b Aa0k

+Ξ∂bχ
i
a − Ξ∂aχ

i
b − ΞεijkχajΥbk + ΞεijkχbjΥak

)
, (4.57)

λa0i ≈ 0, (4.58)

λai ≈ 0. (4.59)

La teoŕıa no presenta constricciones terciarias. Por lo tanto, con el objeto de realizar

la clasificación de las constricciones en primera y segunda clase se procede a calcular la

siguiente matriz cuyas entradas son los paréntesis de Poisson entre todas las constricciones,



54
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esto es

{
ϕi3(x), ϕl3(y)

}
= −1

4
εilkϕ3kδ

3(x− y) ≈ 0, (4.60){
ϕi4(x), ϕl4(y)

}
=

1

4
εilkϕ3kδ

3(x− y) ≈ 0. (4.61){
φa0i

1 (x), φde0l7 (y)
}

=
Ξ

2
ηadeηilδ3(x− y), (4.62){

φa0i
1 (x), ϕl3(y)

}
= −1

4
εil jp

a0jδ3(x− y), (4.63){
φa0i

1 (x), ϕl4(y)
}

=
1

4
εiljπajδ

3(x− y), (4.64){
φa0i

1 (x), ϕdl5 (y)
}

= −Ξ

2

[
−ηilηade∂x,e + ηadeεiljΥej

]
δ3(x− y), (4.65){

φa0i
1 (x), ϕdl6 (y)

}
= −Ξ

2
ηadeεiljAe0jδ

3(x− y), (4.66){
φai2 (x), φdel8 (y)

}
= −Ξ

2
ηilηadeδ3(x− y), (4.67){

φai2 (x), ϕl3(y)
}

= −1

4
εiljπajδ

3(x− y), (4.68){
φai2 (x), ϕl4(y)

}
= −1

4
εil jp

a0jδ3(x− y), (4.69){
φai2 (x), ϕdl5 (y)

}
= −Ξ

2
ηadeεiljAe0jδ

3(x− y), (4.70){
φai2 (x), ϕdl6 (y)

}
=

Ξ

2
ηade

[
−ηil∂x,e + εiljΥej

]
δ3(x− y), (4.71){

ϕi3(x), ϕl4(y)
}

= −1

4
εil jϕ

j
4δ

3(x− y) ≈ 0, (4.72){
ϕi3(x), ϕdl5 (y)

}
= −1

4
εil kϕ

dk
5 δ3(x− y) ≈ 0, (4.73){

ϕi3(x), ϕdl6 (y)
}

= −1

4
εil kϕ

dk
6 δ3(x− y) ≈ 0, (4.74){

ϕi4(x), ϕdl5 (y)
}

=
1

4
εil kϕ

k
6δ

3(x− y) ≈ 0, (4.75){
ϕi4(x), ϕdl6 (y)

}
= −1

4
εil jϕ

dj
5 δ

3(x− y) ≈ 0. (4.76)
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encontrando que esta matriz tiene rango 36 y 48 vectores nulos. De los vectores nulos se

encuentran las siguientes 48 constricciones de primera clase

γi1 ≡ T̂ i ≈ 0,

γi2 ≡ Λ̂i ≈ 0,

γai3 ≡ ς̂ai ≈ 0,

γai4 ≡ χ̂ai ≈ 0,

γ5 i ≡ ∂aπ
a
i − ε

jk
i πajΥak − εijkpa0jA k

a0

+
1

2Ξ
ηabcεijk

(
πajpbck − pa0jpbc0k

)
≈ 0,

γ0i
6 ≡ ∂ap

a0i − εi jkpa0jΥ k
a − εijkπakAa0j

+
1

2Ξ
ηabcε

i
jk

(
πajpbc0k + pa0jpbck

)
≈ 0,

γa7 0i ≡
Ξ

2
ηabc

(
∂bAc0i − ∂cAb0i + ε jk

i Ab0jΥck − εijkA j
c0 Υ k

b

)
−∂bpab0i + ε jk

i Υbkp
ab

0j + ε jk
i Ab0kp

ab
j ≈ 0,

γai8 ≡ Ξ

2
ηabc

[
∂bΥ

i
c − ∂cΥ i

b + εijkΥbjΥck − εijkAb0jAc0k
]

−∂bpabi − εijkAb0kpab0j + εijkΥbkp
ab
j ≈ 0. (4.77)

y el rango permite identificar las siguientes 36 constricciones de segunda clase

Γa0i
1 ≡ pa0i − ΞηabcB 0i

bc ≈ 0,

Γai2 ≡ πai − ΞηabcB i
bc ≈ 0,

Γab0i3 ≡ pab0i ≈ 0,

Γabi4 ≡ pabi ≈ 0. (4.78)

Es importante remarcar que la estructura completa de las constricciones (4.77) no está re-

portada en la literatura y esto es resultado de implementar la formulación estricta de Dirac.

Con la información obtenida se lleva a cabo el conteo de grados de libertad f́ısicos de la

teoŕıa de la siguiente forma; hay 120 variables dinámicas, 48 constricciones de primera

clase y 36 constricciones de segunda clase, por tanto se obtienen -6 grados de libertad,

lo que obviamente no tiene significado f́ısico. Al preguntarse por la reductibilidad de las

constricciones se encuentra que no son independientes. La reductibilidad de las constric-

ciones está dada por ∂aγ
a
7 0i = ε jk

i Υakγ
a
7 0j + ε jk

i Aa0kγ
a
8 j + 1

2ε
jk
i FabkΓ

ab
3 0j + 1

2ε
jk
i Fab0kΓ

ab
4 j

y ∂aγ
ai
8 = εijkΥakγ

a
8 j − εijkAa0kγ

a
7 0j − 1

2ε
ijkFab0kΓ

ab
3 0j + 1

2ε
ijkFabkΓ

ab
4 j , por tanto, hay 42
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con variables tipo Ashtekar

constricciones de primera clase. Luego al realizar el conteo se concluye que la teoŕıa tiene

0 grados de libertad, la teoŕıa es topológica tal como se esperaba [33].

El álgebra entre las constricciones está dada por

{
Γa0i

1 (x),Γde0l3 (y)
}

=
Ξ

2
ηadeηilδ3(x− y),{

Γai2 (x),Γdel4 (y)
}

= −Ξ

2
ηadeηilδ3(x− y),{

γi5(x), γl5(y)
}

=
1

2
εil jγ

j
5δ

3(x− y) ≈ 0,{
γi5(x), γ0l

6 (y)
}

=
1

2
εiljγ

j
6δ

3(x− y) ≈ 0,{
γ5 i(x), γd7 0l(y)

}
=

1

2
ε k
il γ

d
7 0k −

1

4Ξ
ηabcΓ

bc
4 lΓ

da
3 0i +

1

4Ξ
ηabcΓ

bc0
3 lΓ

da
4 i

≈ 0,{
γ5 i(x), γdl8 (y)

}
=

1

2
ε lk
i γd8 k −

1

4Ξ
ηabcΓ

bc0l
3 Γda3 0i +

1

4Ξ
δliηabcΓ

bc0k
3 Γda3 0k

+
1

4Ξ
ηabcδ

l
iΓ
bck
4 Γda4 k −

1

4Ξ
ηabcΓ

bcl
4 Γda4 i

≈ 0,{
γ0i

6 (x), γ0l
6 (y)

}
= −1

2
εiljγ5 jδ

3(x− y) ≈ 0,{
γ0i

6 (x), γd7 0l(y)
}

=
1

2
εi kl γ

d
8k −

1

4Ξ
δliηabcΓ

bc0
3 kΓ

da0k
3 +

1

4Ξ
ηabcΓ

bc0
3 lΓ

da0i
3

+
1

4Ξ
ηabcδ

i
lΓ
bc
4 kΓ

dak
4 − 1

4Ξ
ηabcΓ

bc
4 lΓ

dai
4

≈ 0,{
γ0i

6 (x), γdl8 (y)
}

= −1

2
εiljγd7 0j +

1

4Ξ
ηabcg

ilΓbc0k3 Γda4 k −
1

4Ξ
ηabcΓ

bc0l
3 Γdai4

− 1

4Ξ
ηabcΓ

bcl
4 Γda0i

3 +
1

4Ξ
gilηabcΓ

bck
4 Γda0

3 k

≈ 0,{
γa7 0i(x),Γd0l

1 (y)
}

= −1

2
ε lj
i padjδ

3(x− y)

= −1

2
ε lj
i Γad4 jδ

3(x− y) ≈ 0,{
γa7 0i(x),Γdl2 (y)

}
= −1

2
ε lj
i pad0jδ

3(x− y)

= −1

2
ε lj
i Γad3 0jδ

3(x− y) ≈ 0,{
γai8 (x),Γd0l

1 (y)
}

=
1

2
εiljpad0j =

1

2
εiljΓad3 0j ≈ 0,{

γai8 (x),Γdl2 (y)
}

=
1

2
εiljpadj =

1

2
εiljΓad4 j ≈ 0, (4.79)
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vemos que el álgebra es cerrada y obedece las reglas del formalismo canónico del álgebra

entre las constricciones, esto es, el resultado del paréntesis de Poisson entre constricciones de

primera clase debe ser lineal en constricciones de primera clase y cuadrático en constriccio-

nes de segunda clase; mientras que el resultado del paréntesis de Poisson entre constricciones

de primera clase y constricciones de segunda debe ser lineal en constricciones de primera

clase y lineal en constricciones de segunda clase. Se puede ver que estos resultados están en

completo acuerdo con estas reglas.

Las constricciones γ5 i, γ
0i
6 forman un álgebra SO(3, 1) donde γ6 son los generadores de

boost mientras que γ5 son generadores de rotaciones.

Las constricciones de primera clase son generadores de transformaciones de norma, dichas

transformaciones se obtienen por medio del generador G definido en términos de las cons-

tricciones de primera clase

G =

∫ [
θ1,iγ

i
1 + θ2,iγ

i
2 + θ3,aiγ

ai
3 + θ4,aiγ

ai
4 + θi5γ5,i + θ6,0iγ

0i
6 + θ0i

7,aγ
a
7,0i + θ8,aiγ

ai
8

]
d3x,

generando las siguientes transformaciones de norma

δAd0l = {Ad0l, G}

=
1

2

[
−∂dθ6,0l + θi5εlikA

k
d0 − εilkθ6,0iΥ

k
d +

1

2Ξ
ηdbcεlikθ

i
5p
bc0k +

1

2Ξ
ηdbcε

i
lkp

bck

]
δΥdl = {Υdl, G}

=
1

2

[
−∂dθ5,l + ε k

li θ
i
5Υdk − ε ij

l θ6,0iAd0l −
1

2Ξ
ηdbcεlikθ

i
5p
bck +

1

2Ξ
ηdbcε

i
lkθ6,0ip

bc0k

]
δTl = {Tl, G} = θ1,l

δΛi = {Λl, G} = θ2,l

δςdl = {ςdl, G} = θ3,dl

δχdl = {χdl, G} = θ4,dl

δBde0l = {Bde0l, G}

=
1

4

[
∂eθ7,d0l − ∂dθ7,e0l − θ ij

l θ7,d0jΥek + ε ij
l θ7,e0iΥdj − ε ik

l θ8,diAe0k + ε ik
l θ8,eiAdok

− 1

Ξ
ηdeaεlijθ

i
5p
a0j +

1

Ξ
ηdeaε

i
l jθ6,0iπ

aj

]
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δBdel = {Bdel, G}

=
1

4

[
∂eθ8,dl − ∂dθ8,el − ε ik

l θ8,diΥek + ε ik
l θ8,eiΥdk − ε k

li θ
0i
7,dAe0k + ε k

li θ
0i
7,eAd0k

+
1

Ξ
ηdeaεlijθ

i
5π

aj +
1

Ξ
ηdeaε

i
l jθ6,0ip

a0j

]
δpd0l =

{
pd0l, G

}
=

1

2

[
Ξηdab∂bθ

0l
7,a + εl ijθ

i
5p
d0j − εlijθ6,0iπ

d
k − ε

l j
j θ

0i
7,a p

ad
j + εlijθ8,aip

ad
0j

−Ξηdacεl ki θ
0i

7,aΥck + Ξηdacεlikθ8,aiAc0k

]
δπdl =

{
πdl, G

}
=

1

2

[
Ξηdab∂bθ

l
8,a + εl ji θ

i
5π

d
j + εli jθ6,0ip

d0j + εl ji θ
0i

7,ap
da

0j + εlijθ8,aip
da
j

−Ξηdabεl ji θ
0i

7,aAb0j − Ξηdacεlikθ8,aiΥck

]
δT̂ l =

{
T̂ l, G

}
= 0,

δΛ̂l =
{

Λ̂l, G
}

= 0,

δς̂dl =
{
ς̂dl, G

}
= 0,

δχ̂dl =
{
χ̂l, G

}
= 0,

δpde0l =
{
pde0l, G

}
= 0,

δpdel =
{
pdel, G

}
= 0.

Con las constricciones de segunda clase se calcula el paréntesis de Dirac. Para esto se calcula

la matriz Cαβ =
{

Γα,Γβ
}

cuyas entradas están dadas por los paréntesis de Poisson entre

las constricciones de segunda clase

Cαβ =


0 0 Ξ

2 η
adeηil 0

0 0 0 −Ξ
2 η

adeηil

−Ξ
2 η

abdηil 0 0 0

0 Ξ
2 η

abdηil 0 0

 δ3(x− y),

y la inversa [C−1]αβ dada por

C−1
αβ =


0 0 − 2

Ξηadeηil 0

0 0 0 2
Ξηadeηil

1
Ξηabdηil 0 0 0

0 − 1
Ξηabdηil 0 0

 δ3(x− y).
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El paréntesis de Dirac entre dos funcionales F (q, p) y G(q, p) se define por

{F,G}D ≡ {F,G} −
∫
dudv {F,Γα(u)}C−1

αβ (u, v)
{

Γβ(v), G
}
, (4.80)

donde Γα representan las constricciones de segunda clase. Los paréntesis de Dirac entre los

campos están dados por

{
Aa0i(x), pd0j(y)

}
D

=
1

2
δdaδ

j
i δ

3(x− y), (4.81){
Υai(x), πdj(y)

}
D

=
1

2
δdaδ

j
i δ

3(x− y), (4.82){
Ti(x), T̂ j(y)

}
D

=
1

2
δji δ

3(x− y), (4.83){
Λa0i(x), Λ̂d0j(y)

}
D

=
1

2
δji δ

3(x− y), (4.84){
ςai(x), ς̂dj(y)

}
D

= δdaδ
j
i δ

3(x− y), (4.85){
χai(x), χ̂dj(y)

}
D

= δdaδ
j
i δ

3(x− y), (4.86){
Bab0i(x), pde0j(y)

}
D

= 0, (4.87){
Babi(x), pdej(y)

}
D

= 0, (4.88)

{Aa0i(x), Bde0j(y)}D = − 1

2Ξ
ηadeηijδ

3(x− y), (4.89)

{Υai(x), Bdej(y)}D =
1

2Ξ
ηadeηijδ

3(x− y), (4.90)

En adición, se pueden calcular los paréntesis de Dirac fijando la norma, en este caso se usa

la norma temporal, es decir, imponiendo las condiciones Ti ≈ 0,Λi ≈ 0, ςai ≈ 0, χai ≈ 0.

Estas condiciones son consideradas un nuevo conjunto de constricciones de segunda clase
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por lo que ahora se tendrá un total de 84 constricciones de segunda clase

Γa0i
1 ≡ pa0i − ΞηabcB 0i

bc ≈ 0,

Γai2 ≡ πai − ΞηabcB i
bc ≈ 0,

Γab0i3 ≡ pab0i ≈ 0,

Γabi4 ≡ pabi ≈ 0,

Γ5i ≡ Ti ≈ 0,

Γ6i ≡ Λi ≈ 0,

Γ7ai ≡ ςai ≈ 0,

Γ8ai ≡ χai ≈ 0,

Γ9i ≡ T̂i ≈ 0,

Γ10i ≡ Λ̂i ≈ 0,

Γ11ai ≡ ς̂ai ≈ 0,

Γ12ai ≡ χ̂ai ≈ 0. (4.91)

La matriz Cαβ =
{

Γα,Γβ
}

está dada por
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Cαβ =



0 0 Ξ
2 η

abcηij 0 0 0

0 0 0 −Ξ
2 η

abcηij 0 0

−Ξ
2 η

abcηij 0 0 0 0 0

0 Ξ
2 η

abcηij 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 − 1
2δ
i
j 0

0 0 0 0 0 − 1
2δ
i
j

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1
2δ
j
i 0 0 0

0 0 0 1
2δ
j
i 0 0

0 0 0 0 δdaδ
j
i 0

0 0 0 0 0 δdaδ
j
i

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

−δadδij 0 0 0 0 0

0 −δadδij 0 0 0 0



δ3(x− y), (4.92)

y su inversa
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C−1
αβ =



0 0 − 2
Ξηabcηij 0 0 0

0 0 0 2
Ξηabcηij 0 0

1
Ξηabcηij 0 0 0 0 0

0 − 1
Ξηabcηij 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 2δji 0

0 0 0 0 0 2δji

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 −2δij 0 0 0

0 0 0 −2δij 0 0

0 0 0 0 −δbaδij 0

0 0 0 0 0 −δdaδij
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

δbaδ
j
i 0 0 0 0 0

0 δbaδ
j
i 0 0 0 0



δ3(x− y). (4.93)
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De esta manera, usando (4.93) se construyen los paréntesis de Dirac dados por{
Aa0i(x), pd0j(y)

}
D

=
1

2
δdaδ

j
i δ

3(x− y), (4.94){
Υai(x), πdj(y)

}
D

=
1

2
δdaδ

j
i δ

3(x− y), (4.95){
Ti(x), T̂ j(y)

}
D

= 0, (4.96){
Λi(x), Λ̂j(y)

}
D

= 0, (4.97){
ςai(x), ς̂dj(y)

}
D

= 0, (4.98){
χai(x), χ̂dj(y)

}
D

= 0, (4.99){
Bab0i(x), pde0j(y)

}
D

= 0, (4.100){
Babi(x), pdej(y)

}
D

= 0, (4.101)

{Aa0i(x), Bde0j(y)}D = − 1

2Ξ
ηadeηijδ

3(x− y), (4.102)

{Υai(x), Bdej(y)}D =
1

2Ξ
ηadeηijδ

3(x− y), (4.103)

se observa que los paréntesis de Dirac (4.102) y (4.103) y los paréntesis generalizados de FJ (4.43)

y (4.44) coinciden entre śı.

4.7 Conclusión

En este caṕıtulo se ha analizado un tipo especial de teoŕıa topológica: la teoŕıa BF . Esta

teoŕıa es de interés desde el punto de vista f́ısico por las propiedades que comparte con Relatividad

General [37] [38] y por el hecho de que es posible reformular algunas teoŕıas como una teoŕıa BF

imponiendo constricciones extra sobre sus variables, por ejemplo, la teoŕıa electromagnética [18],

teoŕıa de Yang-Mills [46] [47], part́ıcula libre, etc. Por ejemplo, se ha visto que Relatividad General

en tres dimensiones es un caso particular de una teoŕıa BF tridimensional mientras que en 4 dimen-

siones existe la formulación de Plebañski la cual permite recobrar Relatividad General mediante una

apropiada imposición de constricciones adicionales sobre la variable B (condiciones de simplicidad)

en una teoŕıa BF cuatridimensional.

Por otro lado, se reportan los resultados obtenidos en el análisis a una teoŕıa BF en 4 dimensiones

con cambio de variables tipo Ashtekar donde se rompió el grupo de Lorentz al grupo compacto SO(3)

de modo que fuera posible calcular los paréntesis de Dirac, a diferencia de lo reportado en [5]. Se

realizó el análisis de FJ y de Dirac, logrando resultados equivalentes en ambos casos y comprobando

una vez más la economı́a del formalismo de FJ frente al de Dirac, en particular, se obtuvieron los

paréntesis generalizados de FJ los cuales corresponden a los paréntesis de Dirac al trabajar en el

esquema estricto. Es importante mencionar que los resultados que se obtuvieron no habian sido

reportados en la literatura y se han publicado en [6]. Cabe mencionar que si uno calcula el deter-

minante de la matriz (4.40), uno puede obtener la medida para calcular el producto interno entre
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estados f́ısicos [48], por lo tanto este trabajo contribuye al problema de cuantización de teoŕıas de

norma como gravedad, donde encontrar la medida es uno de los problemas más dif́ıciles de abordar.



Caṕıtulo 5

Análisis Hamiltoniano y

Simpléctico a una acción tipo Holst

en tres dimensiones

En este caṕıtulo se mostrará el análisis realizado a una acción tipo Holst mediante los

formalismos de Dirac y de FJ. Comenzamos dando una breve introducción a la formulación ADM,

posteriormente se introduce al formalismo de primer orden de la Relatividad General en cuatro

dimensiones y se mostrará la modificación propuesta por Soren Holst [7] cuya importancia a nivel

clásico reside en la forma en que modifica las constricciones del sistema. Una vez establecido este

contexto se presentará el análisis realizado a una acción tipo Holst en tres dimensiones definida por

la acción de Hilbert-Palatini acoplada al término de Chern-Simons.

A partir de 1915 el concepto que se tiene de la gravedad cambió totalmente en relación a las ideas

newtonianas predominantes hasta entonces (y que sin embargo aún dominan en muchas áreas de la

ciencia). Este cambio se le debe a Albert Einstein [50] quien con sus trabajos explicó la fuerza de

la gravedad como una consecuencia de la geometŕıa del espacio-tiempo producida por la presencia

de materia y enerǵıa en el Universo [51] [52]. Esto supone un cambio revolucionario respecto a las

ideas de Newton donde la gravedad se entiende como una interacción instantánea entre los cuerpos

masivos dependiendo únicamente de las masas de los cuerpos implicados y la distancia entre ellos.

La forma en que Einstein estableció la dinámica del espacio-tiempo y la materia presente en el

Universo es mediante las conocidas Ecuaciones de Einstein dadas [50] [53] por

Rµν −
1

2
gµνR = κTµν , (5.1)

donde gµν denota el tensor métrico a partir del cual se definen los śımbolos de Christoffel Γαµν =

1
2g
αβ [∂µgβν + ∂νgβµ − ∂βgµν ], el tensor de curvatura de Riemann Rρσµν ≡ ∂µΓρνσ − ∂νΓρµσ +

65
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ΓρµλΓλνσ − ΓρνλΓλµσ, el tensor de Ricci Rµν ≡ Rρµρν y la curvatura escalar gµνRµν ≡ R [53], por

otro lado Tµν denota el tensor de enerǵıa momento donde están consideradas todo tipo de materia

y enerǵıa no gravitacional. En las ecuaciones anteriores se identifican dos partes bien diferenciadas.

El lado izquierdo depende únicamente de la geometŕıa del espacio-tiempo mientras que el derecho

depende de la configuración de la materia y la enerǵıa en el sistema. Un aspecto muy importante

de la teoŕıa es que en la ecuación (5.1) no se ha hecho ningún supuesto sobre la forma de la métrica

gµν , es decir, esta es dinámica en el sentido de que sus componentes habrán de ser determinadas

resolviendo el conjunto de ecuaciones diferenciales dadas en (5.1) (a diferencia de la concepción

Newtoniana donde el espacio y el tiempo son fijos y los sistemas evolucionan en el tiempo sobre un

espacio fijo de fondo). Las ecuaciones de Einstein son un conjunto de ecuaciones diferenciales en gµν

las cuales incluso Einstein dudó que pudieran ser resueltas exactamente, sin embargo, como se vio casi

al mismo tiempo que se formularon dichas ecuaciones, éstas tienen soluciones anaĺıticas entre las que

se pueden mencionar la solución de Schwarzschild [54] [55] [56] que describe un campo gravitacional

esféricamente simétrico o la métrica FLRW (Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker), que describe

un Universo en expansión, homogéneo e isótropo [57]. Estos resultados son muy importantes y

fueron la base para el desarrollo de áreas de la f́ısica como la cosmoloǵıa [53] [58]. Más aun, las

predicciones hechas con base en esta formulación de la gravedad han sido comprobadas en muchas

ocasiones y son bastante conocidas (la precesión del perihelio de Mercurio [59], deflexión de la luz de

su trayectoria al pasar cerca de un cuerpo masivo [60], detección de ondas gravitacionales [61] [62]

y recientemente la publicación de la primera fotograf́ıa de de la silueta de un agujero negro [63]),

razón por la que actualmente la RG es una de las bases de la f́ısica y goza de la total confianza de

los f́ısicos.

En esta tesis, no nos enfocaremos en estudiar las soluciones a dichas ecuaciones, sus implicaciones

e interpretaciones, sino en los intentos de establecer una formulación Hamiltoniana de la gravedad.

Se sabe que es posible derivar las ecuaciones de Einstein (5.1) a partir de un principio de mı́nima

acción. A esta acción se le conoce como acción de Einstein-Hilbert y está dada por [53]

SEH [g] =

∫ √
−gRd4x, (5.2)

esta acción tiene como variable dinámica a la métrica gµν y g denota su determinante. Calculando

la variación de la acción anterior respecto a las componentes de la métrica δSEH
δgµν

= 0 se obtienen las

ecuaciones (5.1) [64]

δSEH [gαβ ]

δgµν
=

∫
d4x

δ

δgµν
[√
−gR

]
=

∫
d4x

δ

δgµν
[√
−ggαβRαβ

]
=

∫
d4x
√
−g
{
−1

2
gµνR+Rµν

}
= 0, (5.3)

lo cual implica las ecuaciones de Einstein-Hilbert

Rµν −
1

2
gµνR = 0, (5.4)
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o considerando la presencia de enerǵıa y materia, las cuales se introducen v́ıa un término Lmateria,

las ecuaciones anteriores se modifican como

Rµν −
1

2
gµνR = Tµν , (5.5)

siendo Tµν el tensor de enerǵıa momento.

Obtener un formalismo Hamiltoniano partiendo del Lagrangiano dado en la acción (5.2) fue por

supuesto el primer intento que se realizó históricamente. Sin embargo, la forma en que está escrita

la teoŕıa de la Relatividad General tienen como base el principio de equivalencia y el principio

de covarianza (ver apéndice) los cuales en conjunto establecen que las leyes de la f́ısica deben ser

escritas en forma covariante. Las ecuaciones (5.5) están escritas de una manera muy elegante,

siendo un conjunto de 10 ecuaciones diferenciales en las componentes de la métrica. Sin embargo

algunas de estas ecuaciones representan constricciones entre las variables dinámicas de modo que

identificar las ecuaciones que proveen información sobre la dinámica del sistema de aquellas que son

constricciones es una tarea dif́ıcil debido a la propia naturaleza covariante de las ecuaciones. Una

solución que permite determinar el Hamiltoniano del sistema es aquella propuesta por Arnowitt-

Deser-Misner en 1962 (Formulación ADM) [65] [66]. Esta formulación consiste en realizar una

foliación del espacio-tiempo, es decir, descomponer la variedad espacio-tiempo cuatridimensional

en una familia de hipersuperficies tridimensionales Σ parametrizada por una función escalar t. A

continuación se explicará a grandes rasgos en qué consiste esta formulación. Como se mencionó el

principio variacional del cual se derivan las ecuaciones de Einstein es la acción de Einstein-Hilbert

SE−H [g] =

∫
d4x
√
−gR, (5.6)

y tal como se aprende de mecánica clásica usual el primer paso para definir el Hamiltoniano de un

sistema es calcular el momento canónico conjugado a todas las variables, en este caso a las compo-

nentes de la métrica, que se calculan como la derivada del Lagrangiano respecto a las velocidades

generalizadas. Sin embargo, en la formulación covariante de la RG ¿cómo se pueden definir las

velocidades generalizadas? Para esto es necesaria una variable que permita definir una velocidad, es

decir, un parámetro de evolución [67]. Esto tiene dos consecuencias, por un lado esto aparentemente

rompe la covariancia de la teoŕıa y por otro lado esto corta el espacio-tiempo en rebanadas en las

cuales el parámetro t es constante (t = constante). Tales rebanadas son hipersuperficies tridimen-

sionales con una métrica asociada γab (a, b, .. = 1, 2, 3) para cada una además se impone que las

hipersuperficies no se intersecten entre ellas de modo que la causalidad no sea violada. Se piensa en

la evolución del espacio-tiempo como el cambio de las hipersuperficies en el parámetro t y de este

modo se puede cubrir totalmente el espacio-tiempo.

Como ya se dijo, cada hipersuperficie tiene asociado un tensor métrico γab con seis componentes, por

lo tanto se necesita definir otras cuatro variables para recobrar el número de variables dinámicas que

antes se teńıa en gµν . Estas cuatro variables se definen de forma natural al considerar la foliación
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del espacio-tiempo. A estas variables se les denota como N (función lapse) y Na (funciones shift).

La función lapse es un parámetro que identifica cada hipersuperficie para cada valor de t mien-

tras que las funciones shift se relacionan con el desplazamiento de un punto al pasar a la siguiente

hipersuperficie [65] [66]. El siguiente paso consiste en reescribir el elemento de ĺınea en términos de

las nuevas variables (γab, N,Na) a partir de lo cual se podrá expresar los términos de la acción en

función de las nuevas variables, a partir de esto se identificará el tensor métrico y con él se construye

una versión del tensor de Riemann, el tensor de Ricci, el escalar de curvatura, etc. [65] [66]. Se

introduce la curvatura extŕınseca kab de la hipersuperficie kab = kab[γ̇ab, N,Na|b] (donde ˙ representa

derivada respecto al parámetro t y | representa derivada covariante sobre la hipersuperficie). Con

ayuda de estas variables la acción de Einstein-Hilbert se reescribe como [66]

SEH =

∫
d4x
√
γN

[
kabkab − k2 +R

]
, (5.7)

con k = kaa. Esta acción no depende de Ṅ , Ṅa por lo que podemos considerarlas variables dinámicas

sin relevancia f́ısica (multiplicadores de Lagrange) de modo que se puede pensar que las variables

f́ısicamente relevantes son las seis componentes de γab. Esta formulación permite construir un

Hamiltoniano para Relatividad General, ya que ahora śı es posible definir los momentos canónicos

conjugados a las variables dinámicas

πab =
∂L

∂γ̇ab
,

pµ =
∂L

∂Ṅµ
. (5.8)

La densidad Hamiltoniana tiene la forma H = πabγ̇ab − L = NH0 + NaHa con lo cual se puede

reescribir la acción como [66]

SEH [γab, N ] =

∫
dt

∫
d3x

[
πabγ̇ab −NH0 −NaHa

]
, (5.9)

de lo cual es claro que H0 y Ha son constricciones, es decir, el Hamiltoniano H es combinación lineal

de constricciones. Expĺıcitamente estas constricciones son de la forma

H0 =
√
γ
[
kabkab − k −R

]
= 0, (5.10)

Ha = 2πba|b = 0. (5.11)

Como se puede ver, las constricciones anteriores no tienen una forma polinomial en las coordenadas y

momentos, por lo tanto al realizar el procedimiento usual de cuantización promoviendo los momentos

a operadores diferenciales el Hamiltoniano no tendrá una forma sencilla, por lo cual resolver ambas

constricciones es dif́ıcil.

En lugar de continuar en este camino, se buscó una formulación alternativa de la acción de Einstein-

Hilbert, dicha formulación se le conoce como formulación de Hilbert-Palatini [68] [69]. En esta
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dimensiones 69

formulación las variables dinámicas pasan de ser la métrica gµν a cuatro 1- formas eI = eIµdx
µ

llamada tétrada y la 1-forma de conexión wIJ = wIJµ dxµ, este formalismo en el cual e y w son

independientes se le conoce como formalismo a primer orden [69]. El procedimiento consiste en

reescribir la acción de Hilbert-Palatini en términos de estas nuevas variables, en este contexto, la

métrica deja de ser la variable dinámica independiente y es una cantidad que se expresa en términos

de la tétrada como [69]

gµν = eIµe
J
ν ηIJ . (5.12)

Como es usual, se denotará con µ, ν, .. = 0, 1, 2, 3 a los ı́ndices de espacio-tiempo, I, J, .. = 0, 1, 2, 3

ı́ndices de grupo interno y en este caso se considerará como grupo de simetŕıa SO(4) o SO(3, 1), ηIJ

corresponde a la métrica interna plana, con la cual suben y bajan ı́ndices de grupo. En 4 dimensiones

la acción de Einstein-Hilbert se reescribe en términos de eIµ y wIJµ de la siguiente forma [68] [69]

SHP [e, w] =
1

16πG

∫
d4x | e | eµI e

ν
JF

IJ
µν [w], (5.13)

la acción anterior es conocida como acción de Hilbert-Palatini. En la acción anterior la 2-forma

F IJµν = ∂µw
IJ
ν −∂νwIJµ +[wµ, wν ]IJ denota la curvatura de la conexión y | e | es el determinante de la

tétrada. Las ecuaciones de movimiento que se obtienen de la acción anterior se derivan considerando

la variación respecto de cada variable. Variando respecto a la conexión wIJµ se obtiene la siguiente

ecuación de movimiento

δSHP
δwIJµ

= εµνρσεIJKLDν

(
eKρ e

L
σ

)
= 0, (5.14)

la cual es equivalente a la condición

D[µe
I
ν] = ∂[µe

I
ν] + wI[µ|J|e

J
ν] = 0, (5.15)

a esta ecuación se le conoce como condición de no torsión [69]. Por otro lado variando la acción

respecto a la tétrada se obtiene

δS =
1

16πG

∫
d4x | e |

[
2(δeµI )eνJF

IJ
µν − eKρ (δeρK)eµI e

ν
JF

IJ
µν

]
=

1

8πG

∫
d4x | e |

[
eνJF

IJ
µν −

1

2
eIµe

ρ
Ke

σ
LF

KL
ρσ

]
δeµI = 0, (5.16)

expresando esto último en términos del tensor de Ricci y el escalar de curvatura se tiene

δS =
1

8πG

∫
d4x | e | [Rµν −

1

2
gµνR]ηIJeνJδe

µ
I = 0, (5.17)

de lo cual se obtiene

Rµν −
1

2
gµνR = 0. (5.18)
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Es importante mencionar que para obtener esta ecuación es necesario utilizar la solución para wIJµ en

la ecuación (5.15). Por lo tanto las acciones de Einstein-Hilbert y Hilbert-Palatini son equivalentes,

en el sentido de que ambas acciones tienen como ecuaciones de movimiento las ecuaciones de Einstein.

La acción (5.13) no es única. En cuatro dimensiones es posible sumarle términos topológicos que no

modifican la teoŕıa a nivel clásico, es decir, a nivel de las ecuaciones de movimiento, por ejemplo el

invariante de Pontryagin (L = tr[Fµν ∗ Fµν ], donde Fµν = 1
2εµνρσF

ρσ), el invariante de Nieh-Yan

(N = T I ∧T I −F IJ ∧eI ∧eJ , donde F IJ = dwIJ −wIK ∧wKJ y T I = deI −wIJ ∧eJ), el invariante

de Euler (L = ?F IJ ∧ FIJ donde ?F IJ = 1
2ε
IJKLFKL) y en particular el término de Holst dado

por [7]

SH =
1

4

∫
dx4εµνρσeIµe

J
νFρσIJ . (5.19)

Vemos que al sustituir en la acción anterior la solución a la ecuación (5.15) para la conexión wIJµ [e]

lo anterior conduce a la identidad de Bianchi εµνρσδI[KδL]Je
I
µe
J
νF

KL
ρσ [w[e]] = εµνρσRµνρσ[Γ(g)] = 0.

Por lo tanto, a nivel de ecuaciones de movimiento el término de Holst no tiene contribución, sin

embargo su presencia alterará la estructura simpléctica de la teoŕıa y permite la introducción de un

tipo especial de variables las cuales modifican la forma de las constricciones. La acción de interés es

una combinación de la acción de Hilbert-Palatini y el término de Holst acoplado con un parámetro

conocido como parámetro de Barbero-Immirzi γ, es decir

SH = SHP + γ−1SH =
1

4

∫
dx4εµνρσ

[
1

2
εIJKLe

I
µe
J
νF

KL
ρσ + γ−1eIµe

J
νFρσIJ

]
. (5.20)

La forma en que se ha definido la acción SH es conveniente, es decir, considerando un valor particular

para γ permite recobrar las formulaciones hamiltonianas de Barbero (γ = 1) o la de Ashtekar

(γ = i) [7]. Sin embargo, esta acción solo se puede definir en 3+1 dimensiones por la sencilla razón

de que el término de Holst solo se define en cuatro dimensiones. La importancia de la acción de

Holst reside en el hecho de generalizar las formulaciones Hamiltonianas de Ashtekar y Barbero. Sin

embargo, la estructura simpléctica en cada caso es diferente y depende del valor dado a γ, es decir,

que a nivel cuántico la presencia del parámetro de Barbero-Immirzi es crucial, y por lo tanto, conocer

su valor es importante en el proceso de cuantización [4]. Sin embargo, hasta este momento no se

conoce el valor exacto del parámetro. Conocer el valor del parámetro de Barbero-Immirzi es uno de

los problemas actuales de la f́ısica [70].

Las constricciones que emergen del análisis de la acción tiene una forma polinomial [7] lo cual hace

más sencillo el proceso de cuantización, sin embargo, esto no significa que este proceso ya se haya

logrado de manera completa en el sentido de que se tenga una interpretación f́ısica de las soluciones

de las constricciones.

Con todo lo anterior en mente, en este trabajo se estudió una acción análoga a la de Holst en tres

dimensiones. Este sistema, en principio más sencillo, permitirá estudiar un sistema que clásicamente

es equivalente a RG en tres dimensiones, pero como se verá, a nivel de paréntesis de Dirac son
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diferentes. En concreto, se estudiará la acción de Palatini en tres dimensiones acoplada al término

de Chern-Simons por un parámetro γ análogo al parámetro de Barbero-Immirzi [10]. Se presentará

el análisis realizado a una acción tipo Holst mediante los métodos de Dirac y de FJ, obteniendo

el conjunto completo de constricciones y su clasificación aśı como los paréntesis de Dirac y de FJ

respectivamente, comparando los dos tipos de paréntesis se encuentra que coinciden.

5.1 Relación entre Relatividad General y la acción de Chern-

Simons

Se sabe que es posible reformular la acción de RG en tres dimensiones como la acción

de Chern-Simons dependiente únicamente de la conexión [72] [73]. El procedimiento consiste en

redefinir el grupo de simetŕıa de la acción de Hilbert-Palatini, definiendo una nueva conexión en

términos de la cual se reescribe la acción de Hilbert-Palatini tridimensional como una acción de

Chern-Simons.

Consideremos un espacio-tiempo tridimensional. La acción de Hilbert-Palatini en este formalismo

está escrita en términos de una 1-forma eiµ, una 1-forma de conexión wiµ y de la curvatura de la

conexión F [w]. Aqúı los ı́ndices latinos denotan ı́ndices de grupo interno G y toman valores 1, 2, 3,

mientras que los ı́ndices griegos toman valores 0, 1, 2 etiquetando coordenadas de espacio-tiempo.

La acción de Hilbert-Palatini es de la forma

SRG[e, w] =
1

2πG

∫
ei ∧ Fi[w], (5.21)

esta acción es invariante ante la transformación e→ geg−1 y w → gwg−1 + gdg−1 siendo g miembro

del grupo de simetŕıa G (por ejemplo SO(3) o SU(2)). La idea para reescribir la acción anterior

como la acción de Chern-Simons es considerar un grupo de simetŕıa G̃ que ampĺıe el grupo G, en

este caso el grupo ISO(3) teniendo los generadores de rotaciones Ji y de traslación Pi cumpliendo

la siguiente álgebra entre los generadores [72]

[Ji, Jj ] = ε k
ij Jk,

[Ji, Pj ] = ε k
ij Pk,

[Pi, Pj ] = 0,

y el siguiente producto interno

〈Ji, Pj〉 ≡ δij , (5.22)

〈Ji, Jj〉 = 〈Pi, Pi〉 = 0. (5.23)

Con esto se define una nueva 1-forma Aµ dada por

Aµ ≡ wiµJi + eiµPi, (5.24)
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esta nueva variable permite escribir la acción de Hilbert-Palatini en tres dimensiones como la acción

de Chern-Simons [74] [75]

S[A] =

∫
d3xεµνρ

(
〈Aµ, ∂νAρ〉+

1

3
〈Aµ, [Aν , Aρ]〉

)
. (5.25)

Esta propiedad ha sido estudiada por autores como V. Bonsom y E. R. Livine en [10] trabajo en

que se explota esta relación para proponer una acción tipo Holst en tres dimensiones.

5.2 Análisis simpléctico a la acción de Palatini en 2+1 di-

mensiones acoplada al término de Chern-Simons

La teoŕıa que se analizará está dada por la siguiente acción

S[e,A] = 2

∫
M

ei ∧ Fi[A] +
1

γ

∫
M

[
Ai ∧ dAi +

2

3
εijkA

i ∧Aj ∧Ak
]
, (5.26)

donde M es una variedad tridimensional sin frontera, F = dA+A∧A es la curvatura de la conexión

A, e son las triadas, i, j, ... = 0, 1, 2 son ı́ndices de grupo interno SU(2) y γ es un parámetro

arbitrario similar al parámetro de Barbero-Immirzi [10]. La variación de la acción anterior conduce

a las ecuaciones de movimiento

De+
1

γ
F = 0,

F = 0,

Podemos observar que estas ecuaciones son clásicamente equivalentes a las ecuaciones de Einstein

en tres dimensiones. Como es usual, la notación que se utilizará en esta sección es µ, ν, ... = 0, 1, 2

para ı́ndices de espacio-tiempo y a, b, c para ı́ndices de espacio. Se supondrá que la variedad tiene

topoloǵıa M = Σ×R, donde Σ es una superficie de Cauchy y R es un parámetro de evolución. De

esta manera, realizando la descomposición 2+1 de la acción (5.26), esta toma la siguiente forma

S[e,A] =

∫
ε0ab

[(
e i
b +

1

2γ
A i
b

)
Ȧai +A0i

(
Dae

i
b +

1

2γ
F i
ab

)
+

1

2
e i

0 Fabi

]
d3x, (5.27)

donde

Fabi = ∂aAbi − ∂bAai + ε jk
i AajAbk,

Daebi = ∂aebi + ε jk
i Aajebk.
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De (5.27) se identifica la densidad Lagrangiana lineal en las velocidades generalizadas [21]

L(0) = ε0ab
(
e i
b +

1

2γ
A i
b

)
Ȧai +

1

2
ε0abe i

0 Fabi + ε0abA0i

(
Dae

i
b +

1

2γ
F i
ab

)
= ε0ab

(
e i
b +

1

2γ
A i
b

)
Ȧai −

[
−1

2
ε0abe i

0 Fabi − ε0abA0i

(
Dae

i
b +

1

2γ
F i
ab

)]
= a

(0)
i ξ̇(0)i − V(0), (5.28)

donde ξ(0) es el conjunto de variables simplécticas y está dado por

ξ(0) = (e0i, eai, A0i, Aai) , (5.29)

a(0) es la correspondiente 1-forma

a(0) =

(
0, 0, 0, ε0ab

(
e i
b +

1

2γ
A i
b

))
, (5.30)

y el potencial simpléctico es definido por

V(0) = −1

2
ε0abe i

0 Fabi − ε0abA0i

(
Dae

i
b +

1

2γ
F i
ab

)
. (5.31)

En el formalismo de FJ las ecuaciones de movimiento se expresan como f
(0)
ij ξ̇

(0)j = ∂V(0)

∂ξ(0)i
, donde

f
(0)
ij es conocida como matriz simpléctica y está dada por f

(0)
ij =

∂a
(0)
j

∂ξ(0)i
− ∂a

(0)
i

∂ξ(0)j
[21]. En este caso la

matriz simpléctica tiene la siguiente forma

f (0) =


0 0 0 0

0 0 0 ε0abηil

0 0 0 0

0 ε0abηil 0 1
γ ε

0abηil

 δ2(x− y). (5.32)

Se observa que f (0) es singular y por lo tanto existirán constricciones. Para poder identificar las

constricciones de FJ se calculan los vectores nulos de f (0) que están dadas por

V
(0)
1 = (V e0i , 0, 0, 0) ,

V
(0)
2 =

(
0, 0, V A0i , 0

)
,

donde V e0i , V A0i son funciones arbitrarias. Las constricciones de FJ se obtienen mediante las con-

tracciones [21]

Ω
(0)
1 =

∫
d3xV

(0) i
1

δ

δξ(0) i

∫
d3yV(0)(ξ) =

∫
d3xV e0i

∫
δV(0)(x)

δe0i(y)
d2y

= V e0i
[
−1

2
ε0abF i

ab

]
= 0,

Ω
(0)
2 =

∫
d3xV

(0) i
2

δ

δξ(0) i

∫
d3yV(0)(ξ) =

∫
d3xV A0i

∫
δV(0)(x)

δA0i(y)
d2y

= −V A0iε0ab
[
Dae

i
b +

1

2γ
F i
ab

]
= 0,
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de esta manera, las constricciones de FJ están dadas por

Ω
(0)i
1 =

1

2
ε0abF i

ab = 0, (5.33)

Ω
(0)i
2 = ε0ab

[
Dae

i
b +

1

2γ
F i
ab

]
= 0. (5.34)

Para determinar si existen más constricciones de FJ se impone la condición de consistencia sobre

las constricciones anteriores. Esto significa que el siguiente sistema se satisface [21]

f̄
(0)
ij ξ̇

j = Zi,

donde

f̄
(0)
ij =

(
f

(0)
ij

∂Ω(0)

∂ξj

)
,

Zi =

(
∂V(0)

∂ξi

0

)
.

La matriz f̄ (0) tiene la forma expĺıcita

f̄ (0) =



0 0 0 0

0 0 0 ε0abηij

0 0 0 0

0 ε0abηij 0 1
γ ε

0abηij

0 0 0 ε0ab
[
ηij∂b + εijkAbk

]
0 ε0ab

[
εij∂b + εijkAbk

]
0 ε0abεijkebk

+ 1
γ ε

0ab
[
ηij∂b + εijkAbk

]



δ2(x− y) (5.35)

se observa que la matriz no es cuadrada como se esperaba, sin embargo (5.35) tiene el siguiente

conjunto de vectores nulos

v1 =
(

0, ∂iVa − ε jk
i AajVk, 0, 0, Vi, 0

)
,

v2 =
(

0,−ε jk
i eajVk, 0, ∂aVi − ε jk

i AajVk, 0, Vi

)
. (5.36)
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El vector Zi está dado por

Z =



Ω
(0)i
1

−ε0ab
[
∂bA

i
0 + εijkAbjA0k

]
Ω

(0)i
2

ε0ab∂a

(
e i

0 + 1
γA

i
0

)
− ε0abεijkA0jeak

−ε0abεijk
(
e0j + 1

γA0j

)
Aak

0

0



. (5.37)

La contracción de los vectores nulos (5.36) con el vector Zi conduce a identidades, por ejemplo

v1Z = εijkViA0jΩ
(0)
1k = 0, (5.38)

lo que implica que no hay más constricciones de FJ. Como se ha mencionado en el formalismo de

FJ no es necesario realizar la clasificación de las constricciones en primera y segunda clase. En

el formalismo FJ todas las constricciones se consideran al mismo nivel. El conteo de grados de

libertad se lleva a cabo de la siguiente forma: hay seis variables dinámicas Aia y seis constricciones

independientes Ω
(0)i
1 ,Ω

(0)i
2 ; por lo tanto la teoŕıa no posee grados de libertad, la teoŕıa es topológica,

como se esperaba.

Ahora se agregan al Lagrangiano simpléctico las constricciones halladas definiendo el Lagrangiano

simpléctico L(1):

L(1) = a
(0)
i ξ̇(0)i − V(0) |Ω1=Ω2=0 −Ω

(0)
1i α̇

i − Ω
(0)
2i β̇

i

= ε0ab
(
e i
b +

1

2γ
A i
b

)
Ȧai − Ω

(0)
1i α̇

i − Ω
(0)
2i β̇

i, (5.39)

las constricciones de FJ se introducen v́ıa los multiplicadores de Lagrange e0i ≡ α̇i y A0i ≡ β̇i.

Se observa que el potencial simpléctico se anula V(0) |Ω1=Ω2=0= 0 lo cual es un resultado esperado

debido a la covariancia general de la teoŕıa, toda la dinámica del sistema está gobernada por una

simetŕıa. Del Lagrangiano simpléctico (5.39) se identifica un nuevo conjunto de variables simplécticas

ξ(1) = (αi, eai, βi, Aai) , (5.40)

y una nueva 1-forma

a(1) =

(
−Ω

(0)i
1 , 0,−Ω

(0)i
2 , ε0ab

(
e i
b +

1

2γ
A i
b

))
. (5.41)
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Se calcula una nueva matriz simpléctica f
(1)
ij =

∂a
(1)
j

∂ξ(1)i
− ∂a

(1)
i

∂ξ(1)j
, que expĺıcitamente tiene la siguiente

forma

f (1) =



0 0 0

0 0
[
ηij∂a − εijkAak

]
0

[
ηij∂a + εijkAak

]
0

[
ηij∂a − εijkAak

]
ηij −εijkeak + 1

γ

[
ηij∂a − εijkAak

]
[
ηij∂a + εijkAak

]
ηij

εijkeak + 1
γ

[
ηij∂a + εijkAak

]
1
γ η

ij


ε0abδ2(x− y). (5.42)

Esta matriz es singular y sus vectores nulos son los generadores de las transformaciones de norma.

Los vectores nulos están dados por ṽ(1) =
(

0,−ε jk
l $jeak, $l, ∂a$l − ε jk

l $jAak

)
y

ṽ(2) =
(
−τi, ∂aτi − ε jk

i τjAak, 0, 0
)

, donde $i y τi forman un conjunto de parámetros infinitesimales

que caracterizan las transformaciones de norma. Las transformaciones de norma son [30]

δαi = −τ̇i,

δeai = Daτi + ε jk
i eaj$k,

δβi = $̇,

δAia = Da$
i, (5.43)

vemos que ṽ(1) es el generador de rotaciones y ṽ(2) genera traslaciones. La matriz (5.42) aún es

singular, sin embargo, se ha mostrado que no hay más constricciones y que la teoŕıa es de norma.

Con el objetivo de construir una matriz simpléctica es necesario fijar la norma, es decir que se deben

imponer condiciones extra sobre las variables, en este caso se utilizará la fijación de norma temporal,

e0i = A0i = 0, lo que significa que α̇i = 0 y β̇i = 0. Estas condiciones se agregan al Lagrangiano v́ıa

multiplicadores de Lagrange Θi y Ξi, de modo que se define un nuevo Lagrangiano simpléctico L(2)

dado por

L(2) = a
(2)
i ξ̇(2)i = ε0ab

(
e i
b +

1

2γ
A i
b

)
Ȧai −

(
Ω

(0)i
1 + Θi

)
α̇i −

(
Ω

(0)i
2 + Ξi

)
β̇i,
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y se identifica el siguiente conjunto de variables simplécticas y la 1-forma

ξ(2) = (αi, eai, βi, Aai,Θi,Ξi) ,

a(2) =

(
−
(

Ω
(0)i
1 + Θi

)
, 0,−

(
Ω

(0)i
2 + Ξi

)
, ε0ab

(
e i
b +

1

2γ
A i
b

)
, 0, 0

)
.

Luego se calcula una nueva matriz simpléctica f (2) dada por

f (2) =



0 0 0

0 0 ε0ab
[
ηij∂a − εijkAak

]
0 ε0ab

[
ηij∂b + εijkAbk

]
0

ε0ab
[
ηij∂a − εijkAak

]
ε0abηij −ε0abεijkeak + 1

γ ε
0ab
[
ηij∂a − εijkAak

]
−ηij 0 0

0 0 −ηij

ε0ab
[
ηij∂b + εijkAbk

]
ηij 0

ε0abηij 0 0

ε0abεijkebk 0 ηij + 1
γ ε

0ab
[
ηij∂b + εijkAbk

]
1
γ ε

0abηij 0 0

0 0 0

0 0 0



δ2(x− y). (5.44)
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Se observa que f (2) es regular y por lo tanto tiene inversa, la cual está dada por

[
f (2)

]−1

=



0 0 0 0 −ηij 0

0 − 1
γ ε0abηij 0 ε0abηij ηij∂a − ε k

ji Aak −ε k
ji eak

0 0 0 0 0 −ηij

0 ε0abηij 0 0 0 ηij∂a − ε k
ji Aak

ηij −
[
ηij∂b + ε k

ji Abk
]

0 0 0 ε0abAaiAbj

0 −ε k
ji ebk ηij −

[
ηij∂b + ε k

ji Abk
]

ε0abAaiAbj
1
γ ε

0abAaiAbj


×δ2(x− y). (5.45)

que corresponde al tensor simpléctico. Los paréntesis generalizados de FJ se identifican del tensor

simpléctico (5.45) mediante

{ξ(2)
i (x), ξ

(2)
j (y)}FJ =

[
f

(2)
ij (x, y)

]−1

, (5.46)

esto es

{eai(x), ebj(y)}FJ = − 1

γ
ε0abηijδ

2(x− y), (5.47)

{eai(x), Abj(y)}FJ = ε0abηijδ
2(x− y), (5.48)

{Aai(x), Abj(y)}FJ = 0, (5.49)

estos paréntesis corresponden con aquellos que se obtienen en el formalismo de Dirac (ver la sección

siguiente). Como se puede ver hay una contribución de γ en los paréntesis fundamentales y este

hecho hace la diferencia con respecto a la teoŕıa de Palatini [71]. De hecho, en la teoŕıa de Palatini

los paréntesis de Dirac entre las triadas conmutan mientras que en P-CS no. Únicamente P-CS y

Palatini son equivalentes en el ĺımite cuando γ tiende al infinito.
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5.3 Análisis Hamiltoniano

En esta sección se reportan los principales resultados del análisis Hamiltoniano. El punto

de partida es la acción (5.27)

S[e,A] =

∫
ε0ab

[(
e i
b +

1

2γ
A i
b

)
Ȧai +

1

2
e i

0 Fabi +A0i

(
Dae

i
b +

1

2γ
F i
ab

)]
d3x.

Se introducen los momentos canónicos para el conjunto completo de variables dinámicas (e,A), dados

por

pαi =
∂L
∂ė i
α

, (5.50)

πα i =
∂L
∂Ȧ i

α

, (5.51)

tal que {
e i
α (x), pβj(y)

}
= δβαδ

j
i δ

2(x− y),{
A i
α (x), πβj(y)

}
= δβαδ

j
i δ

2(x− y),

cero en otro caso. Se encontraron los siguientes resultados: la teoŕıa presenta 12 constricciones de

primera clase

γ0
1i ≡ p0

i ≈ 0, (5.52)

γ0
2i ≡ π0

i ≈ 0, (5.53)

γ1i ≡
1

2
ηabFabi +Dap

a
i ≈ 0, (5.54)

γ2i ≡ Daπ
a
i +

1

2γ
ηab∂aAbi + εijke

j
a p

ak ≈ 0, (5.55)

y el siguiente conjunto de 12 constricciones de segunda clase

χa1i ≡ pa i ≈ 0, (5.56)

χa2i ≡ πai − ηab
(
ebi +

1

2γ
Abi

)
≈ 0, (5.57)

donde ε0ab ≡ ηab. La estructura completa de estas constricciones no hab́ıa sido reportada en la

literatura. El álgebra entre constricciones es como sigue

{γ1i(x), γ1j(y)} = 0, (5.58)

{γ1i(x), γ2j(y)} = ε k
ij γ1k ≈ 0, (5.59){

γ1i(x), χaj1 (y)
}

= 0, (5.60){
γ1i(x), χaj2 (y)

}
= ε jk

i χa1k ≈ 0, (5.61)
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{γ2i(x), γ2j(y)} = ε k
il γ2k ≈ 0, (5.62){

γ2i(x), χaj1 (y)
}

= ε jk
i χa1k, (5.63){

γ2i(x), χaj2 (y)
}

= ε jki χa2j ≈ 0, (5.64){
χai1 (x), χbj1 (y)

}
= 0, (5.65){

χai1 (x), χbj2 (y)
}

= −ηabδij , (5.66){
χai2 (x), χbj2 (y)

}
= − 1

γ
ηabδij . (5.67)

Se puede ver del álgebra entre las constricciones que γ1i es el generador de traslaciones y γ2i el

generador de rotaciones. Para realizar el conteo de grados de libertad se observa que hay 36 variables

canónicas, 12 constricciones independientes de primera clase y 12 constricciones de segunda clase,

por lo tanto la teoŕıa no tiene grados de libertad.

La presencia de constricciones de segunda clase permite la introducción de los paréntesis de Dirac

que para dos funciones del espacio fase A,B está definido por

{A(x), B(y)}D = {A(x), B(y)} −
∫
dudv {A(x), χα(u)}C−1

αβ (u, v)
{
χβ(v), B(y)

}
(5.68)

donde {A(x), B(y)} es el paréntesis de Poisson entre las funcionales A,B, la matriz Cαβ ≡
{
φα, φβ

}
,

{φα} es el conjunto completo de constricciones de segunda clase encontradas y C−1 su inversa, en

este caso dadas por

C =


0 −ηabδij

−ηabδij 1
γ η

abδij

 ,

C−1 =


1
γ ηabδij ηabδij

δabδij 0

 .
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Usando las constricciones de segunda clase se obtienen los siguientes paréntesis de Dirac

{
eai(x), ebj(x)

}
D

= − 1

γ
δijη

abδ2(x− y), (5.69){
pai(x), pbj(y)

}
D

= 0, (5.70){
eai(x), pbj(y)

}
D

= 0, (5.71){
eai(x), Abj(y)

}
D

= δijη
abδ2(x− y), (5.72){

Aai(x), Abj(y)
}
D

= 0, (5.73){
πai(x), πbj(y)

}
D

= 0, (5.74){
Aai(x), πbj(y)

}
D

= δijη
abδ2(x− y), (5.75){

eai(x), πbj(y)
}
D

= − 1

2γ
δijη

abδ2(x− y), (5.76){
Aai (x), pbj(y)

}
D

= 0. (5.77)

Podemos observar que los paréntesis (5.69), (5.72), (5.73) y los de FJ (5.47), (5.48), (5.49) coinciden.

Además, una vez que se introducen los paréntesis de Dirac se puede considerar a las constricciones

de segunda clase como igualdades fuertes y por tanto las constricciones de FJ y Dirac coinciden.

5.4 Conclusiones

En este caṕıtulo se ha analizado el sistema P-CS. Se reporta el conjunto completo de cons-

tricciones de FJ, la simetŕıa de norma y los paréntesis generalizados de FJ los cuales no hab́ıan sido

reportados en la literatura. Como se ha visto la ventaja de implementar el formalismo simpléctico

reside en el hecho de ser más económico en términos de cálculo, en particular no ha sido necesario

realizar el proceso de clasificación de las constricciones como en el caso del formalismo de Dirac. Por

otro lado, se ha encontrado que los paréntesis generalizados de FJ dependen de γ y este hecho hace

que la teoŕıa P-CS difiera clásicamente de la teoŕıa de Palatini y da un antecedente para futuros

trabajos en el estudio de RG en tres dimensiones y los intentos por determinar la naturaleza y valor

de γ. Por ejemplo, se sabe que en 3 + 1 dimensiones la interacción entre materia fermiónica está

mediada por la torsión y su intensidad está determinada por el parámetro de Barbero-Immirzi tal

como se ve en [76], y como se concluye en ese art́ıculo, seŕıa teóricamente posible determinar el valor

de γ al medir el efecto de la interacción gravitacional con un fermión. Por esto, seŕıa interesante

ver qué ocurre en 2 + 1 dimensiones al analizar la acción propuesta P-CS acoplada a materia, con

el objetivo de comprobar si en 2 + 1 dimensiones ocurre algo similar, es decir, si la presencia del

parámetro γ modula la interacción de la materia y de ser aśı ver qué información puede arrojar

este hecho para entender la naturaleza de γ, para lo cual, las relaciones de conmutación obtenidas

mediante los métodos de Dirac y FJ resultarán de ayuda.

Por otro lado, en [77] se estudió un conjunto de soluciones particulares a las ecuaciones de Einstein en
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2+1 dimensiones, tanto en el formalismo métrico como en el formalismo a primer orden de Palatini,

en particular, se estudiaron espacio-tiempos que representan soluciones de agujeros negros en 2+1

dimensiones y universos con una topoloǵıa especifica: universos con topoloǵıa toroidal [0, 1] × T 2,

donde T 2 es un 2-Toro u otros tipos de universos con tipos particulares de topoloǵıa, por ejemplo,

topoloǵıa esférica [0, 1]×S2 ( donde S2 se refiere a la 2-esfera), topoloǵıa de botella de Klein [0, 1]×K,

etc. Con esto como precedente, el trabajo a futuro estará enfocado en estudiar la acción propuesta

P-CS para estos casos particulares de la métrica, haciendo énfasis en el papel que juega el parámetro

γ en cada caso para intentar darle un significado f́ısico en tres dimensiones.

Por otro lado, tal como se desarrolla en [77] para RG en tres dimensiones, una meta a futuro

inmediato es desarrollar la cuantización del sistema, es decir, el siguiente paso en el desarrollo de

la teoŕıa seŕıa promover las coordenadas y momentos a operadores buscando un estado cuántico

que sea solución a las constricciones del sistema. Una meta aún más ambiciosa es poder dar una

interpretación f́ısica o geométrica a dicha solución y al parámetro γ.

Finalmente, tal como se menciono en la conclusión del capitulo anterior, el determinante de la

matriz (5.44) proporciona una medida para el cálculo del producto interno entre estados f́ısicos.

Más aun, la presencia del parámetro γ en la matriz (5.44) nos lleva a pensar que dicho parámetro

estará involucrado en el determinante y por lo tanto tendrá influencia directa al calcular el producto

interno, lo cual puede ayudar a determinar su significado f́ısico y determinar su valor. El cálculo de

dicho determinante y su posterior aplicación al proceso de cuantización de la teoŕıa es una posibilidad

a futuro que este trabajo abre.



Apéndice A

En este apéndice se explicarán algunos conceptos que complementan lo dicho en los

caṕıtulos anteriores aśı como algunos resultados y desarrollos matemáticos de interés.

A.1 Principios de la Relatividad General

En esta parte del trabajo se explicarán brevemente los principios sobre los cuales la Rela-

tividad General está formulada [52] [51], dichos principios están ampliamente aceptados hoy en d́ıa

pero en su momento supusieron un cambio radical en el modo de pensar sobre la naturaleza. Estos

cuatro principios garantizan la validez f́ısica de la Relatividad General y la justifican incluso a nivel

filosófico como el principio de Equivalencia.

Principio de equivalencia: en general puede expresarse diciendo que un campo gravitacional

es indistinguible de la aceleración uniforme [52]. En la práctica esto significa que localmente no

es posible distinguir entre estar en la superficie de un planeta y estar en el interior de un cohete

moviéndose con aceleración constante. De acuerdo a Einstein ambos fenómenos son de hecho el

mismo.

Principio de Covarianza: Einstein razonó que todos los observadores son equivalentes en el

sentido de que todos ellos son capaces de descubrir las mismas leyes de la f́ısica [52], la validez de

este razonamiento es claro si se toma en cuenta que el ser humano ha hecho esto desde un sistema

de referencia en presencia de un campo gravitacional (o equivalentemente un sistema de referencia

acelerado, según el principio anterior). Esta afirmación tiene importantes repercusiones en la forma

en que la teoŕıa es formulada matemáticamente, ya que un observador tendrá asociado un sistema

de referencia y por lo tanto un conjunto de coordenadas, la afirmación anterior implica que en Rel-

atividad General no existe un conjunto de coordenadas privilegiadas, por lo tanto las leyes de la

f́ısica deben tener la misma forma para todos los observadores, es decir, las leyes de la f́ısica deben

ser invariantes ante cambios de coordenadas. En lenguaje matemático esto significa que las leyes de

83
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la f́ısica deben ser escritos en forma tensorial (Principio de Covarianza).

Principio de Acoplamiento Mı́nimo: Este principio dice que no se deben agregar términos

innecesarios a las ecuaciones para realizar la transición de Relatividad Especial a Relatividad Ge-

neral [52]. Por ejemplo, en Relatividad Especial la conservación de enerǵıa-momento está dada por

∂bT
ab = 0, la generalización a Relatividad General es simplemente ∇bT ab = 0. En otras palabras,

este principio implica que si una ley es válida en un espacio-tiempo plano será válida en un espacio-

tiempo curvo de modo que para que una expresión invariante de Lorentz sea covariante general basta

con hacer el cambio ηµν → gµν y ∂µ → ∇ν .

Principio de Correspondencia: Este principio establece que el comportamiento de un sistema

descrito en Relatividad General debe conducir a la mecánica de Newton en el ĺımite de bajas veloci-

dades y enerǵıas [52].

Estos cuatro principios están presentes en el corazón mismo de RG y me ha parecido importante

mencionarlos brevemente ya que muchas veces son obviados, siendo, sin embargo, una parte impor-

tante de la teoŕıa. En adición, se puede mencionar un principio que influenció a Einstein al formular

la Relatividad General pero que, sin embargo, no pudo ser implementado en la forma final de la

teoŕıa. Nos referimos al Principio de Mach que fue propuesto por Ernst Mach en 1893:

Principio de Mach: este principio establece que los conceptos de movimiento e inercia no tienen

un significado por śı mismos, sino únicamente relativo [52] [78]. Para ilustrar este hecho imagine

un único cuerpo en un universo vaćıo de cualquier otra materia, en ese caso no se podrá decir si

dicho cuerpo se encuentra en movimiento ya que no habŕıa nada respecto a que referir su estado

y por lo tanto no presentará ningún efecto inercial. Por otro lado, en un universo en el que exista

materia el movimiento de una de sus partes se referirá al resto de la materia presente y ésta será

el origen de los efectos inerciales a los que la parte en movimiento se pueda ver sometido. Por lo

tanto, un sistema de referencia inercial es un sistema cuyo estado de movimiento es privilegiado

respecto al movimiento del resto de materia en el universo. En nuestro universo son las estrellas las

que determinan los sistemas de referencia inerciales locales mediante su distribución, movimiento

y masa. Sin embargo, este principio tiene algunos problemas ya que no predice ni explica algunos

fenómenos, por ejemplo, el hecho de que existen las soluciones para el vació para las ecuaciones de

Einstein.

La concepción actual es que las propiedades inerciales de los objetos deben ser referidos a un

campo gravitacional dinámico el cual es influenciado por la materia y enerǵıa presentes en el uni-

verso [79] [80].
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A.2 Término de Chern-Simons

En la sección (7.1) se mostró que la acción de Palatini en tres dimensiones con grupo de

simetŕıa G puede reescribirse como una acción de Chern-Simons al considerar un grupo de simetŕıa

expandido Ḡ que contenga a G y definiendo una nueva conexión [72]. Sin embargo para poder hablar

de una acción de Chern-Simons se debe establecer lo que se conoce como formas de Chern [74] [75].

Una forma de Chern está definida en una variedad M de dimensión impar, es invariante ante un

grupo de simetŕıa G y tiene como variable dinámica la 1-forma de conexión A valuada en el álgebra

del grupo

A = AIµTIdx
µ, (A.1)

donde TI son los generadores de grupo que cumplen con el álgebra [TI , TJ ] = fIJKTK (fIJK cons-

tantes de estructura). A partir de la conexión se define la 2-forma de curvatura de la conexión

F = dA+A∧A. Con estos elementos se construye una 2n-forma llamada n−ésima forma de Chern

definida por [74] [75]

P2n(F ) ≡ tr[Fn] = tr[F ∧ F ∧ ... ∧ F ]. (A.2)

Para comprobar la invariancia de P2n ante el grupo G recordemos la forma en que la conexión A se

transforma bajo un elemento del grupo U(α(x)) = eiα
I(x)TI ∈ G [75],

A→ A′ = U−1AU + U−1dU, (A.3)

donde d implica la derivada exterior. Por lo tanto, la curvatura se transforma como

F → F ′ = dA′ +A′ ∧A′

= d
(
U−1AU + U−1dU

)
+
(
U−1AU + U−1dU

)
∧
(
U−1AU + U−1dU

)
= U−1FU. (A.4)

Por lo anterior la forma de Chern P2n es invariante ante G [75]

P2n(F ′) = tr[F ′ ∧ F ′ ∧ F ′... ∧ F ′]

= tr[U−1FU ∧ U−1FU ∧ ...U−1FU ]

= tr[F ∧ ... ∧ F ] = tr[Fn]. (A.5)

Más aun, se puede demostrar que la 2n-forma P2n es cerrada, es decir, dP2n = 0 [75]

dP2n(F ) = dtr[F ∧ F... ∧ F ]

= tr[dAF ∧ F... ∧ F + F ∧ dAF... ∧ F + ...+ F ∧ F... ∧ dAF ]

= n tr[dAF ∧ F ∧ ... ∧ F ] = 0, (A.6)
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lo anterior es cierto ya que

dAF = dF + [A,F ]

= d [dA+A ∧A] + [A, dA+A ∧A]

= d(A ∧A) +A ∧ dA− dA ∧A+A ∧A ∧A−A ∧A ∧A = 0, (A.7)

en estas ĺıneas se ha denotado por dA ≡ d + [A, ] a la derivada covariante para distinguirla de la

derivada exterior d usual. También se ha hecho uso de

tr[dAF ] = tr [dF + [A,F ]] = dtr[F ] + tr[A ∧ F − (−1)1×2F ∧A]

= dtr[F ]. (A.8)

El hecho de que P2n sea cerrada implica que localmente puede escribirse como la derivada exterior

de una (2n− 1)- forma:

P2n(F ) = dQ2n−1(A,F ), (A.9)

a la (2n− 1)-forma Q2n−1(A,F ) se le conoce como forma de Chern-Simons de P2n(F ), por ejemplo

para n = 1, P2(F ) = tr[F ] = tr[dA+A ∧A] = dtr[A], por lo tanto Q1 = tr[A].

En este trabajo el caso de interés corresponde a n = 2 y P4 = tr[F ∧F ] = dtr[A∧ dA+ 2
3A∧A∧A],

es decir, la forma de Chern-Simons Q3 = tr[A ∧ dA + 2
3A ∧ A ∧ A]. Se puede comprobar que en

efecto Q3 es la forma de Chern para n = 2 al calcular su derivada exterior [75]

dQ3(A,F ) = dtr[A ∧ dA+
2

3
A ∧A ∧A]

= tr[dAA ∧ dA+ 2A ∧A ∧ dAA]

= tr [(dA+A ∧A) ∧ (dA+A ∧A)]

= tr[F ∧ F ]. (A.10)

Desde un punto de vista f́ısico la forma de Chern-Simons Q3 resulta de interés debido a que existe

una relación entre la forma de Chern-Simon en tres dimensiones y la acción de Palatini en tres

dimensiones con constante cosmológica Λ, relación que ya se mostró en la sección (5.1)

A.3 Acción de Palatini

Esta sección tiene como objetivo dar una breve explicación del formalismo a primer orden

de la RG aśı como mostrar su equivalencia con la acción de E-H en el sentido de que ambas formula-

ciones comparten las mismas ecuaciones de movimiento, es decir, las ecuaciones de Einstein [68] [69].

Las ecuaciones de Einstein se pueden derivar de un principio de mı́nima acción conocida como acción
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de Einstein-Hilbert la cual tiene como variable dinámica la métrica del espacio-tiempo gµν

S[g, χ] = SEH [g] + Smateria[g, χ]

=

∫
d4x
√
− | g |

{
1

2k
R+ Lmat[g, χ]

}
, (A.11)

donde | g | es el determinante de la métrica, R ≡ Rαα es la curvatura escalar, Rαβ ≡ Rµαµβ es el

tensor de curvatura de Ricci y Rαβγδ es el tensor de curvatura de Riemann. Las variables χ denotan

campos de materia. Las ecuaciones de movimiento se obtienen mediante la variación de la acción

respecto a las variables dinámicas. Variando respecto a las componentes de la métrica gµν :

δS

δgµν
=

∫
d4x

[
1

2k

δ

δgµν

(√
− | g |gαβRαβ

)
+

δ

δgµν

√
− | g |Lmat

]
=

∫
d4x

[
1

2k

δ

δgµν

(√
− | g |gαβ

)
Rαβ +

1

2k

√
− | g |gαβ δ

δgµν
Rαβ +

δ

δgµν

√
− | g |Lmat

]
= 0.

Se puede demostrar que el término
∫
d4x 1

2k

√
− | g |gαβ δ

δgµνRαβ es nulo. Luego

δS

δgµν
=

∫
d4x

[
δ

δgµν

(√
− | g |gαβ

)
Rαβ + 2k

δ

δgµν

√
− | g |Lmat

]
=

∫
d4x

[
δ
√
− | g |
δgµν

gαβRαβ +
√
− | g |δg

αβ

δgµν
Rαβ + 2k

δ

δgµν

√
− | g |Lmat

]
= 0.

Utilizando que
δ
√
−|g|

δgµν = − 1
2

√
− | g |gµν y δ

δgµν g
αβ = 1

2

(
δαµδ

β
ν + δβµδ

α
ν

)
se obtiene:

δS

δgµν
=

∫
d4x

[
−1

2

√
− | g |gµνR+

√
− | g |Rµν + 2k

δ

δgµν

√
− | g |Lmat

]
= 0.

Esto implica las ecuaciones de Einstein para el campo gravitacional:

Rµν −
1

2
gµνR =

2k√
− | g |

δ

δgµν
Lmateria ≡ kTµν , (A.12)

donde se ha definido al tensor de enerǵıa-momento Tµν ≡ 2√
−|g|

δ
δgµν Lmateria.

Esta formulación en términos de la métrica es la más usual en áreas como cosmoloǵıa, sin embargo, no

es la única forma de escribir un principio de mı́nima acción a partir del cual se deriven las ecuaciones

de Einstein. Alternativamente se conoce la formulación de Palatini o a primer orden, esta acción se

define en un espacio-tiempo M y tiene como variables dinámicas las tétradas de 1-formas eIµdx
µ y

la 1-forma de conexión wIJµ dxµ [68], donde los ı́ndices griegos toman valores 0, 1, 2, 3 y son ı́ndices

del espacio-tiempo cuatridimensional mientras que los ı́ndices latinos son ı́ndices de grupo interno,

en este caso Minkowski.

Las tétradas eIµ(x) son funciones que definen un mapeo del espacio tangente a la variedad T (M)

al espacio interno: vI = eIµv
µ donde vµ son la componentes de un vector covariante definido en

T (M). Vamos a suponer que este mapeo es 1 a 1 de tal manera que exista su inversa eµI (x), esta
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función mapea vectores en el espacio interno (Minkowski) a vectores en el espacio tangente T (M):

vµ = eµI v
I , cumpliéndose que eµI e

I
ν = δµν y eµI e

J
µ = δJI . Por supuesto la métrica interna denotada por

ηIJ sirve para subir y bajar ı́ndices internos.

En este formalismo la métrica del espacio-tiempo gµν no es una cantidad independiente, en cambio

se relaciona con la métrica interna por [68] [69]

gµν = eIµe
J
ν ηIJ . (A.13)

Por otro lado se tiene la 1-forma de conexión wIJµ (x)dxµ la cual es a priori independiente de la

tétrada y nos va a permitir definir una derivada covariante D que actúa sobre vectores en el espacio

de Minkowski

DvI = dvI + wIJ ∧ vJ , (A.14)

donde d es la derivada exterior usual. La 2-forma curvatura de la conexión se define como:

F IJµν = ∂µw
IJ
ν − ∂νwIJµ + wIKµ w J

νK − wJKµ w I
νK . (A.15)

Con estos elementos es posible reescribir la acción de Einstein-Hilbert en términos de e y w, a esta

acción se le conoce como acción de Palatini y es de la siguiente forma [68] [69]

SHP =
1

2k

∫
d4x

[
| e | ηIKeµI e

ν
JR

J
µνK [w]

]
, (A.16)

donde | e | es el determinante de la tétrada relacionado con el determinante de la métrica gµν por

| e |=
√
− | g | ya que | gµν |=| e |2| ηIJ | siendo | ηIJ |= 1 en el caso eucĺıdeo y −1 en el caso

Lorentziano.

Las ecuaciones de movimiento se obtienen variando la acción (A.16) respecto a las variables dinámicas.

Respecto a la conexión wIJµ se obtiene lo que se conoce como condición de no torsión [68] [69]:

εIJKLD(eK ∧ eL) = 0, (A.17)

esta ecuación de movimiento permite escribir a la conexión como una función de la tétrada de la

forma wIJµ = −eνJ∇µeIν .

Por otro lado variando la acción respecto a la tétrada:

δSHP
δeαL

=
1

2k

∫
d4xηIK

[
δeµI
δeαL

eνJ | e | +e
µ
I

δeνJ
δeαL
| e | +eµI e

ν
J

δ | e |
δeαL

]
R J
µνK [w]

+
1

2k

∫
d4x

δ

δeαL
[| e | Lmat[e, w, χ]]

=
1

2k

∫
d4xηIK

[
δµαδ

L
I e

ν
J | e | +e

µ
I δ
ν
αδ
L
J | e | −e

µ
I e
ν
J | e | eLα

]
R J
µνK [w]

+
1

2k

∫
d4x

δ

δeαL
[| e | Lmat[e, w, χ]]

=
1

2k

∫
d4x | e |

[
ηLKeνJR

J
ανK + ηIKeµIR

L
µαK − ηIKeµI e

ν
Je
L
αR

J
µνK

+
1

| e |
δ

δeαL
| e | Lmat

]
= 0. (A.18)
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Esto implica

1

2

[
ηLKeνJR

J
ανK + ηIKeµIR

L
µαK − ηIKeµI e

ν
Je
L
αR

J
µνK

]
= − k

| e |
δ

δeαL
(| e | Lmat) , (A.19)

multiplicando por eβL

1

2

[
ηLKeβLe

ν
JR

J
ανK + ηIKeβLe

µ
IR

L
µαK − eβLηIKeµI e

ν
Je
L
αR

J
µνK

]
= − k

| e |
eβL

δ

δeαL
(| e | Lmat) ,

esto es

1

2

[
R J
αJβ +R J

Jα β − gαβR
]

= − k

| e |
eβL

δ

δeαL
(| e | Lmat) ,

Estas son, por supuesto, las ecuaciones de Einstein

Rαβ −
1

2
gαβR = − k

| e |
eβL

δ

δeαL
(| e | Lmat) ≡ −kTαβ , (A.20)

donde se ha definido el tensor de enerǵıa-momento como Tαβ ≡ − 1
|e|eβL

δ
δeαL

(| e | Lmat). Con esto

se demuestra que la acción de Palatini tiene como ecuaciones de movimiento a las ecuaciones de

Einstein para el campo gravitacional y es en este sentido que se afirma que la formulación a primer

orden de RG y la acción de Einstein-Hilbert son equivalentes.

A.4 La acción de Holst

Como se ha visto, el formalismo de Palatini a primer orden reproduce las ecuaciones de

Einstein, sin embargo con el objetivo de obtener una formulación Hamiltoniana y obtener una versión

cuántica de la gravedad S. Holst modificó la acción de Palatini agregando una acción conocida como

término de Holst acoplado a la acción de Palatini v́ıa un parámetro adimensional γ−1 denominado

parámetro de Barbero-Immirzi [7]. El término de Holst está definido como SHolst ≡
∫
e∧ e∧F y la

acción de Holst SH está dada por

SH [w, e] = SH−P + γ−1SHolst

=
1

2k

∫
1

2
εIJKLe

I ∧ eJ ∧ FKL +
1

γ
eI ∧ eJ ∧ FIJ . (A.21)

Esta acción se puede reescribir como

SH [w, e] =
1

2k

∫ [
1

2
εIJKL +

1

2γ
(ηIKηJL − ηILηJK)

]
eI ∧ eJ ∧ FKL

=
1

2k

∫
PIJKLe

I ∧ eJ ∧ FKL, (A.22)

donde PIJKL ≡ 1
2εIJKL + 1

2γ (ηIKηJL − ηILηJK). El término de Holst no modifica las ecuaciones

de movimiento y para comprobar esto calculamos la variación de la acción anterior respecto a las
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variables dinámicas. Respecto a la conexión

δSH
δwKL

=
1

2k

∫
PIJKLe

I ∧ eJ ∧ δFKL

=
1

2k

∫
δwKL ∧ P IJKLD(eI ∧ eJ) = 0, (A.23)

lo cual implica que 1
2kP

IJ
KLD(eI∧eJ) = 0. Multiplicando por

(
P−1

)KL
MN
≡ 2γ2

γ2−1

[
εKLMN − 1

γ2

(
δKMδ

L
N − δKN δLM

)]
se obtiene que [68]

1

2k

(
δIMδ

J
N − δINδJM

)
D(eI ∧ eJ) = 0. (A.24)

Esta ecuación es equivalente a la condición de no torsión (A.17), de modo que esta relación define

de forma única a la conexión wIJµ en términos de la tétrada eIµ, wIJµ = −eνJ∇νeIν . Por lo tanto, la

inclusión del término de Holst no modifica el resultado obtenido en el formalismo de Palatini.

Por otro lado, al variar la acción de Holst (A.22) respecto a la tétrada se obtiene

δeSH =
1

2k

∫
δeI ∧

[
εIJKLe

J ∧ FKL +
2

γ
eJ ∧ FIJ

]
= 0,

esto implica 1
2k

[
εIJKLe

J ∧ FKL + 2
γ e
J ∧ FIJ

]
= 0, o expĺıcitamente

1

4k

[
εIJKLε

µνρσeJνF
KL
ρσ +

2

γ
εµνρσeJνFρσIJ

]
= 0. (A.25)

El primer término εIJKLε
µνρσeJνF

KL
ρσ ya se estudió y se ha visto que una vez que se utiliza la

solución wIJµ = −eνJ∇µeIν conduce a las ecuaciones de Einstein Rµν − 1
2gµνR = 0. Por otro lado

εµνρσeJνFρσIJ [w] es nulo una vez que se utiliza la solución wIJµ = −eνJ∇µeIν ya que esto conduce a

εµνρσeJνFρσIJ [w[e]] = εµνρσeJν eαIe
β
JR

α
βρσ

= εµνρσeαIR
α
βρσ, (A.26)

lo cual es idénticamente cero por la identidad de Bianchi εµνρσRαβρσ = 0, es decir que la inclusión

del término de Holst en la acción de Palatini no modifica las ecuaciones de movimiento, obteniendo

las ecuaciones de Einstein. Para cada valor de γ, la acción (A.21) provee una familia de acciones

clásicamente equivalentes a la acción de Palatini. Sin embargo, la presencia de este término tiene

repercusiones a nivel Hamiltoniano, modificando la forma de las constricciones que surgen de la

teoŕıa y por supuesto la estructura simpléctica de la teoŕıa, como ya se vio en el caṕıtulo 5 y a

continuación se tratará una vez más.

A.5 Formulación Hamiltoniana de la acción de Holst

Gran parte del problema que surge en los intentos que se han realizado para cuantizar la

acción de Relatividad General es debido a la forma complicada de las constricciones de la teoŕıa, por
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ejemplo, las constricciones en la formulación ADM no tienen una forma polinomial en coordenadas

y momentos generalizados lo cual dificulta el paso a la formulación cuántica de la teoŕıa al momento

de promover coordenadas y momentos a operadores.

Con el objetivo de simplificar las constricciones que surgen del análisis Hamiltoniano de Relatividad

General en el formalismo ADM , Ashtekar introdujo un nuevo conjunto de variables conjugadas las

cuales simplifican bastante la forma de las constricciones pero tienen la inconveniencia de ser com-

plejas [81], de modo que se deben imponer condiciones extra, llamadas condiciones de realidad [82],

que permiten recuperar una versión real de la teoŕıa [83].

Posteriormente Barbero mostró que es posible elegir otro conjunto de variables canónicas rela-

cionadas con las de Ashtekar pero esta vez reales, la elección de este nuevo conjunto de variables

destruye la simplicidad de las constricciones obtenida en el formalismo de Ashtekar pero tiene la

importante propiedad de seguir siendo una teoŕıa real [84] [85], sin la necesidad de imponer condi-

ciones extra.

En [7] S. Holst presento una acción que generaliza la formulación de Palatini, dicha acción tiene la

forma (A.21) y como se ha dicho genera una familia de acciones clásicamente equivalentes a Relativi-

dad General. Es muy importante mencionar que esta acción tiene la particularidad de que a partir

de ella y para valores espećıficos del parámetro γ−1 es posible recuperar la formulación Hamiltoniana

de Ashtekar (γ = −i) o de Barbero (γ = 1). Por śı misma esta propiedad ya hace a la acción (A.21)

bastante atractiva sin embargo su importancia va más allá. Se ha comprobado que el parámetro γ

está presente en importantes resultados tales como el cálculo de la entroṕıa de agujeros negros o los

estados y valores propios del operador de área y volumen [86].

A continuación se presenta el análisis Hamiltoniano a la acción de Holst.

La acción de Holst está dada por [7]

SH =
1

4

∫
d4xεµνρσ

[
1

2
εIJKLe

I
µe
J
νF

KL
ρσ [w]± γ−1eIµe

J
νFρσIJ [w]

]
, (A.27)

donde I, J,K, .. = 0, 1, 2, 3 son ı́ndices de Lorentz teniendo asociada una métrica plana de la forma

ηIJ = (−1, 1, 1, 1), mientras que los ı́ndices griegos µ, ν, .. = t, 1, 2, 3 son ı́ndices de espacio-tiempo.

Con el propósito de obtener una formulación Hamiltoniana de la acción de Holst se descomponen

los ı́ndices de espacio-tiempo en sus componentes:

SH =
1

4

∫
d3xdtεtabc

{
εIJKL [etIeaJFbcKL + eaIebJFtcKL]± 2γ−1

[
eIt e

J
aFbcIJ + eIae

J
b FtcIJ

]}
,



92 Apéndice A:

Para poder definir el cambio de variables tipo Ashtekar propuesto por Holst en su art́ıculo [7] se

descomponen los ı́ndices de grupo en sus componentes:

SH =
1

4

∫
d3xdtεtabc

{
ε0ijk [(et0eai − etiea0)Fbcjk + 2etieajFbc0k

+ (ea0ebi − eaieb0)Ftcjk + 2eaiebjFtc0k]

±2γ−1
[(
e0
t e
i
a − eite0

a

)
Fbc0i + eite

j
aFbcij

+
(
e0
ae
i
b − eiae0

b

)
Ftc0i + eiae

j
bFtcij

]}
. (A.28)

Se define ε0abc ≡ εabc y ε0ijk ≡ εijk. Siguiendo el art́ıculo de Holst se trabajará bajo la norma

temporal, es decir, se impone que ea0 = 0, esta elección reduce el número de variables dinámicas de

40 a 37 y la acción toma la siguiente forma

SH =
1

2

∫
εabc

{
eiae

j
b

[
ε k
ij Ftc0k ± γ−1Ftcij

]
+ et0eai

[
1

2
ε k
ij Fbcjk ± γ−1F 0i

bc

]
+eite

j
a

[
ε k
ij Fbc0k ± γ−1Fbcij

]}
d3xdt

=
1

2

∫
εabc

{
eiae

j
bF̂tcij + et0eaiF̂

i
bc + eite

j
aF̂bcij

}
d3xdt, (A.29)

donde

F̂tcij = ε k
ij

(
∂twc0k − ∂cwt0k + wt0lw

l
c k − wc0lw l

t k

)
∓γ−1

(
∂twcij − ∂cwtij + wt0iwc0j − wc0iwt0j + wtilw

l
c j − wcilw l

t j

)
,

εabcF̂ ibc = 2εabc
[

1

2
εijk

(
∂bwcjk + wb0jwc0k + wbjlw

l
c k

)
± γ−1

(
∂bw

i
c0 + w l

b0w
i

cl

)]
,

εabcF̂bcij = 2εabc
[
ε k
ij

(
∂bwc0k + wb0lw

l
c k

)
± γ−1

(
∂bwcij + wb0iwc0j + wbilw

l
c j

)]
.

Se utilizará la notación waij ≡ ε k
ij wak, o equivalentemente wai = 1

2ε
jk
i wajk, y se definirá el cambio

de variable tipo Ashtekar de la forma A±ai ≡ wa0i±γ−1wai. En este punto debemos elegir el signo de

±γ−1, como se verá, dependiendo de esta elección, la única variable dinámica de la teoŕıa, aquella

cuya derivada respecto al parámetro t aparezca expĺıcitamente en la acción, será A− o A+ sin que

esto tenga algún significado f́ısico. Elegimos el signo negativo obteniendo

F̂tcij = ε k
ij Ȧ

−
ck − ∂c

(
ε k
ij wt0k − γ−1wtij

)
− ε k

ij w
l
t kA

−
cl

−1

2
ε k
ij ε

lm
k wt0l

[(
1

γ−1
+ γ−1

)
A+
cm +

(
γ−1 − 1

γ−1

)
A−cm

]
, (A.30)

εabcF̂bcij = 2εabc
{
ε k
ij ∂bA

−
ck −

1

4

(
γ−1 − 3

γ−1

)
A−biA

−
cj

−1

4

(
1

γ−1
+ γ−1

)[
A+
biA
−
cj −A

+
bjA
−
ci +A+

biA
+
cj

]}
, (A.31)

εabcF̂ ibc = 2εabc
{

1

2
∂b

[(
1

γ−1
+ γ−1

)
A+i
c +

(
γ−1 − 1

γ−1

)
A−ic

]
(A.32)

+
1

8
εijk

[(
1 +

1

γ−2

)(
−A+

bjA
+
ck + 2A+

bjA
−
ck

)
+

(
3− 1

γ−2

)
A−bjA

−
ck

]}
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Es importante notar que al tomar el valor γ−1 = ±i toda la dependencia en la variable A+
ai desa-

parece. Sin embargo vamos seguir considerando al parámetro γ−1 indeterminado. Sustituyendo lo

anterior en (A.29):

SH =
1

2

∫
d3xdt

{
eiae

j
bε
abc
[
ε k
ij Ȧ

−
ck − ∂c

(
ε k
ij wt0k − γ−1wtij

)
− ε k

ij w
l
t kA

−
cl

−1

2
ε k
ij ε

lm
k wt0l

[(
1

γ−1
+ γ−1

)
A+
cm +

(
γ−1 − 1

γ−1

)
A−cm

]]
+et0ε

abceai

[
∂b

[(
1

γ−1
+ γ−1

)
A+i
c +

(
γ−1 − 1

γ−1

)
A−ic

]
+

1

4
εijk

[(
1 +

1

γ−2

)(
−A+

bjA
+
ck + 2A+

bjA
−
ck

)
+

(
3− 1

γ−2

)
A−bjA

−
ck

]]
+eite

j
aε
abc

[
2ε k
ij ∂bA

−
ck −

1

2

(
γ−1 − 3

γ−1

)
A−biA

−
cj

−1

2

(
1

γ−1
+ γ−1

)[
A+
biA
−
cj −A

+
bjA
−
ci +A+

biA
+
cj

]]}
(A.33)

= SH [wt0i, wtij , A
+
ai, A

−
ai, et0, eti, eai].

De la acción anterior se observa que la única variable dinámica cuya derivada respecto a t aparece

expĺıcitamente es A−ai y asociado a ella se tiene un momento canónico dado por π−ai ≡ εabcεijkebjeck.

En el esquema completo a cada variable dinámica se le asocia un momento conjugado, cumpliéndose

con los paréntesis de Poisson fundamentales

{
wt0i, π

t0j
}

=
1

2
δji ,{

wtij , π
tkl
}

=
1

2

(
δki δ

l
j − δliδkj

)
,{

A+
ai, π

+bj
}

= δji ,{
A−ai, π

−bj} = δji ,{
et0, p

t0
}

= 1,{
eti, p

tj
}

= δji ,{
eai, p

bj
}

= δbaδ
j
i ,
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cero en cualquier otro caso. Se calcula ahora el momento canónico asociado a las variables dinámicas

que por definición es p = ∂L
∂q̇ :

πt0i = 0,

πtij = 0,

π+ai = 0,

π−ai = εabcεijkebjeck,

pt0 = 0,

pti = 0,

pai = 0.

Como puede verse directamente de la acción la teoŕıa es singular y se espera un conjunto de 37

constricciones primarias independientes las cuales estarán dadas por

φt0i = πt0i ≈ 0,

φtij = πtij ≈ 0,

φ+ai = π+ai ≈ 0,

φ−ai = π−ai − εabcεijkebjeck ≈ 0,

φt0 = pt0 ≈ 0,

φti = pti ≈ 0,

φai = pai ≈ 0.
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Mediante la transformada de Legendre usual se calcula el Hamiltoniano canónico Hc y mediante una

combinación lineal de las constricciones primarias se define el Hamiltoniano primario H1

H1 = Hc + λt0iπ
t0i + λtijπ

tij + λ+
aiπ

+ai + λ−ai
(
π−ai − εabcεijkebjeck

)
+λt0p

t0 + λtip
ti + λaip

ai

=

∫
d3x

{
−
(
wt0k −

γ−1

2
ε mn
k wtmn

)
∂cπ
−ck − w l

tk π
−ckA−cl

−wt0l
1

2
εl mk π−ck

[(
1

γ−1
+ γ−1

)
A+
cm −

(
γ−1 − 1

γ−1

)
A−cm

]
−et0εabceai

[
∂b

[(
1

γ−1
+ γ−1

)
A+i
c +

(
γ−1 − 1

γ−1

)
A−ic

]
+

1

4
εijk

[(
1 +

1

γ−2

)(
−A+

bjA
+
ck + 2A+

bjA
−
ck

)
+

(
3− 1

γ−2

)
A−bjA

−
ck

]]
−eitejaεabc

[
2ε k
ij ∂bA

−
ck −

1

2

(
γ−1 − 3

γ−1

)
A−biA

−
cj

−1

2

(
1

γ−1
+ γ−1

)[
A+
biA
−
cj −A

+
bjA
−
ci +A+

biA
+
cj

]]
+λt0iπ

t0i + λtijπ
tij + λ+

aiπ
+ai + λ−ai

(
π−ai − εabcεijkebjeck

)
+λt0p

t0 + λtip
ti + λaip

ai
}
. (A.34)

La imposición de las condiciones de consistencia genera el siguiente conjunto de constricciones se-

cundarias

ϕt0i =
1

2

{
∂aπ

−ai +
1

2
εi kj π−aj

[(
1

γ−1
+ γ−1

)
A+
ak +

(
γ−1 − 1

γ−1

)
A−ak

]}
≈ 0,

ϕtij = −γ
−1

2
εijk∂aπ

−ak +
1

2

[
π−aiA−ja − π−ajA−ia

]
≈ 0,

ϕt0 = εabceai

[
∂b

[(
1

γ−1
+ γ−1

)
A+i
c +

(
γ−1 − 1

γ−1

)
A−ic

]
+

1

4
εijk

[(
1 +

1

γ−2

)(
−A+

bjA
+
ck + 2A+

bjA
−
ck

)
+

(
3− 1

γ−2

)
A−bjA

−
ck

]]
≈ 0,

ϕti = ejaε
abc

[
2εi kj ∂bA

−
ck −

1

2

(
γ−1 − 3

γ−1

)
A−ib A−cj

−1

2

(
1

γ−1
+ γ−1

)[
A+i
b A−cj −A

+
bjA
−i
c +A+i

b A+
cj

]]
≈ 0,

ϕ+ai =

(
1

γ−1
+ γ−1

)
εabc∂b

(
et0e

i
c

)
− 1

2

(
1

γ−2
+ 1

)
εijkεabc

[
A−bj −A

+
bj

]
et0eck

−1

2

(
1

γ−1
+ γ−1

)
εabc

(
A+
bj +A−bj

) [
eite

j
c − e

j
te
i
c

]
+

1

2

(
1

γ−1
+ γ−1

)
εijkwt0jπ

−ak.

Las constricciones en el formalismo de Ashtekar se obtienen inmediatamente de lo anterior al consi-

derar el caso particular γ−1 = −i. En este caso se encuentra que cualquier contribución de la variable
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A+
ai se anula, siendo la única variable dinámica A−ai. Más aun, con esta elección del parámetro γ−1 la

constricción secundaria ϕ+ai es idénticamente cero. También se encuentra que existe la dependencia

ϕtij = iεijkϕ
t0k, reduciendo a las constricciones obtenidas en el formalismo de Ashtekar.
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