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Formulacién de Faddeev-Jackiw para una Teoria BF' Cuatridimensional y Relatividad General en Tres Dimensiones.

Resumen

El objetivo de esta tesis es estudiar dos tipos de teorias: una teoria BF en cuatro
dimensiones y una accién tipo Holst en tres dimensiones. Estas teorias son ejemplos de
teorias singulares y para analizarlas se aplicaron dos métodos: el algoritmo de Dirac y el
formalismo de Faddeev-Jackiw [FJ]. El método de Dirac se enfoca en estudiar las simetrias
presentes en la teoria desde un punto de vista Hamiltoniano, mientras que el formalismo de
Faddeev-Jackiw, se enfoca en construir un tensor simpléctico mediante el cual se obtienen las
simetrias del sistema y los paréntesis generalizados de FJ, que bajo una eleccién apropiada
de la norma, son equivalentes a los de Dirac. Respecto al método de Dirac se reporta el
nimero de grados de libertad, el conjunto completo de constricciones y su clasificacién, las
transformaciones de norma y los paréntesis de Dirac. Por otra parte, con el formalismo de
FJ también se obtuvo el conjunto completo de constricciones de FJ, las transformaciones
de norma, conteo de grados de libertad y los paréntesis generalizados de FJ. Finalmente, es
importante mencionar que se comprobd la equivalencia entre los resultados obtenidos con

ambos métodos, en particular, se destaca la igualdad de los paréntesis de Dirac y FJ.



Faddeev-Jackiw Formulation for a Fourdimensional BF' Theory and General Relativity in Three Dimensions

Abstract

In this work two theories are studied: a four dimensional BF theory and a three dimen-
sional Holst-like action. These theories are examples of singular systems and we perform
our analysis by using two approaches: the Dirac algorithm and the FJ formalism. The Dirac
method is based on the identification of the constraints for studying the symmetries of the
theory. On the other hand, the FJ approach is based on the construction of a symplectic
tensor where the relevant symmetries of the theory can be identified from it.

With respect to the Dirac method, the complete set of constraints, the gauge transforma-
tions and the Dirac brackets are reported. Furthermore, with respect to the FJ formalism,
the complete set of FJ constraints, the gauge transformations and the generalized brackets
are identified. We show that the generalized FJ and the Dirac brackets coincide to each
other.
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Capitulo 1

Introduccion

El siglo pasado vio el nacimiento de dos teorias importantes que la humanidad ha
descubierto, aun cuando en sus inicios ambas teorias tuvieron importantes detractores, hoy
en dia son dos pilares fundamentales de la fisica, del desarrollo técnico y la investigacién
de frontera [1]. Estamos hablando de la Mecénica Cudntica y la Relatividad General. La
Mecanica Cuéantica se ocupa del estudio de la materia y las interacciones a escala mi-
croscépica (= 1072 m). Por otro lado, la Relatividad General es una descripcién de la
gravedad como una consecuencia de la geometria del espacio-tiempo la cual adquiere una
curvatura debido a la presencia de materia y energia en el Universo. Dicha teoria fue pro-
puesta por A. Einstein en 1915.

En particular, la aplicacién y desarrollo de la Mecdnica Cuédntica ha permitido el estudio de
las interacciones fundamentales (el electromagnetismo, las fuerzas nucleares fuerte y débil)
derivando en importantes descubrimientos sobre el comportamiento de la naturaleza a es-
cala microscépica e incluso nuevos estados de la materia (e.g. el efecto Ahanorov-Bohm,
efecto Compton, efecto Zeeman, condensado de Bose-Einstein, etc. [2]).

Actualmente existe una necesidad a nivel tedrico por un esquema que combine consisten-
temente la Mecdnica Cudantica y la Relatividad General. Por dar unos ejemplos sobre
situaciones en los que se necesita una formulaciéon cudntica de la gravedad se puede men-
cionar a la cosmologia y el estudio de agujeros negros, ya que no se tiene un entendimiento
fundamental del Universo temprano (en particular las condiciones iniciales del Universo
en los momentos inmediatos al Big Bang) y de los estados finales de la evolucién de un
agujero negro [3], asi como una comprensién de los procesos que ocurren en su interior y

en su cercania. Una motivacion adicional es el problema del tiempo que tiene su origen en
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el papel que juega el tiempo en la Mecédnica Cudntica y la Relatividad General [3] ya que
en cada teoria el concepto de tiempo es concebido de una forma totalmente diferente y de
hecho incompatible; ya que en la Mecanica Cuantica el tiempo es un elemento externo que
no es descrito en términos de operador alguno y unicamente juega el papel de pardmetro
de evolucién en las ecuaciones. En contraste, en la teorfa de la Relatividad General el
tiempo (en concreto el espacio-tiempo) es un ente cuya dindmica estd determinada por las
ecuaciones de Einstein y las condiciones de materia y energia presente en el Universo. Por
lo tanto, se necesita una modificacién en la concepcién del tiempo para hacerlo compatible
con ambas teorias. Se piensa que una teoria cudntica de la gravedad conciliaria ambas
concepciones del tiempo [3].

Sin embargo, el estudio de la gravedad a escala microscépica (los efectos de una gravedad
cudntica serfan importantes a escala de Planck [/, ~ 1.616 x 107>°m [4]) ha implicado un
reto enorme para la fisica tedrica, un reto que no ha sido superado, aun cuando ha habido
importantes adelantos. Entre las dificultades que se encuentran para lograr la unificacion
entre ambas teorias se tiene la incompatibilidad conceptual y matematica con las que han
sido formuladas, por lo que las pasadas décadas han sido de intenso trabajo tedrico, en
particular, mucho del trabajo desarrollado se ha enfocado en estudiar las simetrias que
estdn presentes en una teoria singular a nivel cldsico y cudntico. Una teoria singular es
aquella en la que se tienen mas variables dindmicas de las que fisicamente son necesarias
para describir la teoria. Ejemplos de teorias singulares son el modelo estandar de la fisica
de particulas, la teoria electromagnética y en particular la teoria de la Relatividad General.
En muchos casos este tipo de teorias presentan un tipo especial de simetria llamada de
norma la cual relaciona estados fisicamente equivalentes. Es importante mencionar que no
todas las teorias singulares son de norma mas todas las teorias de norma son singulares.
Para estudiar este tipo de teorias se tienen dos formalismos conocidos: el de Dirac y de
Faddeev-Jackiw [FJ].

El formalismo de Dirac es una generalizacién del formalismo Hamiltoniano usual mediante
el cual se estudian las simetrias del sistema cuando existen constricciones. Por otro lado,
el formalismo de FJ trata a las teorias singulares desde un punto de vista simpléctico, este
método tiene la ventaja de ser menos tedioso en comparacién con el método de Dirac, ya
que no es necesario realizar la clasificacién de las constricciones y los resultados encontrados
son equivalentes con los obtenidos en el formalismo de Dirac.

En esta tesis se estudiaron dos teorias cuya importancia reside en su relaciéon con Relativi-
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dad General. La primera de ellas es una teoria BF' en cuatro dimensiones con grupo de
simetria SO(3,1), la cual es un ejemplo de teoria topoldgica, i. e., sin grados de libertad
fisicos, definida en términos de una variable auxiliar B y la curvatura de la conexién de-
notada por F. Esta teoria es interesante ya que comparte caracteristicas importantes con
Relatividad General por ejemplo que pueda definirse sin la introducciéon de una estructura
métrica preestablecida y ser invariante ante difeomorfismos. Es importante mencionar que
en [5] se realiz6 un andlisis a esta teorfa mediante el formalismo de Dirac estricto, sin em-
bargo, en dicho trabajo no se reportan los paréntesis de Dirac debido a la naturaleza no
compacta del grupo SO(3,1). En esta tesis, se procedié a romper el grupo de simetria
interno pasando de SO(3,1) a SO(3) con lo cual se trabaj6 con un grupo compacto lo que
simplificé los calculos permitiendo calcular los paréntesis de Dirac de forma mas sencilla.
Para realizar dicho analisis, se utilizaron variables tipo Ashtekar. Los resultados obtenidos
no habian sido reportados en la literatura anteriormente y pueden consultarse en el articulo

publicado [6].

La segunda parte del trabajo se basé en una formulacién tipo Holst de Relatividad General
en tres dimensiones. La formulacién de Holst consiste en una modificacién a la accién de
Hilbert-Palatini (Syp) para Relatividad General en cuatro dimensiones [7]. Esta modi-
ficacién consiste en una combinacién lineal de la accién de Hilbert-Palatini Syp més el
término topoldgico de Holst Sg (el cual solo estd definido en cuatro dimensiones). En con-
creto, la accién de Holst es definida por Sgoee = Sgp + v 'Sy. Para cada valor de vy # 0
la accién de Holst genera una familia de acciones cldsicamente equivalentes a Relatividad
General en el sentido de que todas tienen como ecuaciones de movimiento a las ecuaciones
de Einstein, esto se debe a que el término de Holst no tiene contribucién a nivel de las ecua-
ciones de movimiento. Sin embargo, la accion de Holst tiene la propiedad de que a partir de
ella se pueden obtener dos de las formulaciones Hamiltonianas de Relatividad General mas
importantes propuestas con el objetivo de lograr una cuantizaciéon de la misma, estas son
la formulacién de Ashtekar y la formulaciéon de Barbero, que se obtienen al considerar los
casos particulares v = i y v = 1 respectivamente [7] [8]. Sin embargo, en principio cualquier
otro valor del pardmetro  es vélido, asi pues jqué significado fisico tiene el parametro 77 y
icudl es el valor real de v?7 Estas preguntas carecen de respuesta hasta el momento, siendo
lo anterior preguntas atun abiertas en la fisica [9].

Con esto como contexto, en esta tesis investigamos una accién tipo Holst en tres dimen-
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siones con el propdsito de ver céomo el pardmetro v modifica el dlgebra de constricciones
v los paréntesis de Dirac, con el objetivo de sentar las bases a un andlisis posterior que
permita dar una interpretacién fisica a este parametro. El sistema que se analizd fue la
accién de Hilbert-Palatini en 3 dimensiones acoplada al término de Chern-Simons Scg:
S = Sy + 7 'Scs [10]. Como ya se mencioné, el término de Holst solo estd definido en
cuatro dimensiones por lo que una propuesta para estudiar una accién similar a la accién de
Holst en tres dimensiones es acoplar a la accién de Palatini el término de Chern-Simons. La
accion asi propuesta comparte una propiedad importante con la accién de Holst, esta es que
la inclusion del término de Chern-Simons no modifica las ecuaciones de movimiento clasicas
obtenidas de la accién de Palatini, sin embargo, como veremos el parametro v tendrd una
contribucién en los paréntesis de Dirac y de FJ. En esta tesis se realizé el analisis de Dirac
y de FJ comparando luego los resultados obtenidos por ambos métodos y comprobando
la correspondencia que existe entre ellos. Finalmente, es importante mencionar que estos
resultados no habian sido reportados en la literatura y fueron publicados en [11] siendo un
aporte original.

El trabajo esta dividido de la siguiente forma: el primer y segundo capitulo estan dedi-
cados a desarrollar los formalismos de Dirac y de FJ, mostrando la relacién entre ambos
formalismos. En el capitulo tres se estudié una accién BF' en cuatro dimensiones haciendo
uso de un cambio de variables tipo Ashtekar. Esta teoria se analizé mediante el formalismo
de Dirac en el esquema estricto obteniendo el nimero de grados de libertad, las constric-
ciones del sistema y su clasificacion, identificando los generadores de las transformaciones
de norma y los paréntesis de Dirac. Por otro lado, se realizé el andlisis de FJ identificando
el conjunto de constricciones de FJ, las transformaciones de norma que se obtienen a partir
de los vectores nulos del tensor simpléctico, el conteo de grados de libertad y los paréntesis
generalizado de FJ los cuales coinciden con los paréntesis de Dirac.

La ultima parte de la tesis, estd dedicada al andlisis de una teoria tipo Holst en tres dimen-
siones, definida por la accién de Hilbert-Palatini en el formalismo a primer orden acoplada
al término de Chern-Simons mediante un pardmetro tipo Barbero-Immirzi. Como en el
caso anterior, esta teoria se analizdé mediante los formalismos de Dirac y de FJ, ambos en el
esquema estricto. En el caso del formalismo de Dirac se obtuvo la estructura completa de
las constricciones, el nimero de grados de libertad, la clasificacion de las constricciones, las
transformaciones de norma y los paréntesis de Dirac, hallando que dependen del pardmetro

de Barbero-Immirzi. Esta teoria también fue analizada mediante el formalismo de FJ, cal-
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culando las constricciones de FJ, el numero de grados de libertad, las transformaciones de

norma y los paréntesis generalizados de FJ.



Capitulo 2

Algoritmo Dirac-Bergmann

Las teorias que describen las interacciones fundamentales de la fisica, tal como la
teoria electrodébil, la relatividad general, la teoria electromagnética o el modelo estandar
son teorias con un tipo especial de simetria llamada simetria de norma. En este tipo de
sistemas el nimero de variables dindmicas utilizadas para describir el sistema es mayor que
el nimero de variables requeridas fisicamente, por lo tanto, la teoria estd formulada en
términos de algunas variables sin relevancia fisica. La presencia de variables no fisicas esta
relacionada a la existencia de simetrias de norma, que estan definidas por transformaciones
de las variables dindmicas que no afectan el estado fisico del sistema. Sistemas fisicos de
este tipo son llamados singulares y su andlisis demanda una generalizacién del método
Hamiltoniano usual ya que estan caracterizados por la presencia de constricciones entre las

variables dindmicas.

2.1 Sistemas singulares clasicos

En esta seccion se explicara lo que es un sistema singular y el método desarrollado
por Dirac y Bergmann para su anélisis [12] [13]. Como punto de partida se considerara
un sistema clasico con un numero finito de grados de libertad descrito por las coordenadas

generalizadas ¢; (i = 1,..., N) y la funcién Lagrangiana
L= L(Qi(t%q.i(t))? (21)

donde

explicard el método de Dirac estricto el cual consiste en considerar a todas las variables

dd‘ii = (; representa el conjunto de velocidades generalizadas. En este capitulo se
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que definen al sistema como variables dindmicas asocidndoles un momento candénico con-
jugado, en contraste con el llamado esquema reducido en el cual se considera tnicamente
como variables dindmicas a aquellas cuya derivada temporal aparezca explicitamente en el
Lagrangiano. Ya que en el esquema estricto se considera a la totalidad de las variables
dindmicas los cdlculos pueden complicarse en comparacion con el esquema reducido, sin
embargo se tiene la ventaja de trabajar con el espacio fase completo permitiendo conocer la
estructura simpléctica completa asi como la forma correcta de las constricciones y simetrias
del sistema. Por otro lado en el esquema reducido se trabaja con un espacio fase reducido
lo que puede simplificar algunos célculos, pero es probable que se pierda informacién im-
portante en el proceso y por lo tanto no se obtengan las simetrias correctas del sistema. En
este capitulo se desarrollara el método de Dirac estricto.

El caso mas general es considerar que el Lagrangiano L dependa explicitamente del parametro
de evolucion t, sin embargo se sabe que los Lagrangianos que describen las interacciones
fundamentales de la fisica no dependen explicitamente de ¢, de modo que en lo que sigue
solo se considerard este tipo de Lagrangianos.

La dinamica del sistema esta determinada por el principio de minima accion o principio

de Hamilton el cual establece que

El movimiento de un sistema partiendo de la configuracion 1 a una configuracion 2 es tal

que la accion del sistema [12] [14]

to

S= [ dtL(q(t),4(1)), (2.2)

t1

tiene un valor estacionario para la trayectoria real del sistema,

donde se ha supuesto que los puntos inicial y final son fijos durante la evolucién, d¢;(t1) =
dqi(t2) = 0. El principio de Hamilton se puede reexpresar diciendo que el movimiento del
sistema es tal que la variacién de la accién S para tiempos fijos t1 y to es cero
t2
65 =96 L(q,q)dt = 0. (2.3)
t1

Las condiciones bajo las cuales la accién es estacionaria estan dadas por las ecuaciones de
Euler-Lagrange

L oL
4oL oL _

- — = ,=1,...,N. 2.4
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las cuales pueden ser reescritas como [12] [13]

C 0L oL . 9L

Yoia — 0a Y 00,00 7

entendiendo que en la expresién anterior (y en todo el trabajo) se estd utilizando la notacién
de Einstein, es decir, suma implicita sobre indices repetidos. De esta manera, es claro que
las aceleraciones ¢ pueden ser determinadas univocamente en términos de coordenadas y
velocidades generalizadas si y solo si la matriz
o %L
Y 0404

(2.6)

es invertible, si este es el caso se dird que el sistema es regular y se podrd determinar la
evolucién del sistema de manera tnica dadas las condiciones iniciales. Por otra parte, si el
determinante es cero, no todas las aceleraciones podran ser determinadas univocamente en
términos de coordenadas y velocidades generalizadas, por lo que la solucién a las ecuaciones
de movimiento contendra funciones arbitrarias del tiempo. El caso de interés para sistemas
con simetria de norma es aquel donde la matriz H es singular. Es importante mencionar que

no todas las teorias singulares son de norma pero todas las teorias de norma son singulares.

2.2 Constricciones primarias

Estamos interesados en obtener una formulacién Hamiltoniana para sistemas sin-
gulares y como es usual el primer paso es realizar la transformada de Legendre respecto a

las velocidades. Para esto se define el momento canénico como

L

p = 90 (it=1,...,N), (2.7)
se puede pensar en la definicién anterior como un conjunto de transformaciones entre mo-
mentos p y velocidades ¢ de modo que en un sistema regular estas relaciones son invertibles
por lo que es posible escribir el conjunto de velocidades generalizadas ¢ como funcién de
q vy p. La condiciéon bajo la cual esto es posible la da el teorema de la funcion inversa, el

cual establece que el conjunto de transformaciones p = p(q, ¢) serd invertible si y solo si el

determinante de la matriz Jacobiana es diferente de cero

‘api £0, (2.8)

dq;
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o en términos de la definicién de momento (2.7)

“ﬂ £0, (2.9)

9389

es decir, la misma condicién que se establecié para la matriz H en (2.6). En el caso regular el
Hamiltoniano del sistema se define mediante la transformada de Legendre H(q, p) = p'¢; — L
[12] [14], que es una funcién de las coordenadas ¢ y momentos p gracias a la eliminacién de
todas las velocidades ¢ utilizando las transformaciones inversas a (2.7). Al espacio definido
por el conjunto de pares g y p se le llama espacio fase I'. La dindmica del sistema estara

determinada por las ecuaciones de Hamilton:

OH
q op (2.10)
; OH
) = — 2.11

las cuales se pueden deducir del principio de Hamilton escribiendo la accién del sistema

como

S = /dt [p'd; — H]. (2.12)

Sin embargo, las teorias fisicas que describen las interacciones fundamentales de la natu-
raleza (en particular Relatividad General) son descritas por Lagrangianos singulares, este
tipo de sistemas se caracterizan por la existencia de constricciones en el sistema, esto es,
relaciones entre las variables del espacio fase I'.

Un sistema es singular si el determinante de la matriz H definida en (2.6) es cero y se
supondra que su rango es M’ [13]. Por construccién dicha matriz es de tamanio N X N,
siendo N el namero de coordenadas generalizadas, por lo tanto, si H es singular el rango de
la matriz serd M’ < N. En este caso el conjunto de relaciones (2.7) no serdn independientes
entre si y no serd posible determinar todas las velocidades generalizadas como funciones de

qy p, es decir, existird un conjunto de relaciones de la forma
" (q,p) =0, m=1,...., M, (2.13)

que se obtienen directamente de la definicién de los momentos (2.13) y en general M’ < M.
Relaciones de la forma (2.13) son llamadas constricciones primarias [13] ya que se derivan
directamente de la definicién de momentos.

Ya que el rango de la matriz H es igual a M’, habrd M’ ecuaciones independientes en (2.13),



10 Capitulo 2: Algoritmo Dirac-Bergmann

las cuales definiran el subespacio de constricciones I'y C I' de dimensién 2N — M’ sobre el
cual el sistema evolucionara en el tiempo.

Se debe imponer cierta condicién sobre la forma de las constricciones primarias para garan-
tizar la independencia entre las constricciones primarias. Se supondra que las constricciones
primarias ¢"" satisface la condicion de regularidad [12] [13]:

. . . . . . . . m
Todas las constricciones primarias ¢ son independientes, i. e., el Jacobiano aa(ﬁp) es de
9.

rango M’ en T'y.

2.3 Ecuaciones débiles y fuertes

La existencia de constricciones en el sistema motiva a reconsiderar el concepto
de igualdad cuando se aplica a relaciones que involucran funciones del espacio fase. Para
ejemplificar este punto consideremos, por simplicidad, que se tiene una constriccién de la

forma
x =0, (2.14)

es claro que el paréntesis de Poisson entre el momento candnico p, con el lado izquierdo
de esta ecuacién es diferente al paréntesis de Poisson con el dado derecho (1=0). Este
simple ejemplo muestra que si se sustituye a x por 0 en alguna expresiéon antes de calcular
el paréntesis de Poisson de interés, en este caso con p,, conducira a resultados incorrectos.
Por lo tanto ecuaciones de la forma z = 0 deben usarse con cuidado y tienen un nombre
y una notacién especial, llamada igualdad débil [13] [15]. Por esto al hablar de igualdades
entre funciones del espacio fase serd necesario especificar el subespacio de constricciones en
el cual la igualdad es valida y en lo sucesivo el simbolo = se usara para indicar una igualdad
que es Unicamente valida en el subespacio en que las constricciones se anulan. En general
si una funcién del espacio fase F'(g,p) unicamente se anula en el subespacio I'; se dird que

es débilmente igual a cero:
F(q.p) = 0« F(q,p) Ir,=0. (2.15)

Por otra parte se dird que una funcién es fuertemente igual a cero si

oF 8F>

= = 0. 2.1
dq;’ Op’ / (2.16)

F:0<:>F’F1:O y (

Iy
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Una funcién que es débilmente cero puede ser escrita como una combinacién lineal de

constricciones: G ~ 0 = G = g;¢; [13], donde g; son funciones arbitrarias del espacio fase.

2.4 Hamiltoniano candnico

El siguiente paso en el anélisis es introducir el Hamiltoniano canénico Hy [13], lo

cual se obtiene mediante la transformada de Legendre usual

Hy (q(t),p(t)) = @ip" — L (g, 4) - (2.17)

Es importante mencionar que ¢ se introducen en Hj solo mediante la combinacién p(q, q)
definida por (2.13), por lo cual Hy es solo funcién de ¢ y p. Para verificar esto se calcula el

cambio § Hy inducido por la variacion arbitraria de las variables

. : oL oL
0Hy = q;i6p' +6¢;p" — 0di7— — 0qi~—
dq; 0q;
) oL
= ‘i b — AP~ 2.1
¢iop' — 0q 90 (2.18)

donde se ha utilizado la definicién de los momentos. Esto demuestra que efectivamente Hy
es una funcién unicamente de p y q.

Para determinar el efecto que produce la existencia de constricciones en la dindamica del
sistema se calcularan las ecuaciones de movimiento, para esto se escribe la accién S en

términos del Hamiltoniano

S = / (@p" — Hy) dt, (2.19)

y cuya variacién es
S = 4 / (¢:p" — Hy) dt

) H, ) H
O P

en esta expresién dq y dp no son independientes entre si ya que deben ser consistentes con

las constricciones primarias halladas

= 2.21
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de modo que se tienen las siguientes condiciones (2.20) y (2.21):

. OHy (. 0H,
=i - (g — 220} — 2.22
5q< p 8qi>+5p <q ap1> 0 (2.22)
5qi Spl—— = 0, 2.23
U og TP (2.23)

dichas condiciones deben cumplirse para sistemas singulares. Comparandolas se obtienen
las siguientes ecuaciones de movimiento que también son consistentes con las constricciones
del sistema

0H)y o™

apz‘ + Am 8pi

0H,

%7

_0Hy 09"
dg; " Og;
0Hq

- dq;’

Q

qi

Q

(2.24)

Q

(2.25)
donde se ha definido el Hamiltoniano primario [13]
Hy = Hy+ \no™, (226)

Am son funciones arbitrarias del espacio fase y son llamadas multiplicadores de Lagrange.
Se define el paréntesis de Poisson entre dos funciones del espacio fase F'(q,p) y G(¢,p) como
es usual [14]

_OF0G _OF OG
~ Jq; 0p' Op' Oq;

(F,G (2.27)

Con esto las ecuaciones de Hamilton (2.24) y (2.25) se escriben de manera més concisa como

p = {p' Hi} (2.28)
~ {p',Ho}t + A {0, 0"},
¢ = {@, Hi} (2.29)

%

{qi, Ho} + A {qi, o™} .

En general, la evolucién temporal de cualquier funcién del espacio fase F'(q,p) se escribe

como

F = {F H}
~ {F, Ho}+ \n {F,\7"}. (2.30)
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2.5 Condicién de consistencia y constricciones secundarias

Como se ha visto la existencia de constricciones en la teoria determina su dindmica
y en este sentido define la naturaleza del sistema, por lo tanto es logico esperar que las
constricciones encontradas se conserven durante la evolucion del sistema lo cual garantiza
que el sistema con el que se inicia sea el mismo con el que se trabaja luego de su evolucion.
Con lo anterior en mente se impone sobre las constricciones la condicién de que deben
conservarse durante la evolucién del sistema (Condicion de Consistencia) [13] al menos
sobre el subespacio I'1 y ya que el generador de evolucion temporal es el Hamiltoniano

primario esta condicién se establece como

o = {o" Hi}
{67, Hok 4+ A {876 | 0. (2:31)

Q

La imposicién de esta condicién sobre las constricciones primarias conduce (para cada cons-

triccién ¢) a una de las siguientes posibilidades

1. La condicién de consistencia se reduce a una identidad, 0 =~ 0, es decir, se satisface

automaticamente luego de usar las constricciones primarias.

2. Se reduce a una ecuacién que es independiente de los multiplicadores de Lagrange
Ay de las constricciones primarias, implicando nuevas relaciones entre las variables

dindmicas del sistema que llamaremos constricciones secundarias: ¢(q,p) = 0.

3. La condicién de consistencia impone una restriccion sobre alguno de los multipli-

cadores de Lagrange .

Si se encuentran constricciones secundarias en la teoria se define el Hamiltoniano secundario

H> por medio de nuevos multiplicadores de Lagrange
Hy = Hy + An¢™ + arg, (2.32)

siendo [ = 1, ..., L el nimero de constricciones secundarias que se encontraron y ; un nuevo
conjunto de multiplicadores de Lagrange. Estas constricciones definen un nuevo subespacio
I'y de I', tal que 'y C I'y. La nocion de igualdad débil o fuerte se define ahora respecto
al subespacio I'y. Las constricciones secundarias también deben satisfacer la condicién de

consistencia, esta vez dada en términos del Hamiltoniano secundario en una forma similar



14 Capitulo 2: Algoritmo Dirac-Bergmann

a (2.31). La imposicién de la condicién de consistencia sobre las constricciones secundarias
conducird a un nuevo conjunto de constricciones o permitird determinar alguno de los mul-
tiplicadores de Lagrange, etc. El procedimiento es finito de modo que al final la condicién
de consistencia no dara nueva informacién ya que su imposicién conducird a identidades
del tipo 0 = 0 o bien habra permitido determinar el valor de todos los multiplicadores de
Lagrange.

La distincién entre constricciones primarias y secundarias o superiores no es importante y
en lo siguiente no se hara distincién entre ellas.

El conjunto completo de constricciones halladas se denotara por {¢°} (s = 1,...,5) siendo
S el niimero total de constricciones. El total de constricciones definird un nuevo subespacio
I's C ... CI'1 CT del espacio fase y sera respecto a este nuevo subespacio que la nocién de
igualdad fuerte y débil tendra sentido.

El generador de evolucién temporal ya tendra en cuenta la informaciéon de todas las con-

stricciones presentes en el sistema mediante una combinacion lineal de las constricciones [13]
Hs = Ho+ A\s0° (2.33)

y nuevamente se impondra la condicién de consistencia sobre las constricciones ¢*:
¢ ~ {¢ Ho} + A {¢ ¢>s} ~ 0, (2.34)

lo anterior se puede pensar como un conjunto de ecuaciones inhomogéneas en los multipli-
cadores A. Suponiendo que (V) (¢, p), donde el subindice a denota las componentes de Vs,

son todas las soluciones independientes de la ecuacién homogénea

(Va), {0} =0, (2.35)

y U(q,p) son soluciones particulares de la ecuacién inhomogénea (2.34), por lo tanto, en

general los multiplicadores de Lagrange seran de la forma
As = Us + 0" (V,),, (2.36)

siendo v? coeficientes arbitrarios. Sustituyendo lo anterior en la ecuacién (2.33) se define el

Hamiltoniano Total Hp el cual generara la evolucién de cualquier variable dindmica

Hr = H' +v,¢%, (2.37)
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donde
H = Hy+Uy®, (2.38)
Ga = (Va)s ¢S- (2'39)
Como se ha visto, en sistemas singulares es posible que el Hamiltoniano Total contenga en
su definicién funciones arbitrarias del tiempo v®. Por lo tanto, la evolucién de las variables
dinamicas no esta determinada univocamente por las condiciones iniciales.
En este punto es importante mencionar que la condicion de consistencia no solo tiene
implicaciones en el formalismo, permitiendo fijar algunos multiplicadores de Lagrange o
generando nuevas constricciones, también a nivel fisico su imposicion implica la existencia
de simetrias en el sistema. Como se sabe, el hecho de que una funcién del espacio fase sea
tal que su paréntesis de Poisson con el generador de evolucién temporal (en este caso Hr)

sea cero implica la existencia de una constante de movimiento y por tanto la existencia de

una simetria en el sistema [13].

2.6 Constricciones de primera y segunda clase

En este punto es conveniente definir lo que se entendera como cantidades de

primera y segunda clase [13] [16]:

Definicion: Se dice que una funcion del espacio fase F' es de primera clase si el paréntesis

de Poisson de dicha funcién con todas las constricciones es débilmente cero
(F,¢°} ~0, (2.40)

de otra forma se dira que la funcion es de sequnda clase.

Si una cantidad R(q,p) es de primera clase, se satisface la igualdad
{R,¢°} = R}¢" =~ 0, (2.41)

donde R; son funciones arbitrarias del espacio fase. De esto se deduce que el paréntesis de

Poisson de dos constricciones de primera clase Ry S es también de primera clase:

{{R.S},¢°} = {{R.¢"},S}—{{S,¢"}.R}
= R{¢".S}+{R},Sto" —SP{s", R} — {S;, R} ¢"
0. (2.42)

Q
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Se puede demostrar que H' y ¢ = (V,), ¢° son de primera clase. Para comprobar esto se

calcula

{Hl,(ﬁs} ~ {H/7¢s} + v, (Va)S, {¢s’7¢s}
~ {HT7 ¢S}
= —¢°~0, (2.43)

se ha sumado un cero débil de la forma v, (V¢), {gbsl, gbs} = 0, lo cual es cierto ya que V¢
son soluciones generales de la ecuacién homogénea (2.35). La tltima linea se cumple ya que
todas las constricciones satisfacen la condicién de consistencia. Esto demuestra que H' es
de primera clase

Por otro lado, considérese el paréntesis de Poisson entre todas las constricciones halladas

¢° y consideremos nuevamente el conjunto de soluciones V¢, luego

0 = (W, {07}
{0907}, (2.44)

%

lo cual demuestra que ¢% = (V*)s¢° es de primera clase. Este resultado es importante y en
lo siguiente se hara referencia a ello.

Una vez determinado el total de las constricciones del sistema nos preguntamos cuédntas
y cudles son las constricciones de primera clase presentes en la teoria. Para este fin se
construye una matriz cuyas entradas estan dadas por el paréntesis de Poisson entre todas

las constricciones
wmnr = {o™, ¢"}, (2.45)

y de tamanio S x .S, siendo S el niimero total de constricciones que presenta el sistema. Esta
matriz permite no solo conocer el nimero de constricciones de primera clase sino también
su forma. SidetW =~ 0 la matriz tendra rango R < S y nulidad S — R. Por lo tanto existiran

S — R vectores nulos V,, a = 1,..5 — R, los cuales por definicién cumplen que

{0™,0°} (Vs), =0, (2.46)

esto es

{o™, 0" (V5),} =0, (2.47)
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por lo tanto, se tiene un conjunto de constricciones de primera clase dadas por ¢* (Vs), = 7,
como ya se habia demostrado antes. Por otra parte, habra R constricciones de segunda clase
denotadas por Y.

El algebra entre las constricciones de primera y segunda clase debe ser de la forma

(Ve wt = A% + B xaxe, (2.48)
(Vo X6} = C%ve + Dxas (2.49)

donde A, B, C, D son funciones del espacio fase. En (2.48) solo pueden aparecer términos
cuadraticos en x para que se cumpla que el paréntesis de Poisson entre dos constricciones

de primera clase sea también de primera clase [13].

2.7 Transformaciones de norma

Una vez realizada la clasificacion de las constricciones en primera y segunda clase
se vera que consecuencia tiene su existencia en la dindmica del sistema. Se define el Hamil-
toniano Extendido, en el que ya se hace una distincién explicita entre constricciones de

primera y segunda clase

Hgp = Hpy+ Ume + Ua’)/a

donde U es el conjunto de multiplicadores que pudieron determinarse, mientras que v, son
funciones arbitrarias del espacio fase. La evolucién de las variables dindmicas estd restrin-
gida al subespacio I'g definido por las constricciones de primera y segunda clase y esta es
generada por el Hamiltoniano Extendido Hg, de modo que para una funcién del espacio

fase F'(q(t),p(t)) se tiene
F={F Hg}~{F,H} +v,{F.~"}. (2.51)

Esto muestra que la evolucion del sistema presenta una arbitrariedad debido a la presencia
de los coeficientes arbitrarios v,. Sin embargo la mecanica clésica es determinista por lo
tanto esta arbitrariedad no puede tener significado fisico. Es decir, dados dos estados con
las mismas condiciones iniciales pero diferentes conjuntos v, deben ser fisicamente equiva-

lentes, se dird que estos sistemas son equivalentes de norma [13].
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Consideremos una funcién del espacio fase F(q(t),p(t)), con unas condiciones iniciales
F(0) = F(q(0),p(0)) y su cambio luego de un tiempo dt ademas de dos conjuntos diferentes
de funciones {v,} y {v}}. El valor de F(t) después de un corto intervalo de tiempo ot se
puede calcular expandiendo en serie alrededor de t = 0 y a primer orden en Jt
Fy(6t) = F(0)+ 6tF = F(0)+ 0t {F, Hr}
~ F(0)+6t [{F H'Y} +va {F,¢"}] (2.52)
por otro lado, para la misma variable y mismas condiciones iniciales, pero diferente conjunto

v}, lo anterior es
Fy(6t) ~ F(0)+4dt[{F,H'} +v,{F ¢*}]. (2.53)
La diferencia entre ambos estados es de la forma
6F = F,—Fy =~ (vq—v),)6t{F,~v*}

= e {F, 7"}
{FeaY"} (2.54)

%

donde €, = (v, — v}) 6t. El cambio 6 F no es fisico por hipétesis, asi que Fy/(6t) = F,(6t) —
0F corresponde al mismo estado fisico. Se llega a la conclusion de que las constricciones
de primera clase generan transformaciones no fisicas de las variables dindmicas, conocidas
como transformaciones de norma [13], que no alteran el estado fisico del sistema y este
cambio es generado por la combinacién lineal de constricciones de primera clase €,7%.
Para variables dindmicas invariantes de norma (variables tales que su paréntesis de Poisson
con los generadores de norma ~ es débilmente cero), la evolucién dada por H', Hr y Hg es
la misma. Para cualquier otra variable se debe utilizar Hg para tomar en cuenta toda la
simetria de norma.

Las ecuaciones de movimiento para el formalismo extendido pueden derivarse de un principio

de accién extendido
Selg,p,v] = / [qipi —H - anﬁ“] dt, (2.55)

del cual se derivan las ecuaciones de movimiento
F
¢

Q

(F,Hgp}, (2.56)
0. (2.57)

Q
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Una vez que se ha hecho la clasificacién entre constricciones de primera y segunda clase se

procede a realizar el conteo de grados de libertad [13].

Definicion: Los grados de libertad de un sistema son el nimero de variables fisicas in-
dependientes necesarias para describir al sistema.

En este contexto, el conteo de grados de libertad se realiza de la siguiente manera

GL = 5 [(Nim. de variables dindmicas) — 2 (Ntim. de constricciones de primera clase)

— (Ntm. de constricciones de segunda clase)], (2.58)
en esta férmula el factor % se incluye porque se estd considerando como variables dindmicas
el conjunto completo de coordenadas generalizadas ¢ y sus correspondientes momentos
canodnicos p. Se cuenta dos veces el nimero de constricciones de primera clase debido al
doble caricter de éstas, como constricciones del sistema y como generadores de simetrias

de norma.

2.8 Condiciones de norma

Como se ha podido comprobar la existencia de constricciones de primera clase im-
plica una ambigiiedad en la evolucién del sistema permitiendo la existencia de un conjunto
de estados fisicos equivalentes entre si y relacionados por una transformacién de norma.
Geométricamente se interpreta que estos estados definen un subespacio en el espacio fase
donde cada punto representa un estado fisicamente equivalente y relacionados entre ellos
por medio de una transformacién de norma.

Es posible eliminar esta ambigiiedad en la dindmica del sistema al imponer ciertas condi-
ciones sobre las variables dindmicas con el objetivo de que haya una correspondencia univoca
entre las condiciones iniciales y el estado final del sistema. A este proceso se le conoce como
fijacién de la norma. Por medio de este procedimiento se elimina cualquier libertad de
norma, fisicamente irrelevante en la descripcién del sistema.

El conjunto de condiciones de norma [13] se introduce como nuevas constricciones en el

sistema
Qalg,p) =0, a=1,..,Nep, (2.59)

donde N, es el nimero de condiciones de norma introducidas. Un buen conjunto de

condiciones de norma debe cumplir con los siguientes requerimientos
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1. El nimero de constricciones de primera clase es igual al nimero de condiciones de

norma,

2. Deben fijar totalmente la norma, es decir, no existira ninguna constricciéon de primera

clase v* tal que {Qq, 7"} v, = 0 a menos que v, = 0.

Es decir que el conjunto de constricciones de primera clase junto con las condiciones de
norma forman un conjunto de constricciones de segunda clase.

La forma en que se definen estas condiciones no viene dada por el propio formalismo sino
que debe ser introducida de manera conveniente. Las condiciones anteriores solo garantizan
que la norma es correctamente fijada, mientras que la cuestién de su validez global es en
general un problema abierto. En algunos casos la geometria del problema puede ser tal que

condiciones de norma globales no existan.

2.9 Paréntesis de Dirac

Es posible definir un analogo al paréntesis de Poisson que tome en cuenta la
clasificacién de constricciones, a este nuevo paréntesis se le conoce como paréntesis de
Dirac [13] [17]. Es el paréntesis de Dirac el cual serd promovido a conmutador en el proceso
de cuantizacion. Para dos funciones F' y G del espacio fase el paréntesis de Dirac se define

{F.G}p ={F.G} = {F.xX"} Coun X", G}, (2.60)

donde (Cmn)_l es la matriz inversa de C™" cuyas entradas estan dadas por el paréntesis de
Poisson entre las constricciones de segunda clase: C™" = {x™, x"}. Es importante notar
que esta matriz es antisimétrica por definiciéon y con determinante diferente de cero, ya que
x"" son de segunda clase, lo que implica que su dimensién es par.

El paréntesis de Dirac cumple con las siguientes propiedades

1. Antisimetria: {4, B}, = —{B, A},

[\)

. Linealidad: {C,a0A+ B}, = a{C, A}, + 5{C, B},
3. {A,BC}, ={A,B}-+B{A,C}p,

4. Identidad de Jacobi: {A,{B,C}p}p, +{B,{C,A}p}, +{C,{A,B}p}, =0,
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y adicionalmente con
5 Para cualquier funciéon F'y x™: {F,x™}, =0,
6 Para G de primera clase y cualquier F: {F,G}, ~ {F,G}.

Las ecuaciones de movimiento se escriben como
F={F Hg}p. (2.61)

Como se ha visto, el método de Dirac es una generalizaciéon del formalismo Hamiltoniano
usual para el caso en que el sistema presenta constricciones. Con él se puede conocer la
dindmica del sistema a través del Hamitoniano Extendido, el nimero de grados de liber-
tad del sistema y los paréntesis de Dirac los cuales son una generalizacién del paréntesis
de Poisson. La importancia de este formalismo no puede subestimarse y su utilidad se
ha comprobado muchas veces al haberse aplicado con éxito a teorfas BF' [5], el electro-
magnetismo [18] o Relatividad General [19], etc. En los siguientes capitulos se aplicara el
formalismo de Dirac estricto a una teoria BF en cuatro dimensiones y a una accién tipo

Holst en tres dimensiones.



Capitulo 3

Formalismo de Faddeev - Jackiw

para sistemas singulares

El método de Faddeev-Jackiw [FJ] [20] [21] permite analizar sistemas singulares
desde un enfoque mé&s accesible que el método de Dirac, ya que en este formalismo no
existe distincion entre constricciones primarias y secundarias, ni es necesario realizar la
clasificacién de constricciones en primera y segunda clase, cuestion que resulta tediosa en
muchos casos. El formalismo de FJ es un método en el cual toda la informacion relevante
del sistema esta codificada en la construccién de una matriz simpléctica y sus vectores nulos.
Este método permite obtener toda la informacion fisica relevante del sistema tal como el
nimero de grados de libertad, las constricciones del sistema, transformaciones de norma,
los paréntesis generalizados de FJ, etc.

El formalismo de FJ se aplica a Lagrangianos lineales en las velocidades generalizadas.
Es importante mencionar que siempre es posible llevar Lagrangianos cuadraticos en las
velocidades a una forma lineal mediante la introduccién de variables auxiliares y que seran
consideradas nuevas variables simplécticas. El método ha sido utilizado con éxito para
analizar teorias BF [6], el invariante de Euler [22], Relatividad General en la formulacién

de Bonzom -Livine [23], la teorfa de Maxwell [24], etc.

22
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3.1 Lagrangiano lineal en las velocidades

El formalismo de FJ esta formulado para Lagragianos lineales de la forma

L=a($)¢-V, (3.1)

donde £ denota el conjunto total de variables dindmicas que describen al sistema.

El procedimiento para llevar a una forma lineal en las velocidades el Lagrangiano de un
sistema que en un comienzo es cuadratico en éstas se basa en la transformada de Legen-
dre que es usada para pasar al formalismo Hamiltoniano [25] ya que para un sistema con
coordenadas ¢ y momentos p el Hamiltoniano asociado se calcula como H = ¢p — L [14],
esta relacion implica que L = ¢p — H, es decir, una vez que se conoce el Hamiltoniano del
sistema H, éste permitira escribir una version lineal en las velocidades del Lagrangiano L,
esto puede parecer redundante para un sistema regular, sin embargo, para sistemas singu-
lares se verd que este formalismo permite un analisis menos tedioso en términos de calculo
que el método de Dirac.

Es importante mencionar que una vez introducido este conjunto de nuevas variables (obtenidas
via la relacién p = %)’ se debera considerar al mismo nivel que el conjunto de coordenadas
generalizadas originales, es decir, una vez que han ayudado a definir un Lagrangiano de la
forma (3.1) tanto ¢ como p (o alguna otra variable auxiliar introducida) se consideraran
variables simplécticas al mismo nivel.

Para ilustrar la forma en que se lleva un lagrangiano cuadrético en las velocidades a una

forma lineal [25], considérese un Lagrangiano dependiente de un conjunto de N coordenadas

generalizadas ¢; y sus velocidades ¢; de la forma

. 1.
L(g:q) = 5ad" = V(a)- (3.2)
El momento canénico conjugado a las coordenadas es por definicién p* = % = ¢'. Luego
el Hamiltoniano H es de la forma
o 1,
H(q,p) = ¢ip' — L = Spip’ + V(). (3.3)

2
Una vez que se conoce el Hamiltoniano H, la transformada de Legendre nos permite escribir

una version lineal en las velocidades del Lagrangiano simpléctico

Gip' = 5P’ = Vig). (3.4)
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Para lograr esto se necesit6 la introduccién de funciones auxiliares (en este caso los mo-
mentos canénicos) que amplian el nimero de variables que describen el sistema, pasando
de un conjunto (g;, ¢;) a un conjunto (g;, ¢;, p’). Finalmente veamos que este procedimiento
no afecta la dinamica del sistema. Las ecuaciones de Euler-Lagrange que se obtienen del

Lagrangiano (3.4) son

. oV
i I
¢ —pi = 0.

Este conjunto de ecuaciones acopladas son equivalentes a las que se obtienen del Lagrangiano

original (3.2). !

3.2 Formalismo de Faddeev-Jackiw

Consideremos un Lagrangiano lineal en las velocidades de la forma [21] [26] [27]

£O (&.€0€) =a © O - VO (g). (3.5)

donde £© denota el conjunto total de N variables simplécticas que describen al sistema
(coordenadas generalizadas ¢ y momentos canénicos 7" u otro conjunto de variables

dindmicas),

€0 = (694) = (go, 7). (3.6)

los indices toman valores A = 1,....N, ¢ =1,...n" y i’ =1,...,n" tal que n’ +n" = N.
Aqui V(O es llamado potencial simpléctico y ag)) es funcién de €O y se le conoce como una
1-forma.

Las ecuaciones de Euler -Lagrange que emergen de la variacion de un Lagrangiano de la

forma anterior se pueden escribir como [21]

o5 _ VO ©)

0) :
Fipé e (3.7)
donde
(0) i 3a590) aaff)
fAB - 0£(O)A B 85(0)3' (3~8)

!Por supuesto este es un ejemplo muy particular pero ilustrativo y en general uno puede tener un la-
grangiano de cualquier forma L(g:, d:), a partir del cual se obtienen los momentos canénicos p’ y se calcula el
Hamiltoniano del sistema (o el Hamiltoniano canénico H. en caso de que el sistema presente constricciones)
H = ¢;p' — L y por tanto el Lagrangiano lineal es L = ¢;p’ — H.
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f© es una matriz antisimétrica de tamafio N x N llamada matriz simpléctica (en el caso
regular f(© toma la forma de la matriz simpléctica, usualmente denotada por .J ). Por
supuesto hay dos casos posibles: que f ©) gea regular o singular.

Si el determinante de f(©) es diferente de cero se dird que el sistema es reqular y existirg la
matriz inversa [f(o)} a O i este es el caso se podrdn conocer de forma univoca todas

las velocidades

éA _ [f(0)71:| ov©® (3] (3.9)

AB 0¢B
es decir las ecuaciones de movimiento del sistema (y por tanto su dindmica) estdn bien
definidas y dadas ciertas condiciones iniciales se podra conocer su estado a cualquier tiempo
posterior sin ambigiiedades.
Es facil comprobar que en el caso regular el Hamiltoniano correspondiente al Lagrangiano
(3.5) estd dado por V(0. En este caso las variables simplécticas son las coordenadas genera-
lizadas y momentos conjugados £4 = (¢, p;) donde i = 1,...,ny A=1,...,2n. La evolucién

temporal de las variables simplécticas esta dada por

04 _ {§<0>A,H} _ {5(0)147‘/(0)}

" [9e@A gy ©) 9eA gy (0)
9€)i GO+ a DEO)n+i He(0)i

=1
" [geA B ae@a 1 gy (@
N zz; _W nti EO)n+i i PROE
f: 904 peB ocOA  geB | gy 0)
— _6§(O)z‘ OEOn+i — geO)n+i ge(0)i | 9e(0)B
oV
0)A +(0)B
{00607} S (3.10)
Comparando (3.9) y (3.10):
. -1 9y oy (0
0A _ [ (0 S0 B OV
13 o { }AB FROCES { ) } DEOB” (3.11)

. . . ./ .. -1
se implica que existe una relacién entre las entradas de la matriz inversa [ f(o)] y el

paréntesis de Poisson de las variables simplécticas (en el caso de sistemas con constricciones
la relacién que se establece es con el paréntesis de Dirac). Esto motiva a definir el paréntesis

generalizado de Faddeev - Jackiw como

N e i (3.12)

FJ AB
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Sin embargo el caso de interés para teorias de norma es aquel donde el det [ fﬁlogg} =0, es

decir, cuando el sistema es singular [20] [21], lo cual implica la existencia de constricciones
en la teoria, esto es, un conjunto de relaciones independientes entre si de las variables
simplécticas. En cierto sentido se puede pensar que todo el formalismo estd desarrollado
con el objetivo de poder construir un tensor simpléctico [ fgoé]_l, ya que sus componentes
estan relacionadas con los paréntesis de Dirac y en ultima instancia estos paréntesis seran
promovidos a conmutadores en el proceso de cuantizacion del sistema de interés. Ya que
f© es singular, tendrd un rango R (R < N) y nulidad M = N — R, siendo N el niimero de
variables simplecticas del sistema, es decir existiran M vectores nulos vﬁ,?) (m=1,..,M) de

la matriz f(© tal que

(v,g?)A 72 =o. (3.13)
Multiplicando a la ecuacién (3.7) por la izquierda por v,(,g)
(0)
_(,®) OB _ (o) v
0= (v )AfABf (v )A e (3.14)

es decir se tiene un conjunto de M constricciones de la forma [20] [21]:

oV
QW () = (vﬁg))Aiag(o)A =0. (3.15)

De manera similar a lo que ocurre en el formalismo de Dirac se impone que la evolucion

temporal de las constricciones Q) sea nula (condicion de consistencia) [21]

: o0y .
0) m 0)A __
00 = 7a§<0>A§( A =, (3.16)

La informacion relevante del sistema estd dada por las ecuaciones (3.7) y (3.16), i. e., las
ecuaciones de movimiento que implican la existencia de constricciones y la conservacién de

dichas constricciones:

FO) ¢0)B oV
AB ag(o)A ’
89(0) )
m_40)B
8§(O)B£ 0. (3.17)
Es posible escribir ambas ecuaciones en una sola expresién al definir la matriz
0
£ih
FY) = : (3.18)
00

0¢(0)B
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y el vector

oV (0)
0€(0)A

Zy= : (3.19)
0

donde f(© es un matriz de tamafio (N + M) x N y Z es un vector de tamafio 1 x N. Con

estas definiciones las ecuaciones (3.17) se escriben como
FipeOB = 7 3.20
! A Bf A (5 ) : ( : )

Aun cuando f© no es una matriz cuadrada, ésta puede tener un conjunto de vectores
_(0) /- — . . . . .

nulos vfh) (m =1,. M<N ) los cuales proporcionan informacién sobre la existencia de

constricciones adicionales en la teoria [21]. Multiplicando por la izquierda a la ecuacién

(3.20) por 6573) se obtiene un conjunto de relaciones de la forma

Q%) = (177(72))AZA ‘Q(O):():O (3.21)

e (0 . . . 0 [
La sustitucién (v,(ﬁ) )A ZA |q0) o implica que las constricciones an) ya no apareceran en el

desarrollo posterior. Una vez que se toman en cuenta las constricciones Q¥ la condicién
(3.21) puede conducir a identidades de la forma 0 = 0 o a un nuevo conjunto de constric-
ciones QW si ocurre este dltimo caso se impone nuevamente la condicién de consistencia
sobre estas nuevas constricciones: Q) = 0, definiendo una nueva matriz f (1) de una manera
similar a f(© y un nuevo vector Z. Calculando los vectores nulos de f (1) y contrayéndolos
con Z se podran obtener identidades o nuevas constricciones a las cuales se les impondra
la condicién de consistencia, etc. El proceso es finito y continta hasta que la condicién de
consistencia no genere nuevas constricciones.

Luego de un nimero n de pasos se ha determinado un total de M’ constricciones del sis-
tema (su evolucién temporal no implica nuevas constricciones): Qg:,) (m"=1,..,M'). La
informacién de las constricciones encontradas se agrega al Lagrangiano via un conjunto de

multiplicadores de Lagrange A" esto es [20] [21]

m'

£ = QO L 3 amm — vy (), (3.22)

donde V() = (0 \Q(O)ZO’Q(U:0’.“’9(71):0. Se considerard al conjunto de multiplicadores de

Lagrange A como nuevas variables simplécticas adicionales, como consecuencia el conjunto
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de variables simplécticas se amplia y se denotard por & (n),

¢ = (5(0)’ )\(N)) 7 (3.23)

siendo un conjunto de (N + M’) variables. As{ mismo del Lagrangiano (3.22) se identifica

una nueva 1-forma ampliada
a™ = (a(o),ﬂ(")) . (3.24)

Una vez que se ha determinado la forma final del Lagrangiano del sistema dado por (3.22) se
calculan las ecuaciones de Euler-Lagrange las cuales determinardn la dindmica del sistema
esta vez en términos del conjunto ampliado de variables simplécticas & (") Las ecuaciones
de Euler-Lagrange que se derivan del Lagrangiano (3.22) estdn dadas por [20] [21]

1AL

= Sei (3.25)

1ipEm”

en este caso A, B = 1,... NN +1,....N + M'. La matriz simpléctica asociada fgg =

9 (n) o (n) . s .
9B _ % tiene la forma explicita:?

oe(mA  9¢
7(0) 29
£ — o\ T <. (3.26)
-(5) o

. e -1 . ,
En el caso de que esta matriz sea regular existird su inversa [ f (")} y a partir de ésta se

definiran los paréntesis generalizados de Faddeev-Jackiw

[ f(m} = {§<n>A7 5<n>B}

= (3.27)

FJ
Es importante mencionar que los paréntesis generalizados de Faddeev - Jackiw coinciden

con los paréntesis de Dirac obtenidos en el formalismo de Dirac al trabajar en el esquema

completo [21].

2Esto da la justificacién para la introduccién de los multiplicadores de Lagrange en la ecuacién (3.22)
en la forma de derivadas temporales A(™). Supédngase que se introdujeran en la forma LM = CLEO){L(O” +
QEZ))\(")T"I — V™. En ese caso las ecuaciones de Euler-Lagrange que se obtendrian serfan

v
o€

1
o™ = o,

lo cual, por supuesto, es correcto. Sin embargo f(o) sigue siendo singular y por lo tanto esto no permite
determinar ni los paréntesis de FJ ni permite determinar la evolucién del sistema de manera sencilla.
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Sin embargo, si aun después de obtener el conjunto completo de constricciones la matriz
() continta siendo singular implicard la existencia de simetrias de norma de modo que
serd necesario fijar la norma con el objetivo de poder invertir la matriz simpléctica, es decir,
se deben elegir ciertas condiciones sobre las variables dindmicas de modo que estas condi-
ciones introducidas como nuevas constricciones hagan a la matriz simpléctica regular. La
eleccion de dichas condiciones es hasta cierto punto arbitraria ya que la tinica condiciéon que
se exige es que permitan invertir la matriz f(™. Dichas condiciones de norma se agregan al

). es decir, mediante multiplicadores

formalismo de manera similar a las constricciones Q
de Lagrange, que amplian el conjunto de variables simplécticas y la 1-forma, para luego cal-
cular la matriz simpléctica y su inversa, permitiendo identificar los paréntesis generalizados
de Faddeev-Jackiw.

La correspondencia entre las entradas de la matriz inversa [ f (”)] _1, i.e., los paréntesis ge-
neralizados de Faddeev - Jackiw, con los paréntesis de Dirac es una de las caracteristicas

mas importantes del formalismo de FJ. Esta relacion se expresa en la siguiente proposicién

Proposicién: Si f(™ es regular entonces las entradas de la matriz inversa corresponden

con los paréntesis de Dirac entre las variables simplécticas:

(n)} _ { (n)A <n>B} ' 3.98
ki g gmBl (3.28)
Hay que senalar que este resultado es valido siempre que se trabaje en el esquema completo

del formalismo de Dirac [28] [29].

AB

En este contexto, el conteo de grados de libertad se realiza como
Grados de libertad = Numero de Variables Dinamicas
—Numero de Constricciones Independientes, (3.29)

por supuesto en el conteo se deben tomar en cuenta las condiciones de norma en caso de
que haya sido necesario introducirlas para poder hacer invertible la matriz simpléctica.

El formalismo de FJ permite determinar las transformaciones de norma, las cuales dejan
invariante la accién del sistema [30]

Proposicién: Sean (vl(n))A vectores nulos de f(™ (ecuacién (3.26)), entonces

5EA = ¢ (v,("))A : (3.30)
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donde [ = 1,..., L (nimero de vectores nulos) y A = 1,..., N + M’ (ntimero de variables
simplécticas), son un conjunto de transformaciones que dejan invariante la accién del sis-

tema.

Demostracién: Sea el conjunto de variables simplécticas & = (5(0),)\(’”)) y la 1-forma

a® = (a(o), Q(m)). El Lagrangiano del sistema se escribe como (3.22):
L) = g{e0A _y), (3.31)
y por tanto la accion del sistema
S[€,€,0] = /dtﬁ("). (3.32)

El cambio de la accién bajo una variacién infinitesimal de las variables 0§ esta dado por

~ Sew dt, (3.33)

A A
si 664 = ¢ (vl(n)) , donde (vl(n)) son los vectores nulos de fgg
(n)
_ N\ ) gy (A OV
ol = /El !(Ul ) fagé (Ul ) dEmA

B B )\ A oy ()

- /(—el) o"dt = o, (3.34)

dt

lo cual demuestra la proposicién.

Se concluye este capitulo con un pequeno comentario sobre el formalismo de FJ. Como
se ha visto es un método alternativo al formalismo de Dirac para tratar con teorias singu-
lares aun cuando en este caso el Lagrangiano debe tener una forma lineal en las velocidades
generalizadas, se ha mostrado que es posible obtener una versién de esta forma de cualquier
Lagrangiano al introducir nuevas variables. Por otro lado, en términos de célculo es més
simple ya que no se requiere de clasificar las constricciones del sistema en primer y se-
gunda clase como ocurre en el formalismo de Dirac, sin embargo se comprueba que los

resultados obtenidos en este formalismo encuentran su correspondencia en el formalismo
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de Dirac. De esta manera el formalismo de FJ es una opcién para analizar las teorias sin-
gulares complementando el estudio que se desarrolla con el método de Dirac y su utilidad
ha sido comprobada en el andlisis de teorfas singulares [6] [11] [22] [23]. En los siguientes
capitulos se aplicard este método a una teoria BF' en cuatro dimensiones y posteriormente
a una accién tipo Holst en tres dimensiones, comparando los resultados obtenidos con este

método y mediante el formalismo de Dirac.



Capitulo 4

Analisis Hamiltoniano y
simpléctico a una Teoria BF' en

341 dimensiones con variables tipo

Ashtekar

Las teorias BF son las tinicas teorias topoldgicas conocidas que pueden formularse
consistentemente en una variedad M de cualquier dimensién n [31]. Su nombre hace refe-
rencia a que en su definicién estdn involucradas la curvatura de la conexién que usualmente
se denota por F' la cual es una 2-forma, y una (n — 2) - forma B. La importancia de este
tipo de teorias reside en dos hechos relevantes desde el punto de vista del estudio de la
Relatividad General; por una parte comparte similitudes con dicha teoria, como es que se
puede definir sin la necesidad de establecer una métrica de fondo o cualquier estructura
geométrica fija implicando que las teorias son covariantes ante difeomorfismos. Por otra
parte, se sabe que es posible reformular a RG como una teoria BF con constricciones
extra, llamadas condiciones de simplicidad, las cuales una vez resueltas permiten recobrar
la accién de Hilbert-Palatini, enfoque que se le debe a J. Plebanski [32] y que se abordara
mas adelante.

En la primera parte de este capitulo, se expondra la forma general de las teorias BF', su
dindmica y sus propiedades teniendo un interés especial por las teorias en tres y cuatro

dimensiones. En la segunda parte, se expondra el andlisis candnico realizado a una teoria

32
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BF en cuatro dimensiones utilizando variables tipo Ashtekar [7]. Entre los resultados que
se obtuvieron estd el conjunto completo de constricciones de la teoria y su clasificacion
asi como el dlgebra entre ellas, los paréntesis de Dirac, las transformaciones de norma y
el conteo de grados de libertad. En este analisis se trabajé con el esquema estricto del
formalismo de Dirac, es decir considerando como variables dindmicas al conjunto completo
de variables que definen la teoria. El andlisis aqui desarrollado no habia sido reportado en

la literatura y ha sido publicado en la referencia [6].

4.1 Teorias BF

Las teorias BF' son ejemplos de teorias topoldgicas, es decir, sistemas que no
presentan grados de libertad fisicos por punto [33], caracteristica que comparten con Rela-
tividad General en tres dimensiones, la cual es topoldgica. Las teorias BF' son las tnicas
teorias topoldgicas conocidas que pueden ser definidas en una variedad de cualquier di-
mension teniendo un interés particular en tres y cuatro dimensiones debido a su relacion
con Relatividad General [31] [34] [35]. Una teoria BF en un espacio-tiempo M de dimensién
arbitraria n tiene como variables dindmicas la 1-forma de conexién A7 = Al];] dx*” y una
(n—2)-forma B!/, En lo sucesivo se usar4 la siguiente notacién j, v... = 0,1, 2, ... correspon-
diendo a indices de espacio-tiempo mientras que I, J, K... = 0,1, 2, 3, ... indicaran indices de
grupo interno. Se define la 2-forma curvatura de la conexién FI7/ = %F J;] dz* A dx¥ donde
Fl{;] = (9MAZI,J — OVAfLJ + AfLKAVKJ — AZKAVK[.

En general la accion que define una teoria BF tiene la siguiente forma

Spr[A,B] = /M tr[B A F), (4.1)

v las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtienen variando la accién anterior
0=40Spr = 6/ tr[B A F]
M

_ / tr[SB A F + B A GF]
M

= / tr[0B A F + B A D§A]
M

= / tr[fBAF + (=1)""'DB A A, (4.2)
M

donde el operador D indica la derivada covariante. En el segundo paso se ha utilizado la

identidad 6 F = DJA. Ya que B y A son independientes, la variaciéon anterior conduce a las
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ecuaciones Euler-Lagrange [34]

F = 0,
DB = 0. (4.3)

La ecuacion de movimiento F' = 0 implica que la variedad es localmente plana es decir que

localmente luce como el espacio de Minkowski.

4.2 Teoria BF en 3 dimensiones

Como se menciond se tiene un interés especial en las teorias BF' formuladas en
tres y cuatro dimensiones. Como se explicard a continuacion es facil ver que Relatividad
General en tres dimensiones es un caso particular de una teoria BF' [36]. Para ver esto
recordemos la forma en que estd formulada la acciéon de Palatini en tres dimensiones y

comparémosla con una teoria BF'. Desde el punto de vista de la formulacién de Palatini en

1

la cual la accion de Einstein-Hilbert se reescribe en términos de una triada de 1-formas e,

y la 1-forma de conexion A{L cuya curvatura es una 2-forma denotada por Fiy con grupo de

simetria SO(2,1). En esta formulacién, la métrica es una cantidad que se deriva como

Guv = 6,{;,61{771% (4.4)

donde se supone que g, es regular, es decir que su determinante es diferente de cero. En

tres dimensiones, la accién de Hilbert-Palatini es de la forma
Sle, A] = /tr[e/\F[A]], (4.5)

y tiene las ecuaciones de movimiento D,el = 0y Flf,;] = 0. La ecuacién F lfVJ = 0 implica
que la conexion es plana y conduce a las ecuaciones de Einstein en tres dimensiones una
vez que la condicién de no torsién Dyel = 0 es resuelta y se usa esta solucién en F J;,] =0.
Considerando ahora la accién (4.1) definida en un espacio-tiempo M de dimensién n = 3,
la accién estars definida en términos de una 1-forma B!, la 1-forma de conexién A’ y su
curvatura F/[A]. La variacién de la accién (4.1) implica que DB = 0y F' = 0. Comparando
las ecuaciones de movimiento de ambas teorias se encuentra que tienen la misma forma por
lo que se puede pensar que una teoria BF en 3 dimensiones con grupo de simetria SO(2, 1)
es solo una formulacion alternativa de Relatividad General lorentziana, siendo B el analogo

de la triada e!, sin embargo, se debe notar que no se ha supuesto que el determinante de



Capitulo 4: Andlisis Hamiltoniano y simpléctico a una Teoria BF en 3+1 dimensiones
con variables tipo Ashtekar 35

B sea diferente de cero y dado que es el andlogo de la triada e! se puede pensar que las
teorfas BF incluyen el caso de una métrica g,, degenerada. Por lo tanto, una teoria BF
en tres dimensiones con grupo de norma SO(2,1) es una generalizacién de la accién de
Hilbert-Palatini para el caso de métricas degeneradas.

Una generalizaciéon inmediata es escribir una teoria BF' en cuatro dimensiones con grupo

de Lorentz como grupo interno. En 4 dimensiones una teoria BF' esta definida por
1
S[A,B] = / BY AN Fry = 1 / P B Fogpyd'a, (4.6)
M

donde la 2-forma B!/ = %Bﬁ;{dw“ Adz¥, Frj(A) = £F,15da# A dz” con Flf;,] = 9, AL —
&,AII;} + A;’LK A, KJ — AiK A, KI , €#7P9 es el simbolo de Levi-Civita totalmente antisimétrico.
I,J,... =0,1,2,3 son indices de Lorentz que pueden subirse y bajarse con la métrica de

Minkowski 77y = (—1,1,1,1). Se volvera a esta accién en la siguiente seccién.

4.3 Relatividad General obtenida de una teoria tipo BF

Partiendo de una teoria BF' es posible obtener la acciéon de Hilbert-Palatini si
se imponen constricciones adicionales sobre las variables Bf;i , estas constricciones son lla-
madas condiciones de simplicidad. Fste hecho fue observado por primera vez por Jerzy
Plebanski [37] [38] [39] [40] [41]. Para mostrar esto se introduce una accién tipo BF en

cuatro dimensiones
1
Sle. i) = [ B A F1A]+ 107 Cpupe B (4.7)

con grupo de simetria SO(3,1) o SO(4). Aqui A’ es la 1-forma de conexién, F'/ es la
curvatura de la conexién, el es la 1-forma tétrada, Cy,,0[B] es una constriccién adicional
que se impone sobre las variables B y los ¢**?? multiplicadores de Lagrange tales que
pHrre = gluvlipo] y sobre los que se impone la condicién adicional €, ,6¢""*” = 0 [38].
Las ecuaciones de movimiento que se derivan de la accién (4.7) son [42]

08

51 = DB=0 (4.8)
0S oCHvPe

573 — F—l_qsuypU&T —O, (4.9)
0S8

5; = ClBI=0 (4.10)

Como se puede ver de las ecuaciones de movimiento la variacién de la accién (4.7) respecto

al multiplicador ¢,,,, impone una constriccién sobre las variables B!/ en particular se
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impone la constriccion e* p”BﬁiBﬁf,L = %61 JKL [37], a esta condicién se le conoce como
condicion de simplicidad y a V se le llamard volumen cuatridimensional. Cuando V # 0
se dice que se satisface la condicion de no degeneracion. Por otro lado, también es posible
escribir V en términos de B!” al contraer con €#?? la constriccién de simplicidad, obteniendo
V= Q%G"VpUEIJKLB{L‘JB[I)gL.

Las condiciones de simplicidad y mo degeneracion se satisfacen simultdneamente si existe

1

una tétrada de 1-formas e’ = eﬁdm“ no degenerada de tal modo que B!’ pueda escribirse

en alguna de las dos formas [37]

B! = 4el Ae’  sector topolégico, (4.11)

1
Bl = :l:ieUKLeK/\eL sector fisico. (4.12)

Esto establece una relacién entre la accién BF y la accién de Palatini. La solucién (4.12)
representa el sector fisico de las soluciones y es tal que al sustituir B/ = i%el JK LeK A el
en la accién (4.7) se obtiene la accién de Hilbert-Palatini [37] tal como se deseaba. Por
otro lado a la solucién (4.11) se conoce como sector topoldgico ya que al sustituir en (4.7)
conduce a una teoria topoldgica, sin grados de libertad locales, de hecho la accién toma la
forma del término de Holst del cual se hablarda mas adelante. Cabe mencionar que en [43] se
demuestra que el término de Holst corresponde a una teoria topoldgica y que dicho término
al escribirlo en términos de variables de Ashtekar da un camino para entender los grados
de libertad presentes en la entropia de agujeros negros que aparece en Gravedad Cuantica

de Lazos.

4.4 Particula libre escrita como una accion tipo BF

Esta seccién tiene dos objetivos. El primero es mostrar la utilidad de las teorias
BF como una forma alternativa de reformular ciertas teorias de interés, para mostrar esto
se estudiard el sistema fisico méas sencillo de todos: el de particula libre formulada como una
teoria tipo BF'. Por otro lado este sencillo sistema también sirve para ilustrar los métodos
de Dirac y de Faddeev-Jackiw, as{ como su equivalencia.

Como se sabe, una particula libre se caracteriza por la accién

S = / dt%jzij:i, (4.13)
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donde ¢ = 1,2,3, y tiene como ecuaciones de movimiento %jzi = 0, lo cual implica que
T es constante en el tiempo, un resultado que se conoce de mecanica clasica elemental.
Considérese ahora una accion tipo BF dependiente de las coordenadas x y de una variable

auxiliar B de la forma
A 1 .
Sz, B] = / (B~ o B'Bdr, (4.14)

esta accién tiene como ecuaciones de movimiento BZ- =0y 2; — B; =0, combinando ambas
ecuaciones se obtiene & = 0 es decir & es constante, un resultado que ya se conocia y se
esperaba.

Este sistema tan simple nos da un ejemplo de la utilidad de las teorias BF' permitiendo
recuperar casos de interés fisico al considerar a la variable B como una variable auxiliar
sobre la que se pueden imponer condiciones adicionales, si bien es cierto que en este caso
eso no fue necesario ya que las propias ecuaciones de movimiento implican que B esta
relacionada con el momento del sistema.

Partiendo de la accién (4.14) se desarrollard el formalismo de Dirac, para esto se asocia a
cada variable dindmica x; y B; (6 en total) un momento conjugado p’, ¢, tal que se cumplen

las relaciones {xl,p]} = 5{ y {Bi,ﬂ'j} = 5f

Por otro lado, por definicién el momento canénico se calcula como p* = gg.f =B ynr =
% = 0, por lo tanto se tienen las siguientes constricciones primarias
¢ = pi—B~0, (4.15)
P = 7' x0. (4.16)

El Hamiltoniano primario H; es por tanto H; = %pipi + A (pi — Bi) + At donde \;
y A; son multiplicadores de Lagrange. La condicién de consistencia fija el valor de los
multiplicadores A = 0, A = 0 y no se obtienen nuevas constricciones. Ademas es claro que
las constricciones (4.15) y (4.16) son de segunda clase. Al calcular el nimero de grados de
libertad se encuentra GL = % [12 — 6] = 3 como era de esperarse. Ya que las constricciones
son de segunda clase y se podra calcular el paréntesis de Dirac, para lo cual se define una
matriz cuyas entradas estan dadas por Cj; = {xi, x;}, donde x; son las constricciones de
segunda clase y posteriormente se determina su inversa C~!. En este caso
0 7y

[C1y = : (4.17)
—ni; 0
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El paréntesis de Dirac para dos funciones del espacio fase estd definido por {A, B}, =

{A,B} — {A, x:} C’Z-;l {xj, B}, esto es:

{wip'}, = o, (4.18)
{Binl}y, = &, (4.19)
{¢,B}, = o (4.20)

notemos que una diferencia en relacion a los paréntesis de Poisson usuales definidos al
comienzo del andlisis consiste en que el paréntesis de Dirac entre x y B es diferente de cero,
lo cual tampoco es tan sorprendente ya que B esta relacionado con el momento candnico
de x.

Ahora se realizard el analisis de F.J a la accién (4.14) identificando el Lagrangiano

. 1. ,

L= BZ.%'Z — iBZBz = BZ.Z'Z — V, (421)

las variables dindmicas ¢ = (z;, B;), la 1-forma a = (B%0) y el potencial simpléctico
V= % B'B;. Se calcula la matriz simpléctica f;; = g‘g — gg} comprobando que es regular y

por lo tanto la teoria no presenta constricciones de FJ. Su inversa es la siguiente:

_ 0
[F Yy = : (4.22)
—nij 0
y como se ha mencionado, las entradas de la matriz f~! se identifican con los paréntesis de

FJ entre las variables simplécticas y éstas a su vez estan relacionadas con el paréntesis de

Dirac entre las variables simplécticas obtenidas en el formalismo de Dirac, en particular

{zi, Bj}py = nij- (4.23)

Comparando (4.20) y (4.23) se comprueba que son iguales, tal como se esperaba.

Como se ha visto en este sencillo ejemplo el formalismo de Dirac y el de FJ conduce a
resultados similares por dos vias diferentes y queda claro que el formalismo de FJ es menos
tedioso en términos de cdlculos respecto al de Dirac. En la siguiente seccién se aplicaran
ambos formalismos en el estudio de un sistema mucho méas complicado como lo es una
teoria BF en 4 dimensiones con grupo de simetria SO(3, 1), y se compararéan los resultados

obtenidos en ambos formalismos.
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4.5 Analisis simpléctico a una teoria BF 3+1 dimensional

En esta seccién se desarrollara el andlisis de FJ aplicado a una teoria BF en 4

dimensiones con grupo de simetria SO(3,1). Con el objetivo de trabajar con un grupo
compacto se romperd el grupo de Lorentz, el grupo resultante es SO(3). Es importante
mencionar que en [5] se realizé un andlisis canénico a una teoria BF' con grupo de simetria
S0O(3,1), sin embargo, en ese articulo los paréntesis de Dirac no se reportan ya que al
trabajar con el grupo SO(3,1) las constricciones de Dirac no tiene una estructura simple y
esto dificulta la construccion de tales paréntesis. Por lo tanto, los resultados reportados en
esta seccién son un aporte original a la literatura.
Entre los resultados obtenidos mas importantes se reporta el conjunto completo de cons-
tricciones de FJ, el conteo de grados de libertad, y mediante la correcta fijacién de la norma
se pudieron determinar los paréntesis generalizados de FJ, los cuales se compararan con los
paréntesis de Dirac obtenidos en la siguiente seccion.

El punto de inicio del andlisis es la accién de una teoria BF' cuatridimensional
IJ pKL) _ = IJ
S[AM ’Ba,ﬁ } —:/MF A By, (424)

donde = es una constante, B/ = %Bé‘édwa A dzP es un conjunto de seis 1-formas valuadas
en SO(3,1), la 2-forma de curvatura F' de la conexién de Lorentz es definida como F,, 15 =
OuAvry — 0 AL —I—A#]KAVKJ — A“JKAVKI. La notacién que se usard es I,J, K...=0,1,2,3
para indices de Lorentz internos que pueden subir o bajar mediante la métrica interna ny; =
(=1,1,1,1), «* son las coordenadas que etiquetan puntos de una variedad 4-dimensional
M,y o, B, u,...=0,1,2,3 son indices de espacio-tiempo.

Mediante la descomposicién 3 + 1 y rompiendo el grupo de Lorentz a SO(3) se obtiene la

siguiente densidad Lagrangiana

. 1 .
L == / dPan |:BabOZAc0i + §Bab”Acij (4.25)
1 y o -
+§A0ij (&Bab” + B'A7 + 2Bab0’Acof)
oo <8‘33 '+ Bay A+ By A )
+Boa” (85A00i — OcApoi + Auoj A + Ao Am)

1,
+§BOGJ (8bAcij — 0cApij + Aw A+ Avio AL — A At — AbjOAcoi):| ,
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donde a,b,c,... = 1,2,3, €9%¢ = no¢ v i 4 k. 1... = 1,2,3 son indices que pueden subir y
bajar mediante la métrica euclidea 7;; = (1,1,1).

Al introducir el siguiente cambio de variable [7]

Agij = —eijpd,t,
Agij = —eijrA,
Bupij = —eijpByt,
Bowij = —e€ijkBos
Ay = Tah (426)
el Lagrangiano toma la siguiente forma
£ = En™B," Awi + En" B T,
- [_Aﬂi (ac (Enachabi> Uabc 7 Bab]T - Ejk’LB A )

=, ab 01 =, abc i 0j k —, abc _ijk
—Ago; ((‘?c (.:77“ °B,, Z) —=n" CezjkBab I — En*e Babk:Ach>
= ach 07 O A0i — OnArg: + jkA . — Aj’rk
=n Oa b<1c0i c41p0; T €; b0j Lck — €ijk Ay Lp

—En° Bog; (abrci R SRR L gL eijkAbojAcok)} . (4.27)

De lo anterior, se identifica el Lagrangiano simpléctico

0) - .. (0)
L = En"™B,Aw; + En"Bu Y. -V, (4.28)

)
claramente (4.28) es lineal en las velocidades generalizadas y V' es el potencial simpléctico

dado por

) ;
Vv o= -4 (80 (Enachabz) Uabc 7 Babchk B GJIWB A )

_AOOi (ac <Enachab0i> o Enabcfi jkBabOchk - EnabcﬁijkBabkAch>
B . " 4
—=n?e B, Y (abACOi — 0cApoi + €7 Apoj Yok — €ijiAyg Tbk>
0™ Boas (0T, = 00y + €TI0 F = 5 A Aoy ) (4.29)

Del Lagrangiano (4.28) se identifica el siguiente conjunto de variables simplécticas 5(0) =
(AaOZ,B 0: T, Babi,AOI,AOOZ,Boa ',Boaz) y la 1-forma a0) = (” ach Oi

ab

,0,Zn** B4, 0,0,0,0, 0) La matriz simpléctica definida como fAB ‘E—E — gg—g, (A,B =
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1,...,8) estd dada por

0 —Zn*es 0 0 0000
Enebes’ 0 0 0 0000
0 0 0  —Ep®™b 0 0 0 0
<]g> _ 0 0 Enbes! 0 0000 fq T
0 0 0 0 0000
0 0 0 0 0000
0 0 0 0 0000
0 0 0 0 0000

donde z y y € R3. Es obvio que f ©) es singular y por lo tanto existirdn constricciones. La
matriz (][p tiene el siguiente conjunto de 4 vectores nulos
V@t = (0,0,0,0,4,0,0,0),
v@ 5 = (0,0,0,0,0, VA0 0,0),
0@t = (0,0,0,0,0,0,v5,0)
o0 H = (0,0,0,0,0,0,0, VBoei) |

donde V4o, VAwi VBoa y 1 Boai son funciones arbitrarias. Usando estos vectores nulos se

encuentran las siguientes constricciones

N NV ()
0 = /“V“(moi/d”(@

= 80 (EnabCBabi) + EnabcejikBabjTlg - EnabcejkiBabOjAcgv
0) . ) (0)
Q 003 — /d?)vaOOZ : /d?)y V <£)
d Aoo;
= 9, (EnabCBab0i> _ Enabcei jkBabOj Tk o EnabcfijkBabkAch7

(0) 0 3 ,p.oi O 3 (0)
T B V. A
Q 017 / z 53()&01 / Y 1% (5)

= Eﬁabc (8bACO’i - 80Ab0z’ + Ez‘jkAb()chk — eijkAcoijk) R
©) Oa: __ 3 Boai 4 3 ©)

Oai

= Epe (abrci — Dy € I - eijkAbojAcok) . (4.34)

Se observa que estas constricciones son las constricciones secundarias obtenidas mediante el

método de Dirac (ver la siguiente seccién). Para ver si existen més constricciones se calcula
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la matriz f y el vector Z: fap€©@B = Z4(€), donde

50
5B
() ’
f=1 sq0 y Z= 0 (4.35)
55<54>B 0
0
La matriz f estd dada explicitamente como
=pabe §i
0 —En*o; 0
Entes! 0 0
0 0 0
=pabec gt
0 0 En*eo;
0 0 0
_ 0 0 0
f = 0 0 0
0 0 0
_EnabcfjkiBabOj _E"?abcﬁkjiAcoj EnabcejikBabj
_E,r/abceiijabj Enabc (5,7;60 _ 672 ]kTg) _EnabceijkBabOj
22 (850, — €904 ) 0 2Enatee, 7 Ay
—9Enabeciik 4y, 0 22 (3,0, + € 1]
0 0 000
0 0 00O
—Entes) 0000
0 0 000
0 0 00O
0 0 000 5( ) (4.36)
x—1Y), .
0 0 00O
0 0 000
=pyebe (5?6)0 + ekijT{;) 0000
—Enceiik A 0000
0 0 000
0 0 00O
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Como se esperaba la matriz f no es cuadrada, sin embargo tiene los siguientes vectores

nulos
Vi = (oA Vi —epiBy V3, 0.VE 4+ TV € BuuV?,0,0,0,0,,0,0,0)
Vo = (acvk —¢ ijzv;,ei’“ﬂ’Baiji,ek"ﬂ‘Acom,e’“ﬁBabOfVﬂo,o,o,o,o,w,o,O) ,
‘73 = (0, 2 (abvk — € kJTb]VZ) ) 07 2€7j jkAbOjVi7 07 07 07 07 07 07 Viv 0) )
‘74 = (0, 2€ijkAbOj‘/ia 0» 2 (8bvk + Ekﬂ’r{;vz) ) 07 07 Oa Oa Oa Oa 0, VVZ) .

Por otro lado el vector Z es
=.ab k j 0j be ikj =nab 0k
En® cej Ag' By + €™ Aogi Bap; + 2En*°0y By,
—QEnabceikj BOE)chj + ZEnabceijkBomAboj
En"enii Ay’ Aog + En"0eAoor + Ene€ ; Ago; T

=,,bca J i =,.bea i n 0 =,bca, Jk R 06
—En"€ A" Boey + En"e" jp Avoi By, — 2807 Acoj By

—2En"*0. Bop, — 2€' ;1. T Boai

G 0. Ay * — Eneet Ay T + En et Ago; Acoi
Z() = S =

0 (0)
Q &
(6) 00k
(0)
0 OaOk
(fol) Oak
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La contracciéon de los vectores nulos con Z, V.Z (&) = 0, implica identidades. Por ejemplo,

la contraccién de Vi con Zi(€) conduce a

—

VZ(§) = &gV [0 (20 Bass ) +E0€ Bam T4+ 6B, Adh|
ey Aooi VF [“Uabca B — En"€ " Byym Al — EnﬁjnzBat? nTlc]
_fijkBUain [Enabc (81,Tj 9 T]) el TpTl nebeel A DA, ]
—eijuBog V" [H abe <8bAcoj — OcAyy ) + € TeAy" — ‘fjmlTéAcom}

= JlkAOZVkQ( U 1 Ao VEQO0 — ¢t By k000 €ijkBoa0inQ(()?:2) ’

= 0, (4.37)

observando que el lado derecho se anula porque es una combinacién lineal de constricciones.
Por lo tanto no hay maés constricciones de FJ.
Se agregan las constricciones dadas en (4.34) al Lagrangiano simpléctico usando los siguien-

tes multiplicadores de Lagrange A% = T, Ago; = A, Byt = %, Boai = 4. con lo cual el

2
Lagrangiano toma la siguiente forma
1) .. (0) . (0) ¢ i(0)
L = Hnach AcOz “—*nabCBabiTcz —TtQ i = Az QO 007 % OaOi
Xai O o . (@)
_% Q 04 ) (4.38)
donde Y = (0 o) ©) ©) = 0, resultado que ya se esperaba por la cova-

Q i, Q 001'79 Oa Q Oai—()
rianza general de la teoria tal como ocurre en Relatividad General.

Del Lagrangiano (4.38) se identifica el siguiente conjunto de variables simplécticas y la

1-forma

é. = (ACO’MBab 7T1 BabiaTi7Ai7§ai7Xai) ’
(0) 0 .
(0) (0) ) Oa Oaz
a(l) — - achab ,OaunachabuO, -Q -0 00z7 o Q 5 OZ,— Q 5
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Ahora la matriz simpléctica tiene la siguiente forma

0 _gytesi
=abc §i
En*eos 0
0 0
(1) 0 0

= abc,. k 0j = abc,. J
=N iBab —=1 6kﬂAcO

0 0

0 0

0 —Entes!
Enes! 0

= _abe J . =.,abc k
En*€ 1, Bab; En**D,"%

_Enabceiijabj Enabcdcik Enabcei jkBabOi EnabceijkAcoj
Enabcdbik 0 Enabcei jkAbOj 0
_EnabceijkAbOj 0 Enabcdbik 0
Enabc Ejki Baboj Enabceikj Babj Enabcdaik Enabceijk:AbOj
Enei Ay —Ented,, 0 0
_EnabcejikBabj EnabceijkBabOi _Enabcei jkAbOj _EnabCDb ij
_EnabcDC ki EnabceijkACOj 0 0 53
(z —y),
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

donde se ha usado la notacién Dali = 5?811 + ¢ EY oy dm-l = 55&1 — € kY x. Esta matriz

es singular, sin embargo ya se han encontrado todas las constricciones de la teoria, por lo

tanto la teoria presenta simetria de norma. Con el objetivo de calcular el tensor simpléctico

se fija la norma de la siguiente manera

i
Ay
Apoi
0i
BOa

BOai

o o o o

esto significa que 7% = 0, A; = 0,¢! =0y Xa; = 0. Para fijar estas condiciones de norma

se introduce otro conjunto de multiplicadores de Lagrange B;,al, p%, o, con esto el La-
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grangiano toma la forma

L = EnachabOzAcoi + EnachabiTcz _ |:Q P Bl:| T — |:Q 00 az:| A,
(goz) OCLO‘ ) © Oai )
_ i a| s _ ai Cais 4.

de donde se identifica un nuevo conjunto de variables simplécticas
@ 0i ~ni i i i a _ai
§ = (A(JLOia Bab ) Taa Babiv T ) Ai7 Sas Xais /Biv a,p;,0 )
y la 1-forma

. (0) ©)
al® = (EﬂabCBabOZaOaEUGbCBabz’,O, - [Q i 51‘] )y — [Q 008 _ ai] ;

(0) ) .
0 8? B Q0 Oai ]

2 Pil|,— 2 — 0j 70707070
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Por lo tanto, la matriz simpléctica relevante es de la siguiente forma
0 —Enebest 0 0 Entee; By’
=nebes 0 0 0 Eneijn Ay
0 0 0 —Enebest  —Entee’ | Bay,
0 0 Enebes] 0 —Enbeet Tk
_Enabcejik B,Y —Eptee A Ented, Bu, =ppebe Eijk'rlg 0
@ —Zebeckii By, =nebed i, S B,Y  —Entechii Ay, 0
- —Zyebedy, 0 —Zyee, 7 Ay, 0 0
—Zpebeekii Ay, 0 Znebed, 0 0
0 0 0 0 5
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
Znabeekii By, Enabcdbji Znabeekii Ay, 0 0 0 0
—Znbed,?, 0 0 0 0 0 0
Bt B, B F Ay —Ented)t, 0 0 0 0
Enebeekii A, 0 0 0o 0 0 0
0 0 0 —5 00 0
0 0 0 0 =& 0 0 |G 40
0 0 0 0 0 -8 0
0 0 0 0 0 0 -0
0 0 0 0 0 0 0
By 0 0 0o 0 0 0
0 838t 0 0 0 0 0
0 3pd 0 0 0 0

donde d ! = 60, — €;"* Y. La matriz es regular y su inversa estd dada por
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0 3= hgcl 0 0 0 0 0
— 5= 1bgell 0 0 0 0 0 0
0 0 0 5= Nabed’ 0 0 0 0
0 0 = Tabed 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0 0 0
;o=
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1A —€;! By’ =€ Tk — i Bmns —5t 0 0 0
0 —€ekli Byj Filde; =302 67 A, 0 =3t 0 0
0 —162 D, 0 —1620 D,k 0 0 =60 0
0 15ab Rt Ay, 0 0 0 0 0 —6p5;
—eijiAg 0 0 0
ejl B, €5 By, 1506 Db 1590 kil 4y,
elele 7€kleC0j O O
€ 1 Bmng lagwbneklebOj 15?r?nD r 0
By 0 0 0
0 i 0 0
J _ 83 (x —y), (4.41)
0 0 58 0
0 0 0 334
0 sHme -gEe 5P
_%Hmqul EnabceijkBabkAcoj 0 ijpi
Spe, 0 0 0
Spm! —Ghopi 0 0
donde se han definido
D, = 004+ ¢ Y,
Eaij = nabceijpeplkAbOZ AcOk + nabcel pi Ei k;lTII:TIc)v
Fmil = nmnceijkﬁkplAcoj An0p7
ijpi = nmncﬁjkpe 'liAnOlTky
H™ 9 = noesmre et Ay Y.
Del tensor simpléctico (4.41) se identifican los paréntesis generalizados de FJ dados por
2 -1
{2 @),67 W)} rp = 15 (@)™ (4.42)
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por lo tanto se tiene

. 1 :
, 07 - 763 (x —

{Aai@). B W)} = ot —y), (4.43)
. 1 )

{T@). Ba )}y = 5zt (@ — ), (4.44)

Los paréntesis anteriores se compararan con los paréntesis de Dirac obtenidos en la siguiente
seccion, encontrando que coinciden. Es importante mencionar que en el formalismo de FJ
se encontraron menos constricciones que las que se encontraron mediante el formalismo de
Dirac, en ese sentido el formalismo de FJ es mas econémico.

Finalmente se realiza el conteo de grados de libertad. En el formalismo de FJ no hay una
clasificacién de las constricciones, todas estan al mismo nivel, de modo que el conteo se rea-
liza como sigue: Grados de libertad = variables dindmicas — constricciones independientes.
Hay 18 variables canénicas dadas por (A, Y%) y por otro lado se encuentra que existe
reductibilidad en las constricciones halladas: 9, Q(©) 09 = eijk Y o 0 Oa —l—e@-jkAa()k 0O an y
y O Q© OaOi = kY QO anj + 6iija0k 00 045 encontrando que hay 18 constricciones

independientes. Por lo tanto la teoria tiene 0 grados de libertad tal como se esperaba [33].

4.6 Analisis Canonico de una teoria Bf' en 3+1 dimensiones.

Comenzando con la accién (4.24), realizando la descomposicién 3+1 en indices de
espacio-tiempo y rompiendo el grupo de Lorentz SO(3, 1) a SO(3) se obtiene la Lagrangiana
(4.26):

. 1 .
L= = [ Bt 580 (1.45)
1 y o o
+540i) (8cBab” + BytA7 + 2BabOZAcoﬂ)
+ Ao (@Babm +B,Y A, i+ B, Ac()j>
+Boa” ((%Acm — OcAvoi + Auoj A + A Avig )

1
+5Bo.” (abAcij — DeApij + Api A + ApioAL — ApAt — AbjoACOi>] &,

aqui a,b,c,...=1,2,3, 0% =pbe y i k. .. =1,2, 3 son indices de grupo que pueden ser

subidos y bajados con la métrica euclidea n;; = (1,1, 1). Consideremos el siguiente cambio
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de variables [7]

Adij = —eijpA,t,
Aoij = —€irpAg”,
Buij = _Gz'jkBabku
Bowij = —e€ijkBos
Aaoi = Aaois
Awi = Y,
Aj = -T,
Avoi = —Aj,
By, = —%%Za
Boui = —gxai (4.46)

con lo cual el Lagrangiano toma la siguiente forma

L = L[Awi YaisTis Niy Sais Xair Bavoi, Babil
— / [EnachabOiACOi + E'r]achabiTci
4 _ _ ; - 0j
-T" (8,; (:nabCBabi) + :nabce]ikBabchk - :nabcejkiBab ]Acok)
)y <ac (EnachabOi) o Enabcei jkBabOchk _ Enabcez’jkBabkAcoj>

1_ , " .
— 330, (DpActr — OeAuoi + €7 Aoy Yok = €iu A T,

1 ) ) ) . -
—izna“xai (abrg — 0y € 0T — ekabojAcok)] .
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Los momentos candnicos de las variables dinamicas estan dadas por
A oL A
ali  — =, abc 07
= n == B 3
b ﬁAam n be
. oL e
™ = — =E9p**B, ",
(9Tai n be
7" = g; =0,
Ny L
v o= gm0
, oL
S =0
N 8<ai ’
i oL
pabOi = 8L —
aBabOi 7
, oL
W= =0, 4.47
P 3B (4.47)
cumpliendo con los siguientes paréntesis de Poisson fundamentales entre los campos
bj L bsiss
{Tal@)a()} = S0k8%@ — ).
. 1., .
{Aaw(@). ()} = 5058%@ — ),
. 1
{n@). 77} = 88 @-y).
. 1
(M@ NV} = S8 @ —y),
{cail@). @)} = dholo*(z—y),
{Xa(@) W)} = okals* @),
A 1 4
{ Baoi(2), 0™V ()} = 7 (0405 — 0207 ) 616%(x — ),
. 1 4
{ Bai(w), 0% () } (3205 — 0267) 076°(x — . (4.48)

4
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De la definicién de momentos se identifican las siguientes 60 constricciones primarias

(ﬁcllm = pa()i _ EnachbCOi ~ 0,
%i = ﬂ_ai _ EnachbCi ~ 0,
(;Sg = T"~0,
6 = Mo
c5u' = éai ~0,
% = X" =0,
qb?bOi = pabOi ~0
zgzbi = pabi ~ 0.

El Hamiltoniano Candnico de la teoria estda dado por

(4.49)

H. = / |:Aa0ipa0i + Taiﬂ'ai + Ejﬂ + Az[\l + iaifai + BabinabOi + Babipabi — L] d3$

= / [Ti (aawai — GijkﬂajTak — €ijkpa0jAa0k>

07 k ijk
jkpa ]Ta — 6” WakAa0j>

+A; <8ap“0i — ¢
L abe i Jk Jv k
+5E0, (Db Acor — Desoi + €7 Avo; Yot + 6 A T )

1 ) ) . . -
+§En“”cxai (abrg % PR ok L e”’fAbOjAcok)} 3z,

sumando las constricciones primarias se obtiene el Hamiltoniano Primario

Hy = / [Ti (aaw“i - eijkﬁaﬂak - GijkPGOjAa0k>
1_ : ' ‘
+§:nab6§al <8bAc0i — 0cApoi + ei]kAbOchk + eijkAcoj Tbk>

1 . o . g
53 i (DT = 0T, € TR — e 454,01,

Ag0; <pa0i _ myabe BbCOi) T A (ﬂ_ai _ mpate Bbci) + o7 + iR

F00iC" + 11X+ Nap0ip™" + )\abipabi} d’z,

(4.50)

(4.51)

donde Ay05, Aais Oy Bis Oais fais Aabois Aabi Son multiplicadores de Lagrange que implican las

constricciones primarias. Imponiendo la condicién de consistencia sobre constricciones pri-
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marias se identifican las siguientes 24 constricciones secundarias

1

Py 0= = —= {&mai - eijkwaj'fak - eijkpanAaok} ~ 0, (4.52)

2
1

P~ 0= ¢, = —= [aap‘IOi - eijkpaoj’fak - eijkwakAaoj] ~ 0, (4.53)

95~ 0= pff

' ~ 0= o

2

—_

-5 (abACOi — 0:A," — €75 Ay Yok + eijkAcomk)

~0, (4.54)
—gﬂabc {@)Tci — 9., + €R Ty T o — €ijkAb0jAc0k}
~ 0, (4.55)

y los siguientes 36 multiplicadores de Lagrange

Aa0i

>\ai

Q

Q

Q

Q

1 . . » _ . . .
= (nabcezjijpCOk — Nabe€ AT + E0s, " — E0as;, " — Eé jkCGJTbk
+Ee Fo I Can + €9%xaj Abor — EiijbjAaOk) , (4.56)
1 S » o A . .
2? (nabcezj‘ kT] 776]@ + nabcez] kpCOkAj — Ee' jkga]AbOk: + Ze’ jk§b]AaOk
FENX o' — Z0axy’ — Z€ T\ Yok + Eeiﬂ‘kijTak) , (4.57)
0, (4.58)
0. (4.59)

La teoria no presenta constricciones terciarias. Por lo tanto, con el objeto de realizar

la clasificacién de las constricciones en primera y segunda clase se procede a calcular la

siguiente matriz cuyas entradas son los paréntesis de Poisson entre todas las constricciones,
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esto es

@) )} = —e™end’c -y ~0, (460)
[Ai@) )} = Je™eud®c—y) ~0. (461)
{600, 689)} = Snens(e - ), (162)
[o0@). b))} =~ p5(w ), (163)
[60@). b))} = en"0% — ), (164)
(8@ ) = 2 [ o+ T P —y), (465)
6@ o)} = —Sneel Ago(x — ), (166)
{6868 w)} = ~Snlnesc ), (467)
[68@).6h)} = ~eUn"8% — ) (169)
[o8@).hw)} = —3e"p5 ), (4:69)
[o8), o)} = —SuelAns(e—y), (1.70)
[o§@)el)} = Sn [0ee + V7] 5w — ), (4.71)
(@) A} = 5 el -y =0, (4.72)
(@) o)} = e ofit@—y) ~0, (473)
[ el)} = — 3l e —u) 0, (474)
[A@ )} = i@y ~o, (1.75)
(@) o)} = —3e" 005w ) ~o0. (4.76)
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encontrando que esta matriz tiene rango 36 y 48 vectores nulos. De los vectores nulos se

encuentran las siguientes 48 constricciones de primera clase

fyi‘ = T'~ 0,
vo= A=~ 0,
7§ = a0,
7= X =0,
V5i = Oum% — eijkW“jTak — eijkpaojAaok
bt (edphet — gt} ~ 0,
W = aap;()i € p T E i A
+%nabc€i]‘k (ﬂ_ajpbcok +pa0jpbck) ~0,
Mo = %n“”c (abAeOi — 0 Asoi + ¢ Ao Ter — eijnAd Tbk)
—abpab()z‘ + fijkakpaboj + ijAbOkpabj ~ 0,
Vi = %nabc (000, = 00y 5T Yo — €7 A Ao
—Op™t — eijkAbOkpabOj + eijkakpal} ~ 0. (4.77)

y el rango permite identificar las siguientes 36 constricciones de segunda clase

F(ILOi = paOi _ Enachchi ~ 0’
Iw(21i = ﬂ,ai . EnabCBbci ~ 07
ngOi = pabOi ~0
abi abi
re = p"™ =0. (4.78)

Es importante remarcar que la estructura completa de las constricciones (4.77) no esta re-
portada en la literatura y esto es resultado de implementar la formulacion estricta de Dirac.
Con la informacion obtenida se lleva a cabo el conteo de grados de libertad fisicos de la
teoria de la siguiente forma; hay 120 variables dindmicas, 48 constricciones de primera
clase y 36 constricciones de segunda clase, por tanto se obtienen -6 grados de libertad,
lo que obviamente no tiene significado fisico. Al preguntarse por la reductibilidad de las
constricciones se encuentra que no son independientes. La reductibilidad de las constric-
ciones estd dada por 9,75 ; = eijkTak’y?Oj + eijkAaok’ygj + %eiijabkfgbOj + %eiijabOkFij

. g C L i
y 0a78' = e”kTQk’ygj - EUkAaok’y?Oj — 56”kFab0kF§boj + iemkFabkFibj, por tanto, hay 42
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constricciones de primera clase. Luego al realizar el conteo se concluye que la teoria tiene

0 grados de libertad, la teoria es topoldgica tal como se esperaba [33].

El dlgebra entre las constricciones esta dada por

FdEOl

(o rs)
o)
i
to)
)
o)

{a
{%1

{757,

77 Ol

{+0@). 8w}
(3@ W}

{wgi(x), 'Vé”(y)}

{0 10 }
{#a@) 18w}

{10 }
{H¢i@).rd W)}

Q

—

2nade Zl53(l‘ _ y)’
2 nade 1153(56 _ y),
1 3
56 ]755 (x —y) =0,
1
56 ]7653('1‘ - ) ~ O)
1 1 1
§€ilk'7(7i ok — 4~77abcr4 5% + 4~77achbCOT
0,
1 1 bc0l l bcOk
€ 78 k J]ach I‘3 0i T ~5mabcf Fg 0k
2 4= 4=
1 1
4: nabcélrbck 4 nabcrbclr a
0,
1 il 3
—5¢ I95 ;0% (x —y) = 0,
1. 1 .
5ezlkryglk ’_‘5 nachbCO FgaOk + e nabcrbco FgaOz
1 1
4: nabcél P4c krgak - Enabcrf IFZM
0,
L . 4 1 il b0k da 1 beOl prdai
—56”.7’77 0j T 1= Nabed Ly — Enabcl“g Iy
1 ) 1
_4—.77abcrbdrdaoz 4_\9 77abcl—\bc/cI-\da(;C
0,
I
561 ] od 63( y)
1 ijrad
1T ) ~

I
5 i ]padOJ(Sg(x - y)

1
—Z¢,liTgd 0]53(1’ —y) =0,

9t
1 1 ..
o ilj ad T dljpad
26 P 0j = 26 F3 0j NO,
1 o

ilj,ad l d
,Esza] GUFZJ'NO,

2

(4.79)
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vemos que el algebra es cerrada y obedece las reglas del formalismo candnico del algebra
entre las constricciones, esto es, el resultado del paréntesis de Poisson entre constricciones de
primera clase debe ser lineal en constricciones de primera clase y cuadréatico en constriccio-
nes de segunda clase; mientras que el resultado del paréntesis de Poisson entre constricciones
de primera clase y constricciones de segunda debe ser lineal en constricciones de primera
clase y lineal en constricciones de segunda clase. Se puede ver que estos resultados estan en
completo acuerdo con estas reglas.

Las constricciones s 4, 'ygi forman un &lgebra SO(3,1) donde ~4 son los generadores de
boost mientras que 75 son generadores de rotaciones.

Las constricciones de primera clase son generadores de transformaciones de norma, dichas
transformaciones se obtienen por medio del generador G definido en términos de las cons-

tricciones de primera clase
G = / (01071 + 02,75 + 03.0i75" + Ou,0iV§’ + 05750 + 06,0076 + 09477 0i + 08,078 | d’x,
generando las siguientes transformaciones de norma

6Aqr = {Aaoi, G}
1 ) ) 1 . ) |
= 3 |:—8d96,0l + Ol Ayl — €060 T F + 27:77dbc€m€Qgpbcolc I fﬂdbCEZ lkpbck]
Yy = {Ya,G}

2
o = {T1,G} =61,
0N, = {A,G} =0y
ot = {sa, G} =03
oxar = AXa, G} = Osal
6Baeor = {Baeot, G}

— —

1 . g 1 , 1 .
= - [—&195,1 + €, 05 Yar — €, 06.0i Ador — =Navectindsp"™ + ==Tavee’ lkGG,OinCOk]

1 y y . .
= 1 [0697,d01 — 0a07.c01 — 0,7 07.40; ek + €, 07.c0iTaj — €, " 08 aiAeor + € " 038,ei Adok

o . .
0,
— ="NdeaClij eépa / =Tdea€| Zj 96,01'77(1]
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0Bget = {Buge, G}

1 . . A A
k k k 0 k 0
= 1 [5e98,dl — 0als.el — €08 ai Ve + €, 08 ei Tar, — €;"07' g Acor + €13 07 Ador
1 97, aj 1 Ze a0j
+E’r]dea€lij 5T + Endeael j 6,0:P
dol
p ,G}

—=_dab 0l l i, d0j lig d Ly 07, ad lij d
= — |::77 @ 817977@ + € ijeg—)p e ”96,01'” L — € jjemzp“ -+ Engg,aipaoj

dol

(=2
iS)
Il
— A~

J

(\V)

_Endacelik97%’rck + EndacfllkHS,aiACOk}
ool — {ﬂ_dl7G}
=, dab g nl lipi_d l do 1y 0i d l d
= 3 [577 POl o+ € 057 + € 06.00™ + € 0740 + €708 aiD™
=, dab l jp 0i —_dac lik
—En*e 07 4 Avoj — En“*‘e 98,ai’rck}

it = {16} =0,

SAL = {AZ,G}:Q
sedl = {édl’G}:O’
o = {¥.G} =0,
spledl  — {

pledt, G} —0,
splel — {pdel G} —0.
Con las constricciones de segunda clase se calcula el paréntesis de Dirac. Para esto se calcula

la matriz C*? = {FO‘,FB} cuyas entradas estdn dadas por los paréntesis de Poisson entre

las constricciones de segunda clase

0 0 %nadenil 0
0 0 0 _Enadenil
Cap = Eabd,il ’ 8 (x - y),
—5nn 0 0 0
0 %nabdnil 0 0

0 0 _%nadenil 0
0 0 0 2 adellt
C;ﬁl _ ) :77 deTlil (53($—y>
ZNabdil 0 0 0

0 — £ Nabani 0 0
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El paréntesis de Dirac entre dos funcionales F'(q,p) y G(q,p) se define por

(F.G}p = {F.G} - / dudv {F,1°(u)} O 3, v) {1P(0). G} (4.80)

donde I'“ representan las constricciones de segunda clase. Los paréntesis de Dirac entre los

campos estan dados por

= 2096783z —y), (4.81)
= 2096783z —v), (4.82)

= 663z —vy), (4.83)

= 045763z — y), (4.85)
= 62678%(x —y), (4.86)

= 0, (4.87)

J
J
J
{Aaol-(x),f&doj(y)} = 58%a—y), (4.84)
)}
J
J
J

{Bail@)p™ ()} = 0, (4.88)
1

{Aaw0i(2), Baeoj(y)}p = *Enademjfs?’(f*y)a (4.89)
1

{Tai(x)aBdej(y)}D = ﬁnadenij53(x_y)v (490)

En adicién, se pueden calcular los paréntesis de Dirac fijando la norma, en este caso se usa
la norma temporal, es decir, imponiendo las condiciones T; = 0,A; ~ 0,65 ~ 0, xqi ~ O.

Estas condiciones son consideradas un nuevo conjunto de constricciones de segunda clase
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por lo que ahora se tendra un total de 84 constricciones de segunda clase

T90i = a0 _Zyabep 0
T = 7% _ SR, a0,
rai = i g
T = pbi x ),
I's, = T, =0,
T'ei = A;j=0,
[70i = <=0,
I'sai = Xai =0,
Ty = Ti~0,
T = A;i=~0,
Fiei = <=0,
Towi = Xai =0. (4.91)

La matriz Cog = {Fa, Fﬁ} estd dada por
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0 0 Spabepii 0 0 0
0 0 0 —Sqpbenii 0
7%7]““77” 0 0 0 0 0
0 Spabenis 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
oy = 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 —500 0
0 0 0 0 0 —30
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 L o o o
0 0 0z 0 ] 0 5z —y), (4.92)
0 0 0 0 s 0
0 0 0 0 0 &
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
—850% 0 0 0 0 0
0 =63 0 0 0 0

y su inversa
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0 0 — ZNabeij 0 0 0
0 0 0 Znapeni; 00
2 Tabelij 0 0 0 0 0
0 — L Nabenij 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
o1 0 0 0 0 0 0
of 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 2600
0 0 0 0 0 20
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 28 0 0 0
N T ) (4.93)
0 0 0 0 =%t 0
0 0 0 0 0 —ods!
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
8087 0 0 0 0 0
0 &8 0 0 0 0
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De esta manera, usando (4.93) se construyen los paréntesis de Dirac dados por

{Aui(a). 0™ W)}, = 5080w — ), (1.94)
(Yuila) 7)), = S0056%w ), (1.95)

{r@. MW} = o (4.96)

(M@)o = o (4.97)
{sai(2),¢% ()}, = O, (4.98)
{Xai(z), XY (W)}, = 0, (4.99)
{Bapoi(2), 0" ()}, = 0, (4.100)
{Bai(z). 0™ (y)}, = 0, (4.101)
{Aai(®), Baeos 0} p =~ gaacnisd®(x — ), (4.102)

1
{Yai(2), Bacj ()} p = Enadenij(s?)(x_y)v (4.103)

se observa que los paréntesis de Dirac (4.102) y (4.103) y los paréntesis generalizados de FJ (4.43)

y (4.44) coinciden entre si.

4.7 Conclusiéon

En este capitulo se ha analizado un tipo especial de teoria topoldgica: la teoria BF. Esta
teoria es de interés desde el punto de vista fisico por las propiedades que comparte con Relatividad
General [37] [38] y por el hecho de que es posible reformular algunas teorias como una teoria BF'
imponiendo constricciones extra sobre sus variables, por ejemplo, la teoria electromagnética [18],
teorfa de Yang-Mills [46] [47], particula libre, etc. Por ejemplo, se ha visto que Relatividad General
en tres dimensiones es un caso particular de una teoria BF' tridimensional mientras que en 4 dimen-
siones existe la formulacién de Plebanski la cual permite recobrar Relatividad General mediante una
apropiada imposicién de constricciones adicionales sobre la variable B (condiciones de simplicidad)
en una teoria BF' cuatridimensional.

Por otro lado, se reportan los resultados obtenidos en el analisis a una teoria BF en 4 dimensiones
con cambio de variables tipo Ashtekar donde se rompié el grupo de Lorentz al grupo compacto SO(3)
de modo que fuera posible calcular los paréntesis de Dirac, a diferencia de lo reportado en [5]. Se
realizé el andlisis de FJ y de Dirac, logrando resultados equivalentes en ambos casos y comprobando
una vez mas la economia del formalismo de FJ frente al de Dirac, en particular, se obtuvieron los
paréntesis generalizados de FJ los cuales corresponden a los paréntesis de Dirac al trabajar en el
esquema estricto. Es importante mencionar que los resultados que se obtuvieron no habian sido
reportados en la literatura y se han publicado en [6]. Cabe mencionar que si uno calcula el deter-

minante de la matriz (4.40), uno puede obtener la medida para calcular el producto interno entre
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estados fisicos [48], por lo tanto este trabajo contribuye al problema de cuantizacién de teorias de

norma como gravedad, donde encontrar la medida es uno de los problemas maés dificiles de abordar.



Capitulo 5

Analisis Hamiltoniano y
Simpléctico a una accion tipo Holst

en tres dimensiones

En este capitulo se mostrara el analisis realizado a una accién tipo Holst mediante los
formalismos de Dirac y de FJ. Comenzamos dando una breve introduccién a la formulacién ADM,
posteriormente se introduce al formalismo de primer orden de la Relatividad General en cuatro
dimensiones y se mostrard la modificacién propuesta por Soren Holst [7] cuya importancia a nivel
clasico reside en la forma en que modifica las constricciones del sistema. Una vez establecido este
contexto se presentard el analisis realizado a una accién tipo Holst en tres dimensiones definida por
la accién de Hilbert-Palatini acoplada al término de Chern-Simons.

A partir de 1915 el concepto que se tiene de la gravedad cambié totalmente en relacién a las ideas
newtonianas predominantes hasta entonces (y que sin embargo atin dominan en muchas dreas de la
ciencia). Este cambio se le debe a Albert Einstein [50] quien con sus trabajos explicé la fuerza de
la gravedad como una consecuencia de la geometria del espacio-tiempo producida por la presencia
de materia y energfa en el Universo [51] [52]. Esto supone un cambio revolucionario respecto a las
ideas de Newton donde la gravedad se entiende como una interaccion instantanea entre los cuerpos
masivos dependiendo tinicamente de las masas de los cuerpos implicados y la distancia entre ellos.
La forma en que Einstein establecié la dindmica del espacio-tiempo y la materia presente en el
Universo es mediante las conocidas Ecuaciones de Finstein dadas [50] [53] por

1
Ruu - igm/R = HT‘;LV; (51)

donde g,,,, denota el tensor métrico a partir del cual se definen los simbolos de Christoffel I'*,,, =

39°° (0,980 + 0195, — O3guw], €l tensor de curvatura de Riemann R?,,, = 8,17, — 0,I*,, +

65
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FPMAFAW —I*,,I',,, el tensor de Ricci Ry, = R’

otro lado T}, denota el tensor de energia momento donde estdn consideradas todo tipo de materia

upv ¥ 12 curvatura escalar g" Ry, = R [53], por
y energia no gravitacional. En las ecuaciones anteriores se identifican dos partes bien diferenciadas.
El lado izquierdo depende unicamente de la geometria del espacio-tiempo mientras que el derecho
depende de la configuracién de la materia y la energia en el sistema. Un aspecto muy importante
de la teoria es que en la ecuacién (5.1) no se ha hecho ningin supuesto sobre la forma de la métrica
Juv, es decir, esta es dindmica en el sentido de que sus componentes habrén de ser determinadas
resolviendo el conjunto de ecuaciones diferenciales dadas en (5.1) (a diferencia de la concepcién
Newtoniana donde el espacio y el tiempo son fijos y los sistemas evolucionan en el tiempo sobre un
espacio fijo de fondo). Las ecuaciones de Einstein son un conjunto de ecuaciones diferenciales en g,,,,
las cuales incluso Einstein dudé que pudieran ser resueltas exactamente, sin embargo, como se vio casi
al mismo tiempo que se formularon dichas ecuaciones, éstas tienen soluciones analiticas entre las que
se pueden mencionar la solucién de Schwarzschild [54] [55] [56] que describe un campo gravitacional
esféricamente simétrico o la métrica FLRW (Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker), que describe
un Universo en expansién, homogéneo e isétropo [57]. Estos resultados son muy importantes y
fueron la base para el desarrollo de dreas de la fisica como la cosmologia [53] [58]. Mds aun, las
predicciones hechas con base en esta formulacién de la gravedad han sido comprobadas en muchas
ocasiones y son bastante conocidas (la precesién del perihelio de Mercurio [59], deflexién de la luz de
su trayectoria al pasar cerca de un cuerpo masivo [60], deteccién de ondas gravitacionales [61] [62]
y recientemente la publicacién de la primera fotografia de de la silueta de un agujero negro [63]),
razén por la que actualmente la RG es una de las bases de la fisica y goza de la total confianza de
los fisicos.

En esta tesis, no nos enfocaremos en estudiar las soluciones a dichas ecuaciones, sus implicaciones
e interpretaciones, sino en los intentos de establecer una formulacién Hamiltoniana de la gravedad.
Se sabe que es posible derivar las ecuaciones de Einstein (5.1) a partir de un principio de minima

accién. A esta accién se le conoce como accién de Einstein-Hilbert y estd dada por [53]

Suulg) = / VgRd'z, (5.2)

esta accién tiene como variable dindmica a la métrica g,,, y g denota su determinante. Calculando

0SEH

5 = 0 se obtienen las
Juv

la variacion de la accién anterior respecto a las componentes de la métrica

ecuaciones (5.1) [64]

ap
88pnlg™?]  _ / a'e > [V=gR] = / a2 [V =50°" Rag]

Sghv Sghv Sghv
= /d‘*m\/fg {;gWR + R;w} =0, (5.3)

lo cual implica las ecuaciones de Einstein-Hilbert
R, — 1gW,R =0, (5.4)

2
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o considerando la presencia de energia y materia, las cuales se introducen via un término L,,qteria,

las ecuaciones anteriores se modifican como
1
R, — gguuR =T, (5.5)

siendo T},, el tensor de energia momento.

Obtener un formalismo Hamiltoniano partiendo del Lagrangiano dado en la accién (5.2) fue por
supuesto el primer intento que se realizd historicamente. Sin embargo, la forma en que esta escrita
la teoria de la Relatividad General tienen como base el principio de equivalencia y el principio
de covarianza (ver apéndice) los cuales en conjunto establecen que las leyes de la fisica deben ser
escritas en forma covariante. Las ecuaciones (5.5) estdn escritas de una manera muy elegante,
siendo un conjunto de 10 ecuaciones diferenciales en las componentes de la métrica. Sin embargo
algunas de estas ecuaciones representan constricciones entre las variables dinamicas de modo que
identificar las ecuaciones que proveen informacién sobre la dindmica del sistema de aquellas que son
constricciones es una tarea dificil debido a la propia naturaleza covariante de las ecuaciones. Una
solucién que permite determinar el Hamiltoniano del sistema es aquella propuesta por Arnowitt-
Deser-Misner en 1962 (Formulacion ADM) [65] [66]. Esta formulacién consiste en realizar una
foliacién del espacio-tiempo, es decir, descomponer la variedad espacio-tiempo cuatridimensional
en una familia de hipersuperficies tridimensionales ¥ parametrizada por una funcién escalar t. A
continuacion se explicard a grandes rasgos en qué consiste esta formulacion. Como se mencioné el

principio variacional del cual se derivan las ecuaciones de Einstein es la accién de Einstein-Hilbert

Sp_nlg] = / d'z\/gR, (5.6)

y tal como se aprende de mecanica cldsica usual el primer paso para definir el Hamiltoniano de un
sistema es calcular el momento canénico conjugado a todas las variables, en este caso a las compo-
nentes de la métrica, que se calculan como la derivada del Lagrangiano respecto a las velocidades
generalizadas. Sin embargo, en la formulacién covariante de la RG jcémo se pueden definir las
velocidades generalizadas? Para esto es necesaria una variable que permita definir una velocidad, es
decir, un pardmetro de evolucién [67]. Esto tiene dos consecuencias, por un lado esto aparentemente
rompe la covariancia de la teoria y por otro lado esto corta el espacio-tiempo en rebanadas en las
cuales el pardmetro ¢ es constante (¢ = constante). Tales rebanadas son hipersuperficies tridimen-
sionales con una métrica asociada 7. (a,b,.. = 1,2,3) para cada una ademds se impone que las
hipersuperficies no se intersecten entre ellas de modo que la causalidad no sea violada. Se piensa en
la evolucion del espacio-tiempo como el cambio de las hipersuperficies en el parametro ¢ y de este
modo se puede cubrir totalmente el espacio-tiempo.

Como ya se dijo, cada hipersuperficie tiene asociado un tensor métrico 7, con seis componentes, por
lo tanto se necesita definir otras cuatro variables para recobrar el nimero de variables dindmicas que

antes se tenia en g,,,. Estas cuatro variables se definen de forma natural al considerar la foliacién



Capitulo 5: Andlisis Hamiltoniano y Simpléctico a una accion tipo Holst en tres
68 dimensiones

del espacio-tiempo. A estas variables se les denota como N (funcién lapse) y N (funciones shift).
La funcién lapse es un parametro que identifica cada hipersuperficie para cada valor de ¢ mien-
tras que las funciones shift se relacionan con el desplazamiento de un punto al pasar a la siguiente
hipersuperficie [65] [66]. El siguiente paso consiste en reescribir el elemento de linea en términos de
las nuevas variables (Va5, N, Ng) a partir de lo cual se podré expresar los términos de la accién en
funcién de las nuevas variables, a partir de esto se identificard el tensor métrico y con él se construye
una versién del tensor de Riemann, el tensor de Ricci, el escalar de curvatura, etc. [65] [66]. Se
introduce la curvatura extrinseca kq de la hipersuperficie kay = kap[Fab, IV, Nojp] (donde " representa
derivada respecto al pardmetro t y | representa derivada covariante sobre la hipersuperficie). Con

ayuda de estas variables la accién de Einstein-Hilbert se reescribe como [66]
Sprr — / /AN [kkqy — k2 + R] | (5.7)

con k = k%. Esta accién no depende de N, N, por lo que podemos considerarlas variables dinamicas
sin relevancia fisica (multiplicadores de Lagrange) de modo que se puede pensar que las variables
fisicamente relevantes son las seis componentes de 7,,. Esta formulacién permite construir un
Hamiltoniano para Relatividad General, ya que ahora si es posible definir los momentos candnicos

conjugados a las variables dindmicas

7Tab _ 8L
a’.Yab ’
oL
H - —_— . 58
p ox, (5.8)

La densidad Hamiltoniana tiene la forma H = 7%, — L = NHy + N®H, con lo cual se puede

reescribir la accién como [66]
SE#Yap, N] = / dt / d*x [7"ap — NHy — N°H,] , (5.9)

de lo cual es claro que Hy y H, son constricciones, es decir, el Hamiltoniano H es combinacién lineal

de constricciones. Explicitamente estas constricciones son de la forma

Hy VA [E%kay — k — R] =0, (5.10)

H, = 2m},=0. (5.11)

Como se puede ver, las constricciones anteriores no tienen una forma polinomial en las coordenadas y
momentos, por lo tanto al realizar el procedimiento usual de cuantizacién promoviendo los momentos
a operadores diferenciales el Hamiltoniano no tendra una forma sencilla, por lo cual resolver ambas
constricciones es dificil.

En lugar de continuar en este camino, se buscé una formulacion alternativa de la accién de Einstein-

Hilbert, dicha formulacién se le conoce como formulacién de Hilbert-Palatini [68] [69]. En esta
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formulacién las variables dindmicas pasan de ser la métrica g,, a cuatro 1- formas el = e,ﬂdm”
llamada tétrada y la 1-forma de conexion w'’ = wﬁ‘] dz*, este formalismo en el cual e y w son
independientes se le conoce como formalismo a primer orden [69]. El procedimiento consiste en
reescribir la accién de Hilbert-Palatini en términos de estas nuevas variables, en este contexto, la
métrica deja de ser la variable dindamica independiente y es una cantidad que se expresa en términos

de la tétrada como [69)
G = eie;{n[]. (5.12)

Como es usual, se denotard con u,v,.. = 0,1,2,3 a los indices de espacio-tiempo, I,J,.. =0,1,2,3
indices de grupo interno y en este caso se considerard como grupo de simetria SO(4) o SO(3,1), 0
corresponde a la métrica interna plana, con la cual suben y bajan indices de grupo. En 4 dimensiones

la accién de Einstein-Hilbert se reescribe en términos de e/, y w,” de la siguiente forma [68] [69]

Suple,w] = o G/d4ac le| eIeJF”[ 1, (5.13)

la accién anterior es conocida como acciéon de Hilbert-Palatini. En la accién anterior la 2-forma
Flf;,’ = g wl’ — &,w[[’ + [wy, w, ]! denota la curvatura de la conexién y | e | es el determinante de la
tétrada. Las ecuaciones de movimiento que se obtienen de la accién anterior se derivan considerando

1J

la variacién respecto de cada variable. Variando respecto a la conexién w,,” se obtiene la siguiente

ecuacién de movimiento

0S
51;5 = Dy (e ey) =0, (5.14)
m
la cual es equivalente a la condicién
Dy,ey = e, +w[ \J\eu] 0, (5.15)

a esta ecuacién se le conoce como condicion de no torsion [69]. Por otro lado variando la accién

respecto a la tétrada se obtiene
0SS = T6m G/d4a: lel[2 (5eI)eJFIJ— (56K)eIeJFU]
y 1
= %/d‘lx | el {eJFIf;,I 2e£eKeLFKL del =0, (5.16)
expresando esto ultimo en términos del tensor de Ricci y el escalar de curvatura se tiene
5SS = L/d4x|e|[R —lg Rn"’ e 6et = 0 (5.17)
8rG pegIny 1 ’ '

de lo cual se obtiene

1
Ry — 59 R =0, (5.18)
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Es importante mencionar que para obtener esta ecuacién es necesario utilizar la solucién para wﬁ‘] en

la ecuacién (5.15). Por lo tanto las acciones de Einstein-Hilbert y Hilbert-Palatini son equivalentes,
en el sentido de que ambas acciones tienen como ecuaciones de movimiento las ecuaciones de Einstein.
La accién (5.13) no es unica. En cuatro dimensiones es posible sumarle términos topolégicos que no
modifican la teoria a nivel clasico, es decir, a nivel de las ecuaciones de movimiento, por ejemplo el
invariante de Pontryagin (L = tr[F"" % F,, |, donde F),,, = %EWMF””), el invariante de Nieh-Yan
(N=TIATT—FI7nel Aed, donde FI7 = dw!! —w!BE AwET y T = del —w!! Ae’), el invariante

de Euler (L = xF17 A Fyy donde xF!17 = Lel7KLFy ) v en particular el término de Holst dado

por [7]
1
SH = 1 /daj46“””geiel{Fp01]. (519)
Vemos que al sustituir en la accién anterior la solucién a la ecuacién (5.15) para la conexién w{;] le]
lo anterior conduce a la identidad de Bianchi e*#7§x 01 sel,e) ISP [wle]] = €77 Ry,,,0[T(g)] = 0.

Por lo tanto, a nivel de ecuaciones de movimiento el término de Holst no tiene contribucién, sin
embargo su presencia alterard la estructura simpléctica de la teoria y permite la introduccién de un
tipo especial de variables las cuales modifican la forma de las constricciones. La accion de interés es
una combinacién de la acciéon de Hilbert-Palatini y el término de Holst acoplado con un pardmetro

conocido como pardmetro de Barbero-Immirzi ~y, es decir
1 1
Sy =Sup -+~ 18y = 1 /da:4e"”p" |:2€IJKL€{L€ZFFI§.L —|—7716£61{Fpau . (5.20)

La forma en que se ha definido la accién Sy es conveniente, es decir, considerando un valor particular
para 7 permite recobrar las formulaciones hamiltonianas de Barbero (y = 1) o la de Ashtekar
(v =1) [7]. Sin embargo, esta accién solo se puede definir en 3+1 dimensiones por la sencilla razén
de que el término de Holst solo se define en cuatro dimensiones. La importancia de la accién de
Holst reside en el hecho de generalizar las formulaciones Hamiltonianas de Ashtekar y Barbero. Sin
embargo, la estructura simpléctica en cada caso es diferente y depende del valor dado a +y, es decir,
que a nivel cuantico la presencia del parametro de Barbero-Immirzi es crucial, y por lo tanto, conocer
su valor es importante en el proceso de cuantizacién [4]. Sin embargo, hasta este momento no se
conoce el valor exacto del pardmetro. Conocer el valor del parametro de Barbero-Immirzi es uno de
los problemas actuales de la fisica [70].

Las constricciones que emergen del andlisis de la accién tiene una forma polinomial [7] lo cual hace
mas sencillo el proceso de cuantizacién, sin embargo, esto no significa que este proceso ya se haya
logrado de manera completa en el sentido de que se tenga una interpretacion fisica de las soluciones
de las constricciones.

Con todo lo anterior en mente, en este trabajo se estudié una accién analoga a la de Holst en tres
dimensiones. Este sistema, en principio mas sencillo, permitira estudiar un sistema que cldsicamente

es equivalente a RG en tres dimensiones, pero como se verd, a nivel de paréntesis de Dirac son
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diferentes. En concreto, se estudiard la acciéon de Palatini en tres dimensiones acoplada al término
de Chern-Simons por un pardmetro v andlogo al pardmetro de Barbero-Immirzi [10]. Se presentard
el anélisis realizado a una accién tipo Holst mediante los métodos de Dirac y de FJ, obteniendo
el conjunto completo de constricciones y su clasificacién asi como los paréntesis de Dirac y de FJ

respectivamente, comparando los dos tipos de paréntesis se encuentra que coinciden.

5.1 Relacién entre Relatividad General y la accién de Chern-

Simons

Se sabe que es posible reformular la accién de RG en tres dimensiones como la accién
de Chern-Simons dependiente unicamente de la conexién [72] [73]. El procedimiento consiste en
redefinir el grupo de simetria de la accién de Hilbert-Palatini, definiendo una nueva conexién en
términos de la cual se reescribe la accion de Hilbert-Palatini tridimensional como una accién de
Chern-Simons.

Consideremos un espacio-tiempo tridimensional. La accién de Hilbert-Palatini en este formalismo
estd escrita en términos de una 1-forma ef“
conexion Fw]. Aqui los indices latinos denotan indices de grupo interno G y toman valores 1,2, 3,

una 1-forma de conexién w;, y de la curvatura de la

mientras que los indices griegos toman valores 0, 1, 2 etiquetando coordenadas de espacio-tiempo.

La accién de Hilbert-Palatini es de la forma

Srele, w] = ﬁ /ei A F;lw], (5.21)

! siendo ¢ miembro

esta accién es invariante ante la transformacién e — geg™' v w — gwg~ ' + gdg~
del grupo de simetria G (por ejemplo SO(3) o SU(2)). La idea para reescribir la accién anterior
como la accién de Chern-Simons es considerar un grupo de simetria G que amplie el grupo G, en
este caso el grupo ISO(3) teniendo los generadores de rotaciones J; y de traslacién P; cumpliendo

la siguiente dlgebra entre los generadores [72]

[Ji, J;] = eiijkv
[Ji, Pj] = eijkpka
Ujiv P]] = Oa
y el siguiente producto interno
(Ji, Pj) = dij, (5.22)
(Ji,Jj) = (P, P;)=0. (5.23)

Con esto se define una nueva 1-forma A, dada por

Ay =w,J; + e, P, (5.24)
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esta nueva variable permite escribir la acciéon de Hilbert-Palatini en tres dimensiones como la accién

de Chern-Simons [74] [75]

S[A] = / R ((A,“ D, A,) + % (A, [AV,AP]>) . (5.25)

Esta propiedad ha sido estudiada por autores como V. Bonsom y E. R. Livine en [10] trabajo en

que se explota esta relacién para proponer una accién tipo Holst en tres dimensiones.

5.2 Analisis simpléctico a la accién de Palatini en 2+1 di-

mensiones acoplada al término de Chern-Simons
La teoria que se analizara estd dada por la siguiente accion

; 1 ) 2 ) )

S[@,A} = 2/ e'A FZ[A] + */ l:AZ NdA; + *EijkAZ A AT N AR , (526)
M Y JImMm 3

donde M es una variedad tridimensional sin frontera, F' = dA+ A A A es la curvatura de la conexién

A, e son las triadas, 4,7,... = 0,1,2 son indices de grupo interno SU(2) y v es un pardmetro

arbitrario similar al pardmetro de Barbero-Immirzi [10]. La variacién de la accién anterior conduce

a las ecuaciones de movimiento

1
De+ —F 0,
Y

F = 0,

Podemos observar que estas ecuaciones son cldsicamente equivalentes a las ecuaciones de Einstein
en tres dimensiones. Como es usual, la notacién que se utilizard en esta seccién es u,v,... =0,1,2
para indices de espacio-tiempo y a, b, ¢ para indices de espacio. Se supondra que la variedad tiene
topologia M = ¥ x R, donde ¥ es una superficie de Cauchy y R es un pardmetro de evolucion. De

esta manera, realizando la descomposicién 2+1 de la accién (5.26), esta toma la siguiente forma

Sle,A] = /e%b Kebi + 21714;‘) Agi + Ao (Daebi + 217Fb>
—&—;eOiFabl} dx, (5.27)
donde
Fupi = Ay — OpAai + €% Auj Api,

_ jk
Dgeyi = Oaeri +¢€;7" Agjepr.
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De (5.27) se identifica la densidad Lagrangiana lineal en las velocidades generalizadas [21]
a i 1 % A 1 ab i a i 1 i
LO = <eb + %Ab ) Aai + 560 Peq Fapi + €% Agi (Daeb + %Fab)

a % 1 i A 1 a 7 a i 1 i
= 60 b <€b + ﬂAb ) Aai — |:—2€O beo abi — 60 bAO»L‘ (Daeb -+ 2')/Fab>:|

= aVE0r ), (5.28)
donde £ es el conjunto de variables simplécticas y estd dado por

€O = (eps, €air Avis Aui) s (5.29)

a(® es la correspondiente 1-forma

) 1 .
a® = (0,0,0,60’”’ (ebw%A;)), (5.30)

y el potencial simpléctico es definido por
1 . | ,
V(O) = _§€OabeOzFabi — €OabA0i (Daeb‘ + %Fabl> . (531)

. . _ 0) £(0)4 ©)
En el formalismo de FJ las ecuaciones de movimiento se expresan como fi(]. )5(0)] = %, donde
_ 99 oal”

GO O

fi(JQ) es conocida como matriz simpléctica y estda dada por fi(](-)) [21]. En este caso la

matriz simpléctica tiene la siguiente forma

0 0 0 0
0 0 0 Oab,,il

FO = 0o ¢ O" 82z —y). (5.32)
0 6Oabnil 0 %eOabnil

Se observa que f(© es singular y por lo tanto existirdn constricciones. Para poder identificar las
constricciones de FJ se calculan los vectores nulos de f () que estdn dadas por

Vl(O) = (Vem ) 07 Oa O) )

‘/'2(0) _ (07 07 VAOi’ 0) ,

donde V¢oi V40 son funciones arbitrarias. Las constricciones de FJ se obtienen mediante las con-

tracciones [21]

i 0 sVO)(2)
0 _ /d3 O ./d3 )¢y — /d3 Veo &2
1 €T 1 55(0) 7 yv (é‘) € 5@02(y) y

1 .
= VeOi |:—2€0abFabl:| = 07

;i 0 VO ()
Q(O) — /d3 (0) i : /d3 (0) — /d3 Ao 2
2 Vo 5¢(0) @ yV (€) zV 5 A0:() d%y

_VAOz'EOab |:Da6bl + Q’YFGZ;L} _ 07
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de esta manera, las constricciones de FJ estan dadas por

i 1 ;
o = SR =0, (5.33)

; R
Q;0) — oab |:Daebz + 27Fab{| =0. (5.34)

Para determinar si existen més constricciones de FJ se impone la condicién de consistencia sobre

las constricciones anteriores. Esto significa que el siguiente sistema se satisface [21]

e = z,

donde

La matriz f(°) tiene la forma explicita

0 0 0 0
0 0 0 (Oabyij
0 0 0 0
0 (Oabyij 0 %EOabnij
o = Po—y)  (5.35)
0 0 0  Vab [77” Op + eijkAbk]
0 €0 [edy + ik Ay] 0 (Vabgijke,

L0 [0, + €7k Ay

se observa que la matriz no es cuadrada como se esperaba, sin embargo (5.35) tiene el siguiente

conjunto de vectores nulos

» (o, 0V — €,7% Ag; Vi, 0,0, Vi, o) ,

vr = (0,¢ eus Vi 0,0V — €, 403 Vi, 0, Vi) (5.36)
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El vector Z; estda dado por
ng)z

7€Oab [abAOi + EijkAbjAok]
ng)i

(5.37)

cOaby (eoi " %Aoi) — Oabeidk Ao e,

_GOCLbeZ]k) <€0j + %Aw) Aak

0

La contraccién de los vectores nulos (5.36) con el vector Z; conduce a identidades, por ejemplo
0 Z = TV, 40,00 =0, (5.38)

lo que implica que no hay mas constricciones de FJ. Como se ha mencionado en el formalismo de
FJ no es necesario realizar la clasificacién de las constricciones en primera y segunda clase. En
el formalismo FJ todas las constricciones se consideran al mismo nivel. El conteo de grados de
libertad se lleva a cabo de la siguiente forma: hay seis variables dindmicas A% y seis constricciones
independientes ng)i, Qéo)i; por lo tanto la teoria no posee grados de libertad, la teoria es topoldgica,
como se esperaba.

Ahora se agregan al Lagrangiano simpléctico las constricciones halladas definiendo el Lagrangiano

simpléctico £1):
‘C(l) = 0’50)5(0)2 - V(O) |Q1:QQZO _Qg(z))az - Qég)ﬁl
1N . 4 .
ea <ebl + 27A;) Agi — e’ — Q) f7, (5.39)
las constricciones de FJ se introducen via los multiplicadores de Lagrange eg; = & v Ao = ﬂl
Se observa que el potencial simpléctico se anula V(©) |0,=0,—0= 0 lo cual es un resultado esperado

debido a la covariancia general de la teoria, toda la dindmica del sistema estd gobernada por una

simetria. Del Lagrangiano simpléctico (5.39) se identifica un nuevo conjunto de variables simplécticas
5(1) = (aheaiaﬁivAai) 5 (540)

y una nueva 1-forma

i i ;1 ;
a(l) — (_ng) 7O7 _Q;O) 76Oab <ebl + 2,_YAbZ>) ) (541)
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(1) (1)

Se calcula una nueva matriz simpléctica fi(;) = ggfm — §§ﬁ>,- , que explicitamente tiene la siguiente
forma

0 0 0

0 0 [nijaa — eijkAak]

f(l) —
0 (090, + €% Ayi] 0
[nijaa - €ijkAak] 77ij _eijkeak + % [nijaa - €ijkAak]
[nijaa + eijkAak]
n
P52 (2 — ). (5.42)

€ijkeak + % [nijaa + eijkAak}

1,ij
e~
Esta matriz es singular y sus vectores nulos son los generadores de las transformaciones de norma.
[ ~ ik ik
Los vectores nulos estén dados por (1) = (0, —¢, 7" wjeqn, wi, 0gtor — €7 ijak) y

72 = (—n,aan — ¢, Ik

. TiAak, 0, 0), donde w; y 7; forman un conjunto de parametros infinitesimales

que caracterizan las transformaciones de norma. Las transformaciones de norma son [30]

(50[1‘ = —’7.'2',

0eq; = Dg1;+ eijkeajwk,

6ﬂ2 = ’(b,

SAL = D,w' (5.43)

vemos que o1 es el generador de rotaciones y 7(?) genera traslaciones. La matriz (5.42) atin es
singular, sin embargo, se ha mostrado que no hay maés constricciones y que la teoria es de norma.
Con el objetivo de construir una matriz simpléctica es necesario fijar la norma, es decir que se deben
imponer condiciones extra sobre las variables, en este caso se utilizara la fijacién de norma temporal,
eoi = Ag; = 0, lo que significa que ¢;; = 0y 3; = 0. Estas condiciones se agregan al Lagrangiano via
multiplicadores de Lagrange ©¢ y =%, de modo que se define un nuevo Lagrangiano simpléctico £(2)

dado por

2) (2)i a R AW 0)i ) a DB 5
£ a§>§<2>ZGOb(eb+%Ab)Aai—(Q§)+9)0‘i—(95)+:)5”’



Capitulo 5: Andlisis Hamiltoniano y Simpléctico a una accion tipo Holst en tres

dimensiones 7
y se identifica el siguiente conjunto de variables simplécticas y la 1-forma
5(2) = (O"Laeahﬂi)Aaiv@iin> ’
; . i A
a® = (— (ng) + @1) ,0,— (ng) + :1> , elab (ebl + 2Abl) ,0,0) )
Y
Luego se calcula una nueva matriz simpléctica f(?) dada por
0 0 0
0 0 Oab [nijaa _ GijkAak]
0 0abd [T]ijab + EijkAbk] 0
f(2) _
Oab [nijaa _ GijkAak] ¢0abpij —Oabgijhy 4 %EOab [nijaa _ eijkAak}
_nij 0 0
0 0 _nij
0ab [nijab + eijkAbk] 0 0
anbT]ij 0 0
GOabeijkebk 0 nij + %eOab [77”8;, + EijkAbk] (52 (l‘ — y) (544)
1 _Oab,ij
SE4 J 0
0 0

0 0
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Se observa que f(?) es regular y por lo tanto tiene inversa, la cual estd dada por

0 0 0 0 —1ij 0
0 — S €0ablij 0 €0ablij Mi50a — €5 Aa =€ Ca
X 0 0 0 0 0 —Mij
]
0 €0abij 0 0 0 M0 = €5 Aak
mij [0+ €;f Ap] 0 0 0 € Aai Ay
0 _Ejik@bk Nij  — [ﬂijab + GjikAbk] €0abAaiAbj %eoabAaiAbj

que corresponde al tensor simpléctico. Los paréntesis generalizados de FJ se identifican del tensor
simpléctico (5.45) mediante

-1

(2@, 2 Wkrs = 1P @) (5.46)
esto es
{eai(@)en W)}y = _%Oabmj(m_y), (5.47)
{eai(®), Aj(W)} py = €0armij0*(z —y), (5.48)
{Aai(x)’Abj(y)}FJ = 0, (5.49)

estos paréntesis corresponden con aquellos que se obtienen en el formalismo de Dirac (ver la seccién
siguiente). Como se puede ver hay una contribucién de 7 en los paréntesis fundamentales y este
hecho hace la diferencia con respecto a la teorfa de Palatini [71]. De hecho, en la teorfa de Palatini
los paréntesis de Dirac entre las triadas conmutan mientras que en P-CS no. Unicamente P-CS y

Palatini son equivalentes en el limite cuando  tiende al infinito.



Capitulo 5: Andlisis Hamiltoniano y Simpléctico a una accion tipo Holst en tres
dimensiones 79

5.3 Analisis Hamiltoniano

En esta seccion se reportan los principales resultados del anélisis Hamiltoniano. El punto

de partida es la accién (5.27)

A 1, N
Sle,A] = /60“” Kebl + 27141,1> Agi + ieO’Fabi + Ag; (Daeb’ + hFabZ)] .

Se introducen los momentos candnicos para el conjunto completo de variables dindmicas (e, A), dados

por
o oL
p 7 - aéaia (550)
T, = 6.6 -, (5.51)
0A,°
tal que

{6ai(ﬂc),p3j(y)} = 036]6%(x —y),

000]0%(z — y),

—
S
R
—~
8
~
S
—~
<
—
——
I

cero en otro caso. Se encontraron los siguientes resultados: la teoria presenta 12 constricciones de

primera clase

n = pi=0, (5.52)
v = w0, =0, (5.53)
1
Vi = §nabFabi + Dap® ; = 0, (5.54)
1 )
Yoi = Dgm®;+ %n“b&lAbi + eijkeajp“k ~ 0, (5.55)

y el siguiente conjunto de 12 constricciones de segunda clase

Xty = p"i=0, (5.56)
1
X5 = 7w —n" (ebi + Abi) ~ 0, (5.57)
2y
donde €"? = 7. La estructura completa de estas constricciones no habia sido reportada en la

literatura. El dlgebra entre constricciones es como sigue

{ni(@), ;) = 0, (5.58)
{mi(@), 25 (y)} 51k ~ 0, (5.59)
(@ Pw} = o (5.60)
{m@a W} = ¢ d~o, (5.61)
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{12i(2), 725 (9)} = €fror =0, (5.62)
(@ W} = o (5.63)
{vzz(aﬁ),xgj(y)} = ¢/"x8; =0, (5.64)
(@ dw} = o (5.65)
(@ dw} = —nte, (5.66)
{x%l(w),x?(y)} = —%n“%”. (5.67)

Se puede ver del algebra entre las constricciones que ~1; es el generador de traslaciones y ~y9; el
generador de rotaciones. Para realizar el conteo de grados de libertad se observa que hay 36 variables
canonicas, 12 constricciones independientes de primera clase y 12 constricciones de segunda clase,
por lo tanto la teoria no tiene grados de libertad.

La presencia de constricciones de segunda clase permite la introduccién de los paréntesis de Dirac

que para dos funciones del espacio fase A, B estd definido por

{A(=), B(y)}p = {A(2), B(y)} — /dudv {A(@), x* ()} €35 (u,0) {x7(v), B(y) } (5.68)

donde {A(z), B(y)} es el paréntesis de Poisson entre las funcionales A, B, la matriz Cop = {¢%, ¢ },
{9} es el conjunto completo de constricciones de segunda clase encontradas y C~1 su inversa, en

este caso dadas por

0 —n“béij
C == )
ab $17 1, abgij
—nebsi Lyebgia
%Uab%‘ Nab0ij
ct =

6ab6ij 0
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Usando las constricciones de segunda clase se obtienen los siguientes paréntesis de Dirac

1
W, = —g%naw(ﬂﬂ—y),

{e%(z),e(2)}, = —%&jn“bdQ(m—y), (5.69)
{r@).0%5w)}, = o (5.70)
{e4().0% W)}, = O, (5.71)
{e%(x), A%y}, = Sum™6*(z —y), (5.72)
{A%2), A%}, = O (5.73)
{m%(=), %)}, = O (5.74)
( W, = 6z —y), (5.75)

( (5.76)

( (5.77)

3
~
~

{A¢ (@), %)}, = o

Podemos observar que los paréntesis (5.69), (5.72), (5.73) y los de FJ (5.47), (5.48), (5.49) coinciden.
Ademsds, una vez que se introducen los paréntesis de Dirac se puede considerar a las constricciones

de segunda clase como igualdades fuertes y por tanto las constricciones de FJ y Dirac coinciden.

5.4 Conclusiones

En este capitulo se ha analizado el sistema P-CS. Se reporta el conjunto completo de cons-
tricciones de FJ, la simetria de norma y los paréntesis generalizados de FJ los cuales no habian sido
reportados en la literatura. Como se ha visto la ventaja de implementar el formalismo simpléctico
reside en el hecho de ser més econémico en términos de cdlculo, en particular no ha sido necesario
realizar el proceso de clasificacion de las constricciones como en el caso del formalismo de Dirac. Por
otro lado, se ha encontrado que los paréntesis generalizados de FJ dependen de v y este hecho hace
que la teoria P-CS difiera clasicamente de la teoria de Palatini y da un antecedente para futuros
trabajos en el estudio de RG en tres dimensiones y los intentos por determinar la naturaleza y valor
de . Por ejemplo, se sabe que en 3 4+ 1 dimensiones la interaccién entre materia fermionica estd
mediada por la torsién y su intensidad estd determinada por el pardmetro de Barbero-Immirzi tal
como se ve en [76], y como se concluye en ese articulo, serfa tedricamente posible determinar el valor
de v al medir el efecto de la interaccién gravitacional con un fermién. Por esto, seria interesante
ver qué ocurre en 2 + 1 dimensiones al analizar la accién propuesta P-CS acoplada a materia, con
el objetivo de comprobar si en 2 4+ 1 dimensiones ocurre algo similar, es decir, si la presencia del
parametro v modula la interaccién de la materia y de ser asi ver qué informacién puede arrojar
este hecho para entender la naturaleza de y, para lo cual, las relaciones de conmutacién obtenidas
mediante los métodos de Dirac y FJ resultaran de ayuda.

Por otro lado, en [77] se estudié un conjunto de soluciones particulares a las ecuaciones de Einstein en
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2+ 1 dimensiones, tanto en el formalismo métrico como en el formalismo a primer orden de Palatini,
en particular, se estudiaron espacio-tiempos que representan soluciones de agujeros negros en 241
dimensiones y universos con una topologia especifica: universos con topologia toroidal [0, 1] x T2,
donde T? es un 2-Toro u otros tipos de universos con tipos particulares de topologia, por ejemplo,
topologfa esférica [0, 1] x S? ( donde S? se refiere a la 2-esfera), topologfa de botella de Klein [0, 1] x K,
etc. Con esto como precedente, el trabajo a futuro estara enfocado en estudiar la accién propuesta
P-CS para estos casos particulares de la métrica, haciendo énfasis en el papel que juega el parametro
~ en cada caso para intentar darle un significado fisico en tres dimensiones.

Por otro lado, tal como se desarrolla en [77] para RG en tres dimensiones, una meta a futuro
inmediato es desarrollar la cuantizacion del sistema, es decir, el siguiente paso en el desarrollo de
la teoria seria promover las coordenadas y momentos a operadores buscando un estado cudntico
que sea solucion a las constricciones del sistema. Una meta ain més ambiciosa es poder dar una
interpretacién fisica o geométrica a dicha solucién y al pardmetro +.

Finalmente, tal como se menciono en la conclusiéon del capitulo anterior, el determinante de la
matriz (5.44) proporciona una medida para el cdlculo del producto interno entre estados fisicos.
M4ds aun, la presencia del pardmetro v en la matriz (5.44) nos lleva a pensar que dicho pardmetro
estard involucrado en el determinante y por lo tanto tendra influencia directa al calcular el producto
interno, lo cual puede ayudar a determinar su significado fisico y determinar su valor. El calculo de
dicho determinante y su posterior aplicacién al proceso de cuantizacion de la teoria es una posibilidad

a futuro que este trabajo abre.



Apéndice A

En este apéndice se explicaran algunos conceptos que complementan lo dicho en los

capitulos anteriores asi como algunos resultados y desarrollos matematicos de interés.

A.1 Principios de la Relatividad General

En esta parte del trabajo se explicaran brevemente los principios sobre los cuales la Rela-
tividad General estd formulada [52] [51], dichos principios estdn ampliamente aceptados hoy en dia
pero en su momento supusieron un cambio radical en el modo de pensar sobre la naturaleza. Estos
cuatro principios garantizan la validez fisica de la Relatividad General y la justifican incluso a nivel

filoséfico como el principio de Equivalencia.

Principio de equivalencia: en general puede expresarse diciendo que un campo gravitacional
es indistinguible de la aceleracién uniforme [52]. En la practica esto significa que localmente no
es posible distinguir entre estar en la superficie de un planeta y estar en el interior de un cohete
moviéndose con aceleracién constante. De acuerdo a Einstein ambos fenémenos son de hecho el

mismo.

Principio de Covarianza: Einstein razoné que todos los observadores son equivalentes en el
sentido de que todos ellos son capaces de descubrir las mismas leyes de la fisica [52], la validez de
este razonamiento es claro si se toma en cuenta que el ser humano ha hecho esto desde un sistema
de referencia en presencia de un campo gravitacional (o equivalentemente un sistema de referencia
acelerado, segtn el principio anterior). Esta afirmacion tiene importantes repercusiones en la forma
en que la teoria es formulada matemdaticamente, ya que un observador tendra asociado un sistema
de referencia y por lo tanto un conjunto de coordenadas, la afirmacién anterior implica que en Rel-
atividad General no existe un conjunto de coordenadas privilegiadas, por lo tanto las leyes de la
fisica deben tener la misma forma para todos los observadores, es decir, las leyes de la fisica deben

ser invariantes ante cambios de coordenadas. En lenguaje matematico esto significa que las leyes de

83
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la fisica deben ser escritos en forma tensorial (Principio de Covarianza,).

Principio de Acoplamiento Minimo: Este principio dice que no se deben agregar términos
innecesarios a las ecuaciones para realizar la transicion de Relatividad Especial a Relatividad Ge-
neral [52]. Por ejemplo, en Relatividad Especial la conservacién de energia-momento estd dada por
0T = 0, la generalizacién a Relatividad General es simplemente V7% = 0. En otras palabras,
este principio implica que si una ley es valida en un espacio-tiempo plano sera vélida en un espacio-
tiempo curvo de modo que para que una expresion invariante de Lorentz sea covariante general basta

con hacer el cambio 1,, —+ guw ¥ Oy — V.

Principio de Correspondencia: Este principio establece que el comportamiento de un sistema
descrito en Relatividad General debe conducir a la mecanica de Newton en el limite de bajas veloci-

dades y energias [52].

Estos cuatro principios estan presentes en el corazén mismo de RG y me ha parecido importante
mencionarlos brevemente ya que muchas veces son obviados, siendo, sin embargo, una parte impor-
tante de la teoria. En adicién, se puede mencionar un principio que influencié a Einstein al formular
la Relatividad General pero que, sin embargo, no pudo ser implementado en la forma final de la

teorfa. Nos referimos al Principio de Mach que fue propuesto por Ernst Mach en 1893:

Principio de Mach: este principio establece que los conceptos de movimiento e inercia no tienen
un significado por s{ mismos, sino Unicamente relativo [52] [78]. Para ilustrar este hecho imagine
un Unico cuerpo en un universo vacio de cualquier otra materia, en ese caso no se podra decir si
dicho cuerpo se encuentra en movimiento ya que no habria nada respecto a que referir su estado
y por lo tanto no presentard ningun efecto inercial. Por otro lado, en un universo en el que exista
materia el movimiento de una de sus partes se referird al resto de la materia presente y ésta serd
el origen de los efectos inerciales a los que la parte en movimiento se pueda ver sometido. Por lo
tanto, un sistema de referencia inercial es un sistema cuyo estado de movimiento es privilegiado
respecto al movimiento del resto de materia en el universo. En nuestro universo son las estrellas las
que determinan los sistemas de referencia inerciales locales mediante su distribucién, movimiento
y masa. Sin embargo, este principio tiene algunos problemas ya que no predice ni explica algunos
fenémenos, por ejemplo, el hecho de que existen las soluciones para el vacié para las ecuaciones de
Einstein.

La concepcién actual es que las propiedades inerciales de los objetos deben ser referidos a un
campo gravitacional dindmico el cual es influenciado por la materia y energia presentes en el uni-

verso [79] [80].



Apéndice A: 85

A.2 Término de Chern-Simons

En la seccién (7.1) se mostré que la accién de Palatini en tres dimensiones con grupo de
simetria G puede reescribirse como una acciéon de Chern-Simons al considerar un grupo de simetria
expandido G que contenga a G y definiendo una nueva conexién [72]. Sin embargo para poder hablar
de una accién de Chern-Simons se debe establecer lo que se conoce como formas de Chern [74] [75].
Una forma de Chern estd definida en una variedad M de dimensién impar, es invariante ante un
grupo de simetria G y tiene como variable dindmica la 1-forma de conexién A valuada en el dlgebra

del grupo
A= AlTrdz", (A1)

donde T7 son los generadores de grupo que cumplen con el dlgebra [T7, 7] = froxTk (fryx cons-
tantes de estructura). A partir de la conexién se define la 2-forma de curvatura de la conexién
F=dA+ AN A. Con estos elementos se construye una 2n-forma llamada n—ésima forma de Chern

definida por [74] [75]
P (F)=tr[F"] =tr[FAF A ...\ F)]. (A.2)

Para comprobar la invariancia de Ps,, ante el grupo G recordemos la forma en que la conexién A se

transforma bajo un elemento del grupo U(a(x)) = o' @7 ¢ @ [75],
A— A =U"AU + U tdU, (A.3)
donde d implica la derivada exterior. Por lo tanto, la curvatura se transforma como

F—F = dA+ANA
= d(U AU +U'dU) + (UTAU + U 'dU) A (U1 AU + U 1dU)
U 'FU. (A.4)

Por lo anterior la forma de Chern Py, es invariante ante G [75]

Py, (F') = tr[FPANF' ANF'..NF]
= tr[U'FUANU'FUA ..U 'FU]
= tr[FA..AF]=tr[F". (A.5)

Méds aun, se puede demostrar que la 2n-forma P, es cerrada, es decir, dP,,, = 0 [75]

APy, (F) dtr[F' A F... A F]
= tr[dgF ANF.NF+FANdsF.NF+..+FAF..NdsF]

= ntr[daFANFA...ANF]=0, (A.6)
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lo anterior es cierto ya que

daF = dF +[AF)
= d[dA+ANA|+[AdA+ AN A]
= dANA)+ANdA—dANA+ANANA—ANANA=D, (A.7)

en estas lineas se ha denotado por d4 = d + [4,] a la derivada covariante para distinguirla de la

derivada exterior d usual. También se ha hecho uso de

tr[daF) tr[dF + [A, F]] = dtr[F| + tr[AANF — (=1)"*2F A A]

= dtr[F). (A.8)

El hecho de que Py, sea cerrada implica que localmente puede escribirse como la derivada exterior

de una (2n — 1)- forma:
PQH(F) = dQanl(Au F)a (Ag)

ala (2n — 1)-forma Q2,-1(A, F) se le conoce como forma de Chern-Simons de P, (F), por ejemplo
para n =1, Py(F) = tr[F] = tr[dA + A A A] = dir[A], por lo tanto Q1 = tr[A].

En este trabajo el caso de interés corresponde an =2y Py = tr[F AF] = dir[ANdA+ 2ANANA],
es decir, la forma de Chern-Simons Q3 = tr[A A dA + %A A AN A]. Se puede comprobar que en

efecto Q3 es la forma de Chern para n = 2 al calcular su derivada exterior [75]

dQ3 (A7 F)

dtr[A N dA + %A/\A/\A]

= trldaANdA+2ANANdgA
tr[(dA+ANA)A(dA+ AN A))

tr[F A F]. (A.10)

Desde un punto de vista fisico la forma de Chern-Simons Q3 resulta de interés debido a que existe
una relacién entre la forma de Chern-Simon en tres dimensiones y la accién de Palatini en tres

dimensiones con constante cosmoldgica A, relacién que ya se mostrd en la seccién (5.1)

A.3 Accién de Palatini

Esta seccién tiene como objetivo dar una breve explicacién del formalismo a primer orden
de la RG asi como mostrar su equivalencia con la acciéon de E-H en el sentido de que ambas formula-
ciones comparten las mismas ecuaciones de movimiento, es decir, las ecuaciones de Einstein [68] [69].

Las ecuaciones de Einstein se pueden derivar de un principio de minima accién conocida como accién
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de Einstein-Hilbert la cual tiene como variable dindmica la métrica del espacio-tiempo g,

S[ga X] = SE'H [g} + Smateria[g X]

= /d4wm{2kR+Lmat[g X]} (A.11)

donde | g | es el determinante de la métrica, R = R®, es la curvatura escalar, Rog = R" up s el
tensor de curvatura de Ricciy R%. 5 es el tensor de curvatura de Riemann. Las variables x denotan
campos de materia. Las ecuaciones de movimiento se obtienen mediante la variaciéon de la accién

respecto a las variables dindmicas. Variando respecto a las componentes de la métrica g#”:

0S 4 |1 6 af )
= — — — L
5‘9”1} /d X |:2k 59#11 ( |g |g Raﬁ) + 6gwj |g | mat
1 6 1 0 )
= d4 =7 - ob o - ob o vV — Lma
= 0.
Se puede demostrar que el término fd4x2—1k —lg |ga66;%Rag es nulo. Luego
08 4 1) of )
Sghv = /dx|:5lw< —1lglg )R g _|g|Lmat]

/d4xl \/6 ulygl P Rag+v/— 9] 5 i Rap + 2k s/~ [ g [Lmat

Utilizando que OVlol f%\/f |99y (Sg%g = % (50‘56 + 5550‘) se obtiene:

dghv nv
6S 4 1
g /dx[—Q\/—lglg;w — 19 |Ru —gleat}—O-
Esto implica las ecuaciones de Einstein para el campo gravitacional:
1 2k 0
R — 29wl = —F———=——Lnateria = = KT, v A2
vt T g e = (412

donde se ha definido al tensor de energia-momento 7},, = \/%I‘Sg% Loateria-

Esta formulacién en términos de la métrica es la mas usual en areas como cosmologia, sin embargo, no
es la inica forma de escribir un principio de minima accién a partir del cual se deriven las ecuaciones
de Einstein. Alternativamente se conoce la formulacién de Palatini o a primer orden, esta accién se
define en un espacio-tiempo M y tiene como variables dindmicas las tétradas de 1-formas eﬁdm” y
la 1-forma de conexién wlILJ dx* [68], donde los indices griegos toman valores 0,1,2,3 y son indices
del espacio-tiempo cuatridimensional mientras que los indices latinos son indices de grupo interno,
en este caso Minkowski.

Las tétradas e],(z) son funciones que definen un mapeo del espacio tangente a la variedad T'(M)

I

al espacio interno: v’ = efbv“ donde v* son la componentes de un vector covariante definido en

T(M). Vamos a suponer que este mapeo es 1 a 1 de tal manera que exista su inversa e/ (), esta
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funcién mapea vectores en el espacio interno (Minkowski) a vectores en el espacio tangente T'(M):

_ BT J

vk = efv!, cumpliéndose que efe] = 64 y effe # = d7. Por supuesto la métrica interna denotada por
11y sirve para subir y bajar 1nd1ces internos.

En este formalismo la métrica del espacio-tiempo g,,,, no es una cantidad independiente, en cambio

se relaciona con la métrica interna por [68] [69]
Gy = eieinu. (A.13)

Por otro lado se tiene la 1-forma de conexién w[b‘] (x)dx* la cual es a priori independiente de la
tétrada y nos va a permitir definir una derivada covariante D que actia sobre vectores en el espacio
de Minkowski

= dv! +w!; no”, (A.14)
donde d es la derivada exterior usual. La 2-forma curvatura de la conexién se define como:

Flf,;] = auw -0, w”—l—wIKw K‘] —wl{KwVKI. (A.15)

Con estos elementos es posible reescribir la accién de Einstein-Hilbert en términos de e y w, a esta

accién se le conoce como accién de Palatini y es de la siguiente forma [68] [69]

Sup = i d*z H e | nIKe?eZRHVKJ[w]] , (A.16)
donde | e | es el determinante de la tétrada relacionado con el determinante de la métrica g, por
le|=+/—1g|yaque| gu |=|e|?| ns|siendo | 7y |= 1 en el caso euclideo y —1 en el caso
Lorentziano.

Las ecuaciones de movimiento se obtienen variando la accién (A.16) respecto a las variables dindmicas.

1J

Respecto a la conexién w,,” se obtiene lo que se conoce como condicion de no torsion [68] [69]:

EIJKLD(GK/\GL) =0, (A17)

esta ecuacion de movimiento permite escribir a la conexién como una funcién de la tétrada de la
1J _ _ vd I

forma w,” = —€""'V e,

Por otro lado variando la accién respecto a la tétrada:

Sup 1 [,
T R 5&6J|e|+615a
1

)
+2k d4I@ “ € | Linat [e,w, XH

1
= o [ et [oustey | veiansh | e | —etey || ek] Ry lu

Lilel]

J
6
J 56% nv K [

w]

1 )
+2k d4x(§7a “ € | Lmat[evwaXH
1 o
T d*z|e| "Ry k" + 0" el R 0" — 0" el ehel R, k7

+ﬁ57"‘ e Lmat] =0. (A.18)
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Esto implica

1 o kK 6
2 [ LK RaVK + 77 R;LQK - nIKeIeJeLR;LuK ] = _m@ (‘ € ‘ Lmat)> (Alg)
multiplicando por egr,
LK v J IK I v L J k
5 [77 eﬂLeJRauK +n eﬁLelR;LaK - eﬁLU eIBJeaR,uuK ] = ‘ | €BL o Seo (‘ € ‘ Lmat)?
L
esto es
1 J J k 1)
5 [Rass” + Ria’s = gasR] = el 5en (I el Lmat) ,
Estas son, por supuesto, las ecuaciones de Einstein
1 k 1) _
Raﬁ — igaﬁR = —meﬁL@ (| e | Lmat) = —kTag, (A20)
donde se ha definido el tensor de energfa-momento como Thg = fﬁeg Lé% (| €| Lmat). Con esto
- L

se demuestra que la accién de Palatini tiene como ecuaciones de movimiento a las ecuaciones de
Einstein para el campo gravitacional y es en este sentido que se afirma que la formulacién a primer

orden de RG y la accién de Einstein-Hilbert son equivalentes.

A.4 La accion de Holst

Como se ha visto, el formalismo de Palatini a primer orden reproduce las ecuaciones de
Einstein, sin embargo con el objetivo de obtener una formulaciéon Hamiltoniana y obtener una version
cuantica de la gravedad S. Holst modificé la accién de Palatini agregando una accién conocida como
término de Holst acoplado a la accién de Palatini via un pardmetro adimensional v~ ! denominado
pardmetro de Barbero-Immirzi [7]. El término de Holst estd definido como Sgose = [ e AeAF y la

accién de Holst Sp estd dada por

Sulw.e] = Su—p+7 " SHotst

1 1 1

= /erKLe Nel NFEL 4 Zel Ne? A Fyy. (A.21)
2k o

Esta accion se puede reescribir como
S _ 1 1 1 _ I\ ol A KL
mlw,e] = 5€TIKL + o= (rxmiL —niLnik)| e Aet A
2k 2y
1
= Qk /PUKLe Ne /\F‘KL7 (A22)

donde P]JKL = %GIJKL + % (UIKT]JL — n[LnJK). El término de Holst no modifica las ecuaciones

de movimiento y para comprobar esto calculamos la variacion de la accién anterior respecto a las
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variables dindmicas. Respecto a la conexién

0SH 1 IaJ KL
m = %/P[!]KLE Ne A(SF
1
= 5 /(5wKL AP D(er ANey) =0, (A.23)
lo cual implica que 5z P!/, ) D(egAey) = 0. Multiplicando por (P_l)KLMN = fﬂjl KL v — 712 (680% — (5%61@)}
se obtiene que [68]
1
5 (63,63 — 05Ga;) D(er Aey) = 0. (A.24)

Esta ecuacién es equivalente a la condicién de no torsién (A.17), de modo que esta relacién define

de forma tnica a la conexién wi‘] en términos de la tétrada ef“ wﬁJ = —e"/V,el. Por lo tanto, la
inclusién del término de Holst no modifica el resultado obtenido en el formalismo de Palatini.

Por otro lado, al variar la accién de Holst (A.22) respecto a la tétrada se obtiene

1 2
0SSy = /561/\|:€IJKL€J/\FKL+€J/\F1J:|:0,
2k v
esto implica 2—116 [GIJKLGJ N FEL 4 %e‘] A F[J} = 0, o explicitamente
1 pvpo J KL 2 pvpo J
E €ETJKLE el,Fpg +;6 equo-IJ =0. (A.25)

El primer término eUKLe’“’p"einIgL ya se estudié y se ha visto que una vez que se utiliza la
IJ

14

= —e¥/V el conduce a las ecuaciones de Einstein R, — 1g,,R = 0. Por otro lado
€y " 29u

e"P7¢) Fppr[w] es nulo una vez que se utiliza la solucién w,,”’

solucién w

= —e"/V el ya que esto conduce a

el Foprslwle]] = €*7¢]eqre )R ,,

= 7R, (A.26)

lo cual es idénticamente cero por la identidad de Bianchi e#”7? R%; po = 0, es decir que la inclusion
del término de Holst en la accién de Palatini no modifica las ecuaciones de movimiento, obteniendo
las ecuaciones de Einstein. Para cada valor de v, la accién (A.21) provee una familia de acciones
clasicamente equivalentes a la accién de Palatini. Sin embargo, la presencia de este término tiene
repercusiones a nivel Hamiltoniano, modificando la forma de las constricciones que surgen de la
teoria y por supuesto la estructura simpléctica de la teoria, como ya se vio en el capitulo 5 y a

continuacion se tratara una vez maés.

A.5 Formulacion Hamiltoniana de la accion de Holst

Gran parte del problema que surge en los intentos que se han realizado para cuantizar la

accion de Relatividad General es debido a la forma complicada de las constricciones de la teoria, por
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ejemplo, las constricciones en la formulacion ADM no tienen una forma polinomial en coordenadas
y momentos generalizados lo cual dificulta el paso a la formulacién cuantica de la teoria al momento
de promover coordenadas y momentos a operadores.

Con el objetivo de simplificar las constricciones que surgen del andlisis Hamiltoniano de Relatividad
General en el formalismo ADM, Ashtekar introdujo un nuevo conjunto de variables conjugadas las
cuales simplifican bastante la forma de las constricciones pero tienen la inconveniencia de ser com-
plejas [81], de modo que se deben imponer condiciones extra, llamadas condiciones de realidad [82],
que permiten recuperar una versioén real de la teoria [83].

Posteriormente Barbero mostré que es posible elegir otro conjunto de variables candnicas rela-
cionadas con las de Ashtekar pero esta vez reales, la elecciéon de este nuevo conjunto de variables
destruye la simplicidad de las constricciones obtenida en el formalismo de Ashtekar pero tiene la
importante propiedad de seguir siendo una teorfa real [84] [85], sin la necesidad de imponer condi-
ciones extra.

En [7] S. Holst presento una accién que generaliza la formulacién de Palatini, dicha accién tiene la
forma (A.21) y como se ha dicho genera una familia de acciones cldsicamente equivalentes a Relativi-
dad General. Es muy importante mencionar que esta accién tiene la particularidad de que a partir

I es posible recuperar la formulacién Hamiltoniana

de ella y para valores especificos del pardmetro v~
de Ashtekar (7 = —i) o de Barbero (7 = 1). Por s{ misma esta propiedad ya hace a la accién (A.21)
bastante atractiva sin embargo su importancia va més alld. Se ha comprobado que el pardmetro
estd presente en importantes resultados tales como el cdlculo de la entropia de agujeros negros o los
estados y valores propios del operador de drea y volumen [86].

A continuacion se presenta el analisis Hamiltoniano a la acciéon de Holst.

La accién de Holst estd dada por [7]

1 oo | 1 B

S = 1 /d4xeﬂ po [261(1KL6£61{F£L['1U] +v 1eﬁeng01J[w] , (A.27)

donde I, J, K,.. =0,1,2,3 son indices de Lorentz teniendo asociada una métrica plana de la forma
nry = (=1,1,1,1), mientras que los indices griegos p,v,.. = t,1,2,3 son indices de espacio-tiempo.

Con el propésito de obtener una formulacién Hamiltoniana de la accién de Holst se descomponen

los indices de espacio-tiempo en sus componentes:

1 _
Sy = 1 /dgxdtﬁtabc {"" K  leyrear Foerr + €arevs Frex] £ 277" [efe) Foers + elel Fiers) }
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Para poder definir el cambio de variables tipo Ashtekar propuesto por Holst en su articulo [7] se

descomponen los indices de grupo en sus componentes:

1 y
Sy = 1 / ddte ™ {"9% [(er0€ai — €ti€an) Fheji + 2€ti€aj Focok

+ (eq0€i — €aibo) Ficjr + 2€qi€p; Ficok]

+2y71 [(e?ef; - eieﬂ) Fyeoi + €ied Foeij

+ (626%; - 6262) Fieoi + eieiFmij} } . (A.28)
Se define €0?b¢ = ¢abe y (Oidk = ik Giguiendo el articulo de Holst se trabajard bajo la norma

temporal, es decir, se impone que ey = 0, esta eleccién reduce el nimero de variables dindmicas de

40 a 37 y la accién toma la siguiente forma

1 o 1 .
b k -1 k “15 0
Sy = 3 e S egel [Eij Freor £ 7 Fieij] + €0€ai 56 Fyejre £ Fy. "
A -1 3
+ejel [eij Fyeor = Fbcij] } d°xdt
1 o . -
= 3 e {e;eiFtcij + eweaiFy, + eiengcij} d3xdt, (A.29)
donde
Frij = €." (0 -0 b — !
teij = €5 (Brweor — Dewior + wiow, '), — Weorw; 1)
-1 I !
Ty (Brweij — Oewrij + Wi0ieo; — Weoiroj + Wrinw,, ' j — Weawy ')
b b K ! -1 !
ey, = 2™ {26” (Owejn + whojweor + wyjiw,' ) £ (Osweg’ +wygwe') |
be 7 be [k I -1 I
Fhij = 267 (6" (Dpweor + wporwe' k) £ (Fpweis + whoiwweoj + wraw, ;)] -

Se utilizara la notacién wg;; = el-jkwak, o equivalentemente wg,; = %eij kwajk, y se definira el cambio
de variable tipo Ashtekar de la forma A(i. = Wa0i =7 'we;. En este punto debemos elegir el signo de
+~71, como se verd, dependiendo de esta eleccién, la tnica variable dindmica de la teorfa, aquella
cuya derivada respecto al pardmetro t aparezca explicitamente en la accién, serd A~ o AT sin que

esto tenga algun significado fisico. Elegimos el signo negativo obteniendo

th‘j = fljkAc_k - ac (eijkwtok - f}/ilwtij) - 6z'ij)t lkA;
——€;:" e, MWy — + Aty —— | Ao » A.30
2 j k t0. ’y_l ’Y_l ( )
abc 1, abe k — 1 -1 3 — A
€ Fyeij = 2 €5 OpAL, — I\ - Ay Ag;
1 1
- (wl " 71> {A;Agj — ALAG + A,‘;Ajj] } , (A.31)
abcﬁvi - 9 abe la 1 —1 A—i—i -1 1 A—i A.32
€ be = € 5 b 7’)/71 +’Y e + Yy ] c ( . )

Y
1, 1 _ 1 - -
rge (1 58 (At w245 + (35 ) s |
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! = +i toda la dependencia en la variable A, desa-

1

Es importante notar que al tomar el valor v~
parece. Sin embargo vamos seguir considerando al pardmetro v~ " indeterminado. Sustituyendo lo

anterior en (A.29):

1 o . _ _
Sy = 2 /d3xdt {ezeieabc [ez‘jkAck — 0c (€3 wior — 7 wrij) — €7 w, L AL

1 . 1 P T
o () s (1)

1 . 1 )
+ewe eq; [3b Kl + 71> AT+ (71 - 1) Aci}
Y 0
a1y L (—A+A++2A+A*)+ PP R
46 N2 bj“ ek bj“ ek 72 bj* ck
i_j abc ka A~ 1 —1 3 A=A~
+eieqe 262’;’ bk T o Yo F bi‘icj
1 1 _ _ _
= (7_1 +ny 1) AAs - Al +A,§A$H} (A.33)

_ + 45—
= Sulwi, weij, A,y Agis €105 €tiy €ail-

De la accién anterior se observa que la tnica variable dindmica cuya derivada respecto a t aparece

explicitamente es A_; y asociado a ella se tiene un momento canénico dado por 7~ = g@beeti kebj €ck-

En el esquema completo a cada variable dindmica se le asocia un momento conjugado, cumpliéndose

con los paréntesis de Poisson fundamentales

{wnoi, %} = 2,
{1} = 2 (3%l — 016},
(AL} = &,
{A(:iv“_bj} = 5{;
fand®} = 1,

{etivptj} = 5135

{easp™} = 004]

a”1?
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cero en cualquier otro caso. Se calcula ahora el momento canénico asociado a las variables dindmicas

que por definicién es p = %—g:

% —
Tt = 0,
atet = 0,
ﬂ_—ai _ 6abceijkebjeck7
P’ =0,
t1 — 07
@ =0,

Como puede verse directamente de la accién la teoria es singular y se espera un

constricciones primarias independientes las cuales estaran dadas por

qthi _ 7_‘_tOi ~0,

Gi = qtid (),

¢+ai — ,n_+ai ~ O,

¢—ai _ ﬂ_—ai o eabceijkebjeck ~ 0,
o0 = pto 0,
(bti — pti ~ O,

¢ai _ pai ~ 0.

conjunto de 37
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Mediante la transformada de Legendre usual se calcula el Hamiltoniano canénico H,. y mediante una

combinacién lineal de las constricciones primarias se define el Hamiltoniano primario H;

Hy, = He.+ Mm% + )\tijﬂ'tij + Ajﬂr"‘ai + A, (W_“i - eabceijkebjeck)

+X0p™ + Aip™ + Aaip™
1

= /d3x {— <wt0k — Pyzekmnwtmn) 5c7T_Ck - wtkl”_CkA;l
1, . 1 1Y,
e (e i () )
1 . 1 ;
_€t0€abc€ai |:8b |:(1 + ’7/1) Azﬂ + <’Yl - 1) Acl:|
0% Y
1 ijk 1 L AF AT 24+ A~ 3 L A A"
+46 + N2 —Apj A, + 245 A ) + o 2 bj* ck
i_j abc 2 ka A~ 1 -1 3 A A"
—€4€,€ €ij ObAg — 5 Y- F bi‘icj

2
+Aeoimt0 4 )\tijﬂtij + /\:i7r+ai + A (ﬂ_ai — eabceijkebjeck)

F0p™ + Aip" + Aaip™ } - (A.34)

1/ 1 _ _ -
= (7_1 +7 1) [A;;ch — ALAG +A;;Aj]”

La imposicién de las condiciones de consistencia genera el siguiente conjunto de constricciones se-

cundarias
I 1 —at 1 7 —aj 1 — - 1 -
= 2{5a7r + g€t {(7_1+7 1) A§k+<7 1—7_1> Aak]}“oa
.. 7_1 .. 1 . . . .
Sthg _ _Teukaaﬂ_ak + § [ﬂ_—alA;] _ ﬂ_—aJA;z] ~ 07

1 ) 1 .
0 = ey {C% {(W‘l +’Yl) AT+ <’Yl - _> Acz}

1
1, 1 1
et [(1 + w) (—a A% +24545) + <3 - v—“’) Ab‘jAc‘k” ~ 0,

i j _abc 1 - 1 - 3 =i A=
el = elebe |:26 jk(‘)bAck ~3 (fy - 'yl) At AL
1 1 -1 A+iAf A+ A—i A+iA+ ~
3 F""V [b e — Apie T4y cj:| ~ 0,
“+at 1 —1 abc 7 1 1 ijk _abc - +
A = I (eroee) = 5 Sz hl)ee [Abj - Aby‘] Croek
,1 L 4t} eabe [ A+ 4 A7) |eled — edel
B ’y_l Y bj bj tCe c
1 1 _ i —a
+g (5 ) o

Las constricciones en el formalismo de Ashtekar se obtienen inmediatamente de lo anterior al consi-

derar el caso particular v~ = —i. En este caso se encuentra que cualquier contribucién de la variable
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A} se anula, siendo la tnica variable dindmica A_;. Mds aun, con esta eleccién del pardmetro v~ la
constriccién secundaria ¢ es idénticamente cero. También se encuentra que existe la dependencia

@' = ie "% reduciendo a las constricciones obtenidas en el formalismo de Ashtekar.
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