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Resumen

Este trabajo presenta conceptos de robética y control orientados a desarrollar un simulador basado
en un sistema bipedo simple. El sistema bipedo de referencia se tomé de las piernas del cuerpo
humano y el movimiento de sus articulaciones en el plano sagital. El sistema simulado en esta tesis
estd formado por dos sub-sistemas de 3 grados de libertad cada uno, dando un total de 6 grados de
libertad. La solucién analitica se realiza desde el punto de vista de la robética cooperativa.

Los grados de libertad representan las articulaciones unidas a la cadera, las rodillas y los tobillos.
El analisis del sistema bipedo se realiza bajo consideraciones ideales, tales como la falta de friccién,
la no intervencion de fuerzas externas o perturbaciones por parte de los actuadores y el medio,
y la influencia de la gravedad sobre el sistema. El disefio del sistema se realizé en SolidWorks,
el cual es un software de Disefio Asistido por Computadora. SolidWorks se us6 para la genera-
cién de archivos del modelo 3D compatibles con el software Matlab, plataforma principal en el
que se desarrolla el simulador. Se realiz6 la comparacién de los resultados del simulador (Matlab-
Simulink-SolidWorks) con la respuesta obtenida del sistema de ecuaciones (Matlab—Simulink).

Esta Tesis estd organizada de la siguiente forma: en el primer capitulo, se presenta una resefia hist6-
rica sobre el desarrollo y evolucién de los robots bipedos, asi como sus contribuciones en el campo
de la medicina, especialmente en el drea de la rehabilitacién. En el capitulo 2, se describen los con-
ceptos bdsicos necesarios para el control articular del robot, por medio de modelos matematicos
especificos como el cinematico directo y el dindmico, una ley de control, generacion de trayectorias
y la definicién del movimiento biomecénico de la marcha humana. En el tercer capitulo se describe
de manera extendida la obtencién de los modelos matemaéticos del sistema bipedo simulado. En el
capitulo 4 se describe el Disefio Asistido por Computadora, asi como el proceso del desarrollo del
simulador; En el quinto capitulo se presentan los resultados de la simulacién y la interpretaciéon de
las gréficas del movimiento obtenido. Las conclusiones y apéndices se presentan al final de la tesis.
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Capitulo 1

Introduccion

La robotica ha empleado un papel importante en el desarrollo de la tecnologia y la ciencia en diver-
sas areas de trabajo y de investigacién, permitiendo a los investigadores aventurarse con su ingenio
a mejorar aspectos de los autématas con el fin de optimizar su eficiencia.

La movilidad de los robots en un entorno de trabajo se ha convertido en un factor importante para
la evolucién de la robética. Algunos robots deben ser capaces de trasladarse de un punto a otro
aun con la existencia de obstaculos y perturbaciones durante su trayecto. En la robética se puede
encontrar diferentes tipos de locomocién, los més conocidos entre los robots terrestres son el des-
plazamiento con el uso de ruedas y extremidades. Los robots méviles con ruedas ofrecen soluciones
mas simples de movimiento que permiten alcanzar altas velocidades en terrenos regulares, pero si
se pretende que los robots se desplacen entre los humanos, existen obstdculos considerables que
evitan que el robot se traslade fluidamente, como es el caso del desplazamiento en escaleras. Una
solucién a este problema ha sido el desarrollo de prototipos que imitan distintas formas de despla-
zamiento similares a la de los animales y al hombre, gracias a su adaptabilidad para desplazarse
en terrenos irregulares. Los robots méviles con extremidades con mayor impacto e interés por su
investigacion y desarrollo han sido los robots humanoides, clasificados dentro de los robots méviles
como robots bipedos, sistemas que poseen dos piernas para su locomocién. Estos dispositivos en
su mayoria pretenden imitar el sistema motriz de los humanos, donde se deben tomar en cuenta
aspectos tales como posicion, velocidad y equilibrio, usando tinicamente el movimiento de las arti-
culaciones mediante sus actuadores, concibiendo el estudio de este tipo de robots mas complejo en
comparacion a los robots con ruedas [1].

1.1. Antecedentes del desarrollo de robots bipedos

Los trabajos pioneros en el campo de robots bipedos fueron realizados alrededor de 1970 por dos
famosos investigadores, Ichiro Kato y Miomir Vukobratovic. Ambos trabajos fueron caracterizados
por el disefio de sistemas experimentales. En Japdn, los primeros esfuerzos para emular la locomo-
cién bipeda humana en una plataforma robética, se hicieron en la Universidad de Waseda en Tokyo,
bajo la direccion de Ichiro Kato entre los afios de 1966 y 1984, cabe mencionar que estos experimen-
tos fueron el punto inicio de una generacién de robots bipedos en ese pais. Durante ese tiempo, el
laboratorio de Kato construye una serie de piernas robéticas disefiadas para emular la alternacion
del barrido y las fases de la marcha humana.



2 Introduccion

Los dos primeros modelos, Modelo WL-1® y el modelo WL—3®, eran representaciones mecanicas
bésicas de las piernas humanas, con servo—actuadores electro-hidrdulicos y sistemas de control en
lazo abierto. El Modelo WL-3® era capaz de coordinar entre una fase de oscilacién, durante la
cual una de sus piernas serfa barrer hacia adelante en un movimiento pendular, y una fase estatica,
durante la cual su otra pierna se mantendria inmovil en relacion con el suelo. El patrén de la marcha
del modelo era repetible, pero no capturaba el movimiento del péndulo invertido dindmico que es
caracteristico de la marcha bipeda humana [1}2].

(a) Modelo WL-1® (1967) (b) Modelo WL-3® (1969)

Figura 1.1: Piernas robéticas

En 1972, el Laboratorio de Kato complet6 el modelo WL-5®, era capaz de realizar el caminar es-
téticoEl con una tasa de rotacién de 45 segundos por paso y ofrecié posibilidades de giro limitado.
A pesar de que podia desarrollar una trayectoria simple en una superficie plana, este modelo, al
igual que sus predecesores, se limité a mover las piernas a través de estados fisicos cuidadosamen-
te planificados y estables. Era equilibrado perpetuamente en las plantas de sus pies y le faltaba la
naturaleza dindmica de la marcha humana. El Laboratorio de Kato hizo importantes avances en la
robética bipeda que culminé con la construcciéon del modelo WL-10RD®, el primer robot bipedo
en el mundo capaz de caminar de forma dinémicaﬂ Mientras que los modelos anteriores se habian
limitado a caminar de forma estatica, el modelo WL-10RD® era capaz de la locomocién bipeda
continua a través de estados de no equilibrio, la capacidad de aproximarse a la dindmica de la caida
que caracteriza a la marcha humana.

!El balance estatico hace referencia a un sistema que permanece balanceado manteniendo siempre su centro de masa
verticalmente proyectado sobre el poligono de soporte formado por sus bases de soporte (Raibert, 1986). Tal es el caso
del caminado estético de un robot, en el cual cuando un pie se mueve, el centro de masa no debe estar fuera del drea de
soporte formada por el pie que continda en contacto con la tierra.

2En el balance dindmico, la proyeccién vertical del centro de masa puede encontrarse fuera del drea de soporte
formada por las bases del robot bipedo en pequefios periodos de tiempo
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El modelo fue accionado por servos de tipo rotatorio en los tobillos, rodillas y cadera. Sensores
de torque en los tobillos y la cadera permitieron el control de retroalimentacién bésica, y una par-
te superior del cuerpo lateralmente flexible que permiti6 el ajuste del centro de masa. El Modelo
WL-10RD® era capaz de caminar hacia adelante, hacia atrés y lateralmente con una velocidad de
rotacién de 1.3 segundos por paso. Lo que represent6 un hito importante en el campo de los roboti-
cos bipedos en aquella época [1}2].

T ot

(a) Modelo WL-5® (1972) (b) Modelo WL-10RD® (1984)

Figura 1.2: Piernas robéticas

En paralelo con los trabajos de Ichiro Kato, Miomir Vukobratovic y su equipo estuvieron muy invo-
lucrados en la rehabilitacién funcional. En el Instituto Mihailo Puppin, Belgrade, Yugoslavia, ellos
disefiaron el primer exoesqueleto activo, y muchos otros dispositivos tales como la mano de Belgrade.
Pero el resultado mds conocido permanece en su andlisis de estabilidad de locomocién, el cual exhi-
bido alrededor de 1972 el concepto de Zero-Moment Point (ZMP), ampliamente usado desde ese
tiempo. Esto fue la primera prueba a formalizar la necesidad de la estabilidad dindmica de robots
bipedos; la idea fue usar la dindmica para extender un criterio cldsico de balance estético, es decir,
el pie del robot bipedo no puede ser controlado directamente pero si en una forma indirecta, para
asegurar las dindmicas apropiadas del mecanismo sobre el pie. Asi, todo indicador del medio am-
biente del mecanismo es el punto donde la influencia de todas las representaciones de fuerza sobre
el mecanismo puede ser reemplazado por una simple fuerza. Cuya primera aplicaciéon practica del
concepto fue en la relacién de la ganancia del bipedo dindmicamente balanceado WL-10RD® por
Ichiro Kato en 1984 [2,/4].
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Por otra parte, hubo investigaciones en relacién a los robots bipedos en distintas partes del mundo.
En la década de los 70’s se hizo el lanzamiento del Laboratorio de Piernas del Instituto de Tecnologia
de Massachusetts, fundado y dirigido por Marc Raibert hasta 1995, donde una secuencia de robots
saltarines activos con una, dos o cuatro patas fueron disefiados, con resultados impresionantes, en-
tre ellos una famosa maquina saltarina de dos piernas llamada RABBIT. El disefio de estos sistemas
fue con el propésito de explorar y estudiar el equilibrio y la estabilidad dindmica en la locomocién
de las patas con el uso de algoritmos simples de control, partiendo desde una sola pata en el sistema
hasta generalizarlo a un sistema de cuatro patas; estos sistemas viajaban a una velocidad especifica,
siguiendo caminos sencillos y manteniendo el equilibrio cuando se les perturba. [2,5].

Para el afio 1992, Marc Raibert fund6é Boston Dynamics, una empresa dedicada a la simulacion y
desarrollo de robdtica. Actualmente esta empresa cuenta con uno de los robots bipedos més avan-
zados en el mundo, llamado ATLAS®, con el uso de principios de control dindmico y equilibrio
usando disefios mecdanicos y electrénicos sofisticados y de vanguardia, asi como software para la
percepcion, la navegacion y la inteligencia artificial. El sistema de control de Atlas coordina los mo-
vimientos de los brazos, el torso y las piernas para lograr una manipulacién moévil de todo el cuerpo,
ampliando enormemente su alcance y espacio de trabajo. La visién por computadora, detecciéon de
alcance y otros sensores le dan a ATLAS™ la capacidad de manipular objetos en su entorno y viajar
en terrenos dificiles. Ademds mantiene su equilibrio cuando es empujado y puede levantarse si este
se vuelca [6].

’Vl
BostonDynamics
|

(a) Robot ATLAS® (b) Boston Dynamics
Figura 1.3: Robot ATLAS®
En 1986, la Compafiia Honda Motor de Japén, inici6é su programa ahora mundialmente famoso de

investigaciéon de robética humanoide, un programa que en ultima instancia, produjo uno de los
robots humanoides mas avanzados en el mundo llamado ASIMO®.
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Las primeras investigaciones de Honda en robética humanoide se centraron principalmente en el
problema de lograr la locomocién bipeda antropomérfica. Los Primeros modelos experimentales
del grupo de investigacion subray6 la emulacién de la fisiologia humana, con dimensiones de pier-
na, distribuciones de peso, practicas comunes, unir rangos de movimiento y limites de conjuntos
de torque, todos especificados y basados en mediciones de los mismos pardmetros en el cuerpo
humano.

Para 1991, el modelo experimental 4 de Honda era capaz de caminar de manera dindmica en super-
ficies planas con una velocidad maxima de 4.7 km/h, comparable a la velocidad media de un ser
humano adulto. Para que el robot mantenga el equilibrio en cada paso, la interseccién de su vector
de fuerza de inercia total con el suelo, conocido como el Punto de Momento Cero (ZMP), debe estar
en la zona en la que el pie del robot esté en contacto al suelo. Esta condicién se puede mantener con
tiabilidad para caminar sobre superficies planas, pero es mas dificil de sostener cuando se atraviesa
un terreno irregular [1]].

Para su modelo Experimental 6, Honda desarroll6 tres esquemas de control para contrarrestar tales
condiciones de pérdida de equilibrio. El primer esquema empleaba mecanismos de respuesta de
tuerza de baja reaccién en las articulaciones del tobillo en respuesta a las desviaciones pequenas
en la superficie del suelo. Este esquema fue eficiente y exigi6é poco cambio del patréon de caminata
normal del robot, debido al limitado rango de movimiento en las articulaciones del tobillo, que sélo
podria manejar un pequefio conjunto de escenarios de equilibrio.

El segundo esquema de control incluia una retroalimentacién mds compleja que empleaba sensores
angulares en las articulaciones, acelerémetros y un giroscopio en la cadera, y sensores en los pies
para detectar condiciones de pérdida de equilibrio y de activar la compensacién de la aceleracion de
la parte superior del cuerpo del robot. El tercer esquema de control ajustarfa el posicionamiento del
siguiente paso del robot tras la activacién de la compensacién de la aceleracién de la parte superior
del cuerpo para mantener la longitud de zancada deseada y poca velocidad. En conjunto, estos
sistemas de control permitieron a Honda demostrar con éxito el caminado auténomo por escaleras
y pendientes a partir de 1993 [1].

iHolal Mi nombre es

RASIMO

Figura 1.4: ASIMO®, por la compafiia industrial HONDA.
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ASIMO® se convirtié en el robot humanoide mas reciente de la empresa Honda Motor, que em-
plea versiones refinadas de los sistemas de control que fueron desarrollados originalmente para su
modelo Experimental 6. Para complementar sus esquemas bdsicos de control de estabilizacién an-
dante, ASIMO® emple6 un nuevo esquema de control de alto nivel, apodado el sistema i-WALK
que le permite generar caminata y giro con los protocolos en tiempo real.

Fl sistema de i-WALK de ASIMO® permite caminar de manera flexible, por el que el paso y la
colocacién de los pies estan determinados por la velocidad deseada, el terreno local y obstaculos
ambientales. Y para facilitar las transiciones entre caminar en linea recta y girado, ASIMO® des-
plaza su centro masa en la direccién de la vuelta [1,7].

ASIMO® representa uno de los ejemplos més exitosos de una clase de robots bipedos construido
con una estrategia de disefio denominada control preciso de angulo articulado. Los Robots bipe-
dos de control preciso de dangulo articulado son accionados completamente en todos los grados
de libertad, que permite las posiciones relativas de sus componentes para ser controlados en todo
momento.

Otros ejemplos exitosos de robots bipedos modernos de control preciso de d&ngulo articulado inclu-
yen el HRP-3 Promet desarrollado por Industrias Kawada y el Instituto Nacional de Ciencia y
Tecnologia Industrial Avanzada de Japon (AIST), Dexter desarrollado por Anybots de los Estados
Unidos, y QRIO por parte de la compafiia SONY, siendo estos algunos ejemplos mayores [1,2,7].

Los robots de control preciso de angulo articulado, debido a su naturaleza controlada por despla-
zamiento, son capaces de realizar complejas maniobras fisicas pero también exigen el mayor gasto
de energfa. El costo especifico energético de transporte, es decir, la energia necesaria para llevar
una unidad de peso a una unidad de distancia, de ASIMO® Honda es aproximadamente 3.2 N/m
mientras que el costo de la marcha humana es aproximadamente 0.2 N/m.

En contraste con robots de control preciso de dngulo articulado, los seres humanos son capaces de
alcanzar altos niveles de eficiencia energética en la locomocién bipeda sin sacrificar la complejidad
funcional [1,/7].

Otra clase de robots bipedos que pretende cerrar la brecha entre la eficiencia energética de la loco-
mocién bipeda humana y la robética, a través de inspiraciones de disefio de la naturaleza pasivo-
dindmico de la marcha humana. Estos robots bipedos en consecuencia han sido considerados como
caminantes pasivo—dindmicos y representan algunos de los ejemplos més simples mecdnicamente
y antropomorficos de locomocién bipeda robética hasta la fecha; caracterizados por la ausencia de
un sistema de control y actuadores en las articulaciones, su movimiento depende del efecto de la
gravedad y balanceo de sus piernas.

La idea de usar andadores pasivo—dindmicos como emuladores de locomocién bipeda humana fue
propuesta primero por Tad McGeer en 1990. McGeer desarroll6 un mecanismo simple de dos patas
con tres grados de libertad, dos en las rodillas y uno en la cadera, que podia caminar por un ligero
descenso con una marcha sorprendentemente antropomorfica.
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El dispositivo no utiliz6 actuadores, sensores o esquemas de control, sino el poder de la gravedad y
el péndulo alternado, invirtiendo movimientos de péndulo de sus dos piernas hacia adelante [1}7].
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(a) Propuesto por T. McGeer (b) Robot bipedo Pasibo
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Figura 1.5: Robots pasivo—dindmicos

En la dltima década, varios grupos de investigacién de todo el mundo han seguido los trabajos de
McGeer, para incluir pequefios actuadores en articulaciones claves de modo que permita caminar
al robot sobre superficies planas e inclinadas. Uno de estos bipedos caminantes desarrollado por
Human Power y el Laboratorio de Robética de la Universidad de Cornell, cuenta con cinco grados
de libertad, dos articulaciones en los tobillos, dos articulaciones en las rodillas, y un eje que conec-
ta sus dos piernas a la cadera. El caminante entero se moviliza por dos actuadores en los tobillos,
que se extienden alternativamente cada uno de los pies del robot cuando el otro entra en contacto
con el suelo. Dos sensores de fuerza en los pies proporcionan las sefiales de retroalimentacién ne-
cesaria para la sincronizacién de paso. Las piernas del caminador son enganchadas en las rodillas
para evitar la hiperextensién de las extremidades inferiores, mientras que ambas piernas estan sin
restricciones en la cadera. Este disefio permite al andador mover sus piernas hacia adelante con
un movimiento pendular, reduciendo significativamente sus necesidades energéticas. El caminante
también cuenta con dos brazos rigidos mecanicamente vinculados a sus piernas, que proporcio-
nan estabilizacion rotacional durante la marcha. El andador entero pesa 13 kg y consume 11 Watts
mientras camina a una velocidad de 1.5 kilémetros por hora. Su costo energético segtn del trans-
porte es de aproximadamente 0.2 N/m, comparable a la de un humano caminando y su andar de
caminata visiblemente antropomoérfico. El caminante bipedo de Cornell, junto con similares cami-
nantes pasivos—dindmicos desarrollados por grupos de investigacién en el Instituto Tecnolégico
de Massachusetts MIT y la Universidad Tecnolégica de Delft, han demostrado las capacidades de
sistemas mecanicos simples y bien disefiados para lograr la locomocién bipeda antropomoérfica [1].
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El éxito de estos paradigmas de la robdtica bipeda sugiere una integracion de los dos conceptos
principales en robots bipedos en hoy, control preciso de dngulo articulado y pasivo—dindmico, es
probable que sea una caracteristica definitiva para la préxima generacién de robots humanoides.
De hecho, el propio cuerpo humano utiliza una combinacién cuidadosa de la dindmica natural y
control de desplazamiento para alcanzar gran complejidad funcional con alta eficiencia energética.

Es claro que los investigadores en el drea de robética bipeda estdn ahora encarando un desafio en el
disefio de adecuados y eficientes sistemas de control basados en gran parte por la dindmica directa
y el ZMP. Varias investigaciones tecnolégicas de robots bipedos estdn disponibles, sin embargo,
la habilidad de estos sistemas para caminar realmente automaticamente en uno o varios terrenos,
permanecen atin para ser demostrados.

El hombre siempre se ha sentido atraido por la idea de disefiar maquinas semejantes a si mismo, por
lo que ha centrando su interés al estudio de la forma mdas comun en la transportacién del mundo, la
marcha humana. En efecto al estudio y desarrollo de robots bipedos, existen variadas aplicaciones
para este tipo de robots, pueden ser ttiles desde la exploracién de lugares inaccesibles o peligrosos,
para proporcionar servicios o entretenimiento en los lugares donde vivimos y trabajamos [1,2].

1.2. Robots de entrenamiento y terapia fisica

Los humanos presentan complejos y especializados algoritmos naturales de control, que les brindan
la capacidad de realizar tareas especificas y complicadas, en un rango de condiciones y con rdpidos
tiempos de respuesta. En contraste, los robots pueden realizar tareas que requieren gran fuerza,
dependiendo de la naturaleza de su estructura y de la potencia de sus actuadores.

Es evidente, entonces, que combinando estas dos entidades, el ser humano y el robot en un solo
sistema integrado, se pueden alcanzar soluciones interesantes que se beneficiarian de las ventajas
que aporta cada sub-sistema. Las investigaciones y desarrollos tecnolégicos en el campo de los
robots bipedos han tenido aportaciones en el campo de la ingenieria biomédica con el desarrollo de
plataformas robéticas para aplicaciones de rehabilitacion con el fin de mejorar las sesiones de terapia
fisica tanto para el paciente como para el terapeuta. El desarrollo de plataformas robéticas para
aplicaciones de rehabilitacion es actualmente un foco de investigaciéon en todo el mundo. Dentro
de los principales avances se encuentran los exoesqueletos, denominados en este caso aplicado por
bio—ingenieria como ortesis activas.

Los exoesqueletos consisten en un mecanismo estructural externo acoplado a la persona y cuyas
uniones y eslabones corresponden a las de la parte del cuerpo humano que emula; asi, la potencia
mecénica de las maquinas integrada con el sistema de control inherente al humano llevaria a realizar
tareas que necesitan aplicar grandes fuerzas de una manera eficiente, lo cual es el principio bdsico
del disefio de los exoesqueletos.
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Por lo que durante las tltimas décadas se ha interesado la inclusién de robots humanoides para
asistir al ser humano en ciertas tareas como mano de obra, o la utilizacién de derivaciones de estos
sistemas robotizados como medio de entrenamiento o prétesis en el drea de salud [8].

Figura 1.6: Exoesqueleto para rehabilitacion.

La restauracion de la funcién motora es una prioridad en la rehabilitaciéon con el objetivo de facilitar
la reintegracién del paciente a la sociedad. Tras varios estudios, diversos laboratorios desarrollaron
un enfoque de rehabilitacion en el que los pasos del paciente se realizan en una cinta rodante, con el
apoyo de un arnés para el peso del cuerpo y la asistencia de hasta tres terapeutas. Dependiendo del
nivel del deterioro del paciente, son necesarios de uno a tres terapeutas para el entrenamiento en
andador con soporte de peso corporal: un terapeuta asiste en la estabilizacién y movimiento de la
pelvis, mientras que dos terapeutas se sientan al lado de la cinta de correr y ayudan a las piernas del
paciente en los estados de oscilacién y de apoyo. Este tipo de entrenamiento se basa en el principio
de la generacién de entrada normativa de locomocién que promueve la reorganizacién funcional y
recuperacion de los circuitos neuronales heridos [9]].

En las terapias se busca obtener ayudar a la gente a volver a aprender como moverse después de
lesiones o enfermedades neuromusculares; conocido este proceso como neuro-rehabilitaciéon. Aun
con la participacién diaria de la practica de movimiento intensivo durante muchas semanas, este
proceso es lento; para algunas tareas, como la ensefianza de una persona con problemas de equili-
brio y debilidad en las piernas para caminar, se requiere que el terapeuta tenga fuerza sustancial y
agilidad [8,9,11].

Debido al tiempo y el labor intenso por parte de los terapeutas, en los tltimos afios, esta atencién de
salud ha puesto limites a la cantidad de terapia que puede ofrecer. Irénicamente, al mismo tiempo,
ha habido una creciente evidencia cientifica de que méds terapia puede en algunos casos aumentar



10 Introduccion

la recuperacién de movimiento a través de su uso dependiente de la plasticidad ﬂ A finales de 1980,
investigadores en robdtica y de rehabilitacién comenzaron a reconocer que la neuro—rehabilitacion
es una actividad para la automatizaciéon debido a su labor intensiva, naturaleza mecanica y debido
a la cantidad de la recuperacién vinculada con la cantidad de repeticioén. Los robots podrian ofrecer
al menos las partes repetitivas de terapia de movimiento a un costo mds bajo que los terapeutas
humanos, lo que permite a los pacientes recibir més tratamiento [9}(11,12].

El gran desafio para la automatizacién de la terapia de movimiento es determinar lo que el robot
debe hacer en colaboracién con los propios intentos de movimiento del paciente con el fin de me-
jorar al maximo la habilidad del movimiento. Conocer este desafio implica resolver dos problemas
fundamentales: la determinacién de tareas de movimiento adecuados, es decir, qué movimientos
deben practicar los pacientes y que retroalimentacién debe recibir sobre su rendimiento; y la deter-
minacién de un patrén apropiado de entrada mecénica al paciente durante estas tareas de movi-
miento, es decir, las fuerzas que el robot aplicara a las extremidades del paciente para provocar la
plasticidad [9].

Entonces, durante el desarrollo de los sistemas robéticos de entrenamiento, los ingenieros se en-
cuentran con dos principales dificultades. El primero de ellos es sobre las tareas de movimiento
6ptimo y las entradas mecénicas no son bien conocidas, ya que el niimero de grandes ensayos con-
trolados y aleatorios que han comparado con rigor diferentes técnicas de terapias es atin pequefio;
por lo tanto al momento de plantear la configuracion para construir el dispositivo de terapia robo-
tica hay gran incertidumbre en cuanto a qué es exactamente lo que el dispositivo debe hacer. Sin
embargo, la existencia de esta incertidumbre ofrece la oportunidad de utilizar los dispositivos de
terapia robética como propias herramientas cientificas. Estos dispositivos tienen el potencial de ayu-
dar a identificar lo que provoca exactamente la plasticidad durante la rehabilitaciéon del movimien-
to, ya que pueden proporcionar patrones bien controlados y medir simultdineamente los resultados
de la terapia. Un mejor control sobre la administraciéon de tratamiento y la mejora de la evaluacién
cuantitativa de la mejoria de los pacientes son dos caracteristicas deseables para los ensayos clinicos
que a menudo han faltado en el pasado. La segunda dificultad es tecnolégica, los dispositivos de
terapia robética a menudo tienen como objetivo ayudar en la terapia de muchos grados de libertad
del cuerpo, por ejemplo, los brazos y el torso para alcanzar, o la pelvis y las piernas para caminar.
Los dispositivos también requieren de un ancho de banda dindmico de manera que puedan, por
ejemplo, no solo imponer un movimiento deseado en un paciente que estd paralizado, sino tam-
bién debilitamiento del sistema cuando el paciente vaya recuperando su fuerza motriz. Ademads,
es deseable hacer los dispositivos portables, por lo que el paciente pueda participar en la rehabi-
litacion en un entorno natural, como caminar sobre el suelo, o incluso durante todo el curso de la
normalidad de las actividades de la vida diaria. Por lo tanto, reuniendo el gran reto de la terapia
robética, requiere avances sustanciales interrelacionados tanto en la neurociencia y la ingenieria ro-
bética clinica para el desarrollo de dispositivos que se aproximen a la flexibilidad y la inteligencia
de un terapeuta humano [9].

3Capacidad de las células del sistema nervioso para regenerarse anatémica y funcionalmente, después de estar su-
jetas a influencias patolégicas ambientales o de desarrollo, incluyendo traumatismo y enfermedades, este proceso de
plasticidad sindptica resulta esencial para el aprendizaje y la memoria.
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Los inicios de la rehabilitacién de las extremidades inferiores con dispositivos asistidos por motor
datan de los afios setenta. En ese tiempo se probé el concepto de riel de movimiento pasivo con-
tinuo. Este tipo de estructura mecanica se evalu6 a partir del trabajo de Robert Bruce Salter, un
cirujano ortopédico, quien observé que la flexién—extensién ciclica de la articulacion del paciente
reduce el tiempo de recuperacién y aumenta su rango de movimiento después de la cirugia or-
topédica. Estos dispositivos estdn disefiados en dos tipos, para la rehabilitacién de la extremidad
superior y la inferior [10].

Figura 1.7: Dr. Robert B. Salter, 1924-2010.

La rdpida revolucién tecnoldgica en el campo de la electrénica y los sistemas de control aument6
el nimero de dispositivos semiautomadticos y automaéticos instalados y utilizados en clinicas de
rehabilitacion. Las caracteristicas habituales en la aplicaciéon de un sistema de control electrénico
para rehabilitacion permite al usuario ajustar algunos parametros bdsicos, tales como, el rango y
la velocidad del movimiento, proporciona un control de cumplimiento que evita la fuerza excesiva
que acttia sobre la articulacion rehabilitada, y con el progreso de la terapia, el dispositivo realiza un
aumento automatico del rango de movimiento. La neuro-rehabilitacién moderna con dispositivos
asistidos por robots es un campo relativamente nuevo en la rehabilitacion. El sistema de locomocién
robético fue desarrollado a finales de los 90 para ayudar al entrenamiento automatico sobre una
cinta rodante.

En el afio 2000, la experiencia en el campo de la rehabilitacién y el conocimiento de ingenieria per-
miti6 a los investigadores de la Universidad de ETH (siglas en aleman, Eidgenossische Technische
Hochschule) en Zurich, Suiza, crear un sistema de ortesis mecéanico llamado Lokomat®, Figura
. Este es un exoesqueleto que conecta el exterior con las piernas y ayuda al movimiento. Estd
disefiado para el proceso de reeducacion de la marcha de pacientes con trastornos neurolégicos y
lesiones de la médula espinal.
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Fl Lokomat® es un exoesqueleto robético compuesto por cuatro articulaciones motorizadas que
mueven la cadera y las rodillas, dos articulaciones por pierna. Los actuadores consisten de roscas
esféricas conectadas a motores de corriente directa (DC). Las piernas son manejadas en una marcha
modelada a lo largo de una trayectoria arreglada por control de posicion.

El dispositivo sujeta los muslos y las piernas a través de correas acojinadas. Un mecanismo parale-
logramo pasivo concede traslacion vertical del torso del paciente, restringiendo la traslacién lateral.
El peso del cuerpo del paciente es descargado a través de un arnés en la parte superior.

El Lokomat® es comtnmente usado en docenas de laboratorios de investigacién y clinicas en todo
el mundo, incluso en México [9,[10}13].

(a) Uso del sistema Lokomat®® (b) Lokomat®®

Figura 1.8: Lokomat®, Suiza.

El Lokomat® es el dispositivo médico robético lider en el mundo que proporciona un entrenamien-
to de la marcha altamente repetitivo y fisiologico, especialmente a pacientes con discapacidades
graves. La terapia asistida por robot permite un entrenamiento eficaz e intensivo y garantiza el
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aprovechamiento 6ptimo del potencial de neuroplasticidad y recuperacién. La forma de andar fisio-
l6gica estd asegurada por la combinacién de exoesqueleto ajustable individualmente con el sistema
patentado de soporte dindmico del peso corporal.
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Otros sistemas de robots de entrenamiento de marcha en uso para terapias en varias clinicas de todo
el mundo, son el Auto-Ambulator y el Andador GT-I. El Auto—Ambulator consiste de dos brazos
roboticos que asisten el paso del paciente sobre un andador entrenado con el peso de su cuerpo
sujetado. La interfaz para las piernas del paciente es a través de correas desde el muslo hasta los
tobillos. El Auto-Ambulator es comtunmente usado en 57 centros de rehabilitacién de HealthSouth,
todos ellos en Estados Unidos de América, Figura [9,/13].

(@) AutoAmbulator® (b) GT-I1

Figura 1.9: Auto-Ambulator’™ y GT-I

El sistema GT-I se aparta mas de la terapia asistida mencionada con anterioridad, ya que interactta
con las extremidades inferiores del paciente a través de dos placas de soporte en lugar de actuar so-
bre el vastago como los terapeutas humanos lo hacen. También parece salirse més del andar natural
porque el principio de pie plano altera sustancialmente las sefiales sensoriales del impacto del pie
con la banda de tierra o caminadora. Los GT-I son impulsados por un mecanismo accionado por
separado que mueve el pie a lo largo de una trayectoria de la marcha con una manivela fija y un
sistema duplicado de ejes de balancin. La longitud de la zancada se puede ajustar entre sesiones
por el cambio de marchas, el peso corporal se descarga segin sea necesario por un arnés de arriba.
El torso se mueve sagitalmente de una manera dependiente de la fase por cuerdas atadas al arnés
y conectados por otro a la manivela del pie. Actualmente, el GT-I estd instalado en decenas de

clinicas, principalmente en Europa, Figura [9].
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Ademas de los tres sistemas anteriores, existen numerosos proyectos en desarrollo de sistemas de
rehabilitacién de extremidades inferiores, tales como el dispositivo LOPES® (Lower—extremity Po-
wered Exoskeleton) y ALEX® (Active Leg Exoskeleton), Figura LOPES® est4 disefiado para
la rehabilitacién de la marcha y usa una cinta de correr en el procedimiento de entrenamiento.
Los principales objetivos de este proyecto son reducir la carga del fisioterapeuta para mejorar la
efectividad del entrenamiento en pacientes con accidente cerebrovascular y apoyar elementos se-
leccionados del aparato de locomocién en el proceso de reeducaciéon de la marcha. La generacion
del movimiento de la ortesis robética se hace de acuerdo a la trayectoria programada. Durante el
proceso de entrenamiento se tiene en cuenta la interaccién entre el paciente y el esqueleto mecani-
co. El control compatible y adaptable con elasticidad en serie ajustable en los accionamientos del
motor se aplica a las uniones activas del exoesqueleto. Esta solucién permite a los pacientes sentir
la minima influencia de la ortesis mecanica en las extremidades rehabilitadas. El nimero de grados
de libertad que contiene proporciona movimientos libres de la cadera a lo largo de tres ejes [9,[10].

|

(a) Sistema LOPES® (b) Sistema ALEX®

Figura 1.10: LOPES® y ALEX®

El sistema ALEX® desarrollado recientemente en la Universidad de Delaware, Newark, USA. Se
reconoce por un gran numero de grados de libertad y un sistema de compensacién de gravedad
pasiva. La ortesis mecanica de la pierna tiene 3 grados de libertad activos correspondientes al mo-
vimiento de flexiéon de la rodilla y la cadera en el plano sagital. La ortesis tiene un grado de libertad
responsable de los movimientos de aduccién y abduccién de la pierna. Todo el mecanismo estd uni-
do a la estructura de soporte con dos grados de libertad pasivos, que proporcionan movimientos
verticales y horizontales adicionales. Los elementos elédsticos usados en la construccién de articu-
laciones pasivas se utilizan para compensar el peso de la abrazadera y realizan los movimientos
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adecuados de la pelvis (lateral, vertical y de rotacién) [9,10].

Las extremidades inferiores del cuerpo humano son las principales responsables de pararse, mante-
ner el equilibrio y caminar. Los requisitos de estas funciones son los mismos en los robots bipedos.
Los robots bipedos estdn disefiados y controlados por el principio de imitar de forma realista a las
personas, como resultado, los robots bipedos y las tecnologias relacionadas, como el control de es-
tabilidad y la planificacion del movimiento, pueden aplicarse en el entrenamiento de rehabilitacién
de miembros inferiores humanos y en la caminata asistida. La aplicacién de la tecnologia de robot
bipedo al entrenamiento humano en rehabilitacién de miembros inferiores es limitada.

La mayoria de los robots de exoesqueleto bipedal todavia estdn en las etapas iniciales de desarrollo.
Sin embargo, los logros técnicos de los robots bipedos han contribuido al desarrollo de robots de
rehabilitacién de miembros inferiores, en particular para la planificacién de la marcha, el control
de estabilidad y las aplicaciones de sensores. Por supuesto, un nuevo examen del enfoque tedrico
ayuda a mejorar los robots. Sin embargo, los robots bipedos y los robots de rehabilitacién no pueden
equipararse. Para los robots de rehabilitacion, los seres humanos pueden actuar como un enlace en
el control, mientras que la tecnologia de robot bipedo existente a menudo no considera este aspecto.
Por lo tanto, es necesario desarrollar y mejorar el esquema de control desde la perspectiva tinica del
robot de rehabilitacion.

En general, la tecnologia de robot bipedo tiene un gran volumen de material de referencia para
robots de rehabilitacién de miembros inferiores. Independientemente del tipo de robot de rehabili-
tacion de la extremidad inferior, todos utilizan la teoria del control del robot bipedo, especialmente
para el control de la estabilidad y la planificacién de la marcha [3].

1.3. El escenario en México

La historia de la rehabilitaciéon en México se remonta a la creacién de la Escuela Nacional para Cie-
gos y Deficientes Visuales a finales del siglo XIX. Durante el siglo XX hubo avances significativos en
la atencién a las personas con discapacidad, en la que participaron instituciones de salud del pafs,
incluyendo hospitales como el General de México, el Judrez de la Ciudad de México, el Infantil de
México, el Hospital Colonia, el Hospital Central Militar, etc., y la participacién del Sistema Nacio-
nal para el Desarrollo Integral de la Familia (DIF), el Instituto Nacional de Rehabilitacién (INR)
y las instituciones pertenecientes a la seguridad social como el Instituto Mexicano del Seguro So-
cial (IMSS) y el Instituto de Seguridad y Servicios Sociales de los Trabajadores del Estado (ISSSTE);
ademds, de la participacion de instituciones de asistencia privada como la Asociaciéon Pro Personas
con Parélisis Cerebral (APAC) y los Centros de Rehabilitacién Infantil Teletén (CRIT). Asimismo, se
establecieron en todo el pais programas de formacién técnica y de posgrado en Medicina Fisica y
Rehabilitacion [14].

De acuerdo con informacion reciente de la Encuesta Nacional de Ingresos y Gastos de los Hogares
(ENIGH), publicada por el Instituto Nacional de Estadistica y Geografia (INEGI) 2014, se estim6
que el 6.4 % de la poblaciéon del pais (7.65 millones de personas) reportaron tener al menos una
discapacidad, las cuales representan en su mayoria a personas adultas mayores que contaban con
60 afios o més (52.1 % del total de las personas con discapacidad, es decir 3.98 millones de personas).
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Las tres principales discapacidades son la motriz (56.1 %), la visual (32.7 %) y la auditiva (18.3 %),
Figura [15].
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Figura 1.11: PCD por tipo de discapacidad, 2014.

Dentro de las ayudas técnicas a las que las personas con discapacidad motriz recurrieron con mayor
frecuencia se encuentran el bastén, la silla de ruedas, la andadera y en dltimo término muletas. Por
otro lado, los equipos de proétesis més utilizados como ayudas técnicas que permiten incrementar
el desempefio de las personas con discapacidad son las prétesis de pie, pierna o rodilla (18 %); de
cadera (12 %); de mano, dedos o brazo (4 %); ocular (1 %) u otro tipo de proétesis (3 %). Ademads, los
equipos de ortesis més utilizados son el baston (9 %), aparatos auditivos (9 %), aparatos ortopédicos
(7 %) y otros tipos de prétesis (8 %), Figura [15].

Recientemente, la comunidad de investigadores de centros de investigacion e instituciones de edu-
cacién superior han mostrado un interés creciente en el desarrollo de aplicaciones enfocadas a pro-
cesos de terapia de rehabilitacién y desarrollo de nuevas tecnologias en proétesis y ortesis, con el
proposito de proporcionar productos de calidad y bajos costos para el alcance de las personas que lo
requieran. Existen proyectos en desarrollo en todo el pais orientados al tratamiento de la discapaci-
dad en las extremidades inferiores, entre ellos se encuentran dos proyectos que ya estan disponibles
para el uso del paciente. En 2016, académicos y egresados de la carrera en Ingenieria Mecatrénica
de la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional Auténoma de México (UNAM) crearon un
exoesqueleto para auxiliar discapacitados por lesion medular completa o quienes presenten dificul-
tad para mover sus piernas, Figura[1.13|

El sistema permite a los usuarios tener flexién, extensién, abduccién y aducciéon de la cadera, asi
como flexién y extension de rodilla y tobillos. Para el disefio del funcionamiento del modelo se reci-
bi6 asesoria del Laboratorio de Analisis del Movimiento del Instituto Nacional de Rehabilitacién
(INR). Su costo es consideradamente bajo en comparacion a otros comerciales que existen actual-
mente. El funcionamiento del exoesqueleto es apoyado por dos bastones que tienen un display, en
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Figura 1.12: Prétesis y ortesis.

el que el paciente elige la actividad a efectuar, ademas de darle soporte, y utiliza pilas que permi-
ten la autonomia durante dos horas. El uso debe ser validado por un médico, quien determina los
movimientos y la velocidad de los mismos, asi como el tiempo para poder utilizarlo.

El objetivo del exoesqueleto es que pueda ser utilizado en primera instancia en terapias y trata-
miento de rehabilitaciéon en instalaciones de salud y para el uso en hogares o espacios abiertos.
Actualmente trabajan para hacerlo mas ligero, a partir de cambiar las piezas de aluminio por otras
de fibra de carbono. Ademads, se busca que la caminata del paciente pueda ser mds suave, que le
permita efectuar movimientos laterales y dar vueltas mientras camina [16,[17].

Cientificos del Instituto Politécnico Nacional (IPN) disefiaron y construyeron un exoesqueleto origi-
nal como instrumento para ayudar a la rehabilitaciéon de personas con lesiones medulares o lesiones
en las extremidades inferiores del cuerpo, figura El producto generado ya se utiliza en el Hos-
pital General La Villa de la Delegaciéon Gustavo A. Madero desde principios del 2018. La tecnologia
tue desarrollada por profesores y estudiantes de tres unidades del Politécnico: el Centro de Inno-
vacién y Desarrollo Tecnolégico en Computo (Cidetec), la Unidad Profesional Interdisciplinaria
de Ingenieria y Tecnologias Avanzadas (UPIITA) y la Unidad Profesional Interdisciplinaria de
Biotecnologia (Upibi). El exoesqueleto se mueve en el plano frontal y permite mover articulaciones
como cadera, rodilla y tobillo de manera independiente. Cuenta con 11 grados de libertad y ejecuta
al menos 10 terapias de tratamiento definidas por trayectorias de referencia en cada articulacién, las
cuales pueden ser programadas mediante el empleo de una interfaz grafica de usuario. Da soporte
y ajuste a las piernas del paciente con un sistema de presién basado en bolsas, de este modo sujeta
toda la pierna lo cual permite que un paciente con problemas de equilibrio o de soporte se sienta
mas seguro cuando este colocado en el dispositivo. Con este nuevo aparato podria atenderse entre
15 mil y 20 mil pacientes, de los que se calcula que, s6lo en la Ciudad de México, al menos 100 mil
pacientes requieren rehabilitacién por lesiones en columna al afio [18].
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La discapacidad forma parte de la propia condicién humana, por lo que existe una alta probabili-
dad de que cualquier persona sufra de algin tipo de discapacidad ya sea temporal o permanente en
algtin momento de su vida. Esta probabilidad aumenta conforme la edad de la persona avanza por
ello una elevada proporcion de personas adultas mayores enfrentan alguna discapacidad. Asimis-
mo, dado el envejecimiento poblacional del pais es probable que aumente el nimero de personas
con discapacidad. Las causas de la discapacidad pueden cambiar a lo largo de la vida de las per-
sonas, a menor edad las razones principales de la discapacidad son por nacimiento o enfermedad,
mientras que a mayor edad se asocia la causa de edad avanzada y enfermedad. Las personas con
discapacidad sufren un bajo desarrollo humano para una vida independiente, insuficiente desa-
rrollo econémico debido a una baja participacion en el mercado laboral, limitada atencién de los
servicios de salud y desafortunadamente elevados episodios de discriminacién [15].

1.4. Conclusiones

El desarrollo de robots bipedos ha sido un campo con alto interés en las tltimas décadas en todo el
mundo, por afios este campo ha demostrado ser un terreno de amplias expectativas y futuras apli-
caciones para estos sistemas. El entender como y porqué se comporta el sistema de marcha original
en el cuerpo humano, ha llevado a progresar los sistemas robéticos bipedos asi como contribuciones
técnicas de la ingenieria en el desarrollo de instrumentos cientificos para el areas de la salud.

Actualmente existen robots bipedos que imitan la marcha humana a un nivel impresionante a través
de terrenos irregulares como nos lo ha demostrado Boston Dynamics, pero aun existe una enorme
brecha en igualar esta locomocién implantada en los robots con la original. Es un campo que nece-
sita la intervencion de expertos en sistemas mecénicos, electrénicos, materiales, control y compu-
tacion avanzada como la inteligencia artificial y procesamiento de imdgenes. Asi como una fuente
de informacién por parte de estudios de la medicina como la neurociencia, y medicina fisica y reha-
bilitacion.

La creacién de campos de estudios especializados como las ciencias e ingenieria en Biomédicas
ha culminado la aplicacion de diferentes campos de ciencias exactas hacia el drea de salud, con el
proposito de mejorar los resultados en estudios de investigacion, tratamiento de enfermedades y
discapacidades de los pacientes, asi como herramientas para mejorar el proceso de diagnéstico.

En México se ha incrementado investigaciones en las aéreas de robética bipeda y biomédica en los
altimos afios, son pocos los proyectos que han logrado una aplicacion clinica y un futuro proceso de
comercializacion, pero las investigaciones aun en desarrollo, se consideran como fuente importante
de experiencia y conocimiento para las presentes y futuras generaciones de investigadores.
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(a) Exoesqueleto (b) Uso del exoesqueleto

Figura 1.13: Exoesqueleto auxiliar creado por UNAM

Figura 1.14: Sistema de rehabilitacion por IPN.



Capitulo 2

Conceptos preliminares

En el actual capitulo se presentan las bases fundamentales para el anélisis y la interpretacién del sistema a
simular, a través de sus modelos matematicos, la ley de control, el método para la generacién de trayectorias
y finalizando con un breve estudio sobre el movimiento de la marcha humana.

2.1. Cinematica

La cinematica se interesa por la descripcién analitica del movimiento espacial del robot como una
funcién del tiempo, y en particular por las relaciones entre la posicién y orientacion del extremo
final del robot y los valores que toman sus coordenadas articulares. Existen dos problemas funda-
mentales a resolver en la cinemaética del robot: uno es el que se conoce como el problema cinemitico
directo, que consiste en determinar cudl es la posicion y orientacién del extremo final del robot con
respecto a un sistema de coordenadas que se toma como referencia, conocidos los valores de las
articulaciones y los pardmetros geométricos de los elementos del robot; el segundo, denominado
problema cinemitico inverso, resuelve la configuraciéon que debe adoptar el robot para una posicién y
orientacién del extremo conocido [19]. Para fines especificos de esta tesis, la cinematica a resolver
para el sistema bipedo serd tinicamente la cinematica directa.

2.1.1. Cinematica directa

La cinematica directa de un robot determina la configuracion del efector final dando las configura-
ciones relativas de cada par de eslabones unidos del robot. El algebra lineal se utiliza fundamen-
talmente para representar y describir la localizacion de un objeto en el espacio tridimensional con
respecto a un sistema de referencia fijo. Dado que un robot manipulador se puede considerar como
una cadena cinemética formada por objetos rigidos o eslabones unidos entre si mediante articula-
ciones, se puede establecer un sistema de referencia fijo situado en la base del robot y describir la
localizaciéon de cada uno de los eslabones con respecto a dicho sistema de referencia. De esta for-
ma, el problema cinematico directo se reduce a encontrar una matriz de transformacién homogénea
que relacione la posicién y orientacion del extremo del robot respecto del sistema de referencia fijo
situado en la base del mismo. Esta matriz sera funcién de las coordenadas articulares [19]].



22 Conceptos preliminares

En robética, la forma habitual para describir la relacion que existe entre dos eslabones contiguos,
es la representacion de Denavit-Hartenberg (D-H), un método matricial que permite establecer de
manera sistemadtica un sistema de coordenadas {S;} ligado a cada eslab6n i de una cadena arti-
culada, pudiéndose determinar a continuacién las ecuaciones cineméticas de la cadena completa.
Segun la representaciéon de D-H, escogiendo adecuadamente los sistemas de coordenadas asocia-
dos a cada eslabon, sera posible pasar de uno al siguiente mediante 4 transformaciones bdsicas que
dependen exclusivamente de las caracteristicas geométricas del eslabén. Estas transformaciones ba-
sicas consisten en una sucesion de rotaciones y traslaciones que permiten relacionar el sistema de
referencia del elemento i con el sistema del elemento i — 1. Las transformaciones en cuestion son las
siguientes [19]:

1. Rotacién alrededor del eje z;_1 un dngulo 6;.
2. Traslacién a lo largo de z;_1 una distancia d;; vector d; (0,0, d;).
3. Traslacién a la largo de x; una distancia a;; vector a; (0,0, a;).

4. Rotacién alrededor del eje x; un dngulo «;.

Dado que el producto de matrices no es conmutativo, las transformaciones se han de realizar en el
orden indicado. De este modo se tiene que [19]:

“1A; = T (2,6,) T (0,0,d;) T (a;,0,0) T (x, ;) 2.1)

y realizando el producto entre matrices, entonces:

cos (0;) —cos(a;)sen(0;) sen(«a;)sen(6;) a;cos(6;)
i~14, _ | sen (6;) cos(aj)cos(6;) —sen(a;)cos(0;) ajsen(6;) 22)
e 0 sen ;) cos (&) d; '
0 0 0 1

donde 6;, a;, d;, «; son los pardmetros D-H del i—ésimo eslabén. De este modo, basta con identificar
las pardmetros para obtener las matrices A y relacionar asi todos y cada uno de los eslabones del
robot [19]. Los cuatro pardmetros de D-H dependen tinicamente de las caracteristicas geométricas
de cada eslabén y de las articulaciones que le unen con el anterior y siguiente. En concreto estos

representan (Figura [19]:

= 0; es el angulo que forman los ejes x;_; y x; medido en un plano perpendicular al eje z;_1,
utilizando la regla de la mano derecha. Se trata de un pardmetro variable en articulaciones
giratorias [19].

» d; es la distancia a lo largo del eje z;_; desde el origen del sistema de coordenadas (i — 1)-
ésimo hasta la interseccién del eje z;_; con el eje x;. Se trata de un pardmetro variable en
articulaciones prismaéticas [19].
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» g; es la distancia a lo largo del eje x; que va desde la interseccion del eje z;_; con el eje x; hasta el
origen del sistema i—€simo, en el caso de articulaciones giratorias. En el caso de articulaciones
prismaéticas, se calcula como una distancia més corta entre los ejes z;_1 y z; [19].

» «; es el &ngulo de separacion del eje z;_1 y el eje z;, medido en un plano perpendicular al eje
x;, utilizando la regla de la mano derecha [19].

Figura 2.1: Parametros D-H para un eslabén giratorio.

Una vez obtenidos los pardmetros de D-H, el célculo de las relaciones entre los eslabones conse-
cutivos del robot es inmediato, ya que viene dadas por las matrices A, que se calculan segun la

expresion general, ecuacién (2.2) [19].

Las relaciones entre eslabones no consecutivos vienen dadas por las matrices T que se obtienen
como producto de un conjunto de matrices A. Asi, se puede calcular la matriz T que indica la
localizacién del sistema asociado al extremo del robot con respecto al sistema de referencia de la

base del robot [19]:

OT: =0 A;'A,..."7 1A, dondei=1,2,...,n (2.3)
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La matriz T € R***4 expresard la rotacion y la traslacién del extremo final del robot en funcién de
sus coordenadas articulares, con lo que quedard resuelto el problema cinemético directo. En general,
una matriz de transformacién homogénea T € R**# se compone de cuatro submatrices [19,20]:

T — [ R3x3 pP3x1 ] _ [ matriz de rotacion vector de posicion 2.4)

fixz wix1 transformacion de perspectiva escalado

La submatriz R € R3*3 representa la matriz de rotacién; p € R3*! representa el vector de posi-
cién del origen del sistema de coordenadas rotado con respecto al sistema de referencia; f € R!*3
representa la transformacion de perspectiva; y w € R es el factor de escala global [20]. Si el mani-
pulador se relaciona a un sistema de coordenadas de referencia mediante una transformacién B y
tiene una herramienta unida a la base de montaje de la tltima articulacién descrita por H, entonces
el punto final de la herramienta se puede relacionar con el sistema de coordenadas de referencia
multiplicando las matrices B, OT; y H juntas como [20]:

"/ Tyery = B'T;H (2.5)
Obsérvese que H = Hy,., y B =rf H, [20].

2.2. Modelo Dinamico

Los robots manipuladores son sistemas mecanicos articulados por eslabones conectados entre si a
través de uniones o articulaciones. Las articulaciones son basicamente de dos tipos: rotacionales y
traslacionales [21]. Tradicionalmente, se coloca un marco de referencia cartesiano de tres dimensio-
nes en cualquier lugar de la base del robot, y los eslabones se enumeran consecutivamente desde
la base (Eslabon 0) hasta el final (Eslabon 7). Las uniones son los puntos de contacto entre los es-
labones y se numeran de tal forma que la unién i conecta los eslabones i e i — 1 [21]]. Cada unién
se controla independientemente a través de un accionador, que se coloca generalmente en dicha
unién, y el movimiento de las uniones produce el movimiento relativo de los eslabones. Aqui se
denotard temporalmente por z;, al eje de movimiento de la unién i. La coordenada articular gene-
ralizada denotada por g; es el desplazamiento angular alrededor de z; si la unién i es rotacional, o
el desplazamiento lineal sobre z; si la unién i es traslacional. En el caso tipico donde los acciona-
dores se localizan en las uniones entre eslabones, las coordenadas articulares generalizadas reciben
el nombre de posiciones articulares. A menos que se indique lo contrario, aqui se supondré que és-
te es el caso [21]]. Las posiciones articulares correspondientes a cada articulacién del robot, que se
miden por medio de sensores colocados en los accionadores localizados generalmente justo en las
articulaciones, se agrupan para propositos de andlisis en el vector de posiciones articulares 4. En
consecuencia, para un robot con n articulaciones, es decir, de n grados de libertad, el vector de
posiciones articulares g tendran n elementos [21]]:

q1
qz
q= . (2.6)

In
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Entonces, el modelo cinemitico directo de un robot, describe la relacién entre la posicion articular g y la
posicién y orientacion x del dispositivo terminal del robot. En otras palabras, el modelo cinematico
directo de un robot es una relacién de la forma [21]:

x=f(q) (2.7)

La obtencién del modelo cinematico directo x = f (q), aunque laboriosa, es metédica, y en el caso de
robots de escasos grados de libertad, involucra sencillas expresiones trigonométricas [21]. E1 modelo
dindmico de un robot consiste en una ecuacion diferencial (ordinaria) vectorial en las posiciones, ya
sean articulares g o cartesianas x, generalmente de segundo orden, pudiéndose expresar como [21]:

f(q,4.4,7)=0 (2.8)
f(x,%,%1)=0 (2.9)

donde y no es la misma, ni tampoco debe ser confundida con la relacién f (g) del modelo
cinematico directo y, finalmente, T denota al vector de pares y fuerzas aplicadas en las articulaciones
por medio de los accionadores. El modelo dindmico recibe el nombre de modelo dindmico
articular, mientras que es el modelo dindmico cartesiano. En este texto, s6lo se considerara el
modelo dindmico articular, y se omitird por simplicidad, el vocablo articular [21]].

Uno de los procedimientos méas empleados para la obtenciéon de los modelos dindmicos de los ro-
bots manipuladores, en forma cerrada, es el basado en las ecuaciones de movimiento de Lagrange.
El empleo de las ecuaciones de Lagrange para el modelado, requiere la nocién de dos conceptos
importantes [21]]:

» Energia cinética esta definida como el trabajo necesario para acelerar una particula de una masa
dada desde su posicién de equilibrio hasta una velocidad deseada. S6lo depende de la masa y
la rapidez de la particula, no de su direccién de movimiento. La energia cinética nunca puede
ser negativa, y es cero sélo si la particula estd en reposo. La suma de la energia de traslacion
mas la energia de rotacién cuya representacion matematica es [22]]:

N 1.
K(q,9) = Emv2 + Elqz (2.10)

donde m es la masa de la particula, v es la velocidad de la particula, I es el momentum de
inercia de la particula y g es la distancia angular de la particula.

» Energia potencial gravitacional es la energia que una particula tiene debido a su posicién en el
espacio, no a su movimiento [22]. Cuya ecuacion es:

U(q)=mgh 2.11)

donde m es la masa de la particula, g es la fuerza de gravitatoria y & es la altura.
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2.2.1. Ecuaciones de movimiento de Lagrange

La energia total £ de un robot manipulador de n grados de libertad es la suma de sus energias
cinética K (q, 4) y potencial U (g) [21]:

E(q(t),q(t)=K(q(t),4)+U(q(t)) (2.12)

donde q (t) = [q1 (1), ...,qn (t)]". El Lagrangiano L (g, 4) de un robot manipulador de n grados de
libertad es la diferencia entre su energia cinética K (g, §) y su energia potencial U/ (g, 4) [21]]:

L(q(t),q(t)=K(q(t),4(t)—-U(q(t)) (2.13)

Aqui se considera que la energia potencial U (g, §) se debe a fuerzas conservativas como la fuerza de
gravedad y a fuerzas de resortes. Las ecuaciones de movimiento de Lagrange para un manipulador
de n grados de libertad, vienen dadas por [21]]:

3 [a(L(@a)] L@ _
5 ) -
o de forma equivalente

a (L] L@ _ .,

donde 7; son las fuerzas y pares ejercidos externamente (por accionadores) en cada articulacion
asi como fuerzas no conservativas. Como fuerzas no conservativas se incluyen las de friccién, las
de resistencia al movimiento de un objeto dentro de un fluido, y en general las que dependen del
tiempo o de la velocidad [21]. No6tese que se tendrdn tantas ecuaciones escalares dindmicas como
grados de libertad tenga el robot manipulador [21]. El uso de las ecuaciones de Lagrange para el
modelado dindmico de manipuladores se reduce a cuatro etapas [21]:

El. Calculo de la energia cinética: IC (g (¢),4 (1))
E2. Calculo de la energia potencial: U (q (t))

E3. Célculo del lagrangiano (2.13): £ (g (t), 4 (t))

E4. Desarrollo de las ecuaciones de Lagrange (2.15).

2.2.2. Modelo dindmico de robots

La misma metodologia que se usa en la aplicacién de las ecuaciones de Lagrange para obtener
las ecuaciones dinamicas para robots puede emplearse para determinar el modelo dindmico de
cualquier robot de n grados de libertad.
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El modelo dindmico del robot manipulador, en forma més general, se define como [21,31]:
M(q)§+C(q.9)4+8(q) +f(r.4)+Ta=7 (2.16)

donde ¢, 4, § € R™! son el vector de posicién , velocidad y aceleracién articular del robot, respec-
tivamente, M (g) € R"*" es la matriz de Inercias, C (g, §) € R"*" es la matriz de Coriolis y Fuerza
Centripeta, g (q) € R"*! es el par gravitacional, f (T,§) € R"*! es el vector de friccion, T € R"*!
es el par aplicado y 74 € R"*! representa las perturbaciones externas [31].

Considérese un robot manipulador de n grados de libertad formado por eslabones rigidos, conecta-
dos por uniones libres de friccién y elasticidad o algunas otras perturbaciones. La energia cinética
K (q(t),q(t)) asociada a tal dispositivo mecdnico articulado puede expresarse siempre como [21]:

1
K(a,9)=54"M(9)q (217)

donde M (q) € R" " es la matriz de masas e inercias, la cual es una matriz cuadrada, simétrica
y definida positiva. La energia potencial ¢/ (¢) no tiene una forma especifica como el caso de la
energia cinética, pero se sabe que depende del vector de posiciones articulares g [21]. El Lagrangiano

L (g,4), dado por (2.13), es en este caso [21]:

1
L(q.4)=54"M(q)4-U(q) (218)

Con esta forma para el lagrangiano, la ecuacion de movimiento de Lagrange (2.15) puede expresarse
como [21]:

Gl @il | - 5 ] + Y40 2.19)

Por otro lado, puede verificarse que [21]:

: |
o[z =M@, 220)

dTart | _

Sa i | =M@+ atwa 221

Considerando las expresiones anteriores, la ecuacion de movimiento toma la forma [21]:

9
dq

"M (q) 4] + aLg;q) =T, (2.22)

M (q)§+MI(q)d—

N[ —
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o de modo compacto

M(q)§+C(q4)4+8(q) =7 (223)
donde
N . 10 g :
Claa)qg=Ma)dq-55 [RACLE (2.24)
_ i) 2.25
(1) =—5, (2.25)

La ecuacién dindmica para robots de n grados de libertad es (2.23). No6tese que (2.23) es una ecuaciéon

diferencial vectorial no lineal en el estado | g7 4T ]T. C(q,9) 4 € R es el vector de Coriolis y

fuerzas centrifugas, g (q) € R"*! es el vector de fuerzas o pares gravitacionales y T € R"*! es el
vector de fuerzas o pares aplicados en las articulaciones [21].

El modelo (2.23) puede verse como un sistema dindmico cuya entrada es el vector 7 y sus salidas
son los vectores g y 4. Esto puede esquematizarse mediante el diagrama de la Figura [2.2{[21].

q
T —_——
— ROBOT

q

Figura 2.2: Diagrama de bloques.

Cada elemento de M (q), C(q,4) y g (q) es, en general, una funcién relativamente compleja de las
posiciones y velocidades de todas las articulaciones, es decir, de g y 4. Los elementos de M (q),
C(q,9) y g (q) dependen, por supuesto, de la geometria del robot que se modela [21]. Nétese que
la determinacién del vector g (g) para un robot dado, puede obtenerse con relativa sencillez ya que
viene dado por (2.25). En otras palabras, el vector de pares gravitacionales g (g) es simplemente el
gradiente de la energia potencial ¢/ (g) [21]. La existencia de la matriz M (g) ' (ésta existe debido a
que M (q) es una matriz definida positiva) permite expresar el modelo dindmico de un robot

de n grados de libertad en términos del vector de estado [ g7 47T ]T de la forma siguiente [21]:

dla)_ q
1= [0 -Cani-sm | (2:26)

Debido a la naturaleza no lineal del modelo dindmico (2.26)) para robots de n grados de libertad, el
concepto de estabilidad de un robot en lazo abierto debe manejarse con precaucién. La definicién de
estabilidad en el sentido de Lyapunov (Definicién 2.2), es aplicable a un estado de equilibrio, por lo

que es indispensable, primero, determinar los estados para (2.26)) que describen el comportamiento
del robot [21].
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La condicién necesaria y suficiente para la existencia de puntos de equilibrio para (2.26) es que
T (t) sea constante y que ademds exista solucién en s € R" para la ecuacién algebraica, posible-
mente no lineal en s: g (s) = 7. En tal situacion los equilibrios vienen dados por [ g7 4T |" =

[sT o ]T € R?". En el caso particular de T = 0, los posibles equilibrios de (2.26) vendrian dados

por [ g7 4T ]T = [sT of }T donde s seria soluciéon de g (s) = 0. Dada la definicion de g (g)
como el gradiente de la energia potencial U (gq), luego s corresponde a los vectores donde la energia
potencial posee puntos extremos [21].

2.2.3. Modelo dindmico de robots con accionadores

En un robot manipulador real, el vector de pares T es suministrado por accionadores que tradi-
cionalmente son de tipo electromecdnico, neumatico o hidraulico. Dichos accionadores relacionan
dinamicamente el par o fuerza suministrado con la entrada de dicho accionador. Esta entrada puede
ser un voltaje o corriente para el caso de accionadores electromecanicos, y flujo o presion de aceite
para accionadores hidraulicos. La Figura 2.3l muestra el esquema de un manipulador de 2 grados
de libertad, en donde los accionadores transmiten el movimiento a través de engranes [21].

Figura 2.3: Robot de 2 grados de libertad

2.2.3.1. Accionadores con dindmica lineal

En ocasiones, cierto tipo de accionadores electromecénicos pueden modelarse satisfactoriamente
mediante ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden. Un caso comun es aquél donde los
accionadores son motores de Corriente Continua (CC). El modelo dindmico relaciona el voltaje v
aplicado a la armadura del motor con el par T suministrado por dicho motor. Un modelo dindmico
lineal simplificado de un motor de CC con inductancia de armadura despreciable como el mostrado
en la Figura 2.4} viene dado por la siguiente ecuacién [21]:

KaKb . 1 Ka
—T = 2.27
R, q+ 12 T rR, v (2.27)

donde J,, inercia del robot [kg m?], K, constante motor—par [N m/A], R, resistencia de armadu-
ra [Q], K;, constante de contra reaccién electromotriz [V s/rad], fi, coeficiente de friccion del ro-

Jim§ + fmd +
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tor con sus soportes [N m]|, T par neto aplicado después del juego de engranes sobre el eje de la
carga [N m], q posicién angular del eje de la carga [rad], r relacion de reduccion de los engranes
(en general r > 1) y v voltaje de armadura [V].

Engranes

i R
-_.-'""h-‘__ Jﬁ [ ] ij 3

. ARy

K,, Ky, R, Jm

Figura 2.4: Motor de CC.

La ecuacién (2.27) relaciona el voltaje v aplicado a la armadura del motor con el par 7 aplicado a la
carga en términos de su posicion, velocidad y aceleraciéon angular [21].

Considerando que cada uno de los accionadores de las n articulaciones es un motor de CC, de la
ecuacion (2.27) se obtiene [21]:

J§ + B+ Rt = Kv (2.28)
donde
J = diag {Jm;}, (2.29)
B = diag { Fo: + (KI“{KZ’) } , (2.30)
R = diag {ri?-} (2.31)

K = diag { (%) rl} , (2.32)

donde para cada motor (i =1,...,n), ], es la inercia del rotor, f, el coeficiente de amortigua-
miento, (K;K;/R;); es una constante electromecanica y 7; es la tasa de reduccién del juego de engra-
nes [21].

El modelo dindmico completo de un manipulador (sin considerar la friccién en las articulacio-
nes) cuyos accionadores se localizan en las articulaciones se obtiene reemplazando T de (2.28) en

1:

[RM (q) +]]§+RC(q,9)4+ Rg(q)+Bg =Ko (2.33)
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Figura 2.5: Robot-accionadores.

La ecuacion anterior puede verse como un sistema dindmico cuya entrada es v y sus salidas son g
y 4. Un diagrama de bloques del modelo (2.33) del manipulador y sus accionadores es mostrado en

la Figura [2.5/[21].

La ecuacién robot-accionadores (2.33) se simplifica considerablemente cuando las relaciones de en-
granes r; son suficientemente grandes. En dicho caso (r; > 1), se tiene R ~ 0y la ecuacién (2.33)
puede aproximarse por [21]:

Ji§+ Bj ~ Ko (2.34)

es decir, la dindmica no lineal del robot puede despreciarse. Lo expuesto anteriormente puede re-
sumirse de la siguiente manera. Si la relacién de reduccién por el juego de engranes es elevada,
entonces la dindmica asociada al modelo robot-accionadores se describe sélo por la dindmica de
los accionadores. Este es el argumento principal que fundamenta la idea de que un buen controla-
dor de accionadores es adecuado para el control de robots provisto de dichos accionadores, y cuyo
movimiento es transmitido a través de engranes de elevada reduccion [21].

Es importante resaltar que los parametros involucrados en la ecuacién (2.28)), dependen exclusiva-
mente de los accionadores, y no del manipulador ni de su carga. Entonces, es razonable suponer
conocidos y constantes dichos parametros [21].

Como la relacién de engranes r; se supone no nula, entonces la matriz R dada por (2.31) es no
singular por lo que R™! existe y la ecuacién (2.33) puede escribirse como [21}24]:

M'(q9)§+C(q,4)4+g(q) +R 'B§j =R 'Kv (2.35)
donde M’ () = M (q) + R!J.

La existencia de la matriz M’ (q)_1 permite expresar el modelo 1) en términos del vector de
estado [ g ¢ | como [21]:

dlqg]_ q



32 Conceptos preliminares

El problema de control de movimiento en estas condiciones consiste en: dado un conjunto de vecto-
res acotados g4, 44 Y §4 determinar un vector de voltajes v a suministrar a los motores, de tal forma
que las posiciones g asociadas a las coordenadas articulares del robot, sigan con precisién a g4 [21].

2.3. Propiedades de las matrices

En esta seccién se exponen algunas de las propiedades basicas del modelo dindmico para robots de
n grados de libertad. Caracterizado mediante la ecuacién (2.23) [21]:

M(q)§d+C(q,9) 4+g(q) =T (2.37)

A pesar de la complejidad de la ecuaciéon dindmica que gobierna el comportamiento de los
robots manipuladores, esta ecuacién y los términos que la forman poseen propiedades que resultan
de interés por si mismas. Ademads, dichas propiedades son de particular valia en el estudio de
sistemas de control para robots manipuladores [21]. Las propiedades son:

» Linealidad en los pardmetros dinamicos.

Matriz de inercia M (q).

Matriz centrifuga y de Coriolis C (g, §).

Vector de gravedad g (q).

» Dindmica residual.

2.3.1. Linealidad en los pardmetros dindmicos

Una particularidad importante de la ecuacién dindmica (2.37), que entre paréntesis es no lineal

11T P . .
en el vector de estado [gqT 4T]", es que puede expresarse en términos lineales de los pardmetros
dindmicos del robot, por ejemplo de las masas e inercias. Esta caracteristica es basica para el anélisis
de controladores adaptables. Esta propiedad se formaliza de la siguiente manera [21]].

Propiedad 1. [21] Linealidad en términos de los pardmetros dindmicos. Considérese las matrices
M (q), C(q,q) y el vector g (q) del modelo dindmico (2.37). Se tienen las siguientes propiedades:

P1. Para todo u, v, w € R":
M(g)u+C(qw)v+g(q) =@ (qu,9,w)0+«k(q,u,v,w) (2.38)

donde k (q,u,v,w) € R™!, ®@ (q,u,v,w) € R"™" y el vector 8 € R"™ 1 depende exclusivamente
de los pardmetros dindmicos del manipulador y de su carga.

P2. sig,u, v, w € L entonces ® (q,u,v,w) € LIX™:
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Conviene resaltar que siempre es posible encontrar un vector 6 € R" para el cual k (q,u,v, w) =
0 € R". Considerando esto y tomando u = §y v = w = 4, la ecuacién (2.37) puede entonces
escribirse como [21]:

Y(9,4,4§)0=M(q)§j+C(q.4)4d+8(q) =7 (2.39)

donde Y (q,4,4) = ® (q,4,4,9) € R™™, y 8 € R™*! que contiene las m constantes dependientes
de los parametros dindmicos. La constante n es evidentemente el nimero de grados de libertad,
mientras que el valor entero m depende de la seleccién de los pardmetros dindmicos del robot [21].

A partir de la Propiedad (1} puede demostrarse que el modelo dindmico de robots con accionadores
(lineales) descrito por la ecuacién satisface también una relacién de linealidad en términos de
los pardmetros dindmicos del robot asi como de las constantes de los accionadores. Especificamente,
para todo g, 4, § € R" se tiene [21]:

Q(q,4,§)0 = K ' (RM(q)+])j+K 'RC(q,4)q
+K 'Rg(q) +K'Rf (4) + KBy,
- v (2.40)

donde Q (g, 4, §) es una matriz de n x m y 6 es un vector de m x 1 que contiene m constantes que
dependen de pardmetros dindmicos del robot y de los accionadores [21]].

2.3.2. Matriz de inercia

La matriz de inercia M (g) juega un papel importante tanto en el modelado dindmico como en el di-
sefio de controladores para robots. En el primer caso, la matriz de inercia se encuentra intimamente

1
relacionada con la energfa cinética K(q,4) = ~4'M (q) 4, mientras que en el segundo, se emplean

algunas de sus propiedades para el estudio de estabilidad de sistemas de control de robots. Entre
dichas propiedades se encuentran las enunciadas a continuacién [21]].

Propiedad 2. [21] Matriz de inercia M (q). La matriz M (q) € R"*" es una matriz cuadrada simétrica
definida positiva cuyos elementos son funciones solamente de q. La matriz de inercia M (q) satisface las
siguientes propiedades [21|:

P1. Existe una constante real positiva « tal que:
M(q) > al Vg eR" (2.41)

donde I € R"*" denota la matriz identidad. La matriz M (q) " existe y es definida positiva.

P2. Para el caso de robots provistos iinicamente de articulaciones rotacionales, existe una constante 3 > 0
tal que:
Amin (M(q)} < B Vg R e02)
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Una manera sencilla de calcular 3 es la dada por:

B=>n {méx | M (q)]} (2.43)
6],

donde M;; (q)) denota al ij—ésimo elemento de la matriz M (q).

P3. Para el caso de robots provistos iinicamente de articulaciones rotacionales, existe una constante ky; > 0
tal que:
M (x) z— M (y) z|| < knm |lx—yl| ||z] (2.44)

para todo vector x,y, z € R". Una manera sencilla de determinar ky, es:

OMi; (q) H . (2.45)
o

kM > 1’12 {méxi,j,k,q

P4. Para el caso de robots provistos iinicamente de articulaciones, existe una constante k;w > 0 tal que:

IM () yll < Ky 1y (2.46)
para todo x,y € R".

Una consecuencia obvia de la Propiedad 2|y en particular, del hecho de que M (q) sea una matriz
definida positiva, es que la funcién V: R"” x R" — R definida como [21]:

V(g,d)=q4"M(q)4 (2.47)

es una funcién definida positiva en 4 [21].

2.3.3. Matriz centrifuga y de Coriolis

La importancia de las propiedades de la matriz centrifuga y de Coriolis C (g, §) se hace patente en
el estudio de estabilidad de los sistemas de control de robots. Las principales propiedades de dicha
matriz se citan a continuacion [21]].

Propiedad 3. [21] Matriz de Coriolis C (q, ). La matriz de fuerzas centrifugas y de Coriolis C (4, 4) €
R™ ™ es una matriz de cuyos elementos son funciones de q y q. Ademds C (q,q) satisface las siquientes
propiedades [21]:

P1. La matriz C (g, §) puede no ser tinica, pero el vector C (q, §) q es tinico.

P2. C(q,0) = 0 para todo vector q € R".
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P3.

P4.

P5.

Peé.

P7.

Para todo vector q,x,y,z € R" y escalar «, se tiene que:

C(gx)y = C(qy)x

Clgz+ax)y = C(q,z)y+aC(q,x)y. (2.48)
El vector C (g, x) y puede expresarse en la forma:
x Ci(a)y
G (q)y
Clgx)y= : (2.49)
x'Cu(q)y

donde Cy (q) € R"™" son matrices simétricas para todo k = 1,2,--- ,n. De hecho, el ij—ésimo ele-
mento Cy,; (q) de la matriz Cy (q) corresponde al simbolo de Christoffel Cji (q).

Para el caso de robots provistos iinicamente de articulaciones rotacionales, existe una constante kc, > 0
tal que:

1€ (9, %) yll < ke, [I*[ 1y (2.50)

para todo q,x,y € R"™1,

Para el caso de robots provistos iinicamente de articulaciones rotacionales, existen constantes kc, > 0
v kc, > 0 tales que:

IC (x,2) w — C (y,v) w|| < k¢, ||z = o] lw]| + ke, [l = yl| |[wl]] ||z (2.51)

para todo vector v, x,y, z, w € R"™ 1,

La matriz C (q, §) estd relacionada con la matriz de inercia M (q) por la expresion:
1.
x' |SM(q) = C(q,4)|x=0 Vgq4xeR™ (2.52)

1. .
y de hecho, EM (q) — C(q,q) es una matriz antisimétrica. En forma andloga la matriz M (q) —
2C (q, q) es antisimétrica, y también resulta cierto que:

M (q) =C(q,4)+C(q.9)". (2.53)

Independientemente de la manera en la que se obtenga C (q, q), ésta siempre satisfard:

(1 Ny .
' |5M(q)—C(q,4)|4=0 VYq4eR" (2.54)
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A continuacién, se presenta la demostracién de la existencia de una constante positiva kcl, tal que
IC (g, %) y|| < ke, ||x]| ||y|| para todo vector g, x, y € R™*1 [21].

Considerando 1} lanorma ||C (g, x) y||2 del vector C (g, x) y se define de la forma habitual como
la suma de sus elementos al cuadrado [21]:

nx1

IC@x) vl = X (TC(a)y)” 2.55)

Por lo tanto, esto conduce a la siguiente expresion [21]:

nx1

IC(a.x)yl> = ¥

k=1

2
x'C(9)y

7

nx1

kZ fe: (q)||2] 11y 1%, (2.56)
=1

donde se ha usado el hecho de que para vectores x,y y para la matriz cuadrada A de dimen-
siones compatibles, se satisface |xTAy| < [|A| ||| ||y|| [21]. Teniendo en cuenta que la norma
espectral ||A|| de una matriz simétrica A = a;; de dimensién n verifica la desigualdad: [|A] <
n méx; ; {|aj;| }, luego se tiene que [21]:

IG @I < |max{|cy, ()]} ) 257)

donde Cr,; (q) denota el i j—ésimo elemento de la matriz simétrica Cy (q). Por lo tanto, se llega inme-
diatamente a [21]:

A

nx1 nx1 2
)y ||ck<q>||2] LY [méx{\ck,-,-w)\}},

:1 i/j/q
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max { \ Ci; (q) ] }1 2, (2.58)

donde se ha usado el hecho de que n > 1. El dltimo paso de la desigualdad, aunque conservador,
se justifica para mantener exponentes enteros. Incorporando esta desigualdad en (2.56) se llega
tinalmente a la expresién [21]:

IC (q,%)|| <n* |max|Cy, (q)|] Ix]l [yl (2.59)
kijq /
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donde se identifica claramente la constante k¢, como

kCl = n2 |:1’1’1éX ‘Ckij (q) ‘:| . (260)
ki jg

Como aplicacion inmediata de la expresién ||C (g, x) y|| < k¢, ||x]| ||y||, se tiene entonces que [21]:

IC(q,4) 4| < ke, |14 (2.61)

2.3.4. Vector de gravedad

El vector de pares gravitacionales g (g) estd presente en robots que no han sido disefiados, desde un
punto de vista mecanico, con compensacion de pares de gravedad, es decir, sin contrapesos o resor-
tes, o para robots destinados a desplazarse fuera del plano horizontal. Algunas de sus propiedades
mads importantes se citan a continuacién [21]].

Propiedad 4. [21] Vector de gravedad g (q). El vector g (q) € R depende sélo de las posiciones
articulares q. El vector g (q) estd acotado si q lo estd también. Adicionalmente, g (q) tiene las siguientes
propiedades [21]:

P1. Elvector g (q) y el vector de velocidad g pueden relacionarse mediante:

[ s @) gt = (q(1) ~t4 (4 0)) 26

para todo T € R..

P2. Para el caso de robots provistos iinicamente de articulaciones rotacionales, existe una constante finita
ki tal que:

T
| s@T dde+t (a(0)) = ke .69
para todo T € Ry y donde kyy = ming {U (q)}.

P3. Para el caso de robots provistos iinicamente de articulaciones rotacionales, el vector g (q) es Lipschitz,
es decir, existe una constante kg > 0 tal que:

I8 (¥) —g (W)l < kg llx vl (2.64)
para todo x,y € R"*1. Una forma sencilla de calcular kg es como:
. | 98i (4) H
ke > n |max |—<—=|] . 2.65
8= [i,m aq; (2:69)
Ademds, kg satisface:
9g (4) 9g ()
> ||—==|| > ix § ——=—— .
kg > H a7 | = Améx 3 (2.66)
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P4. Para el caso de robots provistos iinicamente de articulaciones rotacionales, existe una constante k' tal
que:

g (q) <K (2.67)
para todo g € R"™ 1,

Para la demostracion de (2.62) considérese la funcién de energia potencial U (q) para un manipula-
dor dado. La derivada temporal de U (g) viene dada por [21]:

d _AUg)",
ad @ ="—",~4 (2.68)
y reemplazando (2.25),
d .
U@ =g@" (2.69)

Integrando d U/ (q) desde U (g (0)) hasta i/ (q (T)) para cualquier T € R [21]:

U(q(T)) T
dU (q) = 0) g (t)dt 2.70
J, @ = [ s@®)a) 2.70)

de donde finalmente se obtiene:

T T
U(q(T)) —U(q(0)) :/0 g(q(t) 4(t)dt. (2.71)

2.4. Estabilidad en el sentido de Lyapunov

En esta seccion se presentan conceptos y teoremas bdsicos de la teoria de Lyapunov y en particular,
el denominado segundo método de Lyapunov o método directo de Lyapunov [21]. La teoria de estabili-
dad de Lyapunov tiene como principal objetivo estudiar el comportamiento de sistemas dindmicos
descritos por ecuaciones diferenciales de la forma [21]]:

i(t) = f(t,x(t), x(0)eR" Vt>0, (2.72)

donde el vector x(t) € R"*! se refiere al estado del sistema dindmico representado por (2.72) y
x(t) € R"™! se denomina la condicién inicial o estado inicial. La funcién f : R} x R**1 — R"*I eg
una funcién continua en t y x(t), y se supone que es tal que [21]:

» La ecuacion (2.72) tiene una solucién tnica en el intervalo (0, oo] correspondiente a cada con-
dicién inicial de x(0) [21].
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» Six(t) eslasolucion de (2.72)) correspondiente a la condicion inicial x(0), entonces x(t) depen-
de de una manera continua del estado inicial x(0) [21].

Si la funcién f no depende explicitamente del tiempo, es decir, f(t, x(t)) = f(x(t)), luego la ecua-
cién se denomina auténoma. Si f(t,x(t)) = A(t)x(t) + u(t) con A(t) una matriz cuadrada
de dimensién n y siendo A(t) y u(t) funciones tnicamente de t (o constantes), entonces la ecuacion
es lineal. En caso contrario es no lineal [21].

2.4.1. Conceptos basicos

Entre los conceptos bésicos de la teoria de Lyapunov destacan los siguientes: equilibrio, estabilidad,
estabilidad asintética y estabilidad exponencial. Cada uno de ellos sera tratado a continuacién. Pri-
meramente, se presenta el concepto de equilibrio, el cual, a pesar de su sencillez, juega un papel
clave en la teoria de estabilidad de Lyapunov [21].

Definicién 1 (Equilibrio). Un vector constante x. € R™ 1 es un equilibrio o estado de equilibrio del

sistema si [21]]

f(t,xe) =0 Vt>0.

Como consecuencias inmediatas de la definicion de equilibrio, y excluyendo casos “patolégicos”’, se tiene que si
la condicion inicial x (0) € R"™! es justamente un equilibrio (x (0) = xe € R"*1), entonces se satisface [21]]:

] x(t):xe vVt > 0.
[ x(t)ZO vt > 0.

Lo expuesto anteriormente se ilustra en la Figura donde se muestra el caso x (0) € R2. La condicién
inicial x (0) es justamente x., por lo que la evolucién en el tiempo de la solucién x (t) es exactamente el vector
constante xe [21]].

To T2
I(O) = Te /:[71
e (0)
s _____,:IE =T,
|
!
t T

Figura 2.6: Equilibrio



40 Conceptos preliminares

Tradicionalmente se supone que el origen del espacio de estado R"*1, esto es x = 0 € R™ 1, es un equilibrio
de . Si éste no es el caso, puede demostrarse que mediante un cambio adecuado de coordenadas, cualquier
equilibrio de puede trasladarse al origen del espacio de estado [21].

En general, una ecuacion diferencial puede tener mds de un equilibrio, inclusive un niimero infinito de ellos.
Sin embargo, también puede ocurrir que una ecuacion no posea equilibrio alguno [21]].
|

A continuacién se presentan los conceptos basicos de estabilidad para equilibrios de ecuaciones
diferenciales. No estd de mds subrayar nuevamente, que los conceptos de estabilidad que serdn
enunciados, son considerados como atributos para equilibrios de ecuaciones diferenciales y no
para las ecuaciones diferenciales mismas, ni sus soluciones. Sin pérdida de generalidad, se supondra
en el resto de la seccién que el origen x = 0 € R"*! es un equilibrio de [21].

Definicién 2 (Estabilidad). El origen x = 0 € R"*! es un equilibrio estable (en el sentido de Lyapunoo)
de la ecuacion si para cada niimero € > 0 se puede encontrar un niimero 6 > 0, tal que [21|]:

Ix(0) | < 8= x(t)]| <e Vt>o0.
|

En la definicién anterior la constante (< ¢) no es tnica. Si existe una constante & que satisfaga la
condicién de la definicién, entonces cualquier ad con o < 1 también la satisface [21].

Debe tenerse claro que la definicién de estabilidad requiere la existencia de un 6 > 0 para cada
¢ > 0 yno para algtan € > 0 [21].

Finalmente, se debera interpretar claramente la Definicion 2| de estabilidad y no establecer, como
suele suceder en ocasiones por confusién, que para cada constante ¢ > 0 se puede encontrar un
nuamero 6 > 0 tal que [21]:

lx(0) ]| <e=|x(t)] <98 VtE=>D0.

Lo expuesto anteriormente significaria que el origen es un equilibrio estable si para toda condicién
inicial acotada, las soluciones también estdn acotadas. Esto dltimo, no es necesario ni tampoco es
suficiente para estabilidad en el sentido de Lyapunov. La estabilidad del origen debe ser interpre-
tada como dada una pequefia discrepancia de la condicién inicial x (0) con respecto al equilibrio
(origen), la solucién x (t) correspondiente permanecerd acotada. Notese que se habla de valores
pequeiios de la condicién inicial y no para toda condicién inicial [21]].

A modo de ilustracién del concepto de estabilidad, la Figura 2.7 muestra un caso para x (0) € R?
donde el origen x = 0 € R? es un equilibrio estable y, por simplicidad, s6lo se muestra la trayectoria
x (t) correspondiente a una condicién inicial x (0). En la Figura 2.7 se muestra también un ¢ y un
5 que satisfacen la condicién de la definicion de estabilidad, es decir, |[x (0) || < & implica que
||x (t) || < ¢ para todo ¢ > 0 [21].
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Figura 2.7: Estabilidad

Definicién 3 (Estabilidad asintética). El origen x = 0 € R"*! es un equilibrio asintdticamente estable

de si [21]:

1. El origen es estable.

2. El origen es atractivo, es decir, existe un niimero &' > 0 tal que:

|x(0) ]| <& = |lx(t)|| = O cuando t — oo.

g
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Figura 2.8: Estabilidad asintética
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La Figura ilustra el concepto de estabilidad asintética para el caso de x (0) € R2. La asigna-
cién del nombre de estabilidad asintética en la definicién anterior es desafortunada, induciendo a
confusidén, ya que podria interpretarse como que el equilibrio es estable cuando t — oo (asintoti-
camente), siendo que la definicién claramente indica en la condicién 1 que el equilibrio debe ser
estable. Podria pensarse que la condicion 1 es superflua ya que ésta es implicada por la condicién
2. Sin embargo, tal implicacién no es cierta [21].

Definicién 4 (Estabilidad asintética global). El origen x = 0 € R™*! es un equilibrio asintéticamente
estable en forma global de la ecuacién si [21]:

1. El origen es estable.

2. El origen es atractivo globalmente, es decir,

|x(t) || = 0 cuando t — oo, Vx(0) € R™ 1L

De la definicién anterior se deduce que un equilibrio asintéticamente estable globalmente implica
que dicho equilibrio es también asintéticamente estable, pero lo contrario es falso [21].

Definicién 5 (Estabilidad exponencial global). El origen x = 0 € R"*! es un equilibrio exponencial-
mente estable en forma global de si existen constantes positivas o y 3 tales que [21]:

| (t) || < ex||x(0) |le=P, WVt >0, Vx(0) € R™1.
|

De acuerdo con las definiciones anteriores, un equilibrio exponencialmente estable en forma global
es también un equilibrio asintéticamente estable en forma global. Lo contrario, sin embargo, no es
necesariamente verdadero [21]].

Definicién 6 (Inestabilidad). El origen x = 0 € R"*! es un equilibrio inestable de la ecuacion si
éste no es estable [21]].
|

El concepto de equilibrio (origen) inestable es equivalente a enunciar que existe al menos un € > 0
para el cual no es posible encontrar un 6 > 0 tal que [21]:

[x(0) [ =6 = [lx(t) | <e VYt =0,

en otras palabras, si existe al menos un ¢ > 0, el cual se desea que acote la norma de la solucién
|lx () || y no existe ninguna condicién inicial x (0) # 0 € R"*! cuya solucién x (t) lo satisfaga
(lx (t) ]| < € ¥t > 0), entonces el origen es inestable. Es importante subrayar que en ningtin mo-
mento se afirma que la solucién x (¢) deba “crecer”” indefinidamente [21].
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Algunos autores prefieren hablar de propiedades de estabilidad de sistemas en un equilibrio dado,
en vez de propiedades de estabilidad de un equilibrio para un sistema. Por ejemplo, la frase “el
sistema es estable en el origen” es empleada en lugar de “el origen es un equilibrio estable del
sistema”. Ambos conceptos son equivalentes y en este texto se empleard este taltimo, respetando de
esta manera las definiciones presentadas anteriormente [21]].

A continuacién se presentan las definiciones de una clase particular de funciones, que son impor-
tantes en el empleo del método directo de Lyapunov para el estudio de estabilidad de equilibrios
de ecuaciones diferenciales [21].

Definicién 7 (Funcién definida positiva localmente y funcién definida positiva). Una funcién con-
tinua W : R — R es una funcion definida positiva localmente si [21]]:

= W(0) = 0.

» W(x) > 0 para todo x # 0 pero con ||x|| pequeia.

Una funcion continua W : R"™1 — R es una funcion definida positiva si [21]:
= W(0)=0.
= W(x) >0 Vx#0.
|

Ocasionalmente se hara referencia a una funcién definida positiva como funcién “definida positi-
va (globalmente)” o funcién “definida positiva en forma global” para hacer énfasis al distinguirla
de una funcién definida positiva localmente. De acuerdo con la definicién anterior es obvio que
una funcién definida positiva es también una funcién definida positiva localmente. También, de
acuerdo con las definiciones de funcién definida positiva y de matriz definida positiva, una funcién
cuadrética f : R"*! — R de la forma [21]:

f(x) = xTPx

con P € R"™", es una funcién definida positiva si y sélo si P > 0 [21].

Si W(x) es una funcién definida positiva, entonces a —W (x) se la referird como funcién definida
negativa [21]].

Definicién 8 (Funcién radialmente no acotada y funcién menguante). Una funcién continua W :
R — R es una funcion radialmente no acotada si [21]]:

s W(x) — oo cuando ||x|| — oo.
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Una funcion continua V : Ry x R — R es una funcion menguante (globalmente), si existe una funcién
definida positiva W : R™1 — R tal que [21]:
V(t,x) <W(x), Vt> Vxe R™<1
|

Naturalmente, si V(t,x) es una funcién definida positiva independiente de t, es decir, V(t,x) =
V(x), luego V(x) es trivialmente una funciéon menguante [21].

Con abuso de la nomenclatura, se dird que una funcién dependiente del tiempo V : Ry x R"*! —
R es definida positiva si existe una funcién definida positiva W : R & R, tal que [21]:

V(t,x) > W(x), Vt>0, Vxe R™¥L

También se dird que V (¢, x) es radialmente no acotada si W(x) lo es [21].

A continuacién se exponen una serie de conceptos relacionados con la nocién de funcién candidata
de Lyapunov [21].

Definicién 9 (Funcién candidata de Lyapunov). Una funcion V : Ry x R"™1 — R es una funcion
candidata de Lyapunov para el equilibrio x = 0 € R"*! de la ecuacion x = f(t, x) si [21]:

» V(t,x) es una funcion definida positiva localmente.

)

. es una funcién continua con respecto a t y x.

aV(t,x
ot

IV (t,x) > ,

. Tox es una funcién continua con respectoa t y x.

|

En otras palabras, una funcién candidata de Lyapunov para el equilibrio x = 0 € R"*! de ¥ =
f(t,x) es cualquier funciéon definida positiva localmente y continuamente diferenciable (es decir,
con derivadas parciales continuas) [21].

La derivada temporal de una funcién de Lyapunov juega un papel clave en la extraccién de con-
clusiones sobre los atributos de estabilidad para los equilibrios de las ecuaciones diferenciales. Por
este motivo, se presenta la siguiente definicién [21].
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Definicién 10 (Derivada de una funcién candidata de Lyapunov). Sea V (¢, x) una funcién candidata
de Lyapunov para la ecuacion . La derivada de V (t, x) a lo largo de las trayectorias de , denotada
por V (t, x) vendrd dada por [21]:

X T
V(t,x) = %V(t, x) = BV;, ) + aV(at;x) f(t, x).

Obsérvese de la definicién anterior, que si V(x) no depende explicitamente del tiempo, y la ecuacién
(2.72) es autonoma, entonces [21]:

la cual tampoco depende explicitamente del tiempo [21].

Definicién 11 (Funcién de Lyapunov). Una funcion candidata de Lyapunov V(t,x) para la ecuacion

es una funcion de Lyapunov para si su derivada a lo largo de las trayectorias de satisfa-
ce [21]]:

V(t,x) <0 Vt>0 al menos para x| pequeria.

2.4.2. Método directo de Lyapunov

Con los preliminares anteriores, ahora pueden presentarse los teoremas fundamentales de la teoria
de estabilidad de Lyapunov. Los teoremas presentados vendran dados sin demostraciones [21]].

Teorema 1 (Estabilidad). El origen x = 0 € R™ ! es un estado de equilibrio estable de la ecuacion (M),
si existe una funcion candidata de Lyapunov V (¢, x) tal que su derivada temporal satisfaga [21]]:

V(t,x) <0, Vt >0 al menos para ||x|| pequefia.
|

Conviene apuntar que la conclusién del teorema se mantiene obviamente si V(,x) < 0 para todo
t > 0y para todo x € R"*!, o si la funcién candidata de Lyapunov V (¢, x) es una funcién definida
positiva (globalmente) en lugar de ser definida positiva localmente. El siguiente teorema, permite
establecer resultados de estabilidad del equilibrio y ademads, acotamiento de las soluciones [21].
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Teorema 2 (Estabilidad y acotamiento de las soluciones). El origen x = 0 € R"*! es un equilibrio
estable, y las soluciones x (t) estdn acotadas para toda condicion inicial x (0) € R"*1, si existe una funcion
candidata de Lyapunov que sea definida positiva (globalmente), radialmente no acotada, V(t,x), tal que su
derivada temporal satisfaga [21]:

V(t,x) <0 Vt>0 Vx € R™1L
|

Demostracion. En vista de que V (¢, x) es una funcion candidata de Lyapunov y satisface V(t,x) <0,
del Teorema [1{se concluye estabilidad del origen [21].

Por otro lado, como V (¢, x) es una funcién definida positiva y V(t, x) < 0 entonces [21]:
0< V(tx(t) <V(0,x(0) Vt>0

es decir, V(t,x) es una funcién acotada para todo + > 0. Usando adicionalmente el hecho de que
V(t, x) sea una funcién radialmente no acotada, se concluye que x esta acotada [21].

A continuacion se presentan condiciones suficientes para determinar estabilidad asintética en forma

global [21]].

Teorema 3 (Estabilidad asintética global). El origen x = 0 € R"*! es un estado de equilibrio asintdtica-
mente estable en forma global de , si existe una funcion candidata de Lyapunov V (t, x) definida positiva
(globalmente), radialmente no acotada, y menguante, tal que su derivada satisfaga [21]:

= V(t,0)=0 Vt>0.
» V(t,x) <0 Vt>0, Vx#0ecR™,
u

La condicién impuesta por el teorema anterior sobre V(t, x) equivale a requerir que V (¢, x) sea una
funcién definida negativa (globalmente). Es conveniente apuntar que més alld de la conclusiéon de
estabilidad asintética global enunciada en el teorema, en realidad, las condiciones establecidas son
suficientes para garantizar un resultado de estabilidad mas fuerte llamado estabilidad asintética
global en forma uniforme [21].

En el caso de que la ecuacién (2.72)) sea auténoma, la funcién candidata de Lyapunov no suele de-
pender explicitamente del tiempo, por lo que es trivialmente menguante, de modo que para que el
origen sea un equilibrio asintéticamente estable en forma global es suficiente que la funcién candi-
data de Lyapunov V(x) sea definida positiva (globalmente), y radialmente no acotada, a la vez que
su derivada V(x) sea una funcién definida negativa (globalmente) [21].

El siguiente resultado presenta condiciones necesarias para la existencia de ciertas propiedades
globales de estabilidad de equilibrios en ecuaciones diferenciales auténomas [21].
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Teorema 4. Considérese la ecuacion diferencial auténoma [21:
X(t) = f(x(t)), x(0) € R™1, vi>o.

La existencia de un iinico estado de equilibrio es una condicion necesaria para que éste sea asintéticamente
estable en forma global [21]].
|

La prueba del Teorema [4] es inmediata observando que el concepto de estabilidad citado implica
||x (t) — xe|]| — 0 cuando t — oo, donde x, e es el equilibrio analizado. Debido a la globalidad de la
citada propiedad de estabilidad, la convergencia de la solucién x (t) al equilibrio X. debe verificarse
para toda condicién inicial. Claramente, éste no seria el caso si ademas de X existen mas estados
de equilibrio, ya que si la condicién inicial x (0) fuese exactamente alguno de esos otros estados de
equilibrio, entonces la solucién x (t) permaneceria ahi para todo ¢ > 0 [21].

Noétese que el Teorema [4| no establece, como condicion necesaria de estabilidad de un equilibrio, la
existencia de un tnico estado de equilibrio. Es importante mencionar, que pueden coexistir equili-
brios con propiedades locales de estabilidad, e incluso, equilibrios estables con equilibrios inesta-
bles [21].

Debido a que las propiedades globales de estabilidad implican la existencia de un tinico equilibrio
para el sistema descrito por la ecuaciéon diferencial respectiva, se permite hablar no solo de las
propiedades de estabilidad global de dicho equilibrio, sino también de dichas propiedades para el
sistema que representan, es decir, afirmaciones como “este sistema es asintdticamente estable en
forma global” serian correctas [21].

El siguiente teorema es una version simplificada del denominado teorema de LaSalle [21]].

Teorema 5 (LaSalle). Considérese la ecuacion diferencial auténoma [21:
x = f(x),

cuyo origen x = 0 € R™ 1 es un equilibrio. Supéngase que existe una funcion candidata de Lyapunov V (x)
definida positiva (globalmente) y radialmente desacotada tal que [21]:

V(x) <0 VxeR™,

Definase el conjunto Q como [21]:

O_:{xE]R”Xl:V(x):O}.

Si x(0) = 0 es la iinica condicién inicial en Q para la cual x (t) € Q para t > 0, entonces el origen
X =

)
0 € R™*! es un equilibrio asintdticamente estable en forma global [21].
|
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Una manera préctica para probar la condicion del teorema de LaSalle es la siguiente. Primeramente,
se determinan los componentes (o0 sus combinaciones) del vector de estado x tales que al anularse
impliquen que V(x) = 0. A continuacién se consideran dichos componentes como nulos y sus deri-
vadas temporales sucesivas también se toman como nulas. Luego se emplean estas consideraciones
en la ecuacion original ¥ = f(x). Finalmente, si de ahi puede concluirse que las restantes variables
de estado (aquéllas cuyos valores no afectan V(x) = 0), son nulas, esto querrd decir que x = 0 es la
tinica condicién inicial en Q) para la cual la solucién x (t) permanecerd en Q) [21].

La aplicacién del teorema de LaSalle para establecer estabilidad asintética global, no requiere que
—V(x) sea una funcién definida positiva. Sin embargo, recuérdese que este teorema sélo puede
emplearse en ecuaciones diferenciales auténomas [21]].

Los teoremas anteriores son comtinmente los més empleados en el andlisis de estabilidad en el
sentido de Lyapunov. Es importante decir que existen otros resultados adicionales, que incluyen
por ejemplo, teoremas para estudiar inestabilidad [21].

2.5. Control de posicion

Considérese el modelo dindmico de un robot manipulador de n grados de libertad con eslabones
rigidos, sin friccién en sus uniones y con actuadores ideales [21]

M(q)+C(q,9)4+8(q) =7 (2.73)

. o T
o en términos del vector de estado | g' g' ]
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donde M (q) € R"*" es la matriz de inercia, C (g,4) § € R"*! es el vector de fuerzas centrifugas y
de Coriolis, g (q) € R"™ ! es el vector de pares gravitacionales y T € R"*! es un vector de fuerzas
y pares aplicados en las uniones mediante los accionadores. Los vectores ¢, 4, § € R"*! denotan la
posicién, velocidad y aceleracién articular, respectivamente [21].

El problema de control de posiciéon de robots manipuladores puede formularse en los siguientes
términos. Considérese la ecuacién dindmica de un robot de n grados de libertad (2.73). Dada una
posicion articular deseada g4, que se supone constante, se trata de determinar una funcién vecto-
rial T, de tal forma que las posiciones g asociadas a las coordenada articulares del robot lleguen
asintéticamente a g4. En términos mas formales, el objetivo de control de posicion pura, o simplemente
control de posicion, consiste en determinar 7 de tal forma que [21]:

lim q (t) = q4 (2.75)

t—o00

donde g4 € R™*! es un vector constante [21].
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El calculo del vector T involucra generalmente a una funcién vectorial no lineal de g, § y §. Esta
funcién se denomina “ley de control” o simplemente controlador. Es importante recordar que mu-
chos robots manipuladores disponen de sensores de posiciéon y velocidad para cada articulacion,
por lo que los vectores g y 4 son medibles y pueden ser empleados en los controladores. Algunos
otros vienen equipados sélo con sensores de posicion articular, por lo que puede ser necesario es-
timar la velocidad a partir de la medicién de posicion, ya sea mediante filtrado o por medio de
observaciones. Genéricamente, el controlador puede expresarse como [21]]:

T=7(9,4,4.94M(q),C(q,9),8(q))- (2.76)

Para fines précticos es deseable que el controlador no dependa de la aceleracién articular 4. La
Figura 2.9| presenta un diagrama de bloque formado por un controlador en malla cerrada con un
robot [21]].

[=]

94— CONTROLADOR | " _(ROBOT

Figura 2.9: Control en malla cerrada de robots

Si el controlador no depende explicitamente de M (g), C (q,4) y g (q), se dice que el contro-
lador no se basa en el modelo del robot. Este nombre es, sin embargo, desafortunado ya que existen
controladores, por ejemplo del tipo PID, que poseen parametros de disefio cuyos valores numéricos
se determinan en funcién del modelo del robot al cual controlan. De este modo, el disefio adecua-
do del controlador requiere el conocimiento del modelo del robot, en realidad de sus parametros
tisicos, a pesar de ser un controlador del tipo que no se basa en el modelo [21].

La metodologia de estudio y andlisis de estabilidad de un controlador para el control de posicién
pura, puede resumirse de acuerdo a los siguientes pasos [21]:

1. Obtencién de la ecuacién dindmica en lazo cerrado. Dicha ecuacién se obtiene reemplazando
la accion de control T (ecuacion (2.76)) en modelo dindmico del manipulador (ecuacion (2.73)).
En general, la ecuacién en lazo cerrado resulta ser una ecuacién diferencial ordinaria no lineal
pero auténoma.

2. Representacion de la ecuacion en lazo cerrado en la forma:

%[qd-_q} =f(4,4,94,M(q),C(q,9).8(q))- (2.77)

9
La ecuacién en lazo cerrado anterior puede verse como un sistema dindmico cuya entrada es
44, siendo sus salidas el estado § = g4 — g y 4. Aqui 4§ denota el error de posicion articular. La
Figura muestra el diagrama de bloque correspondiente.
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@y— - .| CONTROLADOR -

ROBOT q

Figura 2.10: Sistema dindmico en malla cerrada

3. Estudio de la existencia y posible unicidad de equilibrios de la ecuacion en lazo cerrado.

4. Propuesta de una funcién candidata de Lyapunov para el estudio de estabilidad de algtn
equilibrio de interés de la ecuacion en lazo cerrado, haciendo uso de los Teoremas Bly 5l

5. Como alternativa al paso 4), en el caso de no ser viable la propuesta de una funcién candi-
data de Lyapunov para determinar las propiedades de estabilidad del punto de equilibrio en
estudio, se emplea el Lema A.2 mediante la propuesta de una funcién definida positiva cu-
yas caracteristicas permitan determinar el comportamiento cualitativo de las soluciones de la
ecuacién en lazo cerrado.

2.5.1. Control PD con compensaciéon de gravedad

El control de posicién pura de robots manipuladores puede realizarse potencialmente mediante la
técnica de control PD [21]:

T =Kpj + Kyf (2.78)

Sin embargo, dicho esquema de control posee ciertas restricciones que pueden limitar su uso. Efecti-
vamente, el controlador PD cuya sencilla ley de control viene dada por la ecuacion (2.78), garantiza
el cumplimiento del objetivo de control de posicién en forma global para robots cuyos modelos
dindmicos no poseen el vector de pares gravitacionales g (q). En este caso, la sintonia*|de este con-
trolador es trivial ya que es suficiente con seleccionar las matrices de disefio K, y Ky como simétricas
y definidas positivas. No obstante, el control PD no garantiza el cumplimiento del objetivo de con-
trol de posicién pura de manipuladores cuyos modelos dindmicos contienen el término de pares
gravitacionales g (4), a menos que la posiciéon deseada g4 sea tal que g (gq) = 0 [21].

En esta seccién se estudia el control PD con compensacién de gravedad, que es capaz de satisfacer el
objetivo de control de posicién pura en forma global para robots de n grados de libertad; ademas, su
sintonia resulta trivial. El estudio formal de dicho controlador se remonta al afio 1981 por Takegaki y
Arimotoﬂ En la ley de control se requiere el conocimiento previo de una parte del modelo dindmico
del robot a ser controlado, puesto que usa el vector de pares gravitacionales g (g) [21].

4 Se entiende aqui por sintonia, a la determinacién de valores para los pardmetros de disefio del controlador que
garanticen el cumplimiento del objetivo de control de posicién o movimiento.

5 Takegaki M., Arimoto S., 1981, “A new feedback Method for dynamic control of manipulators”, Transactions AS-
ME, Journal of Dynamic Systems, Measurement and control, Vol. 103, pp. 119-125.
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La ley de control PD con compensacién de gravedad esté representada por [21]:

T=Kpf+Kyf+g(q) (2.79)

donde K, Ky € R"*" son matrices simétricas definidas positivas. Notese que la tnica diferencia
respecto al control PD es el término aditivo g (q). A diferencia del control PD, que no re-
quiere conocimiento alguno sobre la estructura del modelo del robot, el controlador hace uso
explicito del conocimiento parcial del modelo del manipulador, especificamente de g (q). Sin em-
bargo, es importante observar que para un robot dado el vector de pares gravitacionales g (g) puede
obtenerse con relativa facilidad, puesto que para este fin basta con calcular sélo la expresién corres-
pondiente a la energia potencial U (q) del robot. El vector g (4) se obtiene finalmente de como

g (q) =dU (q) /oq [21].

La ley de control (2.79) requiere informacion sobre la posicion deseada g4 (t) y la velocidad desea-
da g4 (t), asi como medicién de la posicién g (t) y velocidad 4 (t) a cada instante. La Figura
muestra el diagrama de bloques correspondiente al control PD con compensacién de gravedad de
robots [21].

as -

Figura 2.11: Control PD con compensacién de gravedad

La ecuacién que describe el comportamiento en lazo cerrado se obtiene al combinar las ecuaciones

e73)y @79 21}

M(q)§+C(q,4)4+8(q) =KpGg+KvG+g(q), (2.80)

T
0 en términos del vector de estado [ qT [7T } :

d ‘7}:[ i 2.81
dt[q qd_M(’i)_l[Kp‘7+KV‘7_C(’7/’7)‘7] . 25D
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T
Una condicién necesaria y suficiente para que el origen [ g' [7T } = 0 € R?" sea equilibrio de la

ecuacion de lazo cerrado es que la posicién deseada g4 () satisfaga [21]:

M (qq) 4a + C(q94,494) 4a = O, (2.82)

o0 equivalentemente, que g4 (f) sea solucion de [21]

i{%

44
5 (2.83)

4 1 N [ —M (q4) " C (44, 4a) da

T
para cualquier condicion inicial [ g4 (0)T 44 (0)T ] € R?" [21].

Evidentemente, en el escenario donde la posicién deseada g4 (t) no satisfaga la condicién estable-
cida, entonces el origen no sera equilibrio de la ecuacién de lazo cerrado, y por lo tanto no podra
esperarse que se satisfaga cabalmente el objetivo de control de movimiento, es decir, llevar el error
de posiciéon 4§ (t) asintéticamente a cero. No obstante, puede conseguirse que asintéticamente el
error de posicion § (t) sea tan pequefio como se desee, a condicién de seleccionar las matrices K, y
K, suficientemente “grandes” [21].

T
Una condicién suficiente para que el origen [ gr qT ] = 0 € R?" sea el tinico equilibrio de
la ecuacién de malla cerrada es que la posicién articular deseada g4 sea un vector constante. El

desarrollo de la verificacién de la estabilidad del controlador en el sistema es desarrollada a conti-
nuacion [21].

Deseamos comprobar que el controlador funcionara en el sistema robético, es decir, que el sistema
tenga un punto de equilibrio estable después de incluir el controlador en serie en el lazo del robot.
En todo sistema donde deseemos realizar una accién de control, por definicién tendremos que el
error es la diferencia entre el estado retroalimentado y la referencia o valor deseado; en nuestro caso
la referencia es constante en el tiempo y tendremos por misién del control llevar dicho error a un
valor constante cero, en el menor tiempo posible.

La nueva ecuacion de lazo cerrado puede escribirse en términos del vector de estado [qT, qT} , que
incluye al error de posicién y a la velocidad articular como variables de estado, y como estados la
velocidad y la aceleracién articular, esta es descrita como:

dlq|_ —g
dt [ q} {Ml(q) [Kpd — Kvg — C(q,4) 4] (2.84)

la cual, debido a que g, es constante, representa una ecuacion diferencial auténoma. Como se puede
observar, la nueva ecuacién de lazo cerrado incluye términos del modelo dindmico y del controlador
propuesto.
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El paso siguiente es la determinacion de la existencia de un punto de equilibrio tinico; esta condicién
debe ser una premisa para poder realizar el andlisis de estabilidad ﬁ

$3)-Lrvomada-cooa - [3]
dt { q M~ (q) [Kpg — Ko — C(q,4) 4] 0 (2.85)
entonces
-4 =0 (2.86)
M~ '(q) [KpG — Kv§ — C(9,4)4] = 0 (2.87)

de la ecuacién (2.86)
—j=0&-T4=0<4=0

resolviendo la ecuaciéon (2.87):

M~'(q) [KpG —Kvg—C(q,4)4] = 0
Kpj — K,0— C(q,000 = 0 M(q) >0
kyf = 0= 4=0
= 44 =9

De la ecuacién anterior se obtiene un resultado interesante, la condicion de equilibrio para el error
es cuando g4 = ¢, esto quiere decir, que tenemos un punto de equilibrio tinico, el vector origen o

cero [ 7 4T ]T =0 R,

Para estudiar la estabilidad del origen como equilibrio, se emplea el metodo directo de Lyapunov
que ha sido presentado previamente. Especificamente, se empleard el Teorema 2| para demostrar
estabilidad del equilibrio (origen). Esta parte se basa en la propuesta de una funcién de energia,
donde esta funcién se propone por la técnica de moldeo de energia. Considérese la siguiente funcion
candidata de Lyapunov [21]:

.. ) 1. -
V(3,4) =K(q,4) + 53 Kpd (2.88)

donde K (g, 4) denota la energia cinética del robot. Claramente, la funcién V (4, 4) es una funcién
definida positiva en forma global y radialmente no acotada, ya que la energia cinética K (g, ) es
definida positiva en 4 y como por otro lado K, es una matriz definida positiva, entonces también la
forma cuadratica §' Kp4§ es una funcién definida positiva en §.

®La teoria de Lyapunov se basa en el estudio de la estabilidad del punto de equilibrio.
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La funcién candidata de Lyapunov puede expresarse como [21]:

van = (3118 wae-a ] (3]

1, 1,
=AM (q)d+ 57 Kpd, (289)

cuya derivada con respecto al tiempo es
V(§,q) =4"M(q)i 1 M i+ 4 K, 2.90
99) =14 (67)074‘2‘1 (9) 4+ q Kpq. (2.90)

Al sustituir M (g) § de la ecuacion de lazo cerrado (2.84) se simplifica a:

o s . - ~ . IR I R,
V(G4 = 4'M(a)M (q) [Ked —Ked = C(q,4) 4] + 54 M (9) 4+ 7 Kpf
T~ Tr s N % AP, St

= 4K — 4 Kvq—4'C(9,4)q+ 54 M(q)q — 7' Kpg

P Jra 1
= —4'Keg+ 54" [M(q) —2C(q,9)] 4
= —4' Kij

RHIEEIHE

donde se ha eliminado el término 4" BM (q) —C(q, q)} g en vista de la Propiedady se ha em-
pleado § = —4 ya que g4 es constante [21].

La funcién V (4, §) es entonces una funcién de Lyapunov en vista de que V (§,4) < 0 y en conse-
cuencia el origen es estable y las soluciones § (t) y 4 (t) estdn acotadas (Teorema [2) [21].

Debido a la autonomia con respecto al tiempo de la ecuacién de lazo cerrado (2.84), puede explo-
rarse la aplicacion del teorema de LaSalle (Teorema [5) para analizar la estabilidad asintética global
del origen [21].

Con este proposito, nétese que el conjunto Q viene dado por [21]:

Q = {xeRZ”:V(x):O},
R

= {ger™ j=0er™}. (2.92)
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Obsérvese que V (§,4) = 0 si y solo si § = 0. Para que una solucién x (t) pertenezca a Q para todo
t > 0, es necesario y suficiente que 4 (t) = 0 para todo ¢ > 0. Por lo tanto, también debe satisfacer
que § (t) = 0 para todo t > 0. Tomando esto en consideracién, de la ecuacién de lazo cerrado (2.84)
se concluye que si x () € Q para todo t > 0, entonces [21]]:

M (qq—q(t) " Kpd (t) =0, (2.93)

T
significando esto que § (t) = 0 para todo t > 0. Por lo tanto, [ g0 4(0)7 } =0 € R™es
la tinica condicién inicial en Q para la cual x (t) € Q para todo t > 0. Luego, de acuerdo con el
teorema de LaSalle (Teorema |5), esto basta para garantizar estabilidad asintética global del origen

[T 47 ] =0eR> 1]

Como resultado, se afirma que:

tlggoq(t) = 0, (2.94)
tlggoq(t) = 0, (2.95)

es decir, que se verifica el objetivo de control de posiciéon pura [21].

2.6. Generacion de trayectorias

Para definir una trayectoria espacial y temporal de un robot, existen dos formas basicas para espe-
cificar el movimiento [23]:

» Suministrando puntos consecutivos e ignorando la trayectoria espacial que describe el robot
entre cada dos puntos [23].

» Especificando el camino que debe unir los puntos mediante una determinada trayectoria, tal
como la linea recta o un circulo, que debe describir el robot en el espacio de trabajo [23].

La primera alternativa, denominada tradicionalmente control punto a punto, sélo tiene interés préc-
tico cuando los puntos estan suficientemente separados ya que, en caso contrario, la especificacion
seria muy laboriosa. Por otra parte, los puntos tampoco deben de estar muy separados ya que
entonces corren el riesgo de que se generen movimientos imprevisibles o no controlados. En es-
te control punto a punto el sistema de control automatico del robot debe realizar la interpolacion
entre los puntos especificados, de forma tal que, posteriormente, sea posible realizar el control de
movimientos para que el robot pase por dichos puntos [23]].

La segunda estrategia se denomina tradicionalmente control de trayectoria continua. En este caso,
el sistema de control debe hacer que el robot reproduzca lo més fielmente posible la trayectoria
especificada [23].
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La especificaciéon del movimiento puede involucrar o no restricciones temporales. En los robots ma-
nipuladores esta especificaciéon temporal es muy usual, dando lugar a condiciones sobre la veloci-
dad y aceleraciéon con que deben ejecutarse los movimientos. No debe olvidarse que las trayectorias
generadas deben tener buenas propiedades con vistas a su ejecucién por el robot. Por consiguien-
te, es necesario tener en cuenta, directa o indirectamente, las restricciones cineméticas y dindmicas
involucradas. En general, las trayectorias deben ser suaves, lo que implica restricciones sobre las de-
rivadas. Normalmente se exigen que al menos la primera derivada sea continua, pudiendo exigirse
también la continuidad en derivadas de orden superior [23].

Se recuerda que el problema de la generacién de trayectorias debe resolverse en tiempo real. Por
tanto, se trata también de que la generacién de las trayectorias sea computacionalmente eficiente.
En robots manipuladores, la generacion de trayectorias articulares suele realizarse en tiempos del
orden de los milisegundos o decenas de milisegundos [23].

2.6.1. Técnicas basicas de interpolacién

La generacion de trayectorias hace necesario considerar al menos la continuidad de la primera de-
rivada. Por consiguiente, las restricciones son [23]]:

p(d) = po (2.96)
p(Ar) = ps (2.97)
r' (M) = pi (2.98)
r'(Ar) = p} (2.99)

donde A es el pardametro. Para que se cumplan estas restricciones, se necesita un polinomio de al
menos grado tres (ctibico) [23]:

(A) = ag+ mA+ arA? + azA3 (2.100)
p'(A) = ay+2axA+3a3A° (2.101)
p” (A) = 2ap+6azA (2.102)

Por lo tanto, se tienen cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas que son los pardmetros ag, a1, a2 y
as [23].

Suponiendo Ay = 0, las ecuaciones son [23]:

Po ag (2.103)
pr = ao+mAs+ azAJ% + ag)\]% (2.104)
Py = m (2.105)
P a1+ 2a3As + 3azA; (2.106)
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Resolviendo, se obtiene:
ao po (2.107)
a Po (2.108)
3 2, 1,
a = — (pr—po) = —Po— P (2.109)
Az AP0 A PE
2 1
az = 3 (Pf —po) + 2 (P} - p6> (2.110)

f f

Si se desea tener en cuenta restricciones en derivadas de orden superior a uno, es necesario incre-
mentar el orden del polinomio. En particular, se emplean polinomios de grado cinco para especificar

también la segunda derivada [23]:

A)=ayg+ a A+ az/\z + a3/\3 + u4)\4 + a5)\5
p

En este caso, suponiendo Ay = 0, las condiciones son [23]:

Po
Pr
Po
4
Py
Py

aop

ap + a17\f + azA} + ag)\? + a4)\j’é + a5}\J5f
a1

a; +2axAs + 3a3/\} + 4a47\; + 5a5)\;
2a;

2a; + 6azAf + 12a4A7 + 20asA?

(2.111)

(2.112)
(2.113)

(2.114)
(2.115)

(2.116)
(2.117)

Estas restricciones especifican un sistema lineal de seis ecuaciones con seis incégnitas, cuya solucién

es [23]:

ap
ay

a, =

as =

as, =

as —

Po
Po

14
Po

2

20p — 20po — (8p) +12p)) Ap — (391 — Pl ) A2

30p0 — 30py + (149 + 169} ) A+ (3pl) —2p7) 12

3
2)\f

12pf —12po — (6p +6ph) Ar — (p§ — p}) 12

1
2/\f

5
2Af

(2.118)
(2.119)

(2.120)

(2.121)

(2.122)

(2.123)
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Las ecuaciones anteriores pueden aplicarse de forma recurrente para definir una curva por tramos
considerando puntos de paso [23]. Si el pardmetro A es el tiempo, la primera y segunda derivada
corresponden a la velocidad y aceleracién. Estas restricciones sobre velocidad y aceleracién son
frecuentes en la generacion de trayectorias para manipuladores robéticos [23].

2.6.2. Trayectorias articulares para manipuladores robéticos

Una trayectoria es una funcién de tiempo g (t) tal que g (to) = Ginit ¥ 4 (tf) = Gfinar- En este
caso, tf — to representa la cantidad de tiempo necesario para ejecutar la trayectoria. Dado que la
trayectoria estd parametrizada por el tiempo, podemos calcular velocidades y aceleraciones a lo
largo de las trayectorias de la diferenciacion [24]. Un algoritmo de planificacién de la trayectoria no
suele dar el mapa de trayectoria; se le dara sélo una secuencia de puntos (llamado puntos via) a lo
largo de la ruta. Una manera de que la ruta podria ser especificada como se muestra en la Figura
(2.12), donde el movimiento deseado simplemente se registra como un conjunto de angulos de las
articulaciones (en realidad como un conjunto de valores de encoder) y el robot se puede controlar
por completo en el espacio articular [24].

Via
puntos
Configuracion .ﬂ"‘ "“)(
inicial
Obstaculo ’
- Obstaculo
\ Configuracion
X.f"‘"—"\. final

B

Figura 2.12: Puntos via para planificar el movimiento alrededor de los obstéculos.

En este estudio de planificacion de trayectorias se considerara el movimiento punto a punto con el
tin de determinar una funcién suave de interpolacion para cada articulacion [24].

2.6.3. Trayectorias de movimiento de punto a punto

Como se describié anteriormente, el problema aqui es encontrar una trayectoria que conecta una
configuracion inicial a una configuracion final al tiempo que satisface otros restricciones especifica-
das en los puntos extremos (por ejemplo, restricciones de velocidad y /o aceleracion). Sin pérdida de
generalidad, vamos a considerar la planificacion de la trayectoria para una sola articulacién, ya que
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las trayectorias para las articulaciones restantes se creardn de forma independiente y exactamen-
te de la misma manera. Por lo tanto, vamos a preocuparnos por el problema de la determinacién
de g (t), donde g (t) es una variable conjunta escalar. Né6tese que todas las articulaciones deben
alcanzar los puntos de paso al mismo tiempo [24].

Suponiendo que en el tiempo t( la variable articular satisface [24]

q(to) = 4o (2.124)

q(to) = 0y (2125)
y deseamos tener los valores en ¢ [24]

q(tp) = ay (2.126)

g(tf) = vy (2.127)

la Figura (2.13) muestra una trayectoria idénea para este movimiento. En adicién, podriamos querer
especificar las condiciones de la aceleracién inicial y final. En este caso tenemos que agregar dos
ecuaciones [24]

q(to) = ao (2.128)
q(ty) = af (2.129)

35}

30

25}

20F

Angulo (grados)

15

‘2 2:5 3 3t5 4
Tiempo (seg)

Figura 2.13: Trayectoria tipica del espacio articular.
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2.6.3.1. Empleo de polinomios ctbicos

Supongamos que se desea generar una trayectoria entre dos configuraciones, y que deseamos espe-
cificar las velocidades de inicio y fin de la trayectoria. Una forma de generar una curva lisa tal como
el mostrado en la Figura es por una funcién polinémica de t. Si tenemos cuatro restricciones
para satisfacer, como (2.124) — (2.126)), se requerird un polinomio con cuatro coeficientes indepen-
dientes que se pueden elegir para satisfacer dichas restricciones. Por lo tanto consideramos una
trayectoria ctbica de la forma [24]:

g (t) = ag + ait + art* + azt® (2.130)

Entonces la velocidad deseada es dada como [24]:

g (t) = aj + 2ast + 3azt? (2.131)

Combinando las ecuaciones (2.130) y (2.131) con las cuatro limitaciones produce cuatro ecuaciones
con cuatro incégnitas [24]:

qo = ao+aity+ azt% + agtg (2.132)

vo = a1+ 2axty+ 3ast? (2.133)
0

qr = ao+ altf + azt% + a:;t? (2.134)

vr = ai+2asts+ 3ast? (2.135)
f f f

Estas cuatro ecuaciones se pueden combinar en una sola ecuacién matricial [24]

1ty t3 tgz a 70

0 1 2t 3t

1t t20 t30 M= (2.136)
foty Iy az qf

0 1 2tf 3t7] | a3 of

La ecuacion (2.176) siempre tiene una solucién tnica proporcionando un intervalo de tiempo dis-
tinto de cero es permitido para la ejecucion de la trayectoria [24].

Por consiguiente, si las restricciones son [23]]:

q(0) 40 (2.137)
q (tf) = qf (2.138)
§g@O) = 0 (2.139)
g (tf) 0 (2.140)
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Obsérvese que se trata de un movimiento que termina pardndose en t; (velocidad final nula). Los
coeficientes del polinomio vienen dados por [23]:

ap = 4qo (2.141)
ap = 0 (2.142)
3
a, = t—z(l]f—q()> (2.143)
f
2
a3 = —t—3(‘1f—'10) (2.144)
f

2.6.3.2. Empleo de polinomios ctibicos con puntos de paso

Se trata del método que permite especificar movimiento, sin necesidad de pararse. En los puntos de
paso se tendra velocidades conocidas (no nulas) que corresponden a un paso sin parar [23,24]:

4(0) = 4o (2.145)
q(tf) = gy (2.146)

Es decir, igual que en caso anterior pero con velocidades no nulas. Las ecuaciones son las mismas
que se plantean en el apartado (2.6.1). Por tanto, la solucién viene dado por [23,24]:

ap = 4qo (2.147)
a; = "70 (2.148)
3 2 1
_ S p gy 2, L 2.149
a; 2 (45— 90) 40— 7 ds (2.149)
2 1, .
a3 = —t—g(qf—qo)+t—2(qf+qo) (2.150)
f f

Considere una trayectoria articular compuesta por dos tramos, con dngulo inicial q¢, angulo de paso
g» y angulo final g¢. El primer tramo cubico viene dado por [23}24]

q=aip+ant+ a12t2 + a13t3 (2.151)

y el segundo por

q = ayy + axt—+ a22t2 + a23t3 (2.152)

Sean tf1 y tr; los tiempos de finalizacién de los dos tramos.
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En este caso, pueden plantearse las ecuaciones [23|24]:

qo = a (2.153)
qv = ajo+ alltfl + alztjzcl + algticl (2.154)
o = a (2.155)
qr = ax + u21tf2 + azztjzrz + a23t]3c2 (2.156)

Ademds, la velocidad inicial en el primer tramo y la final en el segundo son nulas y, por tanto [23,24]

0 = an (2.157)
0 = ay +2aptpH+ 3u23t]%2 (2.158)
Por otra parte, la velocidad final del primer tramo debe ser igual que la inicial del segundo [23,24]

a + 2a12tf1 + 3a13t]2c1 = an (2.159)

Asimismo, se considera la continuidad de la aceleracién. Por tanto, la aceleracién final del primer
tramo debe ser igual que la aceleracién inicial del segundo [23}24]:

2a1p + 6a13tf1 = ay (2.160)

Se tiene un problema con ocho ecuaciones y ocho incognitas cuya solucion para ty1 = tp = iy
es [23,24]:

a1 = 4o (2.161)
alr = 0 (2.162)
129, —3g, — 9
a = 4th 10 (2.163)
]
84y +3q,+5
4y = —2° 4th 70 (2.164)
f
an = 4o (2.165)
395 — 3490
4y = fT (2.166)
—124, +6q¢ + 6
4y = 4t2qf 10 (2.167)
¥
84 — 5 — 3
4y = ;{ 10 (2.168)

f
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2.6.3.3. Empleo de polinomios de orden superior

Una discontinuidad en la aceleracién conduce a un impulsivo sacudido (el derivado de la acele-
racion se llama impulso), que pueden excitar modos de vibracién en el manipulador y reducir la
precision de seguimiento. Por esta razén, se puede desear para especificar las restricciones sobre
la aceleracion, asi como sobre la posicién y velocidad. En este caso, tenemos seis limitaciones (una
para posicion inicial y final, velocidad inicial y final, y las aceleracién inicial y final). Por lo tanto se
requiere un polinomio de quinto orden [24]:

o= ap+ ait+ a2t2 + a3t3 + a4t4 + u5t5 (2.169)
q

Utilizando (2.124) — (2.129) y teniendo el nimero apropiado de derivados se obtienen las siguientes
ecuaciones [24]

go = ao+ ayty+ axtd + aztd + asty + ast] (2.170)
vo = aj+ 2aatg + 3ast] + dast] + Sast] (2.171)
ay = 2ap+6asty+ 12a4t3 + 20ast] (2.172)
qgr = ao+u1tf+a2tjzc+ag,tfc+a4tj%+a5t? (2.173)
vf = a1+2ayts +3a3t; + 4a4t} +5ast} (2.174)
af = 2ap+6asts+ 12a4tj% + 20171553r (2.175)

puede ser escrito como [24]

2 3 4 57 - - _ -

1
ap qo
8 (1) 22t0 2% 14;82 25(;%3 o o
t t t
A S R 2.176)
3
2 3 4
0 1 2tf 3tf 4tf 5tf ay v
0 0 2 oty 12t 20t3] L 45 ] [ af |
Sea el caso donde las condiciones son [24]:
qo = 4ao (2.177)
a5 = ao+a1tf+azt]%+a3t}+a4tj%+a5t§ (2.178)
vg = v(0)=a (2.179)
v = u1+2a2tf+3a3t]2c+4a4tf,—|—5a5tjf (2.180)
o = «a(0)=2a (2.181)

ar = 2ap+6asts+ 12u4tJ2c + 20a5tj§ (2.182)
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Estas restricciones especifican un sistema lineal de seis ecuaciones con seis incégnitas cuya solucién
es [24]

apg = 4o (2.183)

a; = 70y (2.184:)
(¢

a = 70 (2.185)
20q5 — 20g0 — (8vf + 1209) tr — (3ap — oxf) 15

a; = o f (2.186)

f

3040 — 30qs + (14vs + 1609) tr + (3ag — 20xf) £

ay = o f (2.187)

f

12qf — 12(]0 — (6’0f + 6’00) tf - ((XO - (Xf) tz

a5 — 25 f (2.188)

Enla generacion de la trayectoria se puede hacer el uso de un solo polinomio de alto orden para toda
la trayectoria, o el uso de polinomios de bajo orden para los segmentos de trayectoria adyacentes
a través de puntos. En la segunda opcién para la generacién de trayectoria, estos polinomios a
veces referidos como la interpolacién de polinomios o mezcla de polinomios, se debe que tener
cuidado de que las restricciones de continuidad (por ejemplo, en la velocidad y la aceleracién) se
satisfacen en los puntos intermedios, al cambiar de un polinomio a otro, es decir, una secuencia de
movimientos se puede planificar el uso de la férmula mediante el uso de las condiciones finales g s
v del movimiento de orden i como condiciones iniciales para el i + 1- enésimo movimiento [24].

2.7. Biomecanica basica de la marcha humana

La locomocién bipeda, o marcha, es una tarea funcional que requiere interacciones complejas y
coordinacién entre la mayoria de las grandes articulaciones del cuerpo, particularmente de las ex-
tremidades inferiores. Esta tarea fundamental ha sido objeto de estudio por cientificos durante va-
rios siglos, tanto respecto a la descripcién de los movimientos tipicos del cuerpo como respecto a las
condiciones patolégicas e intervenciones terapéuticas. El andlisis y entrenamiento de la marcha en una
forma u otra es un tema principal de la préactica de fisioterapia y de medicina en la rehabilitacién. A
medida que los avances tecnoldgicos se hacen mas sofisticados y accesibles, los analisis biomecéani-
cos detallados de la marcha pueden desarrollarse cada vez méas en una clinica. Esto significa que la
biomecanica de la marcha necesita ser mas ampliamente comprendida tanto por clinicos como por
investigadores.
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A continuacion se resumen las caracteristicas anatémicas de las grandes articulaciones de los miem-
bros inferiores y el tronco, describiendo las fases de la marcha de adultos sanos en los planos: frontal
(coronal o longitudinal), sagital y transversal (horizontal) (Figura|2.14) [25].

eje vertical

|c|na

eje frontal fru:sverso
{rotacién)

plano

sagital
(Rexion/
extension)

[

Figura 2.14: Planimetria del cuerpo humano.

plano frontal
(abduccion /

aduccion)

2.7.1. Consideraciones anatémicas

2.7.1.1. Cadera

Durante la marcha, el movimiento de la cadera tiene lugar en los tres planos: la flexién—extension
tiene lugar en el plano sagital; la aduccién—-abduccién tiene lugar sobre el plano frontal; y las rota-
ciones interna y externa sobre el plano transverso (Figura 2.15).

Rotacion Rotacién
Externa interna

Flexién Extension Abduccion Aduccion

Figura 2.15: Movimientos de la articulacién de la cadera

Aunque los movimientos de flexién—extensiéon son los de mayor amplitud, los movimientos en los
otros dos planos son notables y consistentes dentro de y entre diferentes individuos. Ademads, las al-
teraciones en cualquier de los tres planos de movimiento pueden causar desviaciones problemaéticas
del tipico patrén de marcha en la cadera y en otras articulaciones.



66 Conceptos preliminares

En el plano sagital, el rango de movimiento de flexién es de 0° a aproximadamente 140° y el rango
de extension va de 0° a 15° como se puede observar en la Figura (2.16), donde las letras C, Ry T
corresponden a las articulaciones de cadera, rodilla y tobillo respectivamente [25].

A . t
\ 140130

1 -
| Flexién

o S -

Figura 2.16: Rango de flexién—extensién de la cadera

2.7.1.1. Rodilla

En el caso de la rodilla, son también posibles tres grados de libertad de rotaciéon angular durante
la marcha. El movimiento principal es la flexion—extensioén de la rodilla en el plano sagital, en este
plano, el movimiento desde la extensién completa a la flexién completa de la rodilla va de 0° a los
140° aproximadamente, aunque hay casos en que se presenta un leve movimiento de hiperextension
de 10° como maximo (Figura [2.17). También pueden realizarse la rotacién externa e interna de la
rodilla y la aduccién—abduccién en el plano frontal, pero con menos consistencia y amplitud entre
individuos sanos debido a restricciones del tejido blando y del hueso a estos movimientos [25].

Hiperextension : 10°

Figura 2.17: Rango de flexién—extensién de la rodilla
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2.7.1.3. Tobillo

El movimiento del tobillo esta limitado por la morfologia de la articulacion tibioperonea—astragalina,
que permite s6lo la flexiéon plantar (extension) y la dorsiflexion (flexién), donde las mediciones
muestran un movimiento normal de 10° a 20° de flexién dorsal y de 40° a 55° de flexién planar
(Figura [2.18). Aunque frecuentemente se modela en el anélisis de la marcha como un segmento
rigido, se necesita el pie para actuar tanto como una estructura semirrigida (como un resorte durante
la transferencia de peso y como un brazo de palanca durante el despegue) o como una estructura
rigida que permite una estabilidad adecuada para mantener el peso del cuerpo [25].

c ®

Dorsiflexion

10°-20°

40°-55°

Plantar flexion

Figura 2.18: Rango de flexion—extensién del tobillo

2.7.1.4. Tronco

La pelvis y el térax pueden ser considerados por separado o como una unidad rigida que compren-
de la cabeza, las extremidades superiores y el tronco (pelvis y térax) [25].

2.7.2. Ciclo de marcha

La locomocion bipeda es una actividad ciclica consistente en dos fases para cada miembro, la fase
portante y la fase oscilante. La marcha es mas o menos simétrica con respecto al movimiento angular
de las principales articulaciones, a los patrones de activacién muscular, al comportamiento en carga
de las extremidades inferiores y como resultado, es eficiente trasladando el centro de gravedad
del cuerpo en todas las direcciones de locomocién. Un ciclo de marcha completo se define por la
realizacién secuencial de una fase portante y oscilante de una extremidad o como un paso (Figuras

R19y[20).
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Los limites de un paso pueden ser delimitados por un hito especifico de la marcha (por ejemplo,
contacto inicial) en un miembro hasta la siguiente realizaciéon del mismo hito en el miembro homo-
lateral [25]].

Zancada/ciclo

< >
DD CTI DDI CTI

oscilante | | portante | oscilante |

portante D oscilante D portante D

60% 40%
CTD DDD CTD DDD

Zancada/ciclo

Figura 2.19: Diagrama esquematico de la secuencia temporal del ciclo de marcha.

Del diagrama esquematico de la Figura2.19muestra completamente la zancada derecha (barras gri-
ses) e izquierda. CT, contacto inicial del talén; DD, despegue de los dedos, D, derecha; I, izquierda.
Las éreas de solapamiento entre CT y DD representan los periodos de apoyo bipodal, que coinciden
con la aparicién de la pre—oscilacién en el miembro atrasado y la respuesta a la carga en el miembro
adelantado. En el caso de la zancada derecha, el inicio del apoyo bipodal (que dura aproximada-
mente 10 % del paso) tiene lugar desde el CTD al DD], y el final del apoyo bipodal (permanente al
10 % de la zancada) tiene lugar desde el CTI hasta DDD [25].

fase portante portante final oscilacion

Do

Parte media de la | Fase

Parte media de la
oscilacion

ool CTl

Oscilacion final

| Oscilacion inicial

Figura 2.20: Diagrama esquematico de la secuencia del ciclo de marcha.
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El diagrama esquematico de la secuencia espacial del ciclo de marcha de la Figura muestra
la fase portante en la pierna derecha y la fase oscilante en la pierna izquierda. TC, talén/contacto
inicial; DD, despegue de los dedos, D, derecha; I, izquierda. La fase portante se define por dos
limites CT y DD, y se descompone en cuatro periodos, respuesta a la carga (pie plano) (del 0 al
10 % de la zancada), parte media de la fase portante (del 10 % al 30 % de la zancada), fase portante
tinal (desde 30 % al 50 % de la zancada), y la pre-oscilacién (del 50 % al 60 % de la zancada). La fase
oscilante se define por dos limites, DD y CT, y se descomponen en tres periodos, la oscilacién inicial
(desde el 60 % al 70 % de la zancada), la parte media de la fase de oscilacion (desde 70 % al 85 % del
paso) y la fase oscilante final (desde 85 % al 100 % del paso). A continuacién se darad una explicacién
mas detallada de las fases del ciclo de marcha [25].

La fase portante abarca el 60 % de la zancada y consta de dos periodos de doble apoyo del miembro
(inicial y final), cuando el pie contralateral estd en contacto con el suelo, y de un periodo interme-
dio de apoyo unipodal, cuando el miembro contralateral estd inmerso en la fase oscilante. La fase
portante se puede descomponer en seis hitos o periodos. El contacto inicial o contacto del talon se
define como el instante en el que el pie contacta con el suelo. La respuesta a la carga es un interva-
lo durante el cual la planta del pie toma contacto con el suelo y el peso del cuerpo recae sobre el
miembro en carga. El periodo de respuesta a la carga coincide con el fin del doble apoyo inicial de
los dos miembros aproximadamente en el 10 % o 12 % del paso. La parte media de la fase portante
es el periodo durante el cual la tibia rota sobre el pie fijo en la direccién de locomocién. El comienzo
de esta parte media de la fase portante coincide con el apoyo unipodal y dura aproximadamente
el 10% o 30 % del paso. La fase portante final es el periodo durante el cual el peso del cuerpo es
transferido desde las regiones del retropié y mediopié hacia el antepié. Tiene lugar desde el 30 %
hasta el 50 % del paso y coincide con el inicio del apoyo bipodal final. La parte previa a la fase os-
cilante tiene lugar simultdneamente con el final del doble apoyo y dura desde aproximadamente el
50 % hasta el 60 % del paso. Durante esta fase previa, el peso es transferido al miembro contralateral
como preparacion a la fase oscilante. El final de esta parte previa a la fase oscilante corresponde al
despegue del suelo de los dedos en el momento en que el pie pierde contacto con el suelo, por lo
tanto delimita el comienzo de la fase oscilante [25].

La fase oscilante comprende el 40 % del ciclo de marcha y se descompone en tres periodos. El inicio
de la fase oscilante dura aproximadamente desde el 60 % hasta el 73 % del paso (aproximadamente
un tercio de la fase oscilante), desde el despegue de los dedos hasta que el pie oscilante esta a la
misma altura que el pie portante. La mitad de la fase oscilante termina cuando la tibia del miembro
oscilante se orienta verticalmente y dura desde el 73 % al 87 % del paso. La fase oscilante final dura
desde el 87 % al 100 % del paso y termina en el momento del contacto inicial [25].

2.7.3. Cinematica angular

Esta discusion se centra en los desplazamientos articulares angulares alrededor de los ejes de mo-
vimiento del miembro inferior principal y de los segmentos axiales (Figura durante la marcha
en terreno llano. En relacién al presente trabajo los movimientos con mayor importancia son los que
se realizan en el plano sagital, debido a la configuracion del sistema bipedo a simular, dependiendo
del rango en que se encuentran estos movimientos son conocidos como flexién y extensiéon para
cada articulacion.
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Las Figuras (Las lineas continuas indican los valores medios sobre el curso de una sola
zancada y las lineas discontinuas indican 90 % del intervalo calculado), muestran ejemplos de des-
plazamientos angulares en estos segmentos de movimiento durante el transcurso de una zancada
sobre terreno llano en una poblacién adulta sana de 15 a 35 afios de edad que presentaron rangos
de valores para los pardmetros de tiempo—distancia de la marcha a una velocidad de marcha libre
mostrados en la Tabla 2.1][25].

Etapa Rango Unidades
Zancada o ciclo de tiempo | 1.00 a 1.200 m/s
Zancada o ciclo de longitud | 1.20 a 1.900 m
Longitud del paso 0.56 a 1.100 m
Anchura del paso 7.70 2 9.600 cm
Cadencia 90.0 a 140.0 | pasos/minuto
Velocidad 0.90 a 1.800 m/s

Tabla 2.1: Rango de valores normales (Pardmetros de tiempo-distancia).

2.7.3.1. Cadera

En el contacto inicial, la cadera esta flexionada aproximadamente 30°. A lo largo de la fase portante
final, la cadera se extiende hasta que alcanza aproximadamente 10° de extension. Durante la fase
pre—oscilante y a lo largo de la mayoria de la fase oscilante, la cadera se flexiona hasta aproxima-
damente 35°, y entonces comienza a extiende justo antes del siguiente contacto inicial mientras el
miembro inferior se extiende para situar el pie en el suelo, (Fig.[2.2TA) [25].
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Figura 2.21: Desplazamientos angulares de la cadera.

La cadera se sittia en posicién neutra con respecto a la aduccién—-abduccién en el contacto inicial
(Fig.[2.21B). Para el final del apoyo bipodal inicial o al inicio de la parte media de la fase portante,
la cabeza alcanza su maxima posiciéon de aduccién, aproximadamente 5°. A lo largo del resto de la
fase portante, la cadera se abduce hasta aproximadamente 10° en el despegue de los dedos, entonces
repentinamente aduce a lo largo de la fase oscilante preparando el siguiente contacto inicial [25].
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Los movimientos rotacionales de la cadera son més variables entre individuos durante la marcha
(Fig.[2.21[C). En el contacto inicial, la cadera esta rotada externaente aproximadamente 5° y perma-
nece asi a lo largo de la respuesta a la carga y en ele inicio de la parte media de la fase oscilante.
Comienza a rotar internamente hasta situarse a 2° de la rotacién neutra en la mitad de la fase por-
tante terminal, entonces invierte su direcciéon y rota externamente, a medida que el talén comienza a
elevarse, hasta su pico de 15° de rotacioén externa durante la fase oscilante inicial. Cuando el miem-
bro oscilante pasa la extremidad inferior contraria portante, durante la mitad de la fase oscilante,
su cadera rota internamente hasta tres grados respecto la posicién neutra, luego oscila entre 3° y 5°
de rotacion externa durante la fase terminal oscilante. Excepto quizds en un pequefio periodo du-
rante la mitad de la fase oscilante terminal, la cadera nunca llega a una posiciéon de rotacién interna
durante la marcha [25].

2.7.3.2. Rodilla

En el contacto inicial, la rodilla esta casi totalmente extendida, entonces gradualmente se flexiona
hacia su pico de flexiéon de aproximadamente 20 % en la fase de apoyo, durante el inicio de la
parte media de la fase portante (Fig.[2.22]A). Durante la tltima porcién de la parte media de la fase
portante, se extiende otra vez casi completamente, y entonces se flexiona hasta aproximadamente
40 % durante la fase pre-oscilante. Inmediatamente tras el despegue de los dedos, la rodilla continua
flexionando hasta su pico de flexién de 60 % a 70 % en la mitad de la fase oscilante, entonces se
extiende otra vez para el siguiente contacto inicial [25].
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Figura 2.22: Desplazamientos angulares de la rodilla.

En el plano de movimiento de la aduccién—-abduccién, la rodilla es bastante estable durante la fase
portante debido a la presencia de restricciones 6seas y ligamentosas en la posicion relativamente
extendida de la rodilla. El alineamiento esquelético individual desempefia un papel principal en los
movimientos de aduccién—-abduccién de la rodilla. En la muestra normal presentada en la Figura
en la que predominan los hombres (25 hombre/29 sujetos), la rodilla permanece en una leve
posicion de aduccién a lo largo de la fase portante pero flucttia solo con un margen de 2° 6 3°
respecto a la posicion neutra. Durante la fase pre-oscilante y en el inicio de la misma, mientras
el peso trasladado hacia el miembro contrario, la rodilla puede abducirse hasta 10°, pero luego
recupera su posicion de aduccién en la fase oscilante terminal [25].
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La rotacién interna y externa alrededor de la rodilla durante la marcha, como en el caso de la
aduccién—-abduccién, estd determinada principalmente por mecanismos 6seos y ligamentosos y es
variable entre individuos. Aunque el rango de desplazamiento sean relativo, los patrones globales
de movimiento deberian ser similares [25]. En la muestra normal (25 hombres /29 sujetos) represen-
tada en la Figura[2.22C, la rodilla se mantiene en una posicion de rotacion externa a lo largo de la fase
portante y fluta entre 10° y 20°. Los movimientos rotacionales sobre la rodilla estdn fuertemente
acoplados con los movimientos de flexion y extensién. Una comparacién de la Figura2.22A-C ilus-
tra que durante los periodos en que la rodilla estd flexionando, también rota internamente; mientras
que en los periodos en que la rodilla estd extendida, también hace rotacién externa [25].

2.7.3.3. Tobillo

En el contacto inicial, la articulacién del tobillo estd en posicién neutra o ligeramente en flexién plan-
tar de 3° a 5° (Figura [2.23). Desde el contacto inicial hasta la respuesta a la carga, el tobillo realiza
flexién plantar (es decir, extiende) hasta un méximo de 7° mientras el pie desciende hacia la superfi-
cie de apoyo. A lo largo de la parte media de la fase portante, el tobillo hace flexién dorsal (es decir,
se flexiona) hasta un maximo de 15° mientras la extremidad inferior rota anterior y medialmente
sobre la extremidad inferior de apoyo. Durante la fase portante terminal y la pre—oscilante, el tobillo
hace flexién plantar hasta aproximadamente 15° mientras que el peso del cuerpo se transfiere hacia
el miembro contralateral. Inmediatamente tras el despegue de los dedos, el tobillo hace una rapida
dorsiflexién hacia la posicion neutra para lograr la elevacion de los dedos y luego puede flexionar
plantarmente durante la fase oscilante terminal como preparacion para el contacto inicial [25].
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Figura 2.23: Dorsiflexién (flexién) y flexion plantar (extension) del tobillo.

Tronco y pelvis

En el contacto inicial, la pelvis bascula anteriormente aproximadamente 7° (Figura 2.24A, abajo)
rota hacia delante aproximadamente 5° (Fig.[2.24[C, abajo), y no hay asimetrias de derecha a izquier-
da. Durante la respuesta a la carga, la pelvis bascula hacia arriba en el lado del miembro portante
hasta un maximo de 5°, entonces recupera la basculacién neutra en el siguiente contacto inicial del
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miembro oscilante (Fig.[2.24B, abajo). Durante la fase portante, la pelvis rota hacia atras en el lado
del miembro portante y bascula anteriormente (parte inferior de Fig. C y B, respectivamente).
La excursién total de la inclinacién anteroposterior es aproximadamente 5°; para la inclinacién la-
teral, aproximadamente 10°; y para la rotacién anterior y posterior; aproximadamente 10° [25]. El
movimiento del tronco durante la marcha es contrario en direccién, o fuera de fase, respecto al mo-
vimiento de la pelvis (Fig. A-C, arriba). Por ejemplo, en el contacto inicial, el tronco rota hacia
atrds aproximadamente 3° mientras la pelvis rota hacia delante aproximadamente 5°. Las amplitu-
des de los desplazamientos angulares del segmento del tronco, como se refleja en el movimiento
de la cintura escapular, son levemente atenuados en comparacién con los movimientos de la pelvis,
como puede ser facilmente apreciado comparando la representaciones de arriba (tronco) y abajo

(pelvis) en la Figura [25].
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Figura 2.24: Rotacién angular del tronco y la pelvis .

2.8. Conclusiones

La simulacién de cualquier sistema fisico siempre esta acompafiada de un estudio previo a su desa-
rrollo, conocer el sistema matemdaticamente y su evolucién durante diferentes escenarios nos per-
mite saber con cierta probabilidad como el sistema se desempefiard. La estabilidad en un sistema
robético con la ley de control aplicado es fundamental para garantizar el movimiento deseado. Fi-
nalmente, la definicion de la tarea a ejecutar por parte del sistema robético nos permite determinar
las posiciones y trayectorias deseadas a través de métodos mateméticos que mayor nos convenga,
segun los estdndares definidos del objetivo a conseguir por parte de la simulacion.






Capitulo 3

Modelado matematico

Después de una breve introduccién sobre las investigaciones de los robots bipedos y sus aportaciones en la
rehabilitacién, seguido de una revisién tedrica de conceptos de robética necesarios para el proceso de la tesis;
a continuacioén, en el presente capitulo se desarrolla los modelos matematicos del sistema bipedo propuesto.

3.1. Descripcidon del sistema bipedo propuesto

De manera general, el sistema bipedo esta formado por dos sub—sistemas, cada uno representa una
de las piernas: el sub-sistema de la pierna derecha (SPD), y el sub-sistema de la pierna izquierda
(SPI). En su totalidad, el sistema esta compuesto por 7 eslabones rigidos que son enumerados como
se observa en la Figura (3.1).

SPI
uniéon 4

Ya

Zo

SPD

Eslabén 0
9} Xg

” ¥
unién 1 /
Z

= uniéon 5
¥
Fe Vs

0 X5

union 2 Y~
- Yz
£2 Eslabén 5
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O

/ unién 6
Eslabén 6 <76 |X6\){?\
'93 Zef XE’/f>
unién 3 ¥, 5 Xef
<Z3 "3\j

Z3f " Xaf

Figura 3.1: Composicién del robot bipedo.
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Se considera como eslabon 0 el que representa la cadera y en la que se unen los dos sub—sistemas, el
SPD y el SPI. Por consecuencia se tiene una base comtn para ambos sub—sistemas. Los eslabones 1,
2y 3 componen el sub-sistema de la pierna derecha, y los eslabones 4, 5 y 6 forman el sub—sistema de
la pierna izquierda. En cada pierna, existen 3 articulaciones del tipo rotacional. El sistema bipedo
estd formado por 6 grados de libertad. La posicién y orientacién de los pies son definidos como
efectores finales con respecto al sistema de coordenadas base (xg, Yo, z9) que se localiza en medio
del eslab6n 0, ver Figura (3.1).

Para la obtencién de los modelos matematicos del sistema bipedo se realiza el analisis de los sub—
sistemas SPI y SPD de manera individual. Después, se acoplan los modelos obtenidos de ambos
sub—sistemas para obtener el modelo dindmico general del sistema bipedo completo. Esta forma de

analizar el sistema es un método ampliamente usado en sistemas cooperativos de robots manipula-
dores [26-28].

3.2. Modelo cinematico directo

Para el sistema bipedo se obtuvieron dos matrices para la localizacién de los efectores finales, una
para el sub—sistema de la pierna derecha SPD y otra para el sub-sistema de la pierna izquierda SPI.
La cinemética directa del sistema se obtuvo aplicado el algoritmo de Denavit-Hartenberg (D-H). El
anélisis inicia desde el sistema de referencia fijo {xo, Yo, zo} (coordenada base) ubicado en la cadera,
hasta al efector final de cada sub-sistema. El sistema de referencia mévil para el sub-sistema SPD es
{x3f, y3f, 237}, mientras que para el sub-sistema SPI es {x4f, Yof, Z6f }- La representacion matricial
de cada eslab6n se obtuvo con los pardmetros descritos en las Tablas (3.1)), y las proyecciones
realizadas en la Figura (3.2).

Articulaciéon | 0 |d | a | «
1 6: 10|10
2 6, 0|1, |0
3 6510|130

Tabla 3.1: Parametros de D-H para {SPD}.

Articulaciéon | 6 |d | a | «
4 6, |01 ]0
5 05 | 0| L |0
6 66 |0 13]0

Tabla 3.2: Parametros de D-H para {SPI}.
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Figura 3.2: Pardmetros para el robot bipedo.

La descripcién de la posicion y orientacion del sub—sistema de la pierna derecha SPD es dada por
las siguientes matrices de transformacién homogénea:

cos(07) —sen(6;) 0 Ijcos(6p)
1 sen(61) cos(61) 0 Iisen(67)
Ay = 0 0 1 0 (3.1)
0 0 0 1
cos (6) —sen(62) 0 Ipcos(67)
2, _ |sen(62) «cos(82) 0 Ixsen(6;)
Az = 0 0 1 0 (3.2)
0 0 0 1
cos (63) —sen(03) 0 I3cos(63)
3, _ |sen(63) cos(03) 0 I3sen(63)
Ay = 0 0 1 0 (3.3)
0 0 0 1
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La ubicacién espacial de los sistemas de coordenadas {x2, y2, 22}, {x3,v3,23} v {x3t, Y31, z3¢} que
describen al sub-sistema {SPD} con respecto al sistema de coordenadas fijo {x1, y1, z1 } son descri-
tos por las siguientes matrices de transformacion:

cos (07) —sen(01) 0 Ijcos(6r)
1 _ |sen(6;) cos(61) 0 Ijsen(67)
Ay = 0 0 1 0 (3.4)
0 0 0 1

'4; = '4,%A3
COi, —SO1p 0 [,COp +1,CO,
S0, CO1p 0 [,SO1,+ 11564
= 0 0 1 0 (3.5)
0 0 0 1

"Ay = 'A%A5%A5
CO1p3 —SB13 0 [3CO123 +1,CO1p +11CO;
S6123 CO1p3 0 1350103 + 1,561 + 11564
= 0 0 1 0 (3.6)
0 0 0 1

donde:
CO1p3 = cos (91 + 0, + 93)
S6123 = sen (01 + 6, + 03)
CO1p, = cos (61 +67)
5912 = Ssen (91 + 92)
CO; = cos(61)
S0, = sen(6;)

Para relacionar las matrices descritas en (3.4)—(3.6) con el sistema de coordenadas fijo ubicado en la
cadera {xg, yo,20}, son multiplicadas por la siguiente matriz de traslacion, que a la vez describe la
ubicacion espacial de la articulacion de la cadera con respecto al sistema de coordenadas base:

L 0 L

0 O
0 0 1
0]l |-1 0
1 0 0

0 0
0 0 1
of |-10
1 0 0

04, = = (3.7)

O O O
o O = O
O = O O
O O O
S O O

0
0
1
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Por lo tanto, la ubicacion de los sistemas de coordenadas de los elementos que componen al sub—
sistema SPD con respecto al sistema de coordenadas base {x, yo, zo }, estan definidos por (3.7) y:

04, = %4,'4,
0 0 1 L

_ sen(61) cos(61) 0 Iysen(6q) (3.8)
~ |—cos(61) sen(0;) 0 —Ijcos(61) '
0 0 0 1
0A3 — 01411143
0 0 1 L
S612 CH1p 0 1,501, +11564
— | —CO, SO 0 —1,COp —1,CO; (3.9)
0 0 O 1
043 = %A1'Ay
0 0 1 L
0 0 0 1

El modelo cinemético del sub-sistema SPD estd definido por (3.7)—(3.10). Cabe sefialar que (3.7)-
(3.10) son necesarias para obtener el modelo dindmico de sub-sistema SPD. El sub—sistema SPI

descrito por los pardmetros de D-H de la tabla (3.2) y la Figura (3.2) genera las siguientes matrices
de transformacién homogénea:

cos (04) —sen(04) 0 Iicos(6y)]
4, _ |sen(6s) cos(0s) O Iysen(6y)
As = [ oV (3.11)
0 o o0 1 |
[cos (05) —sen (05) 0 Ipcos(65)]
5,  |sen(65) cos(05) 0 Ixsen(0s)
Ag = 0 0 1 0 (3.12)
0 o 0o 1 |
cos (6g) —sen(6g) O I3cos (6¢)
6. _ |sen(6s) cos(6s) 0O I3sen(6)
Age= % o] (3.13)
0 0 0 1
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La ubicacion de los sistemas de coordenadas {xs, y5, 25}, {X6, V6, 26 } V { X6, Yet, 26t } cOn respecto al
sistema de coordenadas {x4, Y4, z4} que componen al sub—sistema SPI, son descritos por:

cos (04) —sen(04) 0 Ijcos(6y)
i, = sen (04) coso(94) (1)llse18(94) (3.14)

0
0 0 0 1

YA, = AP A
COys —SO45 0 [,COy5 + 11COy
SOs5 COs5 0 155045 + 1150,

— 1o 0 1 0 (3.15)
0 0 0 1
fAgr = AP A A
COs56 —SO456 0 13CO456 4+ 1,CO45 + 11COy
SOs56  COs56 O 1350456 + 125045 + 11564 (3.16)
0 0 1 0 '
0 0 0 1
donde:
COy56 = cos (94 + 05 + 96)
5045 = sen (94 + 05 + 96)
C945 = COS (94 + 95)
5045 = sen (94 + 95)
CO; = cos(6y)
S0, = sen(6y)
Multiplicando las ecuaciones (3.14)—(3.16) por la matriz
1 0 0 —L 0 010 0 01 —L
o, _ |01 0 O 0 100 |0 10 O
A=1o01 ofl|-1000/T|-100 0 (3:17)
000 1 0 001 0 00 1

se obtiene la ubicacién de los sistemas de coordenadas de los elementos que componen al sub—
sistema SPI con respecto a las coordenadas de la base {xo, yo, 20}
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y se obtiene

A5 = A A5
0 0 1 —L
sen (0y) cos(04) 0 Iysen(6y)

| —cos(6;) sen(0y) 0 —Ijcos(64) (3.18)
0 0 0 1
0A6 — 0A44A6
0 0 1 —L
SOy COy5 0 [,S5045 + 1156,
— | —COss SOi5 0 —1,CO45 — 1,CO, (3.19)
0 0 0 1
0A6r = CA4*Ag
0 0 1 —L
SOs56  COss6 O 1350456 + 125045 + 11564 (3.20)

—CO56 SOs56 0 —13CO456 — 12COs5 — [1COy
0 0 0 1

El modelo cinemético del sub-sistema SPI esta definido por (3.17)—(3.20) y son necesarias para la
obtencién del modelo dindmico del sistema SPI.

3.3. Modelo dinamico

El robot bipedo estd formado por 7 eslabones conectados a través de articulaciones rotacionales. El
significado de las diversas constantes esta resumido en la Tabla

La cadera se considera como el eslabon 0; el eslabén 1, 2 y 3 forman el sub—sistema de la pierna
derecha SPD, y los eslabones 4, 5 y 6 forman el sub—sistema de la pierna izquierda SPI.

Los desplazamientos del robot se llevardn a cabo en el plano vertical {y — z} tal y como se muestra
en la Figura Los grados de libertad estdn asociados a los angulos 01, 6,, 03, 04, 65 v 64, siendo
todos positivos en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj (sentido contra hora-
rio).
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Descripcién Notacién | Unidades

Longitud del eslabén 0 2L m
Longitud del eslabén 1y 4 I m
Longitud del eslabén 2y 5 I m
Longitud del eslabén 3y 6 I3 m
Distancia al centro de masa (eslabon 0) lco m
Distancia al centro de masa (eslabén 1y 4) o1 m
Distancia al centro de masa (eslabén 2 y 5) len m
Distancia al centro de masa (eslabén 3 y 6) les m
Masa del eslabén 0 mo kg
Masa del eslabén 1y 4 my kg
Masa del eslabén 2 y 5 my kg
Masa del eslabén 3 y 6 ma kg

Inercia del eslabén 0 Iy kg m?

Inercia del eslabon 1y 4 I kg m?

Inercia del eslabén 2 y 5 I kg m?

Inercia del eslabén 3 y 6 I3 kg m?

Aceleracion de la gravedad g m / s°

Tabla 3.3: Parametros de la planta.

De la misma forma que en el modelo cinematico directo, se obtienen los modelos dindmicos de cada

sub—sistema debido a la ubicacién de la base del sistema bipedo en general, para posteriormente
acoplar estos modelos en uno solo. El vector de posiciones articulares de la pierna derecha 6spp ()

y el vector de posiciones articulares de la pierna izquierda 6sp; (t) se definen como:

Bspp (t) = [ 61 (t) 62(t) 65(t) }T

Ospr (t) = [ 64 (t) 65(t) 66(t) |"

(3.21)

(3.22)

Cabe recalcar que el proceso del calculo del modelo dindmico para ambos sub-sistemas a través de

las ecuaciones de movimiento de Lagrange, se reducen a cuatro etapas:

E1l. Calculo de la energia cinética: K (q (t),4 (t)).

E2. Calculo de la energia potencial: U (q (t)).

E3. Célculo del Lagrangiano (2.13): £ (g (t),4 (t)).

E4. Desarrollo de las ecuaciones de Lagrange (2.15).
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Figura 3.3: Distribucién de la masa del robot.

3.3.1. Modelo dindmico del sub—sistema de la pierna derecha (SPD)

El analisis se realiza considerando cada eslabén durante el calculo del modelo; al final de este apar-
tado se muestra el modelo dindmico final obtenido para el sub—sistema de la pierna derecha SPD.

3.3.1.1. Calculo de la Energia Cinética

La energia cinética K (6,0) para ambas piernas del sistema bipedo puede descomponerse en la
suma de cuatro partes: Kspp (6,0) = Ko (6,0) + K1 (6,0) + K2 (6,0) + K3 (6,0) donde Ky (6,6),
K1 (6,0), K2 (6,0) y K5 (6,0) son las energias cinéticasﬁ asociadas a las masas myg, my, my y ms
respectivamente de la pierna derecha; y que por lo tanto para Kspy (6,0) = Ko (6,6) + K4 (6,0) +
K5 (6,0) + K (6,6) donde Ky (6,0), K4 (6,0), K5 (6,6) y K¢ (6,0) son las energias cinéticas asocia-
das a las masas my, my, my y ms respectivamente de la pierna izquierda. A continuacién se obtienen
dichas expresiones.

7La energia cinética se determina como la suma de:

» El producto de la mitad de sus masa por el cuadrado de la rapidez del centro de masa.

» El producto de la mitad de su momento de inercia (referido al centro de masa) por el cuadrado de su velocidad
angular (referido al centro de masa).
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s Eslabén 0:

Tomando en cuenta que, el sistema de coordenadas {x, yo, zo } esta fijo en el espacio tridimensional
y se considera que es el sistema de referencia, también definido como sistema de coordenadas base.
El sistema de coordenadas {x;, y;,z;}, dondei = 1,2,3,4,5,6,3f y 6f esta girando con respecto al
sistema de referencia {xg, Yo, 2o }. Si un punto p que esta en reposos y fijo con respecto al sistema de
coordenadas {xi, Yi, zi}, entonces el mismo punto p se puede representar con respecto a sistema de
coordenadas xg, Yo, zo [20]. Entonces las coordenadas del centro de masa del eslabén 0 son:

X0 0 01 L[ 0 0
Yo 04 0. _ 1 00 0 _0
| = M=l 1000 -L|T o0 (3.23)
1 0 00 1][ 1 1

donde A; es la matriz de transformacién homogenea que representa al sistema x1, y1,z1 con res-
pecto al sistema de referencia xo, y9zo; y Oy, es el vector de posicion del centro de masa del eslabén 0
referido al sistema de coordenadas x1, y1, z1. Entonces la velocidad vy = 0 y la rapidez al cuadrado
vl vy = 0, por lo tanto:

Ko (6,0) =0 (3.24)

s Eslabé6n 1(4):

Las coordenadas del centro de masa del eslabén 1 son:

X1
n _ 041
7 = Ay
1
[ 0 0 1 L —li+14
- sen (01) «cos(61) 0 Iysen(67) 0
| —cos(61) sen(0;) 0 —Ijcos(61) 0
i 0 0 0 1 1
[ L
B lcisen (61)
- —I.1 cos (67) (3.25)
i 1
El vector velocidad v del centro de masa de dicho eslabén es en consecuencia:
d X1 d L 0 .
v = T vy | = 7 lc1sen (61) = | l;1cos(61) 61 (3.26)

Z1 —lI¢1 cos (67) l.1sen (07) 61
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Por lo tanto, la velocidad al cuadrado vlT v1 del centro de masa resulta ser:

0
UlTl)l = [ 0 lcl COS (91) 91 lclsen (91) 91 ] ZC1 COS (91) 61
l.1sen (61) 64

= Iq%cos? (61) 62 + I.1%sen? (6,) 62
= 1,4%6? (cos2 (61) + sen? (91)>
= 1,4%6? (3.27)

Finalmente, la energia cinética correspondiente al movimiento del eslabén 1 se obtiene como:

: 1 1. .
K1(0,6) = Emlv§+§119%
1 o 1.
= §m11319%+§119$ (3.28)

» Eslabdn 2(5):

Las coordenadas del centro de masa del eslabén 2 expresadas en el plano x — y son:

X2
Y2 _ 0x.2
Z = A3 I3
1
0 0 1 L )
. S0, CHB1p 0 1,501+ 11560, 0
o —C6O1p SO0y 0 —I1,CH1p —11CH, 0
0 0 0 1 1
[ L

lopsen (61 + 6;) + lysen (07)

—1pcos (81 + 60,) — I cos (64) (3.29)

i 1
donde:
CH1p, = cos (91 + 92)
5912 = Ssen (91 + 92)
CO; = cos(61)
S0, = sen(6;)
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El vector velocidad v, del centro de masa de dicho eslabén es en consecuencia:

2 = Z;

[ L
d
= — | Ilgsen (01 +6;)+ Iysen (67)
| —lpcos (01 +6,) — i cos (61)

0
= lep cos (61 + 63) (91 + 92) + 1 cos (07) el (3.30)
l.osen (01 + 6) (61 + 62) + I1sen (61) 64

Por lo tanto, empleando las identidades trigonométricas cos? (x) + sen? (x) = 1y cos (A+ B) =

T

cos (A) cos (B) F sen (A) sen (B) se obtiene finalmente la velocidad al cuadrado v; v, del centro de
masa del eslabon 2:

UZTUZ

de donde:

lo%cos? (61 + 6,) (61 + 62)2 + 2l o1y cos (61 + 6) cos (61) (61 + 62) 64
—|—ll cos? (91) 9 + 1 2sen? (91 + 92) (91 + 92)2
+2lolysen (81 + 62) sen (07) (61 + 6,) 6; + I1%sen? (61) 63

152 (61 + 92)2 (cos2 (61 + 6;) + sen? (6 + 92)) + 1129% (cos2 (61) + sen? (91)>
+2lolh (61 + 62) 61 (cos (61 + 62) cos (61) + sen (61 + 67) sen (61))

lc22 (91 + 92)2 + 1129% + 2l (91 + 92) 91 Ccos (92) (3.31)
. 1 1 . .
Ko (9, 9) = EmZU% + EIZ (91 + 62)2
= om0+ Syl (63 +20,0, + )
2 1Y1 2 c2 1 2

. . 1 . .
+malolh (9% + 9291) cos (92) + 512 (91 + 92)2 (3.32)
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= Eslabén 3(6):
Las coordenadas del centro de masa del eslabén 3 son:
X3
Z3 = A58y
3
1
0 0 1 L —I3+13
- 560123 CBO1p3 0 1350123 + 1,561, + 1156, 0
0 0 0 1 1
[ L
_ leasen (01 4 62 + 03) + Ixsen (61 + 0) + lysen ( 91 (333)
o —lez3cos (61 + 0y + 63) — Ix cos (01 + 6,) — 11 cos (01) '
1
donde:
CO123 cos (01 + 6, + 63)
59123 = Ssen (91 + 92 + 93)
C912 = COS (91 + 92)
501, = sen (91 + 92)
Co, = cos(6r)
S0, sen (61)
El vector velocidad v3 del centro de masa de dicho eslabén es en consecuencia:
vy = d b
S T
Z3
J [ L
= 5 l;ssen (01 + 0, + 63) + Ipsen (01 + 6,) + lysen (07)
i —l.3 cos (91 + 6, + 93) — I, cos (91 + 92) — 14 cos (91)
0
= I3 cos (91 + 0, + 93) 3123 + I, cos (91 +6;) 612 + 11 cos (91) 61 (3.34)
lc3sen (91 + 6, + 93) O103 + [,sen (91 + 92) 012 + [1sen (91) 01

donde:

6‘123
6.12

(91 + 92 -+ 93)
(91 + 92)
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Por lo tanto, empleando las identidades trigonométricas cos? (x) + sen? (x) = 1y cos (A+ B) =
cos (A) cos (B) F sen (A) sen (B) se obtiene finalmente la velocidad al cuadrado v} v; del centro de
masa del eslabén 3:

03103 = + I cos? (61 + 6,) (61 + 92)2 + 1% cos? (81) 62 + 2Iy11 cos (81 + 6>) cos (6;) (61 + 6,) 64
+ 157 cos2 (81 + 0, + 63) (61 + 6, + 65)” + 153sen® (6, + 6, + 63) (61 + 6, + 65)°
+ 2135 cos (61 + 6, + 05) cos (61 + 02) (61 + 62 + 63) (61 + 6,)
+ 2l 3lxsen (61 + 6, 4 03) sen (01 + 62) (61 + 02 + 03) (61 + 62)
+ I3sen? (61 + 62) (61 + 92)2 + 2Ix11sen (61 + 67) sen (61) (61 + 62) 64
+ 2l3lysen (01 + 0, + 03) sen (61) (61 + 02 + 03) 6 + [3sen? (64) 63
+ 2l5l1 cos (61 + 6, + 63) cos (61) (61 + 62 + 63) 64

=+ 153 (91 + 0, + 93) + 213l (91 + 0, + 93) (91 + 92) (CO123CO12 + 591235912)
+ l% (91 + 92)2 + 1%9% + 21 (92 + 92) 91 (C912C91 + 5912591)
+ 21c311 (91 + 92 + 93) 91 (C9123C91 + 59123591)

=+ 153 (91 + 92 + 93)2 + 2l3l (91 + 92 + 93) (91 + 92) cos (03) + 211 (91 + 92) 91 cos (63)
+ 2314 (91 +6, + 93) 61 cos (62 +63) + l% (91 + 92)2 + l%@% (3.35)
de donde:
. 1 2 1 . ) N
K5 (6,0) =+ 5msv3+ 513 (61 + 6, + 65)

— - Lmal?y (63463 4 63 1 20,6, + 2040+ 26203 + Tmal3 (63 + 2040, + 6}

= T M3l (U1 2 3 192 1U3 203 2m321 192 2
+ mslely (9% + 26010, + 0301 + 030, + 9%) cos (03) + Em;;l%@%

D 1 .. ..

+ msl3l4 (91 + 0,01 + 9391> cos (0 + 03) + 513 (91 + 6, + 93)

+ mzlrlh (9% + 9291) cos (92) (3.36)

3.3.1.2. Céilculo de la Energia Potencial

De forma similar al cdlculo de la energia cinética para cada sub-sistema, el cdlculo de la energia
potencial para SPD puede descomponer como la suma de 4 partes, Uspp (6) = Uy () + Ui (0) +
U (0) + Us (6) donde Uy (), Us (6), Uz () y Us (0) son las energias potencialesf| asociadas a las
masas mg, mi, mp y mz de los eslabones 0, 1, 2 y 3 respectivamente.

8 Aqui se considera que la energia potencial es nula en y = 0
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Se tiene entonces que:

Uy (8) = 0 (3.37)

Uy (6) = migh
mlg (_lcl COSs (91))
—mylc1g cos (61) (3.38)

UZ (9) = nghz
mpg (—lp cos (61 + 02) — 1 cos (61))
—mleQg cos (91 + 92) — mzllg cos (91) (3.39)

Z/{3 (9) = 7113gh3
ms3g (_lc3 cos (91 + 6, + 93) — 1> cos (91 + 92) — I cos (91))
—m3l;3g cos (01 + 0, + 03) — m3lpg cos (61 + 02) — m3zlyg cos (01) (3.40)

3.3.1.3. Calculo del Lagrangiano

A partir de (3.24), (3.28), (3.32), (3.36) - (3.40) puede obtiene el lagrangiano de la pierna derecha:

Lspp (6,0) = Kspp (6,0) —Uspp (),

=Ko (9, 9) + K1 (9, 9) L) (9, 9) + K3 (9, 9) — (Uo (9) + Uy (9) + U, (9) + U3 (9)) ,
(3.41)

donde

Uspp (9) = —mllclg Ccos (91) — leczg CcoSs (91 + 92) — lelg CcoSs (91)
—m3l3g cos (61 + 0, + 63) — m3zlpg cos (61 + 0;) — mslygcos (61)

= — [mllcl + moli + m3ll] gcos (91) — [mzlcz + m::,lz] gcos (91 + 92)
—msl.3gcos (61 + 6, +63). (3.42)
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. 1 o 1 o 1 o 1 : L 1. .. .
Kspp (6,0) = Emllé@% + E119% + Emzl%e% + Emzlfz (9% + 260,16, + 9%) + 5k (61 +6,)

+ myloolq (9% + 9291) CcosSs (92) + §m3l§3 <9% + 9% + 9% + 2010, + 20163 + 29293)
+ Em:),l% (9% + 20167 + 9%) + mglesly (9% + 26016, 4 6301 + 030, + 9%) Cos (93)
+ 5mal30F + malaly (9% n 9291) cos (05) + m3laly (9% 10,0, + 6391> cos (0, + 05)

1.
+ 555 (614 62+ 65)°

1 . 1 . . )
= E [mllfl + mzl% —+ ﬂ”lgl%] 9% —+ E [1112132 + mﬂ%} (9% + 29192 + 9%) -+ [leCQ —+ ﬂ1312]

- (03 +02601) by cos (82) + 5l (0F + 03 + 03 + 2016, + 20105 + 20,05 ) + mlcals
. (9% + 2010, + 9392 + 9391 + 9%) cos (03) + m3lesly <9% + 6,0, + 9391) cos (6, + 603)

1 o 1 .. . 1 .
+ 5067+ 50 (61 + 6,)% + 513 (01 + 02+ 65)° (3.43)

Entonces:

L1 L1 N 1
Lorp (0,0) = 3 [mllfl mpl? + m3lﬂ 0+ [mzlfz + mg,zﬂ (9{ + 26,0, + 9%) + oD (61 + 6,)

+ [maley + msly)] (9% + 9291) I cos (6;) + SmslZy (9% + 02 4+ €2 + 20,0, + 26,05
+26,03) + m3lesla (9% 420,60, + 630, + 030, + 95) cos (03) + 515 (61 + 62 + 0;)°

. . .. 1.
+ malaly (9% + 0,0, + 9391) €05 (0 + 03) + 5 6% + Ly + maly + mhy| g cos (01)
+ [mpley + m3ly] g cos (01 + 62) + m3la3g cos (01 + 62 + 03) . (3.44)

3.3.1.4. Desarrollo de las ecuaciones de Lagrange

De (3.44), aplicando derivadas parciales con respecto a cada d&ngulo que componen las articulaciones
y derivando con respecto a la variable del tiempo. A continuacién se desarrolla el procedimiento de
la obtencién de las ecuaciones de Lagrange.
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Anidlisis para obtener los elementos de 7;

Desarrollo de la derivada parcial con respecto a 6,

oL o1 1
agl’ D _ [mlzfl L mpl? + m3l%] 01+ [mﬂ?z + mglﬂ (201 +262) + 5 1x (201 + 20, +203) + [mlea + mals]
1

. . 1 . . . 1 . . . . .
. (291 + 92) I1 cos (92) + Emglé (291 + 26, + 263) + 512 (291 + 292) + mslaly (291 + 26, + 93)
- COS (93) + msl314 (291 + 92 + 93) cos (92 + 93) + 1191

= {mllfl + l’l’lzl% + I’nglﬂ 91 + [I’nzlé + I’ngl%} (91 + 92) + M3lcz3 (91 + 92 + 93) + 1191 + [mzlczll + m3lzll]

- (208 (62) 61 + cos (62) 02) + I (61 + 62 + 03) + m3l3ly (2 cos (62 + 63) B1 + cos (6, + 63) 6,
+ 08 (62 + 63) 03) + I (61 + 02) + m3lesly (2 cos (63) 61 + 2 cos (63) 6, + cos (63) 65) (3.45)

Se realiza la derivada con respecto al tiempo

% [85;313] _ [mllfl + myl? + mslﬂ 6, + {mzlfz + T’I’lgl%] (61 4 6,) + m3l, (81 + 62 + 63) + [malaly + malyly)
- [—2sen (6,) 616, + 2 cos (6,) O1] + [161 + I, (61 + 62) + I3 (61 + 6, + 63) + mslsla + malaly
+ [maleplh + malal] {—sen (6,) 63 + cos (6,) éz] [—2sen (63) 6105 + 2 cos (63) 81 + malsly

+ mslsln {—sen (83) 63 + cos (63) ég} [—2sen (62 + 63) 61 (62 + 63) + 2 cos (6, + 63) 01

+ mslzly [—ZSen (93) 9293 + 2 cos (93) 92] [—sen (92 + 93) 93 (92 + 93) + Cos (92 + 93) 93]
+ mszlzlh [COS (92 + 93) éz — sen (92 + 93) 92 (92 + 93)] (3.46)

Se factoriza la ecuacion (3.46)

dt

d [agng] = [mllfl + WIQZ% + m;;l% + WIZZEZ + mﬂ% +2 (lelczll + m;;lzll) CcOS (92) + 21”)13lc312 CcOS (93)
1

+ m;;lé + 2m3l.3l41 cos (92 + 63) +L+ DL+ 13} é1 + [lelcz + Wl3l% + T’I”I3l§3 + 2mj3l3l5 cos (93)

+ (mleQZl + m3lpl1) cos (92) + mslgly cos (0 + 93) + I + 13] éz + [Tl’lglczg) + m3l3l5 cos (93)

—I—TH3ZC311 CcOoSs (92 + 93) + 13] é3 + [—2 (mzlczll + 11131211) sen (92) 92 — 2m3lc3l2sen (93) 93
—2m3lsl1sen (92 + 93) . (92 + 93)] 91 + [—21713163128611 (93) 93 — m3llisen (92 + 93) (92 + 93)] 92
+ [—M3lcglzsen (63) 03 — m3lalisen (62 + 63) (92 + 93)] 03 (3.47)

Se evalta la derivada parcial con respecto a 61

oL
a;fD = — [m1l + maly + msl] gsen (61) — [maleo + m3ly] gsen (61 + 02) — mzlagsen (01 + 62 + 63)

(3.48)
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Andlisis para obtener los elementos de 1,

Desarrollo de la derivada parcial con respecto a 6,

oL : : . . . . . . .
agPD = [mzlé + mﬂ%} (91 + 92) + [mzlcz + mglz] 6117 cos (92) + m31C23 (92 + 61 + 93) + I3 (92 + 01 + 93)
2

+ m3l3lp (291 + 93 + 292) Ccos (93) + m3lc3119 cos (92 + 93) + 1 (91 + 92) (3.49)

Se realiza la derivada con respecto al tiempo

d [aﬁSPD

T % ] = |:m21?2 + mﬂ%} (91 + 92) + [WlQlcz + nglz] I [91 Ccos (92) — leen (91) 92] + 7713133 (92 + él
2

+03) + m3lesly [2 (61 cos (05) — O1sen (65) 05) + (85 cos (05) — O3sen (05) 05) + 2 (6, cos (63)
—sten (93) 93)] + mslaly [91 cos (92 + 93) - 91861‘1 (32 + 93) (92 + 33)} + b (91 + 92)
+ 13 (62 + 01 + 03)

= [mﬂ?z + m3l% + (mleQ + m312> I1 cos (92) + m3l§3 + 2m3zl.3l cos (93) + m3l3l1 cos (92 + 93)
+D + 15 8, + [mzzfz gl + iyl + 2mslesly cos (63) + I + 13} 8, + [msleala cos (03) + Iy
+mgl§3] ég — [mzlcz + m312] l1S€I’1 (92) 9192 — 2mglc3lzsel’1 (93) 9193 — m3lcglzsen (93) 9%

— 2mslslrsen (93) 9293 — mslslisen (92 + 93) 91 (92 + 93) (3.50)

Se evalua la derivada parcial con respecto a 6;

dLspp
00,

= — [malp + m3ly] (91 + 92) O111sen (02) — [maleo + m3ly] gsen (01 + 0;) — m3l.agsen (01 + 02 + 03)
— mslaly (91 + 92 + 93) élsen (92 + 93) (3.51)

Anailisis para obtener los elementos de 3

Desarrollo de la derivada parcial con respecto a 63

oL 1 . . . . .
agPD = Em3133 (205 + 20 + 20,) + m3lealy (62 + 61) cos (05) + mzle3l16; cos (6, + 63)
3

1 . . .
+ 513 (205 + 267 + 26,)

m3lcz3 (93 + 91 + 92) + m3l3lp (92 + 91) Ccos (93) + M3ZC31191 Ccos (92 + 93) + I3 (93 + 91 + 92)
(3.52)
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Se realiza la derivada con respecto al tiempo

d [aﬁsm)

AT ] = mal} (é3 + 61 + éz) + m3lly [éz cos (03) — Bysen (03) B3 + 61 cos (63) — Oysen (63) 93]
3

dt
+ mslzlq [91 Ccos (92 + 93) - leen (92 + 93) (92 + 93)] + I3 (93 + é1 + 92)

= [m3lf3 + mslesly cos (03) + m3lely cos (62 + 03) + 13} él + [M3lcz3 + m3le3ly cos (03) + 13] éz

+ [ngl% + 13} é3 — msllsen (93) 9293 — msllsen (63) 9193 — msl3lisen (32 + 93) 91 (62 + 63)

(3.53)
Se evalta la derivada parcial con respecto a 63
aﬁSPD . 2 .. .. .. 2
0. mslezly (91 + 2016, + 0560, + 05601 + 92> sen (93) — m3l.3gsen (91 + 0, + 93)
3
— mslzhh (9% + 9291 + 9391) sen (92 -+ 93) (3.54)

Las ecuaciones dindmicas que modelan el sub—sistema de la pierna derecha SPD se obtienen apli-
cando las ecuaciones de Lagrange:

d [dLspp dLspp .
— a — = T; =1,2 )
7 { 26, 20, T, i ,2,3 (3.55)
de donde finalmente se obtiene
_ 2 2 2 2 2
T = [mllcl —+ ﬂ1211 + m3l1 + mzlcz + m3l2 +2 (ﬂ’Izlczll + ﬂ”lglzll) cOS (92)

+ mal%; + 2mslsly cos (65) + 2mslealy cos (0 + 05) + I + I + I | 6y
+ [mzlcz + 71131% + (mzlczll + ﬂ”l3lzll) Cos (92) + m3l§3 + 2m31C3lz Ccos (93)
+ m3l3lq cos (92 + 93) + I + 13] éz + [1’}13133 + m3l.3lp cos (93)

+ m3l3lq cos (92 + 93) + 13] é3 — [2 (Tl’lzlczll + n’l3lzl1) sen (92) 92

+ 2mg3leslysen (03) 03 + 2m3llisen (6, + 03) (92 + 93)} 01

— [27713[63128611 (63) 03 + m3l.3lsen (62 + 03) (92 + 93)} 0,

— [m3leslasen (03) 05 + m3lslisen (6, + 03) (62 + 63)] 65

+ [mllcl + moly + mgll] gsen (91) + [mleQ + m::,lz] gsen (91 + 92)

+ m3lzgsen (01 + 6, + 03) (3.56)
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T, = [lelé + mgl% + (ﬂ”lzlcz + 771312) [ cos (92) + 7’113133 + 277131(;312 CcoS (93)
+ m3lealy cos (62 + 03) + I + I3] 61 + [mzlé + m3l3 4+ m3l%
+ 2msl.3l5 cos (93) + I, + 13] éz + [M3l§3 + mj3l 31> cos (93) -+ 13] ég
— [mzlcz + TYZ312] l1sen (92) 9192 — msl3lisen (92 + 93) 91 (92 -+ 93)
+ [lecz -+ mglz] l1sen (92) 91 (91 + 92) + m3zl.3lisen (92 + 93) 91 (91 + 92 + 93)
— 2mglcglzsen (93) 9193 - m3lcglzsel’l (93) 9% - 2m3lcglzsel’l (93) 9293
+ [mﬂcz + mglz] gsen (61 + 92) + m3l.3¢sen (91 + 6, + 93)

= [mzlgz + m3l3 + (maley 4+ ms3ly) 1y cos (8,) + mglfg, + 2mg3le3lp cos (03)
+ mgl3li cos (02 +63) + I + 13] él + [I’flzl'czz + mgl% + I’H3lcz3

+ 2mg3lesly cos (03) + I + I3] éz + [mglfg + msle3lp cos (03) + 13] O3

+ [(Tl’lzlcz -+ M3lz) [1sen (92) 91 + msl.3lisen (92 + 93) 91
— ZM3ZC3ZQSGH (93) 93} 91 — [nglcg,lzsen (93) 93} 92 — [mglcg,lzsen (93) 93} 93
+ [malep + m3ly] gsen (01 + 6;) + mzlagsen (61 + 0, + 03) (3.57)

= [m;;l?S + m3lesly cos (63) + mzlesly cos (6, + 63) + Ig] 0, + [m3lf3

+ m3l3ly cos (63) + I3] 6, + [m3l§3 + 13} 03 — m3lzlosen (63) 0,603
— mslealasen (65) 0105 + mslslysen (05) (9% + 2010, + 650, + 050, + 95)
— malishsen (6, +63) 01 (62 + 63) + maleslisen (6, +63) (63 + 0,01 + 0361 )
+ m3l.39sen (01 + 0, + 63)

= [mﬂ% + m3l3ly cos (83) + malsly cos (8 + 03) + 13} 0, + [m3lcz3+
+ m3lezly cos (03) + I3] 6, + [m3lcz3 + 13} 63 + msl3lysen (63) 62
+ 2m3lzlpsen (03) 010, + mslealosen (03) 63 + mslzlisen (6, + 63) 62
+ mglagsen (601 + 6, + 03)

= [7’)13133 + m3l3lp cos (63) + m3laly cos (62 + 603) + 13] 6,
+ [mg,l??, + mglely cos (63) + 13} 0, + [m3l§3 + 13} 05
+ [m3lealasen (83) 61 + 2mslglysen (65) 6, + maleglisen (6 + 63) 64] 64
+ [msleglasen (63) 0] 6, + m3lagsen (61 + 6, + 63) (3.58)

siendo 71, T2 y T3, los pares que acttian en las uniones 1, 2 y 3, respectivamente.
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Noétese que las ecuaciones dindmicas del robot (3.56)-(3.58) son un conjunto de tres ecuaciones dife-
renciales no lineales y a partir de ellas el modelo dindmico para SPD es expresado de la siguiente
forma:

My (q) M (q) Mo (q) G2
Mz (q) Ms(q) Mss(q)] | 43

+ +

C1(q.4) Cxnl(q,9) Cxs(q.49)| | 42

M1 (q) Mia(q) Ml3(‘7)] [‘71
C1(q,9) Cx2(q.4) Cx(q.9)] | 43

Ci1(q,9) Ci2(q,49) Cis (q,é)] [lil

81(q) ] { T ]
b4} (q) = T2 (3.59)
83 (9) T3

Expresando la Ecuacién (3.59) de forma general para las articulaciones 1, 2 y 3 que componen la
pierna derecha, se tiene:

Mio5(q123) G123+ Ci23 (91,23, 4123) 41,23 + 8123 (§123) = T1,2,3 (3.60)

donde los elementos que componen la matriz de las masas e inercias Mj 5 3 (41,2,3) son:

My (q) = myl? +mol? + msl + myl% + mals 4 2 (maloly + mslyly) cos (67)
+ m3l% 4 2m3le3ly cos (03) + 2mzlolycos (02 +03) + 1 + I + I

M (q) = mplo+ m3l§ + (malply + m3lply) cos (07) + mglé + 2m3lglp cos (63)
+ mzl3licos (0 +03) + I + I3

Mz (q) = msl% 4 malsly cos (63) + mslaly cos (8, + 603) + I

My (q) = mal? 4 m3l3 4 (mayley + m3ly) Iy cos (82) + m3l% + 2m3le3ls cos (63)
+ m3l3lq cos (92 + 93) + I+ I3

My (q) = mall +mal3 + mals + 2m3lsly cos (03) + I + I
My (q) = mals+mslaly cos (63) + I

M3 (gq) = m3l§3 + m3le3ly cos (03) + msl gl cos (0 +03) + I3
Mz (q) = malis+ mslalycos (63) + I3

Mz (q) = msly+1s

para la matriz de Coriolis y fuerza centripeta C1 23 (q1,2,3,41,2,3) son:

Ci1(q,4) = — [2(malealy +mslaly)sen (62) 62 + 2m3le3lasen (63) 63
+ 2mg3leslysen (0 + 63) (92 + 93)}

Cio (q, q) = — [nglcglzsen (93) 93 + msl.3l1sen (92 + 93) (92 + 93)}

Ci3(q,4) = — [mslelasen (63) 05 + mslslisen (6, 4 63) (62 + 63)]

Co1(q,4) = (maley +msly) lysen (6;) 61 + mslealisen (6, + 63) 61 — 2mszlezlrsen (63) 63
sz (q, q) = —271’13lcglzsen (93) 93

C23(q,4) = —mslealrsen (63)6;

C31(q,9) = malzlysen (03) 0 + 2m3lezlpsen (03) 0 + m3lezlisen (0, + 03) 6

C32 (q, q) = m3lc3lzsen (93) 92

C33 (q/ q) 0
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y para la matriz del par gravitacional g1 2 3 (412,3) son:

g1(q) = [milq + myly + msli] gsen (01) + [malp + m3ly] gsen (61 + 07)
+ m3l.3gsen (91 + 60, + 93)
82 (q) = [maley +mslp] gsen (6 + 6;) + m3lzgsen (61 + 6, + 03)

g3(q) = malgagsen (614 6, + 63)

3.3.2. Modelo dindmico del sub-sistema de la pierna izquierda (SPI)

Para el sub—sistema de la pierna izquierda (SPI) se obtienen las siguientes expresiones usando el
mismo procedimiento del sub-sistema de la pierna derecha (SPD). Observe que, asi como en el mo-
delo cinematico directo de cada sub-sistema resultaron parecidos, los modelos dindmicos de am-
bos sub-sistemas son similares, con la diferencia que cada uno se expresa en los dngulos articulares
que los componen. Partiendo de las matrices que definen el modelo cinemético de SPI, Ecuaciones
(3.17)-(3.20) y de la Figura (3.3), se obtiene el modelo dindmico para SPI descrito a continuacion.

3.3.2.1. Calculo de la Energia Cinética
= Eslabén 0:

Las coordenadas del centro de masa del eslabén 0 son:

X0 0O 01 —L 0 0
y() 0 0 o 1 0 0 0 . 0
| T M= 100 o] 7o (3.61)
1 0O 00 1 1 1
Por lo tanto
Ko (6,6) =0 (3.62)
s Eslabdn 1 (4):
Las coordenadas del centro de masa del eslabén 4 son:
X4
Y4 _ 0p 4
24 = "As5'rs
1
[ 0 0 1 —L 1+ 14
_ sen (04) cos(6s) 0 Iysen(6s) 0
| —cos(0s) sen(0s) 0 —Ijcos(6s) 0
i 0 0 0 1 1
[ —L
B lcisen (6y)
- —1I¢1 cos (64) (363)
1
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El vector velocidad v4 del centro de masa de dicho eslabén es en consecuencia:
d| ™| a —L o
U4 = a Yq = a lclsen (94) = lcl COS (94) 64 (364)
Z4 _lcl CcOSs (94) lclsen (94) 94
Por lo tanto, la velocidad al cuadrado ZJZZ)4 del centro de masa resulta ser:
. . O .
U4TU4 = [ 0 lcl COS (94) 94 lclsen (94) 94 ] lcl COS (94) 64
lclsen (94) 94
= 11%c0s? (04) 03 + I.1%sen? (04) 02 = 1,262 (cos2 (64) + sen? (64))
= 16129& (3.65)
Finalmente, la energia cinética correspondiente al movimiento del eslabén 4 se obtiene como:
. 2 1o 1 1
’C4 (6, 9) =M10y + —1164 = —mllcle4 + —1194 (366)
2 2 2 2
= Eslabén 2 (5):
Las coordenadas del centro de masa del eslabén 5 son:
X5
‘Zi = YA°rg
1
0 0 1 —L —Ih+1
. 5945 C945 0 125945 + ll 50, 0
| —COss SOs5 0 —1,CO45 — 11CO4 0
0 0 O 1 1
[ —L
_ lspsen (64 + 65) + l1sen (04) (3.67)
—lep cos (04 + 05) — 11 cos (6y4) ’
1
donde:
COy5 Ccos (94 + 95)
5945 = Ssen (94 + 95)
COy = cos(6y)
S0, sen (64)
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El vector velocidad vs del centro de masa de dicho eslabén es en consecuencia:

L 25

q —L
= — | Igpsen (044 65)+ Iisen (04)
| —lopcos (64 +605) — Iy cos (64)

0
= lep cos (04 + 65) (9:4 + 95) + 11 cos (04) 04 (3.68)
[.»sen (94 + 95) (94 + 95) + l1sen (94) 04

Por lo tanto, empleando las identidades trigonométricas cos? (x) + sen? (x) = 1y cos (A+ B) =

cos (A) cos (B) F sen (A) sen (B) se obtiene finalmente la velocidad al cuadrado vl vs del centro de
masa del eslabon 5:

vs vs = lp%cos? (64 + 65) (64 + 95)2 + 2l o1y cos (64 + 65) cos (64) (04 + 65) 04 + l1%cos? (8,) 63
+ lczzsenz (94 + 95) (94 + 95)2 + 2l»l1sen (94 + 95) sen (94) (94 + 95) 94 + 112881’12 (94) 92

= [,° (94 + 95)2 (cos2 (64 + 65) + sen? (64 + 65)> + 1126% (cos2 (64) + sen? (94)>
+ 2l (94 + 95) 94 (COS (94 + 95) Ccos (94) + sen (94 + 95) sen (94))

= 1.2% (04 + 65)° + 1,263 + 2lealy (04 + 65) 64 cos (65) (3.69)

de donde:

) 1 1. :
Ks (9, 9) = Emzvg + 512 (94 + 95)2

1 .1 . . o 1. .
= Cmpl263 + Zmol% (92 420,05 + 9§> + mylooly (92 i 9594) cos (05) + 5 12 (61 + 65)?

2 2
(3.70)
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= Eslabén 3 (6):

Las coordenadas del centro de masa del eslabén 6 son:

X6
Z6 = Agrgs
6
1
0 0 1 —L —I3+13
- 50456 COs56 0 1350456 + 1pSO45 + 115604 0
0 0 0 1 1
[ —L
_ ligsen (04 + 05 + 0g) + Ixsen (64 + 605) + Iysen ( 94 (3.71)
N —le3cos (04 + 05 + 6¢) — I3 cos (04 + 65) — 11 cos (O4) '
1
donde:
CO45¢ = coOS (94 + 05 + 96)
SOy5 = sen (04+ 05+ 96)
COy5 = cos (64 + 05)
5045 = sen (94 + 95)
COy = cos(6y)
S0, = sen(0y)
El vector velocidad vg del centro de masa de dicho eslabén es en consecuencia:
d | %
Vg = dt Ye
| Z6
d i —L
= 5 l;ssen (04 + 65 + 64) + lrsen (04 + 65) + l1sen (04)
i —l.3 cos (94 + 05 + 96) — I cos (94 + 95) — 14 cos (94)
0
= I3 cos (94 + 05 + 96) 6456 + I, cos (94 + 95) 645 + 11 cos (94) 64 (3.72)
l.3sen (94 + 05 + 96) 0456 + Irsen (94 + 95) O45 + l1sen (94) 04

donde:

6456 = (94 + 05 + 96)
015 = (64+65)
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Por lo tanto, empleando las identidades trigonométricas cos? (x) + sen? (x) = 1y cos (A+ B) =
cos (A) cos (B) F sen (A) sen (B) se obtiene finalmente la velocidad al cuadrado v} vg del centro de
masa del eslabén 6:

06106 = le3” cos? (04 + 05+ 06) (04 + 05 + 96)2 + 213l cos (04 + 05 + 06) cos (04 + 05)
+ (04 + 05 + 65) (04 + 05) + 2le311 cos (64 + 05 + ) cos (64) (64 + 05 + ) 04
+ 1y* cos® (04 + 05) (04 + 95)2 + 1% cos? (84) 63 + 21514 cos (64 + 65) cos (64)
+ (64 + 65) 64 + 2 5en? (64 + 05 + 05) (04 + 05 + 06)” + 2L 3lysen (6, + 65 + 65)
-sen (04 + 05) (04 + 05 + 66) (64 + 05) + 3sen? (64 + 05) (64 + 05)°
+ 2llysen (64 + 05) sen (04) (64 + 05) 64 + 2l 5l1sen (64 + 05 + 6¢) sen (64)
+ (84 + 05 + 05) 04 + I3sen? (04) 03

o o . 2 . o o o o
133 (94 + 05 + 96) + 2131, (94 + 05 + 96) (94 + 95) (CO456CO45 + SO4565045)
+ 2l.314 (94 + 95 + 96) 94 (C9456C94 + 56456594) + l% (94 + 95)2 + 2114 (94 + 95)

+ 04 (CO45CO4 + SO4556,) + 1363

= 1%(0y + 65+ 05)” + 231y (64 + 05 + 66) (64 + 65) cos (6s) + 13 (64 + 05)°

+ 2311 (04 + 05 + 06) 04 cos (05 + O) + 1305 + 2a11 (04 + O5) 04 cos (05) (3.73)
de donde:
. 1 5 1 . . )
Ke (6,0) = 5 M3V + 513 (04 + 05 + )
= L2 (02 4 2 2 420,05 + 20,06 + 20505 + ~mal2 (€2 + 20,05 + 62
= sl (04 + 05+ 0 405 406 506 ) + 5msly (0 405 + 05

+ mslealy (6F 420465 + 604 + 0505 + 62) cos (05) + 515 (64 + 05+ 06)

+ mszl3ly (92 + 0504 + 9694> cos (65 + 0) + Em;:,l%@i + msllh (92 + 9594) cos (65)
(3.74)

3.3.2.2. Célculo de la Energia Potencial

La energia potencial puede descomponerse como la suma de 4 partes, para Usp; (0) = Up (0) +
Uy (0) +Us (0) + U (0) donde Uy (0), Us (0), Us (6) v Up (0) son las energias potenciales asociadas
a las masas my, m1, my y m3 de los eslabones 0, 4, 5 y 6, respectivamente.
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Se tiene entonces que:

Uy (8) = 0 (3.75)

Uy (0) = mighy = m1g (—Ic1 cos (0s))
= —mllclg COS (94) (3.76)

Us (9) = ngh5 = myg (_lc2 cos (94 + 95) — I cos (94))
= —mzlcgg cos (94 + 95) — mzllg Ccos (94) (3.77)

Ue (8) = m3ghe = m3g (—l;zcos (04 + 65+ 06) — I cos (04 +65) — 11 cos (64))
= —m3lC3g CcoS (94 + 95 + 96) - M3lzg Ccos (94 + 95) - TI13llg Ccos (94) (3.78)

3.3.2.3. Calculo del Lagrangiano

A partir de (3.62), (3.66), (3.70), (3.74) - (3.78) se obtiene el lagrangiano de la siguiente manera:

Lspr (6,0) = Kspr (6,0) —Uspr (6),

= Ko (6,0) + K4 (6,0) + K5 (6,0) + K6 (6,0) — (Uo (0) +Us (0) +Us (0) +Us (6)),
(3.79)

donde

. 1 o1 S
Kser (0,0) = 3 [mlzfl +mpl? + m3l%] 0+ [m21§2 + m:ﬂ%} (e)ﬁ + 20,05 + 9%) + 51 (6 + 05)°
+ [ﬂ’lzlcz + T’VL312] (92 + 9594) l1 cos (05) + m3lesly <QZ + 9594 + 9694> cos (05 + 66)
1 R BN B
+ 5mals (eﬁ + 02 + 62 + 20,05 + 20,06 + 29596) + 5063+ 515 (04 + 65+ 0
+ mslely (92 + 20405 + 0605 + 0604 + 9%) cos (6) (3.80)

Uspr (9) = — [mllcl + moli + m3ll] gcos (94) — [lecz —+ ﬂ1312] gcos (94 + 95)
—m3l3g cos (04 + 605+ 6g) . (3.81)
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Entonces:

. 1 . 1 . .. . 1 . .
Lspr (9, 9) = — [mllfl + mzl% + 77131%] Qi + = [mzlfz + 711315} (Qi + 20465 + 9%) + =D (94 + 95)2

2 2 2
+ [malen + m3ly] (94% + 9594) I1 cos (05) + m3le3ly <9ﬁ + 6504 + 9694) cos (05 + 6¢)

- Em3z§3 (93; + 02 + 02 + 20,05 + 20,05 + 29596> + [m1ler + maly + m3lh] g cos (64)
-+ 1’)13lc312 (92 + 29495 + 9695 + 9694 —+ 9%) CcoSs (96) + [Ynzlcz —+ ﬂ1312] gcos (94 + 95)

1 . . ) 1 .
+ m3leag cos (04 + 05 + 06) + 51 (04 + 05 + 6)” + Shé; (3.82)

3.3.2.4. Desarrollo de las ecuaciones de Lagrange

De (3.82), aplicando derivadas parciales con respecto a cada d&ngulo que componen las articulaciones
y derivando con respecto a la variable del tiempo. A continuacién se desarrolla el procedimiento de
la obtencién de las ecuaciones de Lagrange.

Anailisis para obtener los elementos de 74

Desarrollo de la derivada parcial con respecto a 6,

dLspr _
00,

{mllczl + MZI% + mﬂﬂ 94 + [Tnzlczz + mﬂ%} (64 + 95) + [mZZczll + mglzll] (2 Ccos (95) 94

-+ cos (95) 95) + I’VI3lC23 (94 + 95 + 96) + msl3lp (2 cos (96) 94 + 2 cos <96) 95 -+ cos (96> 96)
+ m3l31q (2 Ccos (95 + 66) 94 -+ cos (95 + 66) 95 + cos (05 + 6¢) 96) + 1194 + I (94 + 95)
+ I3 (64 + 65 + 65) (3.83)

Se realiza la derivada con respecto al tiempo

4
dt

|

dLspr
90,

:| = [mllfl + 17121% + m:;l% + 7712132 + 7’1/13[% +2 (mZZCQIl + 77131211) CcoSs (95) + TI’l3lC23 + 21’?1315312 CcOoS (96)

+2m3zl.3l1 cos (95 + 96) +hL+5L+ 13] é4 + [TTZQICQ + m3l§ -+ (m2lczll + Tn31211) cos (95) + M3lc23
+ 2m3le3ly cos (8g) + malsly cos (85 + 60g) + I + I3] 65 + [m;;lé + m3le3l; cos (06)

+mj3l.3ly cos (95 + 66) + 13] é(, + [—2 (mzlczll + m3lzll) sen (95) 95 — 2m3lslrsen (96) 96
—2mj3l3l1sen (95 + 96) (95 + 96)] 94 + [—2m3lcglzsen (96) 96 — malslisen (95 + 96) (95 + 66)] 95
+ [—mglcglzsen (6s) 06 — m3llisen (65 + 6) (95 + 96)] 06 (3.84)
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Se evalua la derivada parcial con respecto a 64

0Lspr
00,

= — [Wlllcl + moly + m311] gsen (94) - [mZZCZ + m312] gsen (94 + 95) - m3lc3gsen (94 + 05 + 66)
(3.85)

Anilisis para obtener los elementos de 75
Desarrollo de la derivada parcial con respecto a 65

oL . . ) ) ) .
aQSPI = [mzlfz + mﬂﬂ (94 + 95) + [mzlcz + m3lz] 0414 cos (95) + 7113133 (95 + 04+ 96)
5

+ m3l3lp (294 + 96 + 295) Ccos (96) + m3lc3119 cos (95 + 96) + 1 (94 + 95) + I3 (95 + 94 + 96)
(3.86)

Se realiza la derivada con respecto al tiempo

d [355191

— PY: :| = [mzlfz + 71131% + (mzlcz + mglz) I1 cos (95) + mgl§3 + 2mj3l3l, cos (96) + mj3l3ly cos (95 + 96)
5

dt
+12 —+ 13] é4 —+ [mzlfz + 71131% + 71’1313"3 + 2m316312 COS (96) + 12 + 13:| é5 + |:m3l?3
+m316312 CcOoS (96> + 13] éé - [lecz + M3lz] llsen (95) 9495 - 2m316312sen (96> 9496
— m3lcglzsen (66) 9% - 2m3lc3125en (96) 9596 - mg,lcgllsen (95 + 96) 94 (95 + 96) (387)

Se evalta la derivada parcial con respecto a 65

dLspr _
005

— [TI”IQZCQ + M312] (94 + 95) 94llsen (95) —mszlslq (94 -+ 95 + 66) 94861’1 (95 + 96)
- [mZZcz + I’H3lz] gsen (04 +05) — msl3gsen (94 + 05 + 6¢) (3.88)

Anailisis para obtener los elementos de 75
Desarrollo de la derivada parcial con respecto a 6¢

dLspr
00,

:m3l§3 (96 + 04+ 95) + mslesly (95 + 94) cos (6g) + ms3l.3l104 cos (65 +066)+ I3 (96 +0,+ 95)
(3.89)

Se realiza la derivada con respecto al tiempo

d [aﬁsm
dt | 96

] = [mg,lf:; + m3l3ly cos (8g) + malealy cos (05 + 0g) + 13} 04+ [m3l§3 + m3l3ly cos (8g) + 13} s

+ |:1’I13l§ + 13} é(, — mslslrsen (96) 9596 — mslslrsen (96) 9496 — msllisen (95 + 96) 94 (95 + 96)
(3.90)
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Se evaltia la derivada parcial con respecto a 64

dLspr
00,

= — mslzl (92 + 29495 + 9695 + 9694 + 9%) sen (96) — mslslq (Qi + 9594 + 9694) sen (95 + 66)

— m3l.3gsen (94 + 05 + 96) (3.91)

Las ecuaciones dindmicas que modelan el sistema de la pierna izquierda se obtienen aplicando las
ecuaciones de Lagrange:

d [dLspr| 9Lspr _
dt

. — 1, i=4,56 3.92
36, oo, ! (392)

de donde finalmente se obtiene

Ty = [Wlll?l + mgl% + 77131% + mzlfz + m3l% +2 (lelczll + m3lzl]) COS (95) + m31C23 + 2m3lc3lz COS (96)
+2m3lealy cos (05 +06) + 11 + I + I3] 04 + [mzlcz + m3l3 + (maleoly + m3laly) cos (65) + malZ
+2msl3l> cos (96) + m3zl3l1 cos (95 + 66) + DL+ 13] é5 + [m3l§3 + ms3l.3lp cos (96)

+ mslealy cos (05 + 0g) + 3] B — [2 (malealy 4+ m3laly) sen (65) 05 + 2m3lezlrsen (66) 06

+ 2mslezlisen (05 + 6g) (05 + 6) | 04 — [2m3leslasen (06) O + mzlzlisen (65 + 06) (65 + 06 )] 05

— [msleslasen (6) O + mlealisen (65 + 66) (05 + 6) | O + [maler + maly + mzly] gsen (64)

+ [maley + mzly] gsen (04 + 65) + malzgsen (04 + 05 + 6¢) (3.93)

T5 = [mzlczz + m3l3 + (male + maly) 1y cos (05) + m3l? 4 2malzla cos (0g) + malsly cos (85 + 60g) + I
+I3] é4 =+ |:le?2 + 7’]’!31% + nglé + 2m3lc312 CcoS (96) + L+ 13] é5 + |:1’I’I3l?3 +4 T’I’I3ZC312 CcoS (96)

+I3] é6 + [(lelcz + 711312) llsen (95) 94 + mglcgllsen (95 + 96) 94 — 27113lcglzsen (96) 96] 94
— [21113lcglzsen (96) 36} 95 — [m3lc3lzsel’1 (96) 96] 96 + [ﬂ’lzlcz + m3lz] gsen (94 + 95)
+ M3ZC3gsen (94 + 65 + 96) (3.94)

Tg = [m3lcz3 + m3l:3l; cos (96) + m3l:3l cos (95 + 96) + 13} é4 + [mglcz3 + mslglp cos (06) + 13:| é5
+ [nglé + 13] é6 + [mglcg,lzsen (96) 94 + 2m3lc3lzsen (96) 95 + mglcg,llsen (95 + 96) 94] 94
+ [m3leslasen (06) 05 05 + m3lagsen (64 + 65 + 6) (3.95)

siendo T4, T5 y T, los pares que acttian en las uniones 4, 5 y 6.
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Noétese que las ecuaciones dindmicas del robot (3.93)-(3.95) son un conjunto de tres ecuaciones dife-
renciales no lineales similares a las ecuaciones (3.56)-(3.58), por lo tanto a partir de ellas el modelo
dindmico para SPI es expresado como:

My (q) M (q) Mo (q) gs
Mz1(q) Ms(q) Mss(q)] | de

+ +

C1(9.4) Cxn(q,9) Cxs(q.49)| | 45

M1 (q) Mia(q) Ml3(‘7)] [‘74
C1(q,9) C2(q.4) Csx(q.4)] | 46

Ci1(q,9) Ci2(q,4) Cis (q,é)] [lh

81(q) ] { 7 ]
g2 (q) = T5 (3.96)
83 (9) (3

Expresando la Ecuacién (3.96) de forma general para las articulaciones 4, 5 y 6 que componen al
sub-sistema de la pierna izquierda SPI, se tiene:

Mys6(qas,6) Gase + Case (G456, G4,56) G456 + 8456 (§4,56) = Tase (3.97)

donde los elementos que componen la matriz de las masas e inercias My 5 6 (44,56) son:

My (q) = mql? +mol? + msl + myl% + mal3 4 2 (maloly + mslyly) cos (65)
+ m3l% 4 2m3le3ly cos (8g) + 2m3zleoly cos (05 +606) + 1 + I + I

M (q) = molo+ m3l§ + (malply + m3lply) cos (05) + mglé + 2m3lglp cos (6g)
+ m3l3li cos (05 +0g) + I + I3

Mz (q) = msl% 4 malsly cos (05) + mslaly cos (85 + 60g) + I

My (q) = mal? 4 m3l3 4 (mayley + m3ly) Iy cos (85) + m3l% + 2m3le3ls cos (66)
+ m3l3lq cos (95 + 96) + I+ I3

My (q) = mall +mal3 + malg + 2m3lsly cos (66) + I + I
My (q) = mals+mslaly cos (66) + I3

Msi(q) = m3l§3 + m3l3ly cos (6g) + mslgly cos (05 + ) + I3
Mz (q) = mali+ mslealy cos (6g) + I3

Mz (q) = msly+1s

para la matriz de Coriolis y fuerza centripeta Cs 56 (4456, §4,5,6) SON:

Ci1(q,4) = — [2(malealy +mslaly)sen (65) 65 + 2mslezlasen (66) 65
+ 2mg3leslysen (05 + 6) (95 + 96)}

C12 (q, q) = — [27]131(;312861’1 (96) 96 + m3lcgllsen (95 + 66) (95 + 96)}

Ci3(q,4) = — [msleslasen (66) 06 + msleslisen (65 + 65) (65 + )|

Co1(q,4) = (maley +mslp) lysen (05) 64 + malealisen (65 + 65) 04 — 2mslezlrsen (65) O
sz (q, q) = —271’13lcglzsen (96) 96

C23(q,4) = —mslealrsen (66)6g

C31(q,9) = mallysen (0g) 04 + 2m3l.zlpsen (0g) 05 + m3l.zlisen (05 + 0g) Oy

C32 (q, q) = m3lc3lzsen (96) 95

C33 (q/ q) 0
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y para la matriz del par gravitacional g4 5 ¢ (44,5,6) son:

g1(q) = [mila +myly + m3ly] gsen (04) + [malep + m3lz] gsen (64 + 05)
+ m3l.3gsen (94 + 05 + 96)
8 (q) = [malo + mzly] gsen (04 + 65) + m3l.zgsen (04 + 65 + 65)

g3(q) = mslagsen (04 + 05+ 6g)

3.3.3. Acoplamiento del modelo dindmico

La ecuacién de movimiento de un manipulador es descrito en términos de las coordenadas de sus
articulaciones g; en la siguiente forma:

M;(q:)G;+ Ci (9i,9i) i + & (gi) = T (3.98)

El sistema bipedo propuesto esta formado por dos sub—sistemas que representan las piernas SPD y
SPI, y que en conjunto forman el sistema robético completo:

Subsistema SPD, (i =1,2,3)
M; (qi) G+ Ci(9:,4i) 4i + 8i (qi) = T

Subsistema SPI, (i =4,5,6)
M; (q:) G+ Ci(9:,4i) 4i + 8 (g:) = T

M(q)§+C(q,9)4+8(q) =7

La dindmica combinada utilizada en robots manipuladores colaborativos para obtener un tinico mo-
delo dindmico, menciona de forma general, la ecuacién de movimiento de k manipuladores puede
ser descrita como:

My (q9)§+Cn(q,4)4+8m(q) =7 (3.99)
donde

My (q) = diag {M (1) , ..., M (q¢)} € R,
Cm (q,9) = diag{C1 (91,41) , ---, Cx (qx, gx) } € R" >,

[ T T T Nm
gn (@) = [g1(a)" - g(a)'] er™,
r T
9= |l af| er™,

- T
T=|1{.. Tﬂ e R"m,

k
Ny = Z n;.
i=1
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Siendo la composicién del sistema bipedo completo por dos sub—sistemas (SPD y SPI) de 3 grados
de libertad cada uno de ellos, se tiene que:

2
nm:Zni:n1+n2:6,
i=1

M, (q) = diag {M; (q1) , M5 (q2)} € R®*°,
Cu (9,4) = diag {C1 (41, 41), C2 (q2,42)} € R®*°,

g (@) = [s1 ()" g2(02)"] € R,

r T
q=|af 4| er°,

- T
T= |1 TZT} c RS,

M (q1), C1(91,91), 81 (q1), 1 y 71 corresponden a las matrices y vectores del primer modelo di-
namico que corresponde al sub—sistema de la pierna derecha SPD, y M5 (g2), C2 (92, 42), $2 (92), 92
y T, pertenecen al segundo modelo dindmico que corresponde al sub—sistema de la pierna izquier-
da SPI. En consecuencia a la unificacién de estos sub-sistemas, obtenemos un modelo general del
sistema bipedo por completo de 6 grados de libertad. Entonces, los modelos dindmicos obtenidos
anteriormente por cada sub—sistema, SPD y SPI, en el modelo dindmico final del sistema completo,
es escrito de la siguiente forma:

M, 0][41] [c1 0741 1] [l
0 M| |d2|Tlo c2||q2]T| 2]~
(3.100)
donde

M1 = Mi3(q1,2,3)
M2 = M55 (qa56)
Cl=Ci23(q123 91,23)
C2 = Cy56 (94,5,6: §4,56)

41 = 41,23
42 = 445,
41 = G123
G2 = G5

8l =g123(q1,23)

82 = 8456 (qa,56)
Tl = T1,2,3
T2 = T4,5’6
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Sustituyendo los elementos de las matrices y vectores de las Ecuaciones (3.60) y (3.97), que corres-
ponden a cada sub-sistema, en la ecuacién (3.100), se tiene el modelo general del sistema bipedo

completo como:

M1 My, Mas

My My, Mys

Mz Mz, Ms;
0 0 0
0 0 0

0 0 0

0 0 0 q1 C11 C12 C13 0 0 0 6]1 &1 T1
0 0 0 172 C21 C22 C23 0 0 0 qz &2 T
0 0 0 iig + C31 C32 C33 0 0 0 {/73 + g3 _ T3
My, Mys My 44 0 0 0 Cyu Ci5 Cy q4 84 T4
Msy Mss Msg gs 0 0 0 Gsy G5 Cs gs 85 T5

Mgy Mes Mes] L o] [0 0 0 Cea Cos Coesl | 96 | L S6 | | T6 |
(3.101)

donde los elementos que componen la matriz de masas e inercias My, final son:

My, =

M, =

Mz =
M, =

My, =
My; =

Mgs =

mllé + mzl% + m3l% + mzlfz + mgl% + 2 (mplply + m3laly) cos (62)
+ mglfg, + 2mg3lesly cos (03) + 2mslplicos (62 +63) + 11+ L + I
Mol + mals + (maloly + mslyly) cos (62) + m3l% + 2m3lesly cos (63)
+ m3l.3lq cos (92 + 93) + I+ I3

m3l2 4+ mslesly cos (03) + mslesly cos (6 + 63) + I3

mal2, + m3l3 + (maley + msly) 1y cos (82) + m3l% + 2m3le3ls cos (63)
+ mglslycos (02 +63) + I + I3

mzlfz + ﬂ13l§ + mglé + 2m3l.3lp cos (93) + I + I3

m3l§3 + m3l.3lp cos (93) + I3

m3l§3 + m3l.3lp cos (93) + m3l.3l1 cos (92 + 93) + I3

m3l§3 + mg3l3l, cos (93) + I3

mglé + 13

ml2, + mol? + msl3 4+ myl%, + m3l3 + 2 (malgly + mslaly) cos (65)
+ mgl??’ + 2m3l 31y cos (6g) + 2mzlply cos (05 +6¢) + It + I + I3
Mol + m3l3 + (mylply + mslaly) cos (85) + m3lf3 + 2mglesly cos (6)
+ m3l.3lq cos (95 + 96) + I+ I3

m3l2 4+ mslesly cos (0g) + mslesly cos (05 + 60g) + I

mal%, + m3l3 + (maley + maly) Iy cos (05) + m3l% + 2msle3ly cos (6g)
+ m3l.3lq cos (95 + 96) + I+ I3

mal%y 4 m3l3 + mal% + 2mslealy cos (0g) + L + I

mgl§3 + m3l.3lp cos (96) + I3

mglé + m3lc3lp cos (6g) + m3lgly cos (65 4 6g) + I3

m3l§3 + mglslp cos (0g) + I3

m3l‘z‘3 + I3
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Los elementos de la matriz de Coriolis y fuerza centripeta C,, final son:

Cn

— [2 (maleplh + m3laly) sen (62) 6, + 2m3lglysen (63) 05
+ 2mzlezlisen (62 + 603) (62 + 63) ]

— [2m3leslasen (05) 03 + m3leslisen (6, + 63) (62 + 63) ]
— [mslglysen (63) 05 + mzlglisen (6, + 603) (62 + 05) ]

(lecz + 711312) [1sen (92) 91 + mglcg,llsen (92 + 93) 91 — 271’1315312881’1 (93) 93

—2m3l3lpsen (03) 03

—m3lc3lzsen (93) 93

msleslasen (03) 01 + 2mslezlpsen (03) 02 + malslysen (0, + 03) 04
m3lezlpsen (03) 0,

0

— [2 (maleply + malaly) sen (05) 05 + 2m3l.zlasen (06) O

+ 2m3lglisen (65 + 06) (65 + 06) |

— [nglcg,lzsen (96) 96 + msl.3l1sen (95 + 96) (95 + 96)]

— [m3lc3lzsen (96) 96 + msl3lisen (95 + 66) (95 + 96)]

(lecz + m312) [1sen (95) 04 + msls3lisen (95 + 96) 0, — 2msl3lpsen (96) 96

—2m3l3lhsen (0g) O

—m3l3lpsen (0g) O

m3lezlpsen (0g) 04 + 2m3lezlasen (0g) 05 + mslezlisen (05 + 0g) 04
mzl.zlpsen (0g) Os

0

y para la matriz del par gravitacional g, final son:

81

L2
83
84

85
86

= [myleg + maly + mgly] gsen (01) + [malp + msly] gsen (61 + 67)
+ m3lzgsen (91 + 6, + 93)

[mzlcz + m3lz] gsen (91 +0,) + m3l.3gsen (614 6, 4 63)
msl.3gsen (61 + 6 + 63)

[mllcl + moly + 17’1311] gsen (94) + [mzlcz + m3lz] gsen (94 + 95)
+ m3lagsen (04 + 65 + 0g)

[moley + m3lp] gsen (04 + 05) + m3zlzgsen (64 + 65 + O)
msl.3gsen (94 + 05 + 96)






Capitulo 4
Simulador en torno a MATLAB

La habilidad para usar simuladores en el disefio de sistemas en todos los campos de ingenieria y ciencias, se
ha convertido en un factor importante para el andlisis de datos que se obtienen durante la simulacién con
el proposito de entender y mejorar las condiciones y desempeiio de un sistema. Un simulador es una herra-
mienta computacional que nos permite reproducir el comportamiento de un sistema mediante las ecuaciones
matematicas que lo describen y brindar un ambiente grafico de interpretacion de datos dependientes de los
estimulos internos y externos. Sin embargo, hacer simulaciones tiene limitaciones debido a la inexactitud de
los modelos dindmicos ya que no se pueden representar e incluir todos los fenémenos fisicos presentes en
el sistema, de aqui que la simulacién nos sirve para tener una idea de la respuesta del sistema a estimulos
tanto internos como externos [29-31].

En el desarrollo del actual capitulo se presenta las caracteristicas principales de Matlab® y SolidWorks®
que benefician el desarrollo del simulador en base al modelo dinamico del sistema bipedo en lazo cerrado
con el controlador propuesto.

4.1. Matlab®

Matlab® es un lenguaje de programacién de alto nivel basado en matrices/arreglos que poseen
sentencias de control de flujo, funciones, estructuras de datos, entrada/salida, y caracteristicas de
programacion orientada a objetos; todo esto, orientado al cdlculo técnico que integra un entorno
amigable para el cdlculo, la visualizaciéon de resultados y la codificacion de programas. General-
mente es utilizado en: cdlculo y matemaética, desarrollo de algoritmos, adquisicion de datos, mode-
lado, simulacién y prototipado, anélisis, exploracién y visualizacién de datos, graficos cientificos y
de ingenieria, y desarrollo de aplicaciones con interfaces graficas. El nombre Matlab® proviene de
Matrix Laboratory (Laboratorio de Matrices) dado que en sus origenes fue escrito para facilitar el
desarrollo de software matricial. Las caracteristicas principales de Matlab® son [32]:

» Lenguaje de programacién de alto nivel para célculo técnico.
» Entorno de desarrollo para la gestiéon de c6digo, archivos y datos.

» Herramientas interactivas para la exploracién, disefio y resolucién de problemas interactivos.
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» Funciones matemadticas para algebra lineal, estadistica, andlisis de Fourier, filtrado, optimiza-
cién e integracion numeérica

» Funciones gréficas para visualizacién de datos en 2D y 3D.
» Herramientas para crear interfaces graficas de usuario personalizadas.

» Funciones para integrar algoritmos basados en Matlab con aplicaciones y lenguajes externos
(C/CH+, FORTRAN, Java, COM y Microsoft Excel).

» Provee Toolboxes, herramientas orientadas a problemas especificos.

Programacién y archivos .m

Matlab® posee un compilador que traduce las sentencias Matlab® en funciones equivalentes en
lenguaje C; luego, se compila éste tltimo para obtener asi el cddigo objeto a través de un compi-
lador C para posteriormente enlazarse con las bibliotecas mateméticas C de Matlab® junto a otros
archivos que se disponga. Por lo tanto, el lenguaje de programacion Matlab® es de alto nivel, posee
un compilador e interpretador, es imperativo, orientado a objetos y paralelo [32].

La manera de guardar comandos y, por tanto, de construir programas que ejecuten determinadas
rutinas consiste en crear lo que se llaman ficheros-M. La potencia de Matlab® reside en su capaci-
dad para ejecutar una larga serie de comandos almacenados en estos ficheros de texto (M-File, en
inglés). Los ficheros-M comerciales se venden agrupados en librerias llamadas toolboxes. El usurario
de Matlab® puede editar y modificar los ficheros-M de las toolboxes y también puede crear sus pro-
pios ficheros que contienen sentencias Matlab®. La extension de éstos archivos es .m, y el nombre
de un archivo M es inmediatamente asociado al Sistema Matlab® como un nuevo comando [32].

Existen dos tipos de archivos M [32]:
Archivo M Script:
= Son los archivos M mads simples.
= Son archivos externos y generalmente contienen sentencias Matlab®.
» Pueden operar con variables (datos) pre-existentes o creados dentro de ellos.
» No requieren la declaracién de delimitadores de inicio/ fin (begin/end).
» En sullamada (invocacién), no reciben ni retornan argumentos.
» Puede generar gréficos de salida usando comandos tales como plot.

» Pueden incluir lineas de comentario en cualquier posicion, adjuntas a sentencias o como lineas
de documentacién del script.
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Archivo M Funcién. Solo operan con [32]:
» Argumentos de entrada.
» Variables que estdn definidas dentro de ellas.
» Variables globales
» Argumentos de salida.

Debido que Matlab® es un lenguaje de programacién de alto nivel y un entorno interactivo para
el célculo técnico, e incluye funciones para el desarrollo de algoritmos, andlisis de datos, calculo
numérico, y visualizacion; Matlab® sirve como base de todos los otros productos de MathWorks®,
como es el caso de Simulink®, entorno donde es desarrollado la simulacién del sistema bipedo,
y que ambos programas (Matlab® y Simulink®) pueden computar en forma paralela y generar
codigo [32].

4.1.1. Simulink®

Simulink® es un entorno de diagramas de bloques extendible para la simulacién de sistemas y
el disefio basado en modelos. Permite a los ingenieros simular y analizar una amplia gama de sis-
temas que incluyen controles, sefiales y procesamiento de imdgenes, comunicaciones, y sistemas
tisicos multidominio. Por lo tanto, es una herramienta que ofrece un editor gréfico, bibliotecas de
bloques personalizables y un conjunto de solvers, para modelar y simular sistemas. Estd basado en
un entorno de diagramas de bloque multidominio bajo un disefio basado en modelos. Simulink®
permite el disefio y la simulacién a nivel de sistema, la generacién automatica de c6digo, asi como
la prueba y verificaciéon continua de los sistemas embebidos [32].

La capacidad de integracion de Simulink® con Matlab®, le permite incorporar algoritmos de este
lenguaje dentro de los modelos Simulink®, exportar los resultados de la simulacién a Matlab®
para asi poder llevar a cabo més andlisis. Dentro del entorno Matlab®, Simulink® es un toolbox
que se diferencia de los otros, tanto por su interfaz especial como por la “técnica de programacion”.
Los sistemas dindmicos pueden ser simulados utilizando Simulink®. En la mayoria de casos, estos
implican procesos lineales o no lineales dependientes del tiempo, que pueden ser descritos usando
ecuaciones diferenciales (tiempo continuo) o ecuaciones en diferencia (tiempo discreto). Otra forma
comun de describir los sistemas dindmicos es mediante los diagramas de bloque. Los diagramas
de bloques es un intento de entender el comportamiento del sistema por medio de una representa-
cién grafica, que esencialmente consiste de representaciones de los componentes individuales del
sistema (bloques) junto con un flujo de sefiales entre estos componentes. Simulink® se basa en esta
forma de representacion, para ello usa una interfaz grafica para convertir un diagrama de bloques
de esta clase (casi) directamente en un modelo Simulink® y luego simular el funcionamiento del
sistema. Hay que observar que un uso bien fundamentado de Simulink® requiere ciertos conoci-
mientos de tecnologia de control y la teoria de sistemas, por lo que el tema central es la solucién
numérica de simples ecuaciones diferenciales. Los sistemas dindmicos (que son continuos en el
tiempo) se describen por ecuaciones diferenciales. Por lo tanto, cuando se describe el sistema con
un diagrama de bloques y se simula la reaccién del sistema a una sefial de entrada, esencialmente
estamos buscando nada mds que la solucién de la ecuacién diferencial en la que se basa el sistema.
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También es posible convertir una ecuacién diferencial en un diagrama de bloques y resolver nu-
méricamente la ecuacién diferencial con Simulink®. Simulink® es, por lo tanto, un solucionador
numérico (solver) de ecuaciones diferenciales [32].

Simulink® ofrece una extensa biblioteca de solucionadores (solvers), cada uno de los cuales de-
termina el tiempo de la de simulacién y se aplica un método numérico para resolver el conjunto
de ecuaciones diferenciales ordinarias que representan el modelo. La siguiente tabla muestra cada
solver y la técnica de integracion que utiliza [32,33]:

Solver | Integracion Técnica Orden de Precisién
EDO1 | Método de Euler Primero

ode2 | Método de Heun Segundo

ode3 | Férmula Bogacki-Shampine Tercera

ode4 | Féormula de cuarto orden de Runge-Kutta (RK4) | Cuarto

ode5 | Formula Dormand-Prince (RK5) Quinto

ode8 | Formula Dormand-Prince RKS8 (7) Octavo

Tabla 4.1: Listado de solvers y técnica de integracion que utilizan

La tabla muestra los solucionadores con el fin de la complejidad computacional de los métodos
de integracion que utilizan, desde el menos complejo ( EDO1 ) hasta las mas complejas ( ode8 ).
Ninguno de estos solucionadores tiene un mecanismo de control de errores. Por lo tanto, la precision
y la duracién de una simulacién depende directamente del tamarfio de las medidas adoptadas por
el solucionador. A medida que disminuye el tamafio de paso (muestra), los resultados llegan a ser
mas preciso, pero la simulacién lleva més tiempo [32,33].

Entonces de manera resumida, las caracteristicas principales de Simulink® son [32]:
» Editor gréfico para crear y gestionar diagramas de bloques jerarquicos.
» Bibliotecas de bloques predefinidos para modelar sistemas continuos y discretos.

» Motor de simulacién con solvers de ecuaciones diferenciales ordinarias de paso fijo y paso
variable.

= Scopes y data displays para ver los resultados de la simulacién.

» Herramientas de gestion de proyectos y datos para administrar los archivos y los datos del
modelo.

» Herramientas de andlisis de modelos para perfeccionar la arquitectura del modelo y aumentar
la velocidad de simulacién.

= Bloque Matlab® Function para importar algoritmos de Matlab® en modelos.

» Legacy Code Tool para importar cédigo C y C++ a los modelos.
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SimMechanics®

Para el modelado fisico en Simulink®, podemos encontrar el toolbox de SimMechanics®, este pro-
porciona un entorno de simulacién multi-cuerpo para sistemas mecénicos de 3D, tales como robots,
suspensiones de vehiculos, equipos de construccién y equipo de aterrizaje de aviones. Uno modela
el sistema multi—cuerpo usando bloques que rresentan los 6rganos, articulaciones, limitaciones
y elementos de fuerza, y luego SimMechanics® formula y resuelve las ecuaciones de movimien-
to para el sistema mecanico completo. Modelos de sistemas CAD, incluyendo la masa, la inercia,
las articulaciones, limitacién, y la geometria 3D, se pueden importar en SimMechanics®. Y una
animacion 3D generada automdticamente permite visualizar la dindmica del sistema [32,33].

Sus caracteristicas principales son [32}33]:

» Bloques y construcciones de modelado para simular y analizar sistemas mecanicos 3D en
Simulink®

» Definicién cuerpo rigido usando extrusiones geometria y personalizados estdndares definidos
en Matlab®

» Calculo automaético de la masa y la inercia tensor
» Modos de simulacién para el andlisis de movimiento y calcular las fuerzas

» La visualizacién y animacién de la dindmica de sistemas multi—cuerpo con geometria 3D

» Utilidad SimMechanics Link, que proporciona una interfaz para Pro/ ENGINEER®, SolidWorks®

y Autodesk® Inventor®, y otras plataformas CAD para importar el conjunto del disefio en
SimMechanics®. La masa y la inercia de cada parte del ensamble se importa como cuerpos
rigidos, la geometria del conjunto del CAD se guarda y se asocia con el cuerpo apropiado en
SimMechanics®.

» El apoyo a la generacion de codigo C (con Simulink Coder)

4.1.2. GUIDE

La interfaz grafica de usuario, conocida también como GUI (del inglés Graphical User Interface) es
un tipo de interfaz de usuario que utiliza un conjunto de imégenes y objetos graficos para represen-
tar la informacién y acciones disponibles en la interfaz. Como en una GUI las acciones se realizan
mediante manipulacién directa, el usuario no tiene que crear un script, digitar algtin comando en
la linea de comandos o comprender los detalles de como se realizan las tareas para poder hacer
alguna actividad con la aplicacion. Las GUIs surgen como evolucién de la linea de comandos de los
primeros sistemas operativos y es pieza fundamental en un entorno grafico [32,37].

Una GUI Matlab es una ventana figura (figure) en la cual se afiaden los controles operados por el
usuario (componentes) . A través de devoluciones de llamada (callbacks) se puede hacer que los
componentes hagan lo que se desea cuando el usuario le da click o los manipula con pulsaciones
del teclado (keystrokes) [32,37].
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Toda aplicaciéon GUIDE consta como minimo de dos archivos [32,37]:

Archivo .fig: Es un archivo binario que contiene una descripcién completa del disefio de la
GUI y sus componentes. Este archivo es del tipo .mat, por lo tanto solo se puede modificar en
Layout Editor de GUIDE [32,37].

Archivo .m: Es un archivo de texto que contiene cédigo de inicializacién y plantillas para la
codificacién de funciones callback que controlan el comportamiento de la GUIL Dado que éste
archivo esta constituido de funciones, el archivo M de la aplicacién GUI nunca puede ser un
script [32,37] .

Cada componente de la aplicaciéon posee propiedades. Las propiedades permiten establecer las ca-
racteristicas del componente. Estas se establecen modificando sus valores. GUIDE provee de la
herramienta Property Inspector, para poder realizar el mantenimiento de las propiedades de cada
componente. Cada vez que se afiada un nuevo componente a la aplicacién, GUIDE asignaré valores
por defecto a sus propiedades, los cuales podrén ser luego personalizables segtin la necesidad de la
aplicacién que estemos desarrollando. Todos los componentes tienen la propiedad Tag, la cual per-
mite referenciar al componente dentro del cédigo fuente. Todos los Tags de una aplicacién GUIDE
conforman una estructura llamada handles, a través de la cual se hace referencia al componente en
el codigo fuente [32,37].

Estructura del archivo M de una GUI

La Funcién Principal (de inicializacion): el archivo M generado por GUIDE es un archivo del
tipo funcién. El nombre de la funcién principal es el mismo nombre del archivo M. Aqui se
especifican las tareas de inicializacién de GUIDE [32,37].

La Funcién de Apertura (OpeningFcn): Es aquella subfuncién que realiza las tareas de inicializa-
cion antes de que el usuario tenga acceso a la GUI [32,37].

La Funcién de Salida (OutputFcn): Es aquella subfuncion que retorna salidas a la linea de co-
mando Matlab® después de que la funcién de apertura retorna el control y antes de que el
control retorne a la linea de comandos [32,137].

Las Funciones callback: Cada callback es una sub—funcién de la funcién principal. Cuando GUI-
DE genera un archivo M, éste automaticamente incluye plantillas para las funciones callback
de uso frecuente para cada componente. Los callbacks de los componentes y de la ventana
figura, controlan el comportamiento de la Ventana Figura y de los componentes individuales.
Matlab® invoca a un callback en respuesta a un evento particular de un componente [32,37].

Las Funciones utilitarias o de ayuda: Son sub—funciones que realizan tareas misceldneas no di-
rectamente asociado con algiin evento de la ventana figura o de un componente [32,37].
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4.2. SolidWorks®

SolidWorks® es un programa de disefio mecanico en 3D completo que integra un gran niimero de
funciones avanzadas para facilitar el modelado piezas, crear grandes ensamblajes, generar planos
y otras funcionalidades que le permiten validar, gestionar y comunicar proyectos de forma rapida,
precisa y fiable. Se caracteriza por su entorno intuitivo y por disponer de herramientas de disefio fa-
ciles de utilizar. La caracteristica que hace que SolidWorks® sea una herramienta competitiva, agil
y versatil es su capacidad de ser paramétrico, variacional y asociativo, ademads de usar las Funciones
Geométricas Inteligentes y emplear un Gestor de Disefio (FeatureManager) que permite visualizar,
editar, eliminar y actualizar cualquier operacion realizada en una pieza de forma bidireccional entre
todos los documentos asociados [38].

Sus caracteristicas principales son:

» Definicion de pardmetros clave. Los pardmetros clave son las dimensiones (cotas) y las Rela-
ciones Geométricas que definen un modelo tridimensional. SolidWorks® asocia a cada una
de las cotas de un croquis asi como a las operaciones tridimensionales un nombre que permite
modificarla en cualquier momento y su actualizacion en el resto de documentos asociados [38].

» Asociatividad. Todos los documentos (Pieza, Ensamblaje o Plano) estan vinculados y la mo-
dificacién de un fichero de pieza modifica el ensamblaje y los planos asociados de forma au-
tomatica, sin la participacién del usuario. Los ficheros se actualizan aunque se encuentren
cerrados [38].

» Funciones geométricas inteligentes. La creacion de taladros, chaflanes, redondeos, vaciados o
la creacion de nervios, entre otras operaciones, son creadas de forma rapida, 4gil e intuitiva. En
muchas operaciones el proceso de definicién esta guiado y puede previsualizar la operacion
antes de su aceptacion definitiva [38]].

» Gestor de diseiio. También es conocido como &rbol de operaciones o FeatureManager. En él
se incluyen de forma histérica todas las operaciones que han sido necesarias efectuar para
conformar la pieza durante su disefio. El Gestor de Disefio permite visualizar y ocultar opera-
ciones, suprimirlas o eliminarlas, cambiar el color y, lo que es mds importante, modificar sus
parametros de definicion [38].

Otra aplicacién de SolidWorks® es la simulacién y movimiento; es una herramienta intuitiva de
Simulacién Fisica incluida en SolidWorks® que permite agregar distintos movimientos a los com-
ponentes que forman su ensamblaje para evaluar como la forma, las dimensiones y las relaciones
geométricas establecidas entre ellos que definen la cinemética de su conjunto. Es una ayuda impres-
cindible para asegurar la ausencia de interferencias o choques entre los elementos de un ensamblaje;
lo que reduce la necesidad de realizar costosos prototipos, acaba con las repeticiones de trabajo y
las demoras, y ahorra tiempo y costes de desarrollo [38].
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Visién general de andlisis por elementos finitos

Para la simulacion, SolidWorks® utiliza métodos de analisis por elementos finitos para calcular
desplazamientos, deformaciones y tensiones de los componentes con cargas internas y externas
tales como fuerzas, presiones, aceleraciones, temperaturas y contacto entre componentes. Durante la
aplicacién del método de elementos finitos, en lugar de intentar resolver el problema como un todo
en una sola operacion, se divide el cuerpo del problema en un nimero finito de elementos, los cuales
a su vez se resuelven simultdneamente y se obtiene el resultado de un todo conformado por cada
resultado arrojado por los elementos finitos. Pero, dado que el problema tiene que ser discretizado,
esté método numérico al igual que todos los métodos numéricos, arrojan valores aproximados de las
incégnitas en un numero finito de locaciones dentro del cuerpo, las cuales dependen directamente,
del nimero de elementos usados para la discretizacién de la pieza [38].

4.3. Desarrollo del simulador

4.3.1. Disefio del sistema bipedo

El disefio del sistema bipedo esta basado en los canones de las proporciones del cuerpo humano,
Figura de los cuales se puede observar que las rodillas estdn aproximadamente a la mitad de la
longitud total de las piernas de un individuo. Cabe mencionar, como todo sistema de 6rganos, en el
desarrollo del sistema 6seo influyen multiples factores internos (como la osificaciéon u osteogénesis
proceso de la formacién de los huesos dependiente del sistema sanguineo y que dura toda la vida
con el crecimiento y remodelacion de los huesos) y factores externos (como las actividades de trabajo
de la vida cotidiana) que condicionan las variaciones de dimensiones, forma y estructura de los

huesos, por lo que evidentemente cada persona es distinta a las demads y tiene sus particularidades
[39-42].
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Figura 4.1: Proporciones del cuerpo tomando la cabeza como unidad de medida .
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En la Figura se observa el ensamble final del sistema robético, ver Apéndice B para consultar
medidas del disenio de cada eslabéon. Como se comenté con anterioridad, el disefio fue realizado
en el programa de Solidworks®, el cual nos proporciona propiedades fisicas de cada uno de los
eslabones que componen al sistema con referencia al punto de origen de cada pieza, ver Tabla ;
recordando que estas propiedades son necesarias para la simulacién del sistema en los programas

de Simulink® y Matlab®.
Eslabén Masa (g) | Posicion Cy;, (cm) | Inercia (g*cmz)

x = 3.00000 cm 1,=12847 .46

Cadera 674.78 y =2.33000 cm 1,=14923.43

z =0.00000 cm 1,=25158.18

x = 3.26000 cm 1,=13746.49
Articulaciéon Cadera Derecha | 1591.03 | y =-12.840 cm 1,=191822.10
z =-0.3300 cm 1,=196618.02

x = 2.74000 cm 1,=13746.49
Articulaciéon Cadera Izquierda | 1591.03 | y =-12.840 cm [,=191822.10
z =-0.3300 cm 1,=196618.02

x = 2.45000 cm 1,=5663.12

Articulacion Rodilla Derecha | 887.47 y =-11.400 cm 1,=70338.91
z =-0.0400 cm 1,=71252.64

x = 3.55000 cm 1,=5663.12

Articulacién Rodilla Izquierda | 887.47 y =-11.400 cm 1,=70338.91
z =-0.0400 cm 1,=71252.64

x = 3.32000 cm 1,=5437.97

Articulaciéon Tobillo Derecha 504.61 y =-3.610 cm 1,=16189.32
z=-1.970 cm 1,=18030.39

x = 2.68000 cm 1,=5437.97

Articulacién Tobillo Izquierda | 504.61 y =-3.610 cm 1,=16189.32
z=-1.970 cm 1,=18030.39

Tabla 4.2: Parametros fisicos del robot.
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Figura 4.2: Ensamble final del sistema bipedo.

4.3.2. Traduccion CAD-Simulink

El proceso de la conexion entre el sistema CAD del disefio del robot hacia el entorno de Simulink®
para poder realizar las simulaciones pertinentes y el estudio cinético y dindmico del robot, consta

de dos pasos fundamentales [33}35,[36,39]:

» Pasar del CAD a un formato XML que puede ser leido por el SimMechanics como diagrama
de bloques.

= Generar un archivo con formato MDL que ser el que se pueda leer y manipular en Simulink®.

Ensamble
CAD
Traductor
CAD - XML
Archivo
XML
Modelo
SimMechanics

Modelo
Simulink

Figura 4.3: Proceso para pasar de un ensamble CAD hacia un archivo de simulacién en simulink.
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Bloque Descripcion
Machine Environment: Entorno de la maquina. Este
o[ E bloque define las condiciones del entorno de simulacién.
nv

T

e
il
o
=]

Ground: Tierra. Este bloque define la posicion de la tierra a
la que ird sujeta la base de la méquina. Es la conexioén de la
maquina y el entorno.

Body: Cuerpo. Es la representacién de cuerpo o un
elemento sélido. Se definen la masa, el centro de gravedad
y el momento de inercia

Weld: Soldadura. El bloque de soldadura define una unién
entre dos cuerpos mediante una junta que tiene 0 grados
de libertad. Cuando son cuerpos solitarios define que estos
estdn soldados a tierra.

Revolute: Junta de revolucién. Se determina una junta o
par de revolucién entre dos cuerpos conectados entre si.
En este bloque es posible definir actuadores y sensores.

Tabla 4.3: Bloques existentes en el diagrama de bloques del modelo fisico en Simulink.
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Existe una herramienta creada por Mathworks® que permite esta conexién mediante un traductor.
Este transporta los parametros y caracteristicas del modelo CAD hacia un modelo fisico en diagrama
de bloques, que permitird al finalizar el anélisis en SimMechanics [33,35}/36,39].

Durante el proceso de traduccién entre la plataforma CAD y Matlab®, se obtuvo tres archivos del
modelo:

» Archivos .STL: nos permite tener un entorno de simulacién con los elementos reales del en-
samble

= Archivos .XML:la traduccién del modelo 3D para Matlab® donde describe el sistema con sus
propiedades fisicas

= Archivos .MDL: que es reconocido por Simulink® y es la representacién del modelo 3D de
SolidWorks® por medio de bloques de SimMechanics [33,35,36,39].

En el archivo . MDL generado, la representacion del sistema es a través de los siguientes bloques de
la tabla 1) del toolbox SimMechanics en Simulink®. Existen otros bloques en el toolbox SimMe-
chanics, su uso depende del tipo de sistema a simular.

La ventaja del uso de un programa CAD con ligas a Matlab® es la autogeneracién del modelo 3D a
bloques para Simulink®; del cual procede revisar y ajustar algunos valores en los bloques que por
defecto son caracterizados con respecto a las coordenadas del espacio de trabajo de SolidWorks®.

El modelo a bloques del disefio del sistema bipedo, se muestra en la Figura (#.4). Posteriormente a
la definicién de los bloques a utilizarse dentro de la simulacién se procede a realizar la preparacion
del modelo dentro del entorno de Simulink®: definiendo las condiciones del entorno del robot,
como la gravedad, en el bloque Machine Environment, que se haya importado adecuadamente desde
el ensamble CAD hacia Simulink®; definicién de la ubicacion de la tierra en la coordenadas de
origen (0,0, 0), bloque Ground; y la verificacién y correccién de las conexiones de los bloques que le
siguen como es el caso de RootPart, con el fin de que los elementos se encuentren exactamente en el
origen coordenado.

Finalmente, para establecer si se encuentra correctamente definido el sistema, se ejecuta la simula-
cién y si esta correcto se observa como el robot colapsa por la gravedad [33,135/36,39].

4.3.3. Implementacién de los motores DC

El vector de pares T del sistema es suministrado por motores D.C. de imanes permanentes, accio-
nadores que son de tipo electromecédnico. Dichos accionadores relacionan dindmicamente el par o
fuerza suministrado con la entrada de dicho accionador que en este caso es voltaje. [21]

El modelo matematico del motor de corriente directa requiere de dos ecuaciones, una ecuacién
mecdnica y otra eléctrica. Estas ecuaciones estan acopladas y se basan en las leyes de la dindmica
y de Kirchhoff, respectivamente; por una parte, la ecuacién mecanica modela principalmente el
movimiento del rotor, y por otra parte la ecuacién eléctrica modela lo que ocurre en el circuito
eléctrico del inducido [21]]
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Figura 4.4: Modelo a bloques de SimMechanics del sistema bipedo.
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El diagrama de bloques para el sistema de motor D.C. en el dominio de la frecuencia, se representa
en la Figura (.5), En el apéndice B, se describe la obtencion de modelo del motor de corriente
continua en detalle y en capitulos previos se present6 la integraciéon del modelo matematico del
motor con el modelo dindmico del sistema, Ecuacion (.1)).

A 4
A 4
v

K
Ls +R ! Js+B

F 3

Kb

Figura 4.5: Diagrama de bloques para un sistema de motor D.C.

Las especificaciones de los motores utilizados en el simulador son descritos en el apéndice C, estos
fueron elegidos por su torque generado, ya que a través de las ganancias K que relacionan el torque
necesario con el voltaje en los motores, Ecuacion , se obtuviera ganancias r de la Ecuaci()n
no extremadamente grandes. La caracterizacion de los motores DC para las articulaciones en el
sistema quedaron de la siguiente forma: el modelo ME1003 para las articulaciones de la cadera, el
modelo 82 830 502 para las articulaciones de las rodillas y finalmente el modelo 82 850 002 para las
articulaciones de los tobillos.

[RM (q) +]]§+RC(q,4) 4+ Rg(q) + B4 = Ko (4.1)

Om =19 (4.2)

4.3.4. Implementaciéon del controlador

Las ganancias de los controladores de la Ecuacion (4.3), fueron ajustadas hasta obtener una respues-
ta estable para el control de posicién en un tiempo minimo, del cual se obtuvo de 3 segundos y
cuyo efecto en el sistema, las respuestas de los motores DC no excedieran sus caracteristicas eléctri-
cas. Estas ganancias son las mismas para ambas piernas y serdn estas mismas ganancias las que se
aplicardn para el control de movimiento punto a punto, Tabla (4.4).

T=Kigd—Kog+g(q) ; d=49a—1q (4.3)

Eslabon | Ky, | Ky
Cadera | 90 | 12
Rodilla | 12 | 1.6
Tobillo | 1.3 | 0.9

Tabla 4.4: Ganancias obtenidas.
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4.3.5. Planeacién y generacion de trayectorias

La btisqueda de la sucesién de posiciones que permiten llevar al robot de una posicién inicial a una
final, fue basada en las gréficas de la cinemética de la marcha humana que presentan las articula-
ciones de la cadera, la rodilla y el tobillo en el plano sagital, Figuras -[£.8). En esta tesis, se toma
el movimiento completo del robot formado por dos trayectorias: una es la fase de apoyo y la otra la
fase de balanceo.

Seleccion de posiciones angulares deseadas

En vista de que las gréficas de las Figuras - nos presentan el movimiento promedio de los
rangos maximos y minimos que muestra la marcha humana, se hizo una preseleccién de los valores
posibles que formarian la trayectoria final, como referencia cuantitativa para la seleccion final de
las posiciones iniciales, intermedias y finales de cada movimiento, y cuyos valores fueron escogidos
tras realizar varios ensayos en el simulador, Tabla La seleccion de las posiciones angulares es
realizada en cada 10 % del ciclo, con el propésito de observar durante la simulacién del sistema
bipedo las fases y periodos que componen la marcha, de las cuales, dentro de la fase de apoyo se
encuentran los periodos mds pequefios: periodo de respuesta a la carga que se presenta del 0 % al
10 % del ciclo de marcha y la pre-oscilaciéon que se presenta del 50 % al 60 % del ciclo.

40
m 30 M
O = ==F
© J" ’ L. )l
o S ¥, Tem "
5 % :
e 9 20 .?‘r
(_U L ' fy
: y
)
= 10 .
© A
O
c
Q 0 AT -
£ & AL |
8 2 _10 (9 . g L
S 0 S )
1% -
L
-20

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
% del ciclo de marcha

Figura 4.6: Movimiento angular de la cadera.
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Figura 4.7: Movimiento angular de la rodilla.
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Figura 4.8: Movimiento angular del tobillo.
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Articulacion % de ciclo de marcha
0O (10203040 | 50 | 60 |70 | 80 |90 | 100
Cadera 25 (20| 8|-2|-10| -15 | 0 |20 32|23 | 25
Rodilla 10 |21 14| 7 | 8 19 | 50 |65|40| 0 | 10
Tobillo -5 4171915 5 |-16| 0| 8 |1 -5
Fases D. A. Apoyo D. A. Balanceo D. A.

Tabla 4.5: Valores propuestos para posiciones angulares deseadas.

De la tabla anterior, Tabla las primeras posiciones deseadas que definen el inicio de las rutas
que deben seguir las articulaciones de una de las piernas son las que se presentan en la columna del
0 % del ciclo de la marcha, la cual representa el contacto del talon con el suelo, es decir, iniciara su
movimiento desde la fase portable hasta concluir con un ciclo de marcha en el ultimo periodo de la
tase oscilante, columna del 100 % del ciclo que equivale a la columna del 0 %; por lo tanto, como el
movimiento de las piernas en la marcha humana es sincrona, la otra pierna iniciara las rutas de sus
articulaciones con las posiciones angulares que se encuentran en la columna del 50 % del ciclo de
marcha, es decir con el periodo llamado oscilacién inicial, entonces el final de un ciclo de marcha
serd en las posiciones angulares de la columna 50 % de ciclo nuevamente. Recordemos que en los
porcentajes del 0 % (equivalente al 100 %) y 50 % del ciclo de la marcha existe un doble apoyo (D.
A.), es decir, que ambos pies estdn en contacto con el suelo, por lo que el estado de inicio y fin de
cada fase coinciden en estos porcentajes del ciclo.

Trayectorias generadas

Para la generacion de trayectoria, las velocidades y aceleraciones son definidas nulas con el fin de
obtener movimientos suaves en cada posiciéon deseada durante la simulacién. Durante el desarrollo
de las trayectorias que pasan a través de una secuencia de configuraciones (posiciones, velocidades
y aceleraciones angulares), se emple6 una mezcla de polinomios de quinto orden, es decir, se tomé
de par en par las configuraciones donde las condiciones finales del primer par se convierten en las
condiciones iniciales del siguiente y asi sucesivamente. Siendo el polinomio de quinto orden:

0; (t) = ap + a1t + art? + azt® + agt* + ast® (4.4)

En este caso, siendo T = ¢ =t los coeficientes del polinomio en general son:

ap Qi (4.5)

ai éi (4.6)
g
200, —200; — (86 +120;) T — (36, — 6;) T?

ay — 2005 —206i— (867 o i) T — (36— 6:) 18
300; — 300, + (146, +166;) T + (36 — 26;) T

ag = >Ti (4.9)
120, —1206; — (60 +66;) T — (6 — 6;) T?

py — 1207~ 126~ (607 +60;) T — (0f — 0;) 410)

275
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A partir de las Ecuaciones - como las bases matematicas para la generacién computacional
de las trayectorias, se implemento su desarrollo desde un archivo .m en Matlab® y cuyo diagrama
de flujo del programa se observa en la Figura ([#.9). La secuencia de configuraciones de entrada para
la generacion de trayectorias se muestran en la Tabla (4.6).

% de ciclo de marcha (12 segundos)

Articulacién 0 |10/20[30]40| 50 |60 |70|80]90]| 100
Cadera 25 -15 32 25
Rodilla 10 | 21 8 65 10
Tobillo 5 7 15 16 8 5
Fases D. A. Apoyo D. A. Balanceo D. A.

Tabla 4.6: Configuraciones de entrada.

Los resultados obtenidos por el archivo .m se muestran en la Tabla(4.7) y las graficas de posicién,
velocidad y aceleracion angulares en las Figuras -[A.12). En la Tabla {#.7), se muestran los
valores obtenidos de la posicion para cada articulacién, con un tiempo de paso del 10 % del ciclo de
la marcha y de los cuales son visibles en las graficas de las Figuras -14.12).

Articulacion % de ciclo de marcha (step 1.2 seg. )
0 10 | 20 | 30 | 40 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100
Cadera 25 | 226|123 | -23 |-126| -15 |-51 221 | 32 |285| 25
Rodilla 10 21 | 182|107 | 8 199 | 53 | 65 |534 |215| 10
Tobillo -5 1 7 11 15 | -05 | -16 | 4 8 | 15 -5
Fases D. A. Apoyo D. A. Balanceo D. A.

Tabla 4.7: Valores obtenidos de los puntos de la trayectoria final.

Los valores obtenidos de la Tabla (4.7), son aproximados a los valores propuestos en la Tabla (4.5),
estdn lo posiblemente dentro de los rangos méximos y minimos que nos muestran las gréficas de la
marcha humana original.



4.3 Desarrollo del simulador 129

INPUTS
6i, 87, 67T tstep

Solucion de los puntos de par en par para
los coeficientes ag, a1, ap, a3, aay as.

Ecuaciones (4.5) - (4.10)

No

Si

Solucién de los polinomios de 5to orden

Ecuacion (4.4)

OUTPUTS
Graficas de © 6™ 6"
&

Valores de e(tstep)

Figura 4.9: Generacién computacional de las trayectorias
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Figura 4.10: Trayectoria obtenida para la cadera
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Figura 4.11: Trayectoria obtenida para la rodilla
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Figura 4.12: Trayectoria obtenida para el tobillo
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4.4. Interfaz Grafica de Usuario (GUI)

Con el uso de una interfaz grafica de usuario, se proporciona un manejo sencillo de la simulacién del
sistema en simulink. Evita la necesidad de manipular el archivo de simulacién .slx de forma directa,
siendo ademads las pocas variables de entrada para la observacion de las salidas de la simulacion,
dado que los objetivos de la simulaciéon del sistema son especificamente el movimiento ciclico de
la marcha previamente definida, y la observacién de las articulaciones con respecto a los grados
de extension y flexiéon correspondientes. Entonces, la introduccién de los datos de entrada para la
simulacion se restringe para ser tnicamente de las posiciones deseadas para cada articulacién, y
ejecutar un ndmero de ciclos de marcha o un tiempo determinado para simulacién de la marcha.
Dentro de la interfaz, se integraron botones de ejecucién para la simulacién como son play, pause,
continue y stop. Y finalmente, las salidas de la simulacién son la visualizacién del movimiento
del modelo 3D, las graficas de las posiciones de salida, error de posicién, posiciones deseadas, los
torques generados por los controladores, el torque interno de los motores, voltaje de entrada para
los motores, corriente eléctrica de los motores, la potencia eléctrica y mecédnica de los motores, asi
como las graficas del movimiento de los tobillos en un plano xy, Figure (@.13).

4| GUIDE_SSBiped E X
Seleccion de movimiento (In) Gréficas (Out)
@® Posicion
Posicion Robot ~ Mostrar Graficas

Cadera

0 0
Rodilla

0 0

Ciclo de la marcha
Tobillo

0 J Pierna
derecha Portable Balanceo
Pierna Pierna
Derecha |zquierda

- Balanceo - Portable

Tiempo de simulacion Presione el boton Descrip. para obtener
informacion

Pierna
lzquierda

O Marcha humana

Descrip.
Numero de ciclos P

Tiempo: 0

Estado de la simulacion

Acerca de... PLAY PAUSE CONT STOP

Figura 4.13: Interfaz grafica de usuario, GUIDE SSBiped
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4.5. Diseiio final

La estructura principal del simulador estd compuesta por los siguientes elementos principales: el
modelo dindmico que describe la respuesta del sistema a estimulos internos y externos, la ley de
control para las acciones del sistema, el modelo 3D que nos permite visualizar el sistema en movi-
miento, y los parametros fisicos que le dan al sistema sus caracteristicas fisicas, Figura (4.14).

Modelo dindmico M(6)8 +C (9. 0) O+qg(0)=T
L
Ley de control = I{pé + I\].(j + g (0)
L
Modelo 3D SolidWorks®
L
Parametros fisicos SolidWorks®
L
Programacion .m Runge-Kutta 4

Figura 4.14: Elementos del simulador

El lenguaje de programacién que establece el método numérico es necesario para relacionar estos
elementos. La relacién Matlab® - Simulink® usa el método numérico Runge-Kutta 4, con un orden
de precisién medio y el més popular en comparacién a las demds opciones dentro de Matlab.

En la Figura se observa el diagrama de flujo del simulador, al momento de interactuar con
la interfaz grafica de usuario se inicializa con la carga del modelo de bloques del sistema asi como
su imagen, posteriormente se selecciona el control a ejecutar y los demas datos de entrada que
pueden ser de posiciones angulares de las articulaciones, namero de ciclos de marcha o el tiempo
de ejecucion para la simulacién. La simulacién se centra en la aplicacién del control y el modelo
dindmico del sistema y la visualizacién del movimiento del modelo 3D hasta terminar el tiempo
de simulacién, dado que la unidad de la simulacién siempre se maneja con respecto al tiempo. Al
finalizar la ejecucion, esta disponible la visualizacion de las gréficas de las variables de salida y las
respuestas de los actuadores.
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Figura 4.15: Diagrama de flujo del simulador

Matlab® nos permite usar la imagen 3D realizada en SolidWorks® usando el Toolbox llamado
como SimMechanics. Esta caja de herramientas convierte la imagen en un objeto, este objeto puede
moverse de acuerdo con los resultados del método numérico ode45. SimMechanics proporciona un
entorno de simulacién multi-cuerpo para sistemas mecanicos 3D. Modela el sistema multi—cuerpo
utilizando bloques que representan cuerpos, articulaciones, restricciones y elementos de fuerza, y
luego SimMechanics formula y resuelve las ecuaciones de movimiento para el sistema mecanico
completo. Los modelos de sistemas CAD requieren informacién de masa, inercia, unioén, restriccién
y geometrfa 3D. Una animacién 3D generada automaticamente nos permite visualizar la dindmica
del sistema.
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4.6. Ecuaciones del modelo dindmico en el simulador

De manera paralela al modelo en bloques del sistema bipedo creado del enlace de los archivos de
CAD de SolidWorks® con bloques de Simulink® en la seccién 4.3, se agrega dentro de simulador
las ecuaciones de modelo dindmico del sistema robdtico obtenido en el capitulo anterior,
como uso de comparativa del comportamiento del modelo a bloques de Simulink con las ecuaciones
puras del modelo dindmico (3.3.3); a través del uso de bloques de Funciones Matlab para llamar
las funciones que contienen las ecuaciones del modelo dindmico y ser resueltas junto al modelo a
bloques en Simulink por cada simulacién ejecutada.

El modelo matematico (3.3.3)) es descrito de tal forma que las entradas al modelo a resolver sean las
posiciones deseadas para cada articulacién y las salidas sean las aceleraciones angulares como se
observa en la siguiente ecuacion:

G§=My(q)" [T—Cu(q,4)d—8gn(q)] (4.11)

donde T = K,§ + Ko + gm (4)-

4.7. Conclusion

El uso de herramientas de software para el andlisis de sistemas fisicos, es una practica que pro-
porciona ventajas en tiempo y costo, demanda un entendimiento claro y preciso sobre los modelos
matemadticos de los sistemas, caracteristicas fisicas de los elementos, asi como el proceso adecua-
do de la generaciéon de archivos, programacion y ejecucién de los mismos. Recordemos que una
simulacion es la interpretacién computacional de un sistema por medio de sus modelos matemaéti-
cos bajo ciertas caracteristicas de su entorno definidas, por lo que el conocimiento y estudio previo
es importante antes de realizar simulaciones para una adecuada interpretacién de la informacién
obtenida por medio de esta herramienta.



Capitulo 5

Resultados

En ciencia e ingenieria la simulacion es una referencia para la investigacion y un método perfecto para la
ensefianza y aprendizaje. Visto durante los capitulos anteriores, para la creacion del simulador, fue importante
definir el sistema que sera simulado, la formulacién de modelos matematicos, datos importantes que requiere
el modelo y seleccién adecuada de la paqueteria o lenguaje de software para procesar el modelo. En el presente
capitulo se plantea la verificacion y validacién el modelo simulado que cumpla con los requisitos establecidos
previamente, la realizacién de experimentos y la interpretacion de los resultados obtenidos [47,48].

5.1. Verificacién y validacion del simulador

Con la finalizacién de la interfaz gréfica de usuario, se dispuso de realizar la verificacion del si-
mulador, confirmando que el modelo conceptual o tedrico fue correctamente implementado en el
procedimiento que comprende al programa de simulacién, la generacién de la interface, los ele-
mentos que componen el simulador y cumplimiento del simulador con los requisitos de disefio. La
validacion del simulador se llevé a cabo efectuando varias pruebas, ejecutando el simulador con la
introduccion de variables de entrada vélidas y que cumplan con las restricciones correspondientes,
e introduciendo variables de entrada no vélidas o que no cumplan con las respectivas restricciones,
como es el caso del rango de movimiento del sistema, Tabla(5.2) o las caracteristicas de los motores.
En los casos que se presentaron errores, se retrocedi6 a la etapa de desarrollo del simulador para
identificar y corregir los errores.

5.2. Experimentos finales e interpretacion de resultados

El sistema simulado fue planteado libre de interacciones externas a excepcion de la fuerza de grave-
dad; por lo que, los resultados que concretan el objetivo principal de esta tesis se limitan inicamente
a las posiciones angulares del sistema y el error de posicién. La relacién de los torques generados
por los controladores con la caracterizacién de los motores DC como actuadores en las articula-
ciones son una pequefia amplificacién del comportamiento del sistema por lo que estos tienen un
rol suplementario. Las propiedades del disefio del sistema fueron decididas de manera arbitraria,
debido a que su evaluacién no se contempla dentro del la solucién de este trabajo.
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Los experimentos realizados en esta seccion tienen como proposito validar que el simulador, a tra-
vés de la interfaz gréfica, cumpla con el objetivo para el que fue creado. La existencia de un margen
de error minimo entre los datos obtenidos y los datos deseados se tomé como referencia de una
simulacion correcta. Las variables de salida del simulador se enlistan en la Tabla (5.1), todas ellas
gréficadas con respecto al tiempo como se muestra en las siguientes secciones.

Variables de Salida Unidades
Posicion deseada del Robot grados (°)
Posicion salida del Robot grados (°)
Error de posicién del Robot | grados (°)
Torque del Controlador (Kg *m/s?)

Torque del Motor (N * m)
Voltaje del Motor Volt (V)
Corriente del Motor Ampere (A)

Potencia eléctrica del Motor Watt (W)
Potencia mecéanica del Motor | Watt (W)

Tabla 5.1: Variables de salida.

Los resultados del sistema se divide en dos partes, la primera de ellas es con el uso de control

de posicién y la segunda con el control de movimiento, estas serdn descritas previamente con los
resultados obtenidos de las variables de salida del simulador, Tabla (5.1).

5.2.1. Control de posicién

La corrida de experimentos se inicié con el control de posicién de extensién y flexién en cada ar-
ticulaciéon para ambas piernas, Tabla (5.2). El modelo 3D en las posiciones de extensiéon y flexion
maximas se observan en la Figura y las gréficas de las variables de la Tabla se muestran a
continuacion.

Articulaciéon | Extension | Flexion
Cadera —15° 90°
Rodilla —90° 0°
Tobillo —25° 20°

Tabla 5.2: Rango de movimiento de las articulaciones.

Las primeras gréficas de los resultados a mostrar, Figuras (5.2)-(5.17), son del modelo en bloques
del sistema bipedo creado del enlace de los archivos de CAD de SolidWorks® con bloques de
Simulink®, posteriormente se mostraran las variables principales de la solucién de las ecuacio-
nes del modelo dindmico (3.3.3), denominandolo como modelo por ecuaciones, estas graficas, Figuras
(5.18)-(5.23), que seran tomadas como referencias y comparativas para el modelo en bloques.

Del modelo en bloques se obtuvieron los siguientes resultados. Las Figuras (5.2) y (5.3) muestran las
gréficas de las posiciones de salida y las posiciones deseadas de las articulacién de cada pierna, de-
finidas por las lineas azules y rojas respectivamente, las Figuras (5.4) y (5.5) se muestran las graficas
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de error de posicion del sistema. Se puede apreciar respuestas estables con curvas suaves, el tiempo
de respuesta del sistema para cada articulacién se consiguié aproximadamente de 3 segundos para
alcanzar las posiciones deseadas, de las cuales podemos confirmar con las gréficas de error de posi-
cion proximo a los 0 grados. Con la ejecucion de varias pruebas con diferentes dngulos de posicion
en ambas piernas se observé que el error minimo conseguido es de 0,2 grados, lo que podemos ver
con claridad en las graficas de la posicion y error de la rodilla de la pierna derecha, esto debido a la
solucién que nos proporciona la dindmica de la relacién entre el modelo 3D con Simulink®.

L.

Figura 5.1: Posiciones angulares de extension y flexién maximas.

En las Figuras y se muestran los torques generados por los controladores, se observa que
las sefiales son suaves en las articulaciones de la cadera y las rodillas en ambas piernas, y en el caso
de los tobillos se observan amplitudes de los torques con formas instantaneas. Todas estas respues-
tas de los torques de salida de los controladores tienden a cero, comportamiento esperado por la
diferencia entre las posiciones de salida con las deseadas; el comportamiento del torque es propor-
cional al error de posicion, conforme la posicién de salida del sistema esté més cerca de la deseada,
el torque del controlador ird disminuyendo su amplitud. Las ganancias de los controladores fueron
ajustadas con base en varias pruebas en el simulador hasta obtener un tiempo de respuesta minimo
posible, 3 segundos aproximadamente, y del comportamiento de los motores con su relacién con
los torques de los controladores.

La caracterizaciéon de los motores DC fueron aplicados en cada una de las articulaciones del siste-
ma, por lo que las uniones entre los eslabones fueron actuados a través de posiciones angulares,
cada posicion angular fue definida por la posicién angular del motor en relacién, con una ganancia
de engranes, a la posicién de la articulacién del sistema. El comportamiento de las caracteristicas
eléctricas y mecanicas de los motores se observa en las Figuras - (5.17), 1a caracterizacion de
los motores con el uso de especificaciones eléctricas de motores comerciales es tomado solo como
de referencia, un estudio exhaustivo para la seleccion de actuadores con mejor desempefio no entra
en la solucion de esta tesis. Los resultados logrados de las variables eléctricas y mecéanicas de los
motores se encuentran dentro de especificaciones de referencia y cumplen con el comportamiento
electromecanico estudiado en la seccién de Apéndices.



140 Resultados
Posicion deseada y posicion de salida del Robot, Figuras B5.3):
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Figura 5.2: Posiciones de salida en flexién, Pierna Derecha.
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Posicion deseada y posicion de salida del Robot, Figuras B5.3):
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Figura 5.3: Posiciones de salida en extension, Pierna Izquierda.
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Error de posicién del robot, Figuras (5.4} 5.5):
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Figura 5.4: Error de posicion, Pierna Derecha.
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Error de posicién del robot, Figuras 5.5):
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Figura 5.5: Error de posicion, Pierna Izquierda.
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Torque de los controladores, Figuras 5.7):
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Figura 5.6: Torque de los controladores, Pierna Derecha.
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Torque de los controladores, Figuras 5.7):
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Figura 5.7: Torque de los controladores, Pierna Izquierda.
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Torque de los motores, Figuras 5.9):
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Figura 5.8: Torque de motores, Pierna Derecha.
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Torque de los motores, Figuras 5.9):
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Figura 5.9: Torque de motores, Pierna Izquierda.
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Voltaje en los motores, Figuras (5.10}, 5.11):
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Figura 5.10: Voltaje en los motores, Pierna Derecha.
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Voltaje en los motores, Figuras (5.10}, 5.11):
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Figura 5.11: Voltaje en los motores, Pierna Izquierda.
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Corriente en los motores, Figuras (5.12} 5.13):
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Figura 5.12: Corriente de motores, Pierna Derecha.
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Corriente en los motores, Figuras (5.12} 5.13):
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Figura 5.13: Corriente de motores, Pierna Izquierda.
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Potencia eléctrica de los motores, Figuras (5.14} |5.15):
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Figura 5.14: Potencia eléctrica de motores, Pierna Derecha.
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Potencia eléctrica de los motores, Figuras (5.14} |5.15):
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Figura 5.15: Potencia eléctrica de motores, Pierna Izquierda.
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Potencia mecénica de los motores, Figuras (5.16, [5.17):
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Figura 5.16: Potencia mecédnica de motores, Pierna Derecha.
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Potencia mecénica de los motores, Figuras (5.16, [5.17):
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Figura 5.17: Potencia mecénica de motores, Pierna Izquierda.
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A continuacién se muestran las graficas de las variables principales de la soluciéon de las ecuaciones
(3.3.3) en el modelo por ecuaciones. Las variables a observar del comportamiento del sistema bipedo,
se deducen del modelo dindmico general:

.. -1 Ny
j=M(q) [t—C(q,9)9-5(q)

Estas variables son, las posiciones de salida del sistema, que provienen de la integracién del vec-

tor de aceleraciones angulares §; los errores de posicién §, que son la diferencia de las posiciones

deseadas con las de salida de las articulaciones; y finalmente el torque generado por cada uno de

los controladores 7.

Las Figuras y (5.19), muestran las graficas de las posiciones de salida de cada pierna, SPD
(sub—sistema de la pierna derecha) y SPI (sub-sistema de la pierna izquierda), respectivamente.
Se puede apreciar respuestas con curvas suaves para alcanzar las posiciones deseadas, existen pe-
quefos sobresaltos por parte de las posiciones de salida de las articulaciones que representan las
rodillas y los tobillos. Ademas, los tiempos de respuesta de las articulaciones que representan la
cadera y las rodillas son menores a las obtenidas en el modelo en bloques, estos tiempos son apro-
ximadamente de 1 segundo para alcanzar las posiciones deseadas; en el caso de las articulaciones
que representan los tobillos, estos son muy similares a los obtenidos en el modelo en bloques, con un
tiempo de respuesta aproximado de 3 segundos.

En las Figuras y (5.51), se observan las gréficas de error de posicion de cada articulacién
de la pierna derecha e izquierda en forma de curvas suaves que conforme al paso del tiempo, los
errores de posicion tienden a los 0 grados. Debido al comportamiento de las posiciones de salida,
graficas y (5.19), las curvas de las variables de error, por consecuencia también presentan esas
pequeiias sobresaltos y diferencias de tiempo en cada articulacién.

Finalmente, en las gréficas de las Figuras y (5.23), se observan las gréficas de los torques
generados por los controladores de cada articulacion, estos tienden a ser diferentes con respecto al
modelo en bloques, debido a la existencia de pequefios sobresaltos que derivan la existencia de un
mayor torque.

Las gréficas de las Figuras (5.18)-(5.23), son resultado de varias pruebas con diferentes solvers en
Simulink, de los cuales, con el mejor desempefio en la solucién del modelo dindmico con los
pardmetros fisicos del sistema propuesto, Tabla (4.2), se selecciono uno diferente al utilizado para el
modelo en bloques (Runge-Kutta, de paso fijo), este fue el Dormand-Price con un paso variable. Pero
aun con un mejor desemperio de este solver, existi6 una limitaciéon en cuestién de los pardmetros
tisicos del sistema, las inercias el modelo en bloques, que son tomadas como del modelo original, no
podian ser exactamente a las originales, ya que al ser tan pequefias el solver tiende a no poder
solucionar las ecuaciones. Las inercias para este modelo que utiliza directamente las ecuaciones del
modelo dindmico, fueron lo mds pequefias y proximas a las originales, se observé que conforme se
aproximaba los valores de las inercias de los eslabones a las originales, los sobretiros disminuian
y los tiempos de respuesta se aproximaban a las 3 segundos obtenidos en el modelo en bloques del
sistema robético.
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Posicién de salida del Robot en el modelo por ecuaciones, Figuras (5.18) y (5.19):
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Figura 5.18: Posiciones de salida en flexién, Pierna Derecha.
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Posicién de salida del Robot en el modelo por ecuaciones, Figuras (5.18) y (5.19):
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Figura 5.19: Posiciones de salida en extension, Pierna Izquierda.
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Error de posiciones del robot en el modelo por ecuaciones, Figuras (5.50) y (5.51)):
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Figura 5.20: Error de posicién, Pierna Derecha.
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Error de posiciones del robot en el modelo por ecuaciones, Figuras (5.50) y (5.51)):
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Figura 5.21: Error de posicién, Pierna Izquierda.
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Torque de los controladores en el modelo por ecuaciones, Figuras (5.22)) y (5.23):
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Figura 5.22: Torque de los controladores, Pierna Derecha.
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Torque de los controladores en el modelo por ecuaciones, Figuras (5.22)) y (5.23):
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Figura 5.23: Torque de los controladores, Pierna Izquierda.



5.2 Experimentos finales e interpretacion de resultados 163

A continuacién se muestran gréficas de los errores de posiciones de las articulaciones para cada
sub-sistema SPD y SPI obtenidas por el modelo en bloques (lineas rojas) y el modelo por ecuaciones

(lineas azules), Figuras y (5.25).
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Figura 5.24: Comparativas de errores de posicién en SPD.
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Figura 5.25: Comparativas de errores de posicién en SPD.

Estas graficas nos muestran el desempefio de un modelo con respecto al otro, podemos ver que en
el modelo en bloques las curvas de los errores suele ser con mayor curvatura y toma mayor tiempo en
disminuir la diferencia entre la posicion de salida con la deseada. En el caso del modelo por ecuaciones
se tiene una respuesta curva pero la posicién de salida para alcanzar la posicién deseada toma
menor tiempo con respecto al modelo en bloques, asi como la existencia de pequefios sobresaltos
debido a los torques calculados por sus respectivos controladores en cada modelo, Figuras (5.6),

6. 62y 623).
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5.2.2. Control de movimiento

El experimento final fue la ejecucién de movimiento de la marcha humana de las articulaciones en
el plano sagital, el movimiento del robot se observa en la Figura (5.26), en esta imagen se observa
la posicion del sistema por cada 10 % del avance del ciclo de la marcha. Para cualquier ntimero
de ciclos de marcha ejecutados, las respuestas de las variables de salida de la Tabla fueron
las mismas. La simulacién de un ciclo de marcha obtenida tiene una duracién de 12 segundos, las
respuestas de las variables de salida son estables y con un comportamiento idéntico al caso del uso
de control de posicion. Para ambas piernas, sub—sistemas (SPD y SPI), con un ntimero de ciclos de
marcha simulados mayor a uno se puede apreciar desde las gréficas de posiciones de salida y el
movimiento generado, esa simetria que caracteriza a la marcha humana.

10% | 20% ; 30% ; 40% 50%
b Lg b [ b

60% A 70% i 80% i 90% 100%
t. b [ b L

Figura 5.26: Simulacién obtenida de la marcha humana

Las graficas de las Figuras (5.27)-(5.47), son del modelo en blogues del sistema bipedo creado del
enlace de los archivos de CAD de SolidWorks® con bloques de Simulink®, posteriormente se
mostrardn las graficas de las variables principales del modelo por ecuaciones (3.3.3), Figuras (5.48)-
(5.55).

Del modelo en bloques se obtuvieron los siguientes resultados. En las Figuras y (5.28), de cada
articulacion se observan las posiciones deseadas, definidas por las lineas rojas, y las posiciones de
salida del sistema, definidas por las lineas azules; las posiciones de salida presentan curvas suaves
y estables que se puede reafirmar con la observacion de sus gréficas de error de posicién, Figura
y (6.30). El error méximo obtenido fue de 4 grados aproximadamente y un minimo de 0,2
grados, el error de posicién en cada punto de posicién deseada cambia debido a la diferencia de
grados que existe entre cada uno de ellos.
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Las graficas de posicién de salida para ambas piernas, sub—sistemas SPD y SPI del robot son las

siguientes.
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Figura 5.27: Posicién de salida vs posicion deseada, Pierna Derecha.
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Figura 5.28: Posicién de salida vs posicion deseada, Pierna Izquierda.
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Gréficas de error de posicion del robot:
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Figura 5.29: Error de posicion, Pierna Derecha.
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Gréficas de error de posicion del robot:
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Figura 5.30: Error de posicion, Pierna Izquierda.
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El modelo fue sometido a varias pruebas con diferentes configuraciones de secuencia de puntos
para la seleccién final de la trayectoria. La secuencia final fue elegida con base a un mejor parecido
al movimiento de la marcha promedio y que la mayoria de los puntos de la secuencia, Tabla (4.7),
se encontraran dentro de los rangos del movimiento de las articulaciones durante la marcha, Figura
de [25]. Los polinomios utilizados para la generacién de las trayectorias crean curvas ligera-
mente pronunciadas entre cada par de puntos de entrada del célculo de trayectoria, pese a ser una
solucién cuyas matemadticas no tienden a ser complejas, estas curvaturas tienden con frecuencia a
arrojar valores alejados de la trayectoria deseada.
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Figura 5.31: Trayectorias de movimiento de las articulaciones.

De acuerdo con [25], [50], [51], [52] y [53], la marcha humana es un ciclo que se distribuye en dos
fases: fase portable y fase de oscilacién. Ademds, el ciclo de marcha se puede segmentar en pe-
quenos periodos dentro de estas dos fases. A partir de la Figura se hace mencion la siguiente
descripcién de la marcha:

La Fase portable abarca el 60 % del ciclo de marcha, inicia con un contacto de taléon (CT, D derecha
o lizquierda) o también denominado como respuesta de carga, y termina con despegue de los dedos (DD,
D derecha o I izquierda) o también denominado como pre oscilacion. Esta fase se puede dividir en
cuatro periodos:

» A, contacto de talén o respuesta de carga, abarca del 0 % al 10 % del ciclo,
» B, parte media de la zancada, abarca del 10 % al 30 % del ciclo,
n C, fase portable final, abarca del 30 % al 50 % del ciclo,

» y D, pre—oscilacién, abarca del 50 % al 60 % del ciclo.

En el caso de la fase de oscilacién, abarca un 40 % del ciclo de la marcha, esta inicia cuando se
termina el periodo del despegue de los dedos (DD) o también llamado pre oscilacion, y termina al inicio
del periodo del contacto del talén (CT). Los periodos en los que se puede dividir esta fase son tres:

» E, oscilacién inicial, abarca del 60 % al 70 % del ciclo;
» F, parte media de la oscilacién, abarca del 70 % al 85 % del ciclo;

» v G, oscilacion final, abarca del 85 % al 100 % del ciclo.



5.2 Experimentos finales e interpretacion de resultados 171

p=-<cgare =

Oscilacion
0,
DDI A% CTl DDI
Pierna
lzquierda
Pierna
Derecha

Ciclo de marcha

Figura 5.32: Fases y periodos del ciclo de la marcha.
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Figura 5.33: Eventos clave de la marcha.
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De acuerdo con [51] y [52], a partir de las posiciones angulares de las articulaciones de cadera,
rodilla y tobillo, Figuras (5.31)), y el uso de la cinematica directa, se emplean para calcular la posicion
del tobillo en un espacio 2D con respecto a la articulacién de la cadera en un plano sagital, como
se muestra en la Figura (5.33). Para la generacion de la forma del patrén de posicion del tobillo
en 2D, se requiere de seis puntos de control, estos eventos o puntos clave de la marcha en orden
temporal son: golpe de talén o contacto del talén, despeque (despegue de los dedos), pre—oscilacion,
oscilacion inicial, oscilacion media y oscilacion terminal; los cuales son los mismo periodos en los que se
segmentan las fases de la marcha. A partir de [51] y [52], el modelo cinemético de las articulaciones
de la rodilla y el tobillo con respecto a la articulacién de la cadera en el plano sagital son:

Xpodilla = l15in(6;),
Yrodilla = —l1c0s(0;), (5.1)

Xtobillo = lein((ei + 9]) + llsin(ei),
Yiobilo = —lacos((0; + 0;) — l1cos(0;), (5.2)

descendientes de las ecuaciones de las posicién de los eslabones 1, 2, 4 y 5 en las ecuaciones (3.25),
(3-29), y de la cinematica directa del sistema calculada previamente. Las ecuaciones
y (5.2), son similares a las que se mencionan durante el calculo del patrén de posicién del tobillo en
los articulos [51] y [52]. Aplicando los dngulos de salida de las articulaciones durante simulacién
de la marcha, Figuras y (5.28), se obtuvieron las siguientes trayectorias de posicién de los
tobillos y la rodillas en un plano xy de SPD y SPI, Figuras y (5.35). En la Figura (5.34), se
observa los patrones de posicion de las articulaciones de la cadera (punto en (0, 0)) como referencia,
rodillas (lineas rojas) y tobillos (lineas azules) de ambas piernas, SPD (sub-sistema de la pierna
derecha) y SPI (sub-sistema de la pierna izquierda), derecha e izquierda, respectivamente. En la
Figura se observan solo los patrones de posicién de los tobillos de SPD (arriba) y SPI (abajo),
en los patrones se puede observar la ubicacién media de los periodos o puntos clave de la marcha
humana (A, B, C, D, E, Fy G) descritas previamente, también se observa la divisién del patrones por
cada 10 % de ciclo que avanza la marcha. Las gréficas de las Figuras y (5.35),permite obtener
informacion de parametros de tiempo-distancia de la marcha, esta informacién es fundamental en
casos especificos donde se requiera conocer o valorar la marcha realizada por un ser humano o por
un sistema roboético simulado. Algunos valores obtenidos de estos pardmetros a partir de la grafica
de los patrones de posicién de los tobillos del sistema simulado, son los que se muestran en la Tabla

G3).

Pardmetro Valor
Tiempo del ciclo 12 seg.
Zancada 0.96 m.
Longitud del paso 0.48 m.
Altura del paso 8 cm.
Cadencia 10 pasos/minuto
Velocidad 8 cm/seg.

Tabla 5.3: Parametros tiempo-distancia obtenidos
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Figura 5.34: Patrones de las articulaciones durante la marcha, plano sagital.
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Los datos relevantes de la marcha humana para el movimiento sagital de la pierna son los dngulos
de flexién y extension de la cadera, y la flexién y extension de la rodilla, Figura (5.31). Cabe recal-
car que existen diferencias entre los conjuntos de datos de informacién por diferentes grupos de
investigacion sobre cinematica y cinética de la marcha humana debido a la variacién en las técnicas
de medicion y las selecciones de sujetos, por lo que en la literatura podemos encontrar diferentes
conjuntos de datos por diferentes autores [49]. La evaluacién de la marcha generada por el sistema
robotico no entra en el desarrollo de la tesis, no se contempla el analisis de este, por lo que los datos
que se puedan derivar de la observacion de las graficas en la Figuras y (6.35), s6lo son pura

informacién que describe caracteristicas del movimiento de la marcha en el robot simulado.

En las Figuras y (5.37), se observa los torques generados por los controladores de cada arti-
culacién de ambas piernas, SPD y SPI, torques necesarios para la movilizacién de cada eslabén.
Las ganancias de los controladores utilizados en control de posicién fueron las mismas para el con-
trol de movimiento punto por punto. Las curvas de los torques van disminuyendo conforme las
posiciones de salida del sistema se van acercando a las posiciones deseadas. A partir de la relacién
de los torques de los controladores con los motores, de las caracteristicas electromecénicas de cada
motor, se obtuvieron respuestas estables y dentro de las especificaciones de las hojas de datos de re-
ferencia. En las gréficas se observa que los motores tienden a disminuir la amplitud de sus variables
entre puntos cuya diferencia de grados de posicién deseada es pequefia, y aumenta entre puntos de
posicion deseada si su diferencia de grados es mayor, Figuras (5.38)-(5.46).

A continuacién se muestran las graficas de las variables principales del modelo por ecuaciones defini-
do por el modelo dindmico del robot, Ecuacién (3.3.3). Las variables a observar del comportamiento
del sistema bipedo son, las posiciones de salida del sistema g, los errores de posicion § = gq; —qy
finalmente el torque generado por cada uno de los controladores 7.

Las Figuras y (5.49), muestran las graficas de las posiciones de salida de cada pierna, SPD
(sub—sistema de la pierna derecha) y SPI (sub-sistema de la pierna izquierda) respectivamente.
Se puede apreciar respuestas con curvas suaves para alcanzar las posiciones deseadas; de igual
forma que en control de posicién, existen pequefios sobresaltos en las posiciones de salida de las
articulaciones que representan las rodillas y los tobillos. Este comportamiento se puede observar
en las graficas de error de posicién de las articulaciones en las Figuras y (5.51), conforme el
tiempo va avanzando el error de las posiciones va disminuyendo y en forma suave.

En las gréficas de las Figuras y se observan los torques generados por los controladores,
estos generan por momentos torques mayores en comparacion a los que se pueden observar en las
graficas de los torques de los controladores en el modelo en blogues, 1o que provoca pequefios sobre-
saltos en las posiciones de salida y por consecuencia en los errores de posicién de las articulaciones;
pero conforme va avanzando el tiempo estos torques van disminuyendo, tendiendo a cero.

El conjunto de datos de movimiento de las articulaciones en el plano sagital de las piernas son las
mismas que se muestran en la graficas de la Figura (5.31), los patrones de posicién de las rodillas y
los tobillos en el un plano sagital fue calculada a través de las mismas ecuaciones de posicién
y (6.2), con la aplicacién de las posiciones de salida de las articulaciones durante simulacién de la

marcha, Figuras (5.48) y (5.49).
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Gréficas de torques de los controladores en el sistema robético:
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Figura 5.36: Toques de los controladores, Pierna Derecha.
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Gréficas de torques de los controladores en el sistema robético:
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Figura 5.37: Torques de los controladores del robot, Pierna Izquierda.
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Gréficas de los torques de los motores DC:
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Figura 5.38: Toques de los motores DC, Pierna Derecha.
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Gréficas de los torques de los motores DC:
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Figura 5.39: Torques de los controladores del robot, Pierna Izquierda.
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Graficas de los voltajes en los motores DC del robot:
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Figura 5.40: Voltaje en los motores DC del robot, Pierna Derecha.
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Graficas de los voltajes en los motores DC del robot:
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Figura 5.41: Voltaje en los motores DC del robot, Pierna Izquierda.
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Gréficas de las corrientes en los motores DC del robot:
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Figura 5.42: Corriente en los motores DC del robot, Pierna Derecha.
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Gréficas de las corrientes en los motores DC del robot:
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Figura 5.43: Corriente en los motores DC del robot, Pierna Izquierda.



5.2 Experimentos finales e interpretacion de resultados 183

Graficas de potencia eléctrica en los motores DC del robot:
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Figura 5.44: Potencia eléctrica en los motores DC del robot, Pierna Derecha.
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Graficas de potencia eléctrica en los motores DC del robot:
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Figura 5.45: Potencia eléctrica en los motores DC del robot, Pierna Izquierda.
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Graficas de potencia mecanica en los motores DC del robot:
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Figura 5.46: Potencia mecénica en los motores DC del robot, Pierna Derecha.
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Graficas de potencia mecanica en los motores DC del robot:
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Figura 5.47: Potencia mecénica en los motores DC del robot, Pierna Izquierda.



5.2 Experimentos finales e interpretacion de resultados 187

Los patrones de posicion de los tobillos y las rodillas en el plano sagital para SPD y SPI son las que
se observan en las Figuras y (5.55). En la Figura (5.54), se observa los patrones de posicién de
las articulaciones de la cadera (punto en (0, 0)), rodillas (lineas rojas) y tobillos (lineas azules) para
ambas piernas, SPD (sub-sistema de la pierna derecha) y SPI (sub-sistema de la pierna izquierda),
derecha e izquierda respectivamente. En la Figura se observa tinicamente los patrones de po-
sicioén de los tobillos para SPD (arriba) y SPI (abajo), en los patrones se puede observar la ubicaciéon
aproximada de los periodos o puntos clave de la marcha (A, BC, D, E, F y G) que fueron descri-
tas previamente, también se observa la divisién del patrones por cada 10 % de ciclo que avanza la
marcha.

En la Figura (5.54), se observan los patrones de posicién de las articulaciones de la cadera (punto
en (0,0)), rodilla (linea roja) y tobillo (linea azul) de ambas piernas (SPD y SPI); estas graficas son
muy similares a las obtenidas de las en el modelo en bloques del sistema, el patrén de posicion de las
rodillas en ambas piernas tienden a ser ligeramente mayores en comparacién a las de la gréficas de
la Figura ; en el caso de los tobillos, Figuras y (5.55), debido a los sobresaltos observados
en las posiciones de salida por el comportamiento de los torques generados por los controladores,
también se observan estos sobresaltos en los patrones de posiciones en un plano xy (o sagital),
ademds las dimensiones de largo y ancho de este patrén son muy préximas a los del modelo en

bloques, Figura (5.35).

Para finalizar esta secciéon de resultados, se muestran gréficas de los errores de posiciones de las
articulaciones para cada sub—sistema SPD y SPI obtenidas por el modelo en bloques (lineas rojas) y el
modelo por ecuaciones (lineas azules), Figuras y (6.57). Estas graficas nos muestran el desempe-
fio de un modelo con respecto al otro, asi como se observo la comparativa entre estos dos modelos
en el control de posicién, en el caso de control de movimiento también podemos observar que en el
modelo en bloques las curvas de los errores suele ser con mayor curvatura y toma mayor tiempo en
disminuir la diferencia entre la posicion de salida con la deseada. En el caso del modelo por ecuaciones
se tiene una respuesta curva pero la posiciéon de salida para alcanzar la posicién deseada toma me-
nor tiempo con respecto al modelo en bloques, asi como la existencia de pequefios sobresaltos debido
a los torques calculados por sus respectivos controladores en cada modelo.



188

Resultados

Posiciones de salida de las articulaciones de cada pierna:
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Figura 5.48: Posiciones de salida, Pierna Derecha.
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Posiciones de salida de las articulaciones de cada pierna:
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Figura 5.49: Posiciones de salida, Pierna Izquierda.
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Error de posicion de las articulaciones:
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Figura 5.50: Errores de posicién, Pierna Derecha.
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Error de posicion de las articulaciones:
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Figura 5.51: Errores de posicién, Pierna Izquierda.
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Torque de los controladores:
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Figura 5.52: Torques en las articulaciones, Pierna Derecha.
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Torque de los controladores:
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Figura 5.53: Torques en las articulaciones, Pierna Izquierda.
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Patrones en xy de las articulaciones, SPD y SPI
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Figura 5.54: Patrones en xy de las articulaciones, SPD y SPL
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Patrones en xy de las articulaciones, SPD y SPI
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Figura 5.55: Patrones en xy de los tobillos, SPD y SPL
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Figura 5.56: Comparativa de errores de posicién entre modelos, en SPD y SPI.
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Figura 5.57: Comparativa de errores de posicién entre modelos, en SPD y SPI.






Conclusiones

Los conceptos de robética con un alto grado de dominio y trayectoria de sus aplicaciones que lo-
gran ser acoplados para su uso en el desarrollo de tecnologia y herramientas de investigaciéon en
la drea de la salud, histéricamente ha demostrado ser un campo de conocimientos con un futuro
prometedor y con una alta demanda para la generacién de conocimientos de ingenieria orientados
a la solucién de problemas médicos.

De acuerdo al planteamiento y objetivo, se cumple con la simulacién de los movimientos de las
articulaciones de la cadera, rodilla y tobillo en el plano sagital durante la marcha humana con una
aproximacion significativa. La simulacion de este sistema orientado a la recreacién de movimientos
especificos ayudo a comprender conceptos de robética y de control, asi como una breve introduc-
cién de la biomecédnica humana y la importancia de la aplicacion de la ingenieria en los campos de
la salud. La implementacién de la solucién de la tesis desde una perspectiva de robética de manipu-
ladores con una ley de control con solidas bases teéricas de estabilidad en sistemas rigidos aseguro
obtener el movimiento deseado. El uso de polinomios de quinto orden demuestra ser una técnica
con una solucién sencilla para el trazo de trayectorias deseadas, con una ligera desventaja de cur-
vatura que suele existir durante el trazado, esta puede ser omitida si la exactitud en la generaciéon
de trayectoria deseada de entrada no fuera fundamental para la tarea a realizar por el robot.

Para trabajos futuros, durante el desarrollo y el andlisis de la tesis, se pudo reflexionar posibles
mejoras para acercar esta simulacién a un modelo real y como posible base de referencia de estudio
para trabajos con una tematica similar. Estas mejorias podrian ser, abarcar una solucionar desde el
punto de desarrollo de un disefio mecanico especifico y andlisis de materiales para el desarrollo de
un prototipo fisico viable, el andlisis del sistema con la interaccién con su entorno y quizas con la
interaccién de variables ambientales proporcionadas por el cuerpo humano, la aplicacion de varios
tipos de control dependiendo de las variables a controlar, y el uso de otras técnicas de generacion
de trayectorias deseadas si es que se quisiera generar una trayectoria de entrada exactamente al
sistema original.

Entender cémo funciona un sistema robético y la tarea a ejecutar es importante al momento de tratar
de desarrollar simulaciones. Un simulador no tiene un impacto directo a la sociedad en su momento,
pero puede considerarse como el inicio del camino para el desarrollo de tecnologia para las futuras
y quizas las acttiales generaciones, por lo que se espera que este trabajo aporte ser una breve guia de
desarrollo de simulacién de sistemas robéticos con el uso de los software especificos mencionados
durante la tesis, y como posible referencia de motivacién para futuros trabajos relacionados al tema
realizados por alumnos de la facultad.






Apéndice A
Preliminares matematicos

Se presentan las herramientas matematicas béasicas que son empleadas en los capitulos anteriores
con el propésito de analizar diversos esquemas de control para robots manipuladores [21].

En este texto se emplean los siguientes simbolos matematicos de abreviacion [21]]:

V “para todo”

3 “existe”

€ “perteneciente a”

= “implica”

<= “equivalente a” o0 “siy s6lo si”

También se usan las siguientes abreviaciones de locuciones latinas:

i.e. id est “esto es”
e.g. exempli gratia “por ejemplo”

Las nociones basicas de algebra lineal son el punto de partida en el desarrollo de una serie de
herramientas que son ttiles en los capitulos anteriores [21].

A.1. Notaciones y definiciones

Se presenta algunas notaciones y definiciones que son empleadas a lo largo del texto. Basicamente
se resumen algunos conceptos sobre vectores y matrices [21]].

El conjunto de los niimeros reales se denota por el simbolo R. Los ntimeros reales son expresados por
letras itdlicas mintdsculas y ocasionalmente por letras griegas mintsculas [21].

El conjunto de los niimeros reales no negativos R se define como [21]:

Riy={acR:ac|0,0)}
El valor absoluto de un ntimero real x € R se denota |x| [21].
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A.1.1. Vectores

Se denotard por R" el espacio euclidiano real de dimensién 7, es decir, el conjunto de todos los
vectores x de dimensién n formados por n-adas de nameros reales en forma de columna [21]:

donde x1, x3,...,x, € R son las coordenadas o los elementos componentes del vector x y el super-
indice T denota transposicién. Los vectores son denotados mediante letras mintsculas en negrita
tanto italicas como griegas [21].

Producto de vectores

El producto interno de dos vectores x, y € R" es definido como [21]:

T

Y1 X1 Y1

1 Y2 X2 Y2
cly=Yxyi=[xn xn w7 =1 :
i=1 . . .

Yn Xn Yn

Puede verificarse facilmente que el producto interno de vectores satisface las siguientes propieda-
des [21]:

» xTy = yTx, para todo x,y € R".

» xT (y+z) =xTy+xTz paratodo x,y,z € R".

Norma Euclidiana

La norma euclidiana || x|| de un vector x € R" se define como [21]):
n
Il = /¥ %2 = Vi,
i=1
donde s6lo se considera la parte positiva de la raiz cuadrada. Es inmediato comprobar que la norma

euclidiana satisface las siguientes propiedades [21]:

» ||x|| =0siysolosix =0 e R"

||x|| > 0, para todo x € R" con x # 0 € R"

|lax|| = || ||x]|, para todo & € Ry x € R"

[l =Nyl < llx +yll < llx[l + lyll, para todo x, y € R™.

|xTy| < ||x|| |ly|l, para todo x, y € R" (desigualdad de Schwarz).



A.1 Notaciones y definiciones 177

A.1.2. Matrices

Se denotard por R"*™ al conjunto de matrices A de dimensién n x m formadas por arreglos de
numeros reales ordenados por n renglones y m columnas [21]:

a1 a2 - Aim

a1 4azy -+ dom
A - {aij} - . . t. .

anl1 An2 - Aum

Un vector x € R" puede ser interpretado como una matriz particular perteneciente a R"*! = R”.
Las matrices son denotadas mediante letras itdlicas maytsculas y ocasionalmente por letras griegas
mayusculas [21].

La matriz transpuesta AT = {a ji} € R"™*" se obtiene intercambiando los renglones y las columnas
de A = {Eli]'} e R™™M [21]].

Producto de matrices
Considérense las matrices A € R™*? y B € RP*". El producto de las matrices A y B denotado por

C = AB € R"™*" ge define como [21]:

CZ{Ci]'} = AB

ajp ap o dip | |bin b - by
o |a axn --- oagy | |b2i b - boy
|Am1 Am2 - Amp bpl pr e bpn
~ ) -
Yi_auba Xh_jaube o Xb_ a1cbe
p p
— | XF_auba Xb_jaxb - Xi_g dokbin
p p p
Y g kbt Xp_q mkbre 0 Xg_q Gmkbin

Puede verificarse facilmente que el producto de matrices satisface las siguientes propiedades [21]:

(AB)" = BTAT, para toda A € R"*P y B € RP*",

AB # BA, en general.

A(B+C)= AB+ AC,paratoda A € R"*P,B € RP*"y C € RP*",

ABC = A(BC) = (AB)C, paratoda A € R"*P,B € RP*"y C € R"",
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De acuerdo con la definicién de producto de matrices, la expresién xT Ay donde x € R”?, A € R™*™
y y € R" viene dada por [21]:

T
X1 a1 a2 - Aim n
X2 az1 Az -+ dom Y2
xTAy = ) ) . . .
Xn anl An2 - Aum Ym
n m
= ) ) ajxiy

1

1j=1
Matrices particulares

Una matriz A es cuadrada si n = m. Una matriz cuadrada A € R"*" es simétrica si ésta es igual a su
transpuesta, esto es, si A = AT mientras que es antisimétrica si A = —AT [21].

Una propiedad de las matrices antisimétricas A = — AT es [21]:
xT Ax = 0, para todo x € R",

Una matriz cuadrada A = {a;j} € R"™" es diagonal si a;; = 0 para todo i # j. Se denotara por
diag{a11,a2, -, ann} € R a una matriz diagonal, i.e. [21]:

a1 0 ce 0
] 0 ayy -
dlag{ﬂn,azz,...,ann} = . . . X e R,
0 0 cee App

Consecuentemente cualquier matriz diagonal es también una matriz simétrica. En el caso parti-
cular donde ay; = ayp = --- = ay, = a, la matriz diagonal correspondiente se denotard por
diag{a} € R"*". Dos matrices diagonales de particular utilidad son las siguientes. La matriz identi-
dad de dimension n se define como [21]:

10 ---0
_ 01 ---0

[ =diag {1} = Co. | e R™*!,
0 0 - 1

La matriz nula de dimensién n se define como 0 = diag {0} € R™*" [21].

Una matriz cuadrada A € R"*" es singular si su determinante es nulo, i.e., si det [A] = 0, en caso
contrario es no singular. Una caracteristica de una matriz singular es que ésta no tiene inversa [21].
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Una matriz cuadrada A € R"*", sin ser necesariamente simétrica, es definida positivﬂ si [21]:

xT Ax > 0, para todo x € R", con x # 0 € R".
La definicién de matriz definida positiva recién establecida no requiere que ésta sea simétrica. Es
necesario resaltar que normalmente la mayoria de los textos presentan dicha definicién sélo para
matrices simétricas. No obstante, para los fines de este texto, la definicién dada como tal resulta

suficiente [21].

Se emplea la notaciéon A > 0 para indicar que la matriz A es definida positivaE Cualquier matriz
simétrica y definida positiva A = AT > 0 es no singular; por tanto su inversa A~! existe. Més atin,

A=AT > 0siysélosi A1 = (A1) > 021].

Puede demostrarse que la suma de dos matrices definidas positivas también resulta en una matriz
definida positiva. El producto de matrices simétricas definidas positivas A = AT > 0y B = BT > 0,
no resulta en general simétrico ni tampoco definido positivo, sin embargo, la matriz resultante es
no singular [21].

Una matriz cuadrada A € R"*", no necesariamente simétrica, es semidefinida positiva si [21]:

xTAx >0, para todo x € R™.

Se emplea la notacién A > 0 para indicar que la matriz A es semidifinida positiva [21].

Una matriz cuadrada A € R"*" es definida negativa si —A es definida positiva mientras que es
semidefinida negativa si —A es semidefinida positiva [21].

Valores propios

Para cada matriz cuadrada A € R"*" existe n valores propios (nimeros complejos en general) de-
notados por Ay {A}, A, {A}, ..., An {A}. Los valores propios de la matriz A € R"*" satisfacen [21]:

det[A;{A} - A] =0, parai=1,2,...,n

donde I € R"*" es la matriz identidad de dimensién n [21]].

10Sea P una matriz cuadrada de dimensién n. Definase:

P+pT

El teorema de Sylvester establece lo siguiente. La matriz P es definida positiva si y s6lo si:
det[ay1] > 0, det [“11 "12} >0,..., det[A] > 0.
a1 a2

1Es importante subrayar que A > 0 significa que la matriz A es definida positiva y no debe interpretarse como “A
mayor que 07, siendo esto tltimo carente de sentido.
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Para el caso de una matriz simétrica A = AT € R"*", sus valores propios son tales que [21]:

» A {A}, A {A}, ..., A {A} son nimeros reales.

= Denotando los valores propios méximo y minimo de A por Apfax 1A} Y Apin 1A} respecti-
vamente, el teorema de Rayleigh-Ritz establece que para todo x € R" se tiene:

MMax (A} X[ > 2T Ax > A {A} (1[I

Una matriz cuadrada A € R"*" es definida positiva si y sélo si los valores propios de A + AT son
positivos, i.e., A; {A+ AT} > O parai = 1,2,...,n. Mds atin, una matriz simétrica A = AT € R"™"
es definida positiva siy s6losi A; {A} > O parai=1,2,...,n [21].

Norma espectral

La norma espectral || A|| de una matriz A € R"*" se define comd7 [21]:

IAll = 1/ Amax {ATA},

donde Apz,y {ATA} denota el valor propio maximo de la matriz simétrica ATA e R™m [21].
En el caso particular de matrices simétricas A = AT € R™" gse tiene que [21]:
= [|A]l = max;[A; {A} |.

-1 1
147 = mmiaa

En las expresiones anteriores el valor absoluto resulta redundante si A es simétrica y definida posi-
tiva: A = AT > 0 [21].

La norma espectral satisface las siguientes propiedades [21]:

» ||[A]| =0siysolosi A =0 R"™™

||A|l > 0, para todo A € R"™™ con A # 0 € R"*"™.

|A+ B < ||A]| +||B||, para todo A, B € R"*"™.

|xAll = |«|||Al|, para todo « € Ry A € R"*™.

|ATB|| < ||Al|||B||, para todo A, B € R"™*™.

12Es importante notar que el simbolo para la norma euclidiana de un vector y la norma espectral de una matriz es el
mismo. El lector debera ser cuidadoso para no confundirlas. La distincién entre ellas viene dada exclusivamente por su
argumento, i.e., un vector o una matriz.
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Un resultado importante es el siguiente. Considérese la matriz A € R"*" y el vector x € R". La
norma euclidiana del vector Ax satisface [21]:

[Ax] < [[A]]lx[l,

donde ||A|| denota la norma espectral de la matriz A, mientras que ||x|| denota la norma euclidiana
del vector x. Atin mas, siendo y € R", el valor absoluto de yT Ax satisface [21]:

y Ax| < Allllyllllx])
A.1.3. Espacios de funciones

Una clase particular de espacios vectoriales son los denominados espacios L}, (prontinciese “ele-pe-
ene”). Los elementos o vectores de los espacios Lj, son funciones con propiedades particulares [21].

Los espacios lineales denominados L7 y L%, que se definirdn posteriormente, son particularmente
empleados en el andlisis de 81stemas dindmicos interconectados en la metodologia denominada:
enfoque entrada-salida. Esta metodologia involucra la nocién de operadores, que caracterizan el
comportamiento de las diversas partes del sistema dindmico interconectado [21].

A continuacién se presenta una serie de conceptos y definiciones sobre espacios de funciones [21].
Una funcién f : R" — R es una funcién continua si [21]:

lim f(x) = f(x0) VxoeR"

X— X

Una condicién necesaria para que una funcién sea continua es que éste definida en todo punto
x € R". También se deduce que no es necesario que una funcién continua tenga derivada en todo su
dominio de definicién. Tal es el caso, por ejemplo, de la funcién continua f(x) = |x|, cuya derivada
con respecto a x en el punto x = 0 € R no estd definida. Sin embargo, si una funcién tiene derivada
en todo punto, entonces la funcién es continua [21].

El espacio L3 consiste en el conjunto de todas las funciones continuas f : R, — R" tales que [21]:
(e.¢]
| R s = [P < oo

Dicho de otro modo, una funcién f pertenece al espacio L} (f € L) si la integral del cuadrado de
su norma euclidiana estéd acotada superiormente [21].

El espacio L], consiste en el conjunto de todas las funciones continuas f : Ry — R" tales que sus
normas euclidianas sean acotadas, es decir [21],

sup [|f(£)]] < oo.

t>0
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Los simbolos L, y Lo, sirven para denotar a los espacios L1 y L. respectivamente. Una funcién
continua f perteneciente al espacio L} puede no tener un limite asintético. A continuacioén, se pre-
senta las condiciones suficientes sobre funciones pertenecientes al espacio L7 para que éstas tiendan
asintéticamente a cero [21].

Lema 1. Considérese una funcion continua f : Ry — R". Supdngase que la funcién f satisface las siquientes
hipdtesis [21]]:

" f.f=Gf €L

» fEeL].

Entonces, necesariamente, se tiene que: 1im;_, f(t) = 0 € R" [21]].

Demostracién. La prueba se hard por contradiccién siguiendo los pasos correspondientes a la de-
mostracién del lema de Barbalat'®| En particular se vera que si lim_, f(f) # 0, luego la hipotesis
f € L} resulta vulnerada [21].

Primeramente, considérese la funcién continua f ()" f () = || f(¢)||*. Su derivada temporal 2 ()" f(t)

estd acotada (pertenece a L,) ya que por hipétesis f, f € L7 . Por lo tanto, de acuerdo con el teorema
del valor medio, existe una constante finita k > 0 para la cual [21]:

FOI? =IO < klt—ti] Vit € Ry (A1)

Ahora bien, nétese que:
LEONI* = £ + £ I = [E )]

para todo t,t; € R,. Luego resulta que la siguiente desigualdad es valida [21]:

£ = L1 = 11£(E) 1]
£ (t) 1> — K|t — ] (A.2)

LF()I2

para todo t,t; € Ry y donde se ha usado (A.1) [21].

Byease, e.g., Narendra, K., Annaswamy, A., 1989, Stable adaptive systems, Prentice Hall, pag. 85.
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Ahora supéngase que bajo las hipétesis del lema su conclusion resulta falsa, i.e, limy o f (t) # 0.
Esto significa que existe un namero t; € R, tan grande como se quiera y una constante ¢ > 0 para
los cuales [21]]:

£t > &

De aqui en adelante t; denotara un ntimero con las caracteristicas anteriores. Luego entonces, la

desigualdad (A.2) permite llegar a [21]:

IF (I = e~ K|t = t].

Ahora intégrese la desigualdad anterior desde t1 hasta t; + ¢, i.e. [21]],

t1+¢ fE £
[ rmkar = [ e [T K-,
t

1 tl t1
B Ul
k 2k? 2k

Naturalmente como siempre existiria un namero t; arbitrariamente grande y uno correspondiente
e > 0, luego [21]

tim [ 1£(0)|Pdr

T—00

no convergerfa. Por lo tanto, se tendria f ¢ L3 lo cual contradice la hip6tesis de que f € L} y en
consecuencia debe ser cierto que lim;_, f(¢) = 0 [21].

Lema 2. Considérense las funciones continuas y diferenciables x : Ry — R", z: Ry - R"yh: R, —
R. Definase la funcion V : Ry x R" x R™ x Ry — R dada por [21]:

X

V(t,x,z,h) = { z

]Tmﬂ[§]+ha)zo

donde P(t) : Ry — RUHEMX04M) o5 yng matriz simétrica definida positiva para cada t € R,. Si la
derivada de V' con respecto al tiempo [21]:

oV(t,x,z,h) N oV(t,x,z,h)T dx

ot ox dt
+8V(t, x,z,h)T dz N oV (t,x,z,h)dh
0z dt oh dt

V(t,x,z,h)
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satisface

donde Q = QT > 0, entonces

1. xell,ze€ Ll yh € Lu.

2. x € L.

Siademds x € L%, entonces 1im;_, o, x(t) = 0 [21]].

Demostracion. Como V(t,x,z,h) >0y V(t,x,z,h) < 0 entonces se tiene que [21]:

V(0,x(0),z(0),h(0)) > V(¢ x(t),z(t),h(t)) >0 Vt>O0.

Debido a que todos los términos de V son positivos, y como V estd acotada entre 0y V (0, x(0), z(0), 1(0)),
estos términos estdn en consecuencia acotados. Queda demostrado el punto 1 [21].

Para demostrar 2), considérese la expresion de V( t,x,z,h) [21]:
V(t,x,z,h) = —x'Qx.
Integrando entre 0 y T(€ R ) se obtiene [21]:

V(T, x(T), z(T), h(T)) — V(0, x(0), 2(0), h(0)) = — /OTJC(T)TQJC(T)dT

la cual empleando V' (0, x(0),z(0),h(0)) > V(T,x(T),z(T),h(T)) conduce a la desigualdad [21]:

T
V(0,x(0), 2(0), 1(0)) > /0 x(t)TQx(7)dx.

Por otro lado, usando el teorema de Rayleigh-Ritz: xTKx > A;, {K} xTx donde K es cualquier
matriz simétrica y A, {K} denota el valor propio minimo de K, se tiene [21]:

V(0,x(0),z(0), h(0))
Amin {Q}

> /OT x(7)Tx(1)dr

donde A ;, {Q} > 0 porque Q = QT es por hip6tesis una matriz definida positiva. El lado izquier-
do de la ultima desigualdad es finito, lo cual significa que x € L7 [21].
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Finalmente, como x € L} y por hipétesis ¥ € L7, del Lema A.1 se concluye que lim;_, x(t) =
0 [21].

Considérese ahora un sistema dindmico lineal descrito por las siguientes ecuaciones [21]:

X = Ax-+ Bx
Cx

donde x € R™ es el estado del sistema, u € R" es la entrada, y € R" es la saliday A € R"™*",
B € R™"y C € R™ son matrices con coeficientes reales constantes. La matriz de transferencia
H(s) del sistema se define como H(s) = C(sI — A)~!B donde s € C [21].

El siguiente resultado permite obtener conclusiones sobre la pertenencia de y e y a Ly o Lf, depen-
diendo de si u pertenece a L7 o a L5, [21].

Lema 3. Considérese la matriz cuadrada de dimension n, H(s) € R"*"(s) cuyos elementos son funciones
racionales estrictamente propias de la variable compleja s. Supdngase que los denominadores de sus elementos
tienen todas sus raices en el semiplano complejo izquierdo [21]].

= Siu € L) entoncesy € LY NLY, y € LY ey(t) — 0 cuando t — oo.

w Siuc LY entoncesy € L,y € LL.

A modo de ilustracién del lema anterior, considérese la siguiente ecuacion diferencial [21]:

xX+Ax=u

donde x € R"y A € R"*" es una matriz constante definida positiva. Si u € L7, entonces del Lema
A3 se concluye que x € LINLZL,x € L y x(f) = 0 cuando t — oo [21].

Finalmente, se presenta el siguiente corolario cuya demostracion es inmediata del Lema A.3 [21].

Corolario A.1 Considérese la hipotesis del Lema A.3 sobre la matriz de transferencia H(s) € R"*"(s).
Denétese por u e y sus entradas y salidas, respectivamente. Si u € Ly N L7, entonces [21]:

= ye LINLY.
» ye LINLY,.

» y(t) — 0 cuando t — oo
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A.1.4. Puntos fijos

A continuacién se presentan algunos conceptos y teoremas basicos sobre puntos fijos. La importan-
cia de estos conceptos radica en la potencialidad de su empleo en la determinacién de la existencia
y unicidad de soluciones para una clase particular de ecuaciones. Estos teoremas seran empleados
posteriormente para garantizar la existencia, y eventual unicidad, de equilibrios de las ecuaciones
diferenciales que caracterizan el comportamiento, en malla cerrada, de los sistemas de control de
robots. Primeramente se presenta la definicién de punto fijo, que a pesar de su simplicidad, resulta
ser de gran aplicacion [21].

Considérese una funcion continua f : R" — R". El vector x* € R" es un punto fijo de f(x) si [21]:
fx®) =x".

De acuerdo con la definicién anterior, si x* es un punto fijo de la funcién f(x), entonces obviamente
x* es solucion de f(x) —x = 0y también de x — f(x) = 0 [21].

Algunas funciones tienen uno o mds puntos fijos, pero también hay funciones que no los presentan.
La funcién f(x) = sen(x) tiene como tnico punto fijo x* = 0, mientras que la funcién f(x) = x>
tiene tres puntos fijos: x* = 1, x* = 0y x* = —1. Sin embargo, f(x) = ¢* no tiene punto fijo
alguno [21].

Considérese ahora la siguiente funcién continua [21]:

f:R"xQ — R"
{g] = f(x,0),

donde 6 € Q) se ve como un pardmetro y siendo Q C R™. Luego x* € R" es un punto fijo de f(x, 0)
para cualquier 8 € Q) si [21]:

f(x*,0) =x" VO e Q.

A continuacién, se presenta una version del teorema de contraccién de mapas que provee una con-
dicién suficiente para la existencia y unicidad de puntos fijos [21]].

Teorema 6 (Contraccién de mapas). Sea (O C R"™. Considérese la siquiente funcion continua [21]:

f:R"xQ — R"
[g] — f(x,0).
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Supongase que existe una constante no negativa k tal que para todo x, y € R" y 8 € Q) se tiene que [21]:
£ (x,0) = f(y, 0)ll < kllx =yl

Si la constante k es estrictamente menor que la unidad, entonces dado cualquier © € Q, se tiene que la funcion
f(x,0) posee un iinico punto fijo x* € R™ [21]].

Ademds el punto fijo x* puede ser determinado como [21]]:

x* = lim x(n,0)
n— 00

donde x(n,0) = f(x(n—1,0)) y con x(0,0) € R" arbitrario [21]].
|

Una interpretaciéon importante del teorema de contracciéon de mapas es la siguiente. Supéngase que
la funcidn f(x, 0) satisface la condicion del teorema, entonces f(x,60) — x = 0 tiene solucién en x y
ésta, ademads, es la tinica. Como ilustracién de lo anterior,considérese la funcion h(x, 0) [21]:

h(x,0) = kpx —mglsen(6 — x)
= —kp[f(x,0) — 4]

Conkp >0,mgl >0,0 Ry

f(x,0) = n;c—glsen(e —X).
P

El problema planteado consiste en determinar las condiciones sobre k, y mgl para que h(x,0) = 0
tenga una tinica solucién en x. Para resolver este planteamiento, se emplea el teorema de contraccion
de mapas. Notese que [21]:

£(2,6) — F(1,6)] = ”;—fl sen(6 — z) — sen(6 — )]
< ”;—jﬂz—yw

para todo z, y € R, por lo que, si 1 > mgl/k, > 0, entonces f(x, ) tendra un tnico punto fijo, y en
consecuencia i(x,0) = 0 tendrd una tnica solucién en x [21]].






Apéndice B

Modelado de motor DC controlado por
armadura

En secciones anteriores se obtuvo el siguiente conjunto de ecuaciones que describen el movimiento
de n grados de la libertad de un robot [24]:

M(q)§+C(q,9) +g(q) =7 (B.1)

Es importante entender exactamente lo que representa esta ecuacién. La Ecuacion representa la
dindamica de una cadena interconectada de cuerpos rigidos ideales, suponiendo que hay una fuerza
generalizada T actuando en las articulaciones. Podemos suponer que el k—enésimo componente, Ty
del vector de fuerza generalizada T es un torque sobre el eje z;_1 de la articulacién si la articulacion
k es de revolucién y es una fuerza a lo largo del eje zx_1 de la articulacion si la articulacion k es pris-
matica. Esta fuerza generalizada es producida por un accionador, que puede ser eléctrico, hidraulico
o neumatico. La Ecuacion para los manipuladores sencillos, no obstante, es una idealizacién, y
hay un nimero de efectos dindmicos que no estén incluidos en (B.1). Por ejemplo, la friccién en las
articulaciones no se contabiliza de estas ecuaciones y puede ser significativa para algunos manipu-
ladores. Ademds, no hay cuerpo fisico que es completamente rigido. Un andlisis méas detallado de
dindmica del robot seria incluir diversas fuentes de flexibilidad, tales como deformacion elastica de
rodamientos y engranajes, la deflexiéon de los enlaces debajo de la carga y las vibraciones. En esta
seccion se estd interesado en la dindmica de los actuadores que producen la fuerza generalizada .
Tratamos sélo la dindmica de motores de C.C. de imanes permanentes, ya que estos son comunes
para su uso en los robots actuales [24].

Un motor de corriente continua, basicamente, funciona segtn el principio de un conductor que
transporta corriente en un campo magnético experimenta una fuerza F = i X ¢, donde ¢ es el flujo
magnético y i es la corriente en el conductor. El motor en si consta de un estator fijo y un rotor mévil
que gira dentro del estator, como se muestra en la figura B.1{[24].

El modela matematico del motor de corriente continua requiere de dos ecuaciones, una ecuacién
mecdnica y otra eléctrica. Estas ecuaciones estan acopladas y se basan en las leyes de la dindmica
y de Kirchhoff, respectivamente. Por una parte, la ecuacién mecanica modela principalmente el
movimiento del rotor, y por otra parte la ecuacién eléctrica modela lo que ocurre en el circuito
eléctrico del inducido [43].
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Conductors
(bonded o ratating
armature-iron)

Rotating flux
= s path

Figura B.1: Seccién transversal de un motor DC de iman permanente

Si el estator produce un flujo magnético radial ¢ y la corriente en el rotor (también llamada la
armadura) es i entonces habrd un par sobre el rotor haciéndola girar. La magnitud de este par
es [24]:

T = Ky i, (B.2)

donde T, es el par motor (N-m), ¢ es el flujo magnético (Webers), i, es la corriente del inducido
(amperios), y Ky es una constante fisica. Ademads, cada vez que un conductor se mueve en un cam-
po magnético, un voltaje V} se genera entre sus terminales que es proporcional a la velocidad del
conductor en el campo. Esta tension, llamada fuerza contra—electromotriz, tenderd a oponerse a la
circulacion de corriente en el conductor [24]].

Por lo tanto, ademas del par 7, en (B.2), tenemos la relacién fuerza contra—electromotriz [24]:

V, = K (1) (B.3)

donde V}, indica la fuerza contra—electromotriz (voltios), w (t) es la velocidad angular del rotor
(rad/s), y Ky es una constante de proporcionalidad [24].

Los motores de c.c. pueden ser clasificados de acuerdo a la manera en la que el campo magnético
se produce y la armadura estd disefiada. Aqui se discuten sélo los llamados motores de imanes
permanentes cuyo estator consta de un imén permanente. En este caso podemos tomar el flujo, ¢,
como una constante debido a que la corriente de campo es constante. El par sobre el rotor se controla
a continuaciéon mediante el control de la corriente del inducido, i, [2] [24,44]. Considere el diagrama
esquematico de la figura
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Figura B.2: Diagrama del circuito para un motor de c.c. controlado por armadura

Notese que para un flujo constante el par es directamente proporcional a la corriente de armadura,
de modo que el par desarrollado por el motor es [44]:

T = Kiig (1) (B.4)

donde K; es una constante de par motriz (N * m/amp). Nétese también que si el signo de la corriente
i, (t) se invierte, también se invierte el signo del par T, lo que se manifiesta en la inversion del
sentido de rotacion del eje del motor [44].

Cuando la armadura esta girando, se induce en ella una tensién proporcional al producto del flujo
por la velocidad angular. Para un flujo constante la tensién inducida Vj, es directamente proporcio-

nal a la velocidad angular d?i—(tt) = w(t),de 1} tenemos [44]:

Vb = wa (t) (B5)

donde V}, es la fuerza contra-electromotriz y Kj es una constante de fuerza contra-electromotriz [44].

La velocidad de un motor de c.c. controlado por armadura, se controla mediante la tensién V, de la
armadura. (La tensién de armadura V, es la salida de un amplificador de potencia, que no aparece
en el diagrama). La ecuacion diferencial del circuito de armadura es [44]

Vo=Vr+VL+V, (B.6)
Vo = Rig () + LdZ;—Et) + Ky (1) (B.7)

La corriente de armadura produce el torque que se aplica a la inercia y la friccién; por tanto [44]
Tm = T] + TB (B.8)

dw (t)

Ktia (t) - ] dt

+ Bw (t) (B.9)
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Suponiendo que todas las condiciones iniciales son cero, y tomando las transformadas de Laplace
de las ecuaciones (B.7) y (B.9), se obtiene las siguientes ecuaciones [44]:

Va(s) = Rl;(s)+ Lsl, (s) + KpQ (s) (B.10)
Kil, (s) = JsQ(s)+BQ(s) (B.11)
de
Va(s) = (SL+R)I,(s)+ KyQ (s) (B.12)
Va (S) — Ky, Q (S)
I, (s) IR (B.13)
de
Kil;(s) = (Js+B)Q(s) (B.14)
_ KL (s)

Considerando a V, (s) como la entrada y Q (s) como la salida, es posible construir un diagrama de

bloques a partir de las ecuaciones (B.13) y (B.15) [44].

A 4
A 4
v

K
Ls + R ' Js+B

F 3

Kb

Figura B.3: Diagrama de bloques para un sistema de motor D.C.

Del esquema se desprende que existe una realimentacién interna en el motor que tiende a garantizar
la estabilidad del funcionamiento. Su causa es que la fuerza contra-electromotriz del motor se opone
con mayor fuerza a medida de que aumente la velocidad angular del rotor [45].
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Sustituyendo (B.13) en (B.15)), se obtiene la funcién de transferencia del motor:

K Va(s)  KpQ(s)
Q) = Js+B <sL+R_ sZ+R)

KiK B KiVa (5)
Q(s)+(]s+B)(SbL+R Q) = (57 B) LT R)
(Js+B) (SL+ R) + KiKp\ KV, (s)
Q(s)( (Js + B) (sL + R) ) ~ (Js+B)(sL+R)
S) . K;
Vo(s)  (Js+B)(sL+R)+ KK, (B.16)

B.1. Relacién entre K; y K},

La mayor parte de la potencia eléctrica dada al motor es convertida en potencia mecénica. La po-
tencia util serd la corriente de la armadura por la fuerza contra-electromotriz del motor. Esta serd
convertida en par mecénico por velocidad angular. Empleando las expresiones y se de-
muestra que las constantes del motor son idénticas, aunque a veces, los fabricantes suelen dar el
valor de k;, invertido y en rpm por voltio [45]:

Py=1i,(t)V, = Thwt) (B.17)
i () ko () = Kiia (1) w (1) (B.18)

Por lo tanto
K, = K¢ {%} = L‘Z—Z} (B.19)

B.2. Curvas del par-motor

Una de las curvas tipicas de los motores, con independencia de la tecnologia, es la relacién entre la
velocidad angular y el par motor. Las graficas muestran curvas de comportamiento en el régimen
permanente. Para el caso de los motores de c.c. de imanes permanente, segtin la ecuacién (B.7), la
corriente continua de frecuencia nula por la armadura es [45]:

i () = %’7“’“) (B.20)

Mientras el par mecanico en el régimen estacionario valdra a partir de la ecuacién (B.4):

_ K (—Va - I;b“’ (t)> (B21)
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La familia de curvas estard parametrizada a partir de la tensién dada al motor. Para un nivel de
tension determinada, la curva serd una recta de pendiente negativa. A medida de que aumente la
velocidad del motor disminuira el par mecanico. La tangente de cada curva es idéntica, mostrando
una familia de rectas paralelas [45]:

d’l’m o _KiKb (B 22)

dw(t) R

Torque A

™m

o

Y

Velocidad w,, rad/sec

Figura B.4: Curvas caracteristicas par-velocidad del motor cc

Un exceso de par mecanico daré al traste con la linealidad del comportamiento como consecuencia
de una saturacién en el circuito magnético [45].

B.2.1. Condiciones en estado estable

El torque maximo en el motor es dado cuando la velocidad angular del mismo tiende ser a cero, por
lo tanto a partir de la ecuacion (B.21), el torque maximo estd definido como [46]:

Ty = NtV (B.23)

max R

En caso contrario, cuando el torque del motor tiende a ser cero se obtiene la velocidad angular
maxima, a partir de la ecuacién (B.21)), que estd dada por [46]:

%
Wingx (£) = f: (B.24)
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B.3. Motor conectado a un eslabon

Retomando la discusién referente a la Figura (B.5) que consiste de un motor dc en serie con un
tren de engranes con proporcién r : 1 y conectado a un eslabén del manipulador. La proporcién de
engranes r tipicamente tiene valores en el rango de 20 a 200 o mas [21} 24].

Engranes
4] )
» 1 q T
@) =g
T
K,, K, Ra fm

Figura B.5: Motor DC

El modelado matemaético idealizado que caracteriza el comportamiento de un motor dc con imén
permanente controlado con la armadura se describe tipicamente por el conjunto de ecuaciones (B.4)-
(B.7); y tomando como referencia la Figura (B.5) son [21]:

Tw = Kaig, (B.25)
P

v = RaiﬁLﬂereb, (B.26)

ey = Kpgm, (B.27)

qm = 14, (B.28)

La ecuacién de movimiento de este sistema es entonces [21]:

i = T = fnim) = (B.29)

donde T es el par neto aplicado después del juego de engranes sobre el eje de la carga, ], es la
inercia del rotor y f;,(4m) es el par introducido por la friccién del rotor con sus soportes [21].

Desde un punto de vista de sistemas dindmicos, el motor de dc puede verse como un dispositivo
cuya entrada es el voltaje v y su salida es el par T que se aplica después de la caja de engranes.
Eventualmente, la derivada temporal T del par T, puede también considerarse como salida [21].

El modelo dindmico que relaciona el voltaje v con el par T se obtiene de la siguiente manera. Prime-

ramente se procede a reemplazar i, de (B.25) y e, de (B.27) en (B.26) [21]:

— L 2e
v=g, Tt by

+ Kpéjm. (B.30)
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Ahora, sacando la derivada con respecto al tiempo en ambos lados de la Ecuacién (B.25)) se obtiene
‘f;t” = 1y, /K, la cual al ser reemplazada en 1} da [21]:

R L
0= —"Ty + iy + Ky (B.31)
Kﬂ a

Por otro lado, de (B.29) se obtiene T, [21]:

Ty = Jniims + Fon (Gim) + ; (B.32)

siendo su derivada temporal

_ d af (qm) . T
= Jm dtqm + diim o mt (B.33)

las cuales se sustituyen en (B.31) [21]:

R, L 9 fm(dm) . :
U= K, []mqm + fin (Gm) + I} K, {]m Gm + fa‘;q )qm + + Ko G- (B.34)

Finalmente, haciendo uso de la relacién g, = rq, la ecuacién anterior puede escribirse como [21]]:

Ko LaJmd i { a Ofm(rq)

KaKb
rRav_ R, dt’ ]m+R_ a(rq) } I+ fm(f’q)

(B.35)

+3 L
q rZR

la cual puede expresarse también en términos del vector de estado [g 4 4] [21]:

d q 6]
S a | = i (B.36)
L | | 4 [S0— [Raf+ L2500 i+ g(4,7, %)

donde

) R . . T T
g(g,T,t) = —7“ fu(rg) — K. Kpg — Rar—2 — Lar—z. (B.37)

La Ecuacién (B.36) representa una ecuacion diferencial de tercer ordeno La ecuacién sera adicional-
mente no lineal si el término de friccion fy,(-) es una funcién no lineal de su argumento. La presencia
de la inductancia de armadura L, en forma multiplicativa de %ij, puede originar que la ecuacion

sea del tipo denominado ecuacién diferencial perturbada singularmente para valores “pequefios”
de ella [21].
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B.3.1. Inductancia de armadura despreciable (L, = 0)

En muchas aplicaciones, tradicionalmente la inductancia de armadura La es despreciable (La = 0).
Considerando pues que L, = 0, la Ecuacién (B.35) toma la forma [21]:

. 1 . KgKb . T . Kll
Jm§ + rfm(”l) + R, 1 t7= R, (B.38)
o equivalentemente en términos del vector de estado [g 4] [21]:
d| g } q
- 5| = (7 Ky : B.39
i3] 4 oo -] ®

Esta importante ecuacion relaciona el voltaje v aplicado a la armadura del motor, con el par T apli-
cado a la carga en términos de su posicién, velocidad y aceleracién angular [21].

B.3.2. Modelo del motor con friccion lineal

A pesar de la extrema complejidad de los fenémenos de friccién, tradicionalmente se emplean mo-
delos lineales para caracterizar su comportamiento [21]]:

fn(Gm) = fmdm (B.40)

donde f;; es una constante positiva. Este modelo de friccién es conocido como friccién viscosa y f
es el parametro o coeficiente de friccién viscosa [21].

Considerando el modelo lineal anterior para los pares de friccién, la Ecuacién (B.38), que relaciona
el voltaje v aplicado a la armadura del motor con el par T ejercido sobre la carga, toma la forma [21]:

KgKb
Rq

} PRI (B.41)

Sl + {fm * 2 rR,

o en términos del &ngulo del motor g, (B.41) queda definido como [24]:

K.K K
L "] iy = 2y (B.42)
R,

]m‘]m"‘ [fm"‘ R_a ;

el diagrama de bloques correspondiente al sistema de orden reducido (B.42) es mostrado en la Fi-

gura [24].
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T /1
V(s 1 #\ . q,,(s
() + N Ka/ R +q7 1 (s)

Jms+ fm

w |

K,

Figura B.6: Diagrama de bloques para sistema de orden reducido

Si la salida del tren de engranes esta directamente acoplada al eslabén, entonces las variables del
eslabon y el motor estan relacionadas por:

Gm, =Tegx ; k=1,..,n (B.43)

Sin embargo, en manipuladores que incorporan otro tipo de accionamiento mecanico como poleas,
cadenas, bandas, etc., g, no necesita ser igual a 74g. Una forma mas general que incorpora la trans-
formacién dindmica entre el espacio de las variables de la articulacién y las variables del actuador
es:

ax = fr(q1, - qn) 5 T = fi(T1, ., T0) (B.44)

donde gy = qum, /1



Apéndice C

Esquematicos de piezas del sistema bipedo

Las unidades de medicion de los eslabones que componen al sistema bipedo se encuentran en mili-
metros y son las mismas tanto para la pierna derecha e izquierda.
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Figura C.1: Dimensiones del eslab6n cadera.
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Apéndice D

Especificaciones de motores de D.C.

Specifications I

52 Watis 67 Watts
Type B2 8500 B28305
Voltage 24V 24V
Part numbers 850 82 830 502
d characieristics
Speed of rotation (rpm) 4050 3660
Absorbed power (W) 744 1z
Absorbed current (&) 0.31 0.5
I B
Speed (rpm) 3200 2770
Tarque (miN.m]) 100 170
Usable power (W) 335 &0
Absorbed power (W) 52 72
Absorbed current (&) 2.15 a
Gearbox case temperature rise (°C) 54 50
Efficiency (%) ] E9.4
General characteristics
Lnf}ulaiinn class (conforming to IEC F (1585 =C) F {155 °C})
Protection (IEC 529) Terminal IP20 P20
Max . output (W) R2 67
Start torgue (mMN.m) 490 700
Starting current [A) 9.6 11.8
Hesistance (02} 25 2.03
Inductance (mH) 25 4.68
Torque constant (Nm/A) 0.052 0.0619
Electrical ime constant (ms] 1 23
Mechanical time constant (ms) 13 33
Thermal ime constant (min) 21 18
Inertia {g.cm®) 140 500
Weight (g) 640 840
Mo of segments B 12
Senvice life (h) 3000 4000
Sintered bronze bearings W v
Wires length (mm) 200 200

Figura D.1: Hoja de especificaciones de los motores en el simulador
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Especificaciones de motores de D.C.

Rev:
Motenergy, Inc Product Information Dat=:[05/03/11
ME1003
Check By: | JF
Motor Electrical Parameters
Electrical Parameter Unit | Parameter
Operating Voltage Range VDC | O minimum to 96 maximum
Rated Continuous Current ADC | 200
Peak Current ADC | 500 (10 sec) 400 (30 sec), 300 (1 minute)
No Load Current (I, ) ADC | 6 amps typical at neutral timing
Peak Stalled Current Ams | 500
Voltage Constant VIRPM | 0.02
Armature Resistance (L-L} Ohm | 0.01
Tums Tums | 1
Inductance uH 93at 120 Hz
Torgue Constant NmvA | 0.2
Maximum Continuous Power KW 16 (96V), 14.3 (84V), 12.6 (72V)
Macimum Case Temperature F 250
Motor Mechanical Parameters
Mechanical Parameter Unit | Parameter
Rated Speed RPM | 3000 (at 72 VDCO
Maximum Speed RPM | 5000
Rated Torque Lb-in | 39 (200 amps)
Continucus Stalled Torque Lb-in | 20 (100 amps)
Peak Torque Nm 98 (at 500 amps)
Operating Ambient Temperature C -40 to 40 (for these ratings)
Armmature Inertia kg.cm” | 2868
Motor Winding Insulation Class | F
Max. Winding Operating Temperature C 155
Shaft Configuration See Drawing
Face Mounting Details See Drawing
Tightening Torgue for Terminals See Drawing
Weight b 39
Direction of Rotation | Bi-directional fan (CCW Timed)
Storage Temperature C -30 to 150
Materials of Construction Standard
Number of Brushes 16

Figura D.2: Hoja de especificaciones de los motores en el simulador




Apéndice E

Congresos y publicaciones

Congresos asistidos como conferencista:

1.

Sandra Cuatlaxahue Formacio, Pablo Sdnchez Sanchez. Simulador basado en un sistema bipe-
do simple. Primer Encuentro Nacional de Matematicas Aplicadas en la Computacién y en la
Electrénica (ENMATCE). Puebla, Puebla, México. 11-13 de junio de 2014.

. Sandra Cuatlaxahue Formacio, Pablo Sanchez Sanchez. Simulador basado en un sistema bipedo

simple. Semana Nacional de Ingenieria Electrénica (SENIE). Celaya, Guanajuato, México. 22-24
de octubre del 2014.

. Sandra Cuatlaxahue Formacio, Pablo Sanchez Sanchez. Simulador basado en un sistema bipedo

simple. Congreso Nacional de Mecatréonica (MECAMEX). Juriquilla, Querétaro, México. 30 de
octubre al 1 de noviembre del 2014.

Sandra Cuatlaxahue Formacio, Pablo Sanchez Sanchez. Simulador basado en un sistema bipedo
simple. Congreso Mexicano de Robética (CoMRob). Mazatlan, Sinaloa, México. 6-8 de noviem-
bre del 2014.

. Sandra Cuatlaxahue Formacio, Pablo Sanchez Sanchez. Simulador basado en un sistema bipedo

simple. Congreso Internacional en Ciencias Computacionales (CiComp). Ensenada, Baja Cali-
fornia, México. 5-7 de noviembre del 2014.

Publicacién en revista electrénica:

1.

Sandra Cuatlaxahue Formacio, Pablo Sdnchez Sdnchez. Simulator based on a simple biped
system, Research in computing science, ISSN 1870-4069, Instituto Politécnico Nacional (IPN),
Vol. 80, 2014, pp. 17-29.
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