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Resumen

La teoria de oscilaciones y ondas es importante en el campo de la geofisica, dado
gue muestra distintas formas particulares de movimiento que describen fenomenos
en este campo. Por este motivo, es importante que el estudiante comprenda los
conceptos fisicos y mateméticos para que pueda aplicarlos en un ambito tedrico y
practico. Sin embargo, en ocasiones, al estudiante le es dificil comprender la parte
tedrica, por tal motivo, el presente trabajo consiste en la propuesta de una guia de
estudio de la teoria de oscilaciones y ondas en la cual, se realizé un analisis de las
ecuaciones, las cuales permiten conocer y calcular la evolucién de dicho
movimiento. Dicho analisis se correlacioné con la interpretacion fisica
correspondiente y se bas6 en teoremas de ecuaciones diferenciales, mecéanica
clasica y matematicas elementales, debido a que los temas mencionados son parte
fundamental para un excelente trabajo en el campo de la geofisica. El contenido de
este trabajo esta compuesto de dos etapas: la primera se basa en el analisis de los
sistemas oscilatorios, los cuales son estudiados a través del movimiento arménico
simple, superposicion de movimientos armonicos, oscilaciones amortiguadas y
forzadas, ademas del analisis de los sistemas ondulatorios que son estudiados por
medio de las ondas viajeras y reflexion de ondas viajeras. En la segunda etapa, se
hizo una interaccion con estudiantes y sus conocimientos del area de oscilaciones
y ondas y su relacion con la geofisica, en donde se les aplicO un cuestionario

diagndstico, en el cual, los resultados fueron fatales.



Abstract

The theory of oscillations and waves is important in the field of geophysics, since it
shows different forms of movement that describe phenomena in this field. It is
important that the student understands the physical and mathematical concepts so
that they can apply them in a theoretical and practical field. However, sometimes it
is difficult for the student to understand the theoretical part, so this work consists of
the proposal of a study guide of the theory of oscillations and waves in which, an
analysis of the equations was made. These equations allow to know and calculate
the evolution of this movement. The analysis was correlated with the corresponding
physical interpretation and will be based on theorems of differential equations,
classical mechanics and elementary mathematics, because these subjects are a
fundamental part for an excellent work in the field of geophysics. The content of this
work is composed of two stages: the first one is based on the analysis of oscillatory
systems, which are studied through simple harmonic motion, superposition of
harmonic motions, damped and forced oscillations. The analysis of wave systems,
which are studied by means of traveling waves and reflection of traveling waves.
Meanwhile, in the second stage there was an interaction with students and their
knowledge of the area of oscillations and waves and their relationship with
geophysics, where a diagnostic questionnaire was applied to them, in which the

results were fatal.



Capitulo 1. Introduccién
La observacién de un fendmeno da una idea de las leyes naturales que describen
el comportamiento de este. Para caracterizarlo se necesitan medir algunas
cantidades fisicas y calcular otras a partir de ellas, lo que hace necesario un
conocimiento de las matematicas y la fisica para comprender y modelar dicho
fenémeno, por lo tanto, esto ayuda a un mejor entendimiento en el campo de la
geofisica, ya que uno de los objetivos de esta tesis es el analisis de la teoria de
oscilaciones y ondas. Dentro del campo de la geofisica, el analisis de fenbmenos
gue ocurren en la Tierra permite describir el comportamiento de ella a partir de la
medicién y el calculo de magnitudes fisicas que definen propiedades espacio-

temporales, que dan una idea de la dinamica interna de la Tierra.

Este conocimiento se extiende a areas como la astronomia, cuestiones atmosféricas

y espaciales, calculo estructural, entre otros.

Esto exige conocer las propiedades mecanicas, fisicas y quimicas de un sistema,
las cuales, de alguna manera, definen el comportamiento de él (sistema). Existe una
forma de movimiento mecanico que en ocasiones las caracteristicas que tiene el
sistema en un instante determinado se repiten en otros instantes, lo cual se conoce
como movimiento oscilatorio. Dentro de los movimientos oscilatorios, hay un tipo en
particular en el cual las condiciones iniciales del sistema se recuperan en un tiempo
(periodo). Tales movimientos oscilatorios se denominan movimientos periodicos y
se analizan mediante el llamado movimiento armonico simple que caracteriza la

relacion entre el agente estimulante y la respuesta que brinda el sistema.

1.1 Planteamiento del problema

La mayoria de las veces al estudiante le es dificil comprender la correlacion de las
estructuras matematicas con su conceptualizacion fisica. Es importante que se

tenga un buen entendimiento de estos conceptos fisicos y matematicos, ya que



comprenderlos ayuda a un mejor entendimiento de la geofisica, en este caso

enfocandose en el analisis de la teoria de oscilaciones y ondas.

1.2 Justificacion

En la geofisica existen varias lineas de investigacion englobadas en geofisica
tedrica y geofisica aplicada que permiten estudiar los diferentes problemas que
surgen en el planeta Tierra. Considerando el crecimiento y demanda de
profesionales en ciencias de la Tierra, es necesario contar con una nueva linea de
investigacion que se enfoque en elaborar metodologias de ensefianza, fuentes
documentales, guias de estudio, etc. que se utilicen como herramientas
complementarias principalmente para los alumnos y si esta en su disposicion, que

también puedan hacer uso de estos los maestros.

Siendo este el caso, la propuesta de una guia de estudio para los estudiantes

enfocada en el andlisis fisico-matematico de la teoria de oscilaciones y ondas.

Es importante que exista el desarrollo de estos materiales bibliograficos dirigidos
principalmente a los estudiantes, para que estos tengan distintas alternativas de
fuentes documentales que les permitan estudiar y entender mejor las materias

basicas, formativas y optativas de su plan de estudio.

El buen entendimiento de los conceptos fisicos y mateméaticos es importante para
que el estudiante pueda abordar, resolver y explicar diversos problemas en la
geofisica. Comprender correctamente la parte teodrica lleva al estudiante a tener un
panorama amplio de los diversos fenbmenos que se estudian en esta ciencia y de
esta manera poder darles un buen planteamiento, explicacion o solucién

dependiendo del objetivo requerido.

Actualmente, en la mayoria de los casos de estudio en la geofisica, se usan equipos
especializados para la medicién de distintas cantidades fisicas, y asi se pueden
calcular otras a partir de estas, sin embargo, como estudiantes, a veces se pasa por
alto el significado fisico y mateméatico de estas cantidades, y no se conoce la

correlacion de sus estructuras matematicas y su conceptualizacion fisica, las cuales



son importantes para poder aplicarlas a una interpretacion ante cualquier fenébmeno

que se presente.

En el presente trabajo se realiz6 un analisis matematico del movimiento oscilatorio
y ondulatorio, con la finalidad de comprender la importancia de correlacionar el

campo tedrico (abstracto) con la concretizacion fisica.

Por lo tanto, el andlisis que se obtuvo sera propuesto como una guia de estudio
para que sea de utilidad para que los estudiantes puedan encontrar una bibliografia
enfocada en el andlisis de ecuaciones matematicas con su sentido fisico del campo
de oscilaciones y ondas, la cual puede ser una herramienta para todos aquellos

estudiantes que necesiten y deseen aprender de estos temas.



1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo General

Proponer una guia de estudio donde se analice y revise la teoria de oscilaciones y
ondas mecanicas partiendo de conceptos fundamentales de matematicas vy fisica,
para que el estudiante pueda utilizarla como una herramienta complementaria para

su formacién académica.
1.3.2 Objetivos Especificos

e Analizar la teoria matematica y fisica de oscilaciones y ondas mediante la
bibliografia consultada para realizar una revision de las ecuaciones
relacionadas con esta.

e Proponer el analisis y revision de la teoria de oscilaciones y ondas como una
guia para que sea una herramienta de estudio para los alumnos.

e Conocer la relacion de la teoria de oscilaciones y ondas con aplicaciones en
la geofisica.

e Aplicar un cuestionario diagndstico para determinar si la guia podria ser util

para la trayectoria académica de los estudiantes.



Capitulo 2. Marco Tedrico

2.1 Momento lineal

El momento lineal de una particula se expresa como el producto de la masa por su

velocidad. Definido por:

p=mv (2.1)

Es un concepto fisico de mucha importancia porque combina los dos elementos que
caracterizan el estado dinamico de una particula: su masa y su velocidad. (p Tiene

la misma direccion que v) (Alonso & Finn, 1967).

Toda particula en la naturaleza interacciona con su medio. Si por alguna razén una
particula experimenta un cambio en su estado de movimiento se dice que
interacciono con su medio. Este cambio puede ser descrito con la segunda ley de

Newton.

2.2 Segunda ley de Newton; concepto de fuerza

Se define la variacién con respecto al tiempo del movimiento de una particula con

el nombre de “fuerza”, es decir:

=1

(2.2)

T
Il
215

La fuerza es un concepto matemético el cual, por definicion, es igual a la variacion
del momento lineal con respecto al tiempo, cuyo valor a su vez depende de la
interaccion con otras particulas. Por consiguiente, fisicamente, se puede considerar
la fuerza como la expresion de una interaccion. La expresion 2.2 es la segunda ley
de Newton (Alonso & Finn, 1967).

Si se recuerda la definicion del movimiento, se puede escribir la ecuacion 2.2 de la

forma



d(m?)

L — 2.3
F I (2.3)
Si m es constante,
F=m— 2.4
m— (2.4)
@)
F=md (2.5)

De acuerdo con Alonso & Finn (1967), si la fuerza es constante la ecuacion 2.4 dice
gue el movimiento es uniformemente acelerado. Esto sucede con cuerpos que caen
cerca de la superficie terrestre: todos los cuerpos caen hacia la tierra con la misma
aceleracion g, y, por consiguiente, la fuerza de atraccién gravitacional de la tierra,

llamado peso, es constante, que esta definido por:

—

W =mg
Un sistema puede interactuar con “n” fuerzas, si se realiza la suma vectorial de cada
fuerza presente en dicha interaccién, da como resultado una fuerza resultante, lo

cual es importante para analizar y describir el comportamiento del sistema.

2.3 Composicion de fuerzas concurrentes

Si las fuerzas son concurrentes (es decir, si estan aplicadas en el mismo punto), su
resultante es el vector suma. Por lo tanto, la resultante R de varias fuerzas

concurrentes ﬁl, ﬁz, 133, ... €S
ﬁ=ﬁ1+ﬁ2+ﬁ3+...=2ﬁi (2.6)

Si las fuerzas son coplanares, por ejemplo, en el plano XY (figura 2.1), se tiene que

R = iR, + [i,R,, donde



e ]

Figura 2.1. Fuerzas coplanares.
(Modificado de Alonso & Finn, 1967).

Rx = Z Fix = Z Fi COSGi

2.7)

R, = Z F, = Z F; senb;

La magnitud de R es R = ./RZ + RZ y su direccion estan dadas por el angulo 6

X

. .z _1R 4
mediante la relacion 6 = tan 1R—. Se debe suponer que la resultante R es
y

fisicamente equivalente a las componentes F,, F,, F, ... (Alonso & Finn, 1967).

Como se ha visto en los temas anteriores, la dinamica es importante para conocer
la relacién que tiene el movimiento de un cuerpo y sus causas, causas que provocan
un cambio en el estado fisico del cuerpo o en su estado de movimiento, sin embargo,
hay ocasiones en las que no se puede estudiar un cuerpo como una particula, por

consecuencia es importante el estudio de la dindmica rotacional.

2.4 Torque de unafuerza

Segin Alonso & Finn (1967) se considera una fuerza F .. /% W\,
que actla en un cuerpo C que puede rotar alrededor
del punto O (Figura 2.2). Si la fuerza no pasa por 0, el

efecto total sera la rotacion del cuerpo alrededor _ n
Figura 2.2. Torque de una fuerza

de 0. La efectividad de la rotacion de F aumenta (Modificado de Alonso y Finn, 1967).

9



con la distancia perpendicular (denominado brazo de palanca) b = OB desde O a la
linea de accion de la fuerza. Por lo tanto, se define una cantidad fisica T que se

llamara torque o momento de fuerza, de acuerdo con la relacién (notacion escalar)
t=Fb (2.7)
Dada la figura 2.2 se observa que b = rsen 6, por tanto

T = Frsenf (2.8)
Tomando en cuenta que la magnitud del producto vectorial A x B esta dada por
|/T X §| = ABsen 6

Se llega a la conclusion que el torque de una fuerza puede considerarse como una

cantidad vectorial dada por el producto vectorial
T=FxF (2.9)

Existe una relaciéon entre el momento angular y el torque 7 = 7 X F de la fuerza
aplicada. Por otro lado, el torque se puede escribir como la variaciéon del momento

angular respecto al tiempo, es decir

dL

=1 (2.10)

2.5 Momento angular

El momento angular con respecto a un punto O de un cuerpo de masa m que se
mueve con velocidad ¥ (y por consiguiente con movimiento p = mv) esta definido

por el producto vectorial (Alonso & Finn, 1967):

L=#xp (2.10)
o)
L=mix? (2.11)

10



El momento angular es entonces un vector perpendicular al plano determinado por
7 yuv.
Por otra parte, el momento angular de un sistema de particulas

dLg

E = ?ext. (213)

En esta ecuacion L, = ¥, L; es el momento angular total de las particulas y Z,,, es
el torque total ejercido por fuerzas externas, la ecuacién 2.13 es considerada como

la ley fundamental de la dinamica de rotacion (Alonso & Finn, 1967).

Ahora, se considera el momento angular para un cuerpo rigido que, rota alrededor

de un eje, que es una relacion vectorial dada por
[=1& (2.14)

En la cual I es el momento principal de inercia correspondiente y w es la velocidad
angular (Alonso & Finn, 1967).

2.6 Ecuacion de movimiento de la rotacién de un cuerpo rigido

La ecuacion 2.13 establece una relacién entre el momento angular total de un
sistema de particulas y el torque total de las fuerzas aplicadas a las particulas
cuando tanto el torgue como el momento angular se calculan con respecto a un

punto en reposo en un sistema inercial. Esto es

dL

=1 (2.15)

Donde L = Zl—f; es el momento angular total y 7 = Y; 7, es el torque total debido a
las fuerzas externas. Esta ecuacion se cumple también para un cuerpo rigido, el
cual es un caso especial de un sistema de particulas. La ecuacion 2.15 constituye
asi la ecuacion basica para discutir el movimiento de rotacion de un cuerpo rigido
(Alonso & Finn, 1967).

11



Para un cuerpo rigido que rota alrededor de un eje principal que tiene un punto fijo
en un sistema inercial, de acuerdo con la ecuacién 2.14, el torque externo 7 debe
ser el torque con respecto al punto fijo sobre el eje principal. Luego la ecuacion 2.15
se transforma en

d(Iw)
dt

=7 (2.16)

Si el eje permanece fijo con respecto al cuerpo rigido, el momento de inercia

permanece constante. Entonces

Ida—_) 2.17
dt_T ( . )
@)

16 =% (2.18)

Donde a = % es la aceleracion angular del cuerpo rigido. La comparacion de las
ecuaciones 2.16, 2.17 y 2.18 con las ecuaciones 2.3, 2.4 y 2.5 sugiere una gran
similaridad entre la rotacién de un cuerpo rigido con respecto a un eje principal y el
movimiento de una particula. La masa m es reemplazada por el momento de inercia

1, la velocidad v por la velocidad angular @, la aceleraciéon a por la aceleracion

angular @, y la fuerza F por el torque 7 (Alonso & Finn, 1967).
Lo anterior, es importante, para el analisis del equilibrio dinamico de los sistemas
(particula, cuerpo rigido).

2.7 Ecuaciones diferenciales, planteamiento y definiciones.

Las leyes de la naturaleza se expresan mediante estructuras matematicas, dichas
estructuras se llaman ecuaciones diferenciales las cuales permiten modelar los

fendmenos fisicos de la naturaleza.

Se supone que la funcion y = f(x) expresa cuantitativamente un fendémeno. Al
estudiar este fendmeno es imposible establecer directamente el caracter de la

dependencia entre y y x; sin embargo, se puede establecer una dependencia entre

12



las magnitudes x, y y las derivadas de y con respecto a x:y',y", ...y", es decir, se

puede escribir una ecuacion diferencial (Piskunov, 1983).

De la dependencia obtenida entre x,y y las derivadas es preciso deducir la
dependencia directa entre y y x, es decir, hallar y = f(x), o como suele decirse,

integrar una ecuacion diferencial (Piskunov, 1983).

Una estructura que establece una relacion entre la variable independiente x, la
funcion buscada y = f(x) y sus derivadas y', y", ... y™ se llama ecuacion diferencial.

Una ecuacion diferencial se puede escribir simbdlicamente en la forma siguiente:

F(x, v,y,y", .., y("))

dy d?y d™y
F = ..., —= 2.1
<x, Ydx dx?’ " dan (2.19)

Sila funcién buscada y = f(x) es la de una sola variable independiente, la ecuacion
diferencial se llama ordinaria. A la par con las ecuaciones diferenciales ordinarias,
en el andlisis matemético se estudian también las ecuaciones en derivadas
parciales. Las ecuaciones que establecen una relacion entre la funcién desconocida

z, dependiente de dos o varias variables x,y, ..., las propias variables x,y, ..., y las

. . 0z 0z 0%z . .
derivadas parciales de z: 9’ 3y 3% etc., se llaman ecuaciones en derivadas

0z
a

. . ., d , . .
parciales. Por ejemplo, la ecuacion x£ =¥3, sera en derivadas parciales con la

funcién desconocida z(x, y) (Piskunov, 1983).

La teoria de las ecuaciones diferenciales es necesaria para realizar un analisis
matematico, especificamente los temas mostrados a continuacion son las
ecuaciones diferenciales y métodos de solucién a estas que son requeridos en el

analisis.
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2.8 Ecuaciones lineales homogéneas

Una ecuacion lineal diferencial de n-ésimo orden se llama lineal si es de primer
orden respecto a la funcién desconocida y y sus derivadas y, ..., y* 1, y", es decir,

si esta ecuacion tiene la forma
agy® + a, vy + -+ a,y = f(x) (2.20)

Donde ay, a4, a,, ...,a, Y f(x) son funciones dadas de x o constantes; ademas a, #
0 para todos los valores de x, en el dominio de definicion de la ecuacién anterior.
En adelante supongamos que las funciones ay ay,a,, ...,a, Yy f(x) son continuas
para todos los valores de x y que el coeficiente a, = 1 (si a, es distinto de la unidad,
es suficiente dividir por €l todos los términos de la ecuacién). La funcion f(x), se

llama segundo miembro de la ecuacion (Piskunov, 1983).

Si f(x) # 0, la ecuacion se llama lineal no homogénea, o ecuacion con segundo

miembro. Si f(x) = 0, la ecuacion tiene la forma:
y*+aytt++a,y=0 (2.21)

Y se llama lineal homogénea, 0 ecuacion sin segundo miembro (el primer miembro
de esta ecuacién es una funciobn homogénea de primer orden respecto a
vy, y", ...,y") (Piskunov, 1983).

2.9 Ecuaciones lineales homogéneas de segundo orden con coeficientes

constantes

De acuerdo con Piskunov (1983), sea la ecuacién lineal homogénea de segundo

orden

y'+py' +qy=0 (2.22)

Donde p y g son numeros constantes reales. Para hallar la integral general de esta
ecuacion es suficiente encontrar dos soluciones particulares linealmente

independientes. Se buscan soluciones de la forma

y =e**,  donde k = constante; (2.23)
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Entonces,
y' = kek*
y// = k2ehx

Introduciendo las expresiones obtenidas de las derivadas de la ecuacién 2.22, se

halla:
ek (k? +pk+q) =0
Como ek* # 0, resulta que
k2+pk+qg=0 (2.24)

Por consiguiente, si k satisface a la ecuacion 2.24, e** sera solucion de la ecuacion
2.22. La expresion 2.24 se llama ecuacion caracteristica respecto a la ecuacion
2.22.

La ecuacion caracteristica es una ecuacion de segundo orden que tiene dos raices,

las cuales se designan por k; y k,. Entonces

Son posibles los casos siguientes:

1. k,y k, son numeros reales y distintos (k; # k,);
2. k;y k, son nimeros complejos

3. k; y k, son numeros reales e iguales (k; = k,)
Si se examina cada paso por separado:

1. Las raices de la ecuacion caracteristica son reales y distintas: k; # k,. En

este caso las soluciones particulares seran las funciones
y; = efax
kz.x

Y2 =€
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Estas soluciones son linealmente independientes, puesto que

kox
Y2 _er? _
—:er(kz kl)xicte
yi €

Por lo tanto, la integral general tiene la forma

y = Cef1¥ + C ek (2.25)

2. Lasraices de la ecuacion caracteristica son complejas. Puesto que las raices

complejas son conjugadas en pares, se introducen las designaciones:

k1=a+iﬁ,
k2=a—l,3
Donde:
__pr ,_| P
a=-% F= Jla—7

Las soluciones particulares se pueden escribir de la forma:
x; = e(@+iB)y, (2.26")
x, = e@ )y (2.26™)

Estas son funciones complejas de un argumento real, que satisfacen la ecuacion

diferencial 2.22. Es evidente, que si alguna funcion compleja del argumento real
y = u(x) + iv(x) (2.27)

Satisface la ecuacion 2.22, a esta ecuacion satisfacen también las funciones u(x) y

v(x). En efecto introduciendo la expresion 2.27 en la ecuacion 2.22 tenemos:

[u(x) + iv(x)]" + plulx) + iv(x)] + qlulx) +iv(x)] =0

(@)

W' +pu +qu)+iw" +pv' +qv)=0
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Pero una funcion compleja es nula solamente en el caso en que las partes real e

imaginaria son iguales a cero, es decir,
u’" +pu'+qu=0
v'+pv' +quv=0

Se ha demostrado que u(x) y v(x) son soluciones de la ecuacion dada. Se escriben
las soluciones complejas 2.26 en la forma de una suma de las partes real e

imaginaria:
y1 = e**cosfx + ie“*senfx
Yy, = e cosfx —ie“senfx

Segun lo demostrado las funciones reales siguientes serian las soluciones

particulares de la ecuacion 2.22:
¥, = e*cosfx (2.28")
y, = e senfx (2.28")
Las funciones y; e ¥, son linealmente independientes, puesto que

Y e**cosfx
& = —'8 = cotgPx # const.
y, e%**senfx

Por tanto, la solucion general de la ecuacion 2.22 en el caso en que las raices de la

ecuacion caracteristica son complejas toma la forma:

y = Ay, + By, = Ae**cosfix + Be**senfx

(@)

y = e**(Acosfx + Bsenf3x) (2.29)
Donde A y B son las constantes arbitrarias.

3. Las raices de la ecuacion caracteristica son reales e iguales, es decir k; =
k,. Una de las soluciones particulares, a saber, y, = e*1*, se obtiene en virtud

de los razonamientos precedentes. Es preciso encontrar la segunda solucion
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particular, linealmente independiente de la primera (la funcion e*2* es
idénticamente igual a e*1*, por lo que no puede considerarse como segunda

solucién particular).
Se busca la segunda solucién particular en la forma:
Y2 = xu(x)e*?, (2.30)
Donde u(x) es una funcion desconocida a determinar. Si se deriva se encuentra:

kix
y, =ue + kuef* = ek (U’ + kyu),

Y = w4 2w 4 kPueki® = kX (U + 2k, u’ + k2u).
Se sustituyen las expresiones de las derivadas de la ecuacion 2.22, se obtiene:
ek X[u" + 2k, + p)u’ + (k2 + pky + Q)u] = 0.
Como k, es una raiz multiple de la ecuacién caracteristica, se tiene que:

k? +pk,+q=0 (2.31)

Ademaés, k, = k, = —§ 6 2k, =—p, 2k; +p =0.

Por tanto, para hallar u(x), hace falta resolver la ecuacion el =0 ¢ u =0.
Integrando obtenemos: u = Ax + B.En particular se puede poner A =1,B = 0;

entonces, u = x. Asi, en calidad de segunda solucion particular se puede tomar:
y, = xek1¥, (2.32)
Esta ecuacion es linealmente independiente de la primera, puesto que

& = x # const.

V1

Por lo tanto, como integral general se puede tomar la funcién:

y = C,e*1* + Cyxe** = e*1*(C; + C,x) (2.33)
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2.10 Ecuaciones lineales no homogéneas de segundo orden

Sea una ecuacion lineal no homogénea de segundo orden

y'+ay' +ay = f(x) (2.34)

La estructura de la solucién general de la ecuacion 2.34 se determinara por el

teorema siguiente:

La solucion general de la ecuacion no homogénea 2.34 se representa como suma
de cualquier solucion particular y* de esta ecuacion y de la solucion general y de la

ecuacion homogénea correspondiente (Piskunov, 1983).

V'+a, 9" +a,y=0 (2.35)
2.11 Funciones de varias variables

La dinAmica de los fendbmenos de la naturaleza no depende Unicamente de una sola
variable. Estas son funciones de varias variables, en estas la variable dependiente

estara regida por mas de una variable independiente (Piskunov, 1983).

De acuerdo con Piskunov (1983) si a cada par (x,y) de valores de dos variables x
e y, independientes una de otras, tomado de ciertas de cierto campo D de su
variacion, les corresponde un valor determinado de la magnitud z es una funcion de
dos variables independientes x e y, definida en el campo D. En forma simbdlica una

funcién de dos variables se representa asi:

z=f(xy), (2.36")
z=F(x,y), etc. (2.36")

La definicién de funcion de dos variables puede extenderse facilmente al caso de

tres y més variables (Piskunov, 1983).

Si a todo conjunto estudiado de valores de las variables x,y, z, ..., u, t, corresponde
un valor determinado de la variable w, entonces esta ultima es funcion de las
variables independientes «x,y,z ..,u,t, 0 w=F(x,y,z..,ut) 0 w=
f(x,y,2, ..,u,t), etc. (Piskunov, 1983).
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2.12 Derivadas parciales de la funcién de varias variables

El limite de la razdn del incremento parcial A,z con respecto a x, en relacion con el
incremento Ax, cuando Ax tiende a cero se llama derivada parcial respecto a x de
la funcion z = f(x,y) (Piskunov, 1983).

De acuerdo con Piskunov (1983), la derivada parcial respecto a x de la funcion z =

f(x,y) se designa por uno de los simbolos siguientes,

, , 0z of
zZ X f x(xF }I): a; a
De tal modo segun la definicién:

oz Az fx+Axy)—f(xy)
| = lim

— = lIm =
Ox Ax>0 Ax  Ax-0 Ax

(2.37)

Analogamente, la derivada parcial con respecto a y de la funcion z = f(x,y) se
determina como el limite de la razén del incremento parcial de la funcion A,z con
respecto a y, en relacion con el incremento Ay, cuando Ay tiende a cero. La derivada
parcial con respecto a y se designa por uno de los simbolos siguientes,

0z of

! !/

Zy; XY 5 Ao
v f,xy) 3 3y
Asi,

oz Ayz  fxy+Ay) - f(xy)
— = lim — = lim
dy Ay-0 Ay  Ay-0 Ay

(2.38)

Se observa que A,z se calcula manteniéndose y invariable y A, z, manteniéndose x
invariable; se llama derivada parcial de la funcion z = f(x,y), respecto a x, a la
derivada de esta funcion respecto a x, calculada en la suposicion de que y es
constante. Se llama derivada parcial de la funcion z = f(x,y), respecto a y, a la
derivada de esta funcion respecto a y, calculada en la suposicion de que x es
constante (Piskunov, 1983).
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De la definicion formulada se deduce que las reglas para calcular las derivadas
parciales son las mismas que se utilizan para calcular la derivada de las funciones
de una variable; es preciso, solamente, tener en cuenta, respecto a qué variable se

busca la derivada (Piskunov, 1983).

Las derivadas parciales de una funcion de cualquier nUmero de variables se hallan

de manera analoga. Por ejemplo, si se tiene la funcion u de cuatro variables x, y, z, t:
u=f(xy,zt),
Entonces:

du o fx+Ax,y,z,t) — f(x,y,2,t)
— = lim ,
dx Ax—0 Ax

(2.39")

ou o f,y+Ay,z,t) - f(x,y,21t)
= lim , e

3y = Am, & tc. (2.39')

Si se tiene un conjunto de sistemas y existe la posibilidad que algunos desarrollen
algo que se llama movimiento periédico, (repiten sus caracteristicas iniciales en
intervalos regulares de tiempo). Dentro de este trabajo, se estudian los sistemas
gue cumplen con este tipo de movimiento. Para su analisis se hace uso de funciones

periodicas.

2.13 Funciones periodicas

Una funcion periédica se puede

definir como una funcién para la cual

Desplazamiento (x)

f@)=f(t+T1) (2.40)

Para todo valor de t. La constante
o . ., Tiempo (t)

minima T que satisface la relacion

2.40 se llama periodo de la funcién. Figura 2.3. Funcion periodica.

Mediante de 2.40, se obtiene,

f@ =({+nT), n=0,+1,%2,-. (2.41)
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La figura 2.3 muestra un ejemplo de una funcién peridédica. Las funciones periddicas

son tratadas mediante la teoria de Fourier (Hsu, 1973).

2.14 Series de Fourier

Una serie de Fourier es la representacion de una funcion como una serie de
constantes multiplicadas por seno y/o coseno de diferentes frecuencias. (O’Neil,
2008).

Sea la funcion f(t) una funcion periodica de periodo T, la cual se puede representar
por la serie trigopnométrica

1
f(t) = > o + a;coswyt + a,cos2wyt + -+ + bysenwyt + bysen2wyt + -+

1 (00}
f(t) = > a0 + z (a, cosnwyt + b,sen nwt) (2.42)

n=1

2
Donde w, = 7”

Una serie como la representada por la ecuacion 2.42 se llama serie trigopnométrica
de Fourier, estas permiten conocer el comportamiento de los armoénicos. Esta serie

también se puede representar de la siguiente forma,

£ = Co + Z C, cos(nwot — 6.,) (2.43)
n=1

Segun la ecuacion 2.43, es evidente que la representacion en series de Fourier de
una funcion periddica representa la funcion periédica como la suma de
componentes sinusoidales que tienen diferentes frecuencias. La componente
sinusoidal de frecuencia w,, = nw, se denomina la enésima arménica de la funcién

periodica. La primera armoénica comunmente se conoce como la componente

2T

fundamental porque tiene el mismo periodo de la funcion y w, = 2nf, = — se

conoce como la frecuencia angular fundamental. Los coeficientes C, y los 6,, se

conocen como amplitudes arménicas y angulos de fase. (Hsu, 1973)
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Sean los coeficientes de Fourier:

T/2
2
a, = T j f(t) cos(nwyt)dt n=0,1,2,..,. (2.44)

1

T/
2
b, = 7 f f(t)sen(nwyt)dt n=0,1,2,..,. (2.45)

_T/2

T/2
—z dt 2.46
w=7 [ 1@ (246)

=T/,

2.15 Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (EDP).

La mayoria de las leyes de la fisica estan expresadas en términos de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales (EDP), es decir, esas leyes describen
fendmenos fisicos relacionados con derivadas en funcién del espacio y tiempo. Las
derivadas que estan presentes en esas ecuaciones representan variaciones. Por lo
tanto, se tienen ecuaciones en derivadas parciales con alguna cantidad

desconocida que se desea encontrar (Farlow, 1993).

Una ecuacion diferencial parcial es una ecuacion que contiene derivadas parciales.
En contraste con las ecuaciones diferenciales ordinarias, donde la funcion
desconocida depende solo de una variable. En las EDP, la funcion desconocida
depende de varias variables,

ou 0d%u

5 = a7 (2.47)
La funcion desconocida u siempre depende de mas de una variable. La variable u
es la variable dependiente, mientras las que se diferencian con respecto a, son
llamadas variables independientes. Por ejemplo en la ecuacion 2.47 la variable
dependiente u(x,t) es una funcién de dos variables independientes x y t (Farlow,
1993)
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Capitulo 3. Metodologia

3.1 Etapa 1. Propuesta de la guia de estudio

3.1.1 Documentacion bibliografica

Inicialmente se buscaron diversas fuentes bibliograficas de oscilaciones y ondas
mecanicas, para poder hacer la eleccion de los temas y formar la base de la guia a
desarrollar. De igual manera, se utilizaron bibliografias de libros de matematicas y

fisica para la resolucion de distintos ejemplos.

3.1.2 Eleccién de temas

La eleccién de temas se realizé con base en el plan de estudios de ingenieria
geofisica y también en el libro “Oscilaciones y ondas mecanicas” del autor Sergio
Reyes publicado en el afio de 1976. Los temas elegidos se trabajaran en dos partes,

de la siguiente manera:

l. Analisis de los sistemas oscilatorios
e Vibraciones armdnicas simples
¢ Velocidad y aceleracion del movimiento arménico simple
e Péndulo matematico y fisico
e Composiciéon de movimientos arménicos
e Oscilaciones amortiguadas

e Oscilaciones forzadas y resonancia

. Analisis de los sistemas ondulatorios
e Ondas viajeras

e Reflexién de ondas viajeras

3.1.3 Analisis de los sistemas oscilatorios y ondulatorios

La revision y el analisis se realizaron con base en el libro Oscilaciones y ondas
mecanicas del autor Sergio Reyes (1976). Para cada uno de los temas

seleccionados se realizara lo siguiente:
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1. Determinar qué sistema se usara para estudiar cierto movimiento, tales
como, sistema masa-resorte, péndulo, cuerda vibrante.

2. A partir del sistema utilizado, analizar el planteamiento, usando las leyes y
teoremas matematicos vy fisicos que son necesarios, para poder obtener la
ecuacion del movimiento.

3. A partir de la ecuacion obtenida, analizar la solucién de la ecuacion del
sistema, con base en las leyes y teoremas matematicos y fisicos que son
necesarios para obtener la solucion.

4. Una vez obtenida la ecuacion del movimiento y su solucién, explicar los

conceptos y pardmetros relacionados del sistema.

Cabe mencionar que hubo subtemas derivados de los temas principales y que los
sistemas elegidos y el seguimiento del analisis son con base en la bibliografia de

oscilaciones y ondas mencionada anteriormente.

3.1.4 Discusion relacion con la geofisica

Finalmente, se realizd6 una discusion de como estan relacionados la teoria de

oscilaciones y ondas con aplicaciones en la geofisica.
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3.2 Etapa 2. Interaccion con estudiantes

3.2.1 Seleccion de estudiantes

Para realizar una prueba que determine si la guia puede ser de utilidad para los
estudiantes, se seleccion6 una cantidad de 30 alumnos de la Benemérita
Universidad Autbnoma de Puebla que se encuentran cursando entre el 5°y 9°

semestre de ingenieria geofisica.
3.2.2 Evaluacion inicial a estudiantes

Para conocer qué tanto han comprendido acerca de estos temas se les aplicd un

cuestionario diagndstico de oscilaciones y ondas.

Figura 3.1. Aplicacién del cuestionario diagndstico a estudiantes de la Benemérita Universidad
Auténoma de Puebla.

26



El cuestionario diagnostico contd con 8 preguntas, 1 de opcion multiple y 7 abiertas,
Se eligieron dichas preguntas dado que son basicas en el area de oscilaciones y
ondas. Los estudiantes no tenian conocimiento de la aplicacion del cuestionario
diagnodstico y se les dio un tiempo aproximado de 15 a 20 minutos para contestar

las preguntas.
Las preguntas fueron las siguientes:
1.- ¢ Cudl es la ecuacion de la onda?

0%y 1 0%y

ax%  v2 0t?
b)y(x,t) = Asen(kx — wt)
c) y(t) = Asen(wt + @)
0%y _ 9y

= VV—
0x? ot
2.- ¢Existe alguna diferencia entre el movimiento oscilatorio y el movimiento

ondulatorio? Argumenta tu respuesta.

3.- ¢Qué define el estado de movimiento de un MAS (Movimiento Armonico

Simple)?

4.- ¢ Qué es la frecuencia angular y qué representa?

5.- ¢ Qué representa la fase en un movimiento ondulatorio?
6.- ¢, Qué son los armdnicos y que representan?

7.- ¢, Qué es la velocidad de fase y velocidad de grupo?

8.- ¢Encuentras alguna relacion entre estos conceptos y la aplicacién en la

ingenieria geofisica? Si tu respuesta es “Si” menciona un ejemplo.

3.2.3 Andlisis de los resultados de los estudiantes

Para el analisis de las evaluaciones se realiz0 lo siguiente:

1. Revision del cuestionario diagnostico.
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2. A partir de las respuestas de los estudiantes se realizé un analisis de cada
pregunta, identificando las diferencias y similitudes entre respuestas
asimismo comparando con las respuestas correctas.

3. Finalmente se realizaron algunas gréaficas que muestran de manera general
el resultado de cada una de las preguntas.
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Capitulo 4. Resultados

4.1. Propuesta de la guia de estudio

4.1.1 Analisis del movimiento oscilatorio

Dentro de las distintas formas de movimiento, existe un tipo de movimiento
mecanico en el cual las caracteristicas que presenta un sistema en un instante
determinado de tiempo se repiten en instantes posteriores, la propia naturaleza

brinda varios ejemplos con los cuales se analizaran estos movimientos.

Si se supone un columpio, el cual esta representado en la figura 4.1, en este caso
el columpio se vera afectado por un agente externo el cual sera una persona, la cual
lleva el columpio a la posicién (a) y lo suelta sin realizar algun otro movimiento, la
trayectoria del columpio describird un movimiento de vaivén, este movimiento se
realizara alrededor de su posicién de equilibrio (c) pasando ademas por distintas

posiciones hasta que finalmente se detendra.

Figura 4.1. Representacion de
un movimiento oscilatorio.

Cuando un cuerpo realiza un movimiento de vaivén alrededor de un punto fijo de
manera tal que sus caracteristicas se repiten a través del tiempo, diremos que esta

animado de un movimiento oscilatorio. (Reyes, S., 1987).

Por lo tanto, un movimiento oscilatorio se describe como un movimiento periddico
gue se mueve alrededor de una posicion de equilibrio. Un sistema se encuentra en
un movimiento periddico cuando sus caracteristicas iniciales se repiten en intervalos

de tiempo regulares.
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4.1.1.1 Movimiento armoénico simple
Dentro de los movimientos oscilatorios y periédicos se estudiara el movimiento
armonico simple, para estudiar este movimiento se analizard un sistema masa-

resorte representado en la figura 4.2

a) K
m
b) Kk 1
| m

Figura 4.2. Sistema masa resorte. (Modificado

de Reyes, S. 1976).
En la figura 4.2 la masa se estira a una distancia x a partir de su posicién de

equilibrio, se supondra que la superficie en la que se encuentra el sistema es lisa 'y
libre de friccién. A partir de la nueva posicion se suelta el bloque de masa, debido a
la fuerza recuperadora elastica que se ejerce en sentido contrario al
desplazamiento, el bloque adquirirda una velocidad que hara regresar al bloque de
masa a su posicion de equilibrio, sin embargo, este continuara moviéndose debido
a la energia cinética adquirida, asi de esta manera comprimiendo el resorte, el cual
va almacenando energia potencial en funcion del movimiento del bloque de masa.
Una vez comprimido el resorte, se iniciard de nuevo un movimiento, pero en sentido

contrario repitiéndose de forma periodica.

Para analizar el movimiento, se aplica la segunda Ley de Newton

Z FE, = ma, (4.1)
De acuerdo a la figura 4.2 se puede reescribir como,

d?x
—kx = mﬁ (4‘2)

Debido a que
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d?x
Zsz—kx y axzﬁ

Si se reagrupa la ecuacion 4.2 se obtiene
4 ke =0 (4.3)
m-—- X = .
dt?
La ecuacion anterior es la ecuacién diferencial del sistema masa-resorte. Se puede
concluir que cualquier sistema fisico que tenga una ecuacién diferencial del tipo:
4 px =0 (4.4)
a—-;5 X = .
dt?

Donde a y b son parametros que dependen del sistema, x es la variable analizada
y t es el tiempo, por lo tanto, se dice que tiene un comportamiento arménico simple,
entonces el movimiento de un sistema masa resorte es un movimiento armoénico

simple.
Si se divide la ecuacion 4.3 entre la masa, se puede reescribir la ecuacion como

dx koo 45
= (45)

. k . s,
Siw? = — la ecuacion 4.5 se transforma en

d*x "
W +wx =0 (46)

La ecuacion 4.6 es una ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden

gue se escribe de la siguiente forma
x"+w?x =0 (4.7)

Para hallar la integral general de esta ecuacion es suficiente encontrar dos

soluciones particulares linealmente independientes, de la forma
x =ekt,  donde k = constante;

Entonces,
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x' = ket = kx; x" = ke = k?x
Se introducen las expresiones obtenidas en las derivadas en la ecuacion 4.7

k2ekt + w2ekt = 0

ekt (k2 +w?) =0 (4.8)
Dado que e** # 0, resulta que
k2 +w?2 =0 (4.9)
k =+ —w?
ki =iw y k,=-—iw

Puesto que las raices complejas son conjugadas en pares, se introducen las

designaciones:
ki=a+if; k,=a—ip
Las soluciones particulares se pueden escribir de la forma:
X, = elatipt, X, = elatiplt

Ya que las raices de la ecuacion caracteristica son complejas, la solucién general

de la ecuacion 4.7 toma la forma:
x = e™(BcosPt + iAsenft)
Por lo tanto, la solucion es
x = e°(Bcos(wt) + iAsen(wt))
x = Bcos(wt) + iAsen(wt) (4.10)

Debido a que las raices de la ecuacion 4.10 son imaginarias puras, entonces la

solucion es

x = Asen(wt + @) (4.11)
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Donde A y ¢, son dos constantes independientes, amplitud y fase inicial,

respectivamente, las cuales se evaliuan a partir de las condiciones iniciales. El

, k . . .
parametro w = /; es lo que se denomina frecuencia angular del sistema. Por lo

tanto, cualquier sistema con una ecuacion de la forma 4.4 tendra una solucion del
tipo 4.11. Ademas, se puede notar que la solucién es periddica. Cuyo periodo de
movimiento sera el tiempo minimo T al cabo del cual en el sistema se repiten las
condiciones iniciales de posicion, velocidad y aceleracion. Esto equivale a un

cambio en la fase de 2r radianes (Reyes, 1976).
Por otro lado, la fase en cualquier instante se define como
© =wt+ @, (4.12)

En términos de lo anterior, se puede calcular el valor de T en términos de la fase,

es decir
Wt +T)+ @] =wt+ @)+ 2n
wt+T)+ ¢l -wt+9)=2n
W(t+T)+ @] —wt—¢@ =2n
w(t+T)]—wt—¢@ =2n

wt+wl —wt —¢@ =271

wT =2m
72" 4.13
== (4.13)

En términos del periodo la frecuencia es

_ 1 _ 1 m 414
I =7= 2% (4.14)

Perow = \/% por lo tanto
w = 2nf (4.15)
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La ecuacion 4.15 relaciona los valores de la frecuencia angular y la frecuencia en

un movimiento armaonico simple.

Los pardmetros fundamentales de un movimiento armonico simple son la

frecuencia, frecuencia angular, periodo, fase y amplitud (figura 4.3).

T

Amplitud

(@ '

T = Periodo

* >

(0)

.I '.

Figura 4.3. Parametros de un movimiento arménico simple.

4.1.1.2 Interpretacion del movimiento arménico simple a partir de un analisis

gréafico

La figura 4.4 representa un punto M que describe un movimiento circular uniforme

con velocidad angular w en una trayectoria de radio A.

y
- - 1T =~ ~
o st=t
’ ~
rd A S
Il AY M
/ x| AT ‘t =0
Xo wt
I Po N\
1 1 X
| I
1 I
\ /
AN /
AN s
N 7’
~ s
~ -
~ -~ I - -

Figura 4.4. Movimiento circular uniforme.

(Modificado de Reyes, S. 1976).
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Ent = 0 el punto M se encuentra con un angulo inicial ¢,, si dicho punto se mueve
con una velocidad angular constante w, el movimiento realizado a partirde t =0 a
un tiempo posterior forma un angulo wt, por lo tanto, el punto M ahora describira un
angulo de la forma wt + ¢, con relacion al eje x. Conforme el punto M se va
moviendo sobre la circunferencia, su proyeccidon x con respecto al eje Y sube y baja

realizando un movimiento oscilatorio alrededor del origen.

Por lo tanto, la posicion x en un instante t en la proyeccion del eje Y, sera descrita

por:
x = Asen(wt + @) (4.16)

Se puede concluir que la proyeccion de un punto que describe un movimiento

circular uniforme realiza un movimiento armonico simple.

También se puede definir que la frecuencia angular es la velocidad con la que debe
moverse un punto sobre una circunferencia, de forma tal, que la proyeccion del

mismo realice un movimiento armaonico simple (Reyes, 1976).

4.1.1.3 Desplazamiento, velocidad y aceleracidon
A partir de la ecuacion 4.16 se puede hallar la velocidad en cualquier instante, se

sabe que

dx

U=E

d
V= Aasen(wt + @)

v = Awcos(wt + @) (4.17)
Para la aceleracién se sabe:
B dv
“ =

d
a= Awacos(wt + @)

a = Aw[—sen(wt + ¢,)]w
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a = —Aw?sen(wt + ¢,) (4.18)

La velocidad y la aceleracion son funciones periédicas. Dado que los valores de
seno y coseno oscilan entre +1 los valores extremos de la velocidad y aceleraciéon

son,
v = twA, a=+w?A
Por lo tanto, los valores maximos de velocidad y aceleracién son los siguientes
Vmax = WA

— 2
Amax = WA

T T 3 5 3m 71
4 2 4 T 4 2 4 n
A

e
S

= A
+—

=

2

= h 4
1]

o]
it

=

"

@

=

A

= wA
—r
=
= v

=
=1

5]

=

A

w
— w2A

=
=]

'3 h 4

1
=<

%}

o

<

Tiempo (t)

Figura 4.5. Graficos de desplazamiento, velocidad y aceleracion en
funcién del tiempo en el movimiento arménico simple.
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En la figura 4.5 se observan los graficos de desplazamiento, velocidad y aceleracion

en funcion del tiempo, se puede observar que la gréafica de velocidad y la grafica de

desplazamiento esta desfasada un angulo de % debido a esto, cuando el

desplazamiento alcanza su maxima amplitud la velocidad es igual a cero; por otra
parte la grafica de aceleracion esta desfasada un angulo de m de la gréfica de
desplazamiento, entonces para este caso cuando el desplazamiento es maximo, la
aceleracién también es maxima pero en sentido contrario; también hay que tomar
en cuenta que cuando el desplazamiento es cero la velocidad es maxima y la

aceleracion de igual manera que el desplazamiento es igual a cero.

Si t = 0 puede existir un desplazamiento inicial como una velocidad inicial, por lo
tanto, la amplitud del sistema dependera de ambas, por lo tanto a continuacion se

analizara dicha dependencia.
Se tiene que:
x = Asen(wt + @), v = Awcos(wt + @)
Parat =10
x = Asen(¢,), v = Awcos(@,)

Se pueden reescribir como:

X 14

70 = sen(¢,), W—Z = cos(¢,)

Si se sumay eleva al cuadrado

2 2
X0 Yo 2 2
Yo + yrvie sen®(@y) + cos“(¢y)
2 2
x v
D=1
A% A%w?
1 vé
2 01 _
F("O * W—) =1
2
v
2 0 _ 42
Xo + m =4
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A2 = x4+ (%)2 (4.20)

4.1.1.4 Energia del movimiento arménico simple
Se sabe que la ecuacion diferencial que rige a un movimiento armonico simple para

un sistema masa resorte es el siguiente

d?x

mﬁ+kx=0

Sl se usa la regla de la cadena, entonces:

dvdx_l_k _0
Moaxde X7

dv
mv—+kx =0
dx

Si se integra,

fmvdv+kadx=0

mfvdv+kfxdx=0
Se obtiene lo siguiente,

1 2 1 2
Emv +§kx =C=Er (4.21)

La ecuacién 4.21 representa el principio de conservacion de la energia, la energia
cinética mas la energia potencial es igual a una constante que es equivalente a la

energia total.

Se tiene que,
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x = Asen(wt + @), v = wAcos(wt + @)
Si se reescriben las ecuaciones quedan como,

1
E.= ETHWZAZCOSZ(Wt + @)

1
E,= EkAzsen2 (wt + @)

Por lo tanto, la energia total es la suma de la energia cinética y potencial

Epr = E. +E,

1 1
Er = Emszzcosz(wt + ¢@o) + EkAzsenZ(wt + @)

k
Pero w? = —
m

1 k 1
E; = EmEAzcosz(wt + @o) + EkAzsen2 (wt + @)

1 1
Er = EkAzcosz(wt + ¢@o) + EkAzsenZ(wt + @)

1
Er = EkAz[sen2 (wt + @o) + cos?(wt + ¢@q)]

1
Ey = 5 kA? (4.22)

La ecuacion 4.22 es la energia total para un sistema armonico simple.

39



4.1.1.5 Péndulo simple

El péndulo simple es otro ejemplo del movimiento
armonico simple. Un péndulo simple se define como una
particula de masa m suspendida de un punto fijo por una
cuerda de longitud [ y de masa despreciable. Si se

desplaza el péndulo un angulo 8 empezara a oscilar

alrededor de su posicion de equilibrio.

Figura 4.6. Péndulo sijr?]E)Ie.
(Modificado de Reyes, S. 1976).

Para determinar la ecuacién del movimiento, se parte de la segunda ley de Newton
FT = maT (4.23)

De acuerdo con la figura 4.6 se tiene que

Z Fr = —mgsen® (4.24)
También se considera que
d?s
ar = F (425)

Por lo tanto, se sustituye 4.24 y 4.25 en 4.23

d?s

_ 0 =m—
mgsend =m-—

Donde s = 16, que es la longitud del arco de circunferencia que recorre el péndulo

d?s
mﬁ + mgsenf = 0

dz16
m a2 + mgsenf =0

d2

- = 4.2
ml a0 + mgsenf =0 (4.26)

Si se divide 4.26 entre [
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d29+ g 6=0 4.26
mdt2 mlsen = (4.26)

Un péndulo simple no realiza un movimiento armonico simple ya que la ecuacién no
es del tipo de un sistema que realiza un movimiento arménico simple, ademas la
fuerza recuperadora no es proporcional al desplazamiento sino al seno del angulo.
Sin embargo, si el &ngulo 6 es lo suficientemente pequefio, se puede reemplazar el
valor de senf simplemente por el de 6 expresado en radianes, por lo que la ecuacion
gueda como,

d’6 mgb _

La ecuacion 4.27 si corresponde a la de un movimiento arménico simple, por lo tanto

un péndulo simple realiza oscilaciones arménicas simples para angulos pequefos.

De la ecuacion 4.27 y en comparacion con los parametros del sistema masa resorte

se puede inferir lo siguiente

m 1 1
k=—g, w = g f==—w, T=j—f

Que son la constante recuperadora, frecuencia angular, frecuencia y periodo

respectivamente.

4.1.1.6 Péndulo fisico

Las condiciones del péndulo simple no son las que se
encuentran normalmente ya que los cuerpos fisicos no
forman lo que es una particula, sino que estos ocupan
un volumen en el espacio. Un péndulo fisico es
cualquier cuerpo rigido que puede oscilar libremente

alrededor de un eje horizontal bajo la accion de la

ma
gravedad. Figura 4.7. Péndulo compuesto.

(Modificado de Reyes, S. 1976).

41



Partiendo de las ecuaciones de la dinamica de rotacion, con la forma rotacional de

la segunda Ley de Newton

ZT =la (4.28)

El cuerpo se modela como un cuerpo rigido bajo un momento de torsion neto, en

donde I es el momento de inercia con respecto a 0 y a es la aceleracion angular.
El torque se considera como
T = Frsen@
De acuerdo con la figura 4.7
T = —mglsend (4.29)

La aceleracion angular se considera como

_ 40 4.30
a=—- (4.30)
Por lo tanto, si se sustituye 4.29y 4.30 en 4.28
[senf =1 a0
mglsenf = a0
29
| —— + mglsenf = 0 (4.31)

dt?

De igual manera que en el péndulo simple, se considera que el péndulo fisico realiza

oscilaciones para angulos pequefios, por lo tanto

2

De esta manera si cumple con la ecuacién de un movimiento arménico simple.

De la ecuacion anterior y en comparacion con los parametros del sistema masa

resorte y péndulo simple se puede inferir lo siguiente:

42



R K 1 1
=mgb w= 1 SEw TEy

Que son la constante recuperadora, frecuencia angular, frecuencia y periodo

respectivamente.

4.1.1.7 Composicién de movimientos armoénicos: superposicion
Se considerara ahora a la accién conjunta de dos movimientos arménicos conocido
como superposicidon o interferencia, se tomara en cuenta dos movimientos

armonicos simples
x; = Ajcos(wt + 1) (4.33)
X, = Aycos(wt + @5) (4.34)
El desplazamiento resultante de ambos sera
X =% +x, = Ajcos(wt + @) + A,cos(wt + @3) (4.35)

En el cual los movimientos tienen la misma frecuencia. La ecuacién 4.35 puede

escribirse como
x = Acos(wt + @) (4.36)

Por lo tanto, la amplitud resultante se puede calcular como

A= \/A%A% + 24,A,c05(p; — @) (4.37)

Se tiene en cuenta la ley de adicion de vectores, se tiene que
Acosp = A cos(p,) + Aycos(g,)
Aseng = A;sen(@,) + Aysen(p,)

Si se divide se puede obtener la fase inicial

Asen(@q) + Azsen(e,)
Ajcos(p1) + Aycos(gy)

tan(p = (438)
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Igual direccion, igual frecuencia

Caso 1
Si @, — @, = 2nm, n=20,12..
Entonces
cos(p, — 1) =1 (4.39)

Es decir,

P2=¢1 - 92—, =0
Sus movimientos estan en fase y las ecuaciones se reducen a

A=A +4, ¢o=¢ (4.40)

Cuando los movimientos tienen una
diferencia de fases igual a un niumero par

de veces m, la amplitud resultante es la

suma de las amplitudes de cada una de

Desplazamiento (x)

las componentes, por lo tanto, los dos

movimientos armonicos simples

interfieren constructivamente ya que las Tiempo (t)

1 2 1+2

amplitudes se suman.

Figura 4.8. Superposicion de dos
movimientos armoénicos simples en fase.
(Modificado de Alonso y Finn, 1967).

Caso 2

Sigp,— ¢, =(2n+ Dm, n=20,12..

Entonces

cos(p, — 1) = —1 (4.41)
Es decir,
=t @ =T
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Sus movimientos estan en oposicion y las ecuaciones se reducen a
A=A — 4, =91 (4.42)

Cuando los movimientos tienen una diferencia de fases igual a un nimero impar de
veces m, la amplitud resultante es igual al médulo de la diferencia de las amplitudes
de las componentes, por lo tanto, los dos movimientos arménicos simples interfieren

atenuandose ya que las amplitudes se restan.

Desplazamiento (x)

Tiempo (t)
1 2 1+2

Figura 4.9. Composicion de dos movimientos
armonicos simples en oposicion. (Modificado de
Alonso y Finn, 1967).

Caso 3
Sig,— @, =@2n+ 1)%, n=012..
Entonces

cos(p; — 1) =0 (4.43)

Es decir,
— +T[ . — T[
D2 = Pq 5 Y = )

Sus movimientos estan en cuadratura y las ecuaciones se reducen a

A,
A= [A24+43, o@=¢+ arctan—= (4.44)
1
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Cuando los movimientos tienen una diferencia de fases igual a un niamero impar de
veces g la amplitud resultante es igual a la raiz de las dos amplitudes al cuadrado,
por lo tanto, los dos movimientos armonicos simples estan en cuadratura esto quiere

decir que cuando un movimiento alcanza su valor maximo el otro se encuentra en

cero.

Desplazamiento (x)

Tiempo (t)

1 2 1+2

Figura 4.10. Composicion de dos movimientos
arménicos simples en cuadratura. (Modificado
de Alonso y Finn, 1967).

Igual direccion, diferente frecuencia

Se considerara ¢, = 0y ¢, = 0, por lo tanto, los movimientos quedan como
x, = Ajsenwit y  x, = Ay,senw,t (4.45)

De acuerdo con Alonso & Fin (1967), entonces ahora el angulo de fase es w;t —
w,ot = (w; — w,)t y el angulo no es constante ya que las frecuencias son distintas,
de tal manera que x no tiene longitud constante ni rota con una w constante, por lo
tanto, el movimiento resultante no es armonico simple, sin embargo, la amplitud es

la siguiente

A= \/Af + A% + 2A,A,cos(wy — wy)t (4.46)

Oscila entre A; + A, cuando (w; —w,)t =2nm y entre A =|A; —A,| cuando

(w; —wy)t = (2n+ 1)m, por lo tanto, se dice que la amplitud es modulada.

La frecuencia de la oscilacidén se puede expresar como
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p=X1” W2 (4.47)
21

Si A; = A,, entonces se tiene lo siguiente
X = x; +x, = A (senw;t + senw,t)

Se utiliza la suma de senos
1 1
2Alcos§ (wy —wy)t senz (wy +wy)t

. . . .1 .
El movimiento es oscilatorio con frecuencia > (wy + wy)t y amplitud

A= 2A1COSE(W1 —wy)t (4.48)
’-\\ ,r_\\ ’,’
N ’ N y
\ 4 I y
—
5 N s \ ’
La% \ p \
£ \ 4
=1 A ’
] N \
8 % >
N 7 X ,\
< PN P
’ \
= y N .rl N
7/ \ ’ \\
.___// \\_,’ ~
Tiempo (t)
142 ———A ———4A

Figura 4.11. Superposicion de dos movimientos arménicos
simples con igual direccién, diferente frecuencia e igual
amplitud. (Modificado de Alonso y Finn, 1967).

Direcciones perpendiculares

Ahora se considerara la superposicion de dos movimientos armonicos simples, pero

ahora en direcciones perpendiculares.
Se suponen dos movimientos

x = Ay cos(wt + ¢4), y = A, cos(wt + ¢,) (4.49)
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El objetivo es determinar la trayectoria del cuerpo, se elimina de las ecuaciones el
parametro t para obtener una ecuacién en las variables xy que represente la

ecuacion de la trayectoria.
Se toma a consideracion la siguiente relacion trigopnométrica
cos(a + B) = cosacosf + senasenf

Por lo tanto, se escriben las ecuaciones 4.49 de la forma

x

— = coswtcos@p, — senwtseng, (4.50)
1
y

e coswtcos@, — senwtseng, (4.51)
2

Se multiplica 4.50 por cos¢g, y 4.51 por cos¢g,, primero con la ecuacion 4.50
x
A—cosq)2 = (coswtcos@p, — senwtseng,)cosg,
1

X
2 COSP2 = (coswtcos@,cosp, — senwtseng,cosy,) (4.52)
1

Ahora con la ecuacion 4.51

y
1 C0SP1 = (coswtcosp, — senwtseng,)cos@,
2

Alcosgol = (coswtcos@,cosp,; — senwtseng,cose,) (4.53)
2

Se restan las ecuaciones 4.52 y 4.53

X

1. C0sP2 — Alcosqol = [(coswtcos@cosp, — senwtsen@,cos@,) — (COSWLCOSQ,C0S@P, — Senwtsen®,cos@,)]
1 2

X

A—cosq)z - Alcosgol = [(coswtcosp,cosp, — senwtsen®,cos@, — COSWECOSP,CoSP, + senwtsenp,cosg,)]
1 2

x
1 C0SP2 — Alcosgo1 = (senwtseng,cos@p,; — senwtseng,cose,)
1 2

X

A—COS(/)2 - Alzcosq)1 = senwt(sen@,cos@, — senY,cosQ,) (4.54)
1

Se toma en consideracion la siguiente identidad trigonométrica
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sen(a + B) = senacosf + cosasenf

Por lo tanto se tiene que

x
—cos@, — lcosgol = senwt sen(¢@, — ¢;) (4.55)
Ay A,

Ahora se multiplica 4.50 por seng, y 4.51 por sen¢g,, primero con la ecuacion 4.50

X
7. Sengs = (coswtcosgp, — senwtseng,)seng,
1

X

7. Sengs = (coswtcosp,senp, — senwtseng,seng,) (4.56)
1

Ahora con la ecuacion 4.51

y
2 Sengs = (coswtcosp, — senwtseng,)sen,
2

Alsenfpl = (coswtcosp,senp; — senwtseng,senq;) (4.57)
2

Se restan las ecuaciones 4.56 y 4.57

x
1 Sengz — Alsempl = [(coswtcosp,senp, — senwtsenp,seng,) — (coswtcos@,sengp,; — senwtseng,seng,)]
1 2

x
. Sene; — Alsengo1 = [(coswtcosp,seng, — senwtsen@,seng, — coOSWtcos@,seng, + senwtseng,seng;)]
1 2

X

7 Sengz — Alsemp1 = (coswtcos@,seng, — coswtcos@,seng,)
1 2

x
A—semp2 - Alsengo1 = coswt(cos@,seng, — cos@,seny,) (4.58)
1 2

Se toma en consideracion la siguiente identidad trigopnométrica
sen(a + B) = senacosf + cosasenf

Por lo tanto, se tiene que

X

—seng, — lsengol = coswt sen(¢@, — ¢,) (4.59)
Ay A;
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Ahora se eleva al cuadrado y se suma miembro a miembro las ecuaciones 4.55 y

4.59, de esta forma se encontrara la ecuacion de la trayectoria.

Se elevan al cuadrado ambas ecuaciones, primero con la ecuacion 4.55

x 2
( cosQ, — 4 coscpl) = (senwt sen(p, — <p1))2

Ay A,
x? 2xy 2 5 5
AZ cos?p, — W) ———CoS@,CcosP, + o cos“@, = sen“wtsen“(@, — @) (4.60)
2 2

Ahora con la ecuacion 4.59

X 2
( seng, — 4 Sempl) = (coswt sen(¢p, — gal))z

Ay A,
xz 2 ny ? 2 2 2
Az sen“@, — 1A seng,seng, + ?Sen @, = cos“wtsen®(@p, — ¢1) (4.61)
1412 2

Se suman las ecuaciones 4.60 y 4.61

x?2 x?

2x 2
7 sen?g, + 7 cos (pz] [A 7 seng,seng; + j/cosgozcosq)l] [ sen®¢, +

Az cos?q,
= [sen?wtsen? (@, — @) + cos?wtsen?(p, — ¢,)]

x2 2x y2
A2 [sen?@, + cos?@,] — 1A [sen(pzsemp1 + cosp,cosp.] + = yy > [sen®@; + cos?¢,]
2

= sen?(p, — @;)[sen?wt + cos?wt]
Se utilizan las siguientes identidades trigonométricas
sena + cos?a =1
cos(a + ) = cosacosf + senasenf

Finalmente, se obtiene la ecuacion de la trayectoria,

2 2

x© YT 2xy
A—§+A—§ a4, ——cos(p; — ¢,) = sen®*(¢, — 1) (4.62)

La ecuacion 4.62 corresponde a la ecuacion de la elipse, la cual es la ecuacion de

la trayectoria de una superposicion con direcciones perpendiculares.
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Los parametros de la elipse dependeran del valor de las fases y la diferencia entre

ellas. Por lo tanto, se analizaran los siguientes casos especiales.

Caso 1
Si @, — @, = 2nm, n=201,2..

La ecuacion 4.62 se reduce

Que equivale a

De donde se puede obtener

Se cumple que
@, — @ = t2nm
P, = @ +2nm
Se sustituye en las ecuaciones de los movimientos
x = A cos(wt + ¢;), y = A,cos(wt + ¢,)
Sig, =@+ 2nn
y = A, cos(wt + ¢4 + 2nm)

y = A, cos(wt + ¢,)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

Los movimientos estan en fase y la trayectoria sera una linea recta con pendiente

positiva.
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Figura 4.12. Superposicion de dos
movimientos armonicos simples en
fase. (Modificado de Reyes, S. 1976).

Caso 2
Sip,— ¢, =(2n+ Dm, n=2012..

La ecuacion 4.62 se reduce

x? y?  2xy
S Wi A 4.67
yrRTRWE (4.67)
Que equivale a
(x +2 )2 =0 4.68
De donde se puede obtener
__ % 4.69

Se cumple que
@, — @1 =1(2n+Dm
0, =@ +(Cn+Dm
Sustituyendo en las ecuaciones de los movimientos
x = A cos(wt + ¢;), y = A,cos(wt + ¢,)
Sig, =@, +(2n+ D
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y = A, cos(wt + ¢, + 2n+ D)
y = A, cos(wt + @, + 1) (4.70)

Los movimientos estan en oposicion y la trayectoria es una linea recta, pero con
pendiente negativa.

<

Figura 4.13. Superposicion de dos movimientos
armonicos simples en oposicion. (Modificado de
Reyes, S. 1976).

Sila ¢ = 2nm 6 (2n + 1)m, la interferencia de los movimientos armonicos simples
perpendiculares con la misma frecuencia da lugar a una polarizacion rectilinea
(Alonso y Finn, 1967).

Caso 3
Sig,—¢p=@n+1)7, n=012..

El movimiento esta en cuadratura por lo tanto la ecuacion 4.62 se reduce

x2 y2

—+==1 4.71
FEA 71

En este caso la trayectoria es una elipse. La forma de la elipse se determinara

mediante la relacién de A, y 4,.
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A I\A
2
Ay
!/Al ’ Al
Al > Az Al < AZ

Figura 4.14. Superposicion de dos movimientos
armonicos simples con direcciones perpendiculares
en cuadratura. (Modificado de Reyes, S. 1976).

De acuerdo con Reyes, S. (1967), el sentido del movimiento esta determinado por

el signo de la diferencia de la fase:

a) Si @, —¢@; > 0 se mueve a favor de las manecillas del reloj

b) Si ¢, — ¢, < 0 se mueve en contra de las manecillas del reloj

Cuando la diferencia de fase es igual a 7T/Z, la interferencia de dos movimientos

armonicos simples con la misma frecuencia y direcciones perpendiculares la
trayectoria da lugar a una polarizacion eliptica con los ejes paralelos a las

direcciones de los dos movimientos (Alonso & Finn, 1967).

Caso 4
Sig,—p1=@n+1)7, n=012.yademds4d; =4, =4

La ecuacion 4.62 se reduce

ﬁ + ﬁ =0 (4.72)

AT A '
Pero A, =4, =4

x2 y2

2ty =1
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x% 4y =A% (4.73)

Para este caso la trayectoria es la ecuacién de la circunferencia, el cual, de la misma
manera del caso anterior, el sentido del movimiento esta determinado por la
diferencia de la fase. De acuerdo con Alonso & Finn (1967), se concluye que si 4; =

A,, la elipse se transforma en un circulo y da lugar a la polarizacién circular.

y

A

Figura 4.15. Superposicion de dos movimientos
armonicos simples en cuadratura con la misma amplitud.
(Modificado de Reyes, S. 1976).

Caso 5

y
N
Si ¢, — ¢, = Otro valor diferente de los casos
anteriores, la forma de la ecuacion no tendré alguna 42
simplificacion y para estos casos la relacion de la o
amplitud es independiente a la trayectoria que sigue 0 A
la forma de una elipse rotada dependiendo la
diferencia de las fases.
Figura _ 4.16. Diferentes
trayectorias para una

superposicion con diferentes
fases selectas. (Modificado de
Reyes, S. 1976).
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4.1.1.8 Figuras de Lissajous

En los casos anteriores se analizd la superposicion de movimientos arménicos
simples con direcciones perpendiculares, amplitudes diferentes con la misma
frecuencia, sin embargo, existen casos especiales en los cuales se tienen
direcciones perpendiculares, amplitudes, frecuencias y fases diferentes. La
trayectoria de este movimiento es mas compleja que los casos que se han

estudiado, estas figuras con dichas trayectorias reciben el nombre de figuras de

Lissajous. Estas figuras cumplen con una relacion de frecuencias (%) para tener
1

cierta trayectoria dada, de la cual, en la relacién hay que determinar una frecuencia
desconocida. En la figura 4.17 se pueden observar estas figuras con diferentes

relaciones de frecuencia y con la misma amplitud.

=8
[SIE]

S

Figura 4.17. Figuras de Lissajous con diferentes
relaciones de frecuencia.
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4.1.1.9 Oscilaciones amortiguadas

Se analizaron los movimientos sin tomar en cuenta el amortiguamiento que estos
pudieran llegar a tener. Un movimiento arménico en la practica es imposible que no
tenga un agente disipativo, el agente disipativo hara que la energia disminuya hasta
que el movimiento se detenga totalmente siempre y cuando no se le vuelva a

suministrar energia.

Para definir la ecuacion de un movimiento armoénico simple con amortiguamiento se
considerara un agente disipativo de tipo viscoso el cual serd proporcional a la

velocidad del cuerpo en cada instante.

T

—

> X

Figura 4.18. Sistema masa resorte con una
fuerza viscosa. (Modificado de Reyes, S. 1976).

Al momento de desplazar el cuerpo de su posicidn de reposo las fuerzas que actian

son las siguientes:

. .. Fuerza elastica = —kx
Ambas son contrarias al movimiento { .
Fuerza viscosa = —rv
Se parte desde la segunda ley de Newton
Z E, = ma,
—kx —rv = ma, (4.74)
Se sabe que
_dx 3 d?x
V= ar = a

Por lo tanto, se reescribe la ecuacion 4.74 como
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x4 =0 475
mdt2 rdt X = (4.75)

La ecuacion 4.75 representa la ecuacion diferencial de un movimiento armonico
simple con amortiguamiento mediante un agente disipativo de tipo viscoso. La cual
es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden homogénea que se escribe de

la siguiente forma
mx" +rx"+kx =0 (4.76)
Si se divide entre la masa, se reescribe la ecuaciéon 4.76 como

r k
x"+—=x"+—x=0 (4.77)
m m

Para hallar la integral general de la ecuacion 4.77 es suficiente encontrar dos
soluciones particulares linealmente independientes. Se buscan soluciones de la

forma

x = ek,  donde k = constante;

Entonces,
x' =kekt =kx; x" = k?ekt = k2x

Se introducen las expresiones obtenidas en las derivadas en la ecuacion 4.77
k2ekt 4 L ekt 4 Eekt =0
m m
r k
e’“(k2 +—k+—) =0
m m
Dado que ekt # 0, resulta que
r k
k24+—k+—=0 (4.78)
m m

La ecuacion auxiliar o caracteristica es una ecuacion de segundo orden que tiene

dos raices, las cuales se designan por k, Yy k,. Entonces
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(4.79)

Son posibles los casos siguientes:

Caso 1

ki y k, son nimeros reales y distintos (k; # k,);

En este caso las soluciones particulares seran las funciones
x; = ekt; x, = ekat

Estas soluciones son linealmente independientes, puesto que

x, eket

=== elk2=k)t + constante
x, ek

Por lo tanto, la solucion general tiene la forma
x = Cyeft + C ekt
En el caso de un movimiento arménico simple con un agente disipativo,
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2
. k .
Si— > — lo cual equivale a r? > 4mk
4m m

Para este caso se obtendran dos raices reales y desiguales. Las raices seran
negativas y por lo tanto la solucién sera la suma de dos exponenciales decrecientes
y por ese motivo sera decreciente, en este caso el sistema no presenta oscilaciones
y regresa lentamente a su posicion de equilibrio. Los sistemas que cumplen esta

condicion se les llama sobreamortiguados. Para estos casos la solucion seré:

x = Cyef1t + C,ek2t (4.80)

Desplzazamiento (x)

Tiempo (t)
Sobreamortiguado

Figura 4.19. Movimiento arménico simple
sobreamortiguado. (Modificado de Reyes, S. 1976).
Caso 2
ki y k, son numeros reales e iguales (k; = k)

Una de las soluciones particulares, a saber, x; = e*1f, se obtiene con base en los
casos precedentes, es preciso encontrar la segunda solucién particular, linealmente
independiente de la primera (la funcién e*:¢ es idénticamente igual a e*z¢, por lo que

no puede considerarse como segunda solucién particular).
La segunda solucion particular se puede tomar
kit

X, = xe

Esta ecuacion es linealmente independiente de la primera, puesto que
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& =t # constante

Y1
Por lo tanto, la solucion general se puede tomar la funcion:
x = Cieft + Cte*rt = e*1Y (C) + Cyt)

En el caso de un movimiento arménico simple con un agente disipativo,
.tk , 2
Si— = —lo cual equivale a r* = 4mk
m m

Para este caso se obtendran dos raices reales e iguales. Algo similar al caso
anterior, las raices seran negativas y por lo tanto la solucion sera la suma de dos
exponenciales decrecientes y por ese motivo serd decreciente, en este caso el
sistema tampoco presenta oscilaciones y regresa mas rapido a su posicién de
equilibrio a diferencia del sobreamortiguado. Los sistemas que cumplen esta

condicion se les llaman criticamente amortiguados. Para estos casos la solucién

seré:
x = Cyef1t + C ekt (4.81)
=
a
Tiempo (t)
Criticamente amortiguado
Figura 4.20. Movimiento armonico simple criticamente
amortiguado. (Modificado de Reyes, S. 1976).

Caso 3

k, y k, son nUmeros complejos

Puesto que las raices complejas son conjugadas en pares, se introducen las

designaciones:
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Dénde:

Las soluciones particulares se pueden escribir de la forma:

X1 = e(a+iﬁ)t; X, = e(a"'iﬁ)t

Por tanto, la solucion general en el caso en que las raices sean complejas toma la

forma:
x = e*(Bcosft + iAsenpft)
En el caso de un movimiento arménico simple con un agente disipativo si
. r2 k . 2
Si— < —lo cual equivale a r* < 4mk
i4m m
Se obtendran dos raices complejas y desiguales que adquieren la siguiente forma:

r k
Se toma en cuentaquep =—yq = —

(4.82)

Por lo tanto, la solucion sera de la siguiente forma
x = e*(Bcosft + iAsenpft)

Dado que las raices de la ecuacion 4.82 son imaginarias puras, entonces la solucion

es
x = Ae*tsen(ft + @) (4.83)

En la cual A y ¢, se obtienen tomando en cuenta las condiciones iniciales, a
diferencia de los casos anteriores en este si habrd oscilaciones, ya que estos

sistemas regresan a la posicion de equilibrio en forma oscilatoria.
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Desplazamiento (x)

Tiempo (t)

Subamortiguado

Figura 4.21. Movimiento arménico simple subamortiguado.
(Modificado de Reyes, S. 1976).

4.1.1.10 Oscilaciones forzadas: resonancia

Cuando los sistemas fisicos reales oscilan, siempre cuentan con un agente
disipativo que eventualmente hace que el movimiento se amortigie, para que el
sistema siga en constante movimiento es necesario que se le suministre energia

mediante un agente externo.

El tipo de movimiento oscilatorio que se produce cuando hay un agente externo
encargado de suministrar energia al sistema, se denomina movimiento oscilatorio
forzado (Reyes, S. 1976).

El agente externo que actla sobre el sistema se considerara de forma sinusoidal,
es decir que ademas de todas las fuerzas que ya se toman en consideracion ahora

también se tomara en cuenta una fuerza sinusoidal de la forma:

F = F,senwt

—
W’;\/\/_[_ i—v
m
F = F,senwt
X

Figura 4.22. Sistema masa resorte con una fuerza viscosa y una fuerza
externa. (Modificado de Reyes, S. 1976).
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Se considera un sistema como el de la figura 4.22 el cual se desplaza de su posicion
de equilibrio mediante un agente externo, para obtener la ecuacién que rige el

movimiento se parte de la segunda Ley de Newton,

Z E, = ma,

—kx —rv + F,sen wt = ma,, (4.84)
Se sabe que
_dx _d’x
VSa YT are

Por lo tanto, se reescribe la ecuacion 4.84 como

d’x  dx
m—oz + Uy + kx = F,sen wt (4.85)

La ecuacién 4.85 es la ecuacion diferencial de un movimiento arménico forzado con

un agente externo del tipo sinusoidal.

Para obtener la solucion de la ecuacion se deben de tomar en cuenta ciertas
consideraciones. Primeramente, que los sistemas fisicos reales no responden de
manera inmediata al estimulo dado, ya que, existe un tiempo de adaptacion. Este
tiempo se denomina periodo transitorio, en los sistemas reales con una seleccion
adecuada de los pardmetros se puede lograr que los efectos de este periodo, es
decir, la respuesta transitoria, tenga un efecto apreciable durante poco tiempo;
ademas de la respuesta transitoria, el sistema oscilara dependiendo el agente
externo ya que el sistema se vera “forzado” a moverse de acuerdo como lo
“determine” el agente. Esta respuesta se denomina estable y es en definitiva con la

que va a oscilar el sistema.

La respuesta total de un sistema oscilatorio forzado se puede considerar como la
superposicion de una respuesta transitoria que representa la adaptacion del sistema
al estimulo y una respuesta estable determinada por el agente externo que es en

definitiva con la que va a oscilar el sistema. (Reyes, S., 1976).
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Por lo tanto, la solucion de la ecuacion diferencial reflejara la respuesta transitoria y

estable, es decir la solucién tiene dos partes:
X = respuesta transitoria + respuesta estable

Segun la teoria de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden no

homogéneas, la solucion se da de la siguiente manera:

De acuerdo con Piskunov (1983), sea una ecuacion lineal no homogénea de

segundo orden,

y'+ay' +ay=f(x)

La estructura de la solucion general de tal ecuacion se determinara por el teorema

siguiente:

La solucion general de la ecuacion no homogénea se representa como la suma de
cualquier solucion particular (x*) de esta ecuacion y de la solucion general x de la

ecuaciéon homogénea correspondiente, es decir,

x = solucién general de la ecuacion homogéna

+ solucién particular de la ecuacién no homogénea

La primera parte se identificara como la respuesta transitoria y la segunda parte
como la respuesta estable. Por lo tanto, la respuesta transitoria sera la solucién
general de la ecuacibn homogénea y la respuesta estable sera una solucién

particular de la ecuacion no homogénea.

Como se ha visto en casos anteriores la solucidén general de la ecuacién homogénea
puede ser de la forma C et + C,e*2t, C e*1t + C, tek2t 0 Ae*tsen(wt + ¢,) Y la
solucion particular de la no homogénea de acuerdo con el estimulo sera de forma

sinusoidal.
Entonces la solucién de un movimiento armoénico forzado sera

X = respuesta transitoria + respuesta estable
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Dependiendo de los parametros r,my k la respuesta transitoria puede ser
subamortiguada, sobreamortiguada o criticamente amortiguada. Y la respuesta

estable se puede calcular de la siguiente manera:
La ecuacion 4.85 se puede reescribir de la siguiente forma
mx" +rx" + kx = F,sen wt (4.86)

La ecuacién 4.86 es una ecuacion diferencial de segundo orden no homogénea,

gue se resuelve al buscar una solucién particular de la forma
x* = Mcoswt + Nsenwt (4.87)
Posteriormente, se obtiene la primera y segunda derivada de la ecuacién 4.87
x*' = —Mwsen wt + Nwcos wt (4.88)
x*'" = —Mw? coswt — Nw?sen wt (4.89)
Se introducen las ecuaciones 4.87, 4.88 y 4.89 en la ecuacion 4.86

m(—Mw? coswt — Nw?sen wt ) + r(—Mwsen wt + Nwcos wt) + k(Mcoswt

+ Nsenwt) = F,sen wt

—Mw?m coswt — Nw?msen wt — Mrwsen wt + Nrwcos wt + Mkcoswt + Nksenwt

= F,sen wt (4.90)
De acuerdo con la ecuacién 4.90, se construye un sistema de ecuaciones
—Mw?m + Nrw + Mk = 0 (4.91)
—Nw?m — Mrw + Nk = F, (4.92)
A partir de las ecuaciones 4.91 y 4.92 se pueden encontrar los valores de My N.
Para encontrar el valor de M, se parte la ecuacién 4.91
M(k —w?m) = —Nrw

—Nrw

M= (k —w?m)

(4.93)
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Ahora, para el valor de N, se parte de la ecuacion 4.92
N(k —w?m) = E, + Mrw

F, + Mrw

Se sustituye la ecuacion 4.93 en la ecuacion 4.94
—Nrw ]

T loe=wmm
(k—w m)

N—

Se realizan las operaciones correspondientes

F,(k —w?m) — Nrw(rw)
(k —w?m)
(k —w?m)

F,(k —w?m) — Nr?w?

N= (k —w?m)?

N(k —w?m)? + Nr?w? = E,(k — w?m)
N[(k — w?m)? + r®w?] = F,(k — w?m)
Por lo tanto el valor de N es el siguiente

B E,(k — w?m)
T [(k = w?m)? + r2w?]

(4.95)

Ahora, para obtener el valor de M se sustituye la ecuacion 4.94 en 4.93

[F +MTW]
™w

(k —w?m)
(k —w?m)
—E,rw — Mr2w?
(k —w?m)
M (k —w?m)

—F,rw — Mr2w?

(k —w?m)?

67



M(k —w?m)? = —F,rw — Mr2w?
M(k — w?m)? + Mr2w? = —F,rw
M[(k —w?m)? + r?w?] = —F,rw

M = —forw 496
[k — w?m)? + r2w?] (4.96)

Los valores de M y N corresponden a la ecuacion 4.87, los cuales se pueden

reescribir como
M=Asenp, N=Acosq
Donde,

M

A=+M2+N2, tgp=
99 =y

Para obtener A se sustituyen los valoresde My N

—F,rw 2 F,(k —w?m) 2

A= \/[[(k “wIm)Z + TZWZ]] T Tk = wzm)z + r2w?]

. F2r2w? F2(k — w?m)?
|k = w2m)? + r2w2]2  [(k — w2m)? + r2w?]?

FZ2r?w? + FZ2(k — w?m)?
A=
[(k —w?m)? + r2w?]?

. F2[r?w? + (k — w?m)?]
[k = w2m)? + r2w2][(k — w2m)? + r2w?]
F,
A= (4.97)

VI = w2m)? + r2w2]

La ecuacion 4.97 se puede reescribir como
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FO

A= =
7 [(k —w2m)? + r2w?]
A= fo
5 [( k2 kw?m | w*m?\  r2w?
wZ  “ w2 w? w?
A= fo
= =
\/WZ [(W —2km + Wzmz) + rz]
Fo
A= 2 (4.98)
W\/(% — Wm) + 12
Para obtener tge
—F,rw
[k =w?m)? + r2w?]
tge = E,(k —w?m)
[(k —w?m)? + r2w?]
U —F,rw[(k — w?m)? + r2w?]
g¢ = F,(k —w?m)[(k — w?m)? + r2w?]
oo = —F,rw
g¢ = F,(k —w?m)
—rw

tgp = &k —wem) (4.99)

La ecuacion 4.99 se puede reescribir como

La solucién particular de la ecuacion no homogénea se puede escribir como
x* = Asen@coswt + Acosp senwt = Asen (wt + @)

Por lo tanto,
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F,
x* = 2 > sen (wt + @) (4.100)

(= m)

La ecuacion 4.100 es la respuesta estable del sistema. De acuerdo con Piskunov

(1983), la respuesta transitoria (representa las oscilaciones amortiguadas)
disminuye al aumentar t, por lo tanto, eventualmente la respuesta estable adquiere
el valor principal, que es el que determina las oscilaciones forzadas. La frecuencia
w de estas oscilaciones es igual a la frecuencia de la fuerza externa; la amplitud de
las oscilaciones forzadas es tanto mayor, cuanto menor es r, y cuanto mas se
acerque w? a k. En los siguientes célculos solo se tomara en cuenta la respuesta

estable ya que se considerara que la respuesta transitoria desaparece rapidamente.

Un punto por considerar es la relacion que existe entre la amplitud de la respuesta
estable y la frecuencia, se puede verificar que existe una dependencia funcional por

medio de la ecuacion 4.98.

Fo

A=

2

o Gy=m) v

A continuacion, se realizara un analisis de la amplitud y la frecuencia con base en
la ecuacién 4.98 que consiste en determinar los maximos y minimos de la amplitud,

para este caso se trabajard con el denominador de la expresion al cuadrado.

El denominador al cuadrado es
k 2
gw) = w? [rz + (—— wm) l
w
Que desarrollandose es igual a
k2
gw) = w?r? + w? <F — 2mk + W2m2>

gw) = w?r? + k% - 2mkw? + w*m?
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Posteriormente se procede a hallar los maximos y minimos, primero se encontrara

la primera derivada
g' w) = 2wr? — 4mkw + 4w3m?
g' W) = 2w(r? — 2mk + 2w?m?) (4.101)
Se considera que f'(x) =0
g' (W) =2w(r? — 2mk + 2w?m?) = 0

Se obtiene que

w, =0 (4.102)
Y también que
r?2 —2mk + 2w?m? = 0
2w?m? = 2mk —r?

_ 2mk r?

T 2m?2  2m?

2

_ |k_ 4103
WZ - m 2m2 ( . )

Segun Reyes (1976), la amplitud de la respuesta estable de un sistema oscilatorio
forzado puede ser maxima o minima (puntos criticos) para los valores de w que se
muestran en las expresiones 4.102 y 4.103, por lo que se realizara la segunda

derivada para conocer si son maximos o0 minimos,
g"'w) = 2r? — 4mk + 12w?m?
g"'(w) = 2(r? — 2mk + 6w?m?) (4.104)

Los puntos criticos se evalUan en la segunda derivada y de acuerdo con el signo se

determinard si es un maximo o minimo.
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Se sabe que w; =0
g"'(wy) = 2(r? — 2mk + 6(0)?m?)
9" (wy) = 2(r? — 2mk)

De acuerdo con Reyes (1976), se pueden presentar dos casos:

(4.105)

a) r2—2mk <0 ~ g"(w) <0, entonces g(w) tiene un valor maximo - la

amplitud es minima

b) r2—2mk >0 -~ g"(w)>0, entonces g(w) tiene un valor minimo .. la

amplitud es maxima

Por otro lado, se sabe que

2

k 2
" =2|r? =2mk+6m?| |——
g" (wy) T m m 2

kr?
" _ 2 _ 2 _
g'(wy) =2 Ir 2mk + 6m < > 2)]

g'wy) =2|r?2—-2mk+ omk - om’r®
m 2m?

g"'(wy) = 2[r? — 2mk + 6mk — 3r?]
g"'(wy) = 2(—=2r? + 4mk)
g"'(wy) = —4(r? + 2mk)

De acuerdo con Reyes (1976), se pueden presentar dos casos:

(4.106)

a) r2—2mk <0 ~ g"(w) >0, entonces g(w) tiene un valor minimo - la

amplitud es maxima

b) r? —2mk > 0, esta condicién es imposible ya que w, se haria imaginaria
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Ahora se realizara un analisisenelquew =0y w — o
Tomando en cuenta la amplitud

Fy
W\/r2 + (% — Wm)

. P . k .
Si w— 0 el término ” del denominador se hace muy grande, por lo tanto, los

A=

2

términos wm y r2 pueden despreciarse por lo que
A=— siw-20 (4.107)

. Lo k 2
Por otra parte, si w es muy grande, el término wm se hace muy grande y —yr

pueden despreciarse por lo que

A= (4.108)

S A->0 si w- o

De lo anterior se puede decir que si un sistema que presenta un movimiento
armonico simple forzado con amortiguamiento se cumple que r? < 2mk existe una

frecuencia caracteristica del sistema (Reyes, 1976).

(4.109)

La ecuacion 4.109 se denomina frecuencia de resonancia, para este caso se
alcanza la amplitud maxima de las oscilaciones cuando la frecuencia del agente

externo coincide con dicha frecuencia.

El fendmeno por el cual la amplitud de las oscilaciones de un sistema alcanza un
valor maximo se denomina resonancia y la frecuencia a la cual ocurre se denomina

frecuencia de resonancia (Reyes, 1976).
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Por lo tanto, para que un sistema que presenta un movimiento armonico simple
forzado con un agente externo sinusoidal y con amortiguamiento viscoso produzca

resonancia es necesario y suficiente que

a) r? < 2mk
b) La frecuencia del agente externo sea igual a la frecuencia de resonancia del

sistema.
De la ecuacion de la amplitud (4.98) también se puede analizar la disminucién que

. . . k .
experimenta la frecuencia con el aumento de r. Sir =0, w, = /; y la amplitud se

hace infinita y se observa que el amortiguamiento ya no esta presente, por lo que si
no existe algun tipo de amortiguamiento es evidente que si se sigue suministrando
energia la amplitud crecera indefinidamente, esto se puede observar en la figura
4.23. Cuando w, =w se puede observar que mientras el amortiguamiento
incrementa la amplitud decrece, sin embargo, cuando r = 0 la amplitud crece

infinitamente.

Ampliud (A)

\

Frecuencia (w)

Figura 4.23. Relacion amplitud vs frecuencia con diferentes amortiguamientos.
(Modificado de Reyes, S. 1976).

Por otra parte, de acuerdo con Reyes (1976), si se analiza la respuesta transitoria

teniendo en cuenta la resonancia o no del sistema se puede concluir lo siguiente:

Para que se produzca resonancia se tiene que cumplir la siguiente condicion
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r? < 2mk
De igual manera se cumple que
r? < 4mk

Por lo tanto, seguin Reyes (1976), se concluye que los sistemas que presentan
resonancia tienen una respuesta transitoria de tipo subamortiguada. Sin embargo el
reciproco no es cierto ya que no todos los sistemas que tienen su respuesta

transitoria subamortiguada pueden entrar en resonancia.
Entonces un sistema no resonante, para el cual
r? > 2mk

Puede presentar una respuesta transitoria subamortiguada, sobreamortiguada o

criticamente amortiguada.

Desplzazamiento (x)

Tiempo (t)

Sobreamortiguado
Criticamente amortiguado

Subamortiguado

Figura 4.24. Clasificacion de amortiguamientos.
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4.1.2 Analisis del movimiento ondulatorio

4.1.2.1 Ondas viajeras

Dentro de las distintas formas de movimiento que presenta la materia, una de las
mas comunes y frecuentes que ocurre en la naturaleza es el movimiento

ondulatorio.

Cuando en un medio material se produce una perturbacién a través de un agente
externo, la region perturbada adquiere cierto estado de movimiento, pero este
estado de movimiento no se observa en los puntos posteriores que no fueron
perturbados, sino que se observa en instantes posteriores un movimiento similar al
de los puntos perturbados. Si se sigue suministrando energia a los puntos iniciales
mediante un agente externo, a medida que transcurre el tiempo, son mayores los
puntos de zonas posteriores que van adquiriendo un movimiento analogo a los
puntos perturbados, por lo tanto, lo que sucede es una propagacion continua de
energia en un medio material y a esto se le conoce como movimiento ondulatorio
(Reyes, 1976).

En un movimiento ondulatorio se debe considerar lo siguiente:

e Para que se propague la energia de un medio a otro es necesario la
existencia de un medio material.
e La energia que tarda en propagarse de un punto a otro demora un tiempo

finito que se conoce como tiempo de propagacion.

Hay muchos ejemplos del movimiento ondulatorio que se encuentran en la
naturaleza como: ondas en una cuerda, el sonido, la luz, rayos x, ondas de radio,
entre otros; el mecanismo fisico puede ser distinto para cada uno de los ejemplos
mencionados ya que todos tienen una caracteristica en comun: son situaciones
fisicas producidas en un punto del espacio, que se propagan a través de este y se

reciben en otro punto del espacio.

En todos los casos de un movimiento ondulatorio no se propaga materia a través

del medio, sino que la materia se mueve alrededor de sus posiciones de equilibrio.
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Esta materia al moverse transmite energia a las zonas vecinas; lo que se propaga

a través del medio es energia y momento.

De acuerdo con Reyes (1976), el movimiento ondulatorio se puede clasificar de
acuerdo con la forma de moverse la materia en relacion con la direccion en que se

propaga la energia:

e Transversales: Los puntos materiales se mueven perpendicularmente a la
direccion de la propagacion de energia
e Longitudinales: Los puntos materiales se mueven en la misma direccion de

propagacion de energia.

También se pueden clasificar de acuerdo con la naturaleza del medio de

propagacion:

e Ondas mecénicas: Son todas las formas de movimiento ondulatorio que se
pueden establecer al perturbar un medio elastico, el medio puede ser gas,
sdlido o liquido.

e Ondas electromagnéticas: Los elementos materiales que participan en el

movimiento ondulatorio son los campos eléctricos y magnéticos.
En este caso Unicamente se estudiaran las ondas mecanicas.

Para comenzar a introducir algunos conceptos importantes, de acuerdo con Reyes
(1976), se supondra una cuerda lo suficientemente grande, tal que uno de sus
extremos es perturbado por un agente externo, por consecuencia, la cuerda

comenzara a oscilar, tal como se muestra en la figura 4.25.

Figura 4.25. Cuerda perturbada por un agente externo. (Modificado de
Reyes, S. 1976)
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En un instante inicial solo se perturba el punto A, en instantes posteriores se
empiezan a mover el punto B, y C, se puede observar que en el instante en el que
se encuentra la figura 4.25 el punto D aln no comienza a moverse, sin embargo, en

instantes posteriores comenzara a hacerlo, asi como otros puntos de la cuerda.

Si se desea conocer a detalle la evolucion del espacio y tiempo del movimiento
ondulatorio tomando como ejemplo una cuerda se debe conocer la posicién y de
cualquier punto x de esta sin embargo esta posicién varia con el tiempo t. Por otra
parte, si se analizan distintos puntos x de la cuerda en un instante determinado ¢,
este estara en distintas posiciones y en funcion a sus posiciones de equilibrio. Esto

se puede observar en la figura 4.26.

Posicion de t=t,
equilibrio —* X Xy

Y1
| Posicién de (x3,¥3)
equilibrio =X

t=t, 45*

’ X X2

Elongacion

Elongacion

Y2

P051.cl10nl de
equilibrio

Desplazamiento (rads)

Desplazamiento (rads)

Q) ®

Figura 4.26. Graficas de la relacion de las variables espacial y temporal. (Modificado de Reyes, S.
1976).

Por lo tanto, la funcion matematica que expresa un movimiento ondulatorio debe ser
una funcion de dos variables independientes, una variable espacial x y una variable

temporal t, es decir

y=fx1t

Propagacion de una onda

Se considera un medio el cual ha sido perturbado, por consiguiente, se genera un

pulso de onda descrito por la funcion f(x,) que se propaga a una velocidad
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constante, en un instante posterior t, se encuentra a una distancia x, es decir el
pulso de ha desplazado una distancia Ax, por lo que la funcion f(x,) tendra una

forma diferente. Esto se puede observar en la figura 4.27.

Y

t=0 t

— f(xo) — f(x0)

Tx 0 Ax X

Desplazamiento (rads)

Figura 4.27. Propagacién de un pulso de onda. (Modificado de Izquierdo, C. 2013).

Por lo tanto, el desplazamiento es igual al producto de la velocidad por el tiempo

que tardo el pulso de x, a x, es decir,
Ax = vt

Se recuerda que el desplazamiento es igual a la posicion final menos la posicion

inicial,
X —Xx9 =Vt
Si
—Xo =Vt —Xx
Xg =X —Vt

Por lo tanto f(x,) en un instante t posterior, tomard la siguiente forma

y = f(x—vt) (4.110)

Un pulso de onda que se propaga hacia la derecha con una velocidad constante.

Una expresion de la forma,
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y(x,t) = f(x —vt) (4.111)

Describe un movimiento ondulatorio, en donde y(x, t) puede representar diferentes
cantidades fisicas dependiendo del medio en donde se propague la onda, por
ejemplo, elongacion, si se propaga en una cuerda; presion, en el caso de un cilindro

con un gas, eftc.

Si se desea conocer la ecuacion diferencial, se parte de la expresion 4.111. Debido
a que la expresion 4.111 tiene propiedades espaciales y temporales se usaran

derivadas parciales.
Si se parte de lo anterior, usando regla de la cadena:
y=fx—vt)
u=x—vt
Se tiene que para la variable espacial

dy _of(w)
ox  Ox

dy 0f(u) ou
dx  O0x Ox

Pero

Por lo tanto

dy _of(w)
ox  Ox

(4.112)

Ahora, si se obtiene la segunda derivada

0’y 0 <6y)
0x2  dx \0x
d (6)1) 0 <6f(u)>
dx \dx/)  ax\ ox
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Utilizando la regla de la cadena

9x2  du\ ox
Pero
Ju 1
ox
2’y _9*°f(w)
ox2  ou?
Ahora con la variable temporal
dy _ofw
ot at
dy 0f(u) ou
at ot ot
Pero
du B
ac = "7
Por lo tanto
ay _ _ ofw
ot ot
Posteriormente, con la segunda derivada
0%y 0 (6y)
at2  at\ot
Pero,
ay __ ofw
ot ot
Entonces
Py _ oW
at? ot

o’y 9 (6f(u))

(4.113)

(4.114)
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Se usa nuevamente la regla de la cadena

a2y @ (_v af(u))a_u

atz  ou at ) ot
Pero
du
i
Entonces,

%y a (_v 6f(u)> .

a2 du ot

%y _ ,0%f(w)

2=V 52 (4.115)
Se puede escribir como
2’y 1 9*f(w
PR TR T (4.116)
De acuerdo con la expresion 4.113 y 4.116 se tiene que
02 1 02
y__27 (4.117)

9x2 2 Ot2

La ecuacidon 4.117 se conoce como la ecuacién de la onda en una dimension.
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Ecuacion de la cuerda vibrante. Caso transversal

Otro de los ejemplos con los que se puede analizar el movimiento ondulatorio es
con una cuerda vibrante, por lo tanto, se determinara la ecuacion y solucion para
este sistema. Para esto se analizara el movimiento a través de un elemento Ax de

una cuerda, la cual presenta un movimiento ondulatorio.

Y

»~

T, + AT,

F 3
v

Ax

Figura 4.28. Elemento Ax de una cuerda. (Modificado de
Reyes, S. 1976).

Primeramente, se tomaran en cuenta algunas consideraciones: se supondra un
angulo 6 pequefio, se despreciara el movimiento en el eje x y la densidad lineal de

masa de la cuerda permanecera constante en todo tiempo.

Partiendo de la segunda ley de Newton en el eje y

Z F, = ma,
De acuerdo con la figura 4.28 se puede reescribir como
—T,(x) + T,(x + Ax) = ma, (4.118)
Pero T, = Tsen6
—Tsenf(x) + Tsenf(x + Ax) = ma, (4.119)
Pero si se considera el angulo lo suficientemente pequefio, se puede decir que

senf = tan@
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Se considera que tanf es la pendiente, es decir

dy
tanf = Ir

Se introducen las parciales ya que y también varia en el tiempo y la ecuacién

4.119 se reescribe como

T(ay) T(ay) - 4120
0x x+Ax ox x -y ( . )

Al tratarse de una cuerda, se introducira el pardmetro llamado densidad lineal

_ m
=1
Entonces se considera la masa como,
m = ulx
Y, también se sabe que
0%y
ay, ==
y atZ

Por lo tanto, la ecuacién 4.120 puede reescribirse como

dy dy 0%y
T(—) — T(—) = uAx — 4,121
ox x+Ax 0x x H ( )

Si se divide entre Ax, se obtiene lo siguiente

dy dy
M(5) .7 (@)
0x x+Ax 0x X d zy

Ax - “atz

Si al lado izquierdo de la igualdad se le aplica el limite cuando Ax tiende a cero

dy dy
(&), ~7(%)
0X) s ny ax), 0%y

im =
Ax—0 Ax K ot2
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@)@
T lim 0x) . pe \0X). 2%y

Ax—0 Ax —H at?

Se obtiene lo siguiente

oy _ 9%
axz  Hor
0%y po’y

Si se compara con la ecuacion 4.117

0%y iazy

0x2  v2 ot?
La ecuacién 4.122 es la ecuacion de la onda para una cuerda vibrante, dénde % es

la velocidad.

Para la solucion de esta ecuacion son importantes las condiciones de frontera y las
condiciones iniciales para que sea una solucion Unica y satisfaga los requerimientos

fisicos planteados.

Las condiciones iniciales son aquellas que se presentan cuando el tiempo es igual
a cero (t = 0), en este caso, como se encuentran los parametros que definen el
estado de movimiento de la cuerda cuando no ha transcurrido un instante de tiempo,
por ejemplo, la posicion y la velocidad. Estas condiciones pueden tomar la siguiente
forma (las condiciones que se mostraran son para el caso de la ecuacion de la onda

de una cuerda):

y(x,0) =0 (4.123)
%(x, 0)=0 (4.124)

Las expresiones 4.123 y 4.124 son condiciones iniciales de un problema en
particular, en este caso, la ecuacion de la cuerda, en las cuales, se tienen dos
variables, la variable espacial y temporal. En la expresion 4.123 indica que en un
t = 0, la posicion es igual a cero; en la expresion 4.124 indica que enunt = 0, la
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velocidad es igual a cero. Las condiciones iniciales nos dan una idea de la energia
inicial de un sistema. Cabe mencionar que estas condiciones varian dependiendo

del problema planteado.

Por otra parte, las condiciones de frontera o de contorno (acotamientos) definen las
condiciones fisicas que se presentan en los extremos dependiendo del objeto de
estudio, en el caso de la cuerda, si los extremos son fijos o libres, o también si la

cuerda es finita, semi infinita o infinita. Por ejemplo:
y(0,t) =0 (4.125)
y(L,t) =0 (4.126)

Las expresiones 4.125 y 4.126 son condiciones de frontera para un problema
especifico de la ecuacion de la cuerda, en este caso, la expresion 4.125 indica que
en todo instante de tiempo, en x = 0, el primer extremo se encuentra fijo, ya que no
presenta movimiento; en la expresion 4.126 indica que en x = L, el otro extremo de
la cuerda también se encuentra fijo, ya que al ser igual a cero no presenta
movimiento. También, se puede concluir que la cuerda varia de 0 a L por lo que se

considera una cuerda finita.

Por lo tanto para la resolucién de un “problema” y con el objetivo de obtener una
solucion Unica de un determinado sistema se deben de plantear: 1) la ecuacién

diferencial, 2) las condiciones iniciales y 3) las condiciones de frontera.
Para la solucion de la ecuacién 4.122 se tomara en cuenta lo siguiente:

Se considera una cuerda semi infinita tal que en el instante inicial la cuerda no tiene
ninguna elongacion inicial y se encuentra en reposo mientras que en su extremo
para todo instante se establece un movimiento armoénico simple de frecuencia w y
amplitud A, tal que en el instante inicial dicho extremo comienza a moverse hacia
abajo. (Reyes, S. 1976).

0%y po’y
dx2 T Ot?
y(x,0) =0

86



dy
E(X, 0) =0

y(0,t) = —Asenwt
0Kx Koo

t>0

. 1 . - . s
Se considera que % = es la velocidad, entonces se puede reescribir la ecuacion

4.122 como

%y 1 0%y

Que es una ecuacion diferencial en derivadas parciales, para su resolucion se usara
el método de Fourier o separacion de variables que consiste en encontrar una

solucidén de la forma

y(x, t) = X(O)T(t)

La ecuacion 4.127 se reescribe como
124 1 144
X"(x)T(t) = C—ZX(X)T (®

Ahora, como indica el nombre del método de solucién, se realiza la separacion de

variables

X"(x)  1T"(¢)
X(x) 2 T()

Ahora el lado izquierdo de la igualdad depende solo de x y el lado derecho de t.
Debido a que x y t son independientes se igualan ambas ecuaciones a una
constante de separacion - A.

Xu(x) B T”(t) _

X(x)  c2T(b) =4

Por lo tanto,
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X”(X) B

X(x) =4

X" ==X
X"+2X=0 (4.128)
Por otra parte,

T”(t) 3
c2T(t)

T" =-Ac?T
T" + Ac*T =0 (4.129)

Las ecuaciones 4.128 y 4.129 son ecuaciones diferenciales ordinarias que ahora se

pueden resolver de una forma mas sencilla.

En cada uno de estos problemas, un numero A para el cual la ecuacion diferencial
de Sturm-Liouville tiene solucion no trivial se llama un valor propio del problema. La
solucion no trivial correspondiente se llama una funcion propia asociada con este
valor propio. La funcion cero no puede ser una funcién propia. Sin embargo,
cualquier multiplo constante distinto de cero de una funcion propia asociada con un
valor propio particular también es una funcion propia para este valor propio. En los
modelos matematicos de los problemas en fisica e ingenieria, los valores propios
usualmente tienen algun significado fisico. Por ejemplo, en el estudio del
movimiento de ondas los valores propios son frecuencias fundamentales de
vibracion del sistema (O’Neil, P. 2008).

Se consideran las condiciones iniciales,
y(x,0) =X(x)T(0) =0

Se tiene un producto de dos funciones, en donde, cualquiera de ellas podria ser
cero, sin embargo, si X(0) = 0, no se cumpliria la condicion de frontera, y por lo
tanto no seria una solucién para el problema planteado por lo que la funcién que

tiene que ser cero es T.
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T(0) = 0

En la segunda condicion inicial, ocurre algo similar, se tiene el producto de dos
funciones, por lo que la funcion X no puede ser cero, ya que no cumpliria la
condicién de frontera del problema, por lo que la funcion T’ es la que tiene que ser

cero.
dy ,

T'(0) =0

De las condiciones anteriores se puede observar que no hay velocidad inicial ni
desplazamiento, por lo que se puede deducir que la cuerda permanece en reposo
ent = 0. Debido a esto, al considerar los tres casos del problema de Sturm-Liouville,
en el cual se buscaran los valores propios, o bien, las funciones propias

correspondientes, se obtiene lo siguiente:
Casol,A=0
T" +ATc? =0
T" 4+ (0)Tc? =0
T" =0

Al integrar se recuerda que, la integracion es el proceso inverso de la derivada por
lo que la derivada de segundo orden se reduce a una derivada de primer orden, y

en este caso, la integral indefinida de cero es igual a una constante.

[17=0

T"=A

Al volver a integrar la derivada de primer orden se reduce a una funcion, y la integral

indefinida de una constante es la siguiente

fkdxzkx+c
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Por lo tanto,

[7=4

T=At+B
Se evalula la primera condicién inicial, y(x,0) = 0
T(0) = A(0) + B
T(0) =B -
B=0
Se evalla la segunda condicién inicial, %(x, 0)=0
T'=At+B
T'=A+B
T'"0)=A+B=0
Pero,
B=0
T'"(0)=A=0

Por lo tanto A y B son iguales a cero, por lo que se considera una solucién trivial, y
en este caso lo que se busca son soluciones no triviales para poder determinar las
funciones propias del problema. Ademas, que, la solucién, es el producto de dos
funciones y(x,t) = X(x)T(t), por lo que si T(t) = 0 el producto de esas funciones

seria cero.
Casoll, 1 = -1 = —k?
T" +ATc? =0
T" — k2Tc%2 =0 (4.130)
La ecuacion 4.130 es una ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden.
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y'+py' +qy=0

(4.131)

Donde p y g son numeros constantes reales. En donde se buscan soluciones

particulares de la forma exponencial de la siguiente forma
t = e**, donde k = constante
Entonces,
t' = ke** = kx
t" = k?e** = k%x
Las ecuaciones 4.132 y 4.133 se sustituyen en la ecuacion 4.130
kZekx _ kZCZekx =0
ek*(k? — k?c®) =0
Dado que e** # 0, resulta que
k?—k?c?2=0

Ahora se evallan las raices

Por lo tanto

0 02
= ——+4+ |——(—k2c2
k 2_/4 (—k?c?)

k = ++/k?c?

k1 = kZCZ, k2 = —kZCZ

(4.132)

(4.133)

(4.134)

91



De los tres casos posibles, k; y k, son numeros reales y distintos (k; # k,). Por lo

tanto, se tiene una solucion de la forma
T(t) = Ae¥tc + Be~ktc (4.135)
Ahora, si se evalla la condicion de frontera, y(x,0) =0
T(0) = Aek ()¢ 4 pe~k(0)¢
T(0) = Ae°® + Be®
T(0)=A+B
A=-B (4.136)
Si se sustituye 4.136 en 4.135
T(t) = —Be¥t¢ + Be~kt¢
Pero si,

e t+et

> = senh(t)

T(t) = 2Bsenh(kct)
Ahora, con la condicidn inicial, g—f(x, 0)=0
T(t) = 2Bsenh(kct)
T'(t) = 2Bckcosh(kct)
T'(0) = 2Bckcosh[(kc)0]
Pero,
cosh(0) =1
T'(0) = 2Bkc = 0

Para este caso B tiene que ser cero, por lo que se concluye que es una solucion

trivial y que este problema no tiene valores propios negativos.
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Casolll, A >0 = k?
T" 4+ ATc2 =0 (4.137)
La ecuacion 4.137 es una ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden.
y'+py' +qy=0 (4.138)

Donde p y g son numeros constantes reales. En donde se buscan soluciones

particulares de la forma exponencial de la siguiente forma

t = e**, donde k = constante
Entonces,
t' = ke* = kx (4.139)
t" = k%e** = k’x (4.140)

Las ecuaciones 4.139 y 4.140 se sustituyen en la ecuacion 4.137
k?e** + k2c%el* = 0
ek (k? + k%c?) =0
Dado que e** # 0, resulta que
k? + k?*c? =0 (4.141)

Ahora se evaltan las raices

De la ecuacién 4.141 se observa que
p=01y q=kc

Por lo tanto
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k =+ —k?c?
kl = kzczi, kz = _kzczi

De los tres casos posibles, k; y k, son niumeros complejos. Por lo tanto, se tiene

una solucion de la forma
T(t) = Acos(kct) + Bsen(kct) (4.142)
Se evalula la primera condicién inicial, y(x,0) = 0

T(0) = Acos[(kc)0] + Bsen|[(kc)O0]

Pero,
cos(0) =1
sen(0) =0
Por lo tanto,
T(0)=A
T(0)=A4=0

Ahora, la segunda condicion inicial, g—f(x, 0)=0

T'(t) = —Akc sen(kct) + Bkc cos(kct) =0
T'(0) = —Akc sen[(kc)0] + Bkc cos[(kc)0] = 0
T'(0) = Bkc =0
B=0
O bien,siA =0
T(t) = (0)cos(kct) + Bsen(kct)
T(t) = Bsen(kct)

T'(t) = Bkc cos(kct)
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T'(0) = Bkc cos[(kc)0]

T'(0) = Bkc
T'(0) = Bkc = 0

B=20

Se concluye que en los tres casos se tienen soluciones triviales, por lo que la

solucion planteada inicialmente toma la siguiente forma

y(x, t) = X()T(t)

y(x, t) = [X(x)](0)

y(x,t) =0

Por lo tanto, la solucién planteada no satisface las condiciones iniciales, por lo que

se planteara otra solucion.

De acuerdo con el problema planteado, en t = 0, segun las condiciones iniciales, la

cuerda se encuentra en reposo. En un instante inicial, en donde, x = 0, la cuerda se

Figura 4.29. Movimiento adquirido por una cuerda
perturbada con un movimiento arménico simple.
(Modificado de Ferreira, C. 2015).

perturba y  adquiere un
movimiento armonico simple,
—A sen wt, y posteriormente en
todo instante de tiempo cada
punto de la cuerda va
adquiriendo ese movimiento. Al
momento de perturbar la cuerda
no todos los puntos de esta

adquieren el movimiento de

forma inmediata, sino que se encontraran desfasados cierto instante de tiempo

debido a que la onda viaja a una velocidad constante.

Si se observa la figura 4.29, se representa el movimiento descrito anteriormente,

ahora, si se toma un punto cualquiera de la grafica a una distancia x del origen, se

puede observar que lleva cierto desfase con respecto al punto del origen y puntos
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vecinos, ese desfase es el tiempo que tarda en recorrer la onda la distancia x.

Debido a que la velocidad es constante, esta se puede expresar como

X
c=-
t
Donde x es la distancia del origen al punto de estudio y t es el desfase de tiempo
que existe entre el origen y el punto de estudio. Por lo tanto, el tiempo de desfase

se puede expresar como

tg =

i 4.143
: (4.143)

De acuerdo con la condicidn de frontera, se sabe que, en todo instante de tiempo,

cuando x = 0, se tiene un movimiento armonico simple
y(x,0) = —A sen(wt) (4.144)

Por otra parte, la ecuacion de un punto cualquiera P en cierto instante de tiempo

sera la siguiente
y(x,t") = —Asen (wt') (4.145)

Donde t' representa cualquier instante de tiempo. Sin embargo, se sabe que el
punto P oscila de la misma forma que el punto en el origen, pero con un desfase de

tiempo, que se puede expresar como
t'=t—ty (4.146)
Donde t, es el tiempo desfasado y se expresa como la ecuacion 4.143. Por lo que

se puede sustituir en 4.146.

- X
t'=t—=
Cc

Por lo que si se desea conocer la posicion y de un punto x en cualquier instante de

tiempo, se parte de la ecuacion 4.145, la ecuacién sera la siguiente

X

y(x,t) = —Asen [W (t — E)]
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Que se puede expresar como
w
y = —Asen (Wt - ?x)

Pero,

o=

Por lo tanto,

y = —Asen(wt — kx) (4.147)
La ecuacion 4.147 se puede reescribir como

y = Asen(kx — wt) (4.148)

Por lo tanto, cualquier punto y = f(x,t) nos dara la posicion de un punto x en

cualquier instante t.

Para determinar que la ecuacion 4.148 es solucién del problema planteado, se debe

de verificar si satisface la ecuacion diferencial, condiciones iniciales y de frontera.

0%y po’y
a2 " Tae (4.149)
De la ecuacién 4.148 se obtiene lo siguiente
Y _ _Awcos(kx — wt
Py wcos(kx — wt)
0%y
— = —Aw? _
3¢2 wesen(kx — wt)
d
2 _ Akcos(kx — wt) (4.150)
dx
%y
—= = —Ak?sen(kx — wt)
0x2

Sustituyendo en la ecuacion 4.149

—Ak?sen(kx — wt) = — %szsen(kx — wt)
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Que se reduce a

— Tszsen(kx — wt)

k? =
—Asen(kx — wt)
k? = %WZ
k> u
w2 T
O bien,
w? T
k2 u
W T
ko u
Pero,
w
k=—
c
Por lo tanto,
w
“T%
T
c= [—
u

Ahora, para las condiciones iniciales se tiene que
y(x,0) =0
y(x,0) = Asen[kx — w(0)]
y(x,0) = Asen(kx)

. e . . X .z
Que, evaluando la condicién de frontera en tiempos negativos t = - la ecuacion

4.144 se puede reescribir como
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y(x,0) = —Asenw (— ;)

Sin embargo, el problema indica que t = 0, es decir, que es el instante en el que
empieza a perturbarse, por lo que no tiene sentido plantear soluciones para tiempos

anteriores, por lo que
y(x,0) =0
Asimismo, la segunda condicion inicial,

ady _
Otl—g

En este caso, solo se tiene una condicion de frontera debido a que es una cuerda

semi-infinita,
y(0,t) = —Asen(wt)
Por lo que
vy(0,t) = Asen(kx — wt)
y(0,t) = Asen[k(0) — wt]
y(0,t) = Asen(—wt)
y(0,t) = —Asen(wt)

Por lo tanto, debido a que la ecuacion diferencial, las condiciones de iniciales y de

frontera satisfacen a la solucion
y(x,t) = Asen(kx — wt) (4.151)

Se puede concluir que la ecuacion 4.151 es la solucién de la ecuacién de la cuerda
vibrante con sus respectivas condiciones planteadas y con una velocidad de

propagacion:
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La cual depende de las caracteristicas del medio. Cabe mencionar que es
importante que esta velocidad de propagaciéon, no se confunda con la velocidad de

vibracién de un punto de la cuerda, que es obtenida a partir de la ecuacién 4.150.

dy
v= Frin —Awcos(kx — wt)

Por lo tanto, la solucion de la ecuacién de una onda viajera con las condiciones

iniciales y de fronteras planteadas es

y = f(x,t) = Asen(kx + wt) (4.152)
O bien,

y = f(x,t) = Acos(kx + wt)

Se debe recordar que esta solucion de la ecuacion de la onda es para una cuerda
semi-infinita que en un t=0 se encuentra en reposo, es decir, no tiene
desplazamiento ni velocidad inicial; y que, en un instante inicial, cuando x = 0, se
perturba con un movimiento arménico simple que posteriormente en todo instante
de tiempo, la cuerda adquirira ese movimiento. Por lo que se concluye que la
solucion de la ecuacion de la onda depende de las condiciones iniciales y

condiciones de frontera.

De acuerdo con Stewart (2012) el sentido de propagacion esta determinado por una

constante +c
(1) y =f(x—c),sedesplaza la graficadey = f(x) c unidades a la derecha
(2)y = f(x +c),sedesplaza la grifica de y = f(x) c unidades a la izquierda

Por lo tanto, si la solucion tiene la forma del enunciado uno, Asen(kx —wt) el
sentido de propagacion es de izquierda a derecha como se muestra en la figura 4.30
a) y, si la solucion tiene la forma del enunciado dos, Asen(kx + wt) la onda se

propaga de derecha a izquierda como se observa en la figura 4.30 b).
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— Sentido de propagacién Sentido de propagacién «——
t=1t3 £ t=t,
| ‘S |
t=t,| g I
= |# |2 = tT 2
k) [ = [
‘S t=t [ = -
Eﬂ T T 1] ; X { ‘ I | X
=1 | | H | @Qq
S b b t=1t
= -
w2 I P2
—_— -
P3 @,

Desplazamiento (rads) Desplazamiento (rads)

(a) (b)
Figura 4.30. Sentido de propagacion de la onda. (Modificado de Reyes, S. 1976).

Como se ha visto hasta ahora, se ha estudiado el caso particular, de una cuerda
que se perturba con un movimiento armonico simple. Como consecuencia, cada
punto de la cuerda oscila con un movimiento armoénico simple alrededor de su
posicion de equilibrio. Por este motivo los parametros fundamentales de una onda
son similares a los de un movimiento armonico simple. De acuerdo con Reyes

(1976) los pardmetros son los siguientes:
Amplitud (A4): Es la maxima elongacion que puede alcanzar un punto de la cuerda

Frecuencia angular (w): Es la frecuencia con la que oscila un punto que fue

perturbado.
Frecuencia (f): Numero de oscilaciones por unidad de tiempo

Constante de propagacion (k): Constante que al ser multiplicada por una distancia

se convierte en radianes.

Periodo (T): El tiempo que tarda la onda en realizar un ciclo. (Una oscilacion

completa).

Fase (kx + wt): Posicién angular que en cada posicion x y tiempo t define la funcién

y = f(x1).

Longitud de onda (4): Es la distancia que recorre la onda en un periodo. Ya que la

onda avanza con una velocidad c, la longitud de onda se expresa como
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O bien,

La longitud de onda también se puede expresar como la distancia que hay entre dos

puntos de la onda que se encuentren en fase (figura 4.31).

(@)

(b)

A = longitud de onda

< >
o e

Amplitud

v X

Figura 4.31. Pardmetros del movimiento ondulatorio.

Transmisidon de energia

Al perturbar un punto de la cuerda, puntos posteriores realizaran cierto trabajo, ya

gue se aplica una fuerzay por lo tanto existe un desplazamiento, en este caso, estos

puntos tienen un desplazamiento vertical, que indican que existe una fuerza vertical

que se encarga de realizar el trabajo, por lo que la tension en el eje y tiene un papel

muy importante.

Se analizara a partir de un segmento de una cuerda como se muestra en la figura

4.32.
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— Segmento a analizar

Elongacion
<

Desplazamiento (rads)

Figura 4.32. Segmento a analizar de una cuerda. (Modificado de Reyes, S. 1976).

Se supondra que el segmento a analizar es lo suficientemente pequefio para
considerarlo una particula. La potencia que se suministra esta dada por la siguiente

ecuacion,

Que se puede reescribir como
P=T-% (4.153)

De acuerdo con el producto punto de dos vectores, la ecuacién 4.153 se escribe

como
P = Tvcosp (4.154)
De acuerdo con la figura 4.32
T, = Tsenf (4.155)
T, = Tcosp (4.156)

Debido a que 6 y ¢ son angulos complementarios
6+¢p=m2
$=3

. cos@p = senf
Por lo que la ecuacion 4.154 puede reescribirse como
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P = Tvsen® (4.157)
El angulo se consideraré la suficientemente pequefio, por lo que
senf = tanf

Se sabe que

tanf = (4.158)

Que es la pendiente, entonces, la expresion 4.158 se puede reescribir como

tang = 2 4159
an =3x (4.159)

Entonces, la ecuacion 4.157 se reescribe como
P = —Tvtgh (4.160)
Pero también,

_9y

D

Por lo tanto, la ecuacién 4.160 se puede reescribir como

dy dy
P= —Taa (4.161)

De la solucion de la ecuacion de la onda se tiene que

y(x,t) = Asen(kx — wt)

%Y _ Akeos(lex — wt
Fvi cos(kx — wt)

Y _ _ Awcos(kx —wt
Frie wcos(kx — wt)

Nuevamente, se reescribe la ecuacion 4.161 y se considera que 6 = (kx — wt)
P = —TAkcosO(—Awcos8)
P = TkwA?cos?8 (4.162)
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Por lo tanto, la potencia instantanea se escribe como

P = TkwA?cos?(kx — wt)

Para reescribir la potencia de otra forma, se considera que

Entonces,
w
P = T;WAZCOSZB

2
w
P = T7A2c0529

Pero también, la velocidad se considera como

T
v= [—
u
O bien,
1 [u
v NT

Se reescribe la ecuacion 4.163

P = ./Tuw?A%cos?6
P = /Tuw?A?cos?(kx — wt)

La ecuacion 4.164 es la potencia instantanea.

(4.163)

(4.164)
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Ahora, para obtener la potencia media

max
Predia = 2

La potencia maxima se da cuando cosf = 1

Prax = TkwA?
Por lo tanto,
ThkwA? 1 5
Predia = — = ETkWA

Por otra parte, si se utiliza la definicion del valor medio

b
f@w—w=fﬂmm

1 b
F©) = gy | FC0)ex

De acuerdo con las ecuaciones 4.165 y 4.166, se obtiene lo siguiente

1 T
Predia = T——Of TkwA?cos?(kx — wt)dt
0

1 T
Predia = ThwA? ?f cos?(kx — wt)dt
0

Usando la identidad trigonométrica
1 1
20 — _ _ 2
cos-0 > +Zcos( 0)

Se reescribe la ecuacion 4.167

171 1
2
Predia = ThWA ?.f [E + ECOSZ(kx — Wt)dt]
0

1fT1dt+fT1 (2kx — 2wt) dt
T . > . 2COS X w

(4.165)

(4.166)

(4.167)

(4.168)

(4.169)
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Si se resuelve la primera integral de 4.169 se obtiene que

1 T
=t (4.170)
2 1o
Ahora la segunda integral de 4.169
1
f Ecos(ka —2wt) dt (4.171)
0
Por sustitucion se tiene que
u = 2kx — 2wt
du _
ac - <Y
ar = -2
2w
Por lo tanto, se obtiene
1fT1 W du
> . ) cos(u ow
11 (71 wd
2 —ow . 2COS u)au
T
—msen(u) .
Perou = 2kx — 2wt
1 T
——sen(2kx — 2wt) (4.172)
4w 0

Por la siguiente identidad trigonométrica
sen(a + B) = senacosf + cosasenf

La ecuacion 4.172 se reescribe como

_ % [cos(2kx) sen(2wt) — sen(2kx) cos(2wt)]
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Por lo tanto, se tiene que

T T

1 1
3 t| — o [cos(2kx) sen(2wt) — sen(2kx) cos(2wt)]

0 0

Serecuerdaque T = 2rm
1 1 1
[— @m) —= (O)] - I— — [cos(2kx) sen(2w2m) — sen(2kx) cos(2w2n)]l
2 2 4w

R % [cos(2kx) sen[(2w)0] — sen(2kx) cos[(2w)0]] ]

Debido a que w se considera una constante se puede tomar en cuenta que

sen2n =0, cos2n =1

Por lo tanto
L'~ L conziox — 2w) - [n] [1 (2kx) — — sen(2kx)
> . 4WS€Tl X w . = |TT 4WSGH X 4WSEH X
17 1 T
—t| —-—sen(2kx — 2wt)| = [n] —[0]
2 1y 4w 0
1 t ' ! 2k 2wt ' = 4173
24, 4Wsen( x—2wt)| =1 (4.173)

0

De acuerdo con la ecuacion 4.169

1fT 2(lx — wt)dt = = ()
TOCOS X w —TT[

1jT 2 (ex — wt)dt = — ()
TOCOS X w —ZT[T[

1fT 2(k t)df:—1
TOCOS X w —2

Por lo tanto, segun la ecuacion 4.168 la potencia media es

1
Pmedia = 5 TkwA? (4.174)
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Ecuacién de la onda. Caso longitudinal

En el caso anterior de la cuerda vibrante, se analizé la propagacion de las ondas
para el caso transversal, es decir cuando la materia se mueve en direccion
perpendicular en la que se propaga la energia, ahora, se analizara el caso de un
fluido en un tubo con un émbolo, para poder comprender el caso longitudinal de la

propagacion de las ondas.

Estado de
equilibrio

Estado
perturbado

1 1
—>| p
Z

]
1
1ozt Az |=

Figura 4.33. Cilindro con un émbolo en estado de equilibrio que
posteriormente es perturbado. (Modificado de Reyes, S. 1976).

En la figura 4.33 se tiene un cilindro con un émbolo que en su interior tiene un gas
con una densidad p, un médulo de compresibilidad g y en su estado de equilibrio el

gas tiene una presion uniforme P,.

Si mediante un agente externo, se empuja el émbolo hacia la derecha, los
fragmentos de gas cercanos al émbolo comenzaran a moverse hacia la misma
direccién en la que se perturbo el sistema, a su vez los fragmentos que ya han sido
perturbados comenzaran a perturbar otros fragmentos del gas dentro del cilindro,
hasta que, en cierto instante de tiempo, debido al estimulo inicial, todos los
fragmentos de gas se encontrardn en movimiento. Es decir que existe un
movimiento ondulatorio que se propaga en la misma direccion del desplazamiento

de las particulas (Reyes, 1976).

109



Al moverse el émbolo a la derecha, la parte izquierda de la seccidn gaseosa se
desplazé a una distancia z y el lado derecho de la seccion se desplazé una distancia
z + Az. También hay que recordar que al ser perturbado el gas, la presion no es la
misma que cuando el cilindro estaba en un estado de equilibrio. En general, al
perturbar el émbolo existiran variaciones del gas, las cuales estan relacionadas con
el desplazamiento de esas variaciones, por lo que se puede estudiar el movimiento
ondulatorio en un caso longitudinal desde el punto de vista de la variacion de la

posicién y la variacion de la presion (Reyes, 1976).

Para la ecuacion diferencial, se tiene que considerar lo siguiente

p = P — P, = Exceso de presion del lado izquierdo (4.175)
p' =P + AP — P, = Exceso de presion del lado derecho (4.176)
Ap=p—p'=P+AP—-P,—P+P,=AP (4.177)

Si se aplica la segunda ley de Newton en el eje x se tiene que

Z F, = Ama, (4.178)
Donde Am es la masa de la seccion gaseosa. Por otra parte, se sabe que,
pk
A
F = PA
Por lo tanto, la fuerza sera expresada como
E.=[P—(P+AP)]A (4.179)
Donde A es la seccion transversal del piston. Ahora, si se sustituye 4.179 en 4.178
[P — (P + AP)]A = Ama,,
(P —P—AP)A = Ama,
—APA = Ama, (4.180)

Pero, se sabe que de la expresion 4.177 que
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AP = Ap

Y también que la densidad es igual a

o m
P=75

Donde el volumen de la ecuacion 4.182 se puede reescribir como

De la ecuacién 4.183, la masa se puede expresar como

m = pAAx
Y la aceleracion,
0%z
U = 92

(4.181)

(4.182)

(4.183)

(4.184)

(4.185)

Ahora, se reescribe la ecuacion 4.180 de acuerdo con las expresiones 4.181, 4.184

y 4.185

2

—ApA = pAAx —
p P xatz

(4.186)

Las propiedades elasticas del volumen del gas van a estar caracterizadas por el

modulo de compresibilidad

Donde:

p = esfuerzo(exceso de presion)
AV = deformaciéon volumétrica
V = volumen

De la definicion de 4.187 resulta que

(4.187)
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AV
AV
p=—f— (4.188)
Vv
Para este caso,
V = Abx (4.189)
AV = AAz (4.190)

Por lo tanto, si se sustituye en 4.189y 4.190 en 4.188

_ AAz
P =P aax
_ Az
p=-p A

Si se considera un elemento de volumen lo suficientemente pequefio

0z

B> (4.191)

p =
Donde se utilizan derivadas parciales debido a que

z = f(x,t)

Como se menciond anteriormente, se puede estudiar este caso desde el punto de
vista de la variacion de la posicion y la presion, ya que ambos estan relacionados,
estas pueden relacionarse de la siguiente forma, obteniendo el diferencial de la

ecuacion 4.191 con respecto a x

P gy =% 4192
ox T 'Baxz x (4.192)
Cabe mencionar que
dp
Ap = —A
P 0x x

Si se sustituye 4.192 en 4.186 se obtiene que
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0%z 0%z
A ﬂﬁAX = pAAXﬁ
0%z _ Alx 0%z
ox2 pAAx ot2

0%z B 0%z
axz Pz
0’z _pd’z
ax2 P ot?
O bien,
0%z po*z

La ecuacion 4.193 es la ecuacion diferencial que describe el movimiento ondulatorio
longitudinal en un gas, la cual tiene una estructura similar a la ecuacion de la cuerda
4.122. Por lo tanto, la solucion de la ecuacion 4.193 dependera de las condiciones

iniciales y de frontera que imponga el sistema.
Para la solucion de la ecuacion 4.193 se tomara en cuenta lo siguiente:

Se considera un piston lo suficientemente largo por un extremo (semi-infinito)
estando las particulas del gas en sus posiciones de equilibrio y en reposo para el
instante inicial, de forma tal que en este mismo instante el émbolo comienza a

moverse hacia la izquierda con movimiento arménico simple (Reyes, 1976).

0’z 0%z

otz pox?

z(x,0) =0

0z

a(x, 0)=0
z=1(0,t) = —Zsen wt

0K x Koo
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t>0

En este caso, si se compara con el de la cuerda vibrante, se puede observar que
las condiciones tanto iniciales como de frontera son las mismas. Por lo tanto, la
solucién de la ecuacién de la onda de elongacion para el caso longitudinal con las

condiciones anteriormente planteadas toma la siguiente forma

z(x,t) = Z sen (kx — wt) (4.194)

Donde k = %es la constante de propagacion y la velocidad, ¢ = \/g, la cual depende

de las propiedades del medio. La ecuacién 4.194 es la solucién de la onda viajera
de elongacién en un caso longitudinal; como se menciono anteriormente existe una

relacion entre las variaciones de presion y posicion, la relacion que estas tienen se

puede dar a partir de la expresion
0z
p=—Bo (4.195)

Se toma en cuenta la ecuacion 4.194

07 _ 7 sen (kx —wt
Fvi sen (kx — wt)
0z
— = kZ cos (kx — wt) (4.196)
0x
Se sustituye 4.196 en 4.195
p = —kfz cos(kx — wt) (4.197)
Donde
Pmax = —kPz

La ecuacion 4.197 se puede reescribir como
P = Pmax cos(kx — wt) (4.198)
Se puede observar que la ecuacion 4.194 y 4.198 tienen un desfase de 90°. Es

decir, cuando la onda de elongacién se encuentra en un punto maximo, la onda de
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presion se encuentra en un punto minimo y viceversa. Esto se puede observar en

la figura 4.34.

Figura 4.34. Desfase de la onda de presion y la onda de
elongacion. (Modificado de Reyes, S. 1976).

Transmisién de energia

De una manera similar al caso de la cuerda, al aplicar una fuerza se produce un
desplazamiento, por lo que se estudiara el trabajo que ejerce una parte del gas
sobre la otra. Si se considera dividir el cilindro en dos partes, en donde la parte
izquierda sera representada como la fuerza, y la parte derecha estara aislada y es
la que sera perturbada debido a la presion que el lado izquierdo ejerce sobre el lado
derecho. A esto se le conoce como exceso de presion con relacion a la del equilibrio
ya que este exceso, es lo que produce el movimiento (Reyes, 1976). Por lo tanto, la

potencia ejercida del fluido en un eje horizontal es

P=F-% (4.199)
Pero,
F =pA (4.200)
Donde,
P = —DPmax COs(kx — wt) (4.201)
Si se sustituye 4.201 en 4.200
F = =P, Acos(kx — wt) (4.202)

Por otra parte, se tiene que
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0
v = a—i = —Zwcos(kx — wt) (4.203)

Por lo que sustituyendo 4.202 y 4.203 en 4.199
P = paAZwcos?(kx — wt) (4.204)
Pero, si se considera que
Pmax = kBZ

_ Pmax

7 =
kB

La ecuacion 4.204 se reescribe como

2
P=A p;(n;x wcos(kx — wt) (4.205)
Tomando en cuenta que
v 2 _ P
c L c P

Ahora, la ecuacion 4.205 se reescribe como

, wi 2
P = Apjiax 0B cos*(kx — wt)
P

2
pmaxc

P = AFCOSZ(ICX — wt)

2
p= A%cosz(kx —wib) (4.206)

Finalmente, la expresion 4.206 es la ecuacion que describe la potencia.

Ahora, si se desea obtener la potencia media, siguiendo el procedimiento de la

pagina 106 del subtema “Transmision de energia”, se concluye que

1 p?
Predia = EA ;Lgx

(4.207)
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Velocidad de fase y de grupo

Velocidad de fase

La velocidad de fase es lo que se ha denominado velocidad de propagacion. Si se
observa en la imagen 4.35 es una onda representada en diferentes instantes de
tiempo. Si se toma un punto P, se puede notar que en cada una de las posiciones
tienen la misma fase en los distintos instantes de tiempo. La velocidad con la que
avanza ese punto P es la velocidad de fase que a su vez también es conocida como

la velocidad de propagacion de la onda.

P Py P

o~
~
.

=~
N

t =1,

~

Figura 4.35. Onda en diferentes instantes de tiempo. (Modificada de
Reyes, S. 1976).

Si se considera una onda de la forma
y = Asen(kx — wt)
Donde, la fase se considera constante
kx — wt = constante (4.208)

Si se deriva 4.208 con respecto al tiempo

kdx dt_o
ac W ar

I dx _
a VT
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kE=W
dx_w -
dt k=
w
v = (4.209)

Se concluye que la expresion 4.209 es la velocidad de fase.
Velocidad de grupo

Para poder conocer qué es la velocidad de grupo, se introducen dos conceptos muy

importantes: armonico y dispersion.

Normalmente, en la practica, los agentes externos que perturban a un sistema no
presentan ni producen en el sistema una forma sinusoidal, sino que presentan
formas complejas, por lo tanto, el movimiento (o la onda) producido tendra también
una forma compleja. Sin embargo, bajo determinadas condiciones, se puede
demostrar que una funciébn matematica se puede representar como la suma infinita
de sinusoidales con distintas frecuencias, amplitudes y fases iniciales. Por lo tanto,

si se tiene una determinada funcion de una variable U se puede demostrar que

FW0) = Ansen(w,U + g,)
n=0

En donde para cada valor de la variable “n”, se obtendra una amplitud 4,, una
frecuencia w,, y una fase inicial ¢,,, que definen una de las sinusoidales de la suma.
Cada una de estas sinusoidales recibe el nombre de arménicos y la sinusoide de

menor frecuencia se denomina “frecuencia fundamental”.

Por otra parte, se denomina dispersion al fendbmeno en el que se observa una
dependencia entre la velocidad de propagacion de las ondas con respecto a la
frecuencia de las mismas, a su vez, los medios que producen este fendbmeno se les

conoce como medios dispersivos.
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Cuando una onda se propaga en un medio dispersivo, ocurre Como consecuencia
el fendmeno de dispersion, por lo que cada uno de sus arménicos se propaga a una
velocidad de fase diferente (ya que tienen diferentes frecuencias). Estas ondas que
viagjan a diferentes velocidades en un medio dispersivo se componen formando
grupos, que viajan a una velocidad distinta que, a cada una de las velocidades de
fase de cada arménico, esta velocidad se le conoce como velocidad de grupo. La
energia que transporta una onda no se propaga a la velocidad de fase de cada uno

de los armoénicos, sino que se propaga a la velocidad de grupo.

Para comprender mejor lo que es la velocidad de grupo se analizara el siguiente
ejemplo. De acuerdo con Reyes (1976), se supone que se tienen dos ondas que se

propagan en un medio dispersivo. Una onda tiene una velocidad de fase v, y una
longitud de onda 4, mientras que la segunda onda tiene una velocidad de fase vy +
Avy y una longitud de onda A + AA. Esto se puede observar en la figura 4.36, en la

cual también se puede observar la resultante de la composicion de ambos

movimientos.
Y
AN A
H—ﬂd—*
a [I) C
—»
Vf + Avf
4

Figura 4.36. Ondas que se propagan en un medio dispersivo con su
resultante (linea punteada). (Modificado de Reyes, S. 1976).

De acuerdo con la figura 4.36, la onda resultante (linea punteada de color verde) se
le conoce como grupo, y la velocidad con la que viaja esta onda se le conoce como

velocidad de grupo.
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En la resultante se observa un punto de maxima amplitud donde las dos ondas se
refuerzan. Esta resultante es la que recibe el nombre de grupo y la velocidad con
gue avance ese punto de maxima sera la velocidad del grupo. El punto a que
pertenece a la onda mas rapida tardara un cierto tiempo en alcanzar el punto b de
la onda mas lenta, cuando esto suceda, el maximo estara en el punto b y no en el

punto ¢ como esta ahora (Reyes, 1976). Ese intervalo de tiempo sera

At = A 4.210
La distancia recorrida por el grupo
Axg = Axp — A (4.211)
Donde x; es el punto de fase constante, entonces
Ax, = AvyAt (4.212)
Axy = AveAt (4.213)

Si se sustituyen las ecuaciones 4.212 y 4.213 en la ecuacion 4.211

Angt = Avat -1

En donde,
vat - A
Yo = T A
A
Ug = Uf — A_t
Pero se sabe que
Af = AA
- AVf
Por lo tanto
A
Vg =Vr T Ay
Bvy
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Ug = vf - AL
A'Uf
Ug = 'Uf - AA_/l (4214)

Ug = ‘Uf — E (4215)

De acuerdo con Reyes (1976), se puede concluir que

dvf

Si i <0 - v, >vf = Dispersion anomala

v
Si d_){ >0 - v, <vf = Dispersion normal

Esto se puede observar en la figura 4.37

Vg Vr

A z

@ A ® .

Figura 4.37. Caracteristicas de los medios dispersivos.
(Fuente: Reyes, S. 1976).

Se toma en cuenta que

/1_277
Tk

La ecuacion 4.215 se puede expresar como

2n dvy
BTC
k
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dk 1 dvy

BT

Pero

1
d(y) = -1k
k

Se sustituye 4.217 en 4.216

Vg (”fk)a
Pero
w
vy = T ow= vfk
Por lo tanto,
_ dw
Yo T dk

La expresion 4.219 es la definicién de la velocidad de grupo.

Si no existe dispersion, esto implica que

(4.216)

(4.217)

(4.218)

(4.219)
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Por lo que

di
dvf
Ug = 'Uf - H
vy = vp — A(0)
Vg = Vr

(4.220)

Se concluye que, si la velocidad de grupo y la velocidad de fase son iguales, no

existe dispersion.

Batimientos

Cuando dos ondas de frecuencia ligeramente distinta que se propagan en una

misma direcciébn se superponen, el resultado de la composicibn de ambos

movimientos se puede calcular sumando cada uno de estos. Como resultado se

obtiene un movimiento en el que la amplitud aumenta y disminuye peridédicamente.

A este fendbmeno se le conoce como batimientos o pulsaciones.

Y

Onda 1 == Onda 2 =

A RAAAAIAARND

VWAV U

Figura 4.38. Superposicion de dos ondas que producen un batimiento.

/\/\/\AA /\M/\M X
AN

(Modificado de Reyes, S. 1976).
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De acuerdo con Reyes (1976), se puede estudiar matematicamente los batimientos
si se consideran dos ondas sonoras (expresadas a través de la presion) cuyas

ecuaciones son las siguientes:
P1 = Po cos(kyx — wyt)
P2 = Do cos(kyx — wyt)
Se considera la superposicion cuando x = 0,
P1 = Po COS(W1t) (4.221)
P2 = Po cos(wyt) (4.222)
Si se suman las ecuaciones 4.221y 4.222, p, + p,, se tiene como resultado
Po cos(w;t) + p, cos(w,t) (4.223)

Considerando la suma de cosenos

cos(A) + cos(B) = 2cos (A ; B) cos (A -; B)

Se reescribe la ecuacion 4.223

Wy —w w; +w
p = 2p,cos (%) t cos (%) t (4.224)

Que también se puede expresar como

p = 2p,cos2n (fl ;fz) ¢ cosom <f1 ‘;fz) " (4.225)

La ecuacion 4.225 es el producto de cosenos, por lo que se puede considerar que

_|_
p = Acos2m <f1 > fz) t

Donde

fi _fz)t

A= 2p0C052T[< >
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. . ., . . . +
Esto quiere decir que la ecuacion 4.225 es una cosinusoide de frecuencia flz—fz cuya

amplitud varia a una cosinusoide de frecuencia flz;fz Esto se puede observar en la

figura 4.39, ya que la linea punteada (menor frecuencia) determina la amplitud de la

linea continua (mayor frecuencia).

}' @ - == = = Amplitud @

>

Figura 4.39. Batimiento. (Modificado de Reyes, S. 1976).

También en un periodo T de la funcién coseno de menor frecuencia existiran dos

maximos en la amplitud resultante. Por lo que en un segundo lo que ocurre en un
fi-f2
2

un valor maximo un nimero de veces dado por:

periodo T se repetira veces. Por lo que en un segundo la amplitud alcanzara

2 (%) = fi-f, (4.226)

De acuerdo con Reyes (1976), se puede concluir que:

Si dos ondas de frecuencia f; y f, Se superponen en un mismo punto en el espacio,

el nimero de batimientos por segundos resulta ser:
Numero de batimientos = f, — f;

El fenomeno de batimiento también se puede encontrar en el apartado 4.1.1.7 del

estudio del movimiento oscilatorio.
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Efecto Doppler
Cuando una fuente o un observador se encuentran en movimiento relativo, el tono
percibido por el observador no es el mismo que cuando la fuente o el observador

estan en reposo o cuando uno de ellos esta en movimiento.

Se recuerda que el tono es una cualidad del sonido que determina si el sonido para
determinar si un sonido es grave o agudo, esta variacion del tono depende de la

frecuencia de las ondas.

De acuerdo con Reyes (1976), el efecto Doppler se define como la variacion del
tono de un sonido (que depende de la frecuencia) que percibe el observador,

causado por el movimiento relativo entre la fuente sonora y el observador.

Sin embargo, el efecto Doppler no sélo se produce en el sonido sino para cualquier
caso en el que exista una onda con un movimiento relativo entre la fuente y el
observador. Por lo que de manera general el efecto Doppler se define como el
cambio de la frecuencia de una onda causado por el movimiento relativo entre la

fuente de la onda y el receptor.

Para determinar algunos parametros, se

considerara la figura 4.40 en la que se

encuentra un observador L con una

velocidad v,, el cual se encuentra a la

@ () () d jzquierda del foco S que tiene una
velocidad wv,, para este caso,
estableciendo un sistema de referencia,

las velocidades v, y v, se encuentran

en la misma direccion, coinciden con la

recta que los une y se considera un

Figura 4.40. Representacion del efecto . .
Doppler. (Fuente: Reyes, S. 1976). sentido positivo de v, a v, por lo que

también las velocidades seran positivas
(Reyes, 1976).

126



Segun la figura 4.40 en el instante t = 0 la fuente se encuentra en el punto a y en
un instante posterior se desplaza al punto b. La circunferencia exterior representa
el frente de onda en el instante t = t. El centro de este frente de onda se encuentra
en el punto a y todos sus puntos se propagan hacia afuera en el sentido de del radio
a una velocidad ¢ (Reyes, 1976). Por lo tanto, de la figura 4.40 se pueden plantear

las siguientes relaciones:
bd = ct — vt = t(c — vs) (4.227)
eb = ct + vt = t(c+ vy) (4.228)

En un tiempo t el numero de ondas emitidas por la fuente sera f;t donde f; es su
frecuencia. Por el efecto del movimiento, en el espacio bd las ondas se comprimen,
y en el espacio eb las ondas se dilatan. Por lo que existe una variacion en la longitud

de onda detras y delante de la fuente.

Se sabe que

1= v
f
La longitud de la onda delante de la fuente

t(c—vy) c—vs

A = =
' fst fs
C — Vs
A = (4.229)
fs
La longitud de onda detras de la fuente
t(c+vy) c+vg
AZ = =
fst fs
¢+ v
Ay = (4.230)
fs

Por otra parte, con relacién al observador, la velocidad de las ondas que se acercan
él tendran una velocidad de ¢ + v,. Tomando en cuenta que ¢ = Af, para este caso,

la frecuencia que percibe el observador f;, la longitud de onda sera la calculada
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detras de la fuente y la velocidad relativa de la onda respecto al observador ¢ + v,

se puede plantear lo siguiente
c=Af

C + v f

—  JL
fs

ctv, c+ug

fi fs

La expresion 4.231 relaciona la frecuencia que percibe el observador con la

C+UL=

(4.231)

frecuencia que emite la fuente: explicar la relacion y esta relacién es valida para
otros casos, siempre que se apliquen las mismas condiciones entre el observador y

la fuente.
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4.1.2.2 Reflexion de ondas viajeras

Reflexién y transmision en una discontinuidad

Se ha analizado la propagacion de las ondas con las mismas propiedades en cada
punto del medio, conocidos como medios infinitos, sin embargo, esto no existe en
la practica, ya que realmente los medios son finitos y las propiedades del medio

pueden cambiar en diferentes partes del medio.

En un medio existen zonas con diferentes propiedades, la parte en la cual cambian
esas propiedades se le conoce como discontinuidad, ejemplos en ondas
transversales son la unién de dos cuerdas con diferente densidad lineal de masa,
una cuerda atada a una pared, el extremo libre en una cuerda, entre otros. Por otra
parte, ejemplos en ondas longitudinales en un fluido son el cambio de densidad de
un fluido, su médulo de compresibilidad o que exista una frontera (recipiente). Estos

ejemplos se pueden observar en la figura 4.41.

Extremo fijo
de una cuerda

b
Extremo libre

de una cuerda
Unién de dos cuerdas

Extremo abierto
de un piston

Extremo cerrado
de un pistén

Figura 4.41. Ejemplos de discontinuidades. (Modificado de Reyes, S. 1976).
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El objetivo es analizar la propagacion de ondas cuando se presenta una
discontinuidad. Inicialmente se analizan las condiciones de frontera en la

discontinuidad. Para esto se tomara como ejemplo una cuerda.

Medio 1 | +x Medio 2

P1 0 P2

Punto de discontinuidad

Figura 4.42. Dos cuerdas unidas con distintas densidades
lineales. (Fuente: Reyes, S. 1976).

En la figura 4.42 se puede observar una cuerda en la cual se propaga una onda,
esta cuerda esta formada por la unién de dos cuerdas con diferente densidad lineal
de masa. ¢ Qué sucede si se propaga una onda de izquierda a derecha? Es decir,
del medio uno al medio dos. Al llegar la onda al punto de discontinuidad ¢ transmite

energia al medio dos ocasionando un movimiento ondulatorio? (Reyes, 1976).

Se debe recordar que, al ser medios distintos, sus propiedades son diferentes, por
lo tanto, la velocidad de propagacion es diferente en cada medio. Ahora, el punto
de discontinuidad al estar en la frontera de ambos medios tendréa el efecto de dos

ondas, este efecto produce un movimiento Unico en el punto de discontinuidad.

Es incongruente que por los efectos de la onda en el medio uno el punto de
discontinuidad oscile de una forma diferente a la que oscilaria cuando la onda se
propaga en el medio dos. Esta condicion se expresa matematicamente de la

siguiente forma:

Vilx=0 = Y2lx=0 (4.232)

Se plantea la igualdad de ambas elongaciones, es decir, de las elongaciones
producidas en el medio uno y en el medio dos, y se toma como sistema de referencia
el punto de discontinuidad. Esto significa que la elongacién en el punto de
discontinuidad sera la misma cuando la onda se propaga en el medio uno y que

cuando se propaga en el medio dos.
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Ahora, se analiza la pendiente en el punto de discontinuidad (x = 0). En el cual se
pueden dar dos posibilidades, la primera es que existan dos pendientes y la

segunda, que exista unicamente una pendiente. Esto se observa en la figura 4.43.

— +—
Medio 1 Medio 2
Medio 1 Medio 2
(a) (b)
Dos pendientesenx = 0 Pendiente tinicaenx = 0

Figura 4.43. Posibles pendientes que se pueden presentar en la cuerda.
(Fuente: Reyes, S. 1976).

Con respecto al primer caso, en donde existen dos pendientes, se toma un elemento

infinitesimal de masa dm alrededor del punto (x = 0), dibujando el diagrama de

dm

cuerpo libre se observa que sobre dm actian dos tensiones
(Figura 4.44), por lo que la resultante sera finita lo que
provoca una aceleracion infinita al actuar sobre el elemento
infinitesimal de masa, lo cual desde el punto de vista fisico

no es valido, por lo tanto, en x = 0 la pendiente debe de
T T

. . ser Unica, es decir, la pendiente de la izquierda y de la
Figura 4.44. Diagrama de P 9 y

cuerpo libre. (Modificado  derecha debe de ser la misma en x = 0. (Reyes, 1976).
de Reyes, S. 1976).

Matematicamente se expresa como:

o,
0x

_ o
x=0 0x

(4.233)

x=0

Se concluye que las expresiones 4.232 y 4.233 son las condiciones de frontera de

un punto de discontinuidad de una cuerda.

Hasta este punto, solo se han asumido dos ondas, la que se propaga en el medio
uno, que se le conoce como “onda incidente” y la que se propaga en el medio dos,
que sera la “onda transmitida”, pero ¢ Son suficiente una onda incidente y una onda
transmitida para satisfacer las condiciones de frontera en la discontinuidad? (Reyes,
1976).
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Para poder contestar la pregunta anterior se asume que las ecuaciones de la onda

incidente y transmitida son las siguientes:
y; = Yisen(k;x — w;t)
ye = Yisen(kyx — wet)
Si se aplica la primera condicién de frontera
Yilx=0 = ¥tlx=0
Y:sen(w;t) = Y.sen(w;t)

De acuerdo a la igualdad 4.236

Yi=Y;
Wi = Wy
De la segunda condicion de frontera
v _on
0xly=0 0xlx=0

Se realizan las derivadas parciales de 4.234y 4.235

% = Yk;cos(k;x — w;t)
ax L' l l
dy
a_xt = Y k.cos(kix — w;t)
Ahora, cuando x = 0
ay,;
a—xl . = Y;k;cos(w;t)
0y,
7t =Y,
axl._, “k.cos(w,t)

De la segunda condicion de frontera se tiene que

Yik;cos(w;t) = Yik.cos(w,t)

(4.234)

(4.235)

(4.236)

(4.237)

(4.238)
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De acuerdo con la igualdad 4.238

Yik; = Yk,
Pero, segun 4.239
Yi=Y;
k; = k;

Por lo que la igualdad 4.240 se transforma en

w; W

a e
Segun 4.237

wW; = Wy
Por lo tanto

C; = Ct

(4.239)

(4.240)

(4.241)

Donde c¢; es la velocidad de propagacion del medio uno y ¢;, la velocidad de

propagacion del medio dos, se recuerda que ya se menciond anteriormente que, si

se tienen medios con distintas propiedades, por ende, la velocidad de propagacion

es distinta en cada medio, lo cual es contradictorio con la expresién 4.241. Por lo

tanto, esto responde a la pregunta anterior teniendo como respuesta que:

De acuerdo con Reyes (1976), una onda incidente y una onda transmitida no son

suficientes para satisfacer las condiciones de frontera en el punto de discontinuidad.

Cuando una onda se encuentra con una discontinuidad en el medio no toda la

energia se transmite al otro medio, sino que hay una parte que se refleja en el primer

medio. Por tal motivo se asumiran tres ondas en vez de dos:
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Cuando una onda incidente se propaga a través de una discontinuidad una parte de
la energia se transmite al medio dos y otra parte de la energia se refleja en el medio

uno.

Las ecuaciones de las ondas incidente, transmitida y reflejada son las siguientes:

y; = Yisen(k;x — w;t) (4.242)
ye = Yisen(kix — wit) (4.243)
v, = Y.sen(k,x — w,t) (4.244)

El signo positivo de la ecuacion de la onda reflejada indica que se propaga en

sentido contrario a la onda incidente.

F
B A
Medio 1 Medio 2
| P aVaW 3 Y aVa W s

]

N VAVAN

Figura 4.45. Esquema de propagacion de las ondas incidente,
reflejada y transmitida. (Fuente: Reyes, S. 1976).

Con lo que ya se definié anteriormente, se realiza nuevamente otra pregunta, ¢son
suficientes una onda incidente, transmitida y reflejada para satisfacer las

condiciones de frontera en un punto de discontinuidad? (Reyes, 1976).

Se aplican nuevamente las condiciones de frontera, pero ahora considerando las
tres ondas. Ahora, la elongacion del medio uno (lado izquierdo), sera la suma de la
onda incidente y la reflejada, mientras que en el medio dos (lado derecho) seré

Gnicamente por la onda transmitida.
Con la primera condicion de frontera se tiene que
Yilz=0 + ¥rlx=0 = ¥Ytlx=0 (4.245)
Y, tomando en cuenta las ecuaciones 4.242, 4.243 y 4.244
Yilx=0 = Yisen(k;(0) — w;t) = Yisen(—w;t)
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Vrlx=0 = Yrsen(k,(0) — w;t) = Y.sen(w;t)

Velx=0 = Yesen(k,(0) — wet) = Ysen(—w;t)

Por lo tanto, la expresion 4.245 toma la forma

—Y;sen(w;t) + Y,.sen(w,t) = =Y.sen(w;t)

(4.246)
Y, con la segunda condicion de frontera
dy; 9] d
Iyyf Oy _ Oy (4.247)
ox x=0 0x x=0 0x x=0
Se realizan las derivadas parciales de 4.242, 4.243 y 4.244
v
aj;l = Y;k;cos(k;x — w;t)
d
% = Y, k,cos(k,x + w,t)
d
% = Y.k.cos(k;x — w;t)
Ahora, cuando x = 0
dy;
2t =Yk ;
x|, k;cos(w;t)
0y,
a_xr . = Y,.k,.cos(w,t)
0y,
7 =Y,
x|, “k.cos(w,t)
Por lo que la expresion 4.247 toma la forma
Yik;cos(w;t) + Y. k,.cos(w,t) = Y;k.cos(w,t) (4.248)

La frecuencia de una onda depende del agente externo, y no cuando se encuentra
con una discontinuidad, por lo tanto

W, =W, =W, =W (4.249)
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Tomando en cuenta la relacion 4.249, las ecuaciones 4.246 y 4.248 se transforman

en
(Y; — Y, )sen(wt) = Y.sen(wt) (4.250)
(Yik; + Y, .k,)cos(wt) = Y k.cos(wt) (4.251)

Para que se cumpla 4.250 y 4.251, debe suceder que
Y,—Y, =Y, (4.252)
Yik; + Y,k = Yok, (4.253)

Si se divide la ecuacion 4.253 entre w
k;
YiW+Yr—= Y, — (4.254)

Pero se debe recordar que

. (4.255)

La expresion 4.255 es el inverso de la velocidad en el medio uno de la onda

incidente, por lo que se debe cumplir lo siguiente

==

S |

W

Que el inverso de la velocidad de la onda incidente sea igual que el de la onda
reflejada, debido a que ambas se propagan en el mismo medio y por consecuencia

tiene que ser la misma, por lo que también se concluye que
ki=k, + k;
Debido a que k; se propaga en el medio dos.

Entonces, la ecuacion 4.254 se puede expresar como
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Pero, seguin 4.252

Por lo tanto

Se agrupan los términos

Y(l 1)—Y( 1
iC1 Cy T €1

Se resuelven las fracciones dentro del paréntesis

Cl - C2 Cl + CZ
Y; =Y,
€106 €16

(Cl - Cz)
C1Cy J _
Yi (c1 + Cz) =t
€162
(C1 - C2)
cqC
Y, = 172

i (cl + cz)
€162

_ ¢ — Cx(102)
' ¢+ cx(cq103)
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T

Ahora, a diferencia del caso anterior, en vez de sustituir Y;, se sustituye Y,

Cl_CZ

"ei+ ¢y

V=Y. =Y
Y, =Y, ¥,
eryi_yt

Por lo tanto, la ecuacién 4.252 se expresa como

Y, Y,-Y, Y
C1 C1 _Cz
Se agrupan los términos
Y, Y, % Y
1 G C1_C2
, Y, Y Y
1 C1_Cz 1
Y; 1 1
Len(ied)
1 G (O
Se resuelven las fracciones
ZYi (cl+c2)
C1_ ¢ C1C;
2,
Cq
c+cy Ye
€16,
2,
__ G
Y 1+ ¢y
€16y
2Y;ci1¢o

t = T T N
c1(c; +¢3)

(4.256)
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O también se puede expresar como

L=

_ 2Yi
t— cLtcy

2c,

cLtcy

i

(4.257)

Por lo que las ecuaciones 4.256 y 4.257 expresan la relacion que existe entre las

amplitudes de la onda reflejada y transmitida con la onda incidente.

Por otra parte, para el caso en el que ¢; = ¢,, Se toman en cuenta las ecuaciones

4,256y 4.257.
C1— (¢
Y, =Y,
r o
0
Y Yif
1
0
Y Yif
1
0
=g
1
Y, =Y;(0)
Y, =0
Ahora,
2C
Yo=——Y,
¢, + ¢
2¢q
Y, = oo N
1
Y, = (DY,
Y=Y,

(4.258)

(4.259)
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De acuerdo con las expresiones 4.258 y 4.259 si la velocidad es la misma, no existe
onda reflejada, por lo que se concluye que no hay alguna discontinuidad en el

medio.

Una vez obtenidos los resultados anteriores se puede dar una respuesta a la

pregunta formulada anteriormente:

De acuerdo con Reyes (1976), una onda incidente, una onda transmitida y una onda
reflejada son suficientes para satisfacer las condiciones de frontera en el punto de

discontinuidad.

Del andlisis realizado anteriormente, también se puede decir que, de acuerdo con
el principio de superposicion, la amplitud resultante del medio uno seré la suma de
las amplitudes de la onda incidente y reflejada, y en el medio dos serd Unicamente

la amplitud de la onda transmitida.

Por ultimo, se realizara un ejemplo acerca de como se distribuyen las potencias en

cada una de las ondas vistas en los ejemplos anteriores.

De acuerdo con la figura 4.45 se supondra una onda incidente, que se propaga de

izquierda a derecha tiene una ecuacion dada por:
y; = Y;sen(k;x — wt)

De igual manera se supondra que los medios uno y dos son tales que en ellos se

cumple que:

C2 == 2C1
Si se utilizan las relaciones 4.256 y 4.257, y sustituyendo que ¢, = 2¢;, Se obtiene
que

_ 2'2C1

v,.=—""1y
E e+ 20 "

4o

Y, = :
t 3C11
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4
Y, =3% (4.260)

Por otra parte

1
Y, =-3¥, (4.261)

Por lo tanto, las ecuaciones de la onda reflejada y transmitida toman la siguiente

forma

4
Y, = §Yisen(ktx — wt)

1
Y, =— §Yisen(er — wt)
Tomando en cuenta que k, = k;
1
Y, =— §Yisen(kix — wt)

La forma del sistema se puede observar en la figura 4.46
Y
C2
Cy T
Onda incidente
€1
Onda reflejada

0i+0r

Elongacion
S
<

Onda transmitida

Figura 4.46. Sistema resultante. (Modificado de Reyes, S. 1976).

De acuerdo con la ecuacién de la potencia media

1 2
Predia = 5 TWkA

141



La potencia media que se transporta de izquierda a derecha de la onda incidente,

donde se toma en cuenta que k = Cﬁ

1

P, = ETwayl2
1 Y2
P ==-Tw?—
2 C1

es,
1 W,
P —1T 2 Y 4.262

Pero, se recuerda que la amplitud de acuerdo con la ecuacién 4.260 es %Yi y que

2c; = c,. Si se realizan las operaciones algebraicas correspondientes, se tiene que

4 2
1 = (3")
2 16 2
=3, (4.263)
Se sustituye 4.263 en 4.262

16

Po=it LR

t=2" T,

1 ,16Y7

1

Por lo tanto, la ecuacién 4.264 se puede expresar como

P, ==Tw?2-—L (4.265)
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La potencia media que se transporta de derecha a izquierda por la onda reflejada

es,
1 W,
Pr:ETWaYr
P = 1T 20 4.266
T_Z w Cl ( . )

. s 1 .
Pero, se recuerda que la amplitud de acuerdo con la ecuacion 4.261 es _EYi' Sise

realizan las operaciones algebraicas correspondientes, se tiene que

1 2
= (-3")

2 1 2
=3 (4.267)

Si se sustituye la ecuacion 4.267 en 4.266

1
P —1T Zgyiz (4.268)
T2 o '
Por lo tanto, la ecuacion 4.268 se puede expresar como
P. = ! Tw? ! Yiz 4.269
r=2'"W g o3 (4.269)

Ahora, la potencia neta transmitida de izquierda a derecha en el medio uno es la

siguiente

1 Y2 1Y?
P, — P. = =Tw? <L - —L>

P,—P.=-Tw?-—L (4.270)

Se puede observar que el resultado de la potencia neta es igual a la potencia de la
onda transmitida, esto es debido a que no existen agentes disipativos y por lo tanto

la energia se conserva.
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Reflexién de un extremo fijo y en uno libre: onda estacionaria

Reflexién en un extremo fijo

Ahora, se realizaran analisis de casos de limites de discontinuidades que se

encuentran en la practica, por ejemplo, un extremo fijo, el cual es el caso de una

cuerda que se encuentra atada a una pared. Desde el punto de vista fisico se puede

decir lo siguiente:

¢ No hay onda transmitida, esto debido a que la pared se considera un medio

completamente rigido por lo que no oscila, es decir, desde el punto de vista

matematico, una pared rigida es un medio con densidad lineal infinita.

e Toda la potencia de la onda incidente la tomara la onda reflejada por lo que

tendran la misma amplitud.

e Sila unién de la cuerda a la pared esta fija, en todo instante de tiempo se

supondra que los efectos incidente y reflejada (en la unién de la cuerda y la

pared) se anularan.

En un medio que presenta las caracteristicas mencionadas anteriormente, en

donde,

Figura 4.47. Pared, medio que se considera
completamente rigido. (Fuente: Reyes, S. 1976).

Si se hace uso de las ecuaciones 4.256 y 4.257

ci—C 2c
1 2 Y, = 2y

Y. =Y, =
r g4t

Yoy + ¢y
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Pero, se toma en cuenta que ¢, = 0

_,a—(0) . 2(0)
Y, =Y ———= t =Y
¢; + (0) ¢, +(0)
C1 0
YT‘:Yla Yt=aYz
Y, =, Y, =0

Se supondra que en el medio uno, la cuerda avanza hacia la derecha, por lo que

ecuacion de onda incidente es

y; = Ysen(kx — wt) (4.271)
La ecuacion de la onda reflejada sera

¥y = Ysen(kx + wt) (4.272)

El punto O (el punto de discontinuidad), que se encuentra en x = 0, sera en virtud

de la onda incidente
y; = —Ysenwt = Ysen(wt + 180°)
Y la onda reflejada en ese mismo punto
y, = Ysenwt

Si se suman las amplitudes la componente resultante sera nula en el punto de

discontinuidad en todo instante de tiempo, por lo que se concluye que:

Una onda incidente que avanza en una cuerda, al encontrarse un extremo fijo, se
refleja de modo que la onda reflejada tiene la fase invertida con relacion a la onda
incidente (una inversion de fase de una onda con respecto a la otra, significa que

entre las fases de cada una de ellas hay una diferencia de 180°) (Reyes, 1976).

La elongacion (amplitud) resultante y, en cualquier punto e instante de tiempo es

y=yi+w

En donde y; vy y,, son las ecuaciones 4.271y 4.272
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y = Y[sen(kx — wt) + sen(kx + wt)] (4.273)
De acuerdo con la siguiente identidad trigonométrica de la funcién seno
sen(a + b) + sen(a — b) = 2sen(a)cos(b)
Por lo que la ecuacion 4.273 se puede expresar como
y = 2Ysen(kx) cos(wt) (4.274)

La ecuacion 4.274 es la onda resultante de la superposicion de la onda incidente y
la onda reflejada, la cual se conoce como onda estacionaria. Las caracteristicas de

la onda estacionaria son diferentes a las de la onda viajera.

Y
..
DIV — Extremo fijo
o
b=
Q Onda incidente
on X
g Onda reflejada
H Onda estacionaria

Desplazamiento (rads)

Figura 4.48. Composicion de una onda estacionaria. (Modificado de Reyes, S.
1976).

En la figura 4.48 se puede observar que la onda de trazos representa la onda
incidente propagandose a la derecha y la onda punteada representa a la onda
reflejada propagandose a la izquierda, la linea continua de color verde es la onda

resultante.

Cuando en un mismo medio se superponen dos ondas viajeras (una incidente y una
reflejada) de igual frecuencia y amplitud, viajando en sentidos contrarios, la onda

resultante es una onda estacionaria (Reyes, 1976).
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La ecuacion 4.274 se puede reescribir como
y = [2Ycos(wt)]sen(kx) (4.275)

Donde [2Ycos(wt)] es la amplitud que varia con el tiempo de la sinusoide sen(kx).
En la figura 4.49 se puede observar la gréfica de la ecuacion 4.275 en distintos

instantes de tiempo.

Y
A \Y
wt1=0°
wt2=60° N
N
— wt3=90° " N X

wt4=120°

wt5=180°

V=vientre N=Nodo

Figura 4.49. Onda estacionaria en diferentes instantes de tiempo. (Modificado
de Reyes, S. 1976).

En la figura 4.49 que la onda no avanza, Unicamente cambia de amplitud conforme

transcurre el tiempo, por tal motivo recibe el nombre de onda estacionaria.

Todos los puntos en los cuales sen(kx) = 0 estaran en reposo, es decir los que

corresponden a

kx=nm, n=0123,.

Donde
- 4.276
Se toma en cuenta que
I = 21
)

Por lo tanto 4.276 se puede expresar como
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l\)|§

1
A

nAi
X = > n=20123,.. (4.277)

Estos puntos se les conoce como nodos, y por otra parte, existen puntos de

elongacion maxima que reciben el nombre de antinodos o vientres, y ocurren

cuando
sen(kx) = +1

Es decir,

T

kx = (2n + 1)5 n=+0,123,.. (4.278)
Donde si
k= 2T
T

La ecuacion 4.278 se expresa como
21 T
o x= 2n+ 1)5
T A
=Q2n+1)=—
x=02n+ )2 o

x=(Qn+ 1)% (4.279)

Entre un nodo y otro, asi como entre un vientre y otro, existe una distancia de media
longitud de onda. También se puede observar que cuando se superponen una onda
incidente y una onda reflejada, en los vientres las amplitudes se refuerzan y en los

nodos las amplitudes se destruyen.
Reflexién en un extremo libre

Otro tipo de discontinuidad en una cuerda con el que se puede encontrar una onda

en propagacion es un extremo libre, el cual puede ser diferentes formas como:
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Pasador sin friccién Cuerdaconp =0

o

Medio 1 | x Medio 2

() (b)

Figura 4.50. Discontinuidades con extremo libre en una cuerda. (Fuente: Reyes, S. 1976).

Elinciso a) de la figura 4.50 muestra una condicién de frontera que puede realizarse
atando una cuerda través de una “argolla o pasador” a un eje vertical sin friccion y
el inciso b) muestra la unién de dos cuerdas, con diferentes densidades lineales de

masa, una en particular muy fina, para considerarla despreciable, p = 0.

Para el siguiente ejemplo, se considerard uno como el b), en el cual la primera

cuerda tiene una p = finita y la segunda cuerda tiene una p = 0. Por lo tanto,
pz == O oo C2 = 00

Se hallaran las relaciones entre la amplitud y las ondas incidente, reflejada y

transmitida.

Se tienen las ecuaciones 4.256 y 4.257

€1 —C

)

2c,

o te !

Y

Debido a que ¢, — o se divide el numerador y denominador entre ¢, para poder

evaluarlas. Primero con la amplitud de la onda reflejada,

L &

C; G

Y. =Y =~—>+=
r i C_l C_Z
C €
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B 1
Yr=Yici 1
3+

Por otra parte, con la amplitud de la onda transmitida,

Sic, - o0

26

__ %
et
G2 &
Y, = 2 Y;
t—c_l—i
C2+1
&
eryigo—

1
241
Y; 2 Y,
t:C‘l—i
o+1

. Por lo que las ecuaciones 4.256 y 4.257 quedan como

Si se toma en cuenta que la onda avanza hacia la derecha con la ecuacion

-1

=

Y, ==Y
2

Y =IYi

Y, = 2,

y; = Y;sen(kx — wt)

La onda reflejada tendra la siguiente forma

Vy = Y.sen(kx + wt)

(4.280)

(4.281)

(4.282)

(4.283)
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Si se toma en cuenta la expresion 4.280, la ecuacion 4.283 se reescribe como
Yy = —Y;sen(kx — wt) (4.284)
El movimiento en el punto de discontinuidad, x = 0, para la onda incidente sera
Yilx=0 = Yisen[k(0) — wt]
Yilx=0 = —Yisen(wt) (4.285)
Para la onda reflejada, de acuerdo con la expresion 4.284 se tiene que
yr = —Y;sen(kx + wt)
El movimiento en x = 0 para la onda reflejada sera
Yrlx=0 = —Y;sen[k(0) — wt]
Yrlx=0 = —Yisen(wt) (4.286)
Por lo tanto,
Ylx=0 = Yilx=0 + ¥rlx=0
Ylx=0 = —Y;sen(wt)—Y;sen(wt)
Ylx=o = —2Y;sen(wt) (4.287)

Se concluye que las ondas al reflejarse en un extremo libre lo hacen con la misma
fase por lo que se refuerzan, es decir, se superponen en esos puntos (punto de

discontinuidad). Esto se puede observar en la figura 4.51.

Sin embargo, un medio con p = 0, es una consideracion tedrica ya que en la practica
esto no se considera de esa forma debido a que si p = 0 - ¢, = o en t=0, por lo

que la cuerda del medio dos estd en movimiento todo el tiempo.
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Medio 2

—r ——» Extremo libre

Onda Incidente

Onda Reflejada

Elomgacion
>

Onda Estacionaria

Desplazamiento (rads)
Figura 4.51. Onda estacionaria en un extremo libre de una cuerda. (Modificado
de Reyes, S. 1976).

Ahora, la elongacion resultante de la cuerda en el medio uno sera de acuerdo al

principio de superposicion
Y=yt
y = Y[sen(kx + wt) — sen(kx — wt)] (4.288)
De acuerdo con la identidad trigonométrica
sen(a + b) — sen(a — b) = 2 cos(a) sen(b)
La ecuacion 4.288 se reescribe como
y = 2Ycos(kx)sen(wt) (4.289)
Que, también, se puede reescribir como
y = [2Ysen(wt)] cos(kx) (4.290)

En el caso del extremo libre, la onda incidente y reflejada se superponen para formar
una onda estacionaria cosinusoidal con una amplitud que varia 2Ysen(wt). Cuando

x = 0 hay un vientre al contrario en el caso del extremo fijo.
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Reflexion de ondas compresivas. Extremo abierto y extremo cerrado: onda

estacionaria.
Caso del extremo abierto

Al igual que en el caso de las ondas transversales, las ondas longitudinales se
reflejan cuando se encuentran con una discontinuidad y su propagacion depende
del tipo de esta. Las discontinuidades pueden ser un tubo con extremo abierto o

cerrado, o el cambio de densidad de un medio a otro.

Para este caso se analizara de forma descriptiva un tubo con extremo abierto y
cerrado, en este caso se puede analizar con ondas de presion y ondas de

elongacion.

En el primer caso se tendra el extremo abierto de un tubo y una onda que se propaga
de izquierda a derecha, al llegar a la discontinuidad, el extremo derecho al ser
abierto presenta un cambio de caracteristicas en el medio, por lo tanto, habra una

reflexion.

.

Medio 1 Medio 2

Figura 4.52. Extremo abierto de un tubo. (Fuente: Reyes,
S. 1976).

En el caso de la presion, en el punto de discontinuidad, esta fijada por el medio
exterior, por lo que no habra variaciones, por lo que, la onda incidente y reflejada en
x = 0 deben estar en oposicion de fases por lo que se generara un nodo de presion.
En el caso de ondas de elongacion, en x = 0 las particulas oscilan ligeramente, por
lo que las ondas incidente y reflejada interfieren, por lo tanto, de acuerdo con los
principios de superposicion se refuerzan (se suman) y se presentara un vientre de

elongacion.
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De acuerdo con Reyes (1976), se concluye que, en una onda de presion la onda
incidente y la onda reflejada estan en oposicion de tal modo que existe un nodo en
el punto x = 0 en todo el tiempo, se recuerda que la presion depende del medio
exterior; este caso hace analogia con una onda transversal que se propaga en una
cuerda fija. Por otra parte, en una onda de elongacion el punto x = 0 oscila
libremente por lo que las ondas incidentes y reflejadas interfieren constructivamente
produciéndose un valle o un vientre de elongacién; este caso hace analogia a una

onda transversal que se propaga en una cuerda con extremo fijo.

En los demas puntos del tubo habrd superposicion de las ondas reflejada y
transmitida y debido a que no hay onda transmitida las amplitudes de las ondas
seran iguales, por lo que daran como resultado una onda estacionaria. Ya que hay
un vientre de elongacién, la ecuacion de la onda estacionaria de elongacion tiene la

forma,
z = Zcos(kx)sen(wt)
Se toma en cuenta la relacion entre la elongacion y presion

0z
0x

p =
Por lo que la ecuacion de la onda estacionaria de presion sera
p = BkZsen(kx)cos(wt) (4.291)

Al hacer una comparacion entre la ecuacién de la onda de elongacion y la de presion
muestra que cuando cos(kx) =0 el sen(kx) = +1, esto quiere decir que al
presentarse un nodo de elongacion, en la onda de presion se presenta un vientre

de presion, y viceversa.
Caso del extremo cerrado

Se analiza el caso de un extremo cerrado de un tubo, en donde, la onda avanza de
izquierda a derecha, por lo que al llegar al punto de discontinuidad habré reflexion

por el cambio de las caracteristicas del medio.
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Medio 1 Medio 2

Figura 4.53. Extremo cerrado de un tubo. (Fuente: Reyes, S.
1976).

Para el caso de la onda de elongacion, debido a que el extremo del tubo esta
cerrado, las particulas en ese punto no oscilan, por lo que la onda incidente y la
onda reflejada estan en oposicion de fase, por lo tanto, se presenta un nodo de
elongacion. Al igual que en el caso anterior, no hay onda transmitida en el segundo

medio.

Por otra parte, en el caso de la onda de presion, en x = 0 la presion si varia, a
diferencia del caso contrario que era nula, por lo que en ese punto se toman valores
méximos de ambas ondas (incidente y reflejada) por lo que interfieren formando un

vientre de presion.

De acuerdo con Reyes (1976), se concluye que en las ondas de elongacion en x =
0 (punto de discontinuidad), las ondas incidente y reflejada estan en oposicién de
fase, por lo que se forma un nodo de elongacién; este caso hace analogia al de una
onda que se propaga en una cuerda con un extremo fijo. Por otra parte, en la onda
de presion, la presion varia en el punto de discontinuidad, tomando un valor maximo,
por lo que se generara un vientre de presion; este caso hace analogia al de una

onda que se propaga en una cuerda con un extremo libre.

Al igual que en el caso del tubo con el extremo abierto, en los demas puntos del
tubo las particulas se superponen, tomando en cuenta que no hay onda transmitida,
las amplitudes de las ondas incidente y reflejada seran las mismas, por lo que al
superponerse daran como resultado una onda estacionaria. La ecuacién de la onda

estacionaria de elongacion sera

z = Zsen(kx) cos(wt)
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Se toma en cuenta la relacion entre la elongacion y presiéon

0z

p=- a

Por lo que la ecuacion de la onda estacionaria de presion sera
p = —BkZcos(kx)cos(wt) (4.292)

Al hacer una comparacion entre la ecuacion de la onda de elongacién y la de presion
muestra que cuando cos(kx) = *+1 el sen(kx) = 0, esto quiere decir al presentarse
un nodo de elongacion, en la onda de presion se presenta un vientre de presién, y

viceversa.

Modos normales y frecuencias propias en una cuerda

Hasta ahora, se ha analizado la reflexion en un extremo libre con determinadas
caracteristicas asumiendo la existencia de la onda en un medio y sin tomar en
cuenta las caracteristicas del otro extremo; en la practica existen medios finitos, por
lo que se necesita analizar las caracteristicas de reflexion en ambos extremos, por

ejemplo, una cuerda fija, pero ahora, fija en ambos extremos.

X

Figura 4.54. Cuerda fija por ambos
extremos. (Fuente: Reyes, S. 1976).

En t = 0 se perturba la cuerda, adquiere cierta elongacion y se deja libre. Es de

interés conocer el tipo de movimiento posterior que se presenta en la cuerda, lo que

desde el punto de vista matematico se plantea resolver la ecuacién diferencial de la

cuerda con determinadas condiciones de frontera y condiciones iniciales. Por lo

tanto, se plantea el siguiente problema, (Reyes, 1976).
0%y To%y
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y(x,0) = Ysen kx
dy
E (x, 0) =0

y(0,t) =0
y(L,t) =0
0K x <KL

t>0

. T . o
Se considera que i c?, que es la velocidad, entonces se puede reescribir la

ecuacion 4.293 como

oy _ 0%
ot? 0x?
0%y 1 0%y

ot2 c2  Ox2

El método de Fourier o separacion de variables consiste en encontrar una solucion

de la forma

y(x, t) = X(O)T(t)

OXT 1 _ 9XT
ot2 2 0x?

1
XT" = =X"T
C
TII _XII
Tc2 X

Por lo tanto, para la variable temporal
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Tll

T3 =
T" = —ATc?
T" +ATc* =0 (4.294)
Ahora, para la variable espacial
X
X
X" =-2X
X"+1X=0 (4.295)

Las ecuaciones 4.294 y 4.295 son ecuaciones diferenciales ordinarias que ahora se
pueden resolver de una forma mas simple. Inicialmente se evaluardn las

condiciones de frontera para X.
y(0,t) =0
y(0,6) =X(0)T(t) =0
La condicién anterior (primera condicion de frontera) se cumple solo si
X(0)=0siT()+#0

Debido a que si T(0) = 0 no se cumpliria una de las condiciones iniciales, la cual
dice que, y(x,0) = Ysen kx, por lo que no seria una solucién para el problema
planteado, por lo tanto, la condicion de frontera puede satisfacerse solo si

X0)=0
Lo mismo sucede con la segunda condicién de frontera
y(L,t) =0
y(L,t) =X(L)T({@) =0
X(L)=0

Por lo tanto
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X0)=X(L)=0 (4.296)
De acuerdo con el teorema de Sturm-Luville
Casol, A =0
X'"+1X=0
X"+ (0)X =0
X"=0

Al integrar se obtiene que

Se vuelve a integrar

J.X’=A

X=Ax+B

Se evalula la condicién de frontera, y(0,t) = 0
X(0)=A(0)+B
X0)=B -
B=0
Se evalla la segunda condicion de frontera, y(L,t) = 0
X(L)=AL)+B=0
Pero,
B=0

X(L) =AL)+0=0
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X(L)=AL=0
X(L)=A=%=O

A=0

Por lo tanto X(x) = Ax + B es la solucién trivial, debido a que A y B son iguales a

cero.
Casoll, A = -1 = —k?
X"+AX =0

X" —k’X=0

(4.297)

La ecuacion 4.297 es una ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden.

y'+py' +qy=0

(4.298)

Donde p y g son nimeros constantes reales. En donde se buscan soluciones

particulares de la forma exponencial de la siguiente forma
x = e*t donde k = constante
Entonces,
x' = kekt = kt
x" = k?ekt = k%t
Las ecuaciones 4.299 y 4.300 se sustituyen en la ecuacion 4.297
k2ekt — 2ekt = 0
ekt(k? —k*) =0
Dado que e¥t # 0, resulta que
k*—k?=0

Ahora se evallan las raices

(4.299)

(4.300)

(4.301)
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Por lo tanto

De los tres casos posibles, k; y k, son niUmeros reales y distintos (k,; # k,). Por lo

tanto, se tiene una solucion general de la forma
X(x) = Ae®* + Be™H* (4.302)
Si se evalua la condicion de frontera, y(0,t) = 0
X(0) = Ak 4 Be=k(O
X(0) = Ae® + Be®
X(0)=A+B
A=-B (4.303)
Si se sustituye 4.303 en 4.302
X(x) = —Be** + Be™**

Pero si,

—X X

— = senh(kx)

X(x) = 2Bsenh(kx) (4.304)
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La expresion 4.304 es un producto de dos funciones, y para que sea igual a cero, al

menos una de ellas tiene que ser cero, en este caso se debe recordar que

sinh(x) = 0solosix =0
Ahora, con la condicion de frontera, y(L,t) =0

X(L) = 2Bsenh(kL) =0

SikL >0 - sen(kL) > 0, donde B = 0, lo que lleva a una solucion trivial, y se repite

lo mismo que en el caso I.
Caso lll, 1 > 0 = k?
X"+1X=0

X" +k*’X=0

(4.305)

La ecuaciéon 4.305 es una ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden.

y'+py' +qy=0

(4.306)

Donde p y g son numeros constantes reales. En donde se buscan soluciones

particulares de la forma exponencial de la siguiente forma
x = ekt donde k = constante
Entonces,
x' =rekt = kt

x" =r?ekt = k%t
Las ecuaciones 4.307 y 4.308 se sustituyen en la ecuacién 4.305

k?ekt + k2ekt =0

e (k2 + k%) =0
Dado que e¥t # 0, resulta que

kK>+k?=0

(4.307)

(4.308)

(4.309)
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Ahora se evallan las raices

De la ecuacién 4.309 se observa que
p=01y q=k

Por lo tanto

k= 0+ 0° k2
274
k =+ —k?2

De los tres casos posibles, k; y k, son nimeros complejos. Por lo tanto, se tiene

una solucion general de la forma
X(x) = Acos(kx) + Bsen(kx) (4.310)

Se evalula la condicién de frontera, y(0,t) = 0

X(0) = Acos[k(0)] + Bsen[k(0)]

X0 =4 -~ A=0
Ahora, se evalla la condicién de frontera, y(L,t) = 0
Serecuerdaque A =0
X(x) = (0)cos(kx) + Bsen(kx)
X(x) = Bsen(kx)

X(L) = Bsen[k(L)] =0 (4.311)
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Para que se cumpla la expresion 4.311 se requiere que B # 0 para evitar la solucion
trivial como en el caso Il, entonces k se debe elegir tal que sen(kL) = 0, se debe

recordar que
sinf = 0solosi 0 =nn

Por lo tanto kL debe de ser un niumero entero positivo multiplo de «

kL = nm
k=— n=123..
Se tiene en cuenta que k = 27”
27TL _
1 =nm
2nL = nmwA
_ nmA
C 2
[ = ni
2

Por lo tanto, cada uno de esos numeros es un valor propio y corresponden a cada

n, por lo que las funciones propias son
X, (x) = Cysen(kx)

nmx
) (4.312)

X,(x) = C,sen (T

Donde C # 0
Ahora para la variable temporal T
dy
E(x’ 0) =Xx)T'(0) =0

Del producto de las dos funciones, T’ tiene que ser cero, debido a que X no puede

ser cero, ya que no se podria cumplir la condicién y(x,0) =Y sen kx, por lo tanto
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T'(0) =0
Debido a que A solo puede ser solucién en el caso |l
Caso lll, 1 > 0 = k?
T" 4+ ATc? =0 (4.313)

Tiene una solucién general de la forma, el procedimiento se puede observar en el

caso de la variable espacial

T(t) = Acos(kct) + Bsen(kct) (4.314)
Se evalua la condicion de frontera, Z—i(x, 0)=0

T'(t) = —Akc sen(kct) + Bkc cos(kct) =0
T'(0) = —Akc sen[kc(0)] + Bkc cos[kc(0)] =0
T'(0) =Bkc=0

En este caso, ya que se habla de valores propios positivos k no puede ser cero, y
la velocidad ¢ tampoco ya que, si fuera cero, la ecuacién planteada inicialmente se

convertiria en otro tipo de ecuacion diferencial mas sencilla de resolver.
B=0 (4.315)
Sustituyendo 4.315 en 4.314
T(t) = Acos(kct) + (0)sen(kct)

T(t) = Acos(kct), kL =nm (4.316)

Se tiene que encontrar una solucién de la forma
y(x, ) = X()T(t)
De acuerdo con los resultados de 4.312 y 4.316
y(x,t) = Asen(kx) Bcos(kct)

y(x,t) = C,sen(kx)cos(kct)
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O bien,

nix
vn = (x,t) = C,sen (T) cos(

TLT[Ct)

; (4.317)

La ecuacion 4.317 satisface tres condiciones, pero, aun no se cumple la condicion,
y(x,0) =Y sen(kx)

Para que se cumpla la condicibn se necesita una combinacién lineal infinita

mediante una serie de Fourier

B c c nmx nmct
y(x, t) = Z ' Sen (T) cos( 7 )
n:

Se tienen una cantidad infinita de constantes y se van a determinar para que se

cumpla la condicion

y(x,0) =Y sen(kx)

= nmx nmc0
y(x,0) = Z C,sen (T) cos ( T )
n=

y(x,0) = Z Cpsen(nmx) =Y sen(kx)
n=1
Serie de Fourier en senos para f(x) =Y senkxen0<x <L

2 L
C, = z-fo f(x)sen(kx) dx

Si se resuelve la integral y bajo las condiciones anteriores la ecuacion 4.317 es
solucion de las condiciones de contorno planteadas siempre que en la L de la cuerda
guepa un namero entero n de semi-longitud de onda. Ya que la elongacion inicial

depende de k, esta puede tomar distintos valores ya que
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De acuerdo con Reyes (1976), se concluye que puede haber distintas elongaciones

iniciales que satisfagan el problema. Las elongaciones iniciales tendran la forma

_y nm
y=Ysen —x
Habra soluciones infinitas siendo la solucién general
nm
y(x,t) =Y, sen (Tx) cos(wt), n=1,2,3...
Donde,
w = kc
nm
y(x,t) =Y, sen (T x) cos(kct) (4.318)

La ecuacion 4.318 puede reescribirse como

y(x,t) =Y, sen (% x) cos (? t) (4.319)

Y,, puede depender del valor de n considerado.

Para obtener el valor de la frecuencia f

w = 2nf (4.320)
Y
nmc

O bien,
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f=ny; (4.322)

Por lo tanto, de los andlisis anteriores se concluye que:

Una cuerda fija por los dos extremos puede oscilar de infinitas maneras diferentes
de acuerdo con la elongacion inicial. Cada una de estas maneras de oscilar recibe
el nombre de modo normal de oscilacion y la frecuencia asociada a cada modo se
denomina frecuencia propia. Los modos normales, en este caso, vienen expresados
por la ecuacion 4.319 y las frecuencias propias por 4.320 donde en ambos casos
n =1,2,3,4,.. Elmodo de menor frecuencia que se puede establecer en un sistema
dado se denomina modo fundamental y la frecuencia de este modo frecuencia

fundamental (Reyes, 1976).

En general, los modos que pueden establecerse en un sistema dado reciben el
nombre de armoénicos. El modo fundamental se denomina primer armonico (n = 1),
el que le sigue en orden creciente de frecuencia, segundo arménico (n = 2), es
decir, frecuencia doble a la del fundamental, el siguiente tercer arménico (n = 3) y

asi sucesivamente (Reyes, 1976).

Cuando una cuerda fija por ambos extremos, con las condiciones anteriores se
estimula de una forma arbitraria no correspondiente a los modos normales o
armonicos, oscilara de una manera que se puede considerar una superposicion de
cada uno de los modos normales. Como se vio anteriormente una funcion se puede
descomponer como una suma infinita de sinusoides de diferentes frecuencias, por
lo tanto, la solucién general del problema planteado cuando el estimulo es de una

forma arbitraria sera una superposicion de los armonicos del sistema.
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I I Primer arménico fundamental

S X 7i
| |

I I Segundo armoénico

=X - c
| | fr=25=2%

Tercer arménico
>X 3L =3
fa= T fi

Figura 4.55. Arménicos de una cuerda fija por ambos extremos.
Fuente: Reyes, S. 1976).

Si se tiene en cuenta el valor de la velocidad en una cuerda,

1 |T

f=5 )
De acuerdo con Reyes (1976), se concluye que en el sistema que se estudio
anteriormente tiene frecuencias infinitas de oscilacion al contrario de otros como un
sistema masa-resorte. Los sistemas que presentan este tipo de condicién si son
estimulados o perturbados de una forma arbitraria responden con una superposicion

de los modos normales.
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4.1.3 Relacién con la geofisica
La teoria de oscilaciones y ondas es indispensable para la formacién de ingenieros
geofisicos debido a que proporciona las bases para el buen entendimiento de la

geofisica aplicada en distintas areas que se muestran a continuacion.

4.1.3.1 Sismologia

La sismologia es la ciencia que estudia la dinamica interna de la Tierra a través de
las ondas sismicas que son producidas por una fuente natural (sismos) o artificial
(explosiones, matrtillos, entre otros), las cuales se propagan por la Tierra y son
grabadas por un receptor (Stein & Wysession, 2003). Estas ondas contienen
informacion de la fuente y el medio, por tal motivo, la sismologia es la principal

herramienta para estudiar el interior de la Tierra.

Para el estudio de la sismologia es  ondas Longitudinales Ondas Transversales
importante tener claro, la teoria de

oscilaciones y ondas. Aunque esta ‘ ‘ HH ‘ ‘ ‘HH /\/\/
ciencia estd enfocada en las ondas

sismicas, los conceptos son similares /.\

a otros tipos de ondas, debido a Ondas Primarias Ondas Secundarias
sistemas como el de una cuerda dan  Figyra 4.56. Ondas que se propagan en la Tierra
lugar a ondas similares a las ondas (Modificado de Griem, 1998).

sismicas en la Tierra, ya que, al deformar la cuerda, esta causa desplazamientos
en funcién del espacio y tiempo que satisfacen la ecuacion de la onda (Stein &

Wysession, 2003).

En cuanto a la velocidad de propagacion de la onda, esta depende de las
propiedades del medio de la cuerda, de una forma similar sucede con las ondas en
la Tierra, asi como también, las ondas responden a cambios en las propiedades
fisicas de la cuerda de manera analoga a lo que ocurre con las ondas en la Tierra.
(Stein & Wysession, 2003). Debido a lo anterior es importante conocer la velocidad
de propagacion de las ondas dado que de este modo se aprende acerca de las

propiedades del medio.
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La Tierra no es un medio continuo, ya que sus propiedades fisicas varian, por este
motivo se considera el sistema de una cuerda con distintas propiedades, en donde
se introducen los conceptos de onda incidente, reflejada y transmitida. Stein &
Wysession (2003) mencionan que el hecho de que las distintas amplitudes de las
ondas cambian al ser reflejadas o transmitidas en sus puntos de discontinuidad en
donde las propiedades de la cuerda cambian, lo cual ilustra un concepto importante

de las ondas sismicas en la Tierra.

También se puede obtener informacion a través de las ondas estacionarias, las
cudles su funcibn matematica se expresa mediante la suma infinita de distintas
amplitudes, frecuencias y fases iniciales, cada una de estas sinusoides recibe el
nombre de modos normales o armonicos, todo esto, usando el analisis de Fourier.
Para este caso se buscan soluciones que se conocen como funciones propias a las
gue se les asocia un valor propio A, en este caso esos valores propios representan
frecuencias fundamentales. De acuerdo con Stein & Wysession (2003) en el caso
de la sismologia, estos valores propios (frecuencias) representan los modos
normales de la Tierra los cuales son utilizados para estudiar las propiedades del
medio, que es la estructura interna de la Tierra, y las funciones propias

(desplazamiento) para estudiar la fuente, que, normalmente es un sismo.

Tanto los modos normales como la onda viajera son dos formas de conocer como
evoluciona el movimiento. Al comparar ambos, en la onda viajera, se miden los
tiempos de viaje y posteriormente se obtienen las velocidades, por otra parte, en los
modos normales, se miden las frecuencias y después se infieren las velocidades.
(Stein & Wysession, 2003).

Como se menciond en un inicio, las ondas sismicas también pueden ser generadas
por fuentes artificiales, estos métodos son utilizados en la geofisica con una
finalidad en especifico, dependiendo del objetivo de estudio, lo que se conoce como

prospeccion sismica.
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4.1.3.2 Prospeccion sismica

La prospeccion sismica estudia la propagacion de ondas elasticas generadas por
fuentes superficiales para obtener informacion del subsuelo en funcién del objetivo
del estudio. Oscilaciones y ondas es una de las principales teorias que fundamentan
a estos métodos, debido a que introduce el estudio de la propagacién de ondas y
los conceptos de las ondas incidente, reflejada y transmitida (refractada), ademas
de los principios basicos de la sismologia, pero con fuentes artificiales y

profundidades méas acotadas. De manera general, se perturba el medio con una

fuente artificial Gedfonos
Fuente v v v v v
(explosiones, martillos,

Onda directa
etc.) y las ondas que se —gﬂjﬁféi}ejfz
propagan en el medio, /

\ { A 121
son captadas  por o

receptores que miden Figura 4.57. Estudio de prospeccién sismica (Modificado de Cosillo,
los tiempos de viaje de >

la fuente al receptor, que al ser procesados estos datos se pueden obtener las
caracteristicas del medio, como, la velocidad, asi como también rasgos geologicos

del subsuelo.
Los métodos sismicos se pueden dividir en:

Sismica de reflexion: El método sismico de reflexion se basa en las reflexiones del
frente de ondas sismicas sobre las distintas interfaces del subsuelo. Estas interfaces
(reflectores) responden, al igual que en la refraccion, a contrastes de impedancia
que posteriormente se relacionaran con las distintas capas geologicas. El
tratamiento de los datos en sismica de reflexién es mas laborioso y delicado que el
procesado de la sismica de refraccion (Procesado de sismica de reflexidon

superficial, s.f.).

Sismica de refraccion: El método se basa en la medicion del tiempo de viaje de las
ondas refractadas criticamente en las interfaces entre las capas con diferentes

propiedades fisicas; fundamentalmente por contraste entre impedancias acusticas.
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La sismica de refraccion brinda informacion de velocidades y profundidades en las

cuales se propagan las ondas. (Procesado de sismica de reflexion superficial, s.f.)

Ademas de la sismica de refraccion y reflexion existen otros métodos sismicos,
estos pueden ser de fuente activa o pasiva. Las fuentes activas son producidas por
fuentes controladas (explosiones, martillo y una placa, entre otros), existen métodos
tales como, SASW (Andlisis espectral de ondas superficiales), MASW (Analisis
espectral de ondas superficiales multicanal). Las fuentes pasivas son generadas por
ruido ambiental o fuentes que no son controladas (sismos, paso de vehiculos,
fuentes activas cercanas, entre otros), existen métodos tales como, ReMi
(Refraccién por microtremores), SPAC (Método de autocorrelacion espacial),

interferometria sismica.

Una parte importante del tratamiento de los datos de los métodos anteriores es la
obtencién de las curvas de dispersion, pero, para comprenderlo mejor, se definira
el término dispersién. En la guia se define la dispersibn como un fenbmeno en el
gque se observa una dependencia entre la velocidad de propagacion de las ondas
con respecto a la frecuencia de las mismas, a su vez, los medios que producen este
fendmeno se les conoce como medios dispersivos. Por lo tanto, cuando una onda
se propaga en un medio dispersivo, cada una de sus armonicos se propaga a una

velocidad de fase diferente debido a las distintas frecuencias que estas presentan.

La representacién grafica de esta dependencia (velocidad de fase y frecuencia) se
denomina curva de dispersion, cuya forma mas habitual consiste en una
representacion bidimensional de la velocidad de fase frente a la frecuencia.
(Cérdoba, 2011). La dispersion de ondas superficiales estd unido a las
caracteristicas del subsuelo, ya que diferentes frecuencias implican diferentes
espesores de estratos de suelo y, consecuentemente, diferentes velocidades de

propagacion (Abdel et al, 2013).

Las curvas de dispersion brindan informacion preliminar del subsuelo, tales como:

173



e Sien la representacion grafica de las curvas de dispersion estas presentan
un cambio de pendiente, da un indicativo de que podria existir un cambio de
estrato.

e Si hay frecuencias altas, la velocidad de fase esté relacionada con estratos
superficiales, por otra parte, si hay frecuencias bajas, la velocidad de fase
esta relacionada con estratos profundos.

e La velocidad de fase es representativa de la rigidez del material.

¢ Sila longitud de onda aumenta, el movimiento de las ondas se extiende a

profundidades mayores.

Las curvas de dispersion es solo una parte del tratamiento de los datos, ya que la
finalidad es obtener un perfil de velocidades o una tomografia del subsuelo a partir

de estas curvas.

4.1.3.3 Analisis de seflales geofisicas

Las sefiales pueden describir una amplia variedad de fenémenos fisicos. Se le llama
sefal a cualquier observable que en su variacion espacial, temporal o respecto de
cualquier otra cantidad, sea capaz de contener o transportar informacioén, estas, se
representan matematicamente como funciones con una o0 mas variables
independientes (Oppenheim et al, 1998). En la geofisica, normalmente se estudia
en términos de una solo variable independiente ya sea con respecto a la posicién o
el tiempo, aunque es mas comun que esa variable independiente sea el tiempo, sin
embargo, el tiempo no puede ser representado en ciertas aplicaciones especificas,
por ejemplo, las sefiales que representan variaciones de cantidades fisicas con
respecto a la profundidad como densidad, porosidad, y resistividad eléctrica, son
usadas en geofisica para estudiar la estructura interna de la Tierra (Oppenheim et
al, 1998).

Es importante que el estudiante comprenda que en el analisis de sefiales geofisicas
se encuentran con frecuencia sefiales periddicas, exponenciales y sinusoidales.
Una sefial periédica es aquella en la que sus caracteristicas se repiten en
determinados instantes fijos de tiempo, tal como se vio en el analisis del movimiento

oscilatorio. Las sefales exponenciales pueden ser crecientes o decrecientes, estas
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pueden describir distintos fendbmenos fisicos, un ejemplo de ello, una exponencial
decreciente puede representar sistemas mecanicos con amortiguamiento. Las
sefales sinusoidales son aquellas en las que su comportamiento es descrito por
una funciéon seno, estas describen los movimientos oscilatorio y ondulatorio, tal

como se ha estudiado en el andlisis.

x(t)
I

x(t)

/\
VARV,

t t

a) b)
Figura 4.58. a) Sefial sinusoidal periddica. B) Sefial exponencial.
Las sefales sinusoidales multiplicadas por las exponenciales decrecientes se
conocen como sinusoidales amortiguadas, estas pueden encontrarse en sistemas
mecanicos que tienen fuerzas de amortiguamiento como de restauracion, estos
sistemas tienen mecanismos que se disipan energia con oscilaciones que decaen

con el tiempo (Oppenheim et al, 1998).
Sefiales sismicas

Como se menciona anteriormente, normalmente las sefales se estudian con
respecto al tiempo, las sefiales mas estudiadas en la geofisica son las sefiales

sismicas.

Las sefiales sismicas son el registro cuantitativo del movimiento sismico, esta
contiene parametros sismicos de importancia como la amplitud, el contenido de
frecuencias y la duracion del evento. Dentro de la amplitud los tres parametros
importantes que se miden son el desplazamiento, la velocidad y la aceleracion,
estos tres ultimos son muy importantes dado que describen el estado del

movimiento de un sistema (Parraga, 2020).
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Otro parametro importante es la frecuencia ya que las sefales generadas durante
un movimiento sismico tienen una amplia gama de frecuencias. El contenido de
frecuencia describe la distribucion de la amplitud del movimiento a lo largo de
diferentes frecuencias. Durante un sismo, mdltiples ondas son transmitidas, el
contenido de frecuencia puede variar segun las propiedades del medio donde

viajan, ademas, influye en los efectos del movimiento (Parraga, 2020).

Se debe de recordar que una sefial sismica no es periédica ni presenta movimientos
armonicos simples, estas sefales tienen una forma compleja, sin embargo, estas
pueden llegar a expresarse como la suma infinita de sinusoides con diferentes
amplitudes, frecuencias y fases iniciales, donde, cada una de estas sinusoides son
conocidas como armoénicos, de esta forma, pueden estudiarse con la teoria del

analisis de Fourier.
Series de Fourier

Las series de Fourier son una herramienta muy util en el estudio de sefiales para
diferentes ramas de ciencia e ingenieria. Su uso es mas adecuado cuando se
trabaja con sefales continuas y periédicas. El mateméatico francés Fourier demostro
que cualquier funcidon peridédica que cumpla ciertas condiciones puede ser
expresada como la suma de una serie de sinusoides de diferente amplitud,

frecuencia y fase.
Transformada de Fourier

Como se mencioné anteriormente, uno de los pardmetros de estudio mas
importante en el analisis de sefales es la frecuencia, debido a esto, la transformada
de Fourier es una herramienta matematica que transforma una sefal en el dominio

del tiempo al dominio de la frecuencia.
Espectro de Fourier

El grafico de amplitudes contra frecuencias recibe el nombre de espectro de
amplitudes de Fourier y el grafico de fase contra frecuencias recibe el nombre de
espectro de fases de Fourier, cuando se obtienen ambos, se dice que se obtiene el

espectro de frecuencias, o bien, el espectro de Fourier. El analisis de los espectros
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de amplitudes y fase de la serie trigonométrica de Fourier permite estudiar la

influencia de cada armédnico en la composicion de la funcién periddica.

El espectro de amplitudes da una distribucién relativa de amplitudes con relacion a
cada una de las armonicas y permite conocer las frecuencias dominantes de una
sefal determinando su correspondiente frecuencia. Se puede utilizar para calcular
las frecuencias dominantes para las sefiales sismicas a nivel de roca y suelo,
amplificacion de ondas incidentes, efectos en las irregularidades topogréficas,

estudios de la interaccion suelo estructura (Flores y Lozano, 2007).

De la interpretacion del espectro de Fourier, se puede deducir cuales son los
periodos mas importantes del terremoto (que son los que lo van a caracterizar), sin
mas que identificar en qué lugares se alcanzan los picos de amplitud. Ademas, se
puede ver cual es la frecuencia o periodo predominante de un registro, que es aquel
para el cual el espectro de Fourier de la aceleracion alcanza su valor maximo
(Universidad de Alicante, 2007).

Por lo tanto, el espectro de Fourier (frecuencias) nos da una amplia informacion

acerca del contenido de frecuencias de una sefal.

4.1.3.4 Ingenieria sismica

En ingenieria sismica, la investigacion est4 dirigida principalmente a la
caracterizacion de propiedades dinamicas de los suelos, asi como a-cuantificar el
efecto que podrian tener terremotos particulares en las edificaciones antes que
ocurra un evento sismico (UNAN, s.f.). La ingenieria sismica es una rama de la
sismologia, asi como también la ingenieria civil. También, la exploracién sismica es
muy importante por lo que de igual manera estd relacionada con la geofisica
aplicada. Es relevante comprender que si en un futuro, un ingeniero geofisico desea
dedicarse a esta area es indispensable tener conocimiento de las bases tedricas
como son las oscilaciones y ondas. Un tema que se abordé en la guia de estudio
fueron los sistemas que presentan amortiguamiento y el fenébmeno de resonancia,

que, una aplicacion significativa de estos es en la ingenieria sismica.
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Amortiguamiento y resonancia

En la practica, todos los sistemas presentan amortiguamiento. El amortiguamiento
disipa la energia que se le suministro al sistema, en el caso de la ingenieria sismica,

se puede relacionar de Ila

. - - R Periodo (T)
siguiente manera: un edificio B \//\\.//
como el sistema, y un agente 1 ‘

externo que suministra energia
como un sismo, ahora bien, uno
de los objetivos principales de la

ingenieria sismica es evitar el

fendbmeno de resonancia en la

estructura.
Figura 4.59. Periodos de resonancia con los que pueden

La resonancia es aquel colapsar ciertas edificaciones

fendmeno en el cual se alcanza la amplitud maxima de las oscilaciones, esto debido
a que la frecuencia del agente externo es igual a la frecuencia del sistema, por lo
que, si esto ocurre en una estructura, la consecuencia mas grande es que esta
colapse. Por lo cual, es importante que se realicen diversos estudios para poder
evitar este tipo de situaciones. Por mencionar un ejemplo, en el cual estan
involucrados los conceptos fundamentales de oscilaciones y ondas uno de ellos es

conocido como espectro de respuesta.
Espectro de respuesta

Un espectro de respuesta representa la respuesta maxima de un oscilador de un
solo grado de libertad con una masa unitaria con frecuencia y amortiguamiento,
cuando se somete a una perturbacion sismica. Dicha respuesta puede presentarse
en términos de desplazamiento, velocidad y aceleracion en funcion del periodo. Este
espectro es Util para caracterizar los movimientos del suelo y sus efectos sobre las

estructuras (Universidad de Alicante, 2007).
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Ahora bien, en la ingenieria geofisica no se analizan estructuras, sin embargo, la
ingenieria sismica es una rama en la que se puede especializar un ingeniero

geofisico debido a todo el conocimiento que este tiene de la parte sismica.
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4.2 Andlisis de las evaluaciones

Se aplicaron un total de 30 cuestionarios diagnosticos, es decir, 30 estudiantes
participaron en la realizacion de estos. Las respuestas se evaluaron de la siguiente

manera:

La primera pregunta fue abierta, por lo que las respuestas Unicamente se

consideraron si estaban correctas o incorrectas.
De la pregunta dos a la siete, se utilizd el siguiente criterio:

e Bien: si la respuesta fue contestada correctamente.
e Regular: si el estudiante tenia una idea de la respuesta, pero no logré
concretarla.

e Malo: si la respuesta fue contestada incorrectamente.

En la pregunta ocho Unicamente se recopilaron los ejemplos que escribieron los

alumnos.

Cabe mencionar que se dardn a conocer las respuestas de cada pregunta, sin
embargo, las respuestas de los estudiantes no tienen que ser idénticas a las que se
mencionan a continuacion (a excepcion de la pregunta 1), pero deben de tener una

idea correcta de las respuestas.

Pregunta 1: ¢ Cudl es la ecuacién de la onda?

1%

Respuesta: 62_)/ =
P T 9x2 T v2 92

De las cuatro posibles respuestas que habia, 19 de los 30 estudiantes contestaron
que la ecuacion de la onda era y(x,t) = Asen(kx —wt), o también, y(t) =
Asen(wt + @), que estas son soluciones a la ecuacion de la onda y del movimiento
armonico simple, por lo tanto, se puede observar que la mayoria no conocen, o bien,

confunden las estructuras matematicas de la teoria de oscilaciones y ondas.
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Ecuacion de la onda

3

m Correcto ®Incorrecto No contestaron

Figura 4.60. Gréfica de las respuestas de la
pregunta uno.

Pregunta 2: ¢Existe alguna diferencia entre el movimiento oscilatorio y el

movimiento ondulatorio? Argumenta tu respuesta.

El movimiento oscilatorio es un movimiento de vaivén alrededor de una posicion de
equilibrio, en el cual sus caracteristicas se repiten a través del tiempo. Por otra parte,
el movimiento ondulatorio se genera cuando se perturba un cuerpo, por lo que la
region perturbada adquiere cierto estado de movimiento, aunque este movimiento
no se observa en puntos vecinos que no fueron perturbados, se empezara a
observar en instantes posteriores. Ambos movimientos se estudian a través de
movimientos periédicos senoidales y cosenoidales por lo que ambos tienen
parametros de frecuencia, periodo, amplitud, fase, entre otros. Son movimientos
diferentes, sin embargo existe una relacion entre ambos, esto se puede observar
con el ejemplo de una cuerda, ya que al perturbarla mediante un agente externo,
esta empieza a adquirir cierto estado de movimiento, cada punto de la cuerda
empieza a oscilar alrededor de su posicion de equilibrio, recordando que en
instantes posteriores puntos vecinos de la cuerda empezaran a adquirir el mismo
estado de movimiento que el de la region perturbada generando un movimiento
ondulatorio, en donde, también se encuentra presente en cada punto de la cuerda

un movimiento oscilatorio.

De los 30 estudiantes, 19 contestaron que si y 4 que no, el resto no contestaron la
pregunta. Los que contestaron que si, Unicamente 2 tuvieron una respuesta regular,

a continuacion, se muestran algunas respuestas:
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¢ Que las oscilaciones son movimientos de vaivén y semicirculares y que en el
movimiento ondulatorio son longitudinales y transversales.

e El sentido en el que oscila la onda.

e El oscilatorio es en 2D y el ondulatorio en 3D.

e El periodo.

e El oscilatorio se asocia a oscilaciones y el ondulatorio a ondas.

e Que en el oscilatorio las vibraciones son de izquierda a derecha y en el
ondulatorio las vibraciones son de atras hacia adelante.

e La frecuencia.

e El movimiento oscilatorio es vertical y el movimiento ondulatorio horizontal.

e El movimiento oscilatorio es en forma circular y el movimiento ondulatorio es
en forma de sube y baja.

e Que cambian de direccion.
Los que contestaron que no argumentaron su respuesta de la siguiente manera:

e Ambos movimientos cumplen la misma frecuencia.
e Son lo mismo.
e El oscilatorio representa el mismo movimiento que una onda.

e Ambos movimientos estan relacionados entre si.

Pregunta 2

20
18
16
14
12
10

N° de estudiantes

oON B O

Bien Regular Malo No contestaron

Bien ®=Regular ®Malo  No contestaron

Figura 4.61. Grafica de las respuestas de la pregunta dos.
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Pregunta 3: ¢ Qué define el estado de movimiento de un MAS (Movimiento Armonico

Simple)?

Se recuerda que, en la mecanica clésica, el estado del movimiento de una particula
queda determinado por la posicion, la velocidad y la aceleracion. EI movimiento
armonico simple parte de la segunda Ley de Newton, por lo que su estado de

movimiento queda definido por la posicion, velocidad y aceleracion.

De los 30 estudiantes que realizaron el cuestionario, solo un estudiante contesto
bien la pregunta, otros dos tuvieron una respuesta regular y el resto de los
estudiantes no tenian conocimiento de la respuesta, algunas de las contestaciones

de los 28 estudiantes restantes fueron las siguientes:

e Periodo, amplitud y fase.

e Su masa.

e La ecuacion del movimiento.
e Las funciones seno y coseno.
e La frecuencia.

e Sise encuentra en reposo.

e Eltiempo.
Pregunta 3
20
18
16
8 14
o
2 12
E
g 10
v 8
©
s 6
4
2
0
Bien Regular Malo No contestaron

Bien mRegular ®mMalo  No contestaron

Figura 4.62. Grafica de las respuestas de la pregunta tres.
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Pregunta 4: ¢ Qué es la frecuencia angular y qué representa?

La frecuencia angular es la velocidad angular con la que debe moverse un punto
sobre una circunferencia, de forma tal que la proyeccién del mismo realiza un

movimiento armaonico simple.

Unicamente 3 de los 30 estudiantes tuvieron una respuesta regular, algunas de las

respuestas se muestran a continuacion:

e Se representa con lawy es el angulo de fase.

e Es el nimero de vueltas que hace en un tiempo.

e Es el nimero de oscilaciones que se llevan a cabo en un cierto ciclo.
e La periodicidad con que ocurre el movimiento.

e El numero de veces que recorre un angulo en una unidad de tiempo.
e La separacion de la particula al respecto al punto de equilibrio.

e La frecuencia con la que una onda se mueve.

e El numero de tiempo que tarda en completar un ciclo.

Se puede observar que los estudiantes confunden principalmente el concepto de

frecuencia angular con el del periodo y la frecuencia.

Pregunta 4

16
14
12
10

N° de estudiantes

o N B~ O 0

Bien Regular Malo No contestaron

Bien mRegular ®Malo  No contestaron

Figura 4.63. Grafica de las respuestas de la pregunta cuatro.
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Pregunta 5: ¢ Qué representa la fase en un movimiento ondulatorio?
La fase representa una posicion angular que en cada posicion x y tiempo t define la
funcion y = f(x, t).

Esta pregunta fue contestada de manera incorrecta por los 30 estudiantes,
solamente 2 tenian una idea del concepto de la fase, pero no lograron concretar su

idea. Algunas de las respuestas fueron las siguientes:

Se expresa con la letra phi.

e Eltiempo que tarda pasar de un punto A a un punto B.

e Representa el tiempo que tarda en completar un ciclo de onda.
e El punto donde comienza la medicion.

e El desfase.

e Consiste en oscilaciones que se propagan en un espacio.

También se puede observar que se confunde el concepto de fase con el periodo.

Pregunta 5

20
18
16
14
12
10

N° de estudiantes

o N M OO ©

Bien Regular Malo No contestaron

Bien mRegular m®mMalo  No contestaron

Figura 4.64. Grafica de las respuestas de la pregunta cinco.
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Pregunta 6: ¢ Qué son los arménicos y que representan?

Bajo ciertas y determinadas condiciones se puede demostrar que una funcion
matematica se puede expresar mediante una suma infinita de sinusoides con
diferentes amplitudes, frecuencias y fases iniciales, por lo que se obtendra una
amplitud A4,,, una frecuencia w, y una fase ¢, que definen cada una de las

sinusoides, cada una de estas sinusoides recibe el nombre de armoénico.

Ninguno de los estudiantes contesté correctamente la pregunta. Algunas de las

respuestas fueron las siguientes:

e Son aquellas que mantienen una misma frecuencia haciendo que la onda
mantenga siempre la misma amplitud.

¢ Ondas que mantienen su fase y frecuencia.

e Movimientos sencillos sobre la propagacion de las ondas.

e Senoy coseno.

e Los arménicos son los movimientos que toma una oscilacion y estos los
podemos representar en una gréfica.

e Los armonicos son un tipo de onda generada por el sonido tienen su fase

constante y la frecuencia constante.

Se puede notar que

varias respuestas de Pregunta 6

18
16

los estudiantes dicen

que los armonicos

§ 14
: E 12
mantienen Su =
S 10
frecuencia y fase 8 8
(]
oS 6
constante, que es todo >,
lo contrario, dado que 2
. 0
estos tienen Bien Regular Malo No contestaron
amplitudes, Bien mRegular mMalo  No contestaron
frecuencias y fase Figura 4.65. Gréfica de las respuestas de la pregunta seis.

distintas.
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Pregunta 7: ¢ Qué es la velocidad de fase y velocidad de grupo?

La velocidad de fase es la velocidad de propagacion de la onda y la velocidad de
grupo se presenta cuando una onda se propaga en un medio dispersivo cada una
de sus armonicos se propaga a una velocidad de fase diferente, estas ondas
viajando a diferentes velocidades se componen formando grupos, los cuales viajan
como un todo a una velocidad diferente a la velocidad de cada una de las

componentes y que se denomina velocidad de grupo.

De los 30 estudiantes Unicamente 2 respondieron correctamente al concepto de la
velocidad de fase, de la velocidad de grupo todas las respuestas fueron incorrectas.

Algunas de las contestaciones se muestran a continuacion:

e La velocidad de fase es la velocidad con la que se propaga la onda en un
medio, la otra no recuerdo.

e Lavelocidad con la que se lleva a cabo las oscilaciones.

e Tiene que ver con el tiempo de fase.

e Lavelocidad de fase es de un solo objeto o particula y la velocidad de grupo
es cuando hay varias.

e Velocidad con la que cambia o efectua el avance de la onda.

Pregunta 7

18
16
14
12
10

N° de estudiantes

o N B O ©

Bien Regular Malo No contestaron

Bien mRegular ®Malo  No contestaron

Figura 4.66. Grafica de las respuestas de la pregunta siete.
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Pregunta 8: ¢ Encuentras alguna relacion entre estos conceptos y la aplicacion en

la ingenieria geofisica? Si tu respuesta es “Si” menciona un ejemplo.

La teoria de oscilaciones y ondas es indispensable para el campo de la geofisica
debido a que nos proporciona las bases para el buen entendimiento de la geofisica
aplicada en areas como: sismologia, prospeccion sismica, analisis de sefales,

ingenieria sismica.

Para esta pregunta, 20 de 30 estudiantes contestaron que si existe relacion, los 10
estudiantes restantes no contestaron la pregunta. Los ejemplos que mencionaron

se muestran en la siguiente gréfica:

Relacidn con la geofisica

(]

IN

w

N

[y

0 l . I

Vibraciones y ondas Sismologia Andlisis de sefiales  Ingenieria sismica Prospeccion Sismica

m Estudiantes

Figura 4.67. Gréfica de las respuestas de la pregunta ocho.
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Capitulo 5. Conclusiones

La teoria de oscilaciones y ondas es una de las teorias que sustenta al campo de la

geofisica, la cual es fundamental para comprender diversos fenémenos que son

objeto de estudio de este campo. Con base en los resultados y el analisis de este

trabajo se llegaron a las siguientes conclusiones:

Existe una gran variedad de herramientas a disposicién del estudiante para
su formacion académica. Depende de él elegir cual herramienta le ayuda a
obtener los mejores resultados en su area de estudio. Por lo tanto, se
propuso una guia de estudio enfocada en el andlisis y revision de
oscilaciones y ondas, donde se puede encontrar la parte matematica y fisica
explicada detalladamente. En ocasiones, los libros omiten detalles que dan
por hecho que se conocen y que la mayoria de los estudiantes desconocen

0 no se dan el tiempo de estudiar.

Mediante diversas fuentes bibliograficas relacionadas a los temas de
oscilaciones y ondas, mecanica clasica, calculo diferencial e integral, entre
otras, se logré obtener un analisis y revision de las estructuras matematicas
gue rigen a la teoria de oscilaciones y ondas, en el cual, se estudiaron dos

movimientos importantes: el movimiento oscilatorio y ondulatorio.

El analisis del movimiento oscilatorio y ondulatorio permitid proponer una
guia de estudio de oscilaciones y ondas, en la cual, se pueden encontrar los
sistemas que describen a estos movimientos junto con sus estructuras

matematicas y su conceptualizacion fisica.

La teoria de oscilaciones y ondas tiene una amplia relacion con el campo de
la geofisica, principalmente porque es la base tedrica de diferentes ramas de
la geofisica como la sismologia, prospeccion sismica, analisis de sefiales,
ingenieria sismica, por lo tanto, es indispensable comprenderla para tener un

conocimiento completo de todas estas areas.
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De acuerdo con el analisis de los resultados del cuestionario diagndstico que
se les aplico a los estudiantes, la mayoria de estos, no tienen el conocimiento
suficiente del campo de las oscilaciones y ondas, por lo que la guia propuesta
puede ser util para su trayectoria académica, haciendo énfasis en que la guia
por si sola no garantiza la comprensién de los temas correspondientes, sino
que ademas se requiere interés por parte del estudiante para obtener buenos
resultados en el estudio de esta area.

El comportamiento de la evolucién espacio-temporal de los sistemas a través
de los modelos matematicos es una primera aproximacion, ya que bajo la
complejidad de los que exigen soluciones numéricas ha conllevado al
desarrollo de algoritmos y se hace necesario el uso un sistema de coémputo
para el calculo y simulacion del comportamiento de dichos sistemas, tal es el
ejemplo de la ingenieria geofisica, ya que se hace uso de equipo
especializado para la medicién de cantidades fisicas y de programas que
ayudan a obtener el modelo requerido, sin embargo para poder comprender
los fendbmenos en la geofisica y darles una interpretacién es importante
comprender las estructuras matematicas y su conceptualizacion fisica ya que

nos permiten conocer el papel que desempefian en la ingenieria.
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Anexos

Anexo |. Ejemplos de cuestionarios contestados por los estudiantes
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2.- ¢Existe alguna diferencia entre el movimiento oscxlatorlo y el movimiento
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3.- ¢Qué define el estado de movimiento de un MAS (Movimiento Armonico
Simple)? - 5k y v (ere e

4.- ;Qué es la frecuencia angular y qué representa?
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Benemérita Universidad Auténoma de Puebla
Facultad de Ingenieria

Colegio: Ingenieria Geofisica
Cuestionario Diagndstico de Oscilaciones y Ondas

Afio de ingreso a la universidad: 016 400S73

1.- ¢ Cual es la ecuacion de la onda?
d%y 13%
¥ 9xz T v a2

B)y(x,t) = Asen(kx —wt)
c) y(t) = Asen(wt + ¢)

2.- ;Existe alguna diferencia entre el movimiento oscilatorio y el movimiento

ondulatorio? Argumenta tu respuesta.

No earrdo

3.- ;Qué define el estado de movimiento de un MAS (Movimiento Arménico
Simple)?

Mouirmiondo o faandus”

4.- ; Qué es la frecuencia angular y qué representa? J
¥ LW Ao

Lo W‘od‘oclod OV (qut 0T el

5.- ; Qué representa la fase en un movimiento ondulatorio?

6.- ¢, Qué son los armonicos y que representan?
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Benemérita Universidad Auténoma de Puebla
Facultad de Ingenieria

Colegio: Ingenieria Geofisica

Cuestionario Diagnéstico de Oscilaciones y Ondas

Aiio de ingreso a la universidad: 2 0O 2 A

L I ¢Cual es la ecuacion de la onda?

-
b)y(x,t) = Asen(kx —wt)
¢) y(t) = Asen(wt + @)
o'y ady
a2 Vo

2 - ¢ Existe alguna diferencia entre el movimiento oscilatorio y el movimiento ondulatorio? Argumenta

tu respuesta &= \
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%3 donce €5 Qrmonith [se aspeia 0 Decdyebagianes
3 .- . Qué define el estado de movimiento de un MAS (Movimiento Arménico Simple)?

Un MAS es un moyimien +a Que se COmM pone Pi)f los ("om,-
Cidngg Sc\'\o ) CO.S@F\D
4 - ;Qué es la frecuencia angular y qué representa?
Rtpresﬁr\{-gd'a por CJJQJ e\ numMerp Jﬂ \JDCHU.;‘ en un
oy mient,

5- ;Qué representa la fase en un movimiento ondulatorio?

El avance Je,\a’omiq 0 CQTY\‘NO yavande de la
onda en Un gra€iQp

6.- ;Qué son los arménicos y que representan?

d)

7.- ¢ Qué es la velocidad de fase y velocidad de grupo?

Nelocidod con \o ove comb.o oegec\'uct PJ ajancl
\()DﬂdO).dQ QYopo0,, ..

8.- ¢ Encuentras alguna relacion entre estos conceptos y la aplicacién en la ingenieria geofisica? Si
tu respuesta es “Si" menciona un ejemplo.

51, tnlo prospeccign sismica ol hacer

estodios c[b Ca Mpo para deter mminor
Com O3 cion del soelo
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. ¢ Cual es la ecuacion de la onda?
?y 1 a’y
@) 59x7 " viat?

b)y(x,t) = Asen(kx — wt)

) y(t) = Asen(wt + @)

d*y  dy
Doxi="a

2 - ; Existe alguna diferencia entre el movimiento oscilatorio y el movimiento ondulatorio? Argumenta
tu respuesta

S

3 - Qué define el estado de movimiento de un MAS (Movimiento Arménico Simple)?

éu ooty S \‘“‘r on coex e emPuy%:fo

4.- ;Qué es la frecuencia angular y qué representa?

d eve
Ce. {;QCUQ“C\G e~ & qet cps SR SE S E
5.- ¢ Qué representa la fase en un movimiento ondulatorio?
S€  &n Cueu#,.q

= |§ éy\ CI;—( )D\q"fo

6.- ¢, Qué son los armoénicos y que representan?

7.- ¢ Qué es la velocidad de fase y velocidad de grupo?

8.- ¢ Encuentras alguna relacion entre estos conceptos y la aplicacion en la ingenieria geofisica? Si
tu respuesta es "Si" menciona un ejemplo
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1- ¢Cual es la ecuacion de la onda?
%y - %y
ax?  viac?

b)y(x,t) = Asen(kx — wt)
c) y(t) = Asen(wt + @)

a*y _ ay
axz "or
2.- ¢ Existe alguna diferencia entre el movimiento oscilatorio y el movimiento ondulatorio? Argumenta

tu respuesta.

d)

3.- ¢ Qué define el estado de movimiento de un MAS (Movimiento Armonico Simple)?

destribe  una goardiqula g smet1dd o una futria reStduradora proporfon al

v Ju desplajtamiento

4.- ;,Qué es la frecuencia angular y qué representa?

tedefiae come ¢l A qule ji’[’(’n POCuna unidad dt +iempo
5.- ; Qué representa la fase en un movimiento ondulatorio?
6.- ¢, Qué son los armonicos y que representan?
7.- i Qué es la velocidad de fase y velocidad de grupo?

8.- ¢ Encuentras alguna relacion entre estos conceptos y la aplicacién en la ingenieria geofisica? Si
tu respuesta es “Si” menciona un ejemplo
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7020

Afio de ingreso a la universidad:

onda?
la ecuacién de la

b)y(x,t) = Asen(kx — wt)

@ () = Asen(wt + ¢)

u e’ Splllet I I | € el movirr ento imi dulat°|i07 AIgUllleIlta
; b ' imi i el movi iento on ¢
t sta. to oscilatorio y

3.- ¢ Qué define el estado de movimiento de un MAS (Movimiento Armonico Simple)?
4.- (Qué es la frecuencia angular y qué representa?
5.- ¢Qué representa la fase en un movimiento ondulatorio?

6.- ( Qué son los armonicos y que representan?

A Secoema &y
Son W\o\;'\mmy\\ob con wol MO Q'p(\)ey\(\(}\ 9

7.- ¢, Qué es la velocidad de fase y velocidad de grupo?

8 - Encuentras alguna relacion entre estos conceptos y la aplicacién en la ingenieria geofisica? Si
tu respuesta es “Si" menciona un ejemplo.

pona sismologio con e\ movimienio e\ ondad diomi @Y

al
u\|
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1- ¢Cual es la ecuacion de la onda?
a’y 1 %y
ax? v?at?
b)y(x,t) = Asen(kx — wt)
c) y(t) = Asen(wt + @)
o’y _ dy
Doxz="a
2 - ; Existe alguna diferencia entre el movimiento oscilatorio y €l movimiento ondulatorio? Argumenta 3
tu respuesta. o 0.0,%4 @5 der, pc€
; 0 (o C
ol mgMgfnjo ogc{/a‘/wnoo pu“(f camblar of dVeccion , Co i i
ow(,/a?’oho o s0/o se

. an FA0G recla o €a d\oayona/--- ) el oy,
orodcen 0xdas ea I/oCa el

3.- ,Qué define el estado de movimiento de un MAS (Movimiento Arm

=% este enfron en 76050 0o ea A ﬁeﬁpo

6nico Simple)?

ck fe /1-.?'700/0

4 - ; Qué es la frecuencia angular y qué representa?

o -
W€~po ente  cach o;c‘?laao')

5 - . Qué representa la fase en un movimiento ondulatorio?

6.- ,Qué son los armonicos y que representan?o

G ,
w‘_,?ml(”) 05 7‘/6 710“({ g OSC ?/G( 109

Los dh\or\(\)(OS 504 03
o5 | ck % 9
y eryos los poce~os EPEXN” €N vro yraff,(q

7.- LQué es la velocidad de fase y velocidad de grupo?

8.- ¢ Encuentras alguna relacion entre estos conceptos y la aplicacion en la ingenieria geofisica? Si
tu respuesta es “Si" menciona un ejemplo

‘f."eorque es la  base fara Tode S?jmo'
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