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Resumen

La presente tesis tiene como objetivo la descripciéon dindmica de un sistema activo de parti-
culas Janus con caracter dipolar (tanto tedricamente hablando, como de manera computacional),
teniendo en su punto de mira su posterior contraste y analisis. Para ello se tratan los fundamentos
correspondientes al manejo de sistemas coloidales, tratando los rangos efectivos para sus escalas
de tiempo a considerar, concretamente la escala de tiempo balistica y la escala difusiva; partiendo
desde el caso maés sencillo (el de una particula browniana sin actividad) hasta llegar a un caso mas
complejo que resulta de gran interés, como es el de un sistema de N dipolos activos interactuantes
bajo la influencia de un campo magnético externo (para el caso del sistema analizado en la presente
tesis, se consideraron 5 dipolos).

Tanto para la formulacion del caso de una particula, como durante su extrapolacién para el caso
de 5 particulas, se considera su dindmica browniana para la parte traslacional, asi como su dinamica
rotacional. Para ello se hace uso tanto del formalismo de Smoluchowski que enfatiza los resultados
tedricos importantes (como es el caso del desplazamiento cuadratico medio y la autocorrelacion
para las velocidades); como del formalismo de Langevin que funge como medio para la vinculacion
de la parte tedrica con la parte computacional, haciendo uso del método de diferencias finitas que
discretiza las ecuaciones para la construccion de algoritmos que permiten la manipulacién de las
condiciones iniciales del sistema en cuestion, utilizando Mathematica® de Wolfram como medio
para su posterior simulacién y recopilacién de resultados.
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Introduccion

El siglo XIX fue un periédo de grandes avances en miltiples areas de la fisica; tal es el caso
de la mecanica estadistica, que vio la luz de manera formal en dicho siglo. Aportes como los de
Albert Einstein en 1905 sobre el movimiento Browniano, o las contribuciones fundamentales de
Boltzmman, propiciaron el nacimientos de la mecanica estadistica como una disciplica sistemética.
A su par y a partir de entonces, también se fue generando gran interés en el estudio de sistemas
més concretos, como es el caso de los sistemas coloidales, cuya teoria continué desarrollandose en el
siglo XX. El estudio de estos sistemas eventualmente fue evolucionado; no obstante, los cientificos
de la época se dieron cuenta de que para poder describir sistemas mas complejos que se encontraran
fuera del equilibrio termodinamico habria que proponer nuevas alternativas, y como resultado de
ello nacio6 el reiterado interés por el estudio y desarrollo de una teorfa que describiese aquellos que
actualmente son conocidos como “sistemas activos”.

Un ejemplo particular y recurrente de materia activa es la materia viva. “Los sistemas vivos
estan persistentemente fuera de equilibrio: un organismo en equilibrio esta muerto. Este persistente
estado de desequilibrio se mantiene mediante el consumo continuo de energia. La comprension fisica
de los sistemas fuera de equilibrio es mucho mas dificil que la de termodinédmica bien establecida
y ain quedan muchos fenémenos sorprendentes por descubrir. Esta serd una de las areas mas
interesantes de la fisica en las proximas décadas”. [1]

El estudio de sistemas activos fue tomando gran relevancia desde las tultimas décadas del siglo
XX, y ha continuado desarrollandose ahora en el siglo XXI. Fenémenos como la quimiotaxis en
las bacterias, o el comportamiento emergente en aglomeraciones de particulas, células u otros
organismos mas complejos, que pueden conducir a la auto organizaciéon o al trasporte selectivo,
han llamado la atencion de una gran parte de la comunidad cientifica, conduciendo como resultado
a una extensa cantidad de investigaciones con el pasar de los anos, teniendo como enfoque una
amplia gama de finalidades.

Desde la implementacion de micromotores; ya sea en forma de micronadadores, para fines
biomédicos como método de administracion de medicamentos a zonas muy especificas del cuerpo
(de manera particular, “el uso de micronadadores para la deteccion puede, por ejemplo, contribuir
al diagnostico clinico o completar la administracion especifica de farmacos mediante el seguimiento
de los efectos localizados inducidos por los farmacos” [2]) , o dando paso a la posibilidad de
“construir nano-robots inteligentes en el futuro” [3]; hasta el desarrollo de la teoria a niveles mas
fundamentales para una futura mejor comprensién de sistemas complejos, como son el caso de la
organizacion de tejidos celulares; asi como del comportamiento colectivo y sincronizado, que puede
servir para la contruccion de sistemas inteligentes con la capacidad de trabajar colectivamente en
tareas especificas, como si se tratasen de un enjambre; e incluso para comprender la relacién entre
la organizacién y los procesos neuronales con los pensamientos que emergen de los seres vivos.

“Un buen ejemplo para el comportamiento emergente es el cerebro. Las neuronas individuales
son celulas bastante simples, similares a un transistor en electrénica. Pero si se acoplan méas o menos
100 billones en el cerebro humano, comienzan a ser conscientes y a pensar. Este comportamiento
emergente no es una propiedad propia de la neurona. Un ejemplo ain mejor es la vida misma. Un
organismo consiste principalmente en hidrégeno, carbono y oxigeno. Mezcle 100 kilogramos juntos,
agite bien, para que todo caiga en su lugar, y comienza a correr y a utilizar un celular”. [1]

XIII



XIV Introduccion

La materia activa en general, es aquella que puede absorber energia de algiin medio externo
y transformarla en trabajo. Por ejemplo por medio de campos electromagnéticos, absorbiendo
energia de fotones, o incluso apoyandose de un estimulo mecénico como puede ser la diferencia de
presion debida a un gradiente quimico en un proceso difusioforético cuando hablamos de particulas
Janus. Esto ha permitido el desarrollo de multiples técnicas experimentales para la manipulacién
de distintos tipos de particulas activas, que pueden ser sintéticas o materia viva (Normalmente
haciendo uso de la microscopia).

a)

agarose gel

Figura 1: (a) Particulas Janus, compuestas de platino-latex, obtenidas a partir de un microscopio
electronico de barrido. (b) Boceto de la configuracion experimental: una cdmara microfluidica
circular moldeada en gel de agarosa (areas grises) contiene los coloides de 1 pum tipo “Janus”. La
alimentacion de HoOs se logra mediante una circulacion constante en los canales laterales (azul
oscuro). (¢) La suspension coloidal activa se observa a través de un objetivo piezo-eléctrico de alta
apertura numérica montado en un microscopio invertido. [4]

Algunos ejemplos de propuestas que resultan de gran interés para la manipulaciéon de sistemas
brownianos activos son: La rectificacion de movimiento a través de microcanales, y el aprovecha-
miento de su dependencia con la velocidad de autopropulsion de las particulas para su separacion y
clasificacion en funcion de sus velocidades como se explica en [5]. Asi mismo y de manera similar, el
aislamiento de particulas activas, utilizando barreras asimétricas (véase la Fig 2 donde “se muestra
la segregaciéon de particulas activas dentro de una caja cuadrada en 100 um de lado, dividida en
dos partes por una serie de cunas; después de 100 s la mayoria de las particulas se concentran
la parte derecha de la caja”), o incluso la separacion de particulas quirales, empleando arreglos
de rectangulos inclinados a lo largo de circulos para formar “flores” quirales, utilizandolas para
encerrar particulas activas con quiralidades opuestas que inicialmente se encuentran libres (véase
la Fig. 3). “Tales practicas prodrian aplicarse en la industria biomédica y farmacéutica, donde a
menudo solo se desea una quiralidad especifica”.

Ademas de la experimentacion, también se ha enfocado gran parte de las investigaciones en el
desarrollo de simulaciones computacionales para el estudio de la materia activa, con la finalidad de
tener un mayor control sobre las diferentes configuraciones estocasticas de interés, y de esta manera
contar con un rango mas amplio de herramientas que puedan enriquecer el conocimiento que se
tiene en la actualidad. Por ejemplo, se han propuesto técnicas para movilizar y hasta cierto punto,
controlar la dindmica de particulas activas sintéticas con diferentes formas y distribuciones de masa,
aprovechando los efectos gravitacionales del medio donde se encuentran inmersas, y haciendo uso
de campos externos del tipo AC, como se menciona en [6]. Utilizando para esto particulas esféricas
del tipo Janus en un espacio bidimensional, aunque sin considerar el término que corresponde a la
interaccion entre dipolos (véase la Fig. 4).
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Figura 2: Segregacion de particulas activas usando una serie de cufias (estructuras moradas). (a)
al tiempo t = 0 s, las particulas activas (puntos negros) estan distribuidos uniformemente a través
del recuadro; (b) al tiempo ¢ = 100 s, la mayoria de las particulas activas estan concentradas en el

lado derecho de las cufas. [5]
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Figura 3: Clasificacion de micronadadores quirales con “flores” quirales (rectangulos grises). (a) En
t = 0 s una mezcla equilibrada de particulas activas con quiralidades opuestas se liberan dentro de
dos flores quirales con quiralidades opuestas. A medida que avanza el tiempo, se muestra en (b)
y (¢), las particulas activas que giran en sentido contrario a las agujas del reloj (cuadrados rojos)
estan atrapados en las flor quiral izquierda, mientras que las particulas que giran en el sentido de
las agujas del reloj (cuadrados amarillos) estan atrapados en la flor quiral derecha. [5]
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Figura 4: Simulacién instantanea de subconjuntos representativos de 200 PBAs (particulas brow-
nianas activas). En los recuadros azules se considera la region difusiva, mientras que en los rojos
se considera la region balistica. En los recuadros superiores se muestra como las particulas se se-
dimentan con el pasar del tiempo adimensionado ¢*. Luego en los recuadros inferiores se muestra
como las particulas reaccionan a un campo externo AC que se aplica al sistema. Las flechas de las
las particulas indican la direccién de autopropulsion en 20 oscilaciones del campo de AC. En los
recuadros internos de color blanco se muestra la distribucién de las orientaciones de las PBAs. [6]

Asi como este, hay multiples trabajos que aprovechan estas herramientas computacionales para
modelar sistemas que pueden ser en menor o mayor medida, complejos de estudiar solamente con la
experimentacion (mayoritariamente cuando se trata de sistemas tridimensionales, pues las técnicas
de microscopia extraen y registran datos bidimensionales del sistema en cuestion; ademas de la
dificultad que le compete el hacer un registro cuantitativo preciso de las posiciones, orientaciones
y momentos para cada pequenio elemento que conforma el sistema). Es en consecuencia, que la
simulacién ha jugado un papel muy importante en el desarrollo de la teorfa, y es por ello que la
presente tesis se enfocara en el desarollo tedrico-computacional acorde al analisis de algunos de
estos sistemas particulares, utilizando el formalismo de Langevin para micronadadores esféricos y
comparandolo con los resultados que describe teéricamente el formalismo de Smoluchowski.

Los primeros dos capitulos aluden y sirven como prefacio para el analisis de los sistemas ac-
tivos de interés desarrollados en los capitulos posteriores. En el primer capitulo se abordan los
conceptos correspondientes a los términos que forman parte de la dindmica browniana presentes
en el formalismo de Langevin y también en el de Smoluchowski; ademas de hacer hincapié en las
consideraciones que se tomaron en cuenta para los modelos computacionales. Luego en el capitulo
2 se introducen las escalas de tiempo, que toman gran relevancia para el analisis y estudio de los
datos que manifiestan los sistemas para las diferentes consideraciones en las escalas.

Para los siguientes dos capitulos se pone en marcha el desarrollo y analisis de los sitemas
para los dos formalismos que se abordan en la presente tesis. El capitulo 3 desarrolla la dinamica
que corresponde al formalismo de Smoluchowski, se calcula el desplazamiento cuadratico medio
(traslacional y rotacional) para una particula activa, ademés de analizar el comportamiento de un
dipolo al exponerlo a un campo magnético externo. Mientras que en el capitulo 4 se trata con el
formalismo de Langevin para distintos sistemas; desde los menos, hasta los més complejos, y por
medio del método de diferencias finitas se construyen las ecuaciones discretas que sirven como base
para los algoritmos que simulan dichos sistemas; desde una particula browniana unidimensional y
sin interacciones, hasta un sistema de multiples dipolos activos interactuantes bajo la influencia de
un campo magnético externo.

Por 1ltimo en los capitulos 5 y 6 se contrastan los datos obtenidos para dar paso a la resolucién
de las conclusiones generales.



Capitulo 1

Marco teérico y consideraciones
metodologicas

En el presente capitulo se hace mencién de los conceptos y proposiciones fundamentales que
constituyen el sustento de la teoria para la descripcién de este trabajo, asi como los parametros
que son considerados para su desarrollo, ligados directamente con sus alcances y limitaciones.

1.0.1. Fundamentos

Para la construcciéon de los algoritmos que corresponden a las simulaciones computacionales
vinculadas a los sistemas de interés, se aplica el método de diferencias finitas a la ecuaciéon de
Langevin, que representa de manera “determinista” la dindmica de las particulas individuales (esto
significa que es necesario generar N ecuaciones que describan de manera individual el comporta-
miento de las N particulas que conformen el sistema activo), esto con la finalidad de discretizar
los pasos que dictan la posiciéon de las particulas brownianas activas y de esta manera poder in-
corporarlos a los c6digos en Mathematica®. Dicha ecuacién se encuentra compuesta por distintos
términos cuya suma cumple y corresponde a la segunda Ley de Newton.

En retrospectiva, es necesario identificar cada uno de los términos que aportan a la suma
total de las fuerzas ejercidas sobre las particulas activas. Las cuatro fuerzas involucradas en dicha
descripcion son: La fuerza browniana, la fuerza hidrodinamica, la fuerza derivada de la propia
actividad de la particula en cuestion y las fuerzas que son producto de los potenciales de interaccion.

Movimiento browniano

Debido a la enorme cantidad de particulas que forman parte del solvente, estas imbullen por
medio de un bano térmico, un comportamiento erratico a las particulas del soluto. Dicho com-
portamiento depende de la energia del sistema, que a su vez depende de la temperatura. A este
comportamiento atribuido se le conoce como “movimiento browniano” y es el responsable del ca-
racter estocastico que presentan este tipos de sistemas.

A la fuerza que impulsa dichas particulas y que continuamente cambia la direccion de su movi-
miento se le conoce como “fuerza browniana”. Esta fuerza se deriva directamente de las colisiones
que sufren con las particulas mas pequenas que constituyen al medio donde se encuentran inmersas.
Dichas colisiones infunden un movimiento aleatorio que se caracteriza por no tener una direcciéon
preferencial; es decir, que su media es igual a cero ({(w(t)) = 0), y ademas de acuerdo a [7] se tiene
que cumplir con (w(t)?) = 1 para cualquier valor de ¢; y con w(t;) y w(ts) independientes una de la
otra para t; # to. Por lo tanto, al término que corresponde a la fuerza browniana en la ecuaciéon de
Langevin, se le asigna una variable estocastica w(t) que le atribuya la mencionada “aleatoriedad”.
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Interacciones hidrodinamicas

La medida que relaciona los efectos inerciales y los viscosos de un flujo dentro de un sistema
hidrodinédmico es el nimero de Reynolds. Cuando el nimero de Reynolds es relativamente pequeno
(Re < 1), los términos inerciales en la ecuacion de Navier-Stokes se vuelven despreciables en
comparacion con los efectos viscosos. Es en estas condiciones cuando el flujo se ve dominado por
la viscosidad del fluido, por lo que las particulas tienden a frenar su movimiento debido a la fuerza
de arrastre que las multiples particulas del solvente ejercen sobre ellas. Cuando la aproximacion de
Stokes es considerada vélida, la ley de Stokes para la fuerza hidrodinamica entra en accién. Dicha
ley describe la fuerza de friccién experimentada por una esfera pequena que se mueve lentamente
a través de un fluido viscoso y se escribe como:

Forras = _67”7RU = -

(para consultar las constantes, véase el apéndice A)

Movimiento activo

Como se mencion6 con anterioridad, las particulas activas son todas aquellas que tienen la
capacidad de absorber energia de algiin medio externo para posteriormente transformarla en energia
mecanica. Esto no se limita solamente al movimiento de rotacion y al transporte (también puede
ser alguna clase de fuerza mecanica en respuesta a algiun estimulo, la auto-organizaciéon, hasta
la retransmision de impulsos eléctricos o la generacion de respuestas quimicas); sin embargo, el
enfoque de interés de este trabajo en particular es el del desplazamiento para el transporte de
particulas activas.

Las particulas Janus por ejemplo, pueden autopropulsarse aprovechandose del efecto de la
difusioforesis. Cuando la cara catalizadora entra en contacto con el peréxido de hidrégeno, la capa
de platino descompone un par de moléculas de HO5 en dos moléculas de H,O y una de Os como
se menciona en [8], lo que genera una diferencia de presion entre la particula Janus y las moléculas
del solvente, de esta forma generando una fuerza neta que apunta en direccién opuesta a la capa
de platino. Esta fuerza producto de la actividad tiene importantes repercusiones en la dinamica
del sistema y se debe de considerar dentro de la ecuacién de Langevin.

Potenciales de interacciéon

Otra manera de generar una fuerza sobre una o mas particulas coloidales, es a través de la incor-
poracién de gradientes de potencial. Las fuerzas generadas a partir de potenciales pueden ser tanto
externas (a consecuencia de campos externos, como el gravitacional o campos electromagnéticos),
o pueden ser potenciales generados dentro del propio sistema (por ejemplo los gradientes quimicos
o aquellos generados por la interaccion entre dos o mas dipolos activos). En general pueden co-
existir varios tipos de potenciales simultdneamente en un mismo sistema, y ello puede conducir a
comportamientos sumamente complejos, por lo que normalmente suelen considerarse solo un par
de ellos, aunque ello no exime de hallar interés en el estudio de sistemas mas completos y que
arrojen resultados exuberantes.

1.0.2. Consideraciones adicionales

Una de las aproximaciones destacables que se tomaron en cuenta para la construccién de los
algoritmos implementados, fue el relativamente bajo ntimero de iteraciones utilizadas para simular
los pasos balisticos de las particulas brownianas, pues fueron de apenas centenares o en ocasiones
algunos pocos miles de pasos, lo que corresponde a resultados no del todo exactos, pero si lo sufi-
ciente para que se vean reflejados los comportamientos que se esperan de acuerdo a la literatura (Si
se quisiera ser extremadamente precisos, se necesitarian decenas de millones de pasos). Ademaés se
utilizé un bajo namero de particulas interactuantes, pues es complicado simular una gran cantidad
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de ellas debido a los altos requerimentos computacionales que estas conllevan; no obstante, basta
con unas pocas particulas (4 o 5 particulas por citar un ejemplo, como se puede observar en [5])
para obtener resultados de interés y analizar la dinamica del sistema.

Por otra parte, se considera un sistema estacionario, con un solvente homogéneo y solamente
un tipo de particulas brownianas, cuyas caracteristicas fisicas son exactamente las mismas, tanto
el tamano, la forma, como la actividad que estas presentan y el como reaccionan a las interacciones
con medios externos; es decir, todas se tratan de particulas idénticas (un sistema monodisperso).
Para poder hacer una comparativa eficaz con modelos previamente estudiados, como en el caso de
los resultados obtenidos en [14], también se considera que se tratan de particulas esféricas del tipo
Janus con una densidad uniforme (aunque la densidad de las particulas Janus no es uniforme, pues
estan compuestas por dos materiales diferentes, en este caso el platino y poliestireno).

La manera en que se puede despreciar el hecho de que las particulas no tengan una densidad
uniforme, es despreciando los efectos gravitacionales, pues si se considerasen se tendria que replan-
tear una basta cantidad de parametros y la dinamica del sistema difiere considerablemente. Esto
puede sustentarse de acuerdo a [6, 8], donde se menciona que ademés de que se llega a presentar
tanto la sedimentacion como la sedimentacion invertida en ciertos porcentajes (dependiendo de
variables tales como las densidades o la actividad que se presenta), también las trayectorias debido
a los procesos estocasticos se ven afectadas, pues existe una orientacion preferencial hacia la fron-
tera superficial debido a la torca que ejerce el campo gravitacional sobre las particulas Janus. Por
ende en la presente tésis se han omitido dichas interaccones, aunque como un primer acercamiento
a dichos sistemas, se propone el uso de las tres dimensiones espaciales, pues estas permiten un
estudio mas completo para particulas que presentan densidades no homogéneas; sistemas que por
supuesto son més dificiles de tratar experimentalmente, pues las técnicas de microscopia se basan
en la consideracion de dos dimensiones espaciales, limitando de esta manera las capacidades de
estudio del sistema en cuestion.

Como se estan despreciando los efectos gravitacionales y como no hay mayor interés por describir
la interaccion de las particulas con superficies delimitadoras, también se excluyeron las interacciones
con fronteras y solamente se tomaron en consideracion las interacciones entre particulas debido a
los potenciales de interacciéon involucrados. Potenciales que aunque normalemente se tienden a
simplificar utilizando aproximaciones por medio de etapas de pozos de potencial cuadrados como
se menciona en [9]; no se incorporaron como parte de los codigos generados, sino més bien se
utilizo la forma completa y continua de los potenciales de interaccion. Y para las interacciones que
involucran al campo magnético externo, se considera un campo uniforme orientado en direccion
del eje vertical, pues simplifica significativamente el planteamiento de las ecuaciones y por ende
del codigo utilizado, ademas de otras razones explicadas en el cuarto capitulo.







Capitulo 2

Escalas de tiempo y caminata
aleatoria

A pesar de que el comportamiento dindmico de las particulas en un sistema coloidal es muy
similar tanto para el soluto, como para el solvente; (pues debido al principio de particion, al
considerar que localmente el sistema se encuentra en equilibrio, los distintos tipos de particulas
llevan la misma energia cinética media) existe una diferencia sustancial que corresponde a las escalas
de tiempo para sus respectivas particulas; y por ende, de escalas caracteristicas correspondientes
a longitudes de desplazamiento.

Se pueden distinguir especialmente dos escalas de tiempo con las que se trabajaran en la presente
tesis: las que estan directamente relacionadas con la masa inercial de las particulas, y aquellas
donde las particulas “perdieron la memoria de sus masas”; es decir, los términos inerciales han
desaparecido.

Tomando como principales referentes a [10] y [11], se describen y analizan las escalas de tiempo
fundamentales que son indispensables para el desarrollo de este trabajo, asi como las reglas que
caracterizan a la caminata aleatoria en base a la definicion de la escala de tiempo de relajacion
de momento (concretamente hablando de las secciones que corresponden a este capitulo, las es-
calas de tiempo y la caminata aleatoria respectivamente), ligando esta tltima con la definicion
del desplazamiento cuadratico medio de un sistema browniano (o también conocido como MSD),
puesto que se ve estrictamente arraigado en el anélisis de resultados computacionales de interés.
A continuacion los fragmentos mas relevantes a considerar, basados en los textos originales:

2.1. Escalas de tiempo relacionadas con la masa (Régimen
balistico)

2.1.1. Escala de tiempo de colisién molecular T,

El proceso mas réapido en una dispersion coloidal, relevante para el movimiento browniano, es la
colision de moléculas de disolventes entre si y con un coloide. La energia cinética de las particulas
con masa m y velocidad v es igual a:

(Bpin) = (%va) - ngT (2.1)

Debido a la estrecha distancia intermolecular del solvente, las moléculas chocan al viajar una
distancia aproximada al radio molecular r. El tiempo relacionado con la colisién es en proporcion:

T~ Ten/ (V%)
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Por tanto, el tiempo de colisién 7. para las moléculas con radio r es del orden:

r

= JksT/m

Dado que la particula colidal se encuentra aparentemente estatica en esta escala de tiempo, 7. es
también el tiempo caracteristico para los encuentros entre un coloide y sus moléculas circundantes.
Debido a la alta frecuencia de las colisiones, para la particula browniana, la escala de tiempo
cumple t > 7; es decir, dicha particula experimenta un fluido continuo en lugar de una colecciéon
de moléculas discretas. En consecuencia, el movimiento de una particula coloidal se considera que
cumple con el amortiguamiento por friccién de Stokes, y debido a esta amortiguacion viscosa, la
particual “relaja” su momento.

2.1.2. Escala de tiempo de relajacion de momento 7y,

Considérse una particula coloidal, con una velocidad de deriva vy y un impulso py = muvy para
un tiempo ¢ = 0 (véase la Fig. 2.1).

v(t)=v,/e
| | ]
t=0 =Ty, >Typ

Figura 2.1: La velocidad v(t) de una esfera decae exponencialmente en el tiempo debido a la
disipacién de la energfa cinética viscosa. En el tiempo de relajaciéon del momento 7a,r, la velocidad
de la esfera ha disminuido en un factor e desde su valor inicial vg. [10]

La fuerza viscosa en la esfera es igual a ~,v(t) donde ; es el coeficiente de friccion traslacional
de Stokes. Por la segunda ley de Newton se tiene que, para una particula con masa constante m:

m&v(t) =—yv(t), t>T7. (2.2)

A partir de la cual se encuentra que la velocidad instantanea v(t) y, consecuentemente, el
momento inicial decae como:

v(t) :voexp{_j;f} :Voexp{—TJéR} (2.3)

La disminuciéon exponencial del momento del coloide (nuevamente se observa en la Fig. 2.1) se
establece por el tiempo de relajacion, también conocido como el tiempo de relajaciéon del momento:

L R? (2.4)
91

Como consecuencia del intercambio de energia cinética con el disolvente circundante, la particula
coloidal ejecuta pasos “balisticos” que en longitud son comparables a los tomados por las méculas
del solvente; sin embargo, debido a su masa mucho mayor, la particula coloidal da estos pasos a
una frecuencia mucho méas baja. Si se siguiese considerando una serie de muchos pasos balisticos
como este, se entraria en el régimen difusivo o browniano.

m 26
TMR= — = ¢
t
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2.2. Caminata aleatoria

Se considera una particula browniana que presenta una caminata aleatoria unidimensional como
se muestra en la parte inferior de la Fig. 2.4, que comienza en la posicion z = 0 y en el tiempo
t = 0, acorde a esto se consideran las siguientes reglas:

1. La particula se mueve hacia la derecha o la izquierda una vez cada 7 = 7Tp/p segundos,
moviéndose a una velociad +v, una distancia § = £wv,7.

2. La probabilidad de ir hacia la derecha o hacia la izquierda en cada caso es de 1/2. Ademas
las particulas al interactuar con las moléculas del agua, olvidan lo que hicieron en la etapa
anterior de su viaje. Los pasos sucesivos son estadisticamente independientes.

3. Cada particula se mueve independientemente de todas las demés particulas; es decir, que las
particulas no interactiian las unas con las otras. En la practica, esto sera cierto siempre que
la suspension de las particulas esté razonablemente diluida.

Como consecuencia de dichas reglas, las particulas no van a ninguna parte en promedio. Por
otra parte, el desplazamiento de la raiz cuadréatica media no es proporcional al tiempo, sino a la
raiz cuadrada del tiempo.

Se puede establecer estas un procedimiento iterativo haciendo uso de estas proposiciones. Con-
siderando un conjunto de N particulas que se tiene lo siguiente:

Sea x;(n) la posicion de la i-ésima particulas después de del n-esimo paso. De acuerdo con la
regla 1, la posiciéon de una particulas después del n-ésimo paso difiere después del n — 1 pasos por
+4:

zi(n) =x;(n—1)+46 (2.5)

De acuerdo con las reglas 2 y 3, tanto el signo positivo como el negativo se aplicaran a aproxi-
madamente la mitad de las particulas.

El desplazamiento medio de las particulas después del n-ésimo paso se puede encontrar prome-
diando sobre las particulas de indice ¢ de la forma:

| X

Al expresar z;(n) en términos de x;(n — 1), Eq 2.5, se encuentra que:

N

1 1
(e(n) = & D fwin—1)£6] = ¥ > xi(n—1)

=1 =1

El segundo término entre paréntesis tiene un promedio de cero, puesto que su signo es positivo
para aproximadamente la mitad de las particulas y negativo para la otra mitad.

= (z(n)) = (z(n - 1)) (2.7)

La Eq. 2.7 expresa que la posicién media de las particulas no cambia de un paso a otro.

Ahora, dado que todas las particulas comienzan en el origen donde la posicién media es cero,
la posiciéon media sigue siendo cero. La propagacion de las particulas es simétrica con respecto al
origen, como se muestra en la Fig. 2.2
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i
X

Figura 2.2: La probabilidad de encontrar particulas en diferentes puntos = en tiempos t = 1,4 y
16. Las desviaciones estandar (anchos de raiz cuadratica media) de las distribuciones aumentan
con la raiz cuadrada del tiempo. Sus alturas maximas disminuyen con la raiz cuadrada del tiempo.
[11]

Una medida conveniente de propagacién es el MSD (2%(n)). Aqui se hace un promedio del
cuadrado del desplazamiento en lugar del desplazamiento en si (véase el apéndice B). Dado que el
cuadrado de un nimero negativo es positivo, el resultado debe ser finito; no puede ser cero. Por lo
que se obtiene que el MSD para 1, 2 y 3 dimensiones espaciales son respectivamente:

(r?) = 2Dyt (2.8)

(r?) = 4Dyt (2.9)
y

(r?) = 6Dyt (2.10)

Para las escalas de tiempo 7 > m/v:, la coordenada de posicion es en promedio proporcional
a Vt. Esta escala de tiempo generalmente se conoce como la escala de tiempo difusiva 7p. En
dicha escala de tiempo, resulta factible una descripcién estadistica del movimiento de la particula
browniana. Por lo tanto, se llega al siguiente orden de escalas de tiempo:

10_145 = Tsolvente K TFp K m/’yt < 7Tp <211)

como se muestra en la Fig. (2.3). El punto de transicion es el equivalente a la escala de tiempo
de relejacién de momento Ty r = M/, que divide a la escala de tiempo de Fokker-Planck 7pp
(correspondiente a la region balistica) y a la escala de tiempo que corresponde a la region difusiva
7p también conocida como “escala de tiempo browniana”.
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Figura 2.3: Desplazamiento cuadratico medio como funcién del tiempo. La funciéon presenta en un
comienzo un comportamiento cuadratico; sin embargo, conforme pasa de la escala balistica a la
difusiva se va volviendo lineal. [12]

2.3. El régimen difusivo

2.3.1. Escala de tiempo difusiva o Browniana t > myr

A la secuencia de pasos moleculares de magnitud A que cambian de direccién continuamente
debido a las colisiones se le conoce como difusion.

Cuando un coloide ha realizado muchos pasos de intercambio de momentos, entra en el régimen
de tiempo difusivo ¢ > Ty (vease la Fig. 2.4).

@ n=t =2 o TREdte o Thedty
 E—
E Step length ( 5 g
20 +
O n=1"\ n=2"y
R‘x_kl"l=5_'.-"k R\"_ n=4 , ‘\'.._ =3 N

Figura 2.4: Parte superior: Una esfera ejecuta pasos balisticos de longitud [ en la misma direc-
cion de tal manera que su desplazamiento es proporcional al tiempo. Parte inferior: Una esfera
browniana camina con la misma probabilidad hacia la izquierda o hacia la derecha, lo que implica
un deplazamiento neto que crece como la raiz cuadrada de ¢. [10]
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Para el cuadrado del vector de desplazamiento, se encuentra en promedio un nimero de pasos
balisticos n = t/7prg > 1, sumamente grande:

_<§n:zsj.§n:z8k> — 8 X +Z2ZZJ ) =17 — (2.12)
j=1 k=1

TMR
J#k

El promedio de la doble suma de los términos cruzados j # k desaparece porque la suma
produce una secuencia de productos punto de vectores unitarios iguales a 1 o —1 con la misma

probabilidad. Desde

IfBT’T'2
12 ~ (’UoTMR)z ~ TA/[R7

encontrando un desplazamiento cuadratico medio que es proporcional a:

kpT

kgT
(@?) ~ o TMRE~ %t, t> TmR (2.13)

De esto se concluye que la masa m de la particula coloidal se ha eliminado de la ecuacion, por
lo que no tiene efecto alguno sobre los desplazamientos difusivos; ademas, en el hipotético caso
balistico, el desplazamiento al cuadrado aumenta de forma cuadratica en el tiempo, a diferencia
del movimiento descrito por la Ec. (2.13), donde crece de manera lineal. Esto radica en el hecho de
que en los pasos balisticos todos los pasos se suman, mientras que para el movimiento browniano,
los pasos se suman y también se restan con la misma frecuencia. Se puede ver en la constante de
proporcionalidad en la Ec. (2.13) el coeficiente de difusion traslacional Dy = kgT/v;.

2.3.2. Escala de tiempo de relajaciéon configuracional 7¢r

Luego de varios procesos de relajacion, los coloides han entrado en el régimen difusivo y se
han difundido una distancia comparable a su propio radio R; como consecuencia de esto, se puede
definir un tiempo 7¢ g, que es necesario para que los centros de la esfera inscriban un area de orden
R? por difusion. De la Ec. (2.12) se obtiene para este tiempo de relajacion configuracional:

R\ 2
TCR ™~ (l) TMR
Una expresion alternativa para 7o se deriva de la Ec. (2.13):
’YtRQ nR®
kT kBT BT

TCR ~ (2.14)

Por lo tanto se tiene que:

TMR ~t < TcRr

Los coloides solo experimentan entre si (o una pared, o cualquier otro obstaculo) a través
de campos de flujo hidrodinamico (‘interacciones hidrodinamicas”). Solo en la escala de tiempo
t > 1o R los coloides se encuentran directamente y experimentan interacciones “directas”.

2.3.3. La escala de tiempo de relajaciéon rotacional Trr

Cuando las esferas coloidales han realizado muchos pasos angulares en los que intercambian
el momento angular con el disolvente, entran en el régimen de tiempo difusivo ¢ > 745 (con
Tar como el tiempo de relajacion del momento angular, que es aproximadamente igual a Ty/R).

10
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Inicialmente, el desplazamiento angular neto 6 de la esfera sigue siendo insignificante. Para que 6
se desvie sustancialmente de su valor 8 = 0 en ¢t = 0 se tiene que esperar al menos un tiempo.

1 nR>
Il il
D, kgT

Aqui D, = kgT/87nR? es el coeficiente de difusion rotacional que determina el decaimiento de
las orientaciones de las esferas. Por lo tanto, el tiempo 7¢g en la Ec. (2.14) tomado por una esfera
para cambiar significativamente su posiciéon coincide con el tiempo que 7rr (0 simplemente 7g)
necesita para cambiar sustancialmente su orientacién.

Nuevamente esto resulta conveniente, pues permite extraer datos significativos tanto para la
dindamica rotacional, como para la dindmica traslacional de un mismo sistema simulado bajo los
pardmetros previamente establecidos.

TRR — (2.15)
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Capitulo 3

Formalismo de Smoluchowski

3.1. La Funcién de Densidad de Probabilidad (PDF)

Para cada una de las coordenadas de posicién y de momento en el espacio fase, los valores
especificos forman un conjunto con cierta presiciéon para un tiempo en particular. Se puede entonces
definir la probabilidad de que ciertas condiciones iniciales concretas ocurran.

Para particulas esféricas, el espacio fase se define como el espacio de 6 N-dimensiones que abarca
las coordenadas de posicién rq,...,rn v de las coordenadas de momento pq, ..., py de todas las N
particulas en cada sistema. Los valores de las posiciones y los momentos definen el microestado en
el que se encuentra el sistema, representado por un tnico punto en el espacio fase.

La densidad de puntos es proporcional a la probabilidad de encontrar un tnico sistema en
ese microestado para un tiempo determinado. La funcion de densidad de probabilidad (también
conocida como PDF) P(X,t) de X = (r1,...,rN,P1, -, PN) se define como: P(X,¢)dX igual a la
probabilidad de que las posiciones y los momentos de las particulas estén entre (X, X +dX) en un
particular tiempo t.

Considerando una PDF para N particulas

PN al,t)
donde solamente interesan las coordenadas de posicion r y las de orientacién G para cada una

de las particulas.

3.2. Posicion y orientacién de una particula

Utilizando el sistema de coordenadas esféricas, se tiene que una particula cualquiera del sistema
cumple:

r:xi—i—yj—i—zfg ﬁ:uzi—i—uyj—f—uzl;
donde,

Uy =sinfcosp, wu, =sinfsing, wu, =cosf

Cuyas coordenadas de orientacion se localizan sobre la esfera unitaria como en la Fig. (3.1),

13
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(a)  (b)

c>
c>

Figura 3.1: (a) Vector de orientaciéon definido a partir del dngulo polar y el acimutal. (b) Esfera
unitaria sobre la que reside cada posible vector de orientacion @ [13]

Sea P(r,q,t)drdu la probabilidad de que una particula con posicién r y orientacion G esté en
el elemento drdu alrededor de (r, @) del espacio de configuraciones de una particula al tiempo t.
La probabilidad debe ser normalizada, por lo que:

/dr/dﬁ P(r,a,t) =1

du=sinfdfdey, 0<0<7wm 0<¢<27m

donde,

3.3. Flujo de particulas

Considerando un ensamble tipo canénico N,V,T donde cada uno de los elementos es una
particula coloidal esférica axial (particula browniana) en un fluido molecular.

Cada microestado est4 definido por N puntos dentro de R?, y por N puntos sobre la superficie
esférica unitaria R2. Se visualiza a continuacién en la Fig. (3.2) y (3.3) respectivamente:

Figura 3.2: Puntos dentro del volimen R? [13]
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3.3 Flujo de particulas

|l 47 |=|\|e
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Figura 3.3: Puntos sobre la superficie esférica unitaria R? [13]

El ntmero de puntos en funcion del tiempo N(¢) en W y A estan relacionadas con la PDF,
P(r,w,t) donde di es un elemento de superficie de la esfera unitaria.
La variacion en el tiempo del nimero de puntos en W y A estda dada de la siguiente manera:

El cambio en el nimero de puntos esta relacionado con los flujos de puntos, jiras ¥ Jrot, que
entran y salen a través de las fronteras OW y 0A, de W y A respectivamente.

dN (¢
():/ dS/ da jtmer/ dr/ Al jrot (3.2)
dt ow A w oA

La contribucién local al cambio de ntimero de puntos en W es igual a la densidad local de
la probabilidad de P(r,,t) multiplicado por la componente perpendicular de la velocidad de
traslacion del centro de masa v en el caso traslacional, y a la velocidad angular en el caso rotacional.

Para el caso traslacional, simplemente es:

jtras = (ﬁ : V) P(I‘7 ﬁv t)

Mientras que para el caso rotacional, el vector normal a la recta es i =1 x 0. Asi que se tiene:

dia -~
ot = d%‘ (I a) P(r,a,t)
Y utilizando la propiedad
~ di
:>j’l‘0t = 1- (ﬁ X 711) P(I‘,ﬁ,t)
dt
Entonces:
) . . . - . du )
Jtras = (- v) P(r,a,t) Jrot =1+ (0 x E) P(r,0,t)

Luego sustituyendo jirqs ¥ jrot €n la Ec. (3.2) y si dS =10 dS, se tiene:

dN(t)__ a v P(r,a,t)] — r 1-(ia da r i
e /awdS/Ad [v P(r,a,1)] /Wd /Mdll( x ) Peat)  (33)

15




)$

Formalismo de Smoluchowski
3.4 Ecuaciéon de Continuidad para el movimiento traslacional y rotacional

dl

s,

S
\

3.4.

Figura 3.4: La componente perpendicular de la velocidad de traslacion del centro de masa es
1- (0 x 48 que multiplicada por la probabilidad P(r,,t) da como resultado el flujo jo; [12]

Ecuacién de Continuidad para el movimiento traslacio-
nal y rotacional

AN(t) _
at

Aplicando los Teoremas de Gauss y de Stokes a la Ec. (3.3) se llega a

/dr/du - [v P(r,a,t)] /dr/du

Luego, sea v=Q xr

u X E) P(I‘,fl’ t)]
da . .
= T Q xu, (9 yuson perpendiculares) =0 X —
Por la septima propiedad de A.3

T =ux(Qxnu)

da

= N =1ux ct
dt

sustituyendo Q = i x 42

Ahora, utilizando la octava propiedad de A.3 con R =1 x Vg como el operador rotacional, y
S en la Ec. (3.4) se llega a

/ dr/du vP(r,th)]—/ dr/dﬁR~[QPrut)]
A w
Sustituyendo en la Ec. (3.1) y haciendo algunos arreglos

/ dr / da {at P(r,a,t)+V-[v P(r,i,t)] + R-[Q P(r,u t)]} 0

A

— 5 Pa,t) = =V [v P(r,a,1)] - R-[Q P(r,a,1)]
Que es la ecuacion de continuidad para el movimiento traslacional y rotacional para una par-

ticula donde v es la velocidad de traslacion y €2 la velocidad rotacional

(3.5)
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3.5 Formalismo de Smoluchowski generalizado dentro de la escala difusiva

Para N particulas brownianas, la Ec. (3.5) se escribe como:

N
gp( N oM 1) = Z{vj- [v; Pe™, oY, )] + R, - [ P(rN7aN,t)}} (3.6)
7j=1

3.5. Formalismo de Smoluchowski generalizado dentro de la
escala difusiva

Una relacion importante para expresar las velocidades en términos de funciones fase, es la ecua-
cion de equilibrio de fuerzas y la de torcas. En la escala de tiempo browniana (75), las coordenadas
de los momentos traslacionales y angulares han relajado al equilibrio térmico con las moléculas del
solvente, de modo que la fuerza total y la torca total sobre cada particula browniana es cero.

Hay tres fuerzas no inerciales y torcas que actian sobre cada j-ésima particula: La fuerza hidro-
dinamica FH y la torca hidrodinamica T H , que el solvente ejerce sobre dicha particula browniana.
La fuerza de interaccion directa FI eJer01da sobre la j-ésima particula por el resto de particulas, asi

como la torca de interaccion dlrecta 7' . Y la propia fuerza browniana FB de la particula, ademas

de la respectiva torca browniana TJB con la que cuenta.

Partiendo de dicha condicién, para la parte traslacional se tiene:

_wH I B
0=F;/ +F;,+F; (3.7)
Y analogamente para la parte orientacional:
H I B
0=71;"+71; +7; (3.8)
La fuerza de interaccién directa se define en este caso como F]I = —Vrjfb(rN,ﬁN) del en-
samble de las particulas brownianas, y la torca de interaccion directa relacionada con ¢ es

I _— _ PN 5N
TJ _- R‘]@(r] ’uj ). . . . . , . P
Sin tomar en cuenta las interacciones hidrodinamicas en la fuerza y la torca, sélo tomando las
fuerzas de friccién, se tiene (para el caso de una particula esférica):

Fil = —yv; o 7l =-%Q;

Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones de equilibrio (3.7) y (3.8), luego despejando
para v; y £;:

1
vi=— Ve, (N, aN) + FP] (3.9)

1r1r-
9= [Rj o™, aV) + TJB] (3.10)

Sustituyendo la Ec. (3.9) en la Ec. (3.6) para la parte traslacional, se obtiene la Ecuacion de
Smoluchowski para la parte traslacional:

N, al) N
& Z -V, @+ FP] PN al) =0

1
<y

De igual manera se tiene que la Ecuamon de Smoluchowski para la parte orientacional es:

N
8P(N a™) Z Ry [-Rjo+ 7| Pl al) =0

17
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3.6 Formalismo de Smoluchowski para una particula activa dentro de la escala difusiva

3.5.1. Ecuacién de Smoluchowski
Para tiempos grandes (Difusivos), se puede utilizar la aproximacion de Boltzmman P( N uév ) &~

e~ 7%, donde la PDF P(r,1,t) no depende del tiempo, asi que la derivada temporal en la ecuacion
de continuidad es igual a cero. Esta igualdad se cumple al relacionar la PDF con las fuerzas y
torcas brownianas por medio de:

FP = —kpT V,InP(r,a), 77 =—kpTR InP(r,qa)
Que se pueden reescribir como:

1 -
— Vr].P(r;V,ﬁé-V) N 3 RlnP(réV,ﬁj»v)

Asi que sustituyendo estas expresiones en la Ec. (3.9), en la Ec. (3.10) (con v+ = 1/8D;, y v =
1/8D, respectivamente), y sustituyendo en la Ec. (3.6). Entonces la Ecuacion de Smoluchowski se
escribe:

PN aY) X -
s EL DiVe, - [B(Ve, @) P(r], 05) + Vo, P(r 05)] + ..
= (3.11)

. D.R;- [ﬂ(Rj@)P(rj )+ R P, 6]} = £sP(e¥, )

Donde Lg es el operador de Smoluchowski definido como:

L= ﬁ: {Dtv” [B(Ve, ®)(..) + Vi, (..)] + Do R, - [B(chp)(. L)+ Ry .)} }

3.6. Formalismo de Smoluchowski para una particula activa
dentro de la escala difusiva

Al igual que el caso de multiples particulas sin actividad, se tiene que recurrir a las ecuaciones
correspondientes para el equilibrio entre fuerzas y el equilibrio entre torcas. En este caso es evidente

que la fuerza de interacciéon entre particulas no se encuentra presente. Entonces el equilibrio entre
fuerzas se puede escribir como:

0=) F;=Fy+Fp
i
Como en el caso de multiples particulas brownianas sin actividad, se considera la veracidad de la

aproximacion para la fuerza y la torca browniana, haciendo uso de la aproximacion de Boltzmman,
entonces se tiene que en el equilibrio:

Fp = —kgT ViInP(r,0,t), 75 =—ksTR InP(r,,t)

Ademas la fuerza hidrodinadmica es Fg = —v;(v — vp1). Asi que sustituyendo en la condicion
de equilibrio,

= —y (v —vot) — kgT V[ln P(r,0,t)] =0

= v =i — D, V[InP(r,0,t)] (3.12)

Anéalogamente para el caso rotacional se tiene que en el equilibrio:
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3.6 Formalismo de Smoluchowski para una particula activa dentro de la escala difusiva

O:Zn:THJrTB

K2

Con 7y = —7, Q como la Torca Hidrodinamica.

— —kgTR InP(r.a,t) —y, =0

— Q=-D,R InP(r,i,t) (3.13)

Ademas teniendo en cuenta que:

V[in P(r, @, 1)) = V[P(r, 0.t)] (3.14)

P(r,0,t)
Después sustituyendo la Ec. (3.12), Ec. (3.13) y Ec. (3.14) en la Ec. (3.5), y haciendo algunos
arreglos:

%P(r7 a,t) = =V - [vott P(r,0,t)] + D; V2P(r,0,t) + D, R*P(r,11,t) (3.15)

3.6.1. Desplazamiento cuadratico medio para una particula activa tridi-
mensional dentro de la escala difusiva

Sea W;(t) el desplazamiento cuadratico medio (MSD), tal que; Wy (t) = (r%(t)). Se parte de su
derivada temporal de acuerdo a la definicién de la PDF'; luego, utilizando el formalismo de Smolu-
chowski para una particula activa dentro de la escala difusiva y haciendo una serie de desarrollos
(véase el apéndice B) se llega a:

w2 v2
Wi(t) = <6Dt + D") t+ ﬁfz (e72Pr —1) (3.16)

Esta es la Ecuacion que describe la evolucion del desplazamiento cuadratico medio a través del
tiempo, y esté relacionado con las condiciones del sistema en concreto, asi como la actividad que
presenta la particula.

Se puede simplificar atn mas la expresion utilizando la definicion del desarrollo en serie de
Taylor para la exponencial (véase el apéndice A), facilitando su uso mediante una aproximacion a
tiempos cortos. Con ¢ < TR se tiene entonces:

2 2 4t2D?
Wi(t) = (GDt+DO) t+2—ng <1 = 2Dy + 5t - 1)

Simplificando,

= Wy(t) = 6Dyt + v3t? (3.17)
Luego para t > 7R, la exponencial de la Ec. 3.16 tiende a cero, por lo tanto:
v2
Wi (t) = 6Dyt + vitpt — 2—8? (3.18)

Al graficar el andlogo bidimensional del desplazamiento cuadratico medio generalizado, para
tiempos cortos y para tiempos largos, de acuerdo a [14] se observan las graficas de la Fig (3.5)
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3.6 Formalismo de Smoluchowski para una particula activa dentro de la escala difusiva

300 ]
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Figura 3.5: Desplazamiento cuadratico medio en funcion del tiempo para la trayectoria expuesta
(esfera recubierta de platino en 10% de H305), que se asemeja a una pardbola (linea roja) con
At < TR, y una linea recta (linea verde) con At > 7. [14]

3.6.2. Desplazamiento rotacional cuadratico medio para una particula
activa bidimensional dentro de la escala difusiva

Analogamente al calculo del MSD, se calcula el MSRD para una particula bidimensional que
presenta actividad para la parte traslacional dentro de la escala difusiva (véase el apéndice B) y se
llega a:

Wa =2(1 —e Pt (3.19)

Anélogamente para tiempos cortos:
Wa =2D,t (3.20)

<(a(n)-a,)" >

AN

/4D

o

> [

Figura 3.6: Anélogo al MSD; el MSRD para una esfera browniana dentro de la escala difusiva
cambia de 2D,t a 4D,t para tiempos cortos cuando se anade una componente angular. [10]
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3.7 Un dipolo bajo los efectos de un campo magnético de acuerdo a Smoluchowski

3.7. Un dipolo bajo los efectos de un campo magnético de
acuerdo a Smoluchowski

Considerando el caso de una tunica particula que se encuentra en el equilibrio, tomando el
término para la parte rotacional de la Ec. (3.11), se tiene que:

dP(ua,t - . .
0= % - D.R- [5(3 D)P(11,t) + RP(4,1)
. . RP(i .
. RP(i) = —B(R ®)P(i) — BEW __5f g
P(a)
Luego con Rln P(11) = 1%31;(3{)1) se llega a:
P(a) = e P? (3.21)
De acuerdo a la definicion del potencial para un dipolo bajo los efectos de un campo magnético
Uert = —pt - Eext, con un campo magnético externo Eqxt = Fpk de magnitud Fy en la direccién k,

Uert = —Eg cos b

Se sustituye esta expresion en la Ec. (3.21), asi que:
P(ﬁ) _ eB;LE'o cosf _ BES cos 0

con Ef = BuEy. Luego normalizando la PDF":

. . . ESBESCOSH
0

Pdf de un dipolo contra 0 para diferentes Eg

1.0
I — 10T
— 05T
1T
— 15T
2T
— 25T

P(6)

T 27

Figura 3.7: PDF de un dipolo en funciéon de su orientacion al variar la intensidad del campo
magnético que se encuentra orientado en direccion del eje z positivo. Cuando el valor del campo
tiende a cero, es igualmente probable encontrar la particula en cualquier orientaciéon. Conforme se
aumenta la intensidad del campo, la probabilidad de hallar una particula orientada en la direccion
del campo aumenta, y tiende a cero conforme el dngulo se acerca a .
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Capitulo 4

Formalismo de Langevin

4.1. La Ecuaciéon de Langevin

El modelo de Langevin se basa en la idea de que las particulas se encuentran en equilibrio
térmico con su medio circundante, producto de ello el sistema presenta un movimiento Browniano
que se incluye dentro de la ecuaciéon de Langevin. Estas colisiones aleatorias son en gran medida la
principal fuente de movimiento. La validez de la suposicion depende de que haya tiempo suficiente
para que las particulas alcancen dicho equilibrio. Ademés, la escala de tiempo se encuentra siempre
presente en la constante de friccién, que cuantifica la perdida de la velocidad de la particula en
cuestion, debido a la viscosidad del medio, es por ello que la escala de tiempo resulta tan importante,
pues determina la frecuencia y la intensidad de las colisiones, y por ende de la dindmica del sistema.

La Ecuacién de Langevin muestra la relacion que existe entre la fuerza neta que actta sobre
alguna particula del sistema con su movimiento teniendo en cuenta la friccién, y de términos
estocasticos debido al movimiento Browniano:

mi(t) = — 1 (t) + /2kpTy: w(t) (4.1)

donde m¥(t) es el término de inercia, —v,r(t) corresponde a la friccion, /2kgTvy,w(t) es el
término de ruido blanco y w(t) la variacion aleatoria que se produce sobre la particula debido a
su naturaleza Browniana (véase el apéndice A).

4.1.1. Simulacion del movimiento browniano

Se puede resolver una ecuacion diferencial ordinaria facilemte utilizando el método de diferencias
finitas. La solucion de tiempo continuo z(t) se aproxima por una secuencia de tiempo discreto
z;, que es la solucién de la correspondiente ecuacion en diferencias finitas evaluada en los pasos
de tiempo regulares t; = iAt. Si At es suficientemente pequeno x; =~ z(t;). Una ecuacion de
diferencias finitas es obtenida desde la ecuacion diferencial ordinaria reemplazando x(t) por x;,
@(t) por (x; — z_1)/At, y #(t) por (z; — 2,1 + 2;_2)/At? (véase el apéndice C).

Considerando la Ec. (4.1) dentro de la escala de difusiva se puede despreciar el término inercial.
Luego aplicando el método de diferencias finitas se tiene que:

T =Ti—1+\/ 2D{»At W (42)

La cuél es la forma més simple de simular una particula con propiedades estocésticas de ruido
blanco. En [7] se pueden hallar los resultados que obtuvieron para la simulacion de una particula
browniana basada en ese modelo simple para una dimensién espacial como se puede ver en la Fig.
(4.1), que muestra diferentes recorridos tomados en 3 simulaciones para distintos intervalos de
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4.1 La Ecuacién de Langevin

tiempo. En ellos se puede apreciar como la distribucién de los puntos tiende a mantenerse dentro
de un cierto rango definido a partir de un area de color gris oscuro.

8(a) (b)

;__ 0 .. .
8/At=1 At=05 At= 01
8
4 (@) : (/e)wf/u\./\ (f)

X" O\AM/f\/\,\/
4 T— : '
glAt=1 At=05 At=0.1

0 10 20 300 10 20 300 10 20 30
t t t

Figura 4.1: A medida que el paso del tiempo At disminuye, se deben emplear valores mayores del
ruido blanco gaussiano w; para aproximar la solucion de la ecuacion de difusion libre. (a) At = 1, (b)
0.5, ¥ (¢) 0.1. Las soluciones correspondientes de la ecuacion de difusion libre en diferencias finitas
en (d)—(f) para x; (lineas) comportarse de manera similar. Aunque estas soluciones difieren porque
son realizaciones especificas de un proceso aleatorio, sus propiedades estadisticas no cambian, como
se puede ver al comparar las dreas sombreadas, que muestran las regiones dentro de una desviacion
estandar de la media de 10, 000 realizaciones. [7]

Desplazamiento Browniano en una dimensién espacial contra el tiempo
e M L L
10

X/ um
(=)

o 5 10 15 20 25 30
t/ seg

Figura 4.2: Comparando los resultados que se muestran en la Fig. 4.1 con el cédigo generado en
Mathematica® (véase el apéndice E), se pueden observar los recorridos brownianos de 10 particulas
independientes en la siguiente figura (Notese que las graficas se acoplan notablemente al area gris).
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4.2 Formalismo de Langevin para una particula activa dentro de la escala difusiva

4.2. Formalismo de Langevin para una particula activa den-
tro de la escala difusiva
Agregando un nuevo término que describe la actividad de la particula (v;vol1, donde vy es la

velocidad correspondiente a la actividad), se tiene que la ecuacion de Langevin para las traslaciones
se vuelve:

mi(t) = =yt (t) + Yot + /2kpTy: we(t) (4.3)

2

y para la parte rotacional, (con I = %mr como el momento de inercia para una esfera de masa

uniforme m y radio r) la Ecuacién de Langevin se puede escribir como:

16(t) = =7, 0(t) + 7 Qo + /2kpT, w,(t)

En este caso se considera que la particula no cuenta con una velocidad angular de deriva €,
por lo que se puede despreciar el término de la actividad rotacional, de tal forma que:

10(t) = —,.0(t) + /2kpT, w.(t) (4.4)

Si en la Ec. (4.3) se toma como cero el término inercial, ademas con w(t) = w/VAt y despe-
jando:

. A Wy
Y (t) = vvou + \/2kpTy, \/T—t
luego con D, = kgT/~; y haciendo algunos arreglos se llega a:

r(t) = vou + /2D At w, (4.5)

Que resulta muy similar a la Ec. (4.2), solamente agregando un término adicional que corres-
ponde al vector de velocidad debido a la actividad

Para resolver la Ec. (4.5), nuevamente se utiliza el algoritmo de diferencias finitas. Trabajando
por separado cada grado de libertad, se tiene que las coordenadas de posicién son,

dx(t dy(t
ZEL) =wvgsinfcos ¢ + /2D At w, %:vosinﬁsinqﬂ— V2D At w,

djistt) =wvgcosl + /2D At w,

Entonces:

T; = Zj—1 + Vg sin 01'_1 COS QSi_lAt “+ v/ QDtAt We i (46)

Notese que se han agregado indices ¢ — 1 a los angulos 6 y ¢. Esto se debe a que la i-ésima
iteraciéon para la posiciéon, depende de la iteracién anterior para el término de la actividad en la
particula.

De manera anéloga para las otras coordenadas de posicion:

Yi = Yi—1 +vosinb;_qsing; 1At + /2D At Wyi 5 % = Zi—1 1 Vg Co8 0;_1At + /2D At Wz i

Anélogamente y partiendo de la Ec. (4.4), para los grados de libertad correspondientes a las
orientaciones,

%it) =V2D, At wy; ; M = V2D, At wg ;
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4.3 Formalismo de Langevin para una particula activa dentro de la escala balistica

Haciendo las respectivas sustituciones a partir de los términos involucrados que aparecen en el
apéndice C se llega a,

0; =01+ V2D At wg; 5 ¢i = i1+ V2D At wy;

Se tienen entonces las ecuaciones de movimiento traslacional (para x;, y; y z;) y rotacional
(para 6; y ¢;) que se incluyen dentro del codigo para describir la dinamica de la particula activa.

4.3. Formalismo de Langevin para una particula activa den-
tro de la escala balistica

Aplicando C.1 y C.3 sobre la Ec. 4.3:

m(x; — 2251 + Ti—2)  —Ye(xi — 1)

. We i
= + yvosinf;_1 cos ;1 + \/2kgT V4 E

A#? At

[(veAt 4+ 2m) x;—1] — mxi—o + Yo sin ;1 cos ;1 At + V2kpTv At wy; At @7
m + At

De manera analoga para las otras coordenadas de posicion:

[(veAt 4 2m) yi—1] — my;—2 + Yvo sin ;1 sin ¢; 1 At + V2kpTv At wy; At
m 4+ v At

Yi = (4.8)

o (At +2m) z;_1] — mzi_o + yvg cos O,y At? + /2kpgT, At wy i At (4.9)
T m + At ’

Y para las coordenadas orientacionales, de acuerdo a la Ec. (4.4), y aplicando sobre esta C.2 y
C.4 se llega a que:

[(’yTAt + 21) 97;_1} —10; o5+ +/ 2]€BT’)/TAt we,; At

0; = I+~ At (4.10)
(At +21) ¢i 1] — Tdi—o +2kpT Y At wy ; At 411
i = Les (.11

4.4. Formalismo de Langevin para un sistema de miiltiples
particulas dipolares activas

Para un sistema de N particulas, se tienen N ecuaciones de movimiento que describan la dina-
mica individual de cada una de las particula. Al igual que el caso del formalismo de Langevin para
una particula activa, esta dindmica se encuentra condicionada a las interacciones hidrodinamicas,
a la fuerza estocéastica y la actividad de la propia particula coloidal. Sin embargo, a cada una de
las ecuaciones les es asignado un nuevo término que dictamina su interaccién con el resto de las
particulas brownianas (véase el apéndice D). Dicho término es la fuerza de interaccion sobre la
j-ésima particula debido a las fuerzas internas que les ejercen las otras particulas coloidales del
sistema, definida como:

nt __ WCA D
Fint = FIVCA | F!
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4.4 Formalismo de Langevin para un sistema de multiples particulas dipolares activas

donde,

y
N N
FJD = Z Fﬁc = Z T’T {[T?k (ﬁ] . ﬁzk) -9 (ﬁ] . I'jk) (ﬁk . ij)] rjp+ ...
1<k#j 1<k#j Ik (4.13)

o2 [(ag )ty (R ey

La fuerza F}’VCA es consecuencia de la influencia que ejerce el potencial de Weeks-Chandler-
Andersen sobre la j-ésima particula al superponerse con una k-ésima particula. El cuél se representa
en la Fig. (4.3) para distintos valores de e. Para los algoritmos construidos en esta tesis se utilizo
la magnitud de pozo de potencial € = 1.19007 x 10719J, el cual corresponde casi al potencial de
un pequeno pozo cuadrado.

Potencial de WCA contra la separacion
(Para varios valores de €)

0.00004 ——— ——
I —
- — € x 107
0.00003F — 5e€ x 107 -
- — € x 108

< [ ]

S 0.00002f ]
0.00001 | ]
0.000001 \— T e

0.00000 2x107° 4x107° 6x10°° 8x107° 0.00001

r

Figura 4.3: La grafica en rojo muestra el potencial de Weeks-Chandler-Andersen (en Joules) contra
la separacion entre particulas (en metros) para una distancia igual o menor a o; el potencial presenta
un crecimiento acelerado al disminuir la distancia a partir de aproximadamente la distancia o /3. Las
otras tres gréficas representan los potenciales para distintos valores de ¢, con € = 2.0779 x 10713 .J;
concretamente, para el color morado es 107 veces mayor, para el color magenta es 5 x 107 veces
mayor, y para el color azul es 10% veces mayor. Estas tltimas tres para una distancia que puede
ser mayor a ¢ para contrastar las forma general que presentan las graficas.

27



Formalismo de Langevin
4.5 Formalismo de Langevin para un sistema dipolar activo bajo la influencia de un campo
magnético externo

Luego separando por componentes a la fuerza F;"t (que por simplicidad para implementar las
ecuaciones en el codigo se reduciran a solo dos coordenadas espaciales),

B = (B 4 P i+ (F 4 ) J

Ahora para poder implementar las fuerzas a las N ecuaciones que corresponden a las formas
de las ecuaciones (4.7), (4.8) y (4.9) se discretizan las fuerzas para 4 iteraciones,

int int . int int
Foim — Iy 5 Byt — Fyjj
De tal forma que anexando la fuerza a la ecuaciéon de movimiento que se tenia con anterioridad
y resolviendo por diferencias finitas se llega a:

Tij = [(’ytAt + 2m) Ti—1,j — MXij—2,5 + YtVo COS 91‘_1,]' AtQ + ...

‘ (4.14)
o 2R TV AL wyij At + F;?;Aﬂ / (m + 7. At)
Y de igual forma para las otras coordenadas de posicion,
Yij = [(’%At + 2m) Yi—1,5 — MYi—2,5 + Y¢vg sin Gi,l,j AtQ 4+ ... ( )
4.15

o 2R T A wyi; At -+ F;;;mﬁ] / (m + 7 At)

Analogamente para la coordenada orientacional:

Qij = {(’}/TAt + 2[) Hifl,j — [92‘,2’]‘ + \/2kpT~, At Woij At + TéztAtQ /(I + ’yTAt> (416)

Dichas ecuaciones para las diferentes coordenadas son las implementadas dentro de los codigos

en Mathematica® que describen la dindmica de un sistema dipolar activo con interacciones. Para

la escala difusiva simplemente se establece m = 0 dentro de las definiciones para las constantes al
inicio del codigo en cuestion.

4.5. Formalismo de Langevin para un sistema dipolar activo
bajo la influencia de un campo magnético externo

En general para cualquier campo uniforme (es decir, que presenta invarianza respecto a las
coordenadas de posicion) se tiene que la fuerza neta aplicada sobre el dipolo debido a la interaccion
eléctrica es de cero. Esto se puede corroborar al sustituir dicho campo uniforme arbitrario en la
Ec. (E.3) (pues al aplicarle el gradiente da como resultado cero). Esto puede llegar a ser de suma
utilidad en momentos cuando solamente se requiera modificar la direcciéon del dipolo por medio
del campo externo, ya que de esa manera se puede manejar la trayectoria debido a la actividad
intrinseca de las particulas sin necesidad de que, en adicion, la distribucién de particulas se acelere
(cosa que inevitablemente sucederia de ser el caso contrario y por ende incrementaria la velocidad
de desplazamiento final). Por esta razéon y por simplicidad aqui se considera un campo uniforme
en direccion del eje y (aunque podria tratarse de una direccion arbitraria, pues en principio se
trata de un sistema is6tropo y sin delimitaciones que interaccionen con las particulas para alguna
direccion en especifico). Por tanto se tiene que para la j-ésima particula en la i-ésima iteracion:

E _
FZ =0

Lo que mantiene inalteradas las ecuaciones (4.14) y (4.15) para la descripcion de la dindmica
traslacional.
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Formalismo de Langevin
4.5 Formalismo de Langevin para un sistema dipolar activo bajo la influencia de un campo
magnético externo

Ahora bien, atn es necesario anexar el término de interaccién debido al campo externo TjE

(véase el apéndice E) a las N ecuaciones para la parte orientacional de las particulas; tal que la
torca de interaccion es la suma de las interacciones internas y las interacciones externas entre las
particulas y el campo externo:

E

Int _ __int
T =T, +'rj

De tal forma que:

0;; = [(%At +2I) 0,15 — 10,5 ; + \/2kpTy, At we;; At + ng;fmﬂ /(I +~At)  (4.17)

o hI ylo " I
20 1 201 350
10 1
20 0 oW 0 20 2 Lo ..' 10 0"
10} 10
-20- -20-
h h
ylo ylo
20 o0 20 o
10} 10k
o
%0 ¢
'Y o
O ©
- - - ‘. ‘ “ . - x/o . . . - - - - - L - - - xlo
20 -10 10 20 20 10 10 20
-10 -10
20l 20l

Figura 4.4: Sistema dipolar activo reorientado por medio de un campo magnético Fy = 1 T en
direccion del eje vertical. De izquierda a derecha se muestra la evolucion del sistema; los dos
recuadros superiores corresponden al primer y al paso nimero 350; luego en los dos recuadros
inferiores se muestran los pasos 700 y 1400 respectivamente, con pasos del tamano At = 0.3 ms.
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Capitulo 5

Resultados y analisis

Luego, graficando las Ec. (3.16), (3.18) y (3.17) se pueden visualizar los resultados teoricos
obtenidos acorde al formalismo de Smoluchowski:
Desplazamiento cuadratico medio contra el tiempo

(De acuerdo al formalismo de Smoluchowski)
_—7"——7—"———7——————7———————

[ — MSD Generalizado ]
300} 5

— MSD Para tiempos cortos

250 _ MSD Para tiempos largos

~_ 200¢

W/ um

150F
100F

50f

8 10

t/seg

Figura 5.1: Desplazamiento cuadratico medio para diferentes escalas de tiempo obtenidos teérica-
mente, en contraste con los resultados que muestra la Fig (3.5). La linea azul representa la funcion
del MSD de acuerdo a la Ec. (3.16), la roja a la (3.17), y la verde la (3.18). La forma de las ecuacio-
nes graficadas presenta una considerable similitud con los resultados obtenidos experimentalmente
en el trabajo citado (Cabe resaltar que dicho trabajo experimental se realizd considerando sola-
mente dos dimensiones espaciales debido a la técnica utilizada. En este trabajo se consideraron las
tres dimensiones espaciales cuyos resultados se plasman en esta figura).
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Resultados y analisis

MSD contra el tiempo en la escala difusiva

(Algoritmo descrito por el formalismo de Langevin)

250}

2 4 s 8 10
t/seg

Figura 5.2: Desplazamiento cuadratico medio para una particula activa bajo la escala de tiempo
difusiva. Tedéricamente se encuentra que el ntiimero de pasos balisticos en los 10 s graficados es
aproximadamente de mas de 58 millones. El ntimero de pasos correspondientes a este algoritmo es
de 2000, promediados sobre 50000 iteraciones. A pesar de ser solo una aproximacion, la grafica se
asemeja en cuanto la pronunciaciéon de la funcion graficada, que es similar a los resultados teoricos
del formalismo de Smoluchowski que se ven reflejados en la Fig. (5.1) para la grafica azul.
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Resultados y analisis

Desplazamiento cuadratico medio contra el tiempo

107

—o— MSD Escala Difusiva

—o— MSD Escala Balistica
1075%
E 107} oo :
s g E
z | P :
1078 "
10°%

1x1078 5x1078 1x1077 5x1077 1x10°®

t/s

Figura 5.3: La grafica en color verde muestra el desplazamiento cuadratico medio de una particula
activa bidimensional en la region difusiva de acuerdo al formalismo de Smoluchowski. La grafica en
color azul en cambio lo muestra para la region balistica para la misma particula. En contraste con
los resultados que se muestran en [7], la grafica muestra un comportamiento muy similar. Dichas
graficas se obtuvieron a partir de 1000 pasos promediados sobre 15000 iteraciones.
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Resultados y analisis

Desplazamiento rotacional cuadratico medio contra el tiempo

T T T T | R I | T T T | R S |

107° 3
[~ MSRD Escala Difusiva ]

I —=— MSRD Escala Balistica

1x10°8 5x107% 1x107/ 5x1077 1x107®
t/s

Figura 5.4: De manera analoga a la Fig. 5.3, se grafico en base al MSRD para una particula
bidimensional activa. Dichas graficas se obtuvieron a partir de 1000 pasos promediados sobre
15000 iteraciones.
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Resultados y analisis

Desplazamiento cuadratico medio contra el tiempo

—o— MSD Smoluchowski

—e— MSD Langevin

100}

W/ um?

005 0.0 T 050 1 5 10
t/s

Figura 5.5: Para una particula tridimensional con actividad dentro de la escala difusiva se muestran
los MSD correspondientes al formalismo de Smoluchowski y el formalismo de Langevin. La grafica
azul fue obtenida para 300 pasos, promediados sobre 15,000 iteraciones. Para tiempos largos, el
MSD teorico es de aproximadamente 2.959 x 10! veces el tiempo, mientras que el MSD calculado
a partir de la simulacién es de 3.81 x 10~ veces el tiempo.
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Resultados y analisis

MSD contra el tiempo para la escala difusiva
(Distintas velocidades correspondientes a la actividad)

104k ° Vo= 3.1x107% m/s

—— Vg = 6.2x10™* m/s

Vo = 3.1x1073 m/s

107-8¢ , , , , 3

1x1078 5x10® 1x1077 5x107 1x10°®
t/s

Figura 5.6: Graficas obtenidas a partir de 500 pasos promediados sobre 12000 iteraciones. En ellas
se muestra el MSD de una particula activa tridimensional dentro de la escala difusiva para distintas
velocidades que corresponden a la actividad acorde al formalismo de Langevin. Para intervalos de
tiempo tan pequeiios es dificil percibir un cambio notable en el MSD de las particulas si se modifica
vo para valores dentro del mismo orden de magnitud. Como se puede observar, el cambio es minimo
entre la grafica roja y la azul, cuyos valores vy varian de 3.1 x 107% m/s hasta 6.2 x 107* m/s
respecticamente, a pesar de que la diferencia entre las velocidades es significativa.
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Resultados y analisis

MSD contra el tiempo para la escala difusiva
(Distintas velocidades correspondientes a la actividad)

4L
10; —o— Vg =6.2x10% m/s
—— Vo =3.1x10"% m/s
1000' —o— Vvg=0m/s
(\IE i
S 100;
= [
10k ) = 7
1E 2

0.5 1 5 10 50 100
t/s

Figura 5.7: Tomando un intervalo de tiempo mucho mas grande que en el de la Fig. 5.6 (de 100 s
en este caso), se puede ver como a medida que aumenta la actividad también lo hace el MSD,
incluso para variaciones pequenias del orden de los micrémetros. En la grafica color magenta se
puede observar como se ve el MSD para una particula sin actividad, la cual crece de manera lineal
a diferencia de las otras dos graficas. Dichos datos pueden contrastarse con los resultados teoéricos
que se muestran en [5].
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Resultados y analisis

MSD contra el tiempo de acuerdo a Smoluchowski
(Distintas velocidades correspondientes a la actividad)

10%E
E e vy =6.2x10"% m/s
F = vp=3.1x10"% m/s
1000? vo =0 m/s
i 7
e 100¢ i
3 E
= [
10E 3
:

05 1 5 10 50 100
t/seg

Figura 5.8: MSD de una particula activa tridimensional dentro de la escala difusiva para distintas
velocidades que corresponden a la actividad acorde al formalismo de Smoluchowski. Las condiciones
y valores para las constantes son iguales que en la Fig. (5.7). Las graficas son practicamente iguales,
lo que corrobora el apego que hay entre la parte computacional de Langevin con los resultados que
arroja el formalismo de Smoluchowski.
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Resultados y analisis

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

-0.2

~0.4%

Correlacion de la velocidad contra el tiempo

T T

—T T

y —=— Correlacion en la Escala Difusiva

y—e— Correlacioén en la Escala Balistica

Figura 5.9: Para la misma particula activa de la anterior grafica, la velocidad no presenta correlacion
alguna entre cada uno de los pasos para la escala balistica como se puede observar en la grafica
roja, que desciende abruptamente a cero y se mantiene ahi en promedio. Por otra parte, dentro
de la escala difusiva se encuentra que la autocorrelacion va descendiendo progresivamente para
posteriormente estabilizarse alrededor de cero. Estos resultados concuerdan a los obtenidos en [7].
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Resultados y analisis

Correlacion de la velocidad contra el tiempo
(Distintas velocidades dentro de la escala difusiva)

0.2

1.0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
L —— vo=0m/s 4
0 8: —— vp=3.1x10% m/s ]
I Vo = 6.2x107% m/s ]
Vo =3.1x1075 m/s 1
0.6f ]
04 .
> ‘» ]
O ) ]

0.0p=

-0.2f

0 2 4 6 8 10
t/s

Figura 5.10: Correlacién de la velocidad para particulas con distintas velocidades de actividad,
graficadas a partir de 200 pasos y promediadas sobre 20000 iteraciones. El término de actividad
actua significativamente para la autocorrelacion de la velocidad. A menor velocidad de actividad,
la grafica tiende a presentar menor correlacion méas rapidamente. Cuando la velocidad de actividad
es igual a cero, la autocorrelacion se vuelve nula y la gréafica es practicamente idéntica a la que se
presenta para la escala difusiva de la Fig. (5.9). Aunque para intervalos de tiempo cortos, todas
las graficas tienden a dicha forma.
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Resultados y analisis

Desplazamiento angular cuadratico medio contra el tiempo

50T

o
—
o
o

—— 40T

30T
20T

10T

<6(t)%> [rad?]

o
o
—
o

5T

—— 1T

—— 05T

0.001

0T

0.01 0.10 1 10
t/s

Figura 5.11: MSRD en la escala difusiva para un dipolo bidimensional activo orientado inicialmente
en el eje horizontal, bajo la influencia de distintos valores del campo magnético orientados sobre el
eje z. Para la gréafica sin influencia del campo externo se muestra una tendencia a MSRD = 2 para
tiempos muy largos como se era de esperar, de acuerdo a los resultados del apéndice B. Conforme
se aumenta el valor del campo magnético (desde 0 hasta 60 T) las graficas van tendiendo a dicho
valor més rapidamente, y progresivamente irdn disminuyendo el valor de la tendencia como se ve
reflejado para graficas con mayor valor del campo magnético externo; esto debido a que alcanzan un
equilibrio orientacional méas rapido al aumentar el campo que limita su movilidad angular. Dichas
graficas fueron contruidas a partir de 8000 pasos y promediadas sobre 200 simulaciones.
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Resultados y analisis

Desplazamiento cuadratico medio contra el tiempo
(Sistema de S particulas activas interactuantes)

1 0—5 L

—<— MSD Escala Balistica

—&— MSD Escala Difusiva
1076 3
C ) WQ@Y,, E
e 107F e | .
3 E o = 3
S — :
108"
107%F

1x1078 5x1078 1x1077 5x107" 1x107®

t/s

Figura 5.12: MSD de un sistema de dipolos bidimensionales activos que interacttian entre si, obteni-
do a partir de 1000 pasos sobre 9000 iteraciones. En contraste con la Fig. (5.3), la grafica mantiene
su forma, las interacciones entre dipolos no afectan considerablemente el resultado, debido a que
se trata de un ntiimero muy pequeno de ellas.
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Resultados y analisis

Desplazamiento rotacional cuadratico medio contra el tiempo
(5 particulas activas interactuantes en la escala difusiva c¢/s campo)

1E
—&— MSRD sin campo

I —e— MSRD con campo (E; =1T)
0.100¢ 3
o] i ]
S L 1
A 0.010¢ E
& i ]
v [ i
0.001 277 :
104F J

5x 1074 0.001 0.005 0.010 0.050 0.100
t/s

Figura 5.13: Graficas contruidas a partir de 1000 pasos, y promediadas sobre 15000 iteraciones en
un sistema de 5 dipolos bidimensionales activos generados en posiciones horizontales 6 = 00 6 = 7.
A diferencia de la Fig. (5.11), aqui se toma un intervalo de tiempo méas pequenio; no obstante, se
muestra esa tendencia del MSRD a incrementarse més rapidamente al aumentar el valor del campo
magnético; en este caso, desde 0 T" hasta 1 T'.

43






Capitulo 6

Conclusiones

Se analizaron distintos tipos de sistemas activos; desde un caso menos complejo (una particu-
la activa sin interacciones, donde se consideraron las 3 dimensiones espaciales), cuyos resultados
computacionales se apegaron apropiadamente con los resultados que arroja el formalismo de Smo-
luchowski (tal es el caso del MSD a tiempos largos, que crece a un ritmo de aproximadamente
2.959 x 10~ veces el tiempo de acuerdo a Smoluchowski; y los resultados computacionales mues-
tran una taza de incremento de 3.81 x 10~ !! veces el tiempo. Esto se puede encontrar al analizar
la pendiente de las graficas, que indica la difusién que presentan estos sistemas); hasta el caso
extrapolado de un sistema de 5 dipolos activos interactuantes, que ademas se encuentran bajo la
influencia de un campo magnético externo, en donde se trabajo solamente sobre dos dimensiones
espaciales para simplificar el algoritmo. Teniendo como objeto de analisis el calculo de la autoco-
rrelacion de la velocidad, asi como el MSD y el MSRD para diferentes condiciones sisteméticas,
como el variar la intensidad del campo magnético, las velocidades de actividad o contrastando para
distintas escalas de tiempo (en donde para todos los casos, las graficas en la escala balistica tienden
a las graficas en la escala difusiva pasado un tiempo).

Concluyendo que los resultados bidimensionales se asemejan en gran medida a los tridimensio-
nales (para el MSD aumentando solamente el coeficiente que mutiplica a D,., desde 4 a 6, viendose
de esta manera un pequeno incremento reflejado en el crecimiento de la grafica; analogamente para
el MSRD). Ademas, al incrementar la velocidad de actividad, suelen presentarse cambios notorios
tanto en las graficas del MSD (que crecen mas rapidamente), como en la autocorrelacion de la velo-
cidad, donde para la escala difusiva comienza a incrementarse la autocorrelaciéon para los primeros
pasos de tiempo conforme se incrementa la velocidad (caso contrario del caso sin actividad, donde
no hay correlacion para la escala difusiva).

Por otra parte, las interacciones entre dipolos juegan un papel importante en la dindmica de
estos sistemas, pues reorientan de manera simultanea al conjunto de dipolos; no obstante, al solo
considerar 5 de ellos, las interacciones no afectan de manera consirable el comportamiento del
sistema. Luego las interacciones con el campo magnético aplicado tienden a alinear los dipolos,
por lo que es una fuente importante para limitar la movilidad angular de las particulas dipolares,
teniendo como repercusion directa el aumento de la velocidad con la que crece el MSRD, pero
disminuyendo la tendencia de esta misma al alcanzar un cierto valor; lo que a su vez aumenta
hasta cierto punto el MSD, pues los dipolos avanzan en una tnica direccion debido a la actividad.

La importancia de estos resultados radica en el contraste y la corroboracién que hay entre la
parte tedrica con los datos obtenidos mediante las simulaciones, en relaciéon con datos experimen-
tales que se han obtenido con anterioridad en los trabajos citados. Esto sirviendo como pauta para
posteriores trabajos que busquen complementar o expandir los resultados aqui obtenidos. Ademaés
de ofrecer un método alterno para la simulacién de estos sistemas al haber utilizado Mathematica®
como medio para la construccion de los algortimos.
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Apéndice A

Teoremas, identidades y conceptos
fundamentales

A.1. Notacién de constantes y operadores utilizados
s kg — Constante de Boltzmman
= ¢ — Pozo de potencial
= 1 — Momento dipolar

B = =7 — Beta termodinamica
B

= 17 — Viscosidad del fluido
= v, = 6mnR — Coeficiente de friccion traslacional

¥ = 8mnR3 — Coeficiente de friccion rotacional

s Dy = ’“ﬂf—fp — Coeficiente de Difusion traslacional

» D, = kf;—T — Coeficiente de Difusién rotacional

» R=1x V4 — Operador Rotacional

A.2. Teoremas e identidades del calculo vectorial

A.2.1. Teorema de Green

/f(r)V-G(r) dr=¢  f@) G(x)-ds —/ G(r)- V/(r) dr
w w

ow
Del Teorema de Green se derivan:
» Identidad de Green (1)

/Wdr flr) V.-G(r) = —/ dr G(r) - Vf(r)

1%
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Teoremas, identidades y conceptos fundamentales
A.3 Otras propiedades y desarrollos utilizados

» Identidad de Green (2)

/ dr f(r) V2g(r) = / dr g(r) V2/(r)
w w

Y de manera anéloga para la version rotacional:

» Identidad de Green (1°)
/' da f(a) R-G(a) = f/ da G(a) - Rf(a)
w w
» Identidad de Green (2’)
[ an s Bgw) = [ aaga) Bf@)
w w

A.2.2. Teorema de Gauss o Teorema de la Divergencia

ﬁWF-dS:/W(V-F)dr

A.2.3. Teorema de Stokes

ﬁ;SF-dlz/;(VxF)-dA

A.3. Otras propiedades y desarrollos utilizados
» V(a-b)=(Va)-b+a-(Vb)
« R2

o>
=
I
|
[\~
o>
—
Q
o
102]
o
-+
=.
o
5.
@
=
2.
©]
=
o
—
~—

n 2 &
D DS I [NEPTN i SR

smaxbxc=(a-c)b—(a-b)c
ma-(bxc)=(axb)-c

ax c = |all|c|][sina; con a como el dngulo entre los vectores a y ¢

a-c=||a]llc||cosa; con a como el angulo entre los vectores a 'y ¢
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Apéndice B

Calculo del MSD y el MSRD

B.0.1. Desplazamiento cuadratico medio para una particula browniana

Para encontrar (z2(n)), se escribe x;(n) en términos de x;(n — 1), como en la Eq. (2.5), y se
toma el cuadrado:

z3(n) = z2(n — 1) £ 26x;(n — 1) + 6° (B.1)

Luego se calcula la media,

@) = 3 Y3 ) (5.2

que es

N
(x%(n)) = %Z [27(n — 1) £ 202;(n — 1) + 6°]
i=1

El segundo término entre paréntesis promedia a cero; su signo es positivo para aproximadamente
la mitad de las particulas y negativo para la otra mitad.

— (2%(n)) = (2*(n — 1)) + 6° (B.3)

Dado que x;(0) = 0 para todas las particulas i, (z%(0)) = 0. Por lo tanto, (z2(1)) = &2,
(x2(2)) = 282, ..., (z%(n)) = nd>. Se concluye que el desplazamiento cuadréitico medio aumenta
con el nimero de pasos n.

De acuerdo con la regla 1 para la caminata aleatoria unidimensional (véase el cap 2.2), las
particulas ejecutan n pasos en un tiempo t = n7; n es proporcional a t. De ello se deduce que el
desplazamiento cuadratico medio es proporcional a t. Esto corresponde a la segunda proposicion
para la caminata aleatoria; la propagacién aumenta a medida que lo hace la raiz cuadrada del
tiempo (como se muestra en la Fig. 2.2). Dicho de otra forma, el desplazamiento no es proporcional
al tiempo, sino mas bien a la raiz cuadrada el tiempo.

O de manera mas explicita, hay que tener en cuenta que n = t/7, de modo que

(1)) = C) 5 = (‘f) ¢ (B.4)

Por conveniencia, se define el coeficiente de difusion, D; = 62/27, en unidades cm?/s. El
coeficiente de difusién D; caracteriza la migraciéon de particulas en un medio, con una temperatura
y en un tiempo determinados. Esto da,
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Calculo del MSD y el MSRD

(z%) = 2Dyt (B.5)

Las reglas 1 y 3 se aplican en cada dimension. Ademas, se afirma que los movimientos en las
direcciénes =, y y z son estadisticamente independientes, Si (x?) = 2D;t, entonces (y?) = 2Dyt y

(22) = 2Dyt. En dos dimensiones, el cuadrado de la distancia desde el origen hasta el punto (x, %)

es r2 = x2 + y2; por lo tanto:

(r?) = 4Dyt (B.6)

En tres dimensiones, r? = 22 + y2 + 22, por lo que

(r?) = 6Dyt (B.7)

B.0.2. Desplazamiento rotacional cuadratico medio para una particula
con orientaciéon

Se define al MSRD (también conocido como desplazamiento angular cuadratico medio) como:

Wa = ((0(t) — 69)?) (B.8)

que se desarrolla como,

{(@(t) —10)?) = (G - o) + (A(t) - (1)) — 2 () — o)

— ((a(t) —)?) = 2 — 2 (a(t) @) = 2[1 — {cos®)] ; t>7Tan

Tal que 6 es el angulo entre los vectores de orientacion (t) y g. Luego considerando un tiempo
muy grande (cos f) = 0 debido a que las orientaciones se han ido aleatorizando gradualemente hasta
promediar cero, por lo cual:

Wa=2 ; t— 00 (B.9)

B.0.3. Calculo del desplazamiento cuadratico medio para una particula
activa tridimensional dentro de la escala difusiva

Sea W (t) el desplazamiento cuadratico medio (MSD), tal que; W;(t) = (r%(t)). Para obtener
W, (t) primero se define su derivada temporal:

%Wt(t) = % [/ drjl{dﬁ r2P(r7f17t)} = /drfda r? %P(r,ﬁ, t) (B.10)

Luego sustituyendo la Ec. (3.15) en la Ec. (B.10) se obtiene:

d N

aWt(t) = /drfdﬁ r? {—V - [vott P(r,,t)] + D; V2P(r,1,t) + D, R2P(r,ﬁ,t)} (B.11)
Ademas utilizando las identidades de green (1) y (2) (véase el apéndice A) para coordenadas

espaciales y la identidad de green (2'), respectivamente sobre los tres términos del lado derecho de

la Ec. (B.11); con f(r) =72, G = vouP(r,0,t), g(r) = P(r,a,t), f(a)=r%y g(i) = P(r,q,t),

se tiene,
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Calculo del MSD y el MSRD

%Wt(t) = /dr%dﬁ [Uoﬁ P(r,ﬁ,t)] . V’[‘Q + Dt/dr%dﬁ P(I‘, ﬁ’ t) V2T2 + ..

. Dr/dry{dﬁ P(r,a,t) R*?

Notese que el dltimo término es igual a cero, pues el operador R no actta sobre traslaciones.
Ademas Vr2 =2r y V22 =6.Y como Jdr §da P(r,0,t) = 1; entonces, sustituyendo todos los
términos en la Ec. (B.12), se llega a:

(B.12)

dWi(t)

e 2U0/dr%dﬁ (G-r) P(r,a,t) +6D;

De acuerdo a la definicion del desplazamiento cuadratico medio,

dWi(t)
dt

Ahora en la Ec. (3.15), introduciendo en ambos lados de la igualdad el término [ dr ¢ da (a-r),
se llega a:

% {/dr?(dﬁ (@-r) P(r,ﬁ,t)} z—vo/dr%dﬁ (@-r) V-[a P(r,a,t)] + ...
Dt/dr?fdﬁ (-r) VzP(r,ﬁ,t)+Dr/dr7{dﬁ (a-r) R*P(r,a,t)

y nuevamente aplicando las identidades de Green (1), (2) y (2'), respectivamente sobre los tres
términos de la ecuacion, se tiene:

3Umfmmwﬂﬂmﬂ%/MfMMHMM»wﬂﬂ+H B.14
/dr%duPrut ) V(i r) + D, /drfduprut ) R*(0-r) o

Ademas se tiene que (véase las propiedades del apéndice A):

=6D; + 2up(a - 1) (B.13)

V@d-r)=u-Vr=u-1=1 (B.15)
y

Via-r)=a-Vir=a-0=0 (B.16)
Y teniendo en cuenta que R2a = —21,

R*(a-r)= r-(—2a) = —2(r-0) (B.17)

Asi que sustituyendo las Ec. (B.15), (B. (B.17) en la Ec. (B.14) se llega a:

16) y
at{/dr%duur rut] /dr%duPrutﬁ~ﬁ)+..,
Dt/dr%duPrut 0+ D, /d %dﬁP(LﬁJ)[_Q(r.ﬁ)]

Simplificando la expresion se obtiene:




Calculo del MSD y el MSRD

0

ot

Y asumiendo que en ¢t = 0 la particula estd en el origen, es sencillo hallar la solucién a la
ecuacion diferencial:

(@ 1)(t) = vo — 2D, (i1 - 1)(¢)

(@-r)(t) = ;gr (1—e2tPr) (B.18)

Ahora sustituyendo la Ec. (B.18) en la Ec. (B.13):

dW(/itt(t) — 6D, + ggr [1— e—2Dr]
E integrando desde 0 hasta ¢,
v} v}
Wi(t) = <6Dt + DO) t+ 2—13% (e 2Pr —1) (B.19)

B.0.4. Calculo del desplazamiento rotacional cuadratico medio para una
particula activa bidimensional dentro de la escala difusiva

Analogamente al célculo del MSD, se parte de la Ec. (3.15), tal que,

%Wﬁ@) = /dr]{dﬁ{2[1 —a(t) - aol} {fv [vot P(r,a,8)] + ...

(B.20)
..Dy V2P(r,i,t) + D, R*P(r,q, t)}

Y volviendo a aplicar las identidas de Green (1), (2) y (2'). Ademas de sustituir R%a = —1,

dWa ()
dt

= —QDT/drfdﬁ P(r,a,t) R*[a(t) - 4o] = 2D, /dr](dﬁ [a(t) - Go] P(r,1,t)

AWa(t)
at

Y de igual forma que en la Ec. (B.20); ahora se sustituye @ - @ip en la Ec. (3.15), se ocupan las
mismas identidades de Green y con la igualdad R%a = —1i, se tiene que:

= 2D, (11) - o (B.21)

4 - R
% - Dr/drj{dﬁ P(r,i,t) R*(1) -t = —D, (&) - g
Ahora resolviendo esta ecuacion diferencial lineal de primer orden, se obtiene:

(@) -dg = e Pt (B.22)
Sustituyendo la Ec. (B.22) en la Ec. (B.21) e integrando desde 0 hasta ¢:

Wa = 2(1 — e Prt) (B.23)

que corresponde al MSRD bidimensional para una particula activa en sus componentes trasla-
cionales.
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Apéndice C
Método de diferencias finitas

Se parte de discretizar la variable de la ecuacién diferencial ordinaria. Por ejemplo: z(t) — x;,
ademés de discretizar los intervalos de tiempo, de tal manera que d¢ — At¢. Entonces para la
derivada temporal de la variable = se tiene,

dl‘(t) — Ty — Tij—1 .
dt At ’

Del mismo modo se puede aplicar para las variables y y z. También para las coordenadas
orientacionales:

do(t) ;i —0i1 do(t) ¢i — Pi1
— , Wp —> Wei —
dt At ¢ o dt At
Si se quiere aplicar el algoritmo a la segunda derivada, entonces para la coordenada cartesiana
2 aplicando el algoritmo de diferencias finitas sobre (C.1), se tiene que:

d?z(t) d {dx(t)} 1 (xixi_l xi_lxi_2>

ez~ dt | dt At

Wy — Wgi (Cl)

y W — We i (02)

At At

Ty — 2T 1 + T2

= I(t) = C.3
20 = (€3)
Del mismo modo para el angulo acimutal:

. i — 20, _ i—

e(t) _ 91 ez 1+ 91 2 (C4)

At?
Los demaés casos son analogos, tanto para las coordenadas espaciales z,y; como para la coor-
denada polar ¢.
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Apéndice D

Calculos aplicados a la interaccion
entre particulas brownianas

D.1. Potencial de interacciéon entre particulas

Para poder tratar sistemas con mas de una particula, es necesario considerar el potencial de
interaccion que rige el sistema coloidal. De acuerdo a [15], para coloides de esferas dipolares blandas
con actividad, es conveniente utilizar dos potenciales para poder describir su dinamica: El potencial
de Weeks-Chandler-Andersen U ;/,L/ €4 que describe la interaccion repulsiva entre pares de particulas

pj ¥ pr con un nicleo blando. Y el potencial de dipolo puntual U f,’c. Tal que:

(2 () e e
€ —_ -\ €, > Tec
U4 = Tk Tk (D.1)
O7 r>Te
ub = T P iy — 3(0; - rjk) (g - Tjk) (D.2)
J 3 J 2
3 Tk

Donde g es el momento dipolar de la particula. Ademas, r;; = r; — r; es la posicién de la
particula k relativa a la particula j, y con su respectiva distancia rjy.

Y también, G; y Gy corresponden a las orientaciones de los momentos para las particulas p; y
Pk respectivamente. De acuerdo a:

0; = sinf; cos ¢; i+ sinf;sin¢; j+ cosf; k

U = sin 0 cos ¢, i+ sin 0}, sin ¢y, j + cos 0y, k

Por simplicidad, en la presente tesis las orientaciones para el momento dipolar de cada particula
coinciden con las orientaciones que describen el término activo para la fuerza que impulsa a la
particula en cuestion. Aunque en general esto podria variar y hacer mas complejos los calculos.

D.1.1. Calculo de la fuerza de interacciéon entre particulas

De acuerdo a la definicién de la fuerza de interaccion entre la particula k y la particula j, se
tiene que:

Fiit = —V, Uy
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Calculos aplicados a la interaccién entre particulas brownianas

D.1 Potencial de interacciéon entre particulas
WCA o \" o \°
Fp " =-V,.d4de || — el
Tjk T’jk

+ e}
Por lo tanto, para la j-ésima particula en la i-ésima iteracion,

12 6
1 o o
— 2e | 5] |2 - rijr, T <7
Fii = <7"i21k> l (Tijk) (%‘k) ] & (D.3)

0, >,

Para el potencial de Weeks-Chandler-Andersen, con r < r.:

Y para el potencial de dipolo puntual:

2 o) (Tl - T
Fﬁ =_-V, {,ug |flj Sy — (0 rjk)Z(uk ryk)‘| }

Tjk:

3u? R N N N
= FJ = = {[rie (0 - @) — 5 (85 - vige) (Bun - Tijn) | i + -
Tiik (D.4)
o (@i - Tige) Ry + (- rijn) ]}
D.1.2. Calculo de la torca de interacciéon entre particulas
La torca de interaccién entre la j-ésima particula y la k-ésima particula se define como:
Tt = —R Uy, (D.5)

con el operador de rotacion R = 1 x V; que puede reescribirse como:

A i j k
R=uxVag=|u, uy, u.
Ou, Ou, Ou,

(Teniendo en cuenta que du = 8% para simplificar la notacién).

R UyOu, — u,0uy
— R = |u,0u; — u,0u, (D.6)
Ug Oy — Uy Oy,

De acuerdo a la Ec. (D.5), aplicando la Ec. (D.6) en (D.1), se tiene que:
Vi =0 (D.7)

Luego para aplicar la Ec. (D.6) en (D.2), se tiene primero que calcular las parciales del potencial
respecto a las componentes de u:

o p 1 [ ek - . ]
S UR = L g + e — =22 (1 Tk D8
iy jk r]g_k _UJ:J + Ugk r?‘k- (uj + uk) rjk- ( )

8 2 [ 3r ik A " |
P U7[l)v = MT Uyj + Uy — —5— (85 +ag) Tk (D.9)

Y Tik | Tk ]
R P T () 4wy _ (D.10)

2= e Uy Usg — a; +0i)-r; )
auz ik TJQk i J k szk J k ]]{3_
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Calculos aplicados a la interaccién entre particulas brownianas
D.1 Potencial de interacciéon entre particulas

Por lo que sustituyendo las ecuaciones (D.6), (D.8), (D.9) y (D.10) en (D.5) y desarrollando un
poco para la i-ésima iteracion, la torca de interacciéon sobre el j-ésimo dipolo a causa del k-ésimo
dipolo, dada por el potencial Ui?k, es:

, ) ) )
D _ M 3Tyjk ~ N 3rzjk ~ ~

Tyijk = o~ {uzj Uyl = =g — (W + k) - Tk | — gy | usk — =5 (@ + k) - Tk (D.11)
jk ik

, _ . _ -
D K 3rzik A A 3reik - .

Tyijk = 3 | Uaj [Usk = 5 (O +0g) - Tje| — Usj |Ugk — . (G +ag) - T (D.12)
J Jk Jk

, ) i i} i
D _ M 3rejk . . 3ryik . .

Taijk = 3 {Uw Usk — ~ 3 (Qj + Qk) Ty | — Uaj |Uyk — 2 (0 + ) - 1 (D.13)
jk jk
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Apéndice E

Dipolos bajo la influencia de un
campo magnético externo

E.1. Fuerza ejercida sobre un dipolo por un campo magnético

La energia potencial de un dipolo dentro de un campo magnético externo estd dado por la
siguiente expresion;

UF = —p Eoxt (E.1)

Para obtener la fuerza ejercida sobre el centro de masa del dipolo debido al efecto del campo
magnético externo se saca el gradiente del potencial, por lo que se tiene que,

FF = VU? = V(- Eoxt) (E.2)

Después aplicando la primera propiedad del apéndice A, y como el momento dipolar no depende
de la posicién, se tiene que:

F¥ = (V) Bext + #t - (VEext) = F¥ = pu - (VEext) = (1t - V)Eext

Asi que en general se tiene que la fuerza ejercida sobre el dipolo es:

FF = (/1' : v)Eext (E?’)

E.2. Torca ejercida sobre un dipolo por un campo magnético

Aplicando menos el operador rotacional sobre el potencial de la Ec. E.1 se obtiene la torca
sobre un dipolo a causa de un campo magnético externo:

£ R (1 Eext)

con

Eext:E:vi'i'Eyj"'EzlA{

/L:.uxiJr,ijJr,qu

Ahora por simplicidad se considera que las particulas estdn alineadas con el eje horizontal, y el
campo magnético con el eje vertical como se muestra a continuacion:
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Dipolos bajo la influencia de un campo magnético externo
E.2 Torca ejercida sobre un dipolo por un campo magnético

ylo

A A A A A A AT A A A A

10

' — - -+ R 1 xlo
20

1200

Figura E.1: Sistema dipolar activo con un nimero arbitrario de particulas (5 dipolos activos en
este caso) las cuéles inician con coordenadas aleatorias dentro de una circunferencia de radio 10r,
con orientaciones paralélas al eje horizontal. Las flechas azules representan las lineas del campo
magnético uniforme. El sistema se puede generar con una o mas particulas, dependiendo de los
parametros de interés.

por lo que para la j-ésima particula y considerando un campo magnético en direccién Iz:, se
puede reescribir la expresion de la torca (con Ey = |Eext| ¥ po = ||pt]]) como:

TjE = R(,uxO +p, 0+ pE,) = ,uoEoRsz

con uj, = cosf);, tal que 6; es el dngulo entre la direccion del momento dipolar y la direccion
del campo magnético. Después usando la Ec. D.6 se llega a:

5 Uy
T = poEo | —ug; (E-4)
0
Por tanto, se definen las componentes orientacionales de la torca para el caso particular donde
el campo magnético apunta en direccién k como,

E _ . E _ . E _
Tej = UyipoEo 5 Ty = —ugipoLe 3 T,; =0

Este resultado se puede obtener de una manera alterna y contrastarlo al utilizar la definicién
de la torca dipolar como el producto vectorial del momento dipolar con el campo magnético:
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Dipolos bajo la influencia de un campo magnético externo
E.2 Torca ejercida sobre un dipolo por un campo magnético

E ~
T ZHXEext

definiendo la torca y el campo magnético de la forma:

Eext = EOﬁE ; 1tlE = UEx i+ UEy .] +Uup: k
B=poly 5 Uy = Upg T+ upy J+uu: kK
Entonces,
i j k Upy UEz — Upz UEy
E
T = |l My MHz|= NOE() Uyz Uy — Upyx UE2
E, EU E, Upr UEy — Upyy UEBx

Con las componentes del campo magnético iguales a cero en ¢ y en j, ademas con ug, = 1 pues
el campo solo apunta en esa direccion. De esta forma indicando que las componentes orientacionales
de la torca para la j-esima particula son:

Tej = UpyjpoBo 5 Tyj = —upzjpoBo 5 T2 =0

cuyas componentes orientacionales u estdn en funcion de los angulos de orientacién del momento
dipolar para la j-ésima particula; es decir:

Upzj = sinbdjcosg; 5  Uuy; = sind;sin @,
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Apéndice F

Acerca de los codigos
computacionales

F.1. Parametros utilizados en las simulaciones

Para el agua en condiciones estandar, y teniendo como referentes a [14, 16] se tienen considerados
los siguientes pardmetros:

» kp~ (1381 x 1072%) J- K~!
= T'=298.15 K

« R~ (8.1 £ 0.65) x 107 m
» m = 2.3374 x 107 %kg

» N~ 891 x107* Pa-s

» v =6mnR

"y = 8mnR°

kT
£ Dy =tat

s vp = (3.1 x107%) m - s~ (a partir de la Fig. 5.11 se utiliz6 3.1 x 1075 m - s~ 1)
» TR =289 s

» DY = (0.31 x 10712) m? . 571

s Tarr = 1.718 x 10~ 7s

nop=10"194.-m?

e =1.19007 x 10~19J

63



Acerca de los cédigos computacionales
F.2 Codigo para la simulacion de una particula browniana unidimensional dentro de la escala
difusiva

F.2. Cbédigo para la simulaciéon de una particula browniana
unidimensional dentro de la escala difusiva
ClearAll["Global'+"]
n=1000; kB = 1.381 % (10" (-23));
rmagndim = 10" (-6) ; r = 8.81 * rmagndim;
n=0.891x (18" (-3)); T = 298.15;
vyt :=6xPi+nxr; Dtt := (kB+T) /yt;
t =30; At =t/n; Wi := RandomVariate[NormalDistribution[©, 1]];
generateBrownianMotion[] := Module[{Datax, x}, x[@0] =0;
Datax = {@}; Do[x[1i] = x[1-1] + Sqrt[2+Dtt+At] »Wi;
AppendTo [Datax, x[1] / rmagndim], {i, 1, n}];
Transpose[{Table[i=*At, {i, ©, n}], Datax}]]
dataSets = Table[generateBrownianMotion[], {10}];
plot = ListLinePlot [dataSets,
PlotStyle -» ColorData[97, "ColorList™], Frame - True,
FrameStyle - Directive [Black, 17, Thickness[©.00181] ], FramelLabel -» {"t / seg", "x / um"},
PlotLabel -» Style["Desplazamiento Browniano en una dimension espacial contra el tiempo",
FontFamily - "Times New Roman", FontSize - 19, FontWeight » Bold], GridLines —» None,
ImageSize -» 600, PlotRange -» { {0, 30}, Automatic},
Prolog » {Opacity[©.083, RGBColor[23 /255, 255/ 255, 239/255]],

Rectangle[Scaled[{©, ©}], Scaled[{1, 1}]]}, PlotLegends - None];

Show[plot]
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Acerca de los cédigos computacionales
F.3 Codigo para el calculo del MSD para una particula con actividad dentro de la escala difusiva
y la escala balistica

F.3. Cbédigo para el calculo del MSD para una particula con
actividad dentro de la escala difusiva y la escala balistica

ClearAll["Global "]
borra todo

n = 1800; (+Nimero de pasos balisticosx)
prm = 15000; («Promediado sobre prm pasoss)
x[@] = @; («Componente "x" de la posicidn inicial de la particulax)
y[@] = @; («Componente "y" de la posicidn inicial de la particulasx)
z[@] = @; («Componente "z" de la posicidn inicial de la particula=)
®[0] = ©; («Componente "phi" de la orientacién inicial de la particulax)
e[0] =9; («Componente "theta" de la orientacidn inicial de la particulas)
xb[@] = @; (+«Componente "xb" de la posicién inicial de la particulax)
yb[@] =@; (+xComponente "yb" de la posicidn inicial de la particulax)
zb[e] =@; («Componente "zb" de la posicidn inicial de la particulax)
¢b[@] = @; (xComponente "phib" de la orientacién inicial de la particulax)
6b[@] = @; («Componente "thetab"” de la orientacidn inicial de la particulax)
xb[-1] = @; (+«Componente "xb" de la posicidén inicial-1 de la particulax)
yb[-1] = ©; («Componente "yb" de la posicidén inicial-1 de la particulax)
zb[-1] = @; («Componente "zb" de la posicidn inicial-1 de la particulax)
¢b[-1] = @; (xComponente "phib" de la orientacién inicial-1 de la particulax)
6b[-1] =@; («Componente "thetab" de la orientacidén inicial-1 de la particulax)
kB =1.381% (10" (-23)); («Constante de Boltzmman en J/K«)
rmagndim = 10" (-6) ; r = 8.81 x rmagndim; (+Radio de la particulax)
n=0.891% (18~ (-3)); («Viscosidad del solvente en Pa.s«)
T = 298.15; (+«Temperatura el sistema en Kx)
yt :=6xPixnxr; («Coeficiente de friccidn traslacional del mediox)

numero p

yr:=8*Pixn+ (r*3); («Coeficiente de friccion rotacional del mediox)

namero p
Dtt := (kBxT) /yt; («Coeficiente de difusidn traslacionalx)
Drr := (kBxT) /yr; (+Coeficiente de difusiodn rotacionalx)

vl =3.1% (10" (-6)); (+«Velocidad debido a la actividad en m/s«)
t =10; («Tiempo total medido en sx)

At =10~ (-8); (+Diferencia de tiempo entre cada paso balisticox)
p =1050; («Densidad en Kg/m"3+x)

m=(4/3) *Pix (r*3) +p; («Masa de las particulax)
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Acerca de los cédigos computacionales
F.3 Codigo para el célculo del MSD para una particula con actividad dentro de la escala difusiva
v la escala balistica

II=(2/5)*mx (r"2); («Momento de inercia de las particulas«

(«Términos estocdsticos«

Wxi = RandomVariate [NormalDistribution[@, 1], n+ prm];
Wyi = RandomVariate [NormalDistribution[@, 1], n+ prm];
Wzi = RandomVariate [NormalDistribution[@, 1], n+ prm];
W¢i = RandomVariate [NormalDistribution[©, 1], n +prm];

Wei = RandomVariate [NormalDistribution[©, 1], n + prm];

tList = Table[npbxAt, {npb, @, n}]; («Lista para cada elemento de tiempox)
xList = {@}; xbList = {@}; yList = {@}; yblList = {@}; zList = {@}; zbList = {@};

For[f =1, f <n+prm, f++,

G[F] = ¢[F-1] + SQrt[2Drr«At] xWpi[f];

O[f] = ©[f-1] +Sqrt[2#Drr«At] xWei[f];

X[F] = (x[f-1] + vO*Sin[0[f-1]] xCos[¢[f-1]] » At + Sqrt[2+Dtt +At] +Wxi[F]);
YIf] = (Y[f-1] + V@ »Sin[6[f-1]] *Sin[¢[f - 1]] % At + Sqrt[2x Dtt »At] «Wyi[f]);
Z[f] = (zZ[f-1] +v@#Cos[O[f -1]] At + Sqrt [2+Dtt + At] « Wzi[F]);

AppendTo[xList, x[f]];
AppendTo[ylList, y[f]];

AppendTo[zList, z[f]];
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Acerca de los cédigos computacionales
F.3 Codigo para el célculo del MSD para una particula con actividad dentro de la escala difusiva
v la escala balistica

6b[f] = ((2*II+yr+At) +6b[f-1] + At +Sqrt[2+kB*xTxyr+At] *Wei[[f]] - II *

(eb[f-2])) / (II+yr=*At);
¢b[f] = ((2%II+yr+«At) +gb[f-1] + At *xSqre[2+kB+Txyr «At] *Woi[f] - II

(¢b[f-2])) / (II+yr+At);
Xb[f] = (WX1i[f] *Sqrt[2xkBxTxyt] *At"*(3/2) -mxxb[f-2] + (2+m+ yt*At) »

Xb[f-1] + yt *v@ «Sin[eb[f-1]] xCos[¢b[f-1]] * (At"2)) / (m+ yt xAt);
yb[f] = (Wyi[f]+Sqrt[2xkB+Txyt] +At"(3/2) -m+yb[f -2] + (24+m+ yt*At) *
Yyb[f-1] +yt*v@+Sin[Ob[f-1]] *Sin[¢b[F-1]] » (At 2)) / (m+ yt+At);
Zb[f] = (Wzi[[F] #Sqrt[2+ kB« T+ yt] At (3/2) -mxzb[f - 2] + (2+m+ ytxAt) »
zb[f -1] + yt xv@x Cos[6b[f-1]] % (At~2)) / (m+ ytxAt);
AppendTo[xbList, xb[f]];
AppendTo[ybList, yb[f]];

AppendTo[zbList, zb[f]];

MSDList = Drop[Table[Mean[ (Drop [xList, i] - Drop[xList, -i]) "2 +
(Drop[yList, i] - Drop[ylList, -i]) "2 +
(Drop[zList, i] - Drop[zList, -i])*2], {i, @, n+ prm}], —-prm];
bMSDList = Drop [Table [Mean [ (Drop[xbList, i] - Drop[xbList, -1]) "2 +

(Drop[yblList, i] - Drop[yblList, -i]) "2 +
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(Drop[zblist, 1] - Drop[zbList, -1])"2], {i, @, n+prm}], -prm];

plot = ListLoglLogPlot [ {Transpose[{tList, MSDList/ (16" (-12))}],
Transpose[ {tList, bMSDList / (10" (-12))}1},

Joined - True, PlotStyle » {Directive[Thickness[0.80045], Darker[Green]],
Directive[Thickness[06.0607], Lighter[Blue]]},

Frame » True, FrameStyle - Directive[Black, 17, Thickness[0.00181]],

FrameLabel -» {"t / s", "W" Superscript["/ um", 2]},

PlotLabel » Style["Desplazamiento cuadratico medio contra el tiempo",
FontFamily —» "Times New Roman", FontSize -» 19, FontWeight - Bold],

GridLines - None, ImageSize - 600,

PlotLegends —» Placed[ {"MSD Escala Difusiva", "MSD Escala Balistica"},

(.2, 0.84}],
PlotStyle » {Directive[Green, PointSize[Small]],

Directive[Blue, PointSize[Medium]] }, PlotMarkers - {{"O", 8}, {"O", 8} },
Prolog —» {Opacity[©.060, RGBColor[169 /255, 239/ 255, 39/255]],
Rectangle[Scaled[{©, ©}], Scaled[{1, 1}]1}.,
PlotRange - {{0.000000009, 0.000002}, Automatic}];

Show[plot]

68



Acerca de los cédigos computacionales
F.4 Codigo para el célculo de la correlacion de la velocidad para una particula con actividad
dentro de la escala difusiva

F.4. Cobdigo para el calculo de la correlaciéon de la velocidad

para una particula con actividad dentro de la escala di-

fusiva

ClearAll["Global'+"]

borra todo

n = 200; (+Numero de pasosx)

prm = 20080; («Promediado sobre prm pasoss)

avx[@] = 0@; (~Componente "avx" de la velocidad inicial de la particulax)
avy[@] =9; (+Componente "avy" de la velocidad inicial de la particulax)
avz[@] = 0; (~Componente "avz" de la velocidad inicial de la particulax)
bvx[@] = @; (xComponente "bvx" de la velocidad inicial de la particulax)
bvy[@] = @; (~Componente "bvy" de la velocidad inicial de la particulax)
bvz[@] = @; («Componente "bvz" de la velocidad inicial de la particulax)
cvx[@] =0@; (~Componente "cvx" de la velocidad inicial de la particulax)
cvy[@] =0@; (~Componente "cvy" de la velocidad inicial de la particulax)
cvz[0@] = @; («Componente "cvz" de la velocidad inicial de la particulax)
dvx[@] = @; (~Componente "cvx" de la velocidad inicial de la particulax)
dvy[@] = @; («Componente "cvy" de la velocidad inicial de la particulax)
dvz[@] =0@; (~Componente "cvz" de la velocidad inicial de la particulax)
¢[@] = @; («Componente "phi" de la orientacidén inicial de la particulax)

6[@] = @; (+«Componente "theta" de la orientacidn inicial de la particulax)
kB =1.381+ (10" (-23)); («Constante de Boltzmman en J/K+)
rmagndim = 18~ (-6) ; (*Unidades dimensionales para el desplazamiento en mx)
tmagndim = 10~ (-7); (+Unidades dimensionales para el tiempo en s«)

r = .81 xrmagndim; (+«Radio de la particulax)

n=0.891x% (18" (-3)); («Viscosidad del solvente en Pa.s«)

T =298.15; («Temperatura el sistema en Kx)

Yyt :=6%xPixn*r; («Coeficiente de friccidn traslacional del mediox)
namero p

yr :=8%Pisn* (r*3); (xCoeficiente de friccion rotacional del mediox)

namero p
Dtt := (kBxT) / yt; (+«Coeficiente de difusidn traslacional«)
Drr := (kB*T) /yr; («Coeficiente de difusidn rotacionalx)

vea = @; (xVelocidad debido a la actividad en m/s«x)
veb = 3.1 (10" (-6)); (+Velocidad debido a la actividad en m/s«)
vec = 6.2+ (18" (-6)); (+Velocidad debido a la actividad en m/s+)
ved = 3.1x (10" (-5)); (+Velocidad debido a la actividad en m/s«)
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t =10; («Tiempo total medido en sx)

At =t/ n; («Diferencia de tiempo entre cada paso balisticox)
p = 1050; (+Densidad en Kg/m"3+)

m= (4/3) xPix (r~3) xp; («Masa de las particulax)

II=(2/5) *m* (r~2); (xMomento de inercia de las particulassx)
Wxi = RandomVariate [NormalDistribution[@, 1], n+ prm];
Wyi = RandomVariate [NormalDistribution[@, 1], n+ prm];
Wzi = RandomVariate [NormalDistribution[©, 1], n+ prm];
W¢i = RandomVariate [NormalDistribution[@, 1], n + prm];

Wei = RandomVariate [NormalDistribution[@, 1], n +prm];

tList = Table[npbxAt, {npb, @, n}]; (xLista que contiene cada elemento de tiempox)

avxList = {@}; avylList = {@}; avzList = {©};
bvxList = {@}; bvylList = {@}; bvzList = {0} ;
cvxList = {@}; cvylList = {@}; cvzList = {@};
dvxList = {@}; dvylList = {@}; dvzList = {0} ;

For[f=1, f <n+prm, f++,

G[F] = ¢[F-1] +Sqrt[2+Drr+At] «Wei[f];

e[f]

o[f-1] +Sqrt[2+DrrxAt] *Wei[f];
avx[f] =v@axSin[6[f-1]] #Cos[d[f-1]] +Sqrt[2+Dtt /At] »Wxi[f];

avy[f] = v@axSin[e[f-1]] +Sin[¢[f-1]] + Sqrt[2+Dtt / At] « Wyi[f];
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avz[f] = vBaxCos[6[f-1]] +Sqrt[2+Dtt/At] *Wzi[f];
AppendTo[avxList, avx[f]];

AppendTo[avylList, avy[f]];

AppendTo[avzList, avz[f]];

bvx[f] = vebxSin[6[f-1]] *Cos[¢[f-1]] + Sqrt[2 xDtt/ At] xWxi[f];
bvy[f] = v@b «Sin[6[f - 1]] * Sin[¢[F - 1]] + Sqrt[2 «Dtt / At] « Wyi[f];
bvz[f] = veb+Cos[6[f-1]] + Sqrt[2+Dtt/At] +Wzi[f];
AppendTo[bvxList, bvx[f]];

AppendTo [bvyList, bvy[f]];

AppendTo[bvzList, bvz[f]];

cvx[f] = vBc+Sin[6[f-1]] *Cos[p[f-1]] + Sqrt[2 «Dtt/At] + Wxi[f];
cvy[f] = vBcxSin[6[f-1]] *Sin[¢[f-1]] + Sqrt[2 xDtt /At] «Wyi[f];
cvz[f] =v@cxCos[6[f-1]] +Sqrt[2xDtt/At] *Wzi[f];
AppendTo[cvxList, cvx[f]];

AppendTo[cvylList, cvy[f]];

AppendTo[cvzList, cvz[f]];

dvx[f] = ved+Sin[e[f-1]] xCos[¢p[f-1]] + Sqrt[2 +Dtt/At] x Wxi[f];

dvy[f] = ved+Sin[6[f - 1]] *Sin[¢[f - 1]] + Sqrt[2 »Dtt / At] « Wyi[f];
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dvz[f] =vldxCos[6[f -1]] +Sqrt[2+Dtt/At] *Wzi[f];
AppendTo[dvxList, dvx[f]];
AppendTo[dvyList, dvy[f]];

AppendTo[dvzList, dvz[f]];

acorrelationList = Table[Mean[Table[Correlation[Drop[Drop [Drop[avxList, -prm+1 +h], h], i],

Drop[Drop[Drop[avxList, -prm+ 1+ h], h], -11], {h, ©®, prm-1}]]1, {i, @, n}];

bcorrelationList = Table[Mean[Table[Correlation[Drop[Drop [Drop[bvxList, -prm+1 +h], h], 1],
Drop[Drop[Drop[bvxList, -prm+ 1+ h], h], -11], {h, @, prm-1}]], {1, @, n}];

ccorrelationList = Table[Mean[Table[Correlation[Drop[Drop [Drop[cvxList, -prm+1 +h], h], i],
Drop[Drop[Drop[cvxList, -prm+ 1+ h], h], -11], {h, @, prm-1}]], {1, @, n}];

dcorrelationList = Table[Mean[Table[Correlation[Drop[Drop [Drop[dvxList, -prm+1 +h], h], i],

Drop[Drop[Drop[dvxList, -prm+1+h], h], -i]1], {h, @, prm-1}]1], {i, @, n}];

plot2 = ListPlot[ {Transpose[{tList, acorrelationList}], Transpose[{tList, bcorrelationList}],
Transpose[ {tlList, ccorrelationlList} ], Transpose[{tList, dcorrelationlList}]},
Joined - True,

PlotStyle » {Directive[Thickness[©.0007], Red], Directive[Thickness[0.0007], Blue],

PlotStyle -» {Directive[Red, PointSize[Medium]], Directive[Blue, PointSize [Medium] ],

Directive [Darker [Green], PointSize [Medium] ], Directive[Lighter[Purple], PointSize [Medium]]},
PlotMarkers -» {{"O", 8}, {"O", 8}, {"O", 8}, {"O", 8} 1},
Prolog - {Opacity[0.013, RGBColor[255 /255, ©/255, ©/255]],

Rectangle[Scaled[{@, ©}], Scaled[{1, 1}]]},

PlotRange » {{0, t}, {-0.4, 1}}

Show[plot2]
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F.5. Cbédigo para simular un sistema de dipolos activos con
actividad bajo los efectos de un campo magnético

ClearAll["Global "]

(xParametros globales«)

n =1088; (+Numero de pasos balisticosx)

prm=1;

kB = 1.381 % 10" (-23); («Constante de Boltzmann en J/K«)
rmagndim = 10" (-6) ; (+Unidades dimensionales para el desplazamiento en m«)
tmagndim = 10~ (-7); (+«Unidades dimensionales para el tiempo en sx)

r = 8.81 xrmagndim; (<Radio de la particulax)

n=0.891%x18" (-3); (+«Viscosidad del solvente en Pa.s=)

T = 298.15; («Temperatura del sistema en Kx)

vt :=6%xPixnxr; («Coeficiente de friccidén traslacional del mediox)
yr:=8%xPixnx (r"3); (+Coeficiente de friccidn rotacional del mediox)

Dtt := (kB T) /yt; («Coeficiente de difusion traslacionals)

Drr := (kBxT) /yr; («Coeficiente de difusion rotacionalx)

vl =18%3.1%10" (-6); (+Velocidad debido a la actividad en m/s«+)
p = 10850; (:Densidad en Kg/m"3x)

m=9; (xMasa de la particulax)

t=10;

At = t/n; («Diferencia de tiempo entre cada paso balisticox)

Ata = At}

II= (2/5) *m% (r~2); («Momento de inercia de las particulas«)
particles = 5; («Numero de particulas«)

o=2xr; («Didmetro de las particulasx)

e = (1/1000) x ( (o) ~2) ¥yt /At; («Profundidad del pozo de potencialx)
@ =10* (-19); («Momento de los dipolosx)

¢E =Pi/2;

tList = Table[npbxAt, {npb, @8, n-1}]; («Lista que contiene cada elemento de

tiempox)
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(«Generacion de posiciones inicialesx)
initialpositionsx = RandomReal[{- (12/2) »r, (12/2) #r}, particles];

initialpositionsy = RandomReal[ {- (12/2) »r, (12/2) *xr}, particles];

minDistance = 2 xr;
(xVerificar y ajustar las posiciones inicialesx)
While[ExistsIntersectingParticles[initialpositionsx, initialpositionsy, minDistance],

initialpositionsx = RandomReal[{-(12/2) *r, (12/2) xr}, particles];
initialpositionsy = RandomReal[ {- (12/2) xr, (12/2) %r}, particles];

1

(xFuncidén para verificar si hay alguna interseccidn entre particulasx)
ExistsIntersectingParticles[initialxList_, initialylist_, minDistance_] :=
Or @@ MapThread [AnyIntersectingQ, {Subsets[Transpose[{initialxList, initialyList}], {2}1],

ConstantArray [minDistance, Binomial [Length[initialxList], 2]]1}];

(«Funcion para verificar si dos particulas estan lo suficientemente separadas«)

AnyIntersectingQ[{pti_, pt2_}, minDist_] := EuclideanDistance@e {ptl, pt2} < minDist

(«Generacion de orientaciones inicialesx)

initialpositions¢ = {Pi, @, Pi, @, Pi};

(xFuncioén para ejecutar una simulacidnsx)
generarDatos[] := Module[{x, Yy, &, a, Wxi, Wyi, Wi, datafl, dataf2, dataf, datatl, datac2, datarzc,

DataxList, DatayList, DatarList, Data¢lList, p, i, j, k, f, B1, dx, dy, rjk, a2, rxjk, ryjk, Bj, Bk,
fWx, fWy, fDx, fDy, tD, xF, yF, ¢t, tE, FIX, FIy, tI, bét, FIWx, FIWy, tIE, tID, FIDx, FIDy, E@},
E@ =9;
x[u_, f 1 :=If[u=-1]]|u-==0,Part[initialpositionsx, f]];
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viu , f 1 :=If[u=-1]||u-=0, Part[initialpositionsy, F]];
d[u_, f ] :=1f[u=-1]||u=0, Part[initialpositions¢, F]];
Wxi = RandomVariate[NormalDistribution[®, 1], {particles, n+prm}];

Wyi

RandomVariate[NormalDistribution[@, 1], {particles, n+prm}];

Wepi

RandomVariate [NormalDistribution[@, 1], {particles, n+prm}];

(#Interacciones WCA para una determinada iteracidn,para la particula p=x)
FIWX[k_] :=dataflfk, p, 11;
FIWy[k_] :=dataflfk, p, 2];

(#Interacciones debido a E para una determinada iteraciodn,para la particula px)
tIE[k_] :=datatl[k, p, 1];

(xInteracciones Dipolares para una determinada iteracidn,para la particula px)
FIDx[k_] :=dataf2[k, p, 1];
FIDy[k_] :=dataf2[k, p, 2];
tID[k_] :=datat2[k, p, 1];

(¥Interacciones general para una determinada iteraciodn,para la particula p«)
FIx[k_] := FIWX[R] + FIDX[k];
FIy[k ] := FIWy[k] +FIDY[k];
tI[k ] := tIE[R] + TID[k];

(xListas para almacenar las fuerzas de interaccidnx)
datafl = Table[ConstantArray[{@, 0}, particles], {n+prm}];

dataf2 = Table [ConstantArray[ {9, 0}, particles], {n+prm}];

dataf = datafl + dataf2;

(xListas para almacenar las torcas de interaccion«)

datatl = Table[ConstantArray[{©}, particles], {n +prm}];
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datat2 = Table[ConstantArray[{0}, particles], {n+prm}];

datatr = datatl + datar2;

(xLista que contiene cada componente "x" de posicidén de cada particulax)
DataxlList = ConstantArray[{}, particles];

(xLista que contiene cada componente "y" de posicidén de cada particulax)

DatayList = ConstantArray[{}, particles];
(xLista que contiene cada elemento de orientacidén de cada particulax)
DataglList = ConstantArray[{}, particles];
For‘[f =1, fsn+prm, f++, («Calculo de las fuerzas y torcas«)
xF = Array[x[f -1, #] &, particles];
yF = Array[y[f -1, #] &, particles];
¢t = Array[o[f -1, #] &, particles];
For[j=1, j <particles -1, j++,

For[k =j+1, k < particles, k++,

Bl = ¢t [j] - ¢z[k]; (+Angulo entre orientacionessx)

dx = xF[3] - xF[kD;

dy = yF[J] - xFIkD;

rjk = Sqrt[dx"2 +dy~2]; (xDistancia entre la particula j y la k=)

a2 = ArcTan[dy /dx]; (+Angulo del vector de posicién relativo j—kx)

rxjk = rjk = Cos[a2];
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ryjk = rjk*Sin[a2];

seno
(«Angulo entre la orientacién de la particula j y el vector de posicién relativo j-k«)
B3 = ¢t[i] - a2;

(xAngulo entre la orientacidn de la particula k y el vector de posicidén relativo j-kx)
Bk = ¢t[k] - a2;
If[rjk < 2+r, («Calcular la fuerza si la distancia es igual o menor al doble del radiox)
S

flix =24 %xe* (1/ (rik"2)) * (2% ((o/rjk)~12) - (o/rjk) *6) % (dx);

flly = 24 %€+ (1/ (rjk"2)) % (2% ((o/rik) ~12) - (o /rik) ~6) * (dy);

(xAcumular las fuerzas de WCA sobre las particulas en la iteraciodn ix)

datafl[f, j] = datafli[f, ] + {flx, fly};

datafl[f, k] = dataflf, k] + {-Fflx, -fly};
15
If[rjk > 2+r, (xSolo calcular la fuerza si la distancia es mayor al doble del radiox)
s

fDX = -3 % ((u/ (rjk)~2)~2) + (((Cos[B1] - 5%Cos[Aj] +Cos[Bk]) *Cos[a2]) +

coseno coseno coseno coseno

((Cos[Bk] *Cos[¢T[J]]) + (Cos[B]] »Cos[¢T[k]])));

coseno coseno coseno coseno
fDy = 3% ((u/ (rjk) 22)"2) % (((Cos[B1] - 5*Cos[Bj] #Cos[Bk]) *Sin[a2]) +
coseno coseno coseno seno
((Cos[Bk] *Sin[¢T[J1]) + (Cos[BI] *Sin[dt[k]])));
coseno seno coseno seno
D= ((u/rjk)"2) * (Sin[¢t[J]] * (Cos[dT[k]] - ((3+rxjk) / (rijk)) =Dot[{Cos[¢c[i]] +
seno coseno Dro-- coseno
Cos[pt[k]], Sin[¢T[J]] +Sin[¢dc[k]]1}, {Cos[a2], Sin[a2]}]) -
coseno seno seno coseno seno
Cos[@t[J]] * (Sin[oc[k]] - ((3*ryjk) / (rijk)) *Dot[{Cos[¢T[i]] +
coseno seno Dro-- coseno
Cos[pt[k]], Sin[¢t[i]] +Sin[¢c[k]]1}, {Cos[a2], Sin[a2]}]));
coseno seno seno coseno seno

(«Acumular las interacciones dipolares sobre las particulas en la iteracidn i)
dataf2[f, j] = dataf2[f, j] + {fDx, fDy}; (xFuerza dipolar sobre la particula jx)
dataf2[[f, k] = dataf2[[f, k] + {-fDx, -fDy}; («Fuerza dipolar opuestax)
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datac2[f, j] = datac2[f, j] + {tD}; (+Torca dipolar sobre la particula j«)
datat2[f, k] = datac2[f, k] + {-tD}; («Torca dipolar opuestax)
15]5]s
For[j =1, j < particles, j++, If[¢t[]] # ¢E,
TE t= u»Cos[¢pT[J]] * EO*xSin[¢E] - u+Sin[¢T[J]] = E@ xCos [¢E] ;
datatl[f, j]] = datatl[f, j] + {tE}; («Torca debida al campo Ex)];];
(xCalculo de las nuevas posiciones y orientaciones de las particulas«)
For[p =1, p < particles, p++,
[, p]l =Mod[((2*II + yr+At) xp[Ff -1, p] + At «Sqrt[2+ kB« Txyr xAt] «Woi[p, f] -
IT+p[F-2, p] + (TI[f]) * (Aat"2)) / (II + yr+At), 2+Pi];
X[f5 p] = (Wxip, F]*Sqre[2+kB*Txyt] #AtA(3/2) ~mex[F-2, p] + (2xm+ ytxAt) »
Xx[f-1, p]l +yt*xvOxCos[d[f -1, p]]* (At"2) + (FIX[f]) % (At"2)) / (m+ yt+AL);
vIf, p] = (Wyif[p, fI1*Sqrt[2+kB+Txyt] *At"(3/2) -mxy[f-2, p] + (2xm+ ytxAtL) *
y[f-1, p] +yt*v@xSin[¢[f -1, p]] * (At"2) + (FIy[f]) % (At"2)) / (m+ yt+AtL);
a[f, p] = ArcTan[y [, p] /x[f, p]];
DataxList[p] = Append[DataxList[[p], x[f, p]];
DatayList[[p] = Append[DatayList[p], v[f, p]l];

Data¢List[p] = Append [DatasListp]l, ¢[f, p]11513];

(«Devolver las listas de datos=x) {DataxList, DatayList, Dataquist}]
(«Numero de simulacionesx)numSimulaciones = 20;
(#Ejecutar simulaciones«)resultados = Table[generarDatos[], {numSimulaciones}];

78



Bibliografia

[1]

2]

13l

4]

[5]

[6]

17l

18]

19]

[10]
[11]
[12]
[13]

[14]

[15]

[16]

GOMPPER G., LETTINGA P., ELGETI J., FAHLKE C., DHONT J. K., FORSTER S., ...,
OFFENHAUSSER A., Physics of life, Zelluldre Biophysik, 2018.

BuneEA A. 1., TABORYSKI R., Recent Advances in Microswimmers for Biomedical Applica-
tions, Micromachines, 2020.

CHENGLIN Lv., YUGUANG YANG., Bo Li., Nano/Micromotors in Active Matter, Microma-
chines, 2022.

Pavracct J., CoTTIN-BiZzONNE C., YBERT C., BOCQUET L., Sedimentation and effective
temperature of active colloidal suspensions, Physical Review Letters, 105(8), 088304, 2010.

VOLPE G., GIGAN S., VOLPE G., Simulation of the active Brownian motion of a microswim-
mer, American Journal of Physics, 82(7), 659-664, 2014.

MaRrcos J. C. U., LIEBCHEN B., Inverted Sedimentation of Active Particles in Unbiased ac
Fields, Physical Review Letters, 131(3), 038201, 2023.

VoOLPE G., VOLPE G., Simulation of a Brownian particle in an optical trap, American Journal
of Physics, 81(3), 224-230, 2013.

CARRASCO-FADANELLI V., BUTTINONI 1., Sedimentation and levitation of catalytic active
colloids, Physical Review Research, 5(1), L012018, 2023.

GovAaL A., Computer simulation studies of self-assembly of dipolar and quadrupolar colloid
particles, Carolina State University, 2009.

PHILIPSE A. P., Brownian Motion. Undergraduate Lecture Notes in Physics, Springer, 2018.
Bera H. C., Random Walks in Biology, Princeton University Press, 1993.
DuonT J. K., An Introduction to Dynamics of Colloids, Elsevier, Amsterdam, 2003.

DuoNT J. K., Dynamics of Colloids, 46th IFF Spring School 2015, Functional Soft Matter,
Notas de lectura (paginas B1; 1-40). Schriften des FZ-Jiilich, 2015.

Howse J. R., JoNES R. A., Ryan A. J., GouGH T., VAFABAKHSH R., GOLESTANIAN
R., Self-motile colloidal particles: from directed propulsion to random walk, Physical review
letters, 99(4), 048102, 2007.

KAISEr A., Porpowa K., LOWEN H., Active dipole clusters: From helical motion to fission,
Physical Review E, 92(1), 012301, 2015.

Fusit S., IppoN P. D.; RyaN A. J., ARMES S. P., Aqueous particulate foams stabilized
solely with polymer latex particles, Langmuir, 22(18), 7512-7520, 2006.

79



